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RESUMO 

 

ANÁLISE TRIDIMENSIONAL DE ESTRUTURAS 

GEOTÉCNICAS SUBMETIDAS A REFORÇO E DRENAGEM 

 

Este trabalho visa o desenvolvimento e o aperfeiçoamento de técnicas numéricas que 

auxiliem no estudo do comportamento de estruturas geotécnicas tais como túneis, escavações 

a céu aberto e obras de contenção. Entre as medidas estabilizantes neste tipo de estruturas é 

comum a aplicação de reforços de geometria linear, tais como ancoragens e grampos. 

Adicionalmente, é utilizada também a aplicação de drenos com a finalidade de reduzir as 

poropressões e, conseqüentemente, aumentar as tensões efetivas. A técnica do Solo 

Grampeado é um claro exemplo da aplicação conjunta destas medidas de estabilização. O 

método dos elementos finitos (MEF) é a ferramenta numérica mais comumente utilizada na 

análise deste tipo de obra. No entanto, o uso deste método na simulação de inclusões de 

geometria linear não é uma tarefa simples. Inicialmente, a geração da malha de elementos 

finitos de uma análise convencional, especialmente em condições tridimensionais, é muito 

mais complicada e dispendiosa em termos de tempo na presença de inclusões. Isto torna mais 

complicada a análise de diferentes alternativas na fase de projeto, uma vez que cada 

configuração de inclusões em estudo demanda a geração de uma nova malha. Neste sentido, 

este trabalho estuda técnicas nas quais é permitido que as inclusões atravessem os elementos 

sólidos. Desta maneira, é possível analisar diferentes configurações de reforços e drenos 

utilizando uma única malha de fundo. Uma das técnicas estudadas corresponde ao método 

denominado embutido. Denomina-se assim porque a rigidez ou permeabilidade das inclusões 

é incorporada ou embutida nos elementos sólidos atravessados. No entanto, este método 

apresenta algumas desvantagens como a dificuldade de simular a interface solo-reforço e a 

dificuldade na aplicação de condições de contorno nas inclusões. Para superar estes 

inconvenientes, é apresentado um novo método denominado semi-embutido. Neste caso, as 

inclusões são conectadas à malha por meio de elementos de interface. Tais elementos de 

interface possuem um extremo conectado à inclusão e o outro extremo é ancorado num 

elemento da malha. Desta maneira, torna-se possível a simulação do contato solo-reforço e a 

aplicação de condições de contorno nas inclusões. Por outro lado, o estudo do efeito conjunto 

de reforços e drenos no comportamento de um maciço só é possível através de uma análise de 

deformação e fluxo acoplados. Neste tipo de análise é conveniente considerar o fluxo não 

saturado para avaliar a posição da linha freática. Por esta razão, torna-se necessária a 

modelagem do solo não saturado. No desenvolvimento deste trabalho, foi necessária a 

implementação e validação do programa de elementos finitos para a realização de análises 

acopladas incluindo a modelagem do solo não saturado. Este programa serviu de base para as 

implementações das técnicas de simulação de inclusões como reforços e drenos. Finalmente, 

foram realizadas análises de taludes hipotéticos com o objetivo de avaliar o efeito das 

inclusões e as disposições de reforço e drenos que representam maior contribuição na 

estabilidade do maciço. 
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ABSTRACT 

 

THREE-DIMENSIONAL ANALYSIS OF GEOTECHNICAL 
STRUCTURES SUBJECT TO REINFORCEMENT AND 

DRAINAGE 

 

The behavior of geotechnical retaining structures is studied in this work. The application of 

linear shape inclusions like nails and drains is one of the techniques to improve the stability 

conditions of this kind of structures. In addition, the application of sub-horizontal drains is a 

common solution to reduce the pore-pressure and consequently to increase the effective 

stresses. The Soil Nailing technique is one example of the combined application of this type 

of techniques. It is common to use the finite element method (FEM) to simulate this 

application. However, using the FEM to simulate structures that include linear shaped 

inclusions is not a trivial task. Initially, the mesh generation in a conventional analysis of this 

type, especially on three-dimensional conditions, becomes complicated due to the difficult of 

considering the inclusions in the analysis. The study of different possible alternatives during 

this preliminary analysis is an even harder task because every new inclusions configuration 

demands a new finite element mesh. The aim of the present work is to study techniques to 

simulate the behavior of geotechnical retaining structures where the inclusions can trespass 

the solid elements from the FEM mesh. This turns possible to analyze different inclusions 

configurations such as reinforcements and drains using only one background mesh. One of 

these techniques is the embedded method. In this method the inclusions’ stiffness or 

permeability are embedded into the trespassed solid elements. However, this method presents 

some difficulties such as simulating the soil-reinforcement interface and the application of 

boundary conditions. To overcome these disadvantages a new method (the semi-embedded 

method) is presented. In this method, the inclusions are connected to the mesh via interface 

elements. These interface elements have one node connected to the inclusion and the other 

one is anchored into a solid element. So, it is possible to simulate the soil-reinforcement 

contact and the application of boundary conditions in the inclusions. The study of the 

simultaneous effect of reinforcements and drains on the soil mass behavior also becomes 

possible through a deformation - flow coupled analysis. The consideration of unsaturated flow 

is convenient in this kind of analysis to evaluate the location of the phreatic line. To achieve 

the main goals of this work, it was necessary the implementation and validation of a finite 

element program to carry out coupled analysis including the unsaturated soil modelling. This 

program was used to implement and validate the studied techniques. Finally, some 

simulations were carried out using hypothetical slopes to evaluate the inclusions’ effect and 

the best drains and reinforcements configurations for the stability of the soil mass. 
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𝜈  Coeficiente de Poisson 

𝛔
 

 Tensor de tensões 

𝛔 
 

 Tensor de taxa de tensões 

𝛔
 𝑖𝑛𝑖

 Tensor de tensões correspondente a um estado inicial 

𝛔′
 

 Tensor de tensões efetivas 

𝛔′
 
  Tensor de taxa de tensões efetivas 

𝛆
 
 Tensor de deformações 
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𝛆 
 
 Tensor de taxa de deformações  

𝛆 
 

𝑒
 Tensor de taxa de deformações elásticas  

𝛆 
 

𝑝
 Tensor de taxa de deformações plásticas  

𝐴 Área 

𝐴𝑠𝑒𝑐  Área da seção de uma inclusão 
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𝐛 Vetor de massa 

𝐛𝑤  Vetor de massa do fluido 

𝐵 Parâmetro do modelo BarcelonaX que permite ajustar o fechamento da superfície 
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𝐁 Matriz da relação deformação-deslocamento 

𝐁𝑝  Matriz que permite associar poropressão nodal com gradiente hidráulico 

𝑐 Coesão 

𝑐𝑣  Coeficiente de adensamento 

𝑐′ Coesão efetiva 

𝐂  Matriz de acoplamento que associa poropressão com força 

𝐂
  

e
 Tensor elástico de quarta ordem da relação deformação - tensão 

𝐂
  

ep
 Tensor elastoplástico de quarta ordem da relação deformação - tensão 

𝑑𝑠𝑒𝑐  Diâmetro da seção de uma barra 

𝐝
 

e
  Tensor elástico de segunda ordem da relação deformação - sucção 

𝐝
 

ep
 Tensor elastoplástico de segunda ordem da relação tensão - sucção 

𝐃 Matriz da relação tensão - deformação 

𝐃
  

𝑒
 Tensor elástico de quarta ordem da relação tensão - deformação 

𝐃
  

𝑒𝑝
 Tensor elastoplástico de quarta ordem da relação tensão - deformação 

𝑒  Índice de vazio 

E Módulo de elasticidade 

E Matriz de extrapolação 

𝐹 Função de plastificação 
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𝐅 Vetor de forças 

𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  Vetor de forças com 6 componentes de um elemento de mola de dois nós na 

direção 𝑥′ 

𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  Vetor de forças com 2 componentes de um elemento de mola 1D de dois nós na 

direção 𝑥′ 

𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  Vetor de forças de um elemento de mola semi-embutido na direção 𝑥′ 

𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖  Vetor de forças de um elemento de interface semi-embutido 

ℊ Gradiente hidráulico em um elemento de dreno 

𝐺 Função potencial plástico 
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deslocamentos de um elemento de mola 1D na direção 𝑥′ 

𝐇 Matriz de permeabilidade 

𝐇𝑐𝑜𝑛  Matriz de permeabilidade de um elemento conector solo-dreno 1D 

𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖  Matriz de permeabilidade de um elemento conector solo-dreno semi-embutido 

𝐉 Módulo ou determinante do Jacobiano 
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𝑘 Permeabilidade 

𝑘  Drenabilidade do elemento conector solo-dreno 

𝑘𝑐   Parâmetro que controla o aumento da coesão aparente com o aumento da sucção 
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1 Introdução 

Capítulo 1 

Introdução 

Uma área importante da Geotecnia é a que lida com a melhoria das condições de 

estabilidade do maciço em obras tais como contenção de taludes, escavações a céu aberto e 

túneis, por exemplo. Nestes casos é comum a inclusão de reforço lineares e drenagem com a 

finalidade de garantir as condições de estabilidade do maciço. Dentre as opções existentes, 

uma relativamente recente, e que se tem constituído como uma alternativa às técnicas 

convencionais, é a técnica do Solo Grampeado. Este é um tipo de solução que vem ganhando 

espaço nas obras civis devido a algumas vantagens tais como economia e rapidez de 

execução. 

No dimensionamento deste tipo de obras é freqüente o uso de ferramentas numéricas.  

Desta forma, previamente às análises, é necessário definir alguns aspectos como: o método 

numérico a ser utilizado, a possibilidade de usar modelos bi ou tridimensionais, a 

possibilidade de utilizar acoplamento entre os fenômenos de deformação e fluxo, a 

possibilidade de considerar o solo como não saturado, os métodos a serem utilizados para a 

representação do reforço e a drenagem, dentre outros. Cada um destes itens tem maior ou 

menor relevância dependendo das características do projeto tais como: importância, vida útil, 

complexidade da geometria, condições de contorno, processos transientes, etc. Na prática, 

existem várias métodos de análise de maciços reforçados. Dentre eles tem-se o método de 

equilíbrio limite (MEL), e os métodos de domínio ou aproximados como o método de 

diferenças finitas e o método de elementos finitos (MEF). Estruturas geotécnicas, como o solo 

grampeado, são freqüentemente analisadas utilizando métodos que consideram critérios de 

estabilidade local e/ou global baseados no MEL. No entanto, estes métodos desconsideram o 

estado atual de tensões e poropressões do maciço o qual pode ser determinante na 

estabilidade. O MEF possui certas características favoráveis que justificam a sua aplicação, 

tais como a possibilidade de considerar menor quantidade de hipóteses e de ter maior 

flexibilidade com relação à definição da geometria e à aplicação das condições de contorno. 

Em geral, o MEF constitui-se como uma técnica efetiva para resolver problemas de contorno 

(Bathe, 1982; Zienkiewicz & Taylor, 1989). Desta forma, este método pode ser aplicado a 

uma ampla quantidade de fenômenos físicos, dentre os quais as análises de deformação e de 

fluxo através de meios porosos são de grande interesse para a Geotecnia. Normalmente, estes 
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dois fenômenos, por razões de simplicidade, são analisados isoladamente. Entretanto, a 

análise simultânea, denominada de análise de deformação e fluxo acoplados, leva em 

consideração as mudanças na deformação devido ao fluxo e vice-versa, especialmente em 

uma situação transiente. Adicionalmente, com o auxílio do MEF pode-se considerar o solo 

como não saturado. Isto implica na utilização de modelos constitutivos que associam as 

variações de tensão e poropressão (ou sucção) simultaneamente. Grande parte das obras 

geotécnicas, o que inclui as obras de reforço em solos, encontra-se no âmbito do solo não 

saturado, porém as análises de projeto deste tipo de obras, devido a razões conservadoras e à 

variabilidade das condições climáticas, consideram a hipótese de que o solo se encontra 

saturado. Em alguns casos, considerar esta hipótese despreza o ganho de resistência devido à 

sucção e pode levar ao sobre-dimensionamento das obras de contenção afetando o custo da 

obra. Portanto, dependendo das condições climáticas e das dimensões e importância da obra, 

pode ser conveniente a consideração do solo na condição natural, freqüentemente não 

saturada. 

Outro aspecto associado às análises, é a necessidade de definir se estas devem ser 

realizadas em duas ou três dimensões. Na prática, a maioria das análises de estabilidade é 

realizada representando a geometria do problema através de domínios bidimensionais. 

Segundo Zhang et al. (1999), as análises de deformação plana não são apropriadas para 

representar o comportamento de estruturas reforçadas tais como o solo grampeado. 

Considerando a geometria linear do reforço, esta não é adequada para ser simulada com 

propriedades equivalentes em análises bidimensionais, salvo em certas ocasiões quando se 

tem distribuições regulares e pouco espaçadas de reforço.  Porém, dependendo das 

necessidades da obra, os espaçamentos horizontais assim como os comprimentos dos reforços 

podem ser variados. Situações análogas podem ser consideradas com relação à aplicação de 

drenos sub-horizontais. Desta forma, a extensão para análises tridimensionais torna-se 

apropriada em análises mais refinadas. 

Na análise de inclusões como reforços e drenos, e da sua contribuição no maciço em 

aspectos como deformabilidade e estabilidade, algumas considerações devem ser realizadas. 

Por exemplo, a modelagem dos reforços deve considerar o comportamento da interface 

existente com o solo, região na qual é possível de acontecer ruptura e deslizamento. Por outro 

lado, a modelagem dos drenos deve considerar a situação em que um dreno se encontre 

parcial ou totalmente fora da região saturada. Entre os métodos existentes para a simulação de 

inclusões pelo MEF estão os métodos discreto, embutido e homogeneizado. O método 

discreto corresponde à aplicação convencional do MEF, a qual tem o inconveniente de exigir 

uma nova malha de elementos para cada nova configuração de reforço. Isto ocorre porque as 

conectividades dos elementos que representam os reforços devem ser compatíveis com os nós 
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da malha de elementos do meio circundante. O método embutido, no entanto, permite que 

reforços atravessem os elementos sólidos podendo assim utilizar uma mesma malha de fundo 

para analisar diferentes configurações de reforço. Neste método, os reforços são divididos em 

segmentos virtuais correspondentes a cada elemento sólido atravessado. A contribuição de 

cada segmento é calculada em função da sua geometria e sua posição com relação ao 

elemento atravessado. Por outro lado, no método homogeneizado, as propriedades dos 

elementos sólidos da região reforçada são convenientemente modificadas para levar em 

consideração o efeito do reforço. No entanto, este método só é mais apropriado quando se têm 

distribuições regulares de reforço. Como na técnica do solo grampeado é possível ter 

distribuições irregulares de reforço e onde as propriedades da interface são de grande 

importância no dimensionamento, o método homogeneizado não representa uma alternativa 

de análise apropriada. 

Neste trabalho, pretende-se estudar métodos de análise de estruturas geotécnicas que 

consideram inclusões, tais como reforços e drenos, na melhora das condições de estabilidade. 

Para isto, o trabalho considera etapas que envolvem a formulação, implementação e aplicação 

destes métodos. As implementações consideram o desenvolvimento de um programa de 

elementos finitos capaz de realizar análises tridimensionais de deformação e fluxo acoplados 

em solo não saturado. Na modelagem das inclusões, três métodos são apresentados. Os 

métodos existentes como o discreto e o embutido são reformulados e um novo método 

denominado semi-embutido é introduzido. O método semi-embutido combina algumas 

características dos métodos discreto e embutido. Entre estas características tem-se: a 

possibilidade de ter reforços em posição arbitrária na malha de elementos, a utilização sem 

inconvenientes de elementos de interface, a aplicação de condições de contorno diretamente 

sobre os reforços, dentre outras. Algumas ferramentas existentes associados ao MEF e 

necessárias à implementação são aproveitados, como por exemplo, os conceitos de 

mapeamento inverso e de função de contorno. Outras ferramentas adicionais, consideradas 

também necessárias, como a extrapolação local e a interpolação pseudolinear de valores 

nodais são introduzidas. Finalmente, após as implementações e a validação dos métodos 

estudados, estes são aplicados na análise de taludes hipotéticos com o objetivo de avaliar o 

efeito das inclusões e as disposições de reforço e drenos que fornecem maior contribuição na 

estabilidade do maciço. 

1.1 Objetivos 

Esta pesquisa visa o estudo de métodos de análise de inclusões através do MEF em que a 

disposição de tais inclusões não dependa da geometria da malha de elementos. O estudo 

pretende mostrar as vantagens na utilização deste tipo de abordagem. As inclusões em estudo 
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correspondem aos reforços e drenos, ambos de geometria linear. Adicionalmente, pretende-se 

mostrar também as vantagens da adequada configuração de inclusões no maciço quanto à 

deformabilidade e estabilidade. 

Para cumprir estes objetivos as seguintes etapas foram estabelecidas: 

 Escrever o código computacional de elementos finitos, capaz de realizar análises de 

deformação e fluxo acoplados em meio não saturado¸ que sirva de ferramenta para o 

estudo de métodos de análise de inclusões como reforços e drenos; 

 Desenvolver e/ou aperfeiçoar os métodos existentes para a análise de inclusões por meio 

do MEF; 

 Validar as implementações e os métodos propostos por meio de comparações com 

soluções analíticas ou por comparação com outras ferramentas; 

 Realizar análises de casos hipotéticos que mostrem a aplicabilidade e as vantagens dos 

métodos propostos; 

 Realizar análises de casos hipotéticos para verificação da eficiência da distribuição das 

inclusões. 

1.2 Escopo do Trabalho 

Os tópicos abordados neste trabalho são descritos em uma seqüência conveniente para seu 

melhor entendimento. Assim, começa-se pela revisão da teoria necessária para a formulação 

de métodos de análise de estruturas geotécnicas e das inclusões. Posteriormente, são 

abordadas a implementação, validação e aplicação dos métodos estudados.  Para prover uma 

melhor visão geral do trabalho, a seguir, é apresentado um breve resumo de cada capítulo.  

O Capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica associada à técnica de solo grampeado, 

solos não saturados e aos métodos de análise de reforços por meio do MEF. A revisão da 

técnica do solo grampeado é necessária de modo a se entender os aspectos construtivos a 

serem simulados posteriormente. Uma vez que se pretende considerar o solo na condição não 

saturada, é realizada uma breve revisão da Mecânica dos Solos Não Saturados destacando 

aspectos como resistência, deformabilidade e permeabilidade. Adicionalmente, é apresentado 

um breve resumo dos métodos baseados no MEF disponíveis na literatura para a análise de 

inclusões como reforços e drenos. 

O Capítulo 3 é associado à modelagem do solo não saturado. Este capítulo apresenta 

resumidamente a teoria convencional da Elastoplasticidade aplicada a solos não saturados. 

Nesta parte encontra-se um resumo da formulação do modelo elastoplástico desenvolvido por 

Alonso et al. (1990), uma vez que tal formulação é utilizada na implementação e análise de 

alguns casos com solo não saturado. Posteriormente é apresentada a formulação do MEF 
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utilizada para as análises de deformação e fluxo acoplados. A parte do fluxo abrange o fluxo 

em meio não saturado. Na parte final deste capítulo são apresentados os resultados da 

validação das implementações realizadas. 

Previamente ao estudo e formulação dos métodos para simular inclusões, o Capítulo 4 

mostra as ferramentas matemáticas e numéricas auxiliares desenvolvidas necessárias para a 

análise de elementos de reforço e drenagem em estruturas geotécnicas pelo MEF. 

O Capítulo 5 refere-se à modelagem dos reforços. Neste capítulo são formulados os 

métodos de análise e os modelos constitutivos necessários para simular os reforços e a 

interface com o solo pelo MEF. A seguir, são apresentados os resultados de testes de 

validação dos métodos estudados e das implementações realizadas. Para terminar este 

capítulo, alguns comentários sobre a utilização e limitações associadas aos métodos propostos 

são apontados. 

O Capítulo 6 apresenta a modelagem dos drenos. Este capítulo contempla as formulações 

dos métodos de análise e os modelos constitutivos para simular drenos. São apresentados os 

resultados de validação dos métodos estudados e das implementações realizadas. Na parte 

final deste capítulo, são realizados alguns comentários sobre a modelagem dos drenos. 

O Capítulo 7 apresenta os casos estudados neste trabalho. Alguns casos hipotéticos são 

analisados com o objetivo de mostrar a aplicabilidade dos métodos estudados. Nas análises 

são simulados aspectos construtivos como escavação por estágios, aplicação dos reforços e os 

drenos, tempo entre estágios, etc. Estas análises visam também destacar as vantagens da 

adequada disposição das inclusões no maciço. Finalmente os resultados são examinados e 

discutidos.  

No Capítulo 8 são apresentadas as conclusões obtidas neste trabalho. As conclusões são 

divididas em dois grupos. O primeiro com relação aos métodos de simulação de inclusões 

estudados e o segundo com relação às análises realizadas. Finalmente, são colocadas também 

as recomendações para pesquisas futuras com relação aos métodos desenvolvidos. 
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2 Revisão Bibliográfica 

Capítulo 2 

Revisão Bibliográfica 

A revisão bibliográfica está dividida em três partes. A primeira está relacionada com a 

técnica de contenção de taludes denominada de solo grampeado. Esta técnica representa 

principalmente o tipo de obra que contempla a aplicação conjunta de obras de reforço e 

drenagem. Assim, são estudadas as características desta técnica como as principais vantagens 

e desvantagens, materiais utilizados, seqüência construtiva, etc. com o objetivo de identificar 

as informações técnicas que posteriormente serão necessárias nas simulações através do MEF. 

Entre estas informações técnicas encontram-se a geometria dos reforços, propriedades da 

interface solo-grampo, propriedades dos drenos, características do faceamento, seqüência 

construtiva e mecanismos de ruptura. Maiores informações sobre a técnica de solo grampeado 

podem ser encontradas nos trabalhos de Clouterre (1991), Ortigão & Palmeira (1992), Ortigão 

et al. (1993), Porterfield et al. (1994), Byrne et al. (1998), Lazarte et al. (2003), Ortigão & 

Sayão (2004), dentre outros. 

Em seguida, é realizado um resumo sobre as formas de análise de estruturas reforçadas por 

inclusões por meio da utilização do MEF. Assim, são descritas as abordagens existentes na 

literatura, entre as quais se encontram os métodos Discreto, Homogeneizado e Embutido. 

Especial atenção é dada ao método Embutido, uma vez que este servirá como referência às 

formulações desenvolvidas neste trabalho. O método embutido tem a vantagem de permitir a 

análise de diferentes configurações de reforço em um mesmo domínio sem precisar refazer a 

malha de elementos finitos.  Vários pesquisadores têm estudado este método para analisar 

reforços, embora nem sempre utilizando esta denominação, mas atendendo ao mesmo 

princípio. Entre eles podem ser citados Elwi & Hudrey (1989), Charbel (1996), Bello (1997), 

Da Silva (1999), Hartl et al. (2000), Hartl (2002), Durand (2003) e Durand & Farias (2004). 

Adicionalmente, autores como Andrade (2003) e Durand & Farias (2006) utilizaram 

extensões do método embutido na representação de elementos drenantes na simulação de 

fluxo em maciços de solo. 

A parte final desta revisão trata sobre a teoria da Mecânica dos Solos Não Saturados. A 

revisão sobre este tema se justifica uma vez que o presente trabalho inclui a análise de 

deformação e fluxo acoplados em meios porosos. Este tipo de análise permite simular o efeito 
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dos drenos sub-horizontais utilizados conjuntamente com solo grampeado com a finalidade de 

reduzir o nível do lençol freático. Assim, durante esta revisão são vistos aspectos como a 

deformabilidade, resistência e permeabilidade do solo não saturado. Informações abrangentes 

sobre o comportamento do solo não saturado podem ser encontradas nos trabalhos de 

Fredlund & Rahardjo (1993), Jucá (1993), Farias (2004), dentre outros. 

2.1 Técnica do Solo Grampeado 

O solo grampeado é um sistema de contenção, aplicado em taludes, que emprega barras 

(grampos), concreto projetado, e drenagem (superficial e profunda).  Algumas das primeiras 

aplicações foram realizadas na França aproximadamente em 1970, como uma extensão do 

novo método austríaco de túneis, NATM (Clouterre, 1991). O uso do solo grampeado como 

método de reforço tem crescido rapidamente na estabilização de taludes íngremes e em 

escavações. A principal característica da técnica de solo grampeado é a rapidez de execução 

comparada a obras de contenção equivalentes. Comparações entre custos em obras de 

contenção mostram que o solo grampeado fornece uma economia de até 40% com relação à 

cortina atirantada (Ortigão & Palmeira, 1992).  

O conceito fundamental do solo grampeado é reforçar o terreno com inclusões passivas 

pouco espaçadas com a finalidade de introduzir resistência à tração e ao cisalhamento no 

maciço (Ortigão et al., 1993). A presença de uma face flexível, associada com reforços curtos, 

faz com que o maciço possa se deformar, mobilizando esforços nos grampos que garantem a 

estabilidade do conjunto. A Figura 2.1 mostra a seção típica de uma obra em solo grampeado. 

 

Os grampos podem ser injetados ou cravados. Dentre os cravados, estes podem ser por 

percussão, por rotação (grampo parafuso) e mediante ar comprimido. Nos grampos injetados, 

grampo 

canaleta de concreto 

perfil original do solo 

via 
existente 

dreno de paramento 

ampliação 

faceamento temporário 

faceamento permanente 

dreno de pé 
barbacã 

(concreto projetado) 

Figura 2.1 - Seção transversal típica de uma obra com solo grampeado 

(modificado - Lazarte et al., 2003). 
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podem ser colocadas uma ou várias barras de aço com diâmetro de 1” a 1½” em perfurações 

de 4”. Os espaçamentos vertical e horizontal entre grampos usualmente variam de um a dois 

metros. A Figura 2.2 mostra detalhadamente as características de um grampo após instalação. 

Em lugar de barras de aço é possível a utilização de materiais sintéticos como barras ou 

fibras FRP (Fibre-reinforced polymer) (Ortigão, 1996). Estes materiais apresentam maior 

resistência à tração (cerca de três vezes a resistência do aço), menor módulo de elasticidade, 

menor peso específico, alta resistência à corrosão e até maior facilidade para serem cortados. 

No entanto, seu custo é bastante elevado com relação ao aço. Burgoyne (1999) mostra que um 

maior custo inicial pode ser compensado por outras economias como em transporte e manejo. 

A diferença básica da técnica do solo grampeado com relação ao uso de tirantes é a 

pequena protensão aplicada no grampo, que em geral só visa garantir o contato da face com o 

maciço. Além disso, os grampos são aplicados em espaçamentos menores e a zona ancorada 

se estende ao longo do grampo, mobilizando tensões por atrito. 

 

Paredes verticais ou quase verticais requerem uma face flexível. Assim, na maioria dos 

casos é utilizado concreto projetado no faceamento. Adicionalmente, é possível o uso de 

SFRS (steel fibre reinforce concrete), que são fibras de aço de alta resistência à tração 

misturadas no concreto como agregado para obter uma maior resistência e minimizar o 

trincamento da face. 

Vários autores destacam as vantagens e desvantagens do solo grampeado na literatura 

(Clouterre, 1991; Ortigão et al. 1993; Byrne et al., 1998; Lazarte et al., 2003). Entre as 

principais vantagens da técnica têm-se: economia, velocidade de instalação do reforço, 

velocidade de execução do paramento, utilização de equipamentos leves, adaptabilidade da 

técnica a diferentes características geométricas da superfície do terreno a ser estabilizado e 

flexibilidade na utilização de obras combinadas. Entretanto, entre as desvantagens tem-se a 

furo 

Figura 2.2 - Detalhe do grampo (Lazarte et al., 2003). 
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necessidade de um sistema eficiente de rebaixamento do lençol em caso de presença de água. 

Em condições de drenagem inadequada após a realização da obra, particularmente em solos 

argilosos, é possível ocorrer um elevado grau de saturação ao redor dos grampos, o que pode 

conduzir a uma redução significativa do atrito solo grampo, prejudicando assim a integridade 

do maciço. Outra desvantagem associada a técnica do solo grampeado são os maiores 

deslocamentos produzidos pela flexibilidade da estrutura. 

2.1.1 Processo construtivo 

Quando a técnica do solo grampeado é aplicada em obras com escavações por níveis, é 

seguida uma seqüência de execução conjuntamente com a instalação dos grampos e drenos e 

da concretagem do faceamento. Após a escavação de cada camada, é aplicada uma fina 

cobertura de concreto projetado. Ocasionalmente pode ser utilizada uma armadura ou malha 

de faceamento. A aplicação do concreto projetado permite a execução de perfurações sem que 

ocorra degradação do solo. A seguir, os grampos são instalados e é procedida a injeção de 

calda de cimento, liberando a face para a inserção de armaduras e gabaritos para concluir o 

faceamento. Ao fim dos trabalhos de armação é realizado o lançamento do concreto projetado 

na face. A Figura 2.3 mostra de forma concisa as etapas do processo construtivo. 

 

2.1.2 Drenagem 

Sistemas de drenagem visam proporcionar o escoamento das águas retidas nos maciços, de 

forma a aliviar as poropressões positivas capazes de comprometer a estabilidade do talude. 

Normalmente os sistemas de drenagem se compõem de drenos sub-horizontais profundos, 

drenos de superfície, drenos de paramento e drenos de pé (Figura 2.4). Na prática usual, 

recomendam-se serviços de drenagem profunda e de superfície. 

Os drenos sub-horizontais profundos são drenos lineares embutidos no maciço com 

comprimentos de 6 a 18 m (Figura 2.4a). Os drenos são elaborados com tubos perfurados e 

introduzidos transversalmente nos taludes por cravação ou mediante escavação. Estes últimos 

1 a 2 m 

Figura 2.3 - Seção transversal de uma obra típico com solo grampeado 
(modificado - Porterfield et al., 1994) 
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podem ser constituídos por tubos plásticos de 1½” a 2” de diâmetro instalados em perfurações 

de 2½” a 4” de diâmetro. Nos cortes, estes são instalados geralmente no sentido ortogonal ao 

eixo. 

 

Para os drenos de superfície (situados atrás e adjacentes ao revestimento de concreto) 

usam-se barbacãs que consistem na escavação de uma cavidade com cerca de 40 x 40 x 40 

cm, preenchida com material granular, tendo como saída um tubo de PVC drenante com 

inclinação descendente (dreno pontual). O dreno de parâmetro é obtido com a instalação de 

uma calha plástica ondulada revestida por manta geotêxtil numa escavação de 10 a 30 cm na 

direção vertical da crista até o pé do talude. Tem-se, ainda, a canaleta de pé, que é considerada 

um dreno linear. A Figura 2.5 mostra a configuração dos sistemas de drenagem em uma obra 

de solo grampeado onde destacam-se os drenos sub-horizontais profundos. 

 

2.1.3 Dimensionamento 

Os métodos de dimensionamento de obras em solo grampeado atendem principalmente à 

prevenção contra diferentes modos de ruptura. Lazarte et al. (2003), após a compilação de 

vários trabalhos, mostra os modos de ruptura existentes em obras de solo grampeado. Estes 

modos se dividem em três, sendo estes de ruptura interna, externa e de face. Este trabalho 

Figura 2.5 - Configuração dos drenos em uma obra de solo grampeado (modificado - 

Lazarte et al., 2003). 
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Figura 2.4 - Drenagem utilizada conjuntamente com a técnica de solo grampeado: a) detalhe de 

um dreno sub-horizontal (modificado - Byrne et al., 1998); b) drenos de tipo superficial 
(modificado - Zirlis et al., 1999). 
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enfatiza os dois primeiros modos, deixando um papel secundário aos modos de ruptura de 

face. Considerando os modos de ruptura mostrados na Figura 2.6, os tipos de ruptura 

analisados neste trabalho são por estabilidade global e por ruptura no contato solo-grampo. A 

possibilidade de ruptura no contato barra-calda e de ruptura da própria barra não são 

contempladas neste trabalho devido à pouca ocorrência destes tipos de ruptura no solo 

grampeado. 

 

Considerando os tipos de ruptura mencionados, as informações que se tornam necessárias 

para o dimensionamento são os parâmetros de resistência e deformação do solo, as 

propriedades mecânicas do grampo e os parâmetros relacionados à interface solo-grampo 

(contato solo - calda de cimento). Adicionalmente existem outros fatores importantes no 

dimensionamento como a geometria do maciço, espaçamento entre grampos, etapas 

construtivas, etc. 

O parâmetro mais importante associado à interface solo-grampo é o valor de resistência ao 

arrancamento (𝑞𝑠), que representa uma medida da resistência da interface. Por esta razão, este 

valor é de grande importância no dimensionamento. A obtenção deste parâmetro pode ser 

realizada através de ensaios de arrancamento. A Figura 2.7 mostra esquematicamente o 

sistema utilizado no ensaio do arrancamento do grampo e um exemplo dos resultados obtidos 

no ensaio.  

Figura 2.6 - Modos de ruptura externa e interna em obras de solo grampeado 
(modificado - Lazarte et al., 2003). 
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No entanto, não é costume a realização de ensaios de arrancamento antes da execução de 

uma obra. Desta forma, o valor de resistência ao arrancamento é estimado na etapa de projeto 

e verificado durante a construção, desta vez sim, por meio de ensaios de arrancamento. A 

estimativa utilizada durante o dimensionamento pode ser baseada em resultados de obras nas 

proximidades ou mediante correlações com ensaios pressiométricos (Clouterre, 1991) ou 

ensaios SPT (Ortigão & Palmeira, 1997). A Figura 2.8 mostra as correlações obtidas do 𝑞𝑠  

com os valores obtidos de ensaios SPT. Em geral, o valor do 𝑞𝑠  varia pouco com a 

profundidade e freqüentemente este valor é assumido como constante. 

 

Quanto aos métodos de cálculo usados no dimensionamento em obras com solo 

grampeado, muitos deles são baseados no método de equilíbrio limite (MEL), onde a 

superfície potencial de ruptura é examinada. Dentro destes métodos podem ser citados o 

método de Davis modificado (Elias & Juran, 1991), o método alemão (Stocker et al., 1979) e 

o método multicritério (Schlosser,1982). Por outro lado, métodos de domínio, como o método 

Figura 2.8 - Relação de 𝑞𝑠  com resultados de ensaios de SPT (modificado - Ortigão & 

Palmeira, 1997). 
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de diferenças finitas ou o MEF, podem também ser utilizados. Estes últimos incorporam o 

estado de tensões e inclusive de poropressões existentes no maciço.   

A efetividade da utilização de sistema de reforços pode ser avaliada em função do 

acréscimo do fator de segurança. Em taludes escavados reforçados com grampos, é possível 

avaliar a efetividade em função do deslocamento horizontal máximo ocorrido após o término 

dos processos de escavação e instalação dos sistemas de reforço. Normalmente, as obras em 

solo grampeado mostram deslocamentos horizontais da ordem de 0,1% a 0,5% da altura. 

Estas percentagens podem ser consideradas como valores referenciais. A Figura 2.9 mostra 

uma compilação de medidas de deslocamento horizontal máximo observadas em obras de 

solo grampeado.  

 

O dimensionamento pode considerar também o efeito dos sistemas de drenagem. Isto é 

possível especialmente por meio do uso de métodos de domínio.  Usualmente, a efetividade 

dos drenos é interpretada em termos da redução do nível do lençol freático e do acréscimo do 

fator de segurança do talude comparado com o caso em que os drenos não sejam 

considerados. 

2.2 Análise de inclusões via o método de elementos finitos 

O MEF é freqüentemente empregado na análise de estruturas reforçadas. As principais 

vantagens da utilização do MEF, com relação às análises baseadas no MEL, são a 

incorporação do estado atual de tensões e poropressões e a previsão de deslocamentos. 

Alguns autores como Zhang et al. (1999) e Galli et al. (2004) destacam a importância de se 

realizar análises tridimensionais em estruturas geotécnicas estabilizadas por meio de reforços 

de geometria linear. No entanto, grande parte das pesquisas considera o caso de estado plano 

de deformações, simulando este tipo de reforços como se fossem lâminas com propriedades 

Figura 2.9 - Deslocamento horizontal máximo observado em taludes grampeados. 
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equivalentes. Alguns casos que não atendem à condição de deformação plana são geralmente 

reduzidos a esta condição devido à praticidade e a economia computacional. Entretanto, as 

análises 2D não podem representar adeqüadamente a interação solo grampo (Zhang et al., 

1999). Adicionalmente, as análises 2D são incapazes de representar características associadas 

a disposições não regulares de reforço. Deste modo, dependendo da importância da obra e das 

condições do problema, as análises 3D são a alternativa apropriada na realização de uma 

análise mais representativa. 

Quando uma estrutura é modelada baseada num mecanismo contínuo, é evidente que os 

reforços representam uma descontinuidade na distribuição da rigidez. Para tratar esta 

descontinuidade, Kwak & Filippou (1990) relatam três métodos existentes para a modelagem 

de inclusões: o homogeneizado (smeared), o discreto e o embutido (embedded). 

O método homogeneizado representa a abordagem mais simples na análise de estruturas 

reforçadas. Este método é adequado para distribuições regulares de reforço, de tal modo que 

as propriedades dos elementos, na região reforçada da estrutura, são alteradas uniformemente. 

Também é possível considerar o material reforçado como um novo material cujas 

propriedades podem ser obtidas experimentalmente. Este método é mais apropriado para a 

simulação de algumas estruturas de concreto armado onde a distribuição de reforço seja 

regular, no entanto, não é apropriado para a análise de estruturas reforçadas com o solo 

grampeado. Isto se deve a que no solo grampeado os reforços podem ser distribuídos em 

forma irregular no talude, além disso, os reforços podem ter inclinações e comprimentos 

variados. 

O método discreto corresponde à utilização convencional do MEF, onde os reforços são 

considerados na análise como elementos de barra ou viga, sendo possível a análise de 

distribuições irregulares do reforço. No entanto, como é evidente, na análise discreta, a 

conectividade dos elementos que representam o reforço deve ser compatível com os nós dos 

elementos sólidos ao redor. Este fato traz a desvantagem de se ter que gerar uma nova malha 

para cada nova configuração de reforço a ser analisada em um mesmo domínio. As malhas 

geradas para trabalhar com este método requerem, ainda, refinamentos que acompanhem 

adequadamente a geometria do reforço, condicionando assim, a geometria dos elementos 

sólidos (Figura 2.10a). Esta situação é mais complicada em malhas 3D devido à carência de 

geradores tridimensionais que abordem este problema, obrigando, muitas vezes, à intervenção 

manual durante a geração. 

Por outro lado, no método embutido, é permitido que os reforços atravessem os elementos 

sólidos sem restrições, portanto, é possível utilizar uma mesma malha de fundo e analisar 

diferentes configurações de reforço. Esta característica torna-se a principal vantagem deste 
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método. A Figura 2.10b mostra a disposição dos reforços com relação aos elementos sólidos 

numa análise pelo método embutido. Nesta figura é possível observar que os reforços não 

possuem conectividade com os nós dos elementos sólidos. Desta forma, a princípio, a posição 

dos reforços é definida somente em função dos seus pontos inicial e final.  

 

Uma vez definidos os pontos inicial e final de um reforço, uma rotina de pré-

processamento deve determinar os pontos de interceptação do reforço como os elementos 

sólidos. Desta forma são obtidos vários segmentos virtuais de reforço, cada um deles contido 

dentro de um elemento atravessado. No método embutido, a contribuição de cada segmento 

de reforço pode ser interpretada como um acréscimo na rigidez do correspondente elemento 

sólido atravessado. Esta contribuição de rigidez é realizada de forma localizada, dependendo 

do comprimento e da posição do segmento de reforço dentro do elemento que o contém. Uma 

forma de visualizar este processo é considerando que o segmento de reforço possa ser 

transformado em um elemento sólido equivalente. Este elemento sólido equivalente deverá 

ser da mesma natureza que o elemento atravessado. Desta forma as matrizes de rigidez terão 

as mesmas dimensões e poderão ser somadas durante a análise. A Figura 2.11 mostra 

esquematicamente este processo. 

 

Um dos trabalhos pioneiros em aplicar o método embutido foi elaborado por Elwi & 

Hrudey (1989). Eles aplicaram o método em análises 2D de concreto reforçado. Os autores 

contemplaram também a possibilidade de considerar reforços curvos. Posteriormente, Bello 

Figura 2.11 - Interpretação da contribuição de um segmento de reforço na rigidez do elemento 

atravessado através da transformação em um elemento sólido equivalente. 

  

Figura 2.10 - Malhas de elementos finitos para diferentes abordagens: a) Método Discreto; b) 

Método Embutido. 
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(1997) desenvolveu uma formulação 2D aplicada à simulação de reforços verticais passivos 

(estacas). Nas suas implementações utilizou o algoritmo da Relaxação Dinâmica aplicado a 

problemas de equilíbrio. Este algoritmo é baseado na geração de forças internas contrárias ao 

movimento de massa do solo instável. Soluções similares foram implementadas por Da Silva 

(1999) para o caso de reforços como grampos, e por Charbel (1996) para o caso de cabos e 

tirantes em maciços rochosos.  

Em geral, o método embutido considera a hipótese da compatibilidade de deslocamentos 

entre os reforços e os elementos sólidos (aderência perfeita na interface entre o reforço e o 

material reforçado). Ou seja, não se considera a existência de deslocamento relativo entre os 

dois materiais. No entanto, o comportamento da interface é particularmente importante porque 

pode determinar o nível de transmissão de tensões do material reforçado para o reforço, além 

de estabelecer a ruptura no contato. Para obter uma medida do deslocamento relativo, Hartl et 

al. (2000) desenvolveram um esquema que incorpora elementos de interface, modificando 

assim o método embutido. No entanto, os autores notaram a necessidade de realizar dois 

níveis de análise. Um para o sistema global considerando a hipótese de aderência perfeita e 

outro para um novo sistema representado por uma treliça unidimensional que associa todos os 

segmentos do reforço junto a molas (elementos de interface) que assumem deslocamentos 

prescritos provenientes do primeiro sistema (Figura 2.12). Os deslocamentos nestes dois 

sistemas devem ser compatibilizados através de um processo iterativo global, o que torna o 

método dispendioso. Posteriormente, Durand (2003) aplicou uma abordagem similar na 

simulação de solo reforçado, porém, com o mesmo inconveniente. 

 

Outra desvantagem do método embutido encontra-se na dificuldade de aplicar condições 

de contorno nos reforços, uma vez que estes são interpretados na análise como segmentos 

Figura 2.12 - Representação do esquema de simulação da interface para prever deslocamentos 

relativos pelo Método Embutido (modificado - Hartl, 2002). 
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virtuais que não possuem conexão direta com a malha de elementos finitos e, portanto, não 

possuem nós visíveis a nível global. A possibilidade da aplicação de condições de contorno 

no reforço é particularmente útil, por exemplo, na simulação de ensaios de arrancamento, 

onde é aplicada uma força ou deslocamento imposto no extremo do reforço. Durand (2003) 

utilizou uma série de artifícios para simular ensaios de arrancamento em conjunto com 

elementos de interface. A característica principal da sua abordagem consistia em fazer com 

que as condições de contorno fossem distribuídas e aplicadas nos nós de um elemento sólido 

adicional localizado no extremo do reforço.  

Por outro lado, é possível a análise de elementos drenantes por meio de métodos similares 

aos utilizados nos reforços. A análise de drenos pelo método discreto representa a abordagem 

convencional, no entanto, é possível estender o método embutido aplicado em reforços para 

este tipo de análise. Em geral, existem poucos trabalhos que estudam o uso de métodos que 

não sejam baseados numa abordagem discreta. Entre estes trabalhos tem-se o de Andrade 

(2003) que desenvolveu uma formulação para a simulação de elementos drenantes tais como 

poços e drenos sub-horizontais em condições 2D e 3D. Na sua formulação, o autor transforma 

a matriz de permeabilidade de um segmento de dreno em outra equivalente de dimensões 

compatíveis com as do elemento atravessado. Desta forma, durante a análise, a matriz de 

permeabilidade transformada do dreno pode ser adicionada à matriz de permeabilidade do 

elemento atravessado, levando em conta assim o efeito drenante. Posteriormente, Durand & 

Farias (2006) estudam o comportamento de drenos sub-horizontais em analises de equilíbrio e 

fluxo acoplado 3D. Na formulação, os autores utilizam a hipótese da compatibilidade de 

gradientes hidráulicos entre o elemento de dreno embutido e o elemento atravessado para 

obter a matriz de permeabilidade equivalente do dreno. Porém, esta formulação somente seria 

aplicável em situações de saturação completa. 

2.3 Solos Não Saturados 

A mecânica dos solos não saturados é objeto de contínuo estudo devido à dificuldade de 

aplicar a mecânica de solos tradicional aos problemas geotécnicos nos quais se considera o 

solo como não saturado. As dificuldades encontradas durante o estudo dos solos não saturados 

tais como, o conhecimento da influência das variáveis de tensão, fenômenos de histerese e 

permeabilidade não linear, entre outras, têm forçado muitos estudos e projetos geotécnicos a 

serem desenvolvidos baseados na teoria dos solos saturados, ou seja, na condição mais 

desfavorável em termos de resistência e deformabilidade. 

Segundo Fredlund & Morgenstern (1977), o solo não saturado é um sistema constituído 

por quatro fases. A quarta fase seria constituída pela interface ar-água, denominada de 

película contráctil. Os autores concluíram que esta interface possui propriedades distintas das 
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do ar e da água separadamente. Em suas análises, os autores consideram que duas das fases se 

equilibram sob pressões prescritas (partículas sólidas e película contráctil) e as outras duas 

fluem sob pressões aplicadas. 

O comportamento mecânico dos solos é regido pelo seu estado de tensão. Um dos maiores 

descobrimentos associados ao estado de tensões do solo saturado é o princípio das tensões 

efetivas (Terzaghi, 1925, apud, Fredlund & Rahardjo, 1993). De acordo com o princípio das 

tensões efetivas, a resposta mecânica do solo, tanto em termos de deformabilidade como de 

resistência ao cisalhamento, são funções exclusivas das variações na tensão efetiva. 

No caso dos solos não saturados, algumas expressões foram inicialmente propostas para as 

tensões efetivas visando modificar a equação de Terzaghi, de forma que, somente uma 

variável de tensão seria necessária para descrever a deformação volumétrica e a resistência ao 

cisalhamento. Uma das expressões mais conhecidas é a proposta por Bishop (1959): 

𝜍 ′ = 𝜍 − 𝑢𝑎 + 𝜒(𝑢𝑎 − 𝑢𝑤 )  

onde 𝜍′ é a tensão efetiva, 𝜍 é a tensão total, 𝑢𝑎  é a tensão intersticial de ar, 𝑢𝑤  é a tensão 

intersticial da água (poropressão), e 𝜒  é um parâmetro altamente dependente do grau de 

saturação. No entanto, Donald (1960), apud Jucá (1993), questiona o parâmetro 𝜒 indicando 

que este é influenciado pela trajetória de tensões. Posteriormente, pesquisadores entre os quais 

Burland (1964) e Matyas & Radhakrishna (1968) propuseram que as variações no estado de 

tensão e poropressão fossem tratadas de forma independente, uma vez que o comportamento 

mecânico do solo depende das trajetórias dos componentes de tensão e da poropressão e não 

apenas da trajetória de tensões efetivas. Com isso, eles enfatizaram a importância de separar 

as duas variáveis de tensões  𝜍 − 𝑢𝑎  e  𝑢𝑎 − 𝑢𝑤 . Esta separação permitiria a análise de 

fenômenos que acontecem a tensões constantes.  

Matyas & Radhakrishna (1968) introduziram o conceito de superfícies de estado para 

representar graficamente as relações entre cada uma das variáveis de estado (grau de 

saturação e índice de vazios, por exemplo) e o estado de tensões do solo não saturado. No 

entanto, a existência de histerese foi um fator limitante nesta proposta. 

Posteriormente, Fredlund & Morgenstern (1977), através do equilíbrio das faces do solo, 

sugeriram que, dentro de algumas alternativas,  𝜍 − 𝑢𝑎  e  𝑢𝑎 − 𝑢𝑤  representam a melhor 

combinação de variáveis para definir o estado de tensões do solo. A justificativa da escolha 

destas variáveis é a separação da tensão da fase sólida e das pressões de poros da fase líquida. 

O termo  𝜍 − 𝑢𝑎  é conhecido como tensão líquida e representa o excesso de tensão com 

relação à tensão na fase ar. O termo  𝑢𝑎 − 𝑢𝑤  é a diferença de tensão entre os dois fluidos e 

é conhecido como sucção mátrica ou simplesmente sucção.  

) 2.1 ( 
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Quando a sucção aumenta, o conteúdo de água diminui, mas de forma não linear e com 

histerese. A relação entre sucção e conteúdo de água é chamada de curva característica 

(Figura 2.13). A natureza desta relação está diretamente relacionada à composição 

granulométrica e estrutura do solo. Outros fatores que influenciam esta relação são a 

geometria dos poros e a quantidade e composição mineralógica da porção fina.  

 

2.3.1 Resistência e deformabilidade  

De forma geral, o efeito da sucção pode ser considerado como um acréscimo na rigidez do 

solo produzido pela ação intergranular gerada que tende a manter as partículas mais 

fortemente unidas. Segundo Jucá (1993), este efeito é claramente visualizado através da 

variação da coesão aparente e, em menor nível, da variação do ângulo de atrito. 

A determinação da resistência ao cisalhamento dos solos não saturados inicialmente se 

desenvolveu baseada na tensão efetiva.  Uma das expressões mais conhecidas foi a proposta 

por Bishop et al. (1960), apud Jucá (1993), e se baseia no uso do critério de Mohr-Coulomb e 

na expressão das tensões efetivas de Bishop (1959):  

𝜏 = 𝑐′ +  𝜍 − 𝑢𝑎 + 𝜒 𝑢𝑎 − 𝑢𝑤  tg 𝜙′  

sendo τ a resistência ao cisalhamento do solo, 𝑐′ a coesão efetiva e 𝜙′ o ângulo de atrito 

efetivo. O principal inconveniente desta equação é o uso do parâmetro 𝜒  como indicado 

anteriormente. 

Fredlund et al. (1978) propuseram uma expressão similar na qual incorporam o ângulo de 

atrito com relação à sucção matricial (𝜙𝑏 ) o qual é considerado constante: 

𝜏 = 𝑐′ +  𝜍 − 𝑢𝑎 tg 𝜙′ +  𝑢𝑎 − 𝑢𝑤 tg 𝜙𝑏   

Esta equação representa uma extensão da envoltória de Mohr-Coulomb para solos não 

saturados. Vários autores questionaram a validade desta equação, principalmente pelo fato de 

o termo 𝜙𝑏  ser variável e não pode ser considerado como uma constante do material (Escario 

& Jucá, 1989; Mahalinga-Iyer & Williams, 1995).  

) 2.3 ( 

) 2.2 ( 

𝜃𝑤  
 

𝑢𝑎 − 𝑢𝑤  

C 

 

𝛹𝑏 : valor de entrada de ar 

𝜃𝑠𝑎𝑡  
 

𝜃𝑟𝑒𝑠  
 

𝛹𝑏  

Figura 2.13 - Curva característica típica de um solo (modificado - Fredlund & Rahardjo, 1993). 

umidade volumétrica de saturação  

molhagem 

secagem 
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Quanto à previsão da deformabilidade, Fredlund & Morgenstern (1976) apresentaram uma 

extensão da teoria elástica de Hooke em que se assume que o solo seja elástico, linear e 

isotrópico. Este modelo utiliza como envoltória de ruptura a superfície de estado para a 

resistência ao cisalhamento dada pela Eq. 2.3.  

Alonso et al. (1987) analisaram as características de deformação de solos não saturados 

concluindo que a magnitude de expansão ou colapso depende da trajetória imposta de tensões 

e de umidade. Adicionalmente, os autores concluíram que alguns solos podem experimentar 

expansão ou colapso, e inclusive combinar ambos os fenômenos em um mesmo processo de 

molhagem, dependendo se as tensões externas são suficientemente baixas (expansão) ou altas 

(colapso). 

A próxima etapa no estudo dos solos não saturados foi o desenvolvimento de modelos 

elastoplásticos que se caracterizam por tratar de forma conjunta a deformabilidade e a 

resistência. O modelo pioneiro foi o proposto por Alonso et al. (1990), posteriormente 

referido como Barcelona Basic Model (BBM) ou simplesmente Barcelona. Assumindo que o 

solo saturado é um caso particular do solo não saturado, os autores propuseram a extensão do 

modelo Cam-clay modificado previamente formulado por Roscoe & Burland (1968), apud 

Desai & Siriwardane (1984). O BBM utiliza duas superfícies de plastificação, uma para 

sucção e outra para as tensões. Com isto o modelo foi capaz de reproduzir algumas 

características básicas do comportamento do solo não saturado. Entre estas características 

têm-se o colapso após molhagem ou após compressão isotrópica, a mudança da rigidez e da 

resistência ao cisalhamento com a sucção e a moderada expansão após molhagem. No 

entanto, mudanças irreversíveis no volume e no grau de saturação após molhagem, ou a 

mudança irreversível no grau de saturação após secagem não puderam ser modeladas pelo 

BBM. A formulação deste modelo será detalhada no próximo capítulo. 

Com a intenção de modelar a irreversibilidade da deformação volumétrica após molhagem 

em solos expansivos, Gens & Alonso (1992) propuseram mudanças conceituais no BBM 

mediante a combinação do comportamento microestrutural de minerais expansivos e do 

comportamento macroestrutural do solo em larga escala. Wheeler & Sivakumar (1995) 

propuseram uma formulação matemática similar ao BBM para melhor descrever o 

comportamento dos resultados de ensaios de amostras de solo não saturado, considerando 

uma nova equação para a superfície de plastificação associada à sucção. Posteriormente, 

Wheeler et al. (2003) apresentam um modelo constitutivo em que acoplam totalmente a 

histerese hidráulica com o comportamento mecânico. Por sua vez, Pinheiro (2004) apresenta 

uma modificação do BBM melhorando a sua capacidade em representar o comportamento 

mecânico fora do plano triaxial mediante a consideração do Plano Especialmente Mobilizado 
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(Matsuoka, 1974) e do tensor tij (Nakai & Mihara, 1984). Por outro lado, Sheng et al. (2004) 

utilizam princípios da termodinâmica para reproduzir o comportamento do solo em ciclos de 

secagem e molhagem. Mais recentemente, Pedroso (2006) apresenta uma extensão do BBM 

denominada BarcelonaX em que considera uma superfície de plastificação única no espaço 

das tensões e da sucção. 

2.3.2 Propriedades hidráulicas 

O fluxo no solo saturado é geralmente descrito mediante o uso da lei de Darcy. Segundo 

esta lei, a velocidade do fluxo através do solo está relacionada ao gradiente da carga 

hidráulica por meio do coeficiente de permeabilidade.  A validade da lei de Darcy para o 

fluxo em solo não saturado foi verificada por Richard (1931), apud Fredlund & Rahardjo 

(1993). 

O coeficiente de permeabilidade do solo saturado é função do índice de vazios (Lambe & 

Withman, 1979). No entanto, devido à baixa variação deste índice, este coeficiente 

geralmente é assumido como constante em problemas transientes. Por outro lado, Fredlund & 

Rahardjo (1993) indicam que o coeficiente de permeabilidade para solo não saturado é função 

do índice de vazios e do teor de umidade nos poros. Adicionalmente, eles indicam que devido 

à pequena variação no índice de vazios, o papel principal é atribuído ao teor de umidade nos 

poros. O teor de umidade pode ser expresso em função da umidade volumétrica, do grau de 

saturação ou da sucção. Quando a permeabilidade é representada graficamente em função de 

qualquer uma destas variáveis, é observada a presença de histerese. Fredlund & Rahardjo 

(1993) recomendam associar a permeabilidade com a umidade volumétrica por ser esta a 

variável com a qual é observada menor presença de histerese. 

A previsão do teor de umidade em função da sucção pode ser realizada por meio da curva 

característica (Figura 2.14a), no entanto, esta curva apresenta histerese. Dentre as causas que 

originam a histerese pode-se citar o efeito de diferentes ângulos de contato dos meniscos em 

processos de molhagem e secagem. Outra das causas é o surgimento de ar preso nos poros 

durante processos de molhagem. 

Na medida em que diminui o teor de umidade (ou o grau de saturação) do solo, o ar tende a 

ocupar os poros previamente ocupados pela água. De acordo com Philip (1969), apud Jucá 

(1993) isto conduz a uma rápida diminuição da secção disponível para o fluxo de água, pois o 

ar tende a ocupar os poros de maior tamanho. Este fato faz com que a água flua pelos poros de 

menor tamanho incrementando a tortuosidade do fluxo. Desta forma se explica a rápida 

diminuição da permeabilidade com a sucção. 



2 - Revisão Bibliográfica 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        22 

Quanto ao termo permeabilidade, recentemente tem-se preferido o termo de condutividade 

hidráulica para se referir à permeabilidade do solo em condição não saturada (Machado & 

Zuquette, 2004). Assim, denomina-se de curva de condutividade hidráulica à função que 

relaciona a permeabilidade não saturada do solo com o seu teor de umidade ou sucção (Figura 

2.14b). 

 

Várias fórmulas semi-empíricas foram apresentadas para aproximar o valor da 

condutividade hidráulica ( 𝑘 ). Estas fórmulas em geral se encontram em função da 

permeabilidade na condição saturada (𝑘𝑠 ), da umidade volumétrica (𝜃𝑤 ) ou do grau de 

saturação (𝑆𝑟 ) e, ocasionalmente, do índice de vazios (𝑒). Uma das primeiras expressões foi 

proposta por Gardner (1958), apud Leong & Rahardjo (1997): 

𝑘 = 𝑎𝜃𝑤
𝑏     

onde a e b são parâmetros de ajuste. Por sua vez, Pereira (1996), que ainda inclui o valor da 

tensão média líquida (𝑝), propôs a seguinte relação: 

𝑘 = 𝑎e𝑏 𝑝−𝑢𝑎   
𝛹𝑏

𝑢𝑎 − 𝑢𝑤
 

𝜆

 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑢𝑎 − 𝑢𝑤 > 𝛹𝑏

𝑘 = 𝑎e𝑏 𝑝−𝑢𝑎        𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑢𝑎 − 𝑢𝑤 ≤ 𝛹𝑏   

    

sendo a, b e λ parâmetros de ajuste e 𝛹𝑏  o valor de entrada de ar. O valor de entrada de ar 

corresponde ao valor de sucção para o qual começa a entrar ar nos poros do solo. Mais tarde, 

Cordão Neto (2005) questiona o uso da tensão média líquida na proposta de Pereira, uma vez 

que, a permeabilidade no solo não saturado está mais associada ao índice de vazios que ao 

estado de tensões. Cordão Neto (2005) modifica a proposta de Pereira (2006) obtendo uma 

relação em função do índice de vazios 𝑒, do grau de saturação 𝑆𝑟  e diversos parâmetros de 

ajuste a, b, c e d: 

) 2.5 ( 

) 2.4 ( 

Figura 2.14 - Curva característica e curva de condutividade hidráulica para argila siltosa roxa 

(modificado - Rahardjo et al., 2003): a) curva característica; b) curva de condutividade 
hidráulica. 
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𝑘 =
𝑎 + 𝑏 ln(𝑒)

1 + 𝑒
𝑐−𝑆𝑟

𝑑

  

Por sua vez, Sheng et al. (2003) utilizaram uma expressão mais simples em função da 

permeabilidade saturada 𝑘𝑠 , do grau de saturação 𝑆𝑟  e de um parâmetro de ajuste m: 

𝑘 = 𝑘𝑠 𝑆𝑟 
𝑚   

porém, a histerese não pode ser reproduzida. Nesta equação, o grau da saturação é 

aproximado por meio da seguinte expressão: 

𝑆𝑟 =
1

 1 +  𝑠 𝑎  𝑏 𝑐
  

sendo 𝑎, 𝑏, 𝑐 parâmetros de ajuste e 𝑠 a sucção. 

Maiores informações sobre funções de permeabilidade para solo não saturado podem ser 

encontradas no trabalho de Leong & Rahardjo (1997). 

 

 

 

 

  

) 2.8 ( 

) 2.7 ( 

) 2.6 ( 



3 - Modelagem do Solo Não Saturado 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        24 

3 Modelagem do Solo Não Saturado  

Capítulo 3 

Modelagem do Solo Não Saturado 

Neste capítulo são mostradas as formulações utilizadas na modelagem do solo não 

saturado. Inicialmente é apresentada a extensão da formulação da teoria da Elastoplasticidade 

para considerar o comportamento do solo não saturado. Nesta parte é utilizada a álgebra 

tensorial em lugar da álgebra matricial na representação de grandezas como as tensões e 

deformações. Na álgebra tensorial é utilizada a notação de Gibbs em lugar da notação indicial 

para facilitar o entendimento físico das equações. Maiores informações sobre álgebra tensorial 

e a notação de Gibbs podem ser encontradas em Brannon (2003). 

Em seguida, é visto brevemente o modelo para solos não saturados proposto por Alonso et 

al. (1990). Este modelo, pioneiro no estudo da previsão do comportamento tensão-

deformação dos solos não saturados, foi escolhido para as simulações que envolvem esta 

condição no solo. Esta escolha é feita principalmente pela sua simplicidade e desempenho 

satisfatório amplamente documentados, apesar de algumas limitações. A formulação utilizada 

para representar o comportamento hidráulico do solo não saturado também é apresentada. 

Posteriormente, é apresentada a formulação matricial de elementos finitos utilizada nas 

implementações para realizar análises de deformação e fluxo acoplados em material não 

saturado. Esta formulação é baseada especialmente no trabalho de Sheng et al. (2003).  

Finalmente, são apresentados, ainda neste capítulo, os testes de validação realizados para 

verificar as implementações do MEF para análises de equilíbrio e fluxo acoplados para solo 

não saturado. Os testes realizados foram baseados naqueles utilizados por Britto & Gun 

(1987), Farias (1993) e Cordão-Neto (2005). Entre os testes realizados se encontram: a 

verificação do problema de adensamento unidimensional de Terzaghi (1943); a verificação 

dos deslocamentos sob carga retangular determinados pela teoria de Biot (1941) e a 

comparação do valor das poropressões, num domínio em que se tem o avanço da frente de 

saturação, com os valores obtidos com o programa SEEP/W (Geo-Slope-1995). 

Adicionalmente são incluídos testes de verificação de trajetórias de tensão e sucção no 

modelo BBM. 

Uma vez que a pressão do ar se mantém constante (geralmente na pressão atmosférica) 

para a maioria de problemas geotécnicos, esta não será tratada como uma variável neste 
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trabalho. Desta forma, a sucção é simplesmente substituída pelo valor negativo da 

poropressão. 

3.1 Teoria da Elastoplasticidade para material não saturado 

Para o desenvolvimento das relações elastoplasticas, usando a notação tensorial, as 

seguintes convenções são utilizadas para as diversas entidades: (a) escalares são escritos em 

letras romanas ou gregas sem negrito; (b) tensores são escritos em letras romanas ou gregas 

em negrito e com um número de barras embaixo indicando sua ordem (número de índices 

variando no espaço de 1 a 3), por exemplo 𝛆
 
 é um tensor de segunda ordem e 𝐂

  
 é um tensor de 

quarta ordem; (c) entidades não escalares, com índices variando de 1 a um número qualquer, 

mas que não constituem tensores por não atenderem às regras de transformação de eixos 

coordenados também são representadas em negrito, mas não apresentam barras embaixo, por 

exemplo z pode representar um conjunto de valores quaisquer.  

Além do mais as seguintes operações são definidas: (a) contração dupla representada com 

dois pontos “:”. A contração dupla resulta em uma entidade cuja ordem é igual a soma do 

número de barras abaixo das entidades multiplicadas, menos quatro. É usada, por exemplo, 

para definir a aplicação ou produto de um tensor de quarta ordem por um de segunda ordem, 

resultando em outro tensor de segunda ordem (𝛔
 
 = 𝐃

  

𝑒 : 𝛆
 
 ). A contração dupla também é 

usada para definir o produto escalar entre dois tensores de segunda ordem (𝑘 = 𝐚
 

: 𝐛
 

). O 

produto escalar entre dois vetores ou conjunto de variáveis do mesmo tamanho é representado 

por um ponto “∙” (𝑘 = 𝒄 ∙ 𝒅). O produto diádico entre dois tensores é representado pelo 

símbolo “⊗”, resultando em um outro tensor cuja ordem é igual à soma das ordens dos 

tensores multiplicados (𝐃
  

= 𝐀
 

⊗ 𝐁
 

). 

O estudo da previsão do comportamento mecânico dos solos é geralmente baseado na 

teoria da elastoplasticidade (Hill, 1971). O objetivo principal da elastoplasticidade é a 

previsão das  deformações plásticas. O estado de deformação plástica de um material pode ser 

definido pelo tensor de deformação plástica 𝛆
 
𝑝  e uma série de variáveis internas tipo 

deformação 𝛏. As funções de resposta da plasticidade convencional são formuladas em função 

do tensor de tensões 𝛔
 

 e de uma série de variáveis internas tipo tensão z. Os modelos 

baseados na elastoplasticidade devem definir: o comportamento elástico, a função de 

plastificação 𝐹, a direção das deformações plásticas 𝐫
 
 e a lei de endurecimento. 

A primeira hipótese da teoria da elastoplasticidade é a decomposição das deformações em 

elásticas e plásticas. Da mesma forma, as taxas de deformação podem ser decompostas em 

taxas de deformação elásticas e plásticas:  
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𝛆 
 

= 𝛆 
 

𝑒 + 𝛆 
 

𝑝
  

onde 𝛆 
 
 é o tensor de taxas de deformações; 𝛆 

 

𝑒
 e 𝛆 

 

𝑝
 são os tensores de taxas de deformações 

elásticas e plásticas, respectivamente.   

Na modelagem do solo não saturado considera-se que a deformação elástica possui uma 

parcela de deformação devido à sucção. Desta forma tem-se: 

𝛆 
 

𝑒 = 𝐂
  

𝑒 : 𝛔
 
 + 𝐜

 
𝑒 s   

onde 𝐂
  

𝑒
 é o tensor elástico de quarta ordem que associa os incrementos de tensão 𝛔

 
  com os 

incrementos de deformação elástica, e 𝐜
 
𝑒  é o tensor elástico de segunda ordem que associa as 

taxas de sucção 𝑠  com as taxas de deformação elástica. A partir de trajetórias de secagem para 

planos de tensão hidrostática constante (Figura 3.1), o tensor 𝐜
 
𝑒  pode ser definido como: 

𝐜
 
𝑒 =

𝜅𝑠

3(1 + 𝑒)(𝑠 + 𝑝𝑎𝑡𝑚 )
𝛅
 

  

onde 𝜅𝑠  é o coeficiente de expansão devido à molhagem, 𝑒 é o índice de vazios, 𝑝𝑎𝑡𝑚  é a 

pressão atmosférica e 𝛅
 

 é o tensor de segunda ordem que representa o delta de Kronecker.  

 

O tensor 𝛆 
 

𝑝
, por meio da teoria da lei de fluxo, pode se representado como 𝛆 

 

𝑝 = Λ𝐫
 
, onde 

Λ é o multiplicador plástico e 𝐫
 

= ∂𝐺/ ∂ 𝛔
 

 representa a direção das deformações plásticas e é 

definida como a derivada da função potencial plástico 𝐺 com relação ao tensor de tensões 𝛔
 

. 

Considerando as Eqs. 3.1 e 3.2 o tensor de incrementos de deformação pode ser expresso 

como: 

𝛆
 
 = 𝐂

  

𝑒 : 𝛔
 
 + 𝐜

 
𝑒 s + 𝛆 

 

𝑝
  

Nesta equação, é possível multiplicar os dois lados pelo tensor elástico de quarta ordem 𝐃
  

𝑒
 

e posteriormente isolar o tensor de tensões obtendo: 

𝛔
 
 = 𝐃

  

𝑒 : 𝛆
 
 − 𝐃

  

𝑒 : 𝐜
 
𝑒 s − Λ 𝐃

  

𝑒 : 𝐫
 
  

Por outro lado, a função de plastificação, a qual depende também da sucção, conduz à 

condição de consistência dada por: 

) 3.5 ( 

) 3.4 ( 

Figura 3.1 - Trajetória de secagem para planos de tensão hidrostática constante. 
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𝐹 =
∂𝐹

∂𝛔
 

: 𝛔
 
 +

∂𝐹

∂𝐳
∙ 𝐳 +

∂𝐹

∂𝑠
𝑠 = 0  

onde 𝐳 é o vetor que contém os parâmetros de endurecimento associados à tensão e à sucção. 

Combinando as Eqs. 3.5 e 3.6 é possível determinar o valor do multiplicador plástico 

como: 

Λ =
1

Φ
 𝐯
 

: 𝐃
  

𝑒 : 𝛆 
 

− 𝐯
 

: 𝐃
  

𝑒 : 𝐜
 
𝑒 s + 𝑐𝑠    

onde 𝐯
 

= ∂𝐹/ ∂ 𝛔
 

, 𝛷 = 𝐯
 

: 𝐃
  

𝑒 : 𝐫
 
− 𝐲 ∙ (𝐇𝐡) , 𝑐 = 𝜕𝐹/𝜕𝑠 , 𝐲 = 𝜕𝐹/𝜕𝐳, 𝐡  é um vetor cujos 

componentes definem o tipo de endurecimento e 𝐇 é uma matriz diagonal de módulos de 

endurecimento, a qual relaciona o acréscimo do vetor de variáveis internas do tipo tensão 𝐳  

com o acréscimo do vetor de variáveis internas do tipo deformação 𝛏  de acordo com a 

seguinte expressão: 

𝐳 = 𝐇𝛏   

Substituindo a Eq. 3.7 na Eq. 3.5, a previsão do incremento de tensões é dada por: 

𝛔
 
 =  𝐃

  

𝑒 −
 𝐃
  

𝑒 :𝐫
 
 ⊗ 𝐯

 
:𝐃
  

𝑒 

𝛷
 : 𝛆

 
 −  𝐃

  

𝑒 : 𝐜
 
𝑒 −

 𝐃
  

𝑒 :𝐫
 
 ⊗ 𝐯

 
:𝐃
  

𝑒 :𝐜
 
𝑒+𝑐𝐃

  

𝑒 :𝐫
 

𝛷
 𝑠    

Esta equação pode ser representada em função do tensor elastoplástico de quarta ordem 𝐃
  

𝑒𝑝 

e do tensor elastoplástico de segunda ordem 𝐝
 

𝑒𝑝  que associa incrementos de sucção com 

incrementos de tensão: 

𝛔
 
 = 𝐃

  

𝑒𝑝 : 𝛆
 
 − 𝐝

 

𝑒𝑝 𝑠   

onde as expressões correspondentes para 𝐃
  

𝑒𝑝 e 𝐝
 

𝑒𝑝 são: 

𝐃
  

𝑒𝑝 = 𝐃
  

𝑒 −
 𝐃
  

𝑒 : 𝐫
 
 ⊗  𝐯

 
: 𝐃
  

𝑒 

𝛷
  

𝐝
 

𝑒𝑝 = 𝐃
  

𝑒𝑝 : 𝐜
 
𝑒 −

𝑐 𝐃
  

𝑒 : 𝐫
 

𝛷
  

A evolução das variáveis internas para incrementos de deformação e sucção é determinada 

por 𝐳 = Λ𝐇𝐡 ou mais explicitamente por: 

𝐳 =
𝐇𝐡

𝛷
𝐯
 

: 𝐃
  

𝑒 : 𝛆 
 

−
𝐇𝐡

𝛷
 𝑐 − 𝐯

 
: 𝐃
  

𝑒 : 𝐜
 
𝑒 s   

As Eqs. 3.10 e 3.13, como em toda relação elastoplastica, representam relações não 

lineares e precisam ser integradas. Vários esquemas de integração, implícitos e explícitos, 

podem ser utilizados. Neste trabalho foram utilizados dois esquemas: o esquema de passos 

) 3.13 ( 

) 3.12 ( 

) 3.11 ( 

) 3.10 ( 

) 3.9 ( 

) 3.8 ( 

) 3.7 ( 

) 3.6 ( 
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constantes Forward Euler (FE) e o esquema de passos variáveis proposto por Sloan et al. 

(2001). No primeiro os incrementos de tensão e sucção são divididos em um número de 

incrementos previamente definido. Já no segundo, os passos são ajustados para atingir uma 

precisão previamente estabelecida. Neste último são realizadas avaliações pelo método de 

segunda ordem Modified Euler (ME). A Figura 3.2 mostra a idealização da integração por 

estes esquemas. 

 

O esquema de integração de passos variáveis é dado por um esquema iterativo. Neste caso, 

a integração inicia com um passo predeterminado (por exemplo, 1% do incremento total). 

Neste passo as avaliações FE e ME são comparadas. O erro relativo obtido é utilizado na 

previsão de um fator pelo qual será multiplicado o tamanho do passo atual para obter o 

tamanho do próximo passo. Caso o erro estimado seja inferior a uma tolerância pré-definida, 

o passo é aceito. Caso contrário, o passo é rejeitado, o tamanho do passo é reduzido e 

integrado novamente. Este processo é repetido até completar o total do incremento. Maiores 

informações sobre este esquema automático de integração podem ser obtidas nos trabalhos de 

Sloan et al. (2001), Sheng et al. (2003), Pedroso (2006), dentre outros.  

3.2 Modelo elastoplástico para solos não saturados 

Neste trabalho, a modelagem de material não saturado é baseada no modelo elastoplástico 

BBM (Barcelona Basic Model) desenvolvido por Alonso et al. (1990).  Este modelo utiliza os 

bem conhecidos princípios da Elastoplasticidade e se reduz ao modelo Cam-clay modificado 

quando o solo atinge a saturação. A seguir é apresentada a formulação deste modelo da forma 

em que é empregada nas implementações deste trabalho. 

Figura 3.2 - Idealização dos esquemas de integração: a) Forward Euler; b) Modified Euler. 
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3.2.1 Influência da sucção 

Para reproduzir o incremento da rigidez do solo devido ao acréscimo na sucção, o BBM 

considera a variação do índice de compressibilidade com a sucção 𝑠 por meio da seguinte 

expressão: 

𝜆 𝑠 = 𝜆0  1 − 𝑟 exp(−𝛽𝑠) + 𝑟   

Esta equação depende dos parâmetros 𝑟 e 𝛽 os quais são obtidos por ajuste das curvas de 

ensaios de consolidação isotrópica drenada para vários níveis de sucção constante. 

Por outro lado, o modelo considera o aumento de resistência devido à sucção. Este 

aumento é simulado através da adição do efeito coesivo dado por: 

𝑝𝑠 = 𝑘𝑐𝑠   

onde 𝑘𝑐  representa um parâmetro constitutivo. Adicionalmente, o valor da tensão de pré-

consolidação 𝑝0  torna-se também dependente da sucção (Figura 3.3a). Este efeito é 

considerado por meio de: 

𝑝0 = 𝑝𝑟𝑒𝑓  
𝑝0

∗

𝑝𝑟𝑒𝑓
 

 𝜓 s 

    e     𝜓 s =
𝜆0 − 𝜅

𝜆 𝑠 − 𝜅
  

onde 𝑝0
∗ é a tensão de pré-consolidação na condição saturada, 𝑝𝑟𝑒𝑓  é uma tensão de referência, 

𝜆0 é o coeficiente de compressibilidade do solo saturado no trecho virgem, e 𝜅 é o coeficiente 

de compressibilidade do solo no trecho descarga-recarga. A Eq. 3.16 reproduz o crescimento 

aparente da tensão de pré-adensamento com o aumento da sucção além do fenômeno de 

colapso observado em trajetórias de molhagem. Adicionalmente, esta equação representa a 

curva de plastificação denotada por LC (Loading Collapse). 

Considerando que acréscimos de sucção podem induzir deformações irrecuperáveis, 

considera-se que valores de sucção superiores à máxima sucção já imposta ao ponto 𝑠0 geram 

deformações irreversíveis. Isto é representado pela curva de plastificação SI (Suction 

Increase) a qual é dada por:  

𝑠 = 𝑠0  

As curvas de plastificação LC e SI delimitam o domínio elástico no plano 𝑝 versus 𝑠, como 

mostrado na Figura 3.3b. 
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3.2.2 Função de plastificação  

A superfície de plastificação do BBM é definida no espaço (𝑝, 𝑞, 𝑠) e é determinada pelas 

seguintes equações: 

𝐹0 𝛔
 

, 𝑝0
∗ , 𝑠 = 𝐹0(𝑝, 𝑞, 𝑝0

∗ , 𝑠) = 𝑞2 − 𝑀2 𝑝 + 𝑝𝑠  𝑝0(𝑠, 𝑝0
∗) − 𝑝   

𝐹1 𝑠, 𝑠0 = 𝑠 − 𝑠0  

onde 𝑀  é a inclinação da linha de estado crítico e 𝑝 e 𝑞  são os invariantes de tensão de 

Cambridge. 

No entanto, neste trabalho é utilizada a extensão proposta por Pedroso (2006), na qual a 

superfície de plastificação é representada apenas por uma equação. A extensão, denominada 

de BarcelonaX, consiste em uma ligeira modificação do BBM com o objetivo de facilitar a 

implementação do modelo. Esta modificação cria uma suave transição entre as duas equações 

dadas pelo BBM. A equação desta superfície única no espaço (𝑝, 𝑞, 𝑠) é dada por: 

𝐹 𝛔
 

, 𝐳, 𝑠 = 𝐹 𝑝, 𝑞, 𝑝0
∗ , 𝑠0 , 𝑠 = 𝑞2 − 𝑀2 𝑝 + 𝑝𝑠  𝑝0 𝑠, 𝑝0

∗ − 𝑝 + 𝐶(𝑠0, 𝑠)  

onde 𝐳 é o vetor constituído pelos parâmetros de endurecimento 𝑝0
∗ e 𝑠0. A função 𝐶(𝑠0 , 𝑠) é 

dada por: 

𝐶(𝑠0, 𝑠) = 𝑝𝑟𝑒𝑓
2  exp  

𝐵(𝑠 − 𝑠0)

𝑝𝑟𝑒𝑓
 − exp  

−𝐵𝑠0

𝑝𝑟𝑒𝑓
    

onde 𝐵  é o parâmetro adicional que permite ajustar a parte que representa a tampa da 

superfície na direção da sucção. A Figura 3.4 mostra no espaço (p, q, s) a idealização das 

superfícies de plastificação do BBM e da modificada. 

) 3.21 ( 

) 3.20 ( 

) 3.19 ( 

) 3.18 ( 

Figura 3.3 - Modelo BBM: a) aumento do tamanho da superfície de plastificação devido à 
sucção; b) domínio elástico limitado pelas curvas LC e SI. 
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Com relação aos termos restantes necessários na modelagem e que são obtidos da 

superfície de plastificação, tem-se: 

𝐯
 

=
𝜕𝐹

𝜕 𝛔
 

= 𝑀2 2𝑝 + 𝑘𝑠𝑠 − 𝑝0 
𝐈 
 
3

 + 3 𝛔
 𝑠

  

𝑐 =
𝜕𝐹

𝜕𝑠
= 𝑀2   𝑝 − 𝑝0 𝑘𝑠 −  𝑝 + 𝑘𝑠𝑠 

𝜕𝑝0

𝜕𝑠
 + 𝐵𝑝𝑟𝑒𝑓 exp  

𝐵(𝑠 − 𝑠0)

𝑝𝑟𝑒𝑓
    

𝜕𝐹

𝜕𝑝0
∗ =

−𝑀2 𝑝 + 𝑘𝑠𝑠 𝜓𝑝0

𝑝0
∗    

𝜕𝐹

𝜕𝑠0
=

−𝐵𝐶

𝑝𝑟𝑒𝑓
   

onde 𝛔
 𝑠

 é o tensor desviador de tensões e 𝜕𝑝0/𝜕𝑠 é dado por: 

𝜕𝑝0

𝜕𝑠
=

𝑝0 ln  
𝑝0

∗

𝑝𝑟𝑒𝑓
 𝜓𝛽𝜆0 1 − 𝑟 exp(−𝛽𝑠)

𝜆 𝑠 − 𝜅
   

3.2.3 Lei de fluxo 

O BBM considera uma lei de fluxo não associada. A função potencial plástico é dada por: 

𝐺 𝛔
 

, 𝐳, 𝑠 = 𝐺 𝑝, 𝑞, 𝑝0
∗ , 𝑠0, 𝑠 = 𝛼𝑞2 − 𝑀2 𝑝 + 𝑝𝑠  𝑝0 𝑠, 𝑝0

∗ − 𝑝   

onde: 

𝛼 =
𝑀 𝑀 − 9 (𝑀 − 3)

9 6 − 𝑀 (1 − 𝜅/𝜆0)
  

Desta forma, dada a lei de fluxo (𝛆 
 

𝑝 = Λ 𝐫
 
 ), o tensor 𝐫

 
 é determinado por: 
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Figura 3.4 - Superfícies de plastificação: a) BBM; b) BarcelonaX. 
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𝐫
 

=
𝜕𝐺

𝜕 𝛔
 

=
𝑀2(2𝑝 + 𝑘𝑠𝑠 − 𝑝0)

3
𝐈 
 

+ 3𝛼 𝛔
 𝑠

    

onde 𝐈 
 
 é o tensor identidade de segunda ordem. 

3.2.4 Lei de endurecimento 

O BBM considera como variáveis internas a tensão de pré-consolidação para o estado 

saturado 𝑝0
∗  e o máximo valor de sucção previamente atingido 𝑠0 . A atualização destas 

variáveis é definida pelas leis de endurecimento: 

𝑝 0
∗  =

𝑣

𝜆0 − 𝜅
𝑝0

∗𝜀 𝑣
𝑝

 =
𝑣

𝜆0 − 𝜅
𝑝0

∗ tr 𝐫
 
Λ   

𝑠 0  =
𝑣

𝜆𝑠 − 𝜅𝑠

 𝑠0 + 𝑝𝑎𝑡𝑚  𝜀 𝑣
𝑝

  =
𝑣

𝜆𝑠 − 𝜅𝑠

 𝑠0 + 𝑝𝑎𝑡𝑚  tr 𝐫
 
Λ    

Nestas equações, 𝜆0  é o coeficiente de compressibilidade do solo saturado, 𝜅  é o 

coeficiente de compressibilidade no trecho descarga-recarga, 𝜆𝑠  é o coeficiente de 

compressibilidade associado à sucção e 𝜅𝑠  o coeficiente de compressibilidade associado à 

sucção no trecho descarga-recarga. 

Com relação aos termos necessários na modelagem, é possível observar que 𝐡 =

 tr 𝐫
 

   tr 𝐫
 
 𝑇, 𝛏 =  𝜀 𝑣

𝑝
   𝜀 𝑣

𝑝 
𝑇
 e 𝐇 é dado por: 

𝐇 =  

𝑣

𝜆0 − 𝜅
𝑝0

∗ 0

0
𝑣

𝜆𝑠 − 𝜅𝑠

 𝑠0 + 𝑝𝑎𝑡𝑚  
    

3.2.5 Parâmetros e condições iniciais 

Na Tabela 3.1 são listados de forma resumida todos os parâmetros utilizados no modelo 

BBM.  Os quatro primeiros parâmetros listados estão diretamente relacionados à curva LC. 

Estes parâmetros são obtidos de ensaios de consolidação isotrópica drenada (carga e descarga) 

sob diferentes níveis de sucção constante. Desta forma, os parâmetros 𝑟 e 𝛽 são obtidos por 

ajuste de curva aos dados do ensaio. Os parâmetros 𝜅𝑠  e 𝜆𝑠  estão relacionados à curva SI. 

Estes parâmetros são obtidos de ensaios com ciclos de secagem e molhagem sob uma 

determinada tensão média constante. A obtenção dos parâmetros 𝜈, 𝑀 e 𝑘 pode ser realizada a 

partir dos resultados de ensaios de resistência ao cisalhamento a diferentes valores de sucção. 

Adicionalmente aos parâmetros apresentados na Tabela 3.1 pode-se considerar o parâmetro 𝐵 

utilizado para controlar o fechamento da superfície de plastificação (BarcelonaX) na direção 

da sucção. 
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O BBM, como todo modelo elastoplástico, requer da definição das condições iniciais para 

estabelecer a sua configuração inicial. Adicionalmente é necessário definir o valor de algumas 

constantes requeridas pelo modelo. As condições iniciais e as constantes necessárias são 

listadas na Tabela 3.2.  

 

3.2.6 Comentários sobre o BBM 

O BBM é baseado no modelo Cam-clay modificado, herdando, portanto algumas das 

desvantagens do Cam-clay, como por exemplo, a limitação à condição axissimétrica. A 

extensão do BBM adicionou algumas características como a capacidade de reproduzir 

trajetórias de tensão e de saturação não monotónicas; a previsão de fenômenos volumétricos 

como o colapso e a expansão para trajetórias de molhagem. No entanto, uma das críticas a 

este modelo é o aumento indefinido do colapso com relação ao nível de tensão atuante. Tal 

comportamento somente é observado até certo nível de tensão. Para níveis de tensão 

superiores a este limite, o colapso volumétrico é decrescente. Outra crítica é a ausência de 

uma variável ligada ao grau de saturação. Devido à ocorrência de histerese, é possível que, 

Tabela 3.2 - Condições iniciais e constantes necessárias no BBM. 

Símbolo  Definição 

𝛔
 𝑖𝑛𝑖

  Estado de tensões inicial. 

𝑠𝑖𝑛𝑖   Valor da sucção inicial. 

𝑂𝐶𝑅  Razão de pré-consolidação. 

𝑠0  Máximo valor de sucção já atingido pelo solo. 

𝑣𝑖𝑛𝑖   Volume específico inicial. 

𝑝𝑎𝑡𝑚   Pressão atmosférica. 

𝑝𝑟𝑒𝑓   Pressão de referência. 

 

Tabela 3.1 - Parâmetros utilizados no BBM. 

Símbolo Definição 

𝜅 Coeficiente de compressibilidade do solo no trecho descarga-recarga. 

𝜆0 Coeficiente de compressibilidade do solo saturado no trecho virgem. 

𝑟 Razão entre os valores mínimo e saturado do coeficiente de compressibilidade virgem. 

𝛽 Parâmetro que controla a taxa de variação da rigidez com a sucção. 

𝜅𝑠 Coeficiente de compressibilidade para incrementos de sucção no trecho descarga-recarga. 

𝜆𝑠 Coeficiente de compressibilidade para incrementos de sucção no trecho virgem. 

𝜈 Coeficiente de Poisson. Alternativamente pode-se considerar o módulo cisalhante. 

𝑀 Inclinação da linha de estados críticos. 

𝑘𝑐  Parâmetro que controla o aumento da coesão aparente com o aumento da sucção. 
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para uma mesma sucção, a quantidade de água contida nos vazios seja diferente caso tenham 

ocorrido trajetórias de molhagem ou secagem. 

Posteriormente à apresentação do BBM, algumas deficiências foram apontadas e foram 

propostas muitas modificações. Estas variantes geralmente são mais complexas envolvendo 

maiores cálculos e a necessidade de mais parâmetros. Por exemplo, Balmaceda (1991) propõe 

modificações para relacionar o volume específico e a tensão média líquida, de tal forma que 

seja previsto um colapso decrescente para altas tensões médias confinantes e, Wheleer et al. 

(2003) incorporam a influência do grau de saturação no comportamento tensão deformação, 

além de introduzir a histerese apresentada pela curva característica.   

No entanto, o BBM constitui-se como a modelagem mais simples que leva em 

consideração as características básicas do comportamento do solo não saturado. No presente 

trabalho, a utilização de um modelo de solos saturados torna-se necessária especialmente na 

simulação de drenagem e redução do lençol freático sob influência do nível de tensões em 

análises de deformação e fluxo acoplados. 

3.3 Modelagem das propriedades hidráulicas 

As propriedades hidráulicas de interesse na modelagem realizada do solo não saturado são 

a umidade volumétrica 𝜃𝑤  e a condutividade hidráulica 𝑘 . Considerando que umidade 

volumétrica pode ser escrita em função da porosidade e do grau de saturação, 𝜃𝑤 = 𝑛𝑆𝑟 , resta 

definir a expressão que represente o grau de saturação. Neste trabalho, o grau de saturação é 

simulado pela formulação utilizada por Sheng et al. (2003), cuja equação original é dada pela 

Eq. 2.8. Esta equação é função da sucção e de alguns parâmetros de ajuste. Tais parâmetros de 

ajuste são dependentes das unidades da sucção. Entretanto, neste trabalho foi introduzida uma 

leve modificação nesta fórmula de modo que os parâmetros de ajuste se tornem independentes 

das unidades. Isto é realizado através da normalização da sucção 𝑠 pela pressão atmosférica 

𝑝𝑎𝑡𝑚 . Além disso, a posição do parâmetro 𝑎  na fórmula foi redefinida. Desta maneira, o 

cálculo do grau de saturação pode ser expresso como: 

𝑆𝑟 =
1

 1 +  
𝑎 𝑠

𝑝𝑎𝑡𝑚
 

𝑏

 
𝑐  

 

Os coeficientes 𝑎, 𝑏 e 𝑐 devem ser ajustados aos resultados de ensaios experimentais. 

Com relação à condutividade hidráulica, a formulação utilizada corresponde à Eq. 2.7. Esta 

equação é definida em função do grau de saturação além da permeabilidade para o estado 

saturado. Na Figura 3.5 mostra-se exemplos da variação da umidade volumétrica e da 

condutividade hidráulica com relação à sucção através desta formulação.  
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3.4 Análise de deformação e fluxo acoplados pelo MEF  

Problemas de equilíbrio e fluxo acoplados são comuns na Engenharia Geotécnica. Quando 

um solo (saturado ou não) é carregado, parte do carregamento é suportado pelo esqueleto 

sólido o qual sofre uma deformação inicial. A outra parte é suportada pelo líquido existente 

nos poros, gerando assim um excesso de poropressão. O fluido tende a escoar para as regiões 

de menor pressão, dissipando a poropressão em um processo transiente e originando 

deformações adicionais no esqueleto sólido até atingir o equilíbrio final. Terzaghi (1943) e 

Biot (1941) foram os primeiros a estudar este fenômeno em meio saturado (adensamento). 

O equacionamento para a análise do comportamento mecânico dos solos não saturados 

pode ser derivado de princípios físicos ou termodinâmicos. Estas abordagens geralmente 

consideram dois conjuntos de equações diferenciais parciais; um para o equilíbrio mecânico e 

outro para o fluxo de água nos poros. Algumas formulações ainda consideram outros 

fenômenos como o fluxo de ar, a transferência de calor e o transporte de componentes 

químicos.  

A seguir, é mostrada resumidamente a formulação de elementos finitos para a análise de 

deformação e fluxo acoplados em meio não saturado que considera os princípios de equilíbrio 

mecânico e de conservação de massa. Esta formulação foi baseada nos trabalhos de Farias 

(1993), Pereira (1996), Sloan et al. (1999), Potts & Zdravković (1999), Sheng & Sloan 

(2003), Sheng et al. (2003) e Cordão Neto (2005). Os tensores de tensão e deformação são 

expressos como vetores de seis componentes cada um, uma vez que tais tensores são 

simétricos e as equações de elementos finitos são geralmente formuladas em termos de 

matrizes e vetores. É preciso esclarecer, também, que as deformações atendem à convenção 

da Mecânica dos Solos, ou seja, são negativas em tração e positivas em compressão. Por sua 

vez, é considerado positivo o volume de fluxo que entra no domínio é negativo o volume que 
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Figura 3.5 - Curvas aproximadas; a) sucção versus umidade volumétrica; b) sucção versus 

condutividade hidráulica. 
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𝑆𝑟 =
1

 1+ 
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sai. Adicionalmente, as equações estão escritas em termos de poropressão em lugar da sucção, 

sendo que a sucção corresponde a valores negativos de poropressão.  

3.4.1 Equação de equilíbrio mecânico 

A equação de equilíbrio mecânico é associada ao equilíbrio de forças num elemento de 

controle e pode ser expressa como: 

∇
𝑇

∙ 𝛔 + 𝐛 = 𝟎  

onde ∇ é o operador diferencial dado por: 

𝛁
𝑇

=  

𝜕/𝜕𝑥 0 0 𝜕/𝜕𝑦 0 𝜕/𝜕𝑧
0 𝜕/𝜕𝑦 0 𝜕/𝜕𝑥 𝜕/𝜕𝑧 0
0 0 𝜕/𝜕𝑧 0 𝜕/𝜕𝑦 𝜕/𝜕𝑥

 ,  

𝛔 =  𝜍𝑥   𝜍𝑦   𝜍𝑧   𝜍𝑥𝑦   𝜍𝑦𝑧   𝜍𝑧𝑥  
𝑇
 é o vetor de tensões totais e 𝐛 =  𝑏𝑥   𝑏𝑦   𝑏𝑧 

𝑇
 é o vetor das 

forças de corpo nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente. 

Aplicando o teorema de Green-Gauss e o método dos resíduos ponderados de Galerkin na 

equação de equilíbrio para um elemento simples obtém-se: 

  𝐁𝑢
𝑇𝛔 d𝑉

𝑉

−  𝐍𝑢
𝑇𝐭 d𝑆

𝑆

−  𝐍𝑢
𝑇𝐛d𝑉

𝑉

= 0  

onde 𝐍𝑢 = 𝐈𝐍 = [𝐈𝑁1  𝐈𝑁2  𝐈𝑁3   …   𝐈𝑁𝑛 ] é a matriz que contém as funções de forma de um 

elemento finito de 𝑛  nós e 𝐁𝑢 = [𝛁𝑁1   𝛁𝑁2   𝛁𝑁3  …  𝛁𝑁𝑛  ]  é a matriz deformação-

deslocamento (𝛆 = 𝐁𝑢𝐔), sendo que 𝛆 =  𝜀𝑥   𝜀𝑦   𝜀𝑧   2𝜀𝑥𝑦   2𝜀𝑦𝑧   2𝜀𝑧𝑥  
𝑇
 e 𝐔 representa o vetor 

de deslocamentos nodais. Além disso, 𝑉 é o volume do domínio e 𝑆 é a superfície onde são 

aplicadas as forcas de superfície 𝐭 . 

A taxa de tensão total pode ser relacionada às taxas de tensão líquida 𝛔 ′  e de poropressão 

𝑢 𝑤  por meio da expressão: 

𝛔 = 𝛔 ′ + 𝜑 𝑆𝑟 𝐦𝑢 𝑤   

onde 𝜑  é uma função em termos do grau de saturação 𝑆𝑟  (por exemplo, 𝜑 𝑆𝑟 = 𝑆𝑟 ) e 

𝐦 =  1  1  1  0  0  0 𝑻. 

Como visto na teoria da elastoplasticidade, o incremento de tensão líquida pode ser 

relacionada aos incrementos de deformação e poropressão (sucção). Em notação matricial esta 

relação pode ser expressa como: 

𝛔 ′ = 𝐃𝑒𝑝 𝛆 − 𝐝𝑒𝑝𝑢 𝑤   

onde 𝐃𝑒𝑝  é a matriz elastoplastica tensão-deformação do esqueleto sólido e 𝐝𝑒𝑝  é o vetor 

constitutivo da relação entre tensão e poropressão. 
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Considerando as Eqs. 3.37 e 3.38 na Eq. 3.36 obtém-se: 

 𝐁𝑢
𝑇𝐃𝑒𝑝𝐁𝑢𝐔 d𝑉

𝑉

+  𝐁𝑢
𝑇𝐦𝜑 𝑆𝑟 𝐍𝑝

𝑇𝐏 d𝑉
𝑉

−  𝐁𝑢
𝑇𝐝𝑒𝑝𝐍𝑝

𝑇𝐏 d𝑉
𝑉

=  𝐍𝑢
𝑇𝐭 d𝑆

𝑆

+  𝐍𝑢
𝑇𝐛d𝑉

𝑉

  

onde 𝐔  é o vetor de deslocamentos nodais, 𝐍𝑝 =  𝑁𝑝1  𝑁𝑝2  𝑁𝑝3  …  𝑁𝑝𝑚  
𝑇

 é o vetor de 

funções de interpolação de poropressão e 𝐏  o vetor de taxa de poropressões nodais. 

Considera-se que o campo de poropressões pode ser representado por 𝑚  dos 𝑛  nós do 

elemento (𝑚 ≤ 𝑛). 

A Eq. 3.39 representa o sistema de equações da análise de equilíbrio em meios não 

saturados e pode ser rescrita na forma condensada como: 

𝐊𝐔 + 𝐂𝐏  = 𝐅   

sendo: 

𝐊 =  𝐁𝑢
𝑇𝐃𝑒𝑝𝐁𝑢 d𝑉

𝑉

  

𝐂 =  𝐁𝑢
𝑇𝐦𝜑(𝑆𝑟)𝐍𝑝

𝑇d𝑉
𝑉

  −  𝐁𝑢
𝑇𝐝𝑒𝑝𝐍𝑝

𝑇d𝑉
𝑉

  

𝐅 =  𝐍𝑢
𝑇𝐭 d𝑆

𝑆

  +  𝐍𝑢
𝑇𝐛d𝑉

𝑉

  

K é a matriz de rigidez do esqueleto sólido, C é a matriz de acoplamento a qual converte 

poropressão em termos de força e 𝐅  é o vetor de taxa de forças externas.  

3.4.2 Equação de conservação de massa 

A conservação da massa é expressa pela equação de continuidade. Neste caso a equação de 

continuidade relaciona a conservação de fluido nos poros e pode ser expressa por: 

𝛁 ∙  𝜌𝑤𝐯 +
∂

∂𝑡
(𝜌𝑤𝑛𝑆𝑟 ) = 0  

onde 𝜌𝑤  é a densidade do fluido nos poros, 𝐯 é o vetor de velocidade do fluido, 𝑡 é o tempo, 𝑛 

é a porosidade e 𝑆𝑟  é o grau de saturação. O operador 𝛁 é definido como: 

𝛁 =  𝜕/𝜕𝑥 𝜕/𝜕𝑦 𝜕/𝜕𝑧 𝑇  

Assumindo a hipótese de que o fluido é incompressível, o termo 𝜌
𝑤

 na Eq. 3.44 é 

considerado constante e, portanto, pode ser simplificado. Por outro lado, o vetor de 

velocidade 𝐯 pode ser expresso pela lei de Darcy como: 
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𝐯 = −𝐤𝛁  
𝑢𝑤

𝛾𝑤
+ 𝑧 = −

𝐤

𝛾𝑤

 𝛁𝑢𝑤 + 𝐛𝑤    

onde 𝐤 é a matriz de permeabilidade, 𝛾𝑤  é o peso especifico do fluido nos poros, 𝑧  é o 

componente cartesiano de elevação e 𝐛𝑤 =  0  0  𝛾𝑤  𝑇 é o vetor de massa do fluido. 

Considerando a equação de Darcy e que 
∂𝑛

∂𝑡
= −𝜀𝑣 = −𝐦𝑇𝛆 , a Eq. 3.44 pode ser reescrita 

como: 

𝛁 ∙  𝐤 𝛁𝑢𝑤 + 𝐛𝑤  −𝑆𝑟𝐦
𝑇𝛆 + 𝑛

∂𝑆𝑟

∂𝑢𝑤
𝑢 𝑤 = 0  

Utilizando o teorema de Green-Gauss, o teorema do divergente e a decomposição do 

domínio em elementos finitos na Eq. 3.44, obtém-se:  

 𝐁𝑝
𝑇

𝐤

𝛾𝑤
𝐁𝑝𝐏d𝑉

𝑉

−  𝐍𝑝
𝑇𝑆𝑟𝒎

𝑇𝐁𝑝𝐔 d𝑉
𝑉

+  𝐍𝑝
𝑇𝑛

∂𝑆𝑟

∂𝑝
𝐍𝑝𝐏 d𝑉

𝑉

=

 𝐍𝑝
𝑇𝑞 d𝑆

𝑆

+  𝐁𝑝
𝑇

𝐤

𝛾𝑤
𝐛𝑤 d𝑉

𝑉

  

onde 𝐁𝑝 = [𝛁𝑁𝑝1  𝛁𝑁𝑝2  𝛁𝑁𝑝3  …   𝛁𝑁𝑝𝑚], 𝐤 é a matriz constitutiva de permeabilidade, 𝛾𝑤  é o 

peso especifico da água e 𝑞  a taxa de fluxo de superfície. 

A Eq. 3.48 representa o sistema de equações da análise de fluxo e pode ser rescrita na 

forma condensada como: 

𝐋𝐔 + 𝐌𝐏 + 𝐇 𝐏 = 𝐐   

onde 𝐏 é o vetor de poropressões nodais e: 

𝐋 = − 𝐍𝑝
𝑇𝑆𝑟𝒎

𝑇𝐁𝑝d𝑉
𝑉

  

𝐌 =  𝐍𝑝
𝑇𝑛

∂𝑆𝑟

∂𝑢𝑤
𝐍𝑝d𝑉

𝑉

  

𝐇 =  𝐁𝑝
𝑇

𝐤

𝛾𝑤
𝐁𝑝d𝑉

𝑉

  

𝐐 =  𝐍𝑝
𝑇𝑞 d𝑆

𝑆

+  𝐁𝑝
𝑇

𝐤

𝛾𝑤
𝐛𝑤 d𝑉

𝑉

  

L é a matriz de acoplamento que associa deslocamento com volume, M é conhecida como a 

matriz de massa e associa poropressão com volume, 𝐇 é a matriz de permeabilidade e 𝐐  é o 

vetor de taxa volumes externos. Os componentes da matriz M são iguais a zero quando o solo 

se encontra saturado. 

) 3.53 ( 

) 3.52 ( 

) 3.51 ( 

) 3.50 ( 

) 3.49 ( 

) 3.48 ( 

) 3.47 ( 

) 3.46 ( 



3 - Modelagem do Solo Não Saturado 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        39 

3.4.3 Solução do sistema de equações acoplado 

As equações de equilíbrio e conservação de massa podem ser representadas em um só 

sistema que pode ser expresso por: 

 
𝐊 𝐂
𝐋 𝐌

  𝐔
 

𝐏 
 +  

𝟎 𝟎
𝟎 𝐇

  
𝐔
𝐏
 =  

𝐅 

𝐐 
   

Este sistema é caracterizado pela sua não-linearidade, assimetria e mau condicionamento. 

A não linearidade decorre do uso de modelos elastoplásticos para simular a relação tensão-

deformação-sucção (K e C), do grau de saturação dependente da poropressão/sucção (C, L e 

M) e da permeabilidade em função da sucção/grau de saturação (𝐇). A assimetria provém do 

uso de uma lei de fluxo não associada para descrever o comportamento do esqueleto sólido. 

Finalmente, o mau condicionamento provém do fato de que os componentes das matrizes K, 

C, L e M não são da mesma ordem de magnitude, podendo diferir por um fator de 106
 ou 

maior. Esta característica pode levar a erros de aproximação em programas computacionais 

que utilizam variáveis reais de precisão simples.  

O sistema de equações dado pela Eq. 3.54 está escrito em forma de taxa e requer 

integração utilizando um número discreto de incrementos de tempo. Desta maneira podem ser 

obtidas soluções estacionárias aproximadas para o problema transiente. Para isto, pode ser 

considerado que para um intervalo de tempo Δ𝑡, os vetores U e P têm variação linear. Assim, 

para um dado incremento de tempo estes vetores podem ser expressos por: 

 
𝐔
𝐏
 
𝑡+𝛼Δ𝑡

=  
𝐔
𝐏
 
𝑡

+ 𝛼  
Δ𝐔
Δ𝐏

   

onde 𝛼 é um coeficiente que especifica em que ponto do intervalo de tempo se calcula a 

solução. 

De maneira similar, as taxas de variação das incógnitas para um determinado intervalo de 

tempo são expressas por: 

 𝐔
 

𝐏 
 =

1

Δ𝑡
 
Δ𝐔
Δ𝐏

   

Desta forma, considerando as Eqs. 3.55 e 3.56 na Eq. 3.54, o sistema de equações a ser 

resolvido é finalmente expresso por: 

 
𝐊 𝐂
𝐋 𝐌 + 𝛼Δ𝑡𝐇

  
Δ𝐔
Δ𝐏

 =  
Δ𝐅

Δ𝐐 − Δ𝑡𝐇𝐏
   

Esta equação aplicada para intervalos constantes de tempo representa o esquema mais 

simples para resolver o sistema de equações dado pela Eq. 3.54. No entanto, podem ser 

considerados outros esquemas de ordem superior incluindo esquemas automáticos de 

) 3.57 ( 

) 3.56 ( 

) 3.55 ( 

) 3.54 ( 



3 - Modelagem do Solo Não Saturado 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        40 

incrementos variáveis como os apresentados por Sheng et al. (2002), Sheng & Sloan (2003) e 

Sheng et al. (2003). 

Após a solução do sistema de equações, o incremento de forças internas pode ser calculado 

por meio de: 

Δ𝐅𝑖𝑛𝑡 = 𝐊Δ𝐔 + 𝐂Δ𝐏 =  𝐁𝑢
𝑇Δ𝛔 d𝑉

𝑉

   

onde Δ𝛔 é vetor de incrementos de tensões totais. A determinação de Δ𝛔 deve ser realizada a 

partir da integração da relação constitutiva tensão-deformação-poropressão. Por sua vez, o 

incremento de volumes internos pode ser calculado como: 

Δ𝐐𝑖𝑛𝑡 = 𝐋Δ𝐔 + 𝐌Δ𝐏 + Δ𝑡𝐇𝐏 =  𝐍𝑝
𝑇Δ(𝑛𝑆𝑟)d𝑉

𝑉

−  𝐁𝑝
𝑇Δ𝑡𝐯d𝑉

𝑉

   

em que 𝐯 é a velocidade do fluxo calculada pela Eq. 3.47. O termo Δ𝑡 representa o incremento 

de tempo e o termo Δ(𝑛𝑆𝑟) representa o incremento na umidade volumétrica e pode ser obtida 

conjuntamente com Δ𝛔 . Em análises que somente envolvem fluxo não saturado (sem 

considerar o equilíbrio mecânico), esta quantidade pode ser obtida diretamente por meio da 

integração da curva característica. 

3.5 Validações 

As formulações descritas neste capítulo para análises de deformação e fluxo acoplados em 

meio não saturado foram implementadas em um programa de elementos finitos denominado 

Mechsys/FEM. Este programa foi desenvolvido durante esta pesquisa conjuntamente com o 

trabalho de Pedroso (2006). O código foi elaborado na linguagem C++ utilizando técnicas 

recentes de programação orientada a objeto. Entre as principais características deste programa 

têm-se: capacidade para realizar análises 3D de equilíbrio e fluxo; análises de construção e 

escavação por camadas; possui implementados modelos constitutivos baseados na teoria dos 

estados críticos; diversos algoritmos de integração das relações constitutivas; diversos 

esquemas de solução do sistema de equações não lineares, dentre outras. Além das 

implementações associadas com o problema de deformação e fluxo acoplados, posteriormente 

foram realizadas as implementações das técnicas estudadas para a simulação de inclusões. 

A seguir, algumas análises são realizadas com o objetivo de validar as implementações de 

deformação e fluxo acoplados no programa de elementos finitos. Adicionalmente, algumas 

trajetórias de tensão-sucção em material não saturado também são avaliadas. 

) 3.59 ( 

) 3.58 ( 
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3.5.1 Adensamento unidimensional 

Esta análise corresponde à simulação do adensamento unidimensional de acordo com a 

teoria de Terzaghi (1943). O problema convencional de Terzaghi considera uma coluna de 

solo saturado de altura  confinada lateralmente sobre a qual é aplicada uma carga distribuída 

𝑝. Nesta análise é considerado que a água pode drenar somente pelo topo, sendo a base 

impermeável. A solução para o excesso de poropressão 𝑢𝑒  da teoria unidimensional de 

Terzaghi é dada por: 

𝑢𝑒 =  
2𝑝

𝑀

∞

𝑚=0
sen 𝑀𝑍 exp −𝑀2𝑇   

onde 𝑀 =
𝜋 2𝑚+1 

2
, 𝑍 = 𝑧/𝑑 ,  𝑇 =

𝐶𝑣  𝑡

𝑑
2 , 𝑧 é a profundidade, 𝑐𝑣  o coeficiente de adensamento, 

𝑑 =   a altura de drenagem e 𝑡  o tempo após a aplicação da carga distribuída 𝑝 . O 

coeficiente de adensamento pode ser calculado por meio de 𝑐𝑣 =
𝑘

𝑚𝑣𝛾𝑤
 , onde 𝑚𝑣 =

 1+𝜈  1−2𝜈 

𝐸 1−𝜈 
 é o coeficiente de variação volumétrica expresso em função do módulo de 

elasticidade 𝐸 e do coeficiente de Poisson 𝜈.  

A Figura 3.6a mostra a malha de elementos finitos, condições de contorno e propriedades 

utilizadas nesta simulação. A análise é realizada em dois estágios. O primeiro estágio somente 

considera a aplicação da carga distribuída. Esta carga é aplicada em um tempo muito pequeno 

de modo que a drenagem pelo topo é desprezível. O segundo estágio considera o adensamento 

ao longo do tempo por meio da drenagem em um só sentido em direção ao topo. A Figura 

3.6b mostra a comparação entre os resultados dados pela Eq. 3.60 e os obtidos na simulação. 

Os resultados são considerados bastante satisfatórios. 
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Figura 3.6 - Simulação do adensamento unidimensional: a) malha de elementos finitos, condições de 
contorno e propriedades utilizadas; b) excesso de poropressão para diferentes intervalos de tempo. 
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3.5.2 Adensamento bidimensional  

Nesta simulação é realizada uma análise de adensamento bidimensional para prever os 

recalques superficiais de uma camada infinita devido à aplicação de uma carga distribuída 𝑝 

de largura 𝑙  e de comprimento infinito (estado de deformação plana). O material é 

considerado saturado com a possibilidade de drenagem pelo topo. 

Biot (1940) determinou a seguinte expressão para o cálculo do recalque superficial por 

adensamento para um tempo 𝑡:  

𝑤𝑠 = 2𝑚𝑣  𝑝 
𝑐𝑣  𝑡

𝜋
  𝑓  

𝑥 + 𝑏

 𝑐𝑣  𝑡
 − 𝑓  

𝑥 − 𝑏

 𝑐𝑣  𝑡
    

onde 𝑏 =
𝑙

2
 e a função 𝑓 é dada por: 

𝑓 𝜉 =
1

4 𝜋
𝜉 ln  1 +

4

𝜋𝜉2 +
1

𝜋
tg−1  

 𝜋 𝜉

2
 +

𝜉

2 𝜋 3.24 + 𝜉2 
  

Na simulação foi utilizada uma malha tridimensional, no entanto, restrições foram 

aplicadas para representar o estado plano de deformações. A Figura 3.7 mostra a projeção 

desta malha no plano 𝑦𝑧 incluindo as condições de contorno e as propriedades utilizadas. A 

análise é realizada em dois estágios. O primeiro estágio somente considera a aplicação da 

carga distribuída em um tempo suficientemente pequeno para que a drenagem pelo topo seja 

desprezível. O segundo estágio considera o adensamento ao longo do tempo através da saída 

de água pelo topo.  

 

A Figura 3.8 mostra uma comparação entre os resultados obtidos pela Eq. 3.61 e os obtidos 

da simulação para diferentes tempos de adensamento. Os intervalos de tempo para a análise 

Figura 3.7 - Malha de elementos finitos, condições de contorno e propriedades da análise de 

adensamento 2D. 

deslocamento livre na vertical 
deslocamento fixo em toda direção 

poropressão prescrita (𝑢𝑤 = 0) 

força distribuída (𝑝 = 100 kPa) 
 

𝑘 = 10−6  m/s  
𝐸 = 10 MPa  

𝜈 = 0  
𝛾𝑤  = 10 kN/m3  
 

1
2 

m
 

12 m 

𝑏=2 m 

espessura de 1 m 
da malha 3D 

𝑧 

𝑥 

) 3.62 ( 

) 3.61 ( 



3 - Modelagem do Solo Não Saturado 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        43 

foram calculados por meio de 𝑡 = 𝑇2𝑙2/𝑐𝑣. Os recalques verticais foram normalizados pela 

quantidade 𝑤 ′ =
𝑎𝑝𝑙

4 𝜋
. Tais recalques somente são considerados após o estágio da aplicação da 

carga. As diferenças entre os valores calculados e os analíticos são relativamente pequenas e 

são atribuídas à discretização de um domínio finito na simulação, enquanto que a solução 

analítica é determinada para um meio semi-infinito. 

 

3.5.3 Fluxo em solo não saturado 

A formulação e a implementação para a simulação do fluxo em solo não saturado é 

avaliada através de uma análise que envolve o avanço da frente de saturação. Nesta análise o 

solo se encontra inicialmente não saturado, a seguir são aplicadas condições de contorno tais 

que permitem o avanço da frente de saturação até alcançar o regime estacionário ao final da 

análise. 

A Figura 3.9a mostra a malha de elementos finitos, as condições de contorno e as 

propriedades envolvidas na análise. A permeabilidade foi simulada por meio da Eq. 3.34 e o 

conteúdo volumétrico de água por meio de 𝜃𝑤 = 𝑛𝑆𝑟 , onde o grau de saturação 𝑆𝑟  é calculado 

através da Eq 3.33.  

No início da análise, o nível de água se encontra na cota 𝑧 = 0. A seguir é aplicada 

subitamente a condição de contorno de carga hidráulica (8,0 m) nos nós especificados na 

Figura 3.9a. Desta forma se pretende simular um enchimento rápido. Com o decorrer do 

tempo há o avanço da frente de saturação até atingir o regime estacionário. No regime 

estacionário é esperado que a freática seja horizontal e se localize no nível de 8,0 m. 

Na Figura 3.9b são representados os valores de carga hidráulica dos nós de cota 𝑧 = 0 para 

diferentes valores de tempo transcorrido. Estes resultados são comparados com os valores 
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Figura 3.8 - Recalque da superfície para vários intervalos de tempo para carga distribuída 
retangular. 

R
ec

al
q
u
e 

n
o
rm

al
iz

ad
o

 𝑤
𝑠

𝑤
′ 

Coordenada horizontal normalizada 
𝑥

𝑏
 

5/8 

4/8 

3/8 

2/8 

𝑇 = 1/8 



3 - Modelagem do Solo Não Saturado 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        44 

obtidos por meio do uso da ferramenta SEEP/W
® 

(Geo-Slope, 1995). É possível observar uma 

excelente concordância entre os resultados. As pequenas diferenças são associadas às 

diferentes formas de ingresso de dados e dos algoritmos de solução do sistema de equações 

entre a ferramenta SEEP/W
® 

e as implementações realizadas neste trabalho. 

 

3.5.4 Trajetórias de sucção e tensão em solo não saturado 

Foram realizadas análises via elementos finitos para verificar as implementações na 

reprodução de algumas das trajetórias, no plano tensão média-sucção, apresentadas no 

trabalho de Alonso et al. (1990). As análises desenvolvidas correspondem aos casos de 

deformação volumétrica induzida por molhagem e secagem. A malha de elementos finitos e 

as trajetórias simuladas são mostradas na Figura 3.10. Os parâmetros utilizados estão listados 

na Tabela 3.3. 

 

Figura 3.10 - Simulação de trajetórias tensão-sucção em solo não saturado: a) malha de elementos 
finitos e condições de contorno; b) trajetórias analisadas. 
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Nos resultados obtidos, os valores de tensão média e sucção são tomados do centro do 

elemento interno da malha. A Figura 3.11 mostra a comparação entre as trajetórias obtidas nas 

análises de ensaios de molhagem pelo MEF com as obtidas integrando-se diretamente as 

relações do modelo BBM em um único ponto. As trajetórias ABDE e AGHF evidenciam o 

aumento de volume específico devido a molhagem. Nas trajetórias ACDF e ACEF, onde 

houve aumento da tensão média, é possível observar a diminuição do volume específico. 

Além disso, estas trajetórias experimentam colapso por molhagem sob tensão média 

constante. 

A Figura 3.12 mostra a comparação entre as trajetórias obtidas nas análises de ensaios de 

secagem pelo MEF com as obtidas integrando-se diretamente as relações do modelo BBM em 

um único ponto. Nas trajetórias BFE, BAE e BGHE é possível observar a diminuição do 

volume específico com ao aumento da sucção.  

Nas simulações pelo MEF é necessário levar em conta também as condições de fluxo que 

consideram a sucção/poropressão como um grau de liberdade. Desta forma, o fluxo também 

deve ser modelado simultaneamente a partir de parâmetros apropriados para solos não 

saturados. Os resultados das trajetórias acima são sensíveis a estes parâmetros e também ao 

tempo estabelecido para cada estágio, uma vez que se trata de uma análise temporal. Nas 

simulações realizadas, foi adotado o tempo suficiente para cada estágio alcançar o equilíbrio 

hidrostático. Desta maneira foi possível reproduzir as trajetórias do BBM de forma 

satisfatória. 

𝜆0  0,2  𝐺 10,0 MPa  k 0,6 

𝜅  0,02   r 0,75  λs 0,08 

ϕcs 25,4°  β  12,5 MPa
-1

  κs 0,008 

𝑝0
∗ 0,20 MPa  𝑝𝑎𝑡𝑚  0,101 MPa  𝑝𝑟𝑒𝑓  0,101 MPa 

B 1000       

 

Tabela 3.3 - Propriedades do material e constantes utilizadas na simulação. 
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Figura 3.12 - Resultado das simulações de trajetórias de secagem. 
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Figura 3.11 - Resultado das simulações de trajetórias de molhagem. 
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4 Algoritmos Auxiliares Utilizados nas Implementações 

Capítulo 4 

Algoritmos Auxiliares Utilizados nas 

Implementações 

Neste capítulo vários algoritmos auxiliares necessários para implementações do MEF são 

revistos, aperfeiçoados ou desenvolvidos especialmente para a modelagem de reforços e 

drenos. Alguns dos métodos para a análise de inclusões, os quais são estudados mais adiante, 

permitem que tais inclusões atravessem livremente a malha de elementos finitos. Desta forma, 

são apresentadas algumas ferramentas que visam a solução de alguns problemas geométricos 

associados a esta característica, como por exemplo, a determinação dos pontos de interseção 

das inclusões com os elementos sólidos. Para este propósito, são utilizados conceitos 

geométricos associados com o MEF como o Mapeamento Inverso e a Função de Localização. 

Outro conceito estudado é o uso de matrizes Jacobianas retangulares. A aplicação destas 

matrizes se dá quando um elemento, cuja geometria está definida em um dado espaço, é 

mapeado para um espaço de menor dimensão. Por exemplo, o mapeamento de elementos de 

barra 3D para as coordenadas locais definidas em 1D.  

Alguns métodos a serem estudados demandam a extrapolação de valores internos de um 

elemento para os nós. Isto pode ser realizado por meio de um procedimento de extrapolação 

local.  Este tipo de extrapolação é denominado local uma vez que ocorre no interior de um 

elemento. Neste trabalho, é introduzido um procedimento de extrapolação generalizado 

aplicável a qualquer tipo de elemento sólido. Por outro lado, também é estudada a 

interpolação de valores nodais. Ocasionalmente quando se trabalha com elementos 

quadráticos ou de ordem superior é possível obter resultados indesejados por meio da 

interpolação convencional de valores nodais em um ponto arbitrário do domínio. Isto 

acontece porque as funções de forma são constituídas por polinômios e estes por natureza 

apresentam oscilações. Para contornar este problema é introduzido um procedimento de 

interpolação pseudolinear, de forma a simular uma variação linear dos valores nodais sobre o 

domínio do elemento. 

 Finalmente, e a título de generalização, é mostrado como se determina a inclinação de 

uma barra curva em um dado ponto do seu domínio a partir das coordenadas nodais. Embora 
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o uso de barras curvas não se aplique em problemas de solo grampeado, estes elementos são 

encontrados regularmente na simulação de revestimentos de túneis, por exemplo. 

4.1 Mapeamento inverso 

Dadas as coordenadas globais de um dado ponto, o mapeamento inverso em elementos 

finitos consiste na determinação das correspondentes coordenadas locais com relação a um 

dado elemento (Farias & Naylor, 1998; Hartl et al., 2000; Durand, 2003).  

O mapeamento inverso é geralmente utilizado quando se quer calcular o valor de uma 

variável (por exemplo, deslocamento) no interior de um dado elemento e em uma posição que 

foi definida em coordenadas globais (𝑥, 𝑦, 𝑧). Desta forma, a obtenção das coordenadas locais 

deste ponto (𝜉 , 𝜂 , 𝜁) é necessária para posteriormente determinar o valor da variável por 

interpolação de valores nodais. A seguir, é apresentado o procedimento proposto por Durand 

(2003) que é utilizado neste trabalho para a execução do mapeamento inverso.  

Seja um ponto P (Figura 4.1) de coordenadas globais 𝐱 =  𝑥  𝑦  𝑧 𝑇, deseja-se determinar 

as correspondentes coordenadas locais 𝐫 =  𝜉  𝜂  𝜁 𝑇 associadas a um determinado elemento. 

 

No mapeamento convencional da geometria de elementos isoparamétricos (funções de 

forma coincidentes com as funções de interpolação), as coordenadas globais de um 

determinado ponto são calculadas através de uma relação direta utilizando as correspondentes 

coordenadas locais e as funções de forma, as quais são definidas em função das coordenadas 

locais. No mapeamento inverso, a determinação das coordenadas locais requer a solução de 

um sistema de equações não linear. Isto ocorre porque, no mapeamento inverso, as incógnitas 

( 𝜉 , 𝜂 , 𝜁 ) se encontram nas funções de forma, as quais são geralmente definidas por 

polinômios com termos não lineares.  

Para resolver o sistema de equações não linear associado ao mapeamento inverso, o 

método iterativo de Newton pode ser considerado como o mais apropriado devido a sua 

simplicidade e eficiência. A seguir explica-se como é executado este processo iterativo. 

Figura 4.1 - Esquematização do mapeamento inverso. 

𝜉 

𝜂  

𝜁 

𝑥 

𝑦  

𝑧 

P  
P  

Sistema de 
coordenadas global 

Sistema de 
coordenadas local 
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Inicialmente, para um dado ponto em coordenadas globais 𝐱, arbitram-se valores quaisquer 

para suas coordenadas locais r. A seguir, é iniciado o processo iterativo. Para cada iteração j, 

calculam-se as coordenadas globais 𝐱′  correspondentes a 𝐫𝑗  por meio do mapeamento 

convencional. Este resultado é comparado com as coordenadas globais 𝐱, das quais se deseja 

obter as coordenadas locais, da seguinte forma:  

Δ𝐱 = 𝐱 − 𝐱′ =  
𝑥
𝑦
𝑧
 −

 
 
 

 
  𝑁𝑖 𝐫𝑗  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑁𝑖 𝐫𝑗  𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑁𝑖 𝐫𝑗 𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1  
 
 

 
 

  

A diferença Δ𝐱 obtida é utilizada para determinar uma nova aproximação das coordenadas 

locais 𝐫𝑗+1. Assim, são determinados Δ𝐫 e 𝐫𝑗 +1: 

Δ𝐫 =  𝐉(𝐫𝑗 ) 
−𝑇

Δ𝐱  

𝐫𝑗+1  = 𝐫𝑗 + Δ𝐫  

Na Eq. 4.2 o operador −𝑇 representa a inversa da matriz transposta. O termo Δ𝐫 representa 

a correção das coordenadas locais e o termo 𝐉(𝐫𝑗 ) representa o Jacobiano de transformação de 

coordenadas do elemento dado avaliado em 𝐫𝑗 .  

Este processo é repetido até que a diferença Δ𝐫, cujo valor pode ser interpretado como o 

erro na aproximação, possua uma norma cujo valor seja menor que certa tolerância. A Figura 

4.2 mostra o algoritmo que representa o procedimento antes explicado. 

 

4.2 Função de localização 

Em certos tipos de análises via elementos finitos é necessário determinar se um 

determinado ponto se encontra no interior da malha e, dado o caso, em qual elemento. Assim, 

Entrada:  Coordenadas globais do ponto 𝐱 , número máximo de iterações 𝑛𝑀𝑎𝑥𝐼𝑡𝑒𝑟 , tolerância 

𝜀 = 0,001, coordenadas nodais 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 . 

Saída:  Coordenadas locais 𝐫. 

𝐫0 =  𝜉0   𝜂0   𝜁0 
𝑇  !Inicialização com valores arbitrados 

Para 𝑗 = 0 até 𝑛𝑀𝑎𝑥𝐼𝑡𝑒𝑟 − 𝟏  

│ 𝐱′ =   𝑁𝑖 𝐫𝑗  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  𝑁𝑖 𝐫𝑗  𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1  𝑁𝑖 𝐫𝑗  𝑧𝑖

𝑛
𝑖=1  

𝑇
  !interpolação de valores nodais  

│ Δ𝐱 = 𝐱 − 𝐱′   !determinação da variação global 

│ Δ𝐫 =  𝐉(𝐫𝑗 ) 
−𝑇

Δ𝐱  !determinação da correção local 

│ 𝐫𝑗 +1  = 𝐫𝑗 + Δ𝐫  !correção  

└ Se  Δ𝐫 < 𝜀 parar !critério de saída 

𝐫𝐞𝐭𝐨𝐫𝐧𝐚𝐫 𝐯  

 
Figura 4.2 - Algoritmo para a execução do mapeamento inverso. 
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é possível realizar alguns testes sobre cada elemento analisando a posição do ponto em 

questão. Alguns trabalhos desenvolveram métodos para determinar se um ponto se encontra 

no interior ou fora do elemento como o apresentado por Farias e Naylor (1998). Entretanto, 

uma forma simples de avaliar a posição de um ponto é dada através da utilização de uma 

função geométrica associada com a forma do elemento. A função mencionada é denominada 

de função de localização  𝑓𝑐  e foi introduzida por Durand (2003). A avaliação desta função 

em um ponto retorna um escalar cujo sinal determina a posição deste ponto com relação ao 

elemento (positivo: dentro; negativo: fora; zero: no contorno) e cujo valor absoluto fornece 

uma medida da proximidade do ponto com relação ao contorno do elemento.  

Para cada tipo de elemento existe uma função de localização a qual é definida em termos 

das coordenadas naturais (𝜉 , 𝜂 , 𝜁 ). As seguintes equações representam as expressões das 

funções de localização para elementos de forma triangular, quadrangular, tetraédrica e 

hexaédrica, respectivamente: 

𝑓𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟
𝑐 = min 𝜉, 𝜂, 1 − 𝜉 − 𝜂   

𝑓𝑡𝑒𝑡𝑟𝑎 é𝑑𝑟𝑖𝑐𝑜
𝑐 = min 𝜉, 𝜂, 𝜁, 1 − 𝜉 − 𝜂 − 𝜁   

𝑓𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟
𝑐 = min 1 − abs 𝜉 , 1 − abs 𝜂     

𝑓𝑒𝑥𝑎 é𝑑𝑟𝑖𝑐𝑜
𝑐 = min 1 − abs 𝜉 , 1 − abs 𝜂 , 1 − abs 𝜁     

Caso o ponto a ser analisado esteja definido em coordenadas globais, as coordenadas locais 

correspondentes podem ser obtidas por meio do mapeamento inverso. 

A título de exemplo, a Figura 4.3 mostra a representação gráfica da função de localização 

de um elemento triangular bidimensional onde é possível observar a variação do sinal e o 

lugar geométrico no espaço (𝜉, 𝜂, 𝑓𝑐 ). 

 

 𝑓
𝑐
 

 𝑓𝑐 = 0 

Figura 4.3 - Função de localização para um elemento triangular; a) sinal da função no 

interior, na borda e fora do elemento; b) lugar geométrico no espaço 𝜉, 𝜂, 𝑓𝑐 . 

 𝑓𝑐  
 𝜉 

𝜂 

 𝜉 

𝜂 

 𝑓𝑐 > 0 

 𝑓𝑐 < 0 

(a) (b) 

𝑓𝑐 = min 𝜉, 𝜂, 1 − 𝜉 − 𝜂  

 𝑓𝑐 = 0 

nó 

) 4.7 ( 

) 4.6 ( 

) 4.5 ( 

) 4.4 ( 
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4.3 Interseção das inclusões com os elementos sólidos 

Este trabalho propõe métodos de análise de inclusões (reforços e drenos) via MEF cuja 

principal característica é que as inclusões possam atravessar os elementos da malha. Desta 

forma, uma única malha de fundo pode ser utilizada para analisar diferentes configurações das 

inclusões. A análise através destes métodos requer a informação dos segmentos contidos em 

cada elemento sólido atravessado, pois a partir destes segmentos é calculada a contribuição 

das inclusões no sistema.  

A determinação dos segmentos é realizada a partir da determinação dos pontos de 

interseção da inclusão com os elementos sólidos da malha. O processo de determinar os 

segmentos correspondentes a uma inclusão pode ser entendido como a discretização 

automática da inclusão. A Figura 4.4 mostra como uma inclusão é dividida em três segmentos 

correspondentes aos três elementos atravessados. 

 

A seguir é apresentado o procedimento para a discretização de inclusões utilizado neste 

trabalho. Este algoritmo foi elaborado baseado no algoritmo apresentado por Durand (2003).  

A função de localização, previamente abordada, é utilizada na determinação dos pontos de 

interseção. Esta função retorna valor zero quando é avaliada num ponto que corresponde ao 

contorno de um elemento. Desta forma, excluindo os pontos inicial e final do reforço, um 

ponto de interseção será determinado quando a função de localização avaliada para dois 

elementos vizinhos retorne zero em ambos simultaneamente. 

Considerando que as inclusões não possuem curvas (linhas retas), a informação geométrica 

inicial destas é dada pelas coordenadas dos pontos inicial e final. Tendo estas coordenadas, é 

possível percorrer cada inclusão, a partir do ponto inicial até o final, testando diferentes 

pontos intermediários até encontrar os pontos de interseção. Para testar um número limitado 

Figura 4.4 - Representação de um elemento de barra atravessando elementos da malha. 

   

1 2 3 

elementos sólidos 

inclusão (reforço) 

segmentos de inclusão  
após discretização 

pontos de interceptação 
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de pontos intermediários, avanços e retrocessos de tamanho apropriado devem ser realizados 

ao longo da inclusão. 

Inicialmente são determinados os elementos que contêm os pontos inicial e final da 

inclusão. Isto é realizado testando a função de localização para cada elemento da malha. Ao 

percorrer a barra a partir de um dos extremos, um primeiro avanço é realizado com tamanho 

igual à metade do comprimento da barra, obtendo um primeiro ponto de teste. A seguir, é 

determinado qual é o elemento que contém este primeiro ponto de teste através do uso da 

função de localização. Uma vez determinado tal elemento, é verificado se este é o mesmo que 

contém o ponto inicial. Se for o mesmo (o que indica que o ponto de interseção ainda está à 

frente), será realizado outro avanço de tamanho igual à metade do anterior, e se for diferente 

(o que indica a presença de um ponto de interseção dentro do avanço realizado), será 

realizado um retrocesso com tamanho igual à metade do avanço anterior. Depois de realizado 

um avanço ou retrocesso, um novo ponto de teste é obtido. Uma vez mais, é determinado o 

elemento que contém este novo ponto de teste. Este último elemento obtido é comparado com 

o encontrado previamente para saber se houve um ponto de interseção na última translação. 

Este processo de avanços e retrocessos é realizado iterativamente até encontrar o ponto em 

que a função de interseção retorne um valor igual a zero para dois elementos vizinhos.  

Após a determinação de um ponto de interseção, os avanços e retrocessos são reiniciados 

com um tamanho inicial igual à metade do restante do comprimento da inclusão. Com este 

procedimento, o comprimento total da inclusão é percorrido encontrando todos os elementos 

que foram atravessados e os respectivos pontos de interseção. Com esta informação, os 

segmentos contidos nos elementos atravessados são determinados.   

Todo o processo previamente descrito pode ser referido como a discretização automática 

da inclusão em segmentos. A Figura 4.5 mostra resumidamente o algoritmo correspondente a 

este processo. 
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4.4 Matriz Jacobiana não quadrada 

O Jacobiano de uma transformação de coordenadas relaciona espaços de dois sistemas, 

usualmente, com o mesmo número de dimensões. No entanto, ocasionalmente é necessário 

realizar uma transformação de coordenadas a partir de um espaço para outro que possui uma 

dimensão diferente. Neste caso a matriz Jacobiana adota uma forma não quadrada. Em 

elementos finitos, este tipo de transformação de coordenadas pode ser útil em casos em que 

elementos longitudinais (por exemplo, barras) localizados no espaço 3D sejam mapeados para 

um sistema local 1D. Outra aplicação que pode ser considerada encontra-se no mapeamento 

de elementos bidimensionais de juntas, placas ou outros elementos planos, localizados no 

espaço 3D cujas coordenadas locais são definidas no espaço 2D. Adicionalmente, a matriz 

Jacobiana não quadrada pode ser utilizada em análises 3D, onde é comum a aplicação de 

forças distribuídas na face de um elemento. Neste caso, as forcas nodais correspondentes 

Entrada:  Vetor com as coordenadas do ponto inicial 𝐏𝑖 , vetor com as coordenadas do ponto final 𝐏𝑓 , 

vetor unitário com a direção da inclusão 𝐧, tolerâncias 𝜀 e 𝛿. 

Saída:  Segmentos de inclusão que representaram os elementos de reforço/dreno. 

!Inicialização  

𝐏 ← 𝐏𝑖   !inicialização do ponto em teste P 

𝐏𝑝 ← 𝐏𝑖   !inicialização do ponto que define o começo de uma porção 𝐏𝑝  

𝑠𝑡𝑒𝑝 =  𝐏𝑓 − 𝐏𝑖   !escalar que define o tamanho do avanço 

𝐸𝑙𝑒𝑚𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 ← 𝐴𝑐𝑎𝑟𝐸𝑙𝑒𝑚(𝐏𝑖 + 0.01𝐧)  !determinação do elemento inicial 

𝐸𝑙𝑒𝑚𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙 ← 𝐴𝑐𝑎𝑟𝐸𝑙𝑒𝑚(𝐏𝑓 − 0.01𝐧)  !determinação do elemento final 

𝐸𝑙𝑒𝑚 = 𝐸𝑙𝑒𝑚𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙  !inicialização do elemento em teste (Elem) 

Por enquanto 𝐸𝑙𝑒𝑚 ≠ 𝐸𝑙𝑒𝑚𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙  

│ 𝑠𝑡𝑒𝑝 ← 𝑠𝑡𝑒𝑝 ∗ (
1

2
+ 𝜀)  !redefinição do avanço 

│ 𝐏 ← 𝐏𝑝 + 𝑠𝑡𝑒𝑝 ∗ 𝐧  !𝐧: vetor unitário com a direção da inclusão  

│ 𝐸𝑙𝑒𝑚 ← 𝐴𝑐𝑎𝑟𝐸𝑙𝑒𝑚(𝐏)  !determinação do elemento que contém P 

│ Se 𝐸𝑙𝑒𝑚𝐴𝑡𝑟𝑎𝑠 == 𝐸𝑙𝑒𝑚  

│ │ 𝑓𝑐 = 𝐹𝑢𝑛𝑐𝐶𝑜𝑛𝑡𝑜𝑟𝑛𝑜(𝑀𝑎𝑝𝐼𝑛𝑣(𝐸𝑙𝑒𝑚𝑃𝑟𝑜𝑥, 𝐏))  !função de contorno do elemento ElemProx em P 

│ │ Se 𝑓𝑐 < 𝛿 !ponto de interceptação localizado 

│ │ │ 𝑆𝑎𝑙𝑣𝑎𝑟𝑆𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝐏𝑝 , 𝐏)  !salva o segmento entre 𝐏𝑝  e 𝐏 

│ │ │ 𝐏𝑝 ← 𝐏  !atualização de 𝐏𝑝   

│ │ │ Se 𝐸𝑙𝑒𝑚𝑃𝑟𝑜𝑥 ≠ 𝐸𝑙𝑒𝑚𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙  

│ │ │ │ 𝐸𝑙𝑒𝑚𝐴𝑡𝑟𝑎𝑠 ← 𝐸𝑙𝑒𝑚𝑃𝑟𝑜𝑥  !atualização do elemento atrás 

│ │ │ └ 𝑠𝑡𝑒𝑝 =  𝐏𝑓 − 𝐏   !comprimento de inclusão remanescente 

│ │ Se não   

│ │ └ 𝑠𝑡𝑒𝑝 =  𝑠𝑡𝑒𝑝   !determinação de avanço 

│ Se não   

│ │ 𝑠𝑡𝑒𝑝 = − 𝑠𝑡𝑒𝑝   !determinação de retrocesso 

└ └ 𝐸𝑙𝑒𝑚𝑃𝑟𝑜𝑥 = 𝐸𝑙𝑒𝑚   

𝑆𝑎𝑙𝑣𝑎𝑟𝑆𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝐏𝑝 , 𝐏𝑓)  !salva o segmento entre 𝐏𝑝  e 𝐏𝑓  

 
Figura 4.5 - Algoritmo para a discretização de uma inclusão. 
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podem ser calculadas em função da matriz Jacobiana da face. A Figura 4.6 mostra as 

transformações de coordenadas do espaço 3D para os espaços 1D e 2D. 

 

Em implementações do MEF é usual a determinação da norma da matriz Jacobiana. Um 

dos usos da norma desta matriz encontra-se na montagem das matrizes associadas aos 

elementos, como a matriz de rigidez ou de permeabilidade. Esta norma é calculada através do 

determinante quando a matriz é quadrada. No entanto, quando a matriz Jacobiana é não 

quadrada, um procedimento diferente deve ser adotado. Assim, o cálculo desta norma é 

realizado com o auxílio da norma Euclidiana. Esta forma de cálculo é compatível com a 

utilizada por Hartl (2002). 

Para o caso de um elemento unidimensional localizado no espaço de três dimensões 

(Figura 4.6a), a transformação se dá do sistema de coordenadas global (𝑥, 𝑦, 𝑧) para o sistema 

de coordenadas local (𝜉). Assim, a matriz Jacobiana é dada por: 

𝐉 =  
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜉
   

Neste caso, em que a matriz Jacobiana é representada por uma matriz linha, sua norma é 

dada por: 

 𝐉 =   
𝜕𝑥

𝜕𝜉
 

2

+  
𝜕𝑦

𝜕𝜉
 

2

+  
𝜕𝑧

𝜕𝜉
 

2

  

Por outro lado, para elementos 2D localizados no espaço 3D (Figura 4.6b), em que a 

transformação se dá do sistema de coordenadas global (𝑥, 𝑦, 𝑧) para o sistema de coordenadas 

local (𝜉, 𝜂), a matriz Jacobiana é dada por: 

) 4.9 ( 

) 4.8 ( 

𝜉 
𝑧  

Figura 4.6 - Transformação de coordenadas entre sistemas de diferente dimensão: a) Elemento 
unidimensional (de 3D para 1D); b) Elemento bidimensional (de 3D para 2D). 
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𝐉 =

 
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜂 
 
 
 
 

  

Neste caso, é possível determinar três projeções nos planos cartesianos 𝑥𝑦, 𝑦𝑧 e 𝑧𝑥. Assim, 

pode-se determinar uma matriz Jacobiana de transformação de coordenadas 𝐉𝑥𝑦 , 𝐉𝑦𝑧  e 𝐉𝑧𝑥  para 

cada projeção:  

𝐉𝑥𝑦 =

 
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜂 
 
 
 
 

;  𝐉𝑦𝑧 =

 
 
 
 
 
𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜉
𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜂 
 
 
 
 

;  𝐉𝑧𝑥 =

 
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜂 
 
 
 
 

  

As normas destas matrizes (𝐽𝑥𝑦 , 𝐽𝑦𝑧  e 𝐽𝑧𝑥 ) podem ser calculadas por meio do determinante. 

Finalmente a norma da matriz Jacobiana não quadrada pode se determinada por meio da 

norma Euclidiana de 𝐽𝑥𝑦 , 𝐽𝑦𝑧  e 𝐽𝑧𝑥 :  

 𝐉 =  𝐽𝑥𝑦
2 + 𝐽𝑦𝑧

2 + 𝐽𝑧𝑥
2
 

 

4.5 Interpolação pseudolinear de valores nodais 

Existem algumas situações nas quais é de interesse obter o valor de uma variável em uma 

determinada localização dentro de um elemento. Em um elemento isoparamétrico, tal valor 

pode ser obtido utilizando os valores nodais e as funções de interpolação.  No entanto, no 

MEF tradicional é utilizado a denominada formulação fraca. Nesta formulação, o equilíbrio 

de um elemento é satisfeito apenas em média. Toda a formulação no volume do elemento é 

transferida para os nós, onde são verificadas as condições de equilíbrio. Por esta razão, a 

rigor, os deslocamentos calculados no interior do elemento não necessariamente atendem a 

condição de equilíbrio. Entretanto, assume-se a existência de um dado campo de 

deslocamentos ao longo do elemento que atende a esta condição. A previsão destes 

deslocamentos por meio da interpolação convencional, que utiliza as próprias funções de 

forma do elemento, constitui uma alternativa. No entanto, as funções de interpolação 

convencionais são formuladas por meio de polinômios e, em alguns casos, os resultados 

retornam valores inapropriados em parte do domínio do elemento. Um exemplo disto é 

mostrado esquematicamente na Figura 4.7. Nesta figura, são interpolados os deslocamentos 

obtidos nos nós de uma das faces do elemento 𝐴. Como pode ser observado, dados os três 

deslocamentos positivos (na direção 𝑥), é possível a obtenção de deslocamentos negativos em 

parte da face do elemento. De forma similar, a interpolação de valores no interior do elemento 

poderá retornar também valores pouco apropriados. Esta é uma situação comum no uso do 

) 4.12 ( 

) 4.11 ( 

) 4.10 ( 
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ajuste polinomial. No entanto, uma maneira de contornar esta situação é utilizar uma 

aproximação linear. Desta forma, no exemplo da Figura 4.7 seria possível realizar uma 

aproximação linear entre os nós da face analisada. Neste sentido, pode-se considerar a 

aproximação linear como outra alternativa na previsão de deslocamentos no interior do 

elemento. 

 

A aproximação linear é facilmente visualizada em 1D, onde os valores nodais podem ser 

ligados por segmentos retos (Figura 4.8). No entanto, no caso 2D, uma aproximação linear 

entre os valores nodais poderia ser interpretada através de superfícies associados entre nós 

próximos. Uma extensão análoga a esta idéia poderia ser considerada para o caso 3D. 

 

Para abordar os três casos (1D, 2D e 3D), é proposto que a aproximação seja realizada por 

meio do uso de funções de interpolação que forneçam resultados compatíveis com uma 

aproximação linear entre os valores nodais. Entre algumas tentativas, foram escolhidas 

funções de interpolação baseadas em funções exponenciais. Desta forma, para cada nó 𝑖 de 

um elemento é associada uma função exponencial 𝑔𝑖 . Para elementos unidimensionais estas 

funções têm a seguinte forma: 

𝑔𝑖 𝜉 =  𝑎− 𝜉−𝜉𝑖    

onde 𝜉  é a coordenada local onde esta função é avaliada, 𝜉𝑖  é a coordenada local 

correspondente ao nó 𝑖 e 𝑎 é a base da função exponencial. Recomenda-se que 𝑎 seja de valor 

) 4.13 ( 

Figura 4.8 - Comparação entre o ajuste polinomial e o ajuste linear para um conjunto de cinco 

valores. 

-2 

ajuste polinomial 

𝜉 

𝑣 

ajuste linear 

-1 0 1 2 

Figura 4.7 - Caso de interpolação inapropriada no domínio de um elemento. 
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próximo e superior a um. A Figura 4.9 mostra o gráfico destas funções para um elemento 

unidimensional de três nós.  

 

As funções dadas pela Eq. 4.13 foram escolhidas por possuírem algumas características 

como: simetria, valor máximo igual a um quando 𝜉 = 𝜉𝑖 , e para valores de 𝑎 próximos e 

superiores a um (entre 1 e 1,5 aproximadamente), os lados simétricos destas equações são 

aproximadamente retos. Estas características são favoráveis para que a combinação linear 

destas funções resulte em funções de interpolação que forneçam uma aproximação de 

tendência linear sobre o elemento. A interpolação utilizando tais funções é aqui denominada 

de pseudolinear uma vez que os resultados se aproximam muito a uma interpolação linear. 

Desta forma, para um elemento 1D de 𝑛 nós, a função de interpolação pseudolinear é dada 

por: 

𝐿𝑖 𝜉 = 𝑐𝑖
1𝑔1 𝜉 + 𝑐𝑖

2 𝑔2 𝜉 + 𝑐𝑖
3 𝑔3 𝜉 + ⋯ + 𝑐𝑖

𝑛  𝑔𝑛 𝜉   

onde 𝐿𝑖  é a função de interpolação pseudolinear do nó 𝑖 e 𝑐𝑖
𝑗
 é o coeficiente do termo 𝑗 da 

função de interpolação 𝑖. 

A determinação dos coeficientes 𝑐𝑖
𝑗
 pode ser realizada de forma convencional, ou seja, 

através da solução de um sistema de equações lineares. Este sistema é formado considerando 

a cada função igual a 1 no nó correspondente e zero nos outros. Resumidamente, estes 

coeficientes podem ser calculados por meio da seguinte equação, onde 𝑔𝑖
𝑗
 representa a função 

exponencial associada ao nó 𝑖 e avaliada no nó 𝑗: 

 
 
 
 
 
 
𝑐1

1 𝑐1
2 𝑐1

3 ⋯ 𝑐1
𝑛

𝑐2
1 𝑐2

2 𝑐2
3 ⋯ 𝑐2

𝑛

𝑐3
1 𝑐3

2 𝑐3
3 ⋯ 𝑐3

𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑛

1 𝑐𝑛
2 𝑐𝑛

3 ⋯ 𝑐𝑛
𝑛  
 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 
 
𝑔1

1 𝑔1
2 𝑔1

3 ⋯ 𝑔1
𝑛

𝑔2
1 𝑔2

2 𝑔2
3 ⋯ 𝑔2

𝑛

𝑔3
1 𝑔3

2 𝑔3
3 ⋯ 𝑔3

𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑛

1 𝑔𝑛
2 𝑔𝑛

3 ⋯ 𝑔𝑛
𝑛  
 
 
 
 
 
−𝑇

  ) 4.15 ( 

) 4.14 ( 

Figura 4.9 - Funções exponenciais utilizadas na interpolação pseudolinear para um elemento 

unidimensional de três nós. 
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𝑔2 𝜉 = 𝑎− 𝜉  

1 -1 0 
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Na Eq. 4.15 o operador “−𝑇” representa a inversa da matriz transposta. Uma vez obtidos 

os coeficientes 𝑐𝑖
𝑗
, as funções de interpolação pseudolinear 𝐿𝑖  para o caso 1D podem ser 

avaliadas por meio da Eq. 4.14 ou diretamente por meio de: 

𝐿𝑖 𝜉 =  𝑐𝑖
𝑗
 𝑎− 𝜉−𝜉𝑗  

𝑛

𝑗 =1
  

onde o somatório é realizado ao longo dos nós e 𝜉𝑗  representa a coordenada local do nó 𝑗. 

As extensões desta equação para os casos 2D e 3D, respectivamente, são:  

𝐿𝑖 𝜉, 𝜂 =  𝑐𝑖
𝑗
 𝑎− 𝜉−𝜉𝑗  − 𝜂−𝜂𝑗  

𝑛

𝑖=1
  

𝐿𝑖 𝜉, 𝜂, 𝜁 =  𝑐𝑖
𝑗
 𝑎− 𝜉−𝜉𝑗  − 𝜂−𝜂𝑗  − 𝜁−𝜁𝑗  

𝑛

𝑖=1
  

Em elementos cujas funções de forma são formuladas em base a polinômios de primeiro 

grau, os resultados da interpolação convencional e da interpolação pseudolinear são 

semelhantes, tornando prescindível a utilização do último. Entre os elementos que atendem a 

esta situação têm-se: o elemento de barra de dois nós, o elemento triangular de três nós, o 

elemento tetraédrico de quatro nós, o elemento hexaédrico de oito nós, dentre outros. 

A seguir são ilustrados dois exemplos de aplicação da interpolação pseudolinear em um 

elemento bidimensional Lagrangiano de oito nós. Dados os valores nodais, os valores no 

interior do domínio são interpolados utilizando as funções de interpolação convencional e 

pseudolinear. 

A Tabela 4.1 mostra os dados associados ao primeiro exemplo. Neste exemplo é atribuído 

o valor um para os três primeiros nós e zero para os restantes. A Figura 4.10 mostra os 

resultados correspondentes. Nesta figura é possível observar que a interpolação pseudolinear 

não gera valores negativos como é o caso da interpolação convencional. 

 

Tabela 4.1 - Dados do segundo exemplo de interpolação. 

nó 1 2 3 4 

𝜉 -1 0 1 1 

𝜂 -1 -1 -1 0 

valor 1 1 1 0 

nó 5 6 7 8 

𝜉 1 0 -1 -1 

𝜂 1 1 1 0 

valor 0 0 0 0 

 

) 4.18 ( 

) 4.17 ( 

) 4.16 ( 
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No segundo caso, os valores atribuídos aos nós são mostrados na Tabela 4.2. Nesta tabela 

observa-se que é atribuído um para o nó dois e zero para os restantes. A Figura 4.11 mostra os 

resultados correspondentes.  

 

 

Neste trabalho, as funções de interpolação pseudolinear são utilizadas alternativamente às 

funções de forma em alguns dos métodos para a análise de reforços vistos mais adiante. Uma 

vez que nestes métodos, os reforços atravessam elementos sólidos, existem pontos de 

interesse no interior dos elementos onde os deslocamentos precisam ser aproximados.  No 

Capítulo 5 é realizada uma análise de elementos finitos para avaliar as diferenças na previsão 

de forças axiais nos reforços quando são utilizados os métodos de interpolação convencional e 

pseudolinear. 

Figura 4.11 - Exemplo de interpolação; a) aproximação polinomial; b) aproximação pseudolinear. 

(b) (a) 

Tabela 4.2 - Dados do primeiro exemplo de interpolação. 

nó 1 2 3 4 

𝜉 -1 0 1 1 

𝜂 -1 -1 -1 0 

valor 0 1 0 0 

nó 5 6 7 8 

𝜉 1 0 -1 -1 

𝜂 1 1 1 0 

valor 0 0 0 0 

 

Figura 4.10 - Exemplo de interpolação; a) aproximação polinomial; b) aproximação pseudolinear. 

(a) (b) 
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4.6 Extrapolação 

Nos problemas formulados através de elementos finitos, as variáveis principais, tais como 

deslocamentos em problemas de equilíbrio e altura de carga hidráulica em problemas de 

fluxo, são calculados nos nós dos elementos. No entanto, variáveis secundárias ou variáveis 

derivadas são calculadas em pontos internos como, por exemplo, os pontos de integração. 

Estas variáveis podem ser, por exemplo, as componentes de tensão e deformação no problema 

de equilíbrio, ou velocidades de fluxo e gradientes hidráulicos no problema de fluxo. A Figura 

4.12 mostra o processo de extrapolação a partir de valores internos em um elemento 

bidimensional. 

 

Muitas aplicações requerem que os valores calculados em pontos internos sejam 

extrapolados para os nós. Este é o caso da maioria de programas de pós-processamento de 

elementos finitos os quais determinam os valores nodais, em função dos valores nos pontos de 

integração, para logo calcular por interpolação o valor das variáveis ao longo dos elementos. 

Outra aplicação encontra-se no uso de malhas auto-adaptivas onde os valores calculados na 

malha devem ser transportados para os pontos de integração de uma nova malha (Zienkiewicz 

& Zhu, 1987). Uma aplicação em problemas associados à estabilidade em Geotecnia é na 

procura da superfície crítica através do método denominado de Programação Dinâmica 

(Yamagami & Ueta, 1988; Farias & Aguero-Martinez, 2005).  

No caso do problema de barras embutidas, objeto desta tese, também é necessário calcular 

as tensões normais atuantes em alguns pontos da barra para verificar se há possibilidade de 

ruptura por deslizamento da interface, por exemplo. Estas tensões normais de confinamento 

da barra são provenientes do solo circundante, ou seja, neste caso, são calculadas em função 

do estado de tensões dos elementos atravessados. Portanto, faz-se necessário algum algoritmo 

de extrapolação das tensões calculadas nos pontos de integração dos elementos atravessados 

para os seus pontos nodais, e a partir destes valores nodais pode-se fazer uma interpolação 

para os pontos de interesse ao longo da barra. 

Figura 4.12 - Representação esquemática da extrapolação local em um elemento de quatro nós. 

𝑣1
′  

𝑣4
′  𝑣3

′  

𝑣2
′  

𝑣1  

𝑣4  𝑣3  

𝑣2  

 

𝑣1
′ …𝑣4

′ : valores internos dados 

𝑣1 …𝑣4: valores nodais obtidos 
por extrapolação 

 

Superfície gerada pelo 

campo da variável 𝑣 
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A determinação dos valores nodais pode ser realizada através de um processo de 

minimização que envolve a malha inteira (Zienkiewicz & Taylor, 1989). Este procedimento é 

denominado de extrapolação global. Por outro lado, é possível realizar um processo de 

extrapolação independentemente para cada elemento. Este processo, denominado de 

extrapolação local, é menos abrangente que o anterior, gerando certa descontinuidade entre 

elementos vizinhos, a qual pode ser suavizada tomando-se uma média das contribuições de 

todos os elementos que compartilham o mesmo nó. Por outro lado, a extrapolação local pode 

ser melhor orientada à determinação do valor de uma variável em um ponto específico no 

próprio interior do elemento. Por exemplo, neste trabalho, é necessária a determinação do 

estado de tensão em um ponto arbitrário no interior de um dado elemento. Para isto, as 

tensões nos pontos de integração são extrapoladas para os nós do elemento e posteriormente 

interpoladas para o ponto desejado. Uma vez que este processo é repetido numerosas vezes, a 

utilização da extrapolação global neste tipo de casos se torna inviável devido ao elevado custo 

computacional.  

Alguns procedimentos de extrapolação são descritos na literatura (Hinton & Campbell, 

1974). Entretanto, estes procedimentos somente são aplicados a certos tipos de elementos e 

em casos particulares, o que justifica o desenvolvimento de um procedimento geral. Durand 

& Farias (2005) sugerem que um processo de extrapolação local generalizado deve atender 

aos seguintes requisitos: 

 Ser aplicável a qualquer tipo de elemento convencional (elementos sólidos e linha), tanto 

em duas quanto em três dimensões; 

 Ser válido para qualquer número de nós e qualquer número de pontos internos (i.e. pontos 

de integração); 

 Minimizar o erro quando os valores nos pontos internos dados são recalculados por 

interpolação a partir dos valores obtidos por extrapolação; 

 O procedimento deve manter uma suave variação do campo gerado dentro do elemento 

após a extrapolação, evitando oscilações. 

A seguir, é brevemente deduzido o método proposto para a extrapolação local, o qual é 

dividido em três casos. O primeiro para quando o número de pontos dados  𝑚  é maior que o 

número de nós  𝑛 , o segundo quando o número de pontos dados é igual ao número de nós e 

o terceiro quando o número de pontos dados é menor que o número de nós. Esta divisão é 

realizada, uma vez que, dependendo dos valores de 𝑚 e 𝑛, podem ser obtidos sistemas de 

equações sobre-determinados, bem determinados e sub-determinados, os quais requerem 

tratamentos específicos. Em resumo, dado um vetor de valores internos 𝐯′ que contém valores 
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de uma variável em determinadas posições, deseja-se obter os correspondentes valores nodais 

𝐯. 

Na dedução a seguir, é utilizado o conceito de matriz inversa generalizada de Moore e 

Penrose (Lancaster & Tismenetsky, 1985; Barnett, 1990). Este conceito indica que, dada uma 

matriz não quadrada 𝐀 , a sua inversa generalizada 𝐀+  pode ser calculada pela seguinte 

equação, caso o número de linhas seja maior ao número de colunas: 

𝐀+ =  𝐀𝑇𝐀 −1𝐀𝑇   

e pela seguinte equação, caso o número de colunas seja maior ao número de linhas. 

𝐀+ = 𝐀𝑇 𝐀𝐀𝑇 −1  

A seguir são abordados os três casos de extrapolação previamente mencionados. 

4.6.1 Quando o número de pontos dados é maior que o número de nós 

Neste caso tem-se que 𝑚 > 𝑛 , ou seja, o número de dados é maior ao número de 

incógnitas, o que torna o sistema sobre-determinado. Desta forma, a solução deve ser obtida 

de tal forma que o erro seja minimizado.  

Sendo 𝑣𝑖  os valores nodais obtidos por extrapolação, o valor em cada ponto interno 𝑗 pode 

ser recalculado em função destes valores. Isto pode ser expresso como: 

𝑣𝑗
𝑟 =  𝑁𝑖

𝑗
𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1
  

onde 𝑣𝑗
𝑟  é o valor recalculado da variável no ponto dado 𝑗 e 𝑁𝑖

𝑗
 é a função de forma do nó 𝑖 

avaliada nas coordenadas locais do ponto dado 𝑗. 

Esta equação também pode ser expressa como: 

 

𝑣1
𝑟

𝑣2
𝑟

⋮
𝑣𝑚

𝑟

 =

 
 
 
 
𝑁1

1 𝑁2
1 … 𝑁𝑛

1

𝑁1
2 𝑁2

2 … 𝑁𝑛
2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑁1

𝑚 𝑁2
𝑚 … 𝑁𝑛

𝑚  
 
 
 

 

𝑣1

𝑣2

⋮
𝑣𝑛

   

ou ainda em forma condensada como: 

𝐯𝑟 = 𝐍𝐯  

onde 𝐯𝑟  representa o vetor contendo os valores recalculados nos pontos dados, 𝐍 a matriz 

contendo as funções de interpolação do elemento e 𝐯 o vetor contendo os valores nodais. 

Os valores recalculados 𝐯𝑟  podem, em alguma medida, diferir daqueles originalmente 

estabelecidos 𝐯′. Assim, uma medida de erro gerado na extrapolação pode ser definida como: 

) 4.23 ( 

) 4.22 ( 

) 4.21 ( 

) 4.20 ( 

) 4.19 ( 
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𝐸 =   𝑣𝑗
′ − 𝑣𝑗

𝑟 
2𝑚

𝑗 =1
  

Esta medida de erro pode ser minimizada mediante a utilização do método de mínimos 

quadrados. Este procedimento é análogo ao utilizado por Hinton & Owen (1979) em 

processos de extrapolação. Desta forma, para obter os valores nodais 𝐯 que forneçam o menor 

erro possível, a Eq. 4.24 é derivada com relação aos valores nodais e posteriormente igualada 

a zero: 

𝜕𝐸

𝜕𝑣𝑖
=

𝜕

𝜕𝑣𝑖
  𝑣𝑗

′ − 𝑣𝑗
𝑟 

2𝑚

𝑗 =1
= 0  

Como 𝑣𝑗
𝑟  pode ser expresso em função dos valores nodais 𝑣𝑖 , esta equação pode ser 

expressa em função dos valores nodais 𝑣𝑖  e dos valores originalmente impostos nos pontos 

dados 𝑣𝑗
′ , resultando em um sistema de 𝑛 equações com 𝑛 incógnitas  𝑣1 …𝑣𝑛 . A solução 

deste sistema de equações leva à determinação do vetor de valores nodais 𝐯 por meio da 

seguinte expressão:  

𝐯 =  𝐍𝑇𝐍 −𝟏𝐍𝑇𝐯𝑟   

O resultado de operar o termo  𝐍𝑇𝐍 −𝟏𝐍𝑇 é uma matriz 𝑛 × 𝑚 a qual pode ser aplicada a 

qualquer vetor 𝐯𝑟  com 𝑚 valores correspondentes aos pontos internos dados, obtendo assim 

os 𝑛 valores nodais correspondentes.  

Utilizando o conceito de matriz inversa generalizada, o vetor 𝐯 pode ainda ser expresso 

pela seguinte equação, onde 𝐍+ corresponde à matriz inversa generalizada de 𝐍:  

𝐯 = 𝐍+𝐯′   

4.6.2 Quando o número de pontos dados é igual ao número de nós. 

Quando 𝑚 = 𝑛, o problema tem uma única solução, e os valores dados podem ser exatamente 

reproduzidos por interpolação dos valores nodais previamente calculados, ou seja, o erro dado 

pela Eq. 4.24 é igual a zero. Neste caso a matriz 𝐍 é quadrada e inversível e o vetor 𝐯 pode ser 

calculado simplesmente por:  

𝐯 = 𝐍−𝟏𝐯′   

4.6.3 Quando o número de pontos dados é menor que o número de nós. 

Finalmente, quando 𝑚 < 𝑛  o problema é sub-determinado uma vez que o número de 

incógnitas é superior ao número de dados.  A Eq. 4.26 não pode ser utilizada, pois o termo 

) 4.28 ( 

) 4.27 ( 

) 4.26 ( 

) 4.25 ( 

) 4.24 ( 



4 - Algoritmos Auxiliares Utilizados nas Implementações 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        64 

𝐍𝑇𝐍 , neste caso, é singular. Por esta razão, a seguir é formulado um procedimento 

alternativo. 

Considere-se que os 𝑛 valores nodais podem ser expressos como uma combinação linear 

das funções de forma 𝑁𝑖
𝑗
, sendo 𝑁𝑖

𝑗
 a função de forma do nó 𝑖 avaliada no ponto dado 𝑗. Esta 

hipótese pode ser representada matematicamente como: 

 

 
 
 

 
 𝑣1

𝑣2

⋮

𝑣𝑚  
 
 

 
 

=

 
 

 
𝑎1𝑁1

1 + 𝑎2𝑁1
2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑁1

𝑚

𝑎1𝑁2
1 + 𝑎2𝑁2

2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑁2
𝑚

⋮
𝑎1𝑁𝑛

1 + 𝑎2𝑁𝑛
2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑁𝑛

𝑛  
 

 
=

 
 
 

 
  𝑎𝑗𝑁1

𝑗𝑚
𝑗 =1

 𝑎𝑗𝑁2
𝑗𝑚

𝑗 =1

⋮

 𝑎𝑗𝑁𝑛
𝑗𝑚

𝑗 =1  
 
 

 
 

  

onde 𝑎𝑗   𝑗 = 1 …𝑚  representam os 𝑚  coeficientes da combinação linear a serem 

determinados.  

Esta equação pode ser expressa em forma condensada por meio da seguinte expressão, 

onde 𝐚 representa o vetor contendo os 𝑚 coeficientes. 

𝐯 = 𝐍𝑇𝐚  

Uma vez determinados os coeficientes, os valores nos pontos dados poderiam ser 

recalculados por interpolação como: 

  

𝑣1
𝑟

𝑣2
𝑟

⋮
𝑣𝑚

𝑟

 =

 
 
 

 
    𝑎𝑗 𝑁𝑖

𝑗𝑚
𝑗 =1  𝑁𝑖

1𝑛
𝑖=1

   𝑎𝑗𝑁𝑖
𝑗𝑚

𝑗 =1  𝑁𝑖
2𝑛

𝑖=1

⋮

   𝑎𝑗 𝑁𝑖
𝑗𝑚

𝑗 =1  𝑁𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1  
 
 

 
 

  

O erro desta estimativa pode também ser definido pela Eq. 4.24. Os coeficientes 𝑎1 …𝑎𝑚  

podem ser determinados através da minimização deste erro utilizando o método de mínimos 

quadrados. Assim, derivando a Eq. 4.24 com relação aos coeficientes 𝑎1 …𝑎𝑚 , tem-se: 

𝜕𝐸

𝜕𝑎𝑘
=

𝜕

𝜕𝑎𝑘
  𝑣𝑗

′ − 𝑣𝑗
𝑟 

2𝑚

𝑗 =1
= 0  

Como 𝑣𝑗
𝑟  pode ser expresso em função dos valores nodais 𝑣𝑖 , esta equação pode ser 

expressa em função dos coeficientes e os valores originalmente impostos nos pontos dados 𝑣𝑗
′  

resultando em um sistema de 𝑚  equações com 𝑚  incógnitas. A solução deste sistema de 

equações leva à determinação do vetor 𝐚 , que contém 𝑎1 …𝑎𝑚 , mediante a seguinte 

expressão:  

𝐚 =  𝐍𝑇𝐍 −𝟏𝐯′   ) 4.33 ( 

) 4.32 ( 

) 4.31 ( 

) 4.30 ( 

) 4.29 ( 
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Substituindo esta equação na Eq. 4.30, os valores nodais podem ser calculados por 

𝐯 = 𝐍𝑇 𝐍𝑇𝐍 −𝟏𝐯′ , sendo o mesmo que:  

𝐯 = 𝐍+𝐯′   

Como o sistema é subdeterminado, a Eq. 4.34, mesmo que fornecendo um erro igual a zero 

(avaliando a Eq. 4.24), pode gerar valores nodais que não satisfazem o critério de movimento 

de corpo rígido (Zienkiewicz & Taylor, 1989). Por exemplo, dados valores iguais nos pontos 

dados (o que representaria um campo constante) a Eq. 4.34 produz um conjunto de valores 

nodais que diferem do valor imposto nos pontos dados. Quando visualizada, sobre o 

elemento, a superfície que representa o campo produzido pelos valores nodais gerados, pode-

se observar a presença de oscilações. 

Neste caso, para garantir uma variação suave do campo gerado e evitar oscilações é 

necessário acrescentar mais equações ao sistema. Evidentemente, estas equações poderiam 

derivar, por exemplo, de uma medida da curvatura da superfície que representa o campo 

gerado. No entanto, isto requer algumas derivadas de ordem superior da função que definiria a 

superfície do campo gerado, formando o processo de minimização mais complexo. 

Entretanto, um procedimento simples que tenta manter uma suave variação do campo, sem 

acrescentar novas equações ou o cálculo de mais derivadas, é descrito a seguir. 

A única situação na qual a Eq. 4.34 garante, em campos constantes, valores nodais iguais 

aos valores dados, é quando os valores a serem extrapolados são todos iguais a zero. Esta 

característica é utilizada para melhorar o processo de extrapolação, inicialmente ajustando os 

pontos dados por meio de uma função (que pode ser de uma reta, plano ou hiper-plano; 

dependendo da dimensão do elemento). O objetivo desta equação é representar uma nova 

referência para os dados a serem extrapolados. Assim, os valores impostos nos pontos dados 

são diminuídos pelos valores nesses pontos obtidos usando a função de ajuste. O processo 

pode ser interpretado como uma projeção. Os valores transladados podem ser agora 

extrapolados para os nós (Figura 4.13). Finalmente, os valores assim obtidos são levados de 

volta para a referência original mediante a adição de uma quantidade que representa o valor 

da função de ajuste avaliada nos correspondentes pontos nodais. 

) 4.34 ( 
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Este procedimento garante um mínimo erro de ajuste e ao mesmo tempo preserva a 

tendência dada pelos pontos internos, sem a necessidade de adicionar novas equações ou 

restrições. Considerando este procedimento, a Eq. 4.34 pode ser modificada para:  

𝐯 = 𝐍+ 𝐯′ − 𝐯 ′ + 𝐯   

em que 𝐯 ′  e 𝐯  representam os valores associados às translações dos valores a partir dos pontos 

dados e dos nós, respectivamente. 

A função de melhor ajuste 𝑃 é representada pela equação de uma linha em 1D, um plano 

em 2D, e um hiper-plano em 3D, respectivamente. Assim, para os três casos, tem-se, 

respectivamente:  

𝑃 𝜉 = 𝑏1𝜉 + 𝑏2 

𝑃 𝜉, 𝜂 = 𝑏1𝜉 + 𝑏2𝜂 + 𝑏3 

𝑃 𝜉, 𝜂, 𝜁 = 𝑏1𝜉 + 𝑏2𝜂 + 𝑏3𝜁 + 𝑏4 

 

Nesta equação, 𝑏𝑖 …𝑏𝐷+1  são os coeficientes que definem 𝑃 , sendo 𝐷  a dimensão do 

elemento. Estes coeficientes são obtidos em função das coordenadas locais dos pontos dados, 

𝛏′, e dos valores a serem extrapolados, 𝛏. Estas coordenadas locais podem ser representadas 

para 1D, 2D e 3D, respectivamente, por: 

𝛏′ =  

𝜉1
′ 1

𝜉2
′ 1
⋮ ⋮

𝜉𝑚
∗ 1

 ; 𝛏 =  

𝜉1
 1

𝜉2
 1
⋮ ⋮
𝜉𝑛

 1

   

𝛏′ =  

𝜉1
′ 𝜂1

′ 1

𝜉2
′ 𝜂2

′ 1
⋮ ⋮ ⋮

𝜉𝑚
′ 𝜂𝑚

′ 1

 ; 𝛏 =  

𝜉1
 𝜂1

 1
𝜉2

 𝜂2
 1

⋮ ⋮ ⋮
𝜉𝑛

 𝜂𝑛
 1

   ) 4.38 ( 

) 4.37 ( 

) 4.36 ( 

) 4.35 ( 

Figura 4.13 - Interpretação geométrica do processo de translação em 1D.  
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𝑣𝑖
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𝛏′ =  

𝜉1
′ 𝜂1

′ 𝜁1
′ 1

𝜉2
′ 𝜂2

′ 𝜁2
′ 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝜉𝑚

′ 𝜂𝑚
′ 𝜁𝑚

′ 1

 ; 𝛏 =  

𝜉1
 𝜂1

 𝜁1
 1

𝜉2
 𝜂2

 𝜁2
 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝜉𝑛

 𝜂𝑛
 𝜁𝑛

 1

   

Os coeficientes da equação de melhor ajuste podem ser agrupados em um vetor 𝐛 e serem 

calculados por regressão linear obtendo 𝐛 =  𝛏′𝑇𝛏′ 
−1

𝛏′𝑇𝐯′, ou simplesmente: 

𝐛 = 𝛏′ +
𝐯′  

Após a obtenção do vetor 𝐛, os vetores 𝐯 ′  e 𝐯  podem ser calculados respectivamente por  

𝐯 ′ = 𝛏′𝐛:e  𝐯 = 𝛏 𝐛 , ou ainda por: 

𝐯 ′ = 𝛏′𝛏′+𝐯′   

𝐯 = 𝛏 𝛏′+𝐯′   

Finalmente, substituindo na Eq. 4.35 e após algumas simplificações, os valores nodais 

podem ser calculados por: 

𝐯 =  𝐍+ 𝐈 − 𝛏′𝛏′ + + 𝛏 𝛏′ + 𝐯′   

É importante notar que o termo 𝐍+ das Eqs. 4.27 e 4.43, depende somente do tipo de 

elemento. Assim este termo pode ser calculado somente uma vez para cada tipo de elemento e 

salvo para ser usado em todos os elementos da malha inteira. 

Para ter uma visão mais clara do processo de extrapolação local proposto, a Figura 4.14 

mostra o algoritmo correspondente. 

 

4.6.4 Exemplos numéricos 

A seguir, são realizados dois exemplos em que se aplicam o processo de extrapolação. 

Exemplo 1. 

Entrada: Vetor de valores no interior do elemento a serem extrapolados 𝐯′, número de nós 𝑛, número 

de pontos internos 𝑚, coordenadas locais dos pontos internos 𝛏′, coordenadas locais dos nós 𝛏. 

Saída: Vetor de valores nodais 𝐯. 

Se 𝑚 = 𝑛 !comparação entre o número de nós e pontos dados 

│ 𝐄 = 𝐍−1  !matriz de extrapolação 

Se não   

│ Se 𝑚 > 𝑛 !comparação entre o número de nós e pontos dados 

│ │ 𝐄 = 𝐍+  !matriz de extrapolação 

│ Se não  

└ └ 𝐄 = 𝐍+ 𝐈 − 𝛏′𝛏′+ + 𝛏 𝛏′+  !matriz de extrapolação 

𝐯 = 𝐄𝐯′ !extrapolação de valores internos 

𝐫𝐞𝐭𝐨𝐫𝐧𝐚𝐫 𝐯  

 
Figura 4.14 - Algoritmo utilizado na extrapolação de valores internos para os nós. 
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Neste exemplo, é considerado um elemento quadrilateral com quatro nós e quatro pontos 

de dados (pontos de integração de Gauss) cujas coordenadas locais são mostradas na Tabela 

4.3. É considerado também um conjunto de valores definidos nos pontos de integração e que 

são mostrados no final da Tabela 4.3. 

Assim, tem-se que o número de nós é igual ao de pontos de integração, e o problema pode 

ser resolvido pela Eq. 4.28. Os resultados da extrapolação se encontram na Tabela 4.4. A 

Figura 4.15 mostra a superfície gerada por interpolação dos valores nodais obtidos. 

 

 

 

Exemplo 2 

É considerado um elemento quadrilateral com oito nós e quatro pontos de integração cujas 

coordenadas locais são dadas na Tabela 4.5. Neste exemplo, foi escolhido deliberadamente 

um conjunto de dados nos pontos de integração os quais fazem parte de um plano. Esta 

escolha foi feita com a finalidade de verificar a tendência dos valores extrapolados, ou seja, 

Figura 4.15 - Superfícies geradas por interpolação de valores nodais: a) superfície limitada pelos 

pontos de integração; b) superfície limitada pelos nós. 

(a) (b) 

Tabela 4.4 - Resultados do Exemplo 1. 

Nó 1 2 3 4 

valor 1,866 -0,500 0,134 -0,500 

ponto dado p1 p2 p3 p4 

erro 0,00 0,00 0,00 0,00 

 

Tabela 4.3 - Dados do exemplo 1. 

Nó 1 2 3 4 

𝜉 -1,00 1,00 1,00 -1,00 

𝜂 -1,00 -1,00 1,00 1,00 

ponto dado p1 p2 p3 p4 

𝜉 -0,577 0,577 0,577 -0,577 

𝜂 -0,577 -0,577 0,577 0,577 

valor 1,00 0,00 0,00 0,00 
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neste exemplo, espera-se que os valores extrapolados se encontrem contidos no plano 

formado pelos valores dados. 

 

Para efetuar a extrapolação, e obter os correspondentes valores nodais, foram utilizadas as 

Eqs. 4.34 e 4.43 com o objetivo de avaliar a qualidade dos resultados, os quais são mostrados 

na  Tabela 4.6. 

 

Pode ser visto que as duas equações satisfazem à condição de erro mínimo. No entanto, 

quando a Eq. 4.34 é utilizada, a superfície apresenta oscilações (Figura 4.16a). Nota-se 

também que a Eq. 4.43 fornece uma tendência mais apropriada, ou seja, os valores 

extrapolados fazem parte do mesmo plano formado pelos valores dados (Figura 4.16b). 

Tabela 4.6 - Resultados do Exemplo 2. 

nó 1 2 3 4 

valor Eq. 4.34 1,733 -0,867 0,000 -0,867 

valor Eq. 4.43 0,577 1,155 0,000 -1,155 

nó 5 6 7 8 

valor Eq. 4.34 -1,733 -0,867 0,000 0,867 

valor Eq. 4.43 -0,577 -1,155 0,000 1,155 

Ponto dado 1 2 3 4 

erro Eq. 4.34 0,00 0,00 0,00 0,00 

erro Eq. 4.43 0,00 0,00 0,00 0,00 

 

Tabela 4.5 - Dados do exemplo 2. 

nó 1 2 3 4 

𝜉 -1,00 0,00 1,00 1,00 

𝜂 -1,00 -1,00 -1,00 0,00 

nó 5 6 7 8 

𝜉 1,00 0,00 -1,00 -1,00 

𝜂 1,00 1,00 1,00 0,00 

ponto dado 1 2 3 4 

𝜉 -0,577 0,577 0,577 -0,577 

𝜂 -0,577 -0,577 0,577 0,577 

valor 1,00 0,00 -1,00 0,00 
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4.7 Orientação em um ponto qualquer de uma barra curva 

No estudo de elementos com geometria 1D, tais como barras, torna-se necessária a 

determinação da sua orientação em um ponto arbitrário do seu domínio, especialmente 

quando os elementos são curvos. A determinação da orientação de uma barra qualquer é dada 

aqui como generalização. 

A orientação em um dado ponto de uma barra pode ser definida por meio de um vetor 

unitário [𝑟1  𝑟2  𝑟3]  como mostra a Figura 4.17. Neste ponto, cuja coordenada local é 𝜉 , a 

orientação é definida como a derivada das coordenadas globais 𝐱 =  𝑥  𝑦  𝑧  com relação à 

coordenada longitudinal 𝐿: 

 𝑟1  𝑟2  𝑟3 =  
𝜕𝑥

𝜕𝐿

𝜕𝑦

𝜕𝐿

𝜕𝑧

𝜕𝐿
 =

𝜕𝐱

𝜕𝐿
=

𝜕𝐱

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝐿
  

Sendo que a matriz Jacobiana de transformação de coordenadas é dada por 𝐉 = 𝜕𝐱/𝜕𝜉 e 

seu correspondente módulo por 𝐽 = 𝜕𝐿/𝜕𝜉, o cálculo da orientação num ponto da barra se 

resume a: 

 𝑟1  𝑟2  𝑟3 =
𝐉

 𝐉 
=

𝐉

𝐽
  

Esta expressão será utilizada posteriormente quando seja necessário fazer referência à 

orientação de uma barra. 

  
Figura 4.17 - Inclinação de uma barra em um dado ponto. 
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Figura 4.16 - Superfícies geradas por interpolação de valores nodais: a) superfície gerada 

utilizando a Eq. 4.34; b) superfície gerada utilizando a Eq. 4.43.  

(a) (b) 
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5 Modelagem dos Reforços 

Capítulo 5 

Modelagem dos Reforços 

Este capítulo contempla a formulação utilizada na modelagem de reforços. Desta forma, 

são vistos aspectos associados ao MEF e à modelagem constitutiva dos reforços e da 

interface. Na representação do reforço pelo MEF, três métodos são descritos: o discreto, o 

embutido e o semi-embutido. Uma característica muito importante dos dois últimos é que 

estes permitem a análise de estruturas reforçadas onde a malha não depende da geometria nem 

da disposição dos reforços. Neste sentido, estes métodos permitem que diferentes 

configurações de reforço sejam analisadas para um mesmo domínio utilizando uma mesma 

malha de fundo. Isto é possível por que os elementos que representam os reforços não 

precisam possuir conectividade com os elementos sólidos, sendo que tais elementos sólidos 

podem ser atravessados.  

Na formulação dos métodos discreto e embutido apresentada é considerada a hipótese de 

aderência perfeita entre o reforço e o solo, ou seja, estes métodos não consideram o 

deslocamento relativo existente entre o reforço e o solo.  A formulação pelo método embutido 

pode ser derivada da compatibilidade de deslocamentos ou de deformações entre os elementos 

de reforço e os elementos sólidos atravessados. Uma das abordagens aqui apresentada é 

similar à utilizada por Durand (2003), a qual é derivada da compatibilidade de deslocamentos. 

No entanto, uma formulação alternativa derivada da compatibilidade de deformações é 

também considerada. 

Por outro lado, o deslocamento relativo pode ser considerado por meio do método semi-

embutido. O método semi-embutido é um novo método introduzido nesta pesquisa. Este 

método utiliza elementos de interface para representar o contato entre o reforço e o solo. 

Assim, é apresentada a formulação do elemento finito de interface e a correspondente 

modelagem constitutiva. 

Adicionalmente, neste capítulo são apresentados os testes de validação da formulação 

proposta. Finalmente é realizada uma discussão sobre a aplicação e limitações dos métodos e 

da modelagem constitutiva estudados. 
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5.1 Abordagem pelo método discreto 

A análise de estruturas reforçadas através do método discreto corresponde à utilização de 

elementos tipo barra na forma convencional do MEF. Assim, a posição dos elementos de 

barra na malha de elementos finitos é tal que seus nós são sempre coincidentes com os nós 

dos elementos circundantes. A Figura 5.1 mostra esquematicamente a posição dos elementos 

de barra com relação aos elementos sólidos. 

 

Para proceder com este método numa análise de equilíbrio é necessária a determinação da 

matriz de rigidez de um elemento de barra. A formulação da matriz de rigidez para uma barra 

de dois nós é bastante comum na literatura. Entretanto, neste trabalho é apresentada a 

determinação da matriz de rigidez de uma barra de 𝑛 nós no espaço 3D. 

Para formular a matriz de rigidez de uma barra é necessária a determinação de uma 

expressão para a deformação axial no seu domínio em função dos seus deslocamentos nodais. 

Desta forma, para um ponto qualquer que pertença a uma barra de comprimento 𝐿, é possível 

associar a este ponto um comprimento infinitesimal d𝐿. A deformação axial neste ponto é 

dada então por 
Δd𝐿

d𝐿
. Considerando que os componentes de deslocamento no ponto, nas três 

direções cartesianas, são dadas por 𝐮 =  𝑢  𝑣  𝑤 𝑇 , as componentes da variação do 

comprimento com relação a d𝐿 são dadas por 
d𝐮

d𝐿
=  

𝜕𝑢

𝜕𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝐿

𝜕𝑤

𝜕𝐿
 
𝑇

. Projetando o vetor 
𝑑𝐮

𝑑𝐿
 na 

direção  𝑟1 𝑟2 𝑟3  da barra é possível obter a deformação axial da barra no ponto em questão 

por meio de: 

𝜀 =  𝑟1 𝑟2 𝑟3  
𝜕𝑢

𝜕𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝐿

𝜕𝑤

𝜕𝐿
 
𝑇

  

Considerando que a localização do ponto na barra é dada pela coordenada local 𝜉 , os 

deslocamentos neste ponto podem ser expressos em função dos deslocamentos nodais 

utilizando as funções de forma. Desta forma e, utilizando a regra da cadeia, é possível 

expressar a deformação axial como: 

) 5.1 ( 

Figura 5.1 - Posição dos reforços com relação aos elementos sólidos numa análise pelo Método 
Discreto. 

elemento 
de barra de 

dois nós  

elementos 
sólidos 
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𝜀 =  𝑟1 𝑟2 𝑟3   
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝐿
𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1
 

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝐿
𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1
 

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝐿
𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1
 
𝑇

  

Considerando a matriz Jacobiana 𝐉  e seu correspondente módulo 𝐽  avaliados em 𝜉 , é 

possível substituir os termos 
𝜕𝜉

𝜕𝐿
 por 

1

𝐽
 e   𝑟1 𝑟2 𝑟3  por  

𝐉

𝐽
  na Eq. 5.2. A determinação da matriz 

Jacobiana para um elemento de barra pode ser vista no item 4.4.  Realizando as substituições 

antes indicadas obtém-se: 

𝜀 =
𝐉

𝐽2
  

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1
 

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1
 

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1
 
𝑇

  

Organizando esta equação de forma conveniente é possível reescrevê-la em forma 

matricial como: 

𝜀 =  
𝐉

𝐽2

 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
0 0

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
0 ⋯

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝜉
0 0

0
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
0 0

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
⋯ 0

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝜉
0

0 0
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
0 0 ⋯ 0 0

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝜉  
 
 
 
 
 
 

                                       
𝐁(1 ×3𝑛  )  

 
 
 
 

 
 
 
 

𝑢1

𝑣1

𝑤1

𝑢2

𝑣2

⋮
𝑢𝑛

𝑣𝑛

𝑤𝑛 
 
 
 
 

 
 
 
 

  

Esta equação associa a deformação axial com o vetor de deslocamentos nodais por meio da 

matriz deformação-deslocamento 𝐁 . Note-se que as operações dadas na Eq. 5.4 para 

determinar 𝐁 fornecem como resultado uma matriz linha. 

Uma vez obtida a matriz 𝐁, a matriz de rigidez de um elemento de barra pode ser calculada 

por meio da formulação convencional do MEF como: 

𝐊 =  𝐁𝑇𝐷𝐁d𝑉
𝑉

  

onde 𝐷 representa o escalar constitutivo que relaciona as taxas de tensão e deformação axial 

(𝜍 = 𝐷𝜀 ). Para uma barra linear elástica tem-se que 𝐷 = 𝐸, em que 𝐸 é o modulo de Young. 

Adicionalmente, 𝑉  representa o volume do elemento de barra. O diferencial 𝑑𝑉  pode ser 

substituído por 𝑑𝑉 = 𝐴𝑑𝐿, em que 𝐿 o comprimento e 𝐴 é a área da secção transversal da 

barra. 

Após a obtenção dos deslocamentos nodais e do incremento de deformações, as tensões 

axiais são obtidas por meio da relação constitutiva (por exemplo, linear elástica). Finalmente, 

o incremento de forças internas correspondente para um acréscimo de tensão axial Δσ pode ser 

calculado através de: 

) 5.5 ( 

) 5.4 ( 

) 5.3 ( 

) 5.2 ( 
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Δ𝐅 =  𝐁𝑇Δσd𝑉
𝑉

  

Uma vez que os nós dos elementos de barra se encontram diretamente conectados aos 

elementos da malha, este método assume que existe uma aderência perfeita entre os reforços e 

o meio circundante. Esta hipótese não é conveniente na simulação de estruturas reforçadas 

como o solo grampeado uma vez que desconsidera as propriedades da interface na qual é 

possível acontecer deslizamento e/ou ruptura. No entanto, é possível a consideração de 

elementos de interface entre os reforços e os elementos sólidos. Uma vez que neste trabalho é 

apresentado posteriormente o método semi-embutido, o qual leva em conta o comportamento 

da interface, o uso de elementos de interface pelo método discreto não é explorado. 

Por outro lado, existe uma grande dificuldade em se aplicar o método discreto no estudo de 

estruturas reforçadas devido aos problemas na geração da malha de elementos finitos. Na 

análise de um caso real é possível ter reforços de comprimentos e inclinações variados, para 

os quais a malha deve estar adequadamente adaptada em termos de conectividade. Obter esta 

adaptação não é uma tarefa fácil devido à escassez de geradores que considerem a presença de 

reforços, especialmente em situações 3D. A geração de malhas nestas condições pode 

conduzir a malhas de baixa qualidade ou ao aumento de elementos e nós, acrescentando o 

número de graus de liberdade do sistema. 

5.2 Abordagem pelo método embutido 

Este método possibilita uma representação dos reforços na sua exata posição espacial, sem 

nenhum incremento nos graus de liberdade no sistema, uma vez que permite que os reforços 

atravessem livremente os elementos sólidos da malha de elementos finitos. Desta forma, é 

possível a utilização de uma única malha de fundo em uma análise na qual se pretende estudar 

diferentes configurações de reforço. A Figura 5.2 mostra esquematicamente a disposição de 

um reforço com relação aos elementos sólidos. 

 

A parte inicial na aplicação deste método consiste na discretização dos reforços. Uma vez 

definidas as posições dos reforços para a análise, cada reforço é discretizado, ou dividido, em 

Figura 5.2 - Possível posição dos reforços numa análise pelo Método Discreto 

elementos sólidos 

reforço dividido em 
elementos de barra 
de dois nós 

ponto de integração 
da barra embutida 

) 5.6 ( 
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elementos de barra denominados “embutidos”. Esta divisão é realizada em função dos 

elementos sólidos atravessados, de forma que para cada elemento sólido atravessado 

corresponde um elemento de barra embutido. Este procedimento de divisão pode ser realizado 

por meio do algoritmo apresentado previamente no item 4.3. Os elementos de barra 

embutidos obtidos são considerados “virtuais” uma vez que estes não possuem conectividade 

com a malha de elementos e a sua contribuição é considerada com aumento na rigidez do 

elemento atravessado. Desta maneira, os elementos embutidos não possuem nós visíveis em 

nível global, razão pela qual, não é possível a aplicação de condições de contorno diretamente 

sobre estes reforços. 

A contribuição de um elemento de barra embutido pode ser levada em conta em termos da 

sua matriz de rigidez. No entanto, é necessário determinar uma matriz de rigidez equivalente 

cujas dimensões sejam compatíveis com as do elemento sólido. Desta forma, as matrizes de 

rigidez da barra embutida e do sólido atravessado podem ser somadas posteriormente durante 

a montagem da matriz de rigidez global. 

A principal hipótese utilizada neste método é a existência de aderência perfeita entre os 

reforços e o solo. Nesta hipótese, os dois materiais possuem o mesmo campo de 

deslocamentos e conseqüentemente de deformações. Deste modo é possível derivar a 

formulação da matriz de rigidez por meio da compatibilidade de deslocamentos ou de 

deformações. A seguir, são apresentadas as formulações correspondentes a estas duas 

alternativas. 

5.2.1 Formulação derivada da compatibilidade de deslocamentos 

A formulação aqui apresentada é baseada nos trabalhos de Andrade (2003), e Durand 

(2003). Inicialmente, considere-se um elemento sólido atravessado por um elemento de barra 

embutido, como mostrado na Figura 5.3. Nesta figura podem-se observar os nós do elemento 

embutido, dois dos quais correspondem aos pontos de interceptação com as faces do elemento 

sólido. Adicionalmente, pode-se observar também a localização dos pontos de integração do 

elemento embutido.  

 
Figura 5.3 - Pontos de integração do elemento de barra embutido. 

elemento sólido 

elemento embutido 

ponto de integração 

nó do elemento 
embutido 
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Por meio das funções de interpolação do elemento sólido atravessado, é possível expressar 

os deslocamentos dos nós do elemento embutido em função dos deslocamentos nodais do 

elemento atravessado. Desta forma pode-se escrever: 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑢𝑒𝑚𝑏1
𝑣𝑒𝑚𝑏1
𝑤𝑒𝑚𝑏1
𝑢𝑒𝑚𝑏2
𝑣𝑒𝑚𝑏2

⋮
𝑢𝑒𝑚𝑏𝑚
𝑣𝑒𝑚𝑏𝑚
𝑤𝑒𝑚𝑏𝑚 

 
 
 
 

 
 
 
 

=

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑁1,1 0 0 𝑁2,1 0 ⋯ 𝑁𝑛 ,1 0 0

0 𝑁1,1 0 0 𝑁2,1 ⋯ 0 𝑁𝑛 ,1 0

0 0 𝑁1,1 0 0 ⋯ 0 0 𝑁𝑛 ,1

𝑁1,2 0 0 𝑁2,2 0 ⋯ 𝑁𝑛 ,2 0 0

0 𝑁1,2 0 0 𝑁2,2 ⋯ 0 𝑁𝑛 ,2 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

𝑁1,𝑚 0 0 𝑁2,𝑚 0 ⋯ 𝑁𝑛 ,𝑚 0 0

0 𝑁1,𝑚 0 0 𝑁2,𝑚 ⋯ 0 𝑁𝑛 ,𝑚 0

0 0 𝑁1,𝑚 0 0 ⋯ 0 0 𝑁𝑛 ,𝑚  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑢𝑎𝑡𝑟1
𝑣𝑎𝑡𝑟1
𝑤𝑎𝑡𝑟1
𝑢𝑎𝑡𝑟2
𝑣𝑎𝑡𝑟2

⋮
𝑢𝑎𝑡𝑟𝑛
𝑣𝑎𝑡𝑟𝑛
𝑤𝑎𝑡𝑟𝑛 

 
 
 
 

 
 
 
 

  

onde 𝑚 é o número de nós da barra embutida, 𝑛 é o número de nós do elemento atravessado, 

𝑢𝑒𝑚𝑏 1
, 𝑣𝑒𝑚𝑏 1

,𝑤𝑒𝑚𝑏 1
,… , 𝑢𝑒𝑚𝑏 𝑚

,𝑣𝑒𝑚𝑏 𝑚
, 𝑤𝑒𝑚𝑏 𝑚

 são os deslocamentos nodais da barra embutida, 

𝑢𝑎𝑡𝑟 1
, 𝑣𝑎𝑡𝑟 1

, 𝑤𝑎𝑡𝑟 1
, … , 𝑢𝑎𝑡𝑟 𝑛

, 𝑣𝑎𝑡𝑟 𝑛
, 𝑤𝑎𝑡𝑟 𝑛

 são os deslocamentos nodais do elemento atravessado e 

𝑁𝑖,𝑗  representa a função de forma do nó 𝑖  do elemento atravessado avaliada na posição 

correspondente à do nó 𝑗 do elemento embutido. A avaliação de 𝑁𝑖,𝑗  requer a determinação 

das coordenadas locais do nó 𝑗 da barra embutida no sistema local associado com o elemento 

atravessado. Estas coordenadas locais podem ser calculadas por meio do mapeamento inverso 

das coordenadas globais do nó 𝑗 da barra. A Eq. 5.7 pode ser escrita na forma condensada 

como 𝐔𝑒𝑚𝑏 = 𝐍′𝐔𝑎𝑡𝑟  em que 𝐔𝑒𝑚𝑏  é o vetor de deslocamentos da barra, 𝐔𝑎𝑡𝑟  é a matriz de 

deslocamentos do elemento atravessado e 𝐍′  é a matriz que permite associar estes 

deslocamentos. 

Tendo associado os deslocamentos de ambos os elementos, a deformação axial da barra 

pode ser escrita em função dos deslocamentos nodais do elemento atravessado como 𝜀 =

𝐁𝐍′𝐔𝑎𝑡𝑟 , sendo que 𝐁  é a matriz deformação-deslocamento de um elemento de barra 

convencional. Considerando a matriz linha 𝐁𝑒𝑚𝑏 = 𝐁𝐍′ , a deformação axial pode ser 

reescrita como: 

𝜀𝑒𝑚𝑏 = 𝐁𝑒𝑚𝑏 𝐔𝑎𝑡𝑟   

Uma vez expressa a deformação axial da barra em função dos deslocamentos nodais do 

elemento atravessado, a matriz de rigidez do elemento de barra embutido pode ser 

determinada por: 

𝐊𝑒𝑚𝑏 =  𝐁𝑒𝑚𝑏
𝑇 𝐷𝐁𝑒𝑚𝑏  d𝑉

𝑉

  

A integração numérica desta equação é realizada através dos pontos de integração do 

elemento de barra (Figura 5.3). Durante a montagem da matriz de rigidez global, a matriz de 

) 5.9 ( 

) 5.8 ( 

) 5.7 ( 
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rigidez do elemento embutido pode ser adicionada à do elemento sólido ou pode ser montada 

diretamente sobre a matriz de rigidez global, como se houvesse dois elementos sobrepostos 

naquela região. Após a montagem e a solução do sistema, o vetor de incrementos de forças 

internas de um elemento de barra embutido pode ser calculado em função do incremento de 

tensão axial Δσ como: 

Δ𝐅𝑒𝑚𝑏 =  𝐁𝑒𝑚𝑏
𝑇  Δσd𝑉

𝑉

  

O tamanho do vetor Δ𝐅𝑒𝑚𝑏 é compatível com as dimensões do elemento atravessado. 

5.2.2 Formulação derivada da compatibilidade de deformações 

A abordagem aqui apresentada é baseada nos trabalhos de Elwi & Hrudey (1989) e Hartl et 

al. (2000). Nesta abordagem, é necessário obter a deformação axial da barra a partir do campo 

de deformações do elemento atravessado. O vetor de deformações dentro do elemento sólido 

é dado por 𝛆𝑎𝑡𝑟 = 𝐁𝑎𝑡𝑟 𝐔𝑎𝑡𝑟 , em que 𝐁𝑎𝑡𝑟  representa a matriz deformação-deslocamento do 

elemento atravessado. Dado este vetor, a determinação da deformação axial em um ponto do 

domínio da barra pode ser obtida por meio da projeção do vetor 𝛆𝑎𝑡𝑟  na direção  𝑟1  𝑟2  𝑟3  da 

barra. Esta projeção é realizada por meio de uma matriz 𝐓, de forma que a deformação axial 

resulta definida como 𝜀𝑒𝑚𝑏 = 𝐓𝛆𝑎𝑡𝑟  ou em forma mais explícita como: 

𝜀𝑒𝑚𝑏 = 𝐓𝐁𝑎𝑡𝑟 𝐔𝑎𝑡𝑟       
𝛆𝑎𝑡𝑟

 
 

onde a matriz 𝐓 pode ser expressa como 𝐓 =  𝑟1
2   𝑟2

2  𝑟3
2   𝑟1𝑟2  𝑟2𝑟3  𝑟1𝑟3 .  

Uma vez obtida a deformação axial da barra em função dos deslocamentos nodais do 

elemento atravessado, a matriz de rigidez do elemento embutido fica determinada por: 

𝐊 =   𝐓𝐁𝑎𝑡𝑟  𝑇  𝐷 𝐓𝐁𝑎𝑡𝑟  𝑑𝑉  

Na integração numérica desta equação, a matriz 𝐁𝑎𝑡𝑟 deve ser avaliada para os pontos de 

integração do elemento embutido. Desta forma, é necessário encontrar as coordenadas locais 

destes pontos no sistema associado ao elemento atravessado. Estas coordenadas podem ser 

obtidas por meio da aplicação do mapeamento inverso nas coordenadas globais dos pontos de 

integração da barra. 

Após a solução do sistema e da determinação dos deslocamentos nodais e do incremento 

de tensão axial Δσ no elemento embutido, as forcas internas podem ser calculadas como: 

Δ𝐅 =   𝐓𝐁𝑎𝑡𝑟  𝑇Δσd𝑉
𝑉
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Durante a integração numérica desta equação, devem ser levadas em conta as mesmas 

considerações feitas para a matriz de rigidez. 

5.3 Abordagem pelo método semi-embutido  

Este método constitui uma nova abordagem na análise de inclusões combinando algumas 

características favoráveis dos métodos discreto e embutido, no entanto, utilizando uma 

estratégia  diferente. Entre estas características se encontram a possibilidade de aplicar 

condições de contorno diretamente nas inclusões e a simulação do deslocamento relativo 

existente entre o reforço e o solo. De maneira similar ao método embutido, os reforços são 

inicialmente discretizados em segmentos correspondentes a cada elemento atravessado. 

Entretanto, estes segmentos são considerados como elementos de barra reais que se conectam 

aos elementos sólidos por meio de elementos de interface. As barras discretas atendem à 

formulação vista no item 5.1, enquanto que a formulação dos elementos de interface é 

apresentada neste item. 

Em uma análise pelo método semi-embutido, uma vez definida a posição do reforço na 

malha de elementos finitos, a discretização deste é realizada automaticamente, gerando de 

forma dinâmica os elementos de barra e os correspondentes elementos de interface. A Figura 

5.4 mostra a idealização do reforço conectado à malha por meio de elementos de interface. A 

localização dos elementos de interface não necessariamente coincide com a posição dos nós 

do elemento sólido, desta maneira, a formulação dos elementos de interface deve levar em 

conta este aspecto. 

 

Devido ao fato de as barras serem elementos discretos, os nós dos elementos de barra são 

visíveis a nível global. Desta forma, e diferentemente do método embutido, é possível a 

aplicação de condições de contorno nas barras como forças ou deslocamentos impostos. Esta 

característica permite, por exemplo, a simulação de ensaios de arrancamento. Por outro lado, 

os elementos de reforço possuem conexão entre si. Desta forma, é possível a transmissão 

direta de tensões entre estes elementos fornecendo um comportamento solidário ao reforço 

completo. Adicionalmente, é possível considerar trechos do reforço com diferentes 

Figura 5.4 - Idealização do reforço conectado aos elementos sólidos através de elementos de 
interface. 
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propriedades da interface. Esta característica permite a simulação de reforços atravessando 

diferentes materiais e, inclusive, de reforços com regiões ancoradas e regiões livres, como no 

caso de uma cortina atirantada. 

Considerando que os elementos de barra correspondentes ao reforço são elementos 

discretos convencionais, então novos pontos nodais (e, portanto, mais graus de liberdade) 

devem ser adicionados ao sistema. Formam-se assim dois sistemas, um de elementos sólidos e 

outro de barras interligadas. Estes dois sistemas devem ser interligados de modo a formarem 

um sistema único. Esta ligação é feita por elementos de molas. As molas não têm 

comprimento, mas possuem dois nós distintos, ambos com as mesmas coordenadas, as quais 

correspondem ao ponto de interseção entre o reforço e o elemento sólido atravessado. Um 

extremo da mola corresponde ao nó real adicionado para definir o elemento de barra, 

enquanto que o outro extremo da mola corresponde a um nó virtual no elemento sólido, aqui 

chamado de nó de ancoragem. Os deslocamentos dos nós reais da barra são graus de liberdade 

adicionais e têm suas próprias equações de equilíbrio, consideradas no sistema global. Já os 

deslocamentos dos nós de ancoragem são provenientes do campo de deslocamentos do 

elemento atravessado e podem ser calculados de acordo com as equações de compatibilidade 

apresentadas na Eq. 5.7. Portanto, os nós de ancoragem não adicionam graus de liberdades 

extras ao sistema. A rigidez da mola numa dada direção permitirá, dessa forma, o movimento 

relativo entre a barra e o sólido circundante, servindo de elemento de interface. A 

denominação semi-embutida provém do fato de que somente um dos dois nós do elemento de 

interface é embutido (fictício). 

A função dos elementos de interface é de transmitir o campo de deslocamentos dos 

elementos sólidos de forma a mobilizar tensões nas barras, além de levar em conta o 

movimento relativo entre ambos os materiais e prever uma possível ruptura do contato. Uma 

vez que no espaço 3D são necessários três componentes de deslocamento, cada elemento de 

interface é representado por um conjunto de três elementos de mola em cada ponto de 

interseção da barra com o elemento sólido. É recomendado que uma das molas seja orientada 

na direção da barra e as outras duas em direções perpendiculares para reduzir as operações de 

mudanças de sistemas de eixos. A Figura 5.5 mostra esquematicamente como se constituem 

as molas nos elementos de interface. 
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A mola na direção 𝑥′ da barra é aquela que permite o cálculo do deslocamento relativo e a 

previsão de ruptura da interface. O objetivo das molas nas direções perpendiculares 𝑦′ e 𝑧′ é 

de servir como trilho para o deslizamento evitando tornar o sistema indeterminado por 

insuficiência de conectividades (sistema hipoestático). Desta forma, a rigidez das molas 

perpendiculares deve ser considerada o suficientemente alta de forma a restringir o 

movimento da barra nestas duas direções permitindo somente, se necessário, o deslocamento 

relativo na direção axial. As direções secundárias 𝑦′ e 𝑧′ podem ser constituídas por qualquer 

par de vetores perpendiculares à barra e perpendiculares entre si. Neste sentido, considerando 

que 𝐯𝑥′  representa um vetor na direção 𝑥′ , um segundo vetor perpendicular 𝐯𝑦′  pode ser 

obtido através do produto vetorial de 𝐯𝑥′  e um outro vetor arbitrário 𝐰 que não seja paralelo 

ao próprio 𝐯𝑥′ . Um terceiro vetor 𝐯𝑧′  pode ser obtido através do produto vetorial de 𝐯𝑥′  e 𝐯𝑦′ . 

Estas operações são indicadas na seguinte equação: 

𝐯𝑦′ = 𝐯𝑥′ × 𝐰   em que  (𝐰 ∦ 𝐯𝑥′ )   e   𝐯𝑧′ = 𝐯𝑥′ × 𝐯𝑦′   

A matriz de rigidez do elemento de interface é constituída pela soma das matrizes de 

rigidez dos elementos de mola nas três direções. A seguir, realiza-se a dedução da matriz de 

rigidez de um elemento de mola, por exemplo, a que se encontra na direção 𝑥′. 

O comportamento dos elementos de mola é determinado por uma relação entre a tensão 

cisalhante do contato 𝜏 e o deslocamento relativo 𝑢𝑟 . Esta relação pode ser expressa por: 

𝜏 = 𝐾𝑥′𝑢𝑟   

onde 𝑘𝑥′  representa a rigidez do contato na direção 𝑥′. As unidades de 𝑘𝑥′  correspondem à 

tensão sobre deslocamento. Adicionalmente, 𝑘𝑥′  pode atender a uma relação não linear e/ou 

atender a um critério de ruptura. Desta forma, torna-se necessária a modelagem constitutiva 

para representar o comportamento da interface. Esta modelagem é abordada no item 5.5. 

A Figura 5.6 mostra esquematicamente a interpretação do deslocamento relativo existente 

entre os dois nós (1 e 1∗) de uma mola orientada na direção 𝑥′. O nó 1∗ se encontra ancorado 

) 5.15 ( 

) 5.14 ( 

Figura 5.5 - Elementos de interface representados por um conjunto de três molas. 
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no elemento sólido e o nó 1 se encontra conectado com o elemento de barra. Nesta figura é 

possível observar dois estágios. Num primeiro estagio, as posições dos nós do elemento de 

mola são coincidentes. Posteriormente, após a deformação da malha, a mola é mobilizada e 

seus deslocamentos nodais determinam o deslocamento relativo 𝑢𝑟 = 𝑢1∗ − 𝑢1.  

 

O deslocamento relativo 𝑢𝑟  pode ser expresso em forma matricial como: 

𝑢𝑟 = [1 − 1]     
𝐋

 
𝑢1∗

𝑢1
  

 

Uma vez que o elemento de mola representa o comportamento do contato entre o reforço e 

o solo em uma dada direção, a tensão cisalhante pode ser estimada por meio de 𝜏 = 𝐹/𝐴𝑙𝑎𝑡 , 

onde 𝐹 representa a força suportada pela mola e 𝐴𝑙𝑎𝑡  representa a porção de área da superfície 

lateral do reforço que é associada ao elemento de interface. A Figura 5.7 mostra as porções de 

área correspondentes a cada nó para os elementos de barra de dois e três nós. 

 

Na determinação da matriz de rigidez de um elemento de mola, considera-se a condição de 

equilíbrio. A Figura 5.8 mostra o diagrama de corpo livre para o elemento de mola na direção 

𝑥′. Nesta figura, 𝐔𝑚𝑜𝑙 1∗ e 𝐔𝑚𝑜𝑙 1
 representam os deslocamentos nodais no sistema global (com 

três componentes), enquanto que 𝑢1∗  e 𝑢1  representam os deslocamentos correspondentes 

projetados para o sistema local da mola definido, neste caso, pelo eixo 𝑥′ . 𝐹1∗  e 𝐹1 

representam as forças nodais no sistema local do elemento de mola. 

Figura 5.7 - Superfícies do reforço associadas aos nós e consequentemente aos elementos de 

interface para elementos de barra de dois e três nós. 
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Figura 5.6 - Representação esquemática do deslocamento relativo de um elemento de mola. 
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Por meio da determinação das expressões para as forças nodais é possível montar a matriz 

de rigidez 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  do elemento de mola na direção 𝑥′: 

 
𝐹1∗

𝐹1
 = 𝐾𝑥′𝐴𝑙𝑎𝑡  

1 −1
−1 1

 
             

𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′

 
𝑢1∗

𝑢1
  

 

Esta equação pode ser escrita de forma condensada como 

𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ = 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  onde 𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  é o vetor com os deslocamentos nodais 

que foram projetados na direção 𝑥′  e 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  é o vetor com as forças nodais 

correspondente. A matriz de rigidez 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  pode ser expressa em função da matriz 𝐋, 

definida na Eq. 5.16, como: 

𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ = 𝐾𝑥′𝐴𝑙𝑎𝑡 𝐋
𝑇𝐋  

No sistema global (3D), os deslocamentos de cada nó da mola possuem três componentes. 

O vetor que define os deslocamentos nodais da mola no espaço 3D é dado por 𝐔𝑚𝑜𝑙 = 

 𝑢1∗  𝑣1∗  𝑤1∗  𝑢1   𝑣1  𝑤1  𝑇  onde 𝑢1∗ , 𝑣1∗  e 𝑤1∗  são os deslocamentos do nó ancorado e 𝑢1, 𝑣1 e 

𝑤1  são os deslocamentos do nó conectado à barra. Os deslocamentos dados por 𝐔𝑚𝑜𝑙  

precisam ser relacionados com os deslocamentos do elemento de mola no sistema local 

𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ =  𝑢1∗ 𝑢1 
𝑇. Isto é possível por meio de uma transformação dada por: 

𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ = 𝐏𝑥′𝐔𝑚𝑜𝑙   

onde 𝐏𝑥′  é uma matriz de transformação em função dos componentes da orientação do eixo 

𝑥′, neste caso, 𝑟1, 𝑟2 e 𝑟3. A matriz 𝐏𝑥′  pode ser escrita explicitamente como: 

𝐏𝑥′ =  
𝑟1 𝑟2 𝑟3 0 0 0
0 0 0 𝑟1 𝑟2 𝑟3

   

Por sua vez, as forças nodais do elemento de mola no sistema global são dadas por 

𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ =  𝐹𝑥1∗  𝐹𝑦1∗   𝐹𝑧1∗  𝐹𝑥1  𝐹𝑦1  𝐹𝑧1  
𝑇
, onde os três primeiros componentes correspondem 

ao nó ancorado e os três últimos correspondem ao nó da barra. Este vetor de forças pode ser 

transformado no vetor de forças correspondente ao sistema local 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  por meio de 

) 5.20 ( 

) 5.19 ( 

) 5.18 ( 

) 5.17 ( 

Figura 5.8 - Diagrama de corpo livre para o elemento de mola. 
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𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ = 𝐏𝑥′
𝑇 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ . Substituindo-se nesta equação 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  em função da matriz de 

rigidez obtém-se 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ = 𝐏𝑥′
𝑇 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ . Fazendo a substituição das expressões 

correspondentes para 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  e 𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′ , dadas pelas Eqs. 5.18 e 5.19, obtém-se a 

seguinte expressão para 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ : 

𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ = 𝐏𝑥 ′
𝑇 𝐾𝑥 ′ 𝐴𝑙𝑎𝑡 𝐋𝑇𝐋       

𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑙𝑜𝑐 _𝑥′  

𝐏𝑥′             
𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′

𝐔𝑚𝑜𝑙   

Nesta equação 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  representa a matriz de rigidez do elemento de mola na direção 𝑥′ 

transformada para o sistema global. As dimensões desta matriz são de 6 × 6, uma vez que 

esta envolve dois nós com três graus de liberdade cada um. Considerando 𝐆𝑥′ = 𝐋𝐏𝒙′ , a 

matriz 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  pode ser escrita como: 

𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  = 𝐾𝑥′𝐴𝑙𝑎𝑡𝐆𝑥 ′
𝑇 𝐆𝑥′   

onde 𝐆𝑥′ = [𝑟1   𝑟2   𝑟3   − 𝑟1   − 𝑟2   − 𝑟3]. A matriz 𝐆𝑥′  relaciona o vetor de deslocamentos 

𝐔𝑚𝑜𝑙  do elemento de mola com o deslocamento relativo 𝑢𝑟  na direção 𝑥′.  

Entretanto, considerando o aspecto semi-embutido, é necessário considerar os 

deslocamentos do nó ancorado em função dos deslocamentos nodais do elemento atravessado. 

Neste sentido, pretende-se transformar a matriz 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  de forma a que associe os 

deslocamentos nodais dos 𝑛 nós do elemento atravessado em substituição dos deslocamentos 

do nó ancorado. A matriz de rigidez procurada é denominada de matriz de rigidez semi-

embutida 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ . Esta matriz relaciona o vetor de deslocamentos 𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖 , que contém os 

deslocamentos nodais do elemento atravessado e do nó conectado à barra, com o vetor de 

forças correspondente 𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ . 

O vetor de deslocamentos na direção 𝑥′ 𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  pode ser obtido em função do vetor 𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖  

por meio de uma matriz de transformação 𝐌 como é mostrado a seguir: 

𝐔𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ = 𝐌𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖   

Esta transformação pode ser escrita explicitamente como: 
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𝑁1 0 0 ⋯ 𝑁𝑛 0 0
0 𝑁1 0 ⋯ 0 𝑁𝑛 0
0 0 𝑁1 ⋯ 0 0 𝑁𝑛

0 0 0 ⋯ 0 0 0
0 0 0 ⋯ 0 0 0
0 0 0 ⋯ 0 0 0

 

 

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
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𝑢𝑎𝑡𝑟 1
𝑣𝑎𝑡𝑟 1
𝑤𝑎𝑡𝑟 1
𝑢𝑎𝑡𝑟 2
𝑣𝑎𝑡𝑟 2

⋮
𝑣𝑎𝑡𝑟 𝑛
𝑤𝑎𝑡𝑟 𝑛

𝑢𝑏𝑎𝑟

𝑣𝑏𝑎𝑟

𝑤𝑏𝑎𝑟  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

Nesta última equação, 𝑢𝑎𝑡𝑟 1
, 𝑣𝑎𝑡𝑟 1

, 𝑤𝑎𝑡𝑟 1
, … , 𝑢𝑎𝑡𝑟 𝑛

, 𝑣𝑎𝑡𝑟 𝑛
, 𝑤𝑎𝑡𝑟 𝑛

 são os deslocamentos 

nodais do elemento atravessado; 𝑢𝑏𝑎𝑟 , 𝑣𝑏𝑎𝑟 , 𝑤𝑏𝑎𝑟  são os deslocamentos do nó correspondente 

ao elemento de barra e 𝑁𝑖  representa a função de forma do nó 𝑖 do elemento atravessado 

avaliada na posição do elemento de mola. 

 Por outro lado, o vetor de forças nodais da mola na condição semi-embutida 𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  pode 

ser associado com o vetor 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  por meio de 𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ = 𝐌𝑇𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′ . Substituindo nesta 

equação 𝐅𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  em função da matriz de rigidez 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  obtém-se 𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ = 𝐌𝑇𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′𝐔𝑚𝑜𝑙 . 

Substituindo nesta última equação as expressões correspondentes para 𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′  e 𝐔𝑚𝑜𝑙 , dadas 

pelas Eqs. 5.22 e 5.23, obtém-se a seguinte expressão para o vetor 𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ : 

𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ = 𝐌𝐓 𝐆𝑥 ′
𝑇  𝐾𝑥 ′ 𝐴𝑙𝑎𝑡  𝐆𝑥′

           

𝐊𝑚𝑜𝑙 _𝑥′

𝐌               
𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′

𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖   

Nesta última equação é possível deduzir a matriz de rigidez semi-embutida 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  do 

elemento de mola na direção 𝑥′. Fazendo 𝐒𝑥′ = 𝐆𝑥′𝐌 , a matriz de rigidez semi-embutida 

𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  pode ser escrita como: 

𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ = 𝐾𝑥′𝐴𝑙𝑎𝑡 𝐒𝑥 ′
𝑇 𝐒𝑥′   

As dimensões da matriz 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  são de 3(𝑛 + 1) × 3(𝑛 + 1). Por sua vez, os vetores 

𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖  e 𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  têm dimensão 3(𝑛 + 1) . Estas dimensões correspondem aos 𝑛  nós do 

elemento sólido e ao nó conectado à barra, todos com três graus de liberdade. Por outro lado, 

𝐒𝑥′  pode ser expressa em forma explicita como: 

𝐒𝑥′ =   𝑁1𝑟1 𝑁1𝑟2 𝑁1𝑟3 𝑁2𝑟1 𝑁2𝑟2 … 𝑁𝑛𝑟2 𝑁𝑛𝑟3      −𝑟1 −𝑟2 −𝑟3   

Por meio da matriz 𝐒𝑥′  é possível expressar diretamente o valor do deslocamento relativo 

por meio de 𝑢𝑟 = 𝐒𝑥′𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖 . 
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Até aqui, somente foi determinada a matriz de rigidez semi-embutida 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  de um 

elemento de mola na direção 𝑥′. As correspondentes matrizes para as direções 𝑦′ e 𝑧′ são 

obtidas de forma análoga. Uma vez determinadas as três matrizes, a matriz que representa o 

elemento de interface é constituída pela soma das parcelas associadas a cada mola, ou seja: 

𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ + 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑦′ + 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑧′   

ou de forma mais explicita: 

𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐾𝑥′𝐴𝑙𝑎𝑡 𝐒𝑥 ′
𝑇 𝐒𝑥 ′ + 𝐾𝑦′𝐴𝑙𝑎𝑡 𝐒𝑦 ′

𝑇 𝐒𝑦 ′ + 𝐾𝑧′𝐴𝑙𝑎𝑡 𝐒𝑧 ′
𝑇 𝐒𝑧 ′   

Após a montagem e a solução do sistema é necessário determinar o vetor de incrementos 

de forças internas, correspondentes ao elemento de interface semi-embutido, para um dado 

incremento de deslocamentos. Este vetor de forças internas é constituído pela soma dos 

vetores de forças internas dos três elementos de mola Δ𝐅𝑖𝑛𝑡 _𝑠𝑒𝑚𝑖 = Δ𝐅𝑖𝑛𝑡 _𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ +

Δ𝐅𝑖𝑛𝑡 _𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑦′ + Δ𝐅𝑖𝑛𝑡 _𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑧′ .  Considerando a mola na direção 𝑥′ na condição semi-embutida, 

e considerando uma relação linear para a rigidez, o vetor de incrementos de forças internas 

Δ𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ , para um dado vetor de incrementos de deslocamentos Δ𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖 , é dado por: 

Δ𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ = 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′Δ𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖   

Substituindo a expressão correspondente para a matriz 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′  na Eq. 5.30, obtém-se a 

seguinte expressão para o vetor Δ𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ : 

Δ𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑥′ = 𝐒𝑥 ′
𝑇 𝐾𝑥′ 𝐒𝑥 ′ Δ𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖

       
Δ𝑢𝑟

         
Δ𝜏

𝐴𝑙𝑎𝑡 = 𝐒𝑥′
𝑇 Δ𝜏𝐴𝑙𝑎𝑡   

No caso do elemento de interface estudado, considera-se que a direção 𝑥 ′  é coincidente 

com a direção da barra. Neste sentido, o elemento de mola na direção 𝑥′ pode ser utilizado 

para prever o deslocamento relativo e/ou ruptura entre o solo e o reforço. Desta forma, é 

possível utilizar uma relação não linear para 𝐾𝑥 , tornando-se necessária a integração do 

incremento de tensão Δ𝜏 para um dado incremento de deslocamento relativo Δ𝑢𝑟 . Por sua vez, 

nas molas nas direções 𝑦′ e 𝑧′, as quais servem de trilho para o movimento, é conveniente que 

se estabeleça um comportamento linear com valores elevados de rigidez. Finalmente, 

considerando os três elementos de mola, o incremento de forças internas de um elemento de 

interface semi-embutido pode ser escrito como: 

Δ𝐅𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐒𝑥′
𝑇 Δ𝜏𝐴𝑙𝑎𝑡 +  𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑦′ + 𝐊𝑠𝑒𝑚𝑖 _𝑧′ Δ𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖   

Os vetores Δ𝐅𝑖𝑛𝑡 _𝑠𝑒𝑚𝑖  e Δ𝐔𝑠𝑒𝑚𝑖  correspondem ao elemento de interface semi-embutido e, 

portanto, possuem dimensão 3(𝑛 + 1). 
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5.4 Relação constitutiva para os reforços 

Nos três métodos previamente descritos é possível estabelecer para a barra, sem 

inconvenientes, uma relação constitutiva não linear ou elastoplastica. No entanto, em muitas 

aplicações na Geotecnia, uma relação linear pode ser suficiente. 

Em reforços tipo grampos, a resistência da inclusão provém principalmente do aço (ou de 

materiais sintéticos tipo FRP), cujo comportamento geralmente é representado por uma 

relação elástica até a tensão de escoamento (𝑓𝑦 ), seguido de um comportamento perfeitamente 

plástico (Figura 5.9). Entretanto, no solo reforçado, o reforço possui uma resistência bem 

superior que a do solo e da interface, portanto, é de se esperar que ocorra o deslizamento do 

reforço ou a plastificação no solo muito antes que o escoamento ou ruptura do aço. Nestas 

condições, é possível assumir para o aço uma relação tensão-deformação do tipo elástico 

linear tanto em compressão quanto em tração. A contribuição de rigidez e de resistência da 

nata de cimento que recobre o aço pode ser desprezada, uma vez que a nata pode quebrar ou 

apresentar trincas durante a vida útil da obra, tendo como função principal a proteção do aço. 

Entretanto, em análises nas quais seja de interesse a contribuição da nata de cimento, é 

possível estabelecer para o reforço um módulo elástico combinado. Este módulo combinado é 

obtido pela média dos módulos do aço e da nata ponderados pelas suas respectivas áreas na 

secção do reforço. 

 

5.5 Modelagem constitutiva da interface 

O comportamento da interface solo-grampo (solo-nata de cimento) pode ser determinante 

no desempenho de uma estrutura de solo reforçado, uma vez que a mobilização ou ruptura 

desta reduz a transmissão de esforços do maciço para o reforço. 

Na modelagem constitutiva da interface, é estabelecido um módulo para relacionar o 

deslocamento relativo entre o solo e o grampo com a tensão cisalhante que atua na superfície 

do contato. O limite desta tensão cisalhante é dado pela resistência do contato. Assumindo um 

Figura 5.9 - Relação tensão-deformação elástica perfeitamente plástica própria de um reforço de 

aço. 
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critério de ruptura do tipo Mohr-Coulomb, a resistência é função da aderência, do ângulo de 

atrito e da tensão normal no contato. Sendo que a tensão normal no contato pode ser diferente 

ao longo do grampo e variar durante os estágios de construção, é necessário um procedimento 

para determiná-lo durante a análise. 

Por outro lado, o estudo do comportamento da interface aço-nata não é explorado neste 

tipo de aplicação. Isto é devido à elevada resistência e baixa deformabilidade do contato aço-

nata em relação ao contato solo-nata. 

5.5.1 Cálculo da tensão normal à superfície do reforço 

A tensão normal ao reforço interfere diretamente na resistência do contato solo-grampo. 

Desta forma, é vista sua determinação previamente à modelagem constitutiva da interface. A 

Figura 5.10 mostra esquematicamente a disposição das tensões normais à superfície do 

reforço. Nas análises pelo método semi-embutido, é necessário o conhecimento deste valor 

nas posições correspondentes à localização dos elementos de interface. Como a tensão 

normal, para um dado ponto do reforço, pode variar na direção radial e longitudinal, deve-se 

utilizar uma aproximação para um valor médio. O procedimento apresentado para o cálculo 

de uma aproximação da tensão normal média para um dado ponto ao longo do reforço é 

baseado na interpolação e rotação das tensões no interior do elemento sólido que contém o 

reforço. 

 

Inicialmente, o campo de tensões do elemento sólido é dado pelos vetores de tensão  

correspondentes nos pontos de integração. Estas tensões são extrapoladas para os nós e 

posteriormente interpoladas na posição do reforço onde se encontra conectado o elemento de 

interface. Finalmente, o vetor de tensões obtido é rotacionado para o sistema associado com a 

orientação da barra. O vetor resultante pode ser expresso por: 

𝛔𝑥′𝑦′𝑧′ = 𝐓𝜍 𝐍𝑇𝐄𝐒𝑖𝑝 
𝑇

  

Nesta equação, a matriz de extrapolação 𝐄  permite a extrapolação da matriz 𝐒𝑖𝑝 , que 

contém as tensões nos pontos de integração, para os nós do elemento sólido. A matriz 𝐄 pode 

) 5.33 ( 

Figura 5.10 - Representação das tensões normais à superfície do reforço: a) campo de tensões 

agindo na seção do reforço; a) componentes de tensão agindo em um ponto do reforço. 
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ser determinada pelo procedimento explicado no item 4.6. As dimensões da matriz 𝐄 são de 

𝑛 × 𝑚, onde 𝑛 é o número de nós do elemento sólido e 𝑚 o número de pontos de integração 

correspondente. Cada linha da matriz 𝐒𝑖𝑝  contém os seis componentes de tensão de um ponto 

de integração, assim, as dimensões de esta matriz são de 𝑚 × 6. O vetor 𝐍 contém os valores 

correspondentes às funções de forma do elemento sólido e permite a interpolação dos valores 

de tensão nodais para determinar o vetor de tensões na posição do elemento de interface. A 

matriz de transformação 𝐓𝜍  permite rotacionar este vetor para o sistema 𝑥′𝑦′𝑧′ cujo eixo 𝑥′ 

está orientado na direção da barra. Os eixos 𝑦′  e 𝑧′  correspondem a duas direções 

perpendiculares à barra. A matriz 𝐓𝜍  corresponde a uma matriz convencional de rotação de 

tensões. A transformação dos componentes de tensão do sistema 𝑥𝑦𝑧 para o sistema 𝑥′𝑦′𝑧′ é 

dada por:  

𝛔𝑥′𝑦′𝑧′ = 𝐓𝜍𝛔𝑥𝑦𝑧   

Se os co-senos diretores da rotação de tensões são dados por 𝑙1 = cos 𝜃𝑥𝑥′  , 𝑙2 =

cos 𝜃𝑥𝑦′ ,…, 𝑛2 = cos 𝜃𝑧𝑦 ′ , 𝑛3 = cos 𝜃𝑧𝑧 ′ , a Eq. 5.34 pode ser escrita de forma explicita como: 

 
 
 

 
 

𝜍𝑥′

𝜍𝑦′

𝜍𝑧′

𝜏𝑥′𝑦′

𝜏𝑦′𝑧′

𝜏𝑥′𝑧′ 
 
 

 
 

=

 
 
 
 
 
 
 

𝑙1
2 𝑚1

2 𝑛1
2 2𝑙1𝑚1 2𝑚1𝑛1 2𝑛1𝑙1

𝑙2
2 𝑚2

2 𝑛2
2 2𝑙2𝑚2 2𝑚2𝑛2 2𝑛2𝑙2

𝑙3
2 𝑚3

2 𝑛3
2 2𝑙3𝑚3 2𝑚3𝑛3 2𝑛3𝑙3

𝑙1𝑙2 𝑚1𝑚2 𝑛1𝑛2 𝑙1𝑚2 + 𝑙2𝑚1 𝑚1𝑛2 + 𝑚2𝑛1 𝑙1𝑛2 + 𝑙2𝑛1

𝑙2𝑙3 𝑚2𝑚3 𝑛2𝑛3 𝑙2𝑚3 + 𝑙3𝑚2 𝑚2𝑛3 + 𝑚3𝑛2 𝑙2𝑛3 + 𝑙3𝑛2

𝑙3𝑙1 𝑚3𝑚1 𝑛3𝑛1 𝑙3𝑚1 + 𝑙1𝑚3 𝑚3𝑛1 + 𝑚1𝑛3 𝑙3𝑛1 + 𝑙1𝑛3 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

𝜍𝑥

𝜍𝑦

𝜍𝑧

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 
 
 

 
 

  

Uma vez obtido o vetor 𝛔𝑥′𝑦′𝑧′ , a tensão normal à superfície em um dado ponto ao longo 

da barra pode ser aproximada em função das componentes de tensão associadas ao plano 𝑦′𝑧′ 

(𝜍𝑦′  e 𝜍𝑧 ′ ) por meio de: 

𝜍𝑛 =
𝜍𝑦 ′ + 𝜍𝑧 ′

2
  

Quando se trata de uma análise de deformação e fluxo acoplados, a tensão normal obtida 

pela Eq. 5.36 deve ser diminuída do valor de poropressão correspondente de forma a obter a 

tensão normal efetiva. O valor correspondente de poropressão, neste caso, é obtido por 

interpolação dos valores nodais do elemento atravessado. 

A obtenção de um valor negativo de 𝜍𝑛 , indicaria uma possível situação de abertura no 

contato, eliminando a contribuição do reforço na estabilidade no maciço. Embora seja 

possível obter esta situação em algumas ocasiões, especialmente hipotéticas, isto não foi 

observado nos casos estudados, uma vez que isto indicaria a presença de tensões normais de 

tração no solo. 
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5.5.2 Relação constitutiva para a interface 

As tensões atuantes no contato são dadas pela tensão cisalhante e a tensão normal. A 

Figura 5.11 mostra esquematicamente a superfície da interface onde atuam estas tensões. 

Neste trabalho, o comportamento da interface é representado por um comportamento tensão 

cisalhante-deslocamento do tipo linear até atingir a resistência do contato dada pelo critério 

Mohr-Coulomb. Após este ponto, adota-se um comportamento perfeitamente plástico. Esta 

modelagem da interface pode ser realizada através do uso da teoria da elastoplasticidade. 

 

O comportamento elástico tensão cisalhante-deslocamento é definido por uma constante 

𝐾𝑒  que determina o nível de transmissão de tensões do solo para o reforço. Quanto maior o 

valor de 𝐾𝑒  maior é a transmissão de tensões. O limite máximo possível para a transmissão de 

tensões corresponde a um valor de 𝐾𝑒 = ∞ , que por sua vez se compara à hipótese de 

aderência perfeita. O valor de 𝐾𝑒  pode ser determinado por meio de: 

𝐾𝑒 =
𝑞𝑠

𝑠𝑚𝑎𝑥
  

Nesta equação, 𝑞𝑠  representa a medida da resistência ao arrancamento da interface. Este 

valor pode ser obtido do ensaio de arrancamento do reforço. Um exemplo dos resultados de 

um ensaio de arrancamento foi apresentado na Figura 2.7b. A variável 𝑠𝑚𝑎𝑥  representa o 

deslocamento associado ao comportamento elástico para um dado valor de resistência ao 

arrancamento. O valor de 𝑞𝑠  pode ser definido como a razão entre a força máxima aplicada 

𝐹𝑚𝑎𝑥  e a área 𝐴𝑖𝑛𝑡  do contato do reforço com o solo: 

𝑞𝑠 =
𝐹𝑚𝑎𝑥

𝐴𝑖𝑛𝑡
  

A Figura 5.12 mostra as trajetórias de tensão-deslocamento para diferentes valores de 𝐾𝑒  

(𝐾𝐴, 𝐾𝐵  e 𝐾𝐶). O critério de ruptura Mohr-Coulomb representa uma condição limite a estas 

trajetórias. 

) 5.38 ( 

) 5.37 ( 

Figura 5.11 - Representação das tensões cisalhante e normal na interface solo-grampo. 
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Na modelagem elastoplastica é necessário determinar o módulo elastoplástico 𝐾𝑒𝑝  para 

simular o comportamento da interface após o estado de tensão dado por 𝜏  ter atingido a 

superfície de plastificação. Considera-se a hipótese de que a tensão normal permanece 

invariável durante o deslizamento da barra. Por outro lado, considera-se o deslocamento 

relativo 𝑢𝑟  como a variável que mobiliza 𝜏. 

Levando em conta o critério de ruptura dado por 𝜏 = 𝑐𝑖𝑛𝑡  + 𝜍𝑛 tg 𝜙𝑖𝑛𝑡  , em que 

𝑐𝑖𝑛𝑡  representa a aderência ou coesão e 𝜙𝑖𝑛𝑡  representa o ângulo de atrito da interface, é 

possível derivar a função de plastificação como: 

𝐹 =
𝜏 − 𝑐𝑖𝑛𝑡

𝜍𝑛
− tg 𝜙𝑖𝑛𝑡 − 𝑧  

em que 𝑧  representa a variável de endurecimento tipo tensão e determina a variação do 

tamanho da superfície de plastificação. Dada a função de plastificação, a condição de 

consistência é dada por: 

𝐹 =
𝜕𝐹

𝜕𝜏
𝜏 +

𝜕𝐹

𝜕𝑧
𝑧 = 0  

Uma vez que só existe um componente de deslocamento em análise, a lei de fluxo pode ser 

expressa por 𝐺 = 𝜏. Considerando a relação entre tensão cisalhante e deslocamento relativo 

no trecho elástico (𝜏 = 𝐾𝑒𝑢 𝑟𝑒 ), a decomposição do deslocamento relativo em elástico e 

plástico (𝑢 𝑟 = 𝑢 𝑟𝑒 + 𝑢 𝑟𝑝 ) e que o deslocamento relativo plástico possa ser representado por 

𝑢 𝑟𝑝 = Λ(𝜕𝐺/𝜕𝜏), em que Λ é o multiplicador plástico, a tensão cisalhante pode ser expressa 

por: 

𝜏 = 𝐾𝑒  𝑢 𝑟 − Λ
𝜕𝐺

𝜕𝜏
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Figura 5.12 - Trajetórias para diferentes valores da relação tensão cisalhante-deslocamento: a) no 

espaço 𝜏-𝑢; b) no espaço 𝑢-𝜍𝑛 -𝜏. 
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Levando em conta uma variável de endurecimento associada ao deslocamento 𝜉 e que esta 

seja dada por meio de uma medida do trabalho plástico 𝑊𝑝 = 𝜏 𝑢 𝑟𝑝 , o incremento da variável 

interna tipo tensão pode ser escrita como 𝑧 = 𝐻𝑊 
𝑝 , em que 𝐻 representa o módulo plástico. 

Esta abordagem se baseia no trabalho de Nakai (1985) para elementos de junta elastoplásticos 

em duas dimensões. 

Substituindo a Eq. 5.40 na Eq. 5.41 e substituindo 
𝜕𝐹

𝜕𝜏
=

1

𝜍𝑛
, 

𝜕𝐹

𝜕𝑧
= −1 , 

𝜕𝐺

𝜕𝜏
= 1 ; o 

multiplicador plástico pode ser escrito como: 

Λ =
𝐾𝑒𝑢 𝑟

𝐾𝑒 + 𝐻 𝜍𝑛𝜏
  

Combinando as Eqs. 5.42 e 5.41 é possível obter a expressão para o módulo elastoplástico 

𝐾𝑒𝑝 : 

𝐾𝑒𝑝 = 𝐾𝑒 −
𝐾𝑒

2

𝐾𝑒 + 𝐻𝜍𝑛𝜏
  

Adicionalmente, o incremento do tamanho da superfície de plastificação pode ser expresso 

por: 

𝑧 =
𝐾𝑒𝐻𝜏

𝐾𝑒 + 𝐻𝜍𝑛𝜏
𝑢 𝑟   

Com o intuito de simular um comportamento elástico perfeitamente plástico, é conveniente 

fazer com que 𝐻 ≅ 0 . Assumir 𝐻 = 0  tornária 𝐾𝑒𝑝  igual a zero, fazendo com que 

posteriormente a análise de elementos finitos conduza a um sistema indeterminado. A 

integração da relação tensão cisalhante-deslocamento pode ser realizada de maneira 

convencional. 

5.6 Validações  

A seguir, algumas análises são realizadas como o objetivo de validar as implementações 

dos métodos de análise de reforços. Inicialmente são avaliadas as tensões axiais em sistemas 

de treliça introduzidas em elementos sólidos. Os resultados obtidos são comparados com os 

valores analíticos. Posteriormente, é avaliada a relação constitutiva da interface. Para isto, são 

analisadas as tensões cisalhantes em um ensaio de arrancamento. Neste teste, é possível 

observar a ruptura progressiva da interface devido à aplicação progressiva da carga estimada 

de arrancamento. Por outro lado, é realizada uma análise comparativa dos resultados obtidos 

por meio dos métodos embutido e semi-embutido. Nesta análise pode-se observar também a 

influência da rigidez da interface na transmissão de tensões do maciço para o reforço. 

) 5.44 ( 

) 5.43 ( 

) 5.42 ( 
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Finalmente é realizada uma análise comparativa onde são observadas as diferenças no uso dos 

métodos de interpolação convencional e pseudo-linear na previsão das forças axiais dos 

reforços. 

5.6.1 Análise das tensões axiais em barras de treliça 

Nesta análise pretende-se verificar as forças axiais de sistemas de treliça que se encontram 

no interior de um conjunto de elementos sólidos. Os resultados obtidos são comparados com 

as tensões obtidas de forma analítica considerando a treliça isoladamente. A Figura 5.13 

mostra a configuração dos reforços, os quais atravessam os elementos sólidos. Nestas 

condições, os métodos embutido e semi-embutido podem ser aplicados na previsão das forças 

axiais e conseqüentemente das tensões axiais. 

 

Para obter resultados comparáveis com os valores calculados considerando a treliça de 

forma isolada, é necessário atribuir baixa rigidez aos elementos sólidos. Desta forma as cargas 

são transferidas preferencialmente aos reforços. Os elementos sólidos são simulados por 

elementos hexaédricos de oito nós e os reforços por elementos de barra de dois nós. O 

carregamento é aplicado no topo da treliça. As propriedades e parâmetros utilizados na análise 

são mostrados na Tabela 5.1. 

 

Nesta análise, inicialmente é aplicado o método embutido. Neste método é necessário que 

o ponto de aplicação da carga seja coincidente com um nó da malha, uma vez que no estudo 

deste método não foi contemplada a aplicação de condições de contorno diretamente sobre os 

elementos de barra. Na solução a seguir as barras não são consideradas discretas, tendo sua 

Material Modelo Parâmetros/Propriedades 

Sólidos elástico linear  𝐸 =  2 kPa    𝜈 =  0,20   

Barras elástico linear  𝐸 =  200 GPa  𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,01 m2 
 

 

Tabela 5.1 - Propriedades dos materiais utilizados na simulação. 

 

Figura 5.13 - Análise de uma treliça introduzida em elementos sólidos pelo método embutido: 

malha de elementos finitos e condições de contorno. 

1 m 

1 m 

 

1 m 1 m 

 

𝐹 = 10 kN  

1 m 

 



5 - Modelagem dos Reforços 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        93 

rigidez embutida na do sólido circundante. Os resultados da análise são mostrados na Figura 

5.14, os quais incluem as reações 𝑅 e as tensões axiais (𝜍𝐴  e 𝜍𝐵 ) obtidas. Estes resultados 

foram idênticos aos valores obtidos em forma analítica. 

 

É possível também aplicar este teste ao método semi-embutido. Neste caso, uma vez que 

este método inclui o comportamento da interface, é necessário considerar uma elevada rigidez 

no contato, de forma a simular a condição de aderência perfeita. Os resultados obtidos pela 

aplicação do método semi-embutido foram similares e satisfatórios. 

Adicionalmente, é realizada uma análise na qual o ponto de aplicação de carga não é 

coincidente com um dos nós dos elementos sólidos. Neste caso é necessária a aplicação do 

método semi-embutido, uma vez que neste método os nós dos reforços são visíveis a nível 

global. As propriedades utilizadas são as mesmas que para o teste anterior. A geometria da 

treliça foi reduzida por um fator igual a 3/4 com relação à anterior. A Figura 5.15 mostra a 

configuração do teste e a Figura 5.16 os resultados obtidos para as tensões axiais nas barras. 

Uma vez mais, estes resultados foram idênticos com os obtidos de forma analítica. 

 

Figura 5.15 - Análise de uma treliça introduzida em elementos sólidos pelo método semi-

embutido: malha de elementos finitos e condições de contorno. 

1 m 

1 m 

 

1 m 1 m 

 

𝐹 = 10 kN  

1 m 

 

0,5 m 

Figura 5.14 - Valores obtidos da análise numérica pelo método embutido comparados com os 
valores analíticos. 

𝜍𝐴 

 

𝑅  

𝜍𝐴 

𝜍𝐵  

 

Resultados Analítico 
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𝜍𝐵 =  866,0 kPa  𝜍𝐵 =  866,0 kPa  
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5.6.2 Avaliação das tensões cisalhantes num ensaio de arrancamento 

Com o objetivo de avaliar o comportamento da interface é realizada a simulação de um 

ensaio de arrancamento de um grampo por meio do método semi-embutido. Neste teste 

pretende-se aplicar no reforço a força necessária para determinar a ruptura de toda a interface. 

A Figura 5.17 mostra a malha de elementos finitos e as condições de contorno utilizadas na 

simulação. Foram utilizados elementos hexaédricos de oito nós para os elementos sólidos. 

Para simular o reforço foram considerados elementos de barra de dois nós. O movimento de 

todos os elementos sólidos foi restringido para focar no comportamento da interface. A 

Tabela 5.2 mostra os parâmetros e propriedades dos materiais utilizados na análise. Note-se a 

diferença entre a área da seção da barra e a associada à interface. O estado de tensão inicial no 

solo foi adotado isotrópico e igual a 100 kPa. 

 

O módulo tensão cisalhante-deslocamento 𝐾𝑒  da interface pode ser estimado em função da 

resistência ao arrancamento 𝑞𝑠  e do deslocamento elástico 𝑠𝑚𝑎𝑥  associado a este valor. 

Assumindo valores de 𝑞𝑠 = 70 kPa e de 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 0,7 mm, o valor deste módulo da interface é 

dado por 𝐾𝑒 = 100 MPa/m. É importante notar que, o valor de 𝑞𝑠  deve ser compatível com a 

resistência da interface, ou seja, 𝑞𝑠 ≅ 𝑐𝑖𝑛𝑡 + 𝜍𝑛 tg 𝜙𝑖𝑛𝑡 . 

  𝐹 

Figura 5.17 - Malha de elementos finitos e condições de contorno utilizadas na simulação do 
ensaio de arrancamento. 

𝐿 = 4 m 

6 m 

1 m 

1 m 

Figura 5.16 - Valores obtidos da análise numérica com o método semi-embutido comparados com 

os valores analíticos. 
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Resultados Analítico 

𝜍𝐴 =  707,1 kPa  𝜍𝐴 =  707,1 kPa  
𝜍𝐵 =  866,0 kPa  𝜍𝐵 =  866,0 kPa  
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Neste teste é aplicada uma força previamente calculada e equivalente a resistência do 

contato ao redor do reforço inteiro. Isto é realizado de forma a verificar o rompimento total da 

interface no final da aplicação da carga. O valor desta força pode ser estimado por: 

𝐹𝑚𝑎𝑥 = 𝐴𝑙𝑎𝑡 (𝑐𝑖𝑛𝑡 + 𝜍𝑛 tg 𝜙𝑖𝑛𝑡  )  

Nesta equação, 𝐴𝑙𝑎𝑡  representa a área lateral de todo o reforço. Tratando-se de um grampo, 

esta área é dada pela superfície do contato solo-grampo. O valor da tensão normal média 𝜍𝑛  

atuante no reforço é considerada constante e igual a 100 kPa. A força de arrancamento 

estimada nestas condições é de 𝐹𝑚𝑎𝑥 = 127,68 kN.  

Durante a análise, a força de arrancamento previamente estimada é aplicada gradualmente, 

verificando-se o rompimento progressivo da interface. A tensão normal calculada nos 

elementos de interface coincide, neste caso, com o valor da tensão isotrópica estabelecida. A 

Figura 5.18a mostra os resultados da razão entre a tensão cisalhante da interface e a tensão 

cisalhante máxima admissível 𝜏𝑚𝑎𝑥  para vários níveis de carregamento. Nesta figura é 

possível visualizar a plastificação progressiva da interface. Quando foi aplicado o total da 

força de arrancamento estimada, o total da resistência da interface não foi mobilizado, sendo 

necessário aplicar 1% de carga adicional para garantir a ruptura total da interface. Ou seja, a 

interface aparenta ter maior resistência da que foi previamente atribuída. Isto ocorre porque, 

nos elementos de interface que atingiram plastificação mais cedo, nas seguintes etapas de 

carregamento, a superfície de plastificação experimenta um crescimento devido ao parâmetro 

de endurecimento escolhido.  Esta característica é mais acentuada quanto menos rígido for o 

reforço, pois os elementos de interface que atingiram plastificação mais cedo experimentam 

maior deslocamento relativo. Em simulações nas quais a tensão média no solo é variável, é 

possível obter um ganho de resistência na interface devido a um acréscimo de tensão normal.  

Por outro lado, na Figura 5.18b é mostrada a evolução das forças axiais do reforço durante 

o ensaio. Nesta figura é possível observar a compatibilidade da força aplicada no extremo de 

aplicação de carga e a redução da força axial ao longo do reforço. 

) 5.45 ( 

Material Modelo Parâmetros/Propriedades 

Solo elástico linear  𝐸 =  4 kPa    𝜈 =  0,0   

 Barras elástico linear  𝐸 =  10 GPa  𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,005 m2 
 

Interface elástico perf. plástico  
𝐾𝑒 = 100 MPa/m  

𝑐𝑖𝑛𝑡  = 10 kPa  

𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,018 m2  

𝜙𝑖𝑛𝑡 = 30°  

 

Tabela 5.2 - Propriedades dos materiais utilizados na simulação. 
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5.6.3 Comparação entre os métodos embutido e semi-embutido  

O objetivo desta análise é de realizar uma comparação dos métodos embutido e semi-

embutido na representação da deformabilidade do maciço e das tensões axiais dos reforços em 

um processo de escavação com solo grampeado. A interface solo-grampo é simulada pelo 

método semi-embutido utilizando diferentes valores para a relação tensão cisalhante-

deslocamento relativo. A análise dos reforços sob a hipótese de aderência perfeita é simulada 

pelo método embutido. 

A Figura 5.19a mostra a malha de elementos finitos e as condições de contorno utilizadas 

nesta análise. A figura corresponde a um corte da malha 3D onde os elementos utilizados são 

hexaedros de oito nós.  A espessura da malha foi de 1,5 m  de forma a simular um 

espaçamento horizontal dos grampos do mesmo valor.  São aplicadas três linhas de grampos 

de comprimento igual a 8 m e de inclinação de um para oito. Os parâmetros e propriedades 

dos materiais utilizados na análise são mostrados na Tabela 5.3. Para o solo é assumido um 

modelo elástico uma vez que, neste exemplo, não se pretende analisar a plastificação do solo. 

O estado de tensões inicial corresponde a um estado geostático com 𝐾0 = 0,5 . Não é 

considerado fluxo no sistema. Durante a análise é simulado o processo de escavação e 

instalação dos grampos. Previamente ao processo de escavação, todos os grampos se 

encontram em estado inativo. Após a escavação de primeira camada, por exemplo, a primeira 

linha de grampos é ativada. Esta primeira linha de grampos somente será mobilizada após a 

deformação produzida pela escavação da segunda camada. A ativação dos grampos nos 

próximos estágios de escavação é realizada da maneira similar.  

 

 

 

 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

0 1 2 3 4

0,20

0,40

0,60

0,80

0,90

0,95

1,00

1,01

Comprimento do grampo (m) 

𝜏/
𝜏 𝑚

𝑎
𝑥

  

Figura 5.18 - Resultados para diferentes níveis de carregamento: a) Razão entre a tensão 

cisalhante na interface e a tensão cisalhante máxima; b) Razão entre a força axial na barra e a 
força axial máxima. 
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Quando se utiliza o método semi-embutido, é necessário simular a fixação que existe entre 

os grampos e a parede de escavação, sendo uma característica própria da técnica do solo 

grampeado. Desta forma, é fixado o deslocamento relativo dos grampos com a parede. Isto é 

possível por meio da atribuição de uma elevada rigidez no elemento de interface que conecta 

o extremo inicial do grampo com o maciço. Esta elevada rigidez pode ser considerada, por 

exemplo, como 104 vezes maior que o valor normalmente atribuído ao resto da interface. Um 

valor de 𝐾𝑒 = 10 MPa é considerado como sendo o valor referencial apropriado para a rigidez 

da interface. 

 

A Figura 5.19b mostra o deslocamento horizontal da parede escavada para diferentes 

valores do módulo da interface. Neste gráfico se inclui o caso em que não se considera a 

aplicação do reforço e o caso analisado por meio do método embutido (que considera a 

hipótese de aderência perfeita). Estas duas condições limitam, aproximadamente, a 

possibilidade de deslocamento da parede. Deste gráfico é possível concluir, como já é 

esperado, que quanto maior é a rigidez utilizada na interface, os resultados pelo método semi-

embutido são mais próximos à condição determinada pela aderência perfeita. Adicionalmente, 

pode-se concluir que os resultados obtidos utilizando o valor do 𝐾𝑒  de referência (10 MPa ) 

comparados com a condição de aderência perfeita não fornecem resultados muito distantes, 

sendo mais diferenciados nas proximidades do topo do talude. 

A Figura 5.20 mostra as forças axiais para as três linhas de grampos considerando 

diferentes valores do módulo da interface e a condição de aderência perfeita. Neste caso, a 

condição de aderência perfeita (analisada utilizando o método embutido) apresenta alguns 

picos e oscilações na força axial ao longo das barras. Além disso, alguns extremos finais das 

barras apresentam elevados valores de força axial, como se existisse uma condição de 

ancoragem. Este comportamento pode ser explicado pela ausência da interface no método 

embutido, fazendo com que o campo de deformações dos elementos atravessados seja 

imposto diretamente aos elementos embutidos. Desta forma, a apresentação de picos e 

Material Modelo Parâmetros/Propriedades 

Solo elástico linear  
𝐸 =  3 MPa   

𝛾𝑠 = 20 kN/m3  
 𝜈 =  0,15   

 Barras elástico linear  𝐸 =  1011  kPa  𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,002 m2 
 

Interface elástico perf. plástico  
𝐾𝑒 = 10 MPa 

§
   

𝑐𝑐 = 10 kPa  

𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,018 m2  

𝜙𝑐 = 30°  

§ valor referencial 

Tabela 5.3 - Propriedades dos materiais utilizados na simulação. 
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oscilações é muito dependente da discretização do domínio. Uma discretização mais refinada 

pode diminuir este efeito. 

Os resultados obtidos mostram que a utilização do método embutido pode levar a uma 

previsão incerta das forças axiais, fazendo com que algumas regiões dos reforços apresentem 

valores elevados em tração e inclusive em compressão. Este problema é superado através da 

aplicação do método semi-embutido por meio da consideração de elementos de interface. 

Assim, uma parte das deformações dos elementos atravessados é assimilada pela interface 

antes de ser transmitida para as barras.  
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Figura 5.20 - Força axial nas três linhas de grampos para diferentes valores de módulos da 
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5.6.4 Comparação entre a interpolação convencional e a pseudolinear na previsão das 

forças axiais  

Os métodos embutido e semi-embutido, estudados neste trabalho, requerem a avaliação do 

deslocamento no interior dos elementos atravessados. Estes deslocamentos podem ser obtidos 

por meio da interpolação convencional ou da interpolação pseudolinear estudada no item 4.5. 

Neste item, pretende-se avaliar as diferenças obtidas pela utilização de um ou outro método de 

interpolação. Para isto, são avaliados os valores de força axial dos reforços. 

Inicialmente, é realizada uma análise baseada em um único elemento sólido onde são 

aplicados deslocamentos impostos convenientemente escolhidos de forma a gerar previsões 

de deslocamentos, no interior do elemento, consideravelmente diferentes pelos dois métodos 

de interpolação. Desta forma, é analisado um elemento hexaédrico de 20  nós com dois 

reforços no interior (denominados 1 e 2). Utiliza-se nesta análise o método embutido, uma 

vez que este impõe o mesmo campo de deslocamentos do elemento sólido para os reforços. A 

Figura 5.21 mostra a geometria e as condições de contorno utilizadas. A Tabela 5.4 mostra as 

propriedades dos materiais utilizadas na análise.   

Escolheu-se um elemento hexaédrico de 20  nós porque as suas funções de forma 

apresentam uma variação não linear ao longo dos seus eixos locais. Um elemento hexaédrico 

de 8  nós, por exemplo, não teria sido útil para esta análise pois suas funções de forma 

apresentam uma variação linear ao longo dos seus eixos locais, obtendo-se portanto, 

resultados semelhantes pelas duas formas de interpolação. 

 

 

Material Modelo Parâmetros/Propriedades 

Solo elástico linear  𝐸 =  10 MPa    𝜈 =  0   

 Barras elástico linear  𝐸 =  100 GPa  𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,01 m2 
 

 

Tabela 5.4 - Propriedades dos materiais utilizados na simulação. 

 

Figura 5.21 - Elemento hexaédrico de 20 nós com duas barras embutidas de 3 nós. 
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Dadas as condições de contorno que incluem os deslocamentos impostos 𝑑1 , 𝑑2  e 𝑑3 

mostrados na Figura 5.21, espera-se que o elemento sólido esteja submetido a tração na 

direção 𝑦  em todo seu domínio e consequentemente induza tensões de tração em toda a 

extensão dos reforços. No entanto, isto não acontece quando é utilizada a interpolação 

convencional. A Figura 5.22 mostra os valores de força axial obtidos nos pontos de integração 

dos reforços 1 e 2.  

 

Os resultados obtidos no reforço 1 mostram forças de tração com valores próximos para os 

dois métodos de interpolação. Entretanto, os valores obtidos para o reforço 2 mostram uma 

discrepância maior. Enquanto que para a interpolação pseudolinear são obtidos valores de 

força axial em tração, para a interpolação convencional são obtidos valores em compressão. 

Isto ocorre porque na interpolação convencional, entre os pontos de aplicação dos 

deslocamentos 𝑑1 e 𝑑2, existem regiões onde a previsão de deslocamentos fornece resultados 

no sentido oposto. Por esta razão, o reforço 2 é comprimido em lugar de tracionado. Esta 

diferença na previsão das forças axiais pelos dois métodos de interpolação pode ser 

visualizada esquematicamente na Figura 5.23. 

 

Estes resultados mostram que a utilização da interpolação convencional na previsão de 

deslocamentos no interior do elemento pode levar a resultados inapropriados para as forças 

axiais dos reforços, enquanto que a interpolação pseudolinear apresenta um comportamento 

mais factível. 

Figura 5.23 - Diferenças na previsão das forças axiais nos reforços pela utilização dos métodos de 
interpolação convencional e pseudolinear. 
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Figura 5.22 - Forças axiais nos reforços 1 e 2 calculadas nos pontos de integração, utilizando a 

interpolação convencional e a interpolação pseudo-linear. 
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No exemplo apresentado, foi analisado um único elemento sólido de forma a isolar uma 

condição onde a diferença nos resultados é evidente. No entanto, é de interesse avaliar as 

diferenças entre a utilização da interpolação convencional e da pseudolinear numa análise que 

envolva vários elementos, como por exemplo, a análise de um talude reforçado. 

Adicionalmente, é de interesse também avaliar a magnitude destas diferenças quando 

utilizado também o método semi-embutido. Portanto, o teste de solo grampeado apresentado 

no item 5.6.3 é refeito, desta vez, utilizando elementos hexaédricos de 20 nós. Neste sentido, 

são realizadas análises pelo método embutido e semi-embutido considerando os dois métodos 

de interpolação. No método semi-embutido, é considerada uma rigidez da interface 𝐾𝑒 =

10 MPa/m . Os resultados obtidos nestas análises, para a força axial nas três linhas de 

grampos, são mostrados na Figura 5.24. 

 

Estes resultados mostram algumas diferenças entre a utilização da interpolação 

convencional e da pseudolinear. Entretanto, não é possível estabelecer claramente uma 

tendência. Por exemplo, os grampos da segunda linha mostram resultados muito próximos 

enquanto que na terceira linha as forças axiais de tração foram levemente superiores. 

Contudo, os resultados obtidos nas análises pelo método semi-embutido são muito mais 

próximos entre si do que os resultados obtidos pelo método embutido. Isto indica que em 

análises pelo método semi-embutido, e dependendo da rigidez adotada na interface, é possível 

prescindir da interpolação pseudolinear. 

Outra característica que é possível observar na Figura 5.24 é a menor presença de picos 

nos resultados pelo método embutido em relação aos resultados obtidos na análise do item 

5.6.3. Isto ocorre porque nesta nova análise são utilizados elementos de vinte nós em lugar de 

oito, obtendo um sistema com um maior número de graus de liberdade. Entretanto, os 

resultados obtidos pelo método semi-embutido foram parecidos em ambas as análises, 

Figura 5.24 - Força axial nas três linhas de grampos pelos métodos embutido e semi-embutido 
utilizando a interpolação convencional e a pseudolinear. 
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indicando que este método possui um bom desempenho mesmo em malhas constituídas por 

elementos simples como os elementos hexaédricos de oito nós. 

5.7 Comentários sobre a modelagem dos reforços 

Os métodos embutido e semi-embutido mostram-se vantajosos com relação ao método 

discreto, especialmente no que se refere à reutilização da malha de elementos finitos. Como 

foi mostrado anteriormente, o método embutido, devido à utilização dos elementos 

atravessados na sua formulação, não adiciona graus de liberdade ao sistema. Por outro lado, o 

método semi-embutido adiciona alguns graus de liberdade, uma vez que, previamente à 

análise, são adicionados elementos de barra e de interface. Os nós adicionais gerados por este 

processo, por serem poucos, não representam um fator que possa incrementar 

significativamente os graus de liberdade do sistema e, por conseguinte, que possa reduzir o 

desempenho de uma análise.  

Os métodos de análise de reforços que se apresentam neste capítulo podem ser aplicados 

independentemente do modelo constitutivo utilizado para simular o solo ou o reforço. O 

método embutido, devido à adoção da hipótese de aderência perfeita, não considera a 

existência da interface. No entanto, existem extensões deste método para levar em conta a 

interface como as apresentadas por Hartl (2002) e posteriormente por Durand (2003). Este 

tipo de extensões consiste na utilização de um segundo sistema, como o mostrado 

previamente no item 2.2. Esta abordagem não é analisada neste trabalho devido a seus 

inconvenientes associados com o maior número de operações, a convergência e a 

implementação. Por este motivo, para avaliar o comportamento da interface foi introduzido o 

método semi-embutido. O método semi-embutido apresenta uma série de vantagens com 

relação ao método embutido. Entre estas vantagens pode-se mencionar a possibilidade de 

utilizar elementos de interface de uma maneira mais natural e sem elevado custo 

computacional. Uma outra vantagem é que este método permite a aplicação de condições de 

contorno nos nós das inclusões, característica que o método embutido não contempla sem a 

utilização de artifícios. Uma comparação resumida entre os métodos estudados considerando 

vários dos aspectos mencionados acima é apresentada na Tabela 5.5. 
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Embora inclusões como grampos possam apresentar resistência à flexão, resultados de 

simulações utilizando elementos finitos mostraram que incorporar resistência à flexão aos 

reforços tem baixo efeito na deformação global da estrutura (Kenny & Kawai, 1996; Ortigão, 

1997; Shiu & Chang, 2005). Isso ocorre porque os grampos são em geral barras de pequeno 

diâmetro e sua resistência à flexão, proporcional ao baixo momento de inércia da secção, é 

pequena. Por esta razão, neste trabalho, a contribuição à flexão é desconsiderada.  

Na aplicação do método semi-embutido, é possível considerar duas áreas da seção 

associadas com um reforço tipo grampo. A primeira refere-se à seção do aço enquanto que a 

segunda refere-se à seção do reforço como um todo. Somente a seção do aço é considerada no 

cálculo da rigidez do reforço, desconsiderando a parte da seção do reforço correspondente à 

nata de cimento. Por sua vez, a seção total é considerada no cálculo da área lateral do reforço 

que representa o contato solo-grampo. 

Nos métodos embutido e semi-embutido, é necessário determinar o deslocamentos de 

certos pontos no interior do elemento atravessado. Para este propósito, foi proposta a 

interpolação pseudolinear em substituição da interpolação convencional em elementos 

quadráticos ou de ordem superior. Os resultados de uma análise que envolve um único 

elemento mostram que a interpolação pseudolinear fornece resultados mais apropriados em 

relação à interpolação convencional. Por outro lado, as análises realizadas com vários 

elementos mostram poucas diferenças entre os resultados obtidos utilizando as duas formas de 

interpolação. No entanto, não é possível observar uma clara tendência. Estas diferenças foram 

ainda pouco perceptíveis nos resultados correspondentes ao método semi-embutido. Por esta 

razão, neste método, e dependendo da rigidez da interface e da acurácia desejada, pode-se 

prescindir da utilização da interpolação pseudolinear. 

Com relação à resistência do contato solo-grampo, é possível ter uma redução da 

resistência solo-grampo devido a poropressões na água no meio circundante. A modelagem da 

interface contempla esta redução de resistência em análises que consideram fluxo no sistema 

Tabela 5.5 - Comparação entre os métodos para simulação de reforços 

Característica 
Método 

discreto 

Método 

embutido 

Método semi-

embutido 

Permite que os reforços atravessem livremente a malha Não Sim Sim 

Adiciona graus de liberdade ao sistema Muitos Nenhum Poucos 

Requer refazer a malha para testar novas configurações  Sim Não Não 

Requer formulação especial Não Sim Sim 

Facilidade para aplicar condições de contorno Sim Não Sim 

Facilidade na simulação da interface Sim Não Sim 
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por meio da utilização da tensão efetiva. Por outro lado, a interface é simulada por um modelo 

elástico perfeitamente plástico. No entanto, uma modelagem mais acurada poderia prever a 

perda gradual da coesão após a ruptura da interface (softening). 

Métodos de análise que permitem que as inclusões atravessem a malha têm um amplo 

campo de aplicação. Além da aplicação destes métodos na simulação da técnica do solo 

grampeado, outras possíveis aplicações incluem: reforço de taludes naturais, reforço de túneis, 

fundações com estacas, solos melhorados com estacas areia-brita, concreto armado, etc. 
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6 Modelagem dos Drenos 

Capítulo 6 

Modelagem dos Drenos 

Neste capítulo são estudados os métodos utilizados na simulação da drenagem em maciços 

de solo, mais especificamente, dos drenos sub-horizontais que são instalados conjuntamente 

com os reforços em obras de solo grampeado. Neste sentido, é vista a formulação de 

elementos finitos e a modelagem constitutiva dos drenos. Na representação dos drenos sub-

horizontais pelo MEF, e de forma análoga à simulação de reforços, são utilizadas as extensões 

dos métodos discreto, embutido e semi-embutido. Desta maneira, as mesmas vantagens e 

desvantagens associadas à geometria da malha podem ser consideradas com relação a estes 

métodos.   

A abordagem pelo método embutido, na simulação de drenos, utiliza como hipótese a 

compatibilidade de gradientes hidráulicos entre o dreno e o solo. Esta abordagem é um tanto 

simples e possui algumas limitações, como por exemplo, não é apropriada na simulação de 

drenos quando o solo circundante se torna não saturado. O método semi-embutido, por sua 

vez, considera a presença de um elemento adicional de conexão, similar à interface em 

elementos de reforço, que permite e regula a passagem de fluido do solo para o dreno. Com 

esta abordagem, é possível simular o fluxo através de um dreno que percorre regiões de solo 

não saturado, por exemplo. Outra vantagem deste método é a possibilidade de aplicar 

condições de contorno, como poropressão imposta ou volume imposto, diretamente nos nós 

do elemento de dreno.  

Posteriormente, ainda neste capítulo, são apresentados os testes de validação realizados 

para a formulação apresentada e as respectivas implementações. Finalmente, é incluída uma 

discussão sobre a aplicação e limitações dos métodos apresentados para a simulação de 

drenos. 

6.1 Abordagem pelo método discreto 

A análise da utilização de drenos pelo método discreto corresponde à utilização 

convencional de elementos tipo barra (ou neste caso dreno) numa análise de fluxo pelo MEF. 

Adicionalmente, considera-se que o dreno possa estar na condição não saturada. Na simulação 

de elementos de dreno, é necessário conhecer a formulação das matrizes de permeabilidade e 

de massa correspondentes. Neste caso, a formulação pode ser derivada da equação de 
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continuidade dada pela Eq. 3.44, no entanto, é necessário considerar que o fluxo é dado 

somente no sentido axial do dreno. Desta forma, é necessário associar a velocidade axial com 

o gradiente hidráulico e este último com a poropressão. A velocidade v do fluxo em um dado 

ponto no interior de um dreno pode ser expressa como: 

v = −𝑘
𝜕

𝜕𝐿
 
𝑢𝑤

𝛾𝑤
+ 𝑧 = −𝑘  

1

𝛾𝑤

𝜕𝑢𝑤

𝜕𝐿
+

𝜕𝑧

𝜕𝐿
   

Nesta equação, 𝑘  é a permeabilidade no sentido axial do dreno, 𝑢𝑤  é o valor da 

poropressão no ponto em questão, 𝛾𝑤  é o peso especifico da água, 𝑧  é a coordenada de 

elevação e 𝐿  é a coordenada longitudinal. O termo 
𝜕𝑢𝑤

𝜕𝐿
 é associado ao gradiente por 

poropressão e o termo 
𝜕𝑧

𝜕𝐿
 é associado ao gradiente por elevação. Este último pode ser 

substituído pelo componente 𝑟3  da matriz linha que representa a orientação do dreno 

[𝑟1  𝑟2  𝑟3]. Neste caso, 𝑟3 representa a inclinação do dreno. 

Para determinar a matriz de permeabilidade de um elemento de dreno, é necessário 

estabelecer uma relação entre as variáveis nodais (poropressão) e o gradiente hidráulico no 

elemento. O gradiente 𝑔𝑝  associado com a poropressão, em um dado ponto do dreno, pode ser 

expresso em função dos valores nodais por meio das funções de forma como:  

𝑔𝑝 =
1

𝛾𝑤

𝜕

𝜕𝐿
 𝑁𝑖𝑢𝑤 𝑖

𝑛

𝑖=1
  

Utilizando a coordenada local 𝜉  do ponto, e considerando que o termo 
𝜕𝜉

𝜕𝐿
 é igual a 

1

 𝐉 
, 

sendo 𝐉 o Jacobiano do elemento, este gradiente pode ser rescrito como: 

𝑔𝑝 =
1

𝛾𝑤
 

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝐿
𝑢𝑤 𝑖

𝑛

𝑖=1
=

1

𝛾𝑤

1

 𝐉 
 

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
𝑢𝑤 𝑖

𝑛

𝑖=1
  

Organizando a Eq. 6.3 de forma conveniente, o gradiente por poropressão pode ser rescrito 

em forma matricial como: 

𝑔𝑝 =
1

𝛾𝑤
 
1

 𝐉 
 
𝜕𝑁1

𝜕𝜉

𝜕𝑁2

𝜕𝜉

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
⋯

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝜉
 

                     
𝐁𝑝  

 
 

 
 

𝑢𝑤 1
𝑢𝑤 2
𝑢𝑤 3

⋮
𝑢𝑤 𝑛 

 
 

 
 

  

Nesta equação, a matriz linha 
1

𝛾𝑤
𝐁𝑝  permite associar os valores nodais de poropressão com 

o gradiente correspondente no interior do elemento de dreno. Uma vez obtida a matriz 𝐁𝑝 , e 

de forma similar à matriz de permeabilidade de um elemento sólido, a matriz de 

permeabilidade de um elemento de dreno pode ser calculada por meio de: 

) 6.4 ( 

) 6.3 ( 

) 6.2 ( 

) 6.1 ( 
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𝐇 =  𝐁𝑝
𝑇

𝑘

𝛾𝑤
𝐁𝑝d𝑉

𝑉

  

O diferencial de volume 𝑑𝑉 pode ser substituído por 𝐴𝑠𝑒𝑐 𝑑𝐿, sendo 𝐴𝑠𝑒𝑐  a área da secção 

transversal do dreno. Nas análises que envolvem solo não saturado, a permeabilidade pode ser 

considerada variável. Esta pode ser estimada em função, por exemplo, do grau de saturação, 

de forma similar à formulação apresentada no item 3.3. Por sua vez, a matriz de massa pode 

ser escrita de forma similar à matriz de massa dos elementos sólidos como: 

𝐌 =  𝐍𝑝
𝑇𝑛

∂𝑆𝑟

∂𝑢𝑤
𝐍𝑝d𝑉

𝑉

  

onde 𝐍𝑝 =  𝑁𝑝1  𝑁𝑝2   𝑁𝑝3  …  𝑁𝑝𝑚  
𝑇

 é o vetor de funções de interpolação do elemento de 

dreno de 𝑚 nós, 𝑛 é a porosidade e 𝑆𝑟  é o grau de saturação. Até aqui, considera-se o dreno 

preenchido com algum material, por exemplo, areia. Desta forma, pode-se associar o grau de 

saturação com a sucção por meio de uma relação não linear.  Entretanto, em drenos ocos não é 

clara a definição de porosidade. Por esta razão pode ser conveniente considerar o dreno em 

regime saturado (𝑆𝑟 = 1) e, portanto a matriz 𝐌 torna-se nula.  

Por outro lado, o vetor de taxa de volumes externos pode ser calculado como: 

𝐐 𝑒𝑥𝑡 =  𝐍𝑝
𝑇  𝑞  d𝑆

𝑆

+  𝐁𝑝
𝑇𝑘 𝑟3 d𝑉

𝑉

   

Nesta última equação, o diferencial 𝑑𝑆 esta associado com a superfície lateral do elemento 

de dreno e pode ser representado por 2 𝜋𝐴𝑑. Na prática são aplicadas condições de contorno 

de poropressão ou volume nos nós. O primeiro termo desta equação é colocado por 

generalização. O segundo termo é importante, uma vez que é associado ao fluxo devido à 

carga por elevação, ou seja, fluxo por gravidade. 

Após a montagem e a solução do sistema de equações, o vetor de incrementos de volumes 

internos associados ao elemento de dreno pode ser calculado por meio de: 

Δ𝐐𝑖𝑛𝑡 = 𝐌Δ𝐏 + Δ𝑡𝐇𝐏 =  𝐍𝑝
𝑇𝑛 Δ𝑆𝑟d𝑉

𝑉

−  𝐁𝑝
𝑇Δ𝑡 vd𝑉

𝑉

   

Nesta equação, Δ𝑡 representa o incremento de tempo, Δ𝑆𝑟  representa o incremento no grau 

de saturação e v é a velocidade de fluxo axial no dreno a qual pode ser calculada pela Eq. 6.1 

ou ainda pela expressão:  

v = −𝑘  
1

𝛾𝑤
𝐁𝑝𝐏 + 𝑟3     ) 6.9 ( 

) 6.8 ( 

) 6.7 ( 

) 6.6 ( 

) 6.5 ( 
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Em análises nas quais se considere o dreno trabalhando somente em regime saturado, a 

matriz 𝐌 é desconsiderada. Desta forma, o vetor de incrementos de volumes internos se reduz 

a: 

Δ𝐐𝑖𝑛𝑡 = Δ𝑡𝐇𝐏 = −  𝐁𝑝
𝑇Δ𝑡 vd𝑉

𝑉

   

6.2 Abordagem pelo método embutido 

Neste método, é possível que os drenos sub-horizontais possam atravessar os elementos 

sólidos. Uma vez definida a posição dos drenos, no início da análise, estes são discretizados 

em vários segmentos ou elementos de dreno embutidos. Cada um destes elementos é 

correspondente a um elemento sólido atravessado. 

Este método considera que um elemento de dreno embutido aumenta a capacidade de 

permitir a passagem de fluido do elemento atravessado. Ou seja, uma vez obtida a matriz de 

permeabilidade do elemento de dreno embutido, esta pode ser apropriadamente adicionada na 

matriz de permeabilidade do elemento atravessado, levando em conta assim o efeito drenante. 

Mais especificamente, é necessário obter para o dreno embutido uma matriz de 

permeabilidade equivalente cujas dimensões sejam compatíveis com as do elemento 

atravessado. Na obtenção desta matriz de permeabilidade é possível considerar duas 

abordagens. Uma primeira abordagem é baseada na compatibilidade dos campos de 

poropressões do elemento sólido com o elemento de dreno (Andrade, 2003). Esta abordagem 

é análoga à formulação de reforços embutidos baseada na compatibilidade de deslocamentos. 

Uma segunda alternativa é dada pela compatibilidade de gradientes hidráulicos entre o solo o 

os drenos (Durand, 2006). A seguir é descrita esta última abordagem considerando, no 

entanto, somente a situação em que o dreno se encontre saturado. Nesta condição, torna-se 

não necessária a consideração de armazenamento no dreno. 

Inicialmente, considera-se que os gradientes associados com a poropressão, ao longo do 

domínio de um elemento sólido, possam ser calculados em função dos valores de poropressão 

nodais. Desta forma, os gradientes nas três direções podem ser juntados num vetor o qual 

pode ser calculado como 𝐠𝑎𝑡𝑟 =
1

𝛾𝑤
 𝐁𝑝_𝑎𝑡𝑟 𝐏𝑎𝑡𝑟 , em que 𝐁𝑝_𝑎𝑡𝑟  representa a matriz 𝐁𝑝  do 

elemento sólido e 𝐏𝑎𝑡𝑟  os valores nodais de poropressão. Uma vez obtido 𝐠𝑎𝑡𝑟 , a 

determinação do gradiente em um ponto do domínio ao longo do elemento de dreno embutido 

pode ser feita através da projeção do vetor 𝐠𝑎𝑡𝑟  na direção do dreno. Esta projeção é realizada 

com o auxílio da matriz 𝐓 =  𝑟1  𝑟2  𝑟3 , de forma que o gradiente no dreno embutido seja 

dado por 𝑔𝑒𝑚𝑏 = 𝐓𝐠𝑎𝑡𝑟 . Esta expressão pode também ser escrita em termos de 𝐏𝑎𝑡𝑟  como: 

) 6.10 ( 
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𝑔𝑒𝑚𝑏 = 𝐓 
1

𝛾𝑤
𝐁𝑝_𝑎𝑡𝑟 𝐏𝑎𝑡𝑟

         
𝐠𝑎𝑡𝑟

 
 

É possível considerar 𝐁𝑒𝑚𝑏 = 𝐓𝐁𝑝_𝑎𝑡𝑟  para converter a Eq. 6.11 em uma expressão 

análoga à Eq. 6.4. Desta forma, é possível escrever a matriz de permeabilidade do elemento 

embutido como: 

𝐇 =  𝐁𝑒𝑚𝑏
𝑇   

𝑘

𝛾𝑤
 𝐁𝑒𝑚𝑏  𝑑𝑉

V

  

Durante a integração da matriz de permeabilidade, os pontos de integração são tomados de 

maneira similar à integração da matriz de rigidez de um elemento embutido.  

Por sua vez, o vetor de taxa de volumes externos pode ser calculado por: 

𝐐 𝑒𝑥𝑡 =  𝐁𝑒𝑚𝑏
𝑇 𝑘 𝑟3 d𝑉

𝑉

   

Note-se que nesta abordagem o vetor 𝐐 𝑒𝑥𝑡  não considera o termo associado com a 

aplicação de volumes como condição de contorno, diferentemente da Eq. 6.7. 

Uma vez resolvido o sistema de equações, os incrementos de volume interno podem ser 

calculados por: 

Δ𝐐𝑖𝑛𝑡 = Δ𝑡𝐇𝐏 =  𝐁𝑒𝑚𝑏
𝑇 Δ𝑡 vd𝑉

𝑉

   

onde v é a velocidade do fluxo no dreno a qual pode ser calculada por:  

v = 𝑘  
1

𝛾𝑤
𝐓𝐁𝑝_𝑎𝑡𝑟 𝐏𝑎𝑡𝑟 + 𝑟3     

Uma vez que o método embutido não permite a aplicação direta de condições de contorno 

nos elementos de dreno, a condição de descarga pode ser dada com o auxílio dos nós dos 

elementos atravessados. Desta maneira, a aplicação deste método na simulação de drenagem 

de taludes, por exemplo, requer a consideração de uma face de percolação (Figura 6.1), onde 

os nós possuem poropressão prescrita. Este procedimento não necessariamente representa a 

forma de descarga de um dreno sub-horizontal. No entanto, é possível limitar a região de 

descarga à face do elemento que se encontra no extremo do dreno.  

) 6.15 ( 

) 6.14 ( 

) 6.13 ( 

) 6.12 ( 

) 6.11 ( 
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6.3 Abordagem pelo método semi-embutido 

O estudo de elementos de dreno por meio deste método constitui uma abordagem 

inovadora no sentido em que se considera a modelagem da transmissão de fluido do solo para 

o dreno. Isto é realizado através da consideração de elementos de conexão, entre o solo e o 

dreno, os quais permitem e regulam a passagem de fluido. Estes elementos possuem certa 

analogia com os elementos de interface utilizados na simulação de reforços pelo método 

semi-embutido. 

A simulação por este método considera duas partes, o elemento de dreno e o elemento 

conector solo-dreno. O elemento de dreno é simulado por meio da formulação do método 

discreto apresentado no item 6.1, no entanto, o elemento conector solo-dreno deve ser 

formulado em função do dreno e, também, do elemento atravessado. A Figura 6.2 mostra a 

idealização do fluxo perpendicular à superfície do dreno, sendo representado pelo elemento 

conector solo-dreno. 

 

Uma vez definida a posição de um dreno sub-horizontal na malha de elementos finitos, no 

início da análise, este é discretizado automaticamente gerando de forma dinâmica os 

elementos de dreno e os correspondentes elementos conectores solo-dreno. A Figura 6.3 

mostra como os elementos conectores vinculam os elementos de dreno com a malha de 

elementos finitos por meio de nós denominados embutidos. Uma vez que um dos nós de um 

elemento conector se encontra embutido, chama-se a este elemento de semi-embutido. 

Figura 6.2 - Idealização do elemento conector solo-dreno  

fluxo perpendicular à 
superfície do dreno 

fluxo através do elemento 
conector solo-dreno 

superfície permeável superfície impermeável 

𝑏 

Figura 6.1 - Representação da face de percolação utilizada conjuntamente com o método 
embutido. 

face de percolação 

nó com poropressão 
prescrita 

 dreno embutido 

fluxo 
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Devido à presença dos elementos conectores, os nós dos elementos de dreno são visíveis a 

nível global. Desta forma, é possível a aplicação de condições de contorno como volumes ou 

valores de poropressão imposta nos nós dos elementos de dreno. Adicionalmente, os 

elementos de dreno possuem conexão entre si. Desta forma, o fluido que já entrou no dreno 

pode ser transmitido diretamente até o ponto de descarga sem depender dos elementos 

sólidos. Também é possível atribuir propriedades diferentes entre si aos elementos conectores. 

Esta característica poderia ser utilizada para simular a presença de um dreno que possui 

regiões permeáveis e impermeáveis. 

Uma vez que os nós dos drenos estão associados a só um grau de liberdade (poropressão), 

é necessário somente um conector por nó. Isto é diferente do caso dos reforços onde eram 

necessárias três molas para representar um elemento de interface. A Figura 5.3 mostra o caso 

em que um elemento de dreno de três nós é vinculado ao elemento atravessado por meio dos 

nós embutidos e dos elementos conectores. 

 

Uma vez que o elemento conector de dreno possui um domínio pontual, não é necessário 

levar em conta o grau de saturação, podendo ser considerado sempre como saturado. Para 

considerar o elemento conector numa análise de elementos finitos é necessário determinar a 

sua matriz de permeabilidade. Na dedução desta matriz, considera-se inicialmente a analogia 

com um tubo. Desta forma, tem-se que o comportamento hidráulico em um tubo cheio pode 

ser representado por 𝓋 = −𝑘ℊ, sendo 𝓋 a velocidade, 𝑘 a permeabilidade e ℊ o gradiente. O 

Figura 6.4 - Elementos de barra de três nós vinculado ao elemento sólido por meio de elementos 
conectores solo-dreno. 

elemento sólido 

𝑥′ 

𝑧′ 

𝑦′ elemento de dreno 
de três nós 

elemento conector 
solo-dreno 

nó embutido 
(fictício) 

nó conectado ao 
elemento de dreno (real) 

Figura 6.3 - Idealização dos elementos de dreno conectados aos elementos sólidos através de 
elementos de conexão. 

elementos sólidos 

dreno completo 
dividido em elementos 
de dreno de dois nós 

elemento conector 
solo-dreno 

nó embutido 
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gradiente de poropressão em um tubo pode ser calculado por ℊ =
𝑢𝑤1∗−𝑢𝑤1

𝑏𝛾𝑤
, onde 𝑢𝑤1∗  é o 

valor de poropressão no nó embutido, 𝑢𝑤1 é o valor de poropressão no nó conectado ao dreno 

e b representa o comprimento do tubo. Introduzindo a poropressão relativa 𝑢𝑤𝑟 = 𝑢𝑤1∗ −

𝑢𝑤1, é possível expressar o gradiente como ℊ =
𝑢𝑤𝑟

𝑏𝛾𝑤
. Desta forma, a velocidade do fluxo num 

tubo pode ser expressa por: 

𝓋 = −
𝑘

𝑏

𝑢𝑤𝑟

𝛾𝑤
  

Por sua vez, o elemento conector solo-dreno não possui comprimento. Neste sentido, 

considera-se que a velocidade no elemento conector seja dada por: 

𝓋 = −
𝑘 

𝛾𝑤
𝑢𝑤𝑟   

onde 𝑘  representa a drenabilidade do elemento conector solo-dreno. Neste caso, as unidades 

de 𝑘  são dadas por velocidade sobre comprimento. 𝑘  pode atender a uma relação não linear, 

por exemplo, com o objetivo de permitir ou limitar a passagem de água durante a simulação. 

As considerações sobre à não linearidade de 𝑘  são apresentadas no próximo item. 

Considera-se que o elemento conector possui uma determinada seção transversal 𝐴𝑠𝑒𝑐 . 

Desta maneira, a vazão 𝑄  (taxa de volume de agua) que escoa através da seção 𝐴𝑠𝑒𝑐  pode ser 

calculada por 𝑄 = 𝓋𝐴𝑠𝑒𝑐 . Esta vazão corresponde ao fluxo de água que atravessa a superfície 

lateral do dreno. Considerando a expressão da velocidade dada na Eq. 6.17, a vazão 𝑄  pode 

ser expressa como: 

𝑄 = −
𝑘 

𝛾𝑤
𝑢𝑤𝑟 𝐴𝑠𝑒𝑐   

 A determinação da poropressão relativa 𝑢𝑤𝑟  pode ser dada em função do vetor de 

poropressões nodais 𝐏𝑐𝑜𝑛 =  𝑢𝑤1∗   𝑢𝑤1  𝑇  e a matriz 𝐋 =  1  − 1  por meio de 𝑢𝑤𝑟 = 𝐋𝐏𝑐𝑜𝑛 . 

Esta equação pode ser escrita explicitamente como: 

𝑢𝑤𝑟 = [1  − 1]  
𝑢𝑤1∗

𝑢𝑤1
   

A Figura 6.5 mostra esquematicamente um elemento conector com as respectivas vazões 

nodais. No equacionamento formulado, foi adotado que o volume de água que entra no 

domínio do elemento conector é positivo.  

) 6.19 ( 
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) 6.17 ( 

) 6.16 ( 
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Através da determinação das expressões dos volumes nodais é possível montar a matriz de 

permeabilidade 𝐇𝑐𝑜𝑛  do elemento conector como: 

 
𝑄 

1∗

𝑄 
1

 =
𝑘 

γw
𝐴𝑠𝑒𝑐  

1 −1
−1 1

 
             

𝐇𝑐𝑜𝑛

 
𝑢𝑤1∗

𝑢𝑤1
  

 

Esta equação pode ser escrita em forma condensada como 𝐐 𝑐𝑜𝑛 = 𝐇𝑐𝑜𝑛𝐏𝑐𝑜𝑛, onde 𝐐 𝑐𝑜𝑛  é o 

vetor de taxa de volumes nodais (vazões) e 𝐏𝑐𝑜𝑛  é o vetor de poropressões nodais. Por sua 

vez, a matriz de permeabilidade do elemento conector pode ser expressa em termos da matriz 

𝐋 como: 

𝐇𝑐𝑜𝑛 =
𝑘 

γw
𝐴𝑠𝑒𝑐 𝐋𝑇𝐋  

Esta matriz possui dimensões de 2 × 2 correspondendo aos dois nós do elemento conector. 

Entretanto, levando em conta o aspecto semi-embutido, é necessário considerar que a 

poropressão do nó embutido pode ser calculada em função dos 𝑛 valores nodais do elemento 

atravessado.  Neste sentido, pretende-se transformar a matriz 𝐇𝑐𝑜𝑛  de forma a que associe os 

graus de liberdade do elemento sólido em substituição do nó embutido. A matriz procurada é 

denominada de matriz de permeabilidade semi-embutida 𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖 . Esta matriz relaciona o vetor 

de poropressões nodais 𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖 , que contém as poropressões nodais do elemento atravessado e 

do nó conectado ao elemento de dreno, com o vetor de taxa de volumes nodais 

correspondente 𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖 .  

O vetor de poropressões nodais 𝐏𝑐𝑜𝑛  do elemento conector pode ser obtido em função do 

vetor 𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖  por meio de uma matriz de transformação 𝐌𝑤  como é mostrado a seguir: 

𝐏𝑐𝑜𝑛 = 𝐌𝑤𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖   

Esta equação pode ser escrita explicitamente como: 

) 6.22 ( 

) 6.21 ( 

) 6.20 ( 

Figura 6.5 - Elemento conector com os respectivos volumes nodais 

𝑄 1∗ = −
𝑘 

𝛾
𝑤

 𝑢𝑤1 − 𝑢𝑤1∗ 𝐴𝑠𝑒𝑐 

𝑢𝑤1∗  

𝑢𝑤1 

𝑄 1 = −
𝑘 

𝛾
𝑤

 𝑢𝑤1∗ − 𝑢𝑤1 𝐴𝑠𝑒𝑐 

 nó embutido (1∗) 

nó conectado ao elemento de dreno  1  
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𝑢𝑤1∗

𝑢𝑤1
 =   

𝑁1 𝑁2 𝑁3 … 𝑁𝑛

0 0 0 … 0
  

0
1
 

                 
𝐌𝑤

 
 
 

 
 

𝑢𝑤 𝑎𝑡𝑟 1
𝑢𝑤 𝑎𝑡𝑟 2
𝑢𝑤 𝑎𝑡𝑟 3

⋮
𝑢𝑤 𝑎𝑡𝑟𝑛

𝑢𝑤 𝑑𝑟𝑒𝑛𝑜  
 
 

 
 

  

Nesta equação, 𝑢𝑤𝑎𝑡𝑟 1
,𝑢𝑤𝑎𝑡𝑟 2

,𝑢𝑤𝑎𝑡𝑟 3
,… , 𝑢𝑤𝑎𝑡𝑟𝑛

 são os valores nodais de poropressão do 

elemento atravessado; 𝑢𝑤 𝑑𝑟𝑒𝑛𝑜
 é o valor de poropressão correspondente ao nó que se conecta 

ao elemento de dreno e 𝑁𝑖  representa a função de forma do nó 𝑖 do elemento atravessado 

avaliada na posição do nó embutido.  

Por outro lado, o vetor de taxa de volumes nodais do elemento conector na condição semi-

embutida 𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖  pode ser associado com o vetor 𝐐 𝑐𝑜𝑛  por meio de 𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐌𝑤
𝑇 𝐐 𝑐𝑜𝑛 . 

Substituindo nesta equação 𝐐 𝑐𝑜𝑛  em função da matriz de permeabilidade 𝐇𝑐𝑜𝑛  obtém-se 

𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐌𝑤
𝑇 𝐇𝑐𝑜𝑛 𝐏𝑐𝑜𝑛 . Substituindo nesta última equação as expressões correspondentes para 

𝐇𝑐𝑜𝑛  e 𝐏𝑐𝑜𝑛 , dadas pelas Eqs. 6.21 e 6.22, obtém-se a seguinte expressão para o vetor 𝐐𝑠𝑒𝑚𝑖 : 

𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐌𝑤
𝑇 𝐋𝑇

𝑘 

γw
𝐴𝑠𝑒𝑐 𝐋

       
𝐇𝑐𝑜𝑛

𝐌𝑤
             

𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖

𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖   

Nesta equação é possível deduzir a matriz de permeabilidade semi-embutida 𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖  do 

elemento conector solo-dreno. Fazendo 𝐒𝑤 = 𝐋𝐌𝑤 , a matriz de permeabilidade semi-

embutida pode ser expressa como: 

𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐒𝑤
𝑇

𝑘 

γw
𝐒𝑤𝐴𝑠𝑒𝑐   

É importante notar que a matriz de permeabilidade possui dimensões  𝑛 + 1 × (𝑛 + 1) e 

os vetores 𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖  e 𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖  possuem dimensão 𝑛 + 1 , uma vez que o elemento conector na 

condição semi-embutida está associado aos 𝑛  nós do elemento sólido e a um nó de um 

elemento de dreno. Por sua vez, a matriz 𝐒𝑤  pode ser expressa de forma explicita como: 

𝐒𝑤 =   𝑁1 𝑁2 𝑁3 … 𝑁𝑛      1   

Através da matriz 𝐒𝑤  é possível expressar o valor da poropressão relativa 𝑢𝑟𝑤  

simplesmente como 𝑢𝑤𝑟 = 𝐒𝑤𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖 . O valor de 𝑢𝑤𝑟  é positivo se o nó embutido possui 

poropressão maior que o nó conectado ao elemento de dreno. Este caso, por exemplo, 

corresponde à situação quando o fluxo se dá do solo para o dreno. Por outro lado, é 

) 6.26 ( 
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) 6.23 ( 
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importante que 𝑘  seja da mesma ordem que a permeabilidade do dreno, de maneira que este 

elemento não apresente resistência à passagem da água. 

Após a solução do sistema, o vetor de incrementos de volumes nodais, para um dado 

incremento de tempo Δ𝑡, pode ser calculado por: 

Δ𝐐𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖 Δ𝑡𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖   

Substituindo nesta equação a expressão corresponde para 𝐇𝑠𝑒𝑚𝑖 , obtém-se: 

Δ𝐐𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐒𝑤
𝑇

𝑘 

γw
𝐒𝑤𝐴𝑠𝑒𝑐 Δ𝑡𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖 = 𝐒𝑤

𝑇
𝑘 

γw
𝐒𝑤𝐏𝑠𝑒𝑚𝑖
     

𝑢𝑤𝑟

       
−𝓋

𝐴𝑠𝑒𝑐 Δ𝑡 
 

Desta forma, o vetor de incremento de volumes internos pode ser expresso em termos da 

velocidade 𝓋 como: 

Δ𝐐𝑠𝑒𝑚𝑖 = −𝐒𝑤
𝑇 𝓋Δ𝑡 𝐴𝑠𝑒𝑐   

O vetor Δ𝐐𝑠𝑒𝑚𝑖 , como é evidente, possui as mesmas dimensões que o vetor 𝐐 𝑠𝑒𝑚𝑖 . 

6.4 Modelagem constitutiva 

Na modelagem de elementos como drenos é possível considerar três casos (a, b e c na 

Figura 6.6). O primeiro caso (a) corresponde ao dreno em regime saturado, ou seja, na região 

saturada do talude. Nesta situação, é possível considerar para o dreno um valor de 

permeabilidade constante. O segundo caso (b) é quando o dreno é atingido parcialmente pelo 

nível freático. Isto acontece quando a superfície freática, no avanço de saturação ou em 

secagem, atinge parcialmente o domínio do dreno. Neste caso, a água que entra no dreno 

escoa pelo próprio dreno até alcançar o ponto de saída. O terceiro caso (c) se apresenta 

quando o nível freático se encontra inferior ao dreno. 

 

Nos dois últimos casos, a permeabilidade do dreno pode ser estabelecida em função da 

sucção e do grau de saturação utilizando uma formulação similar à apresentada no item 3.3. 

Figura 6.6 - Posições dos drenos com relação ao lençol freático. 

a) dreno em regime saturado 
b) dreno interceptando à linha freática  
c) dreno em região não saturada a 

b 

c 

talude 
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Desta forma, a previsão da permeabilidade do dreno pode ser condicionada para reduzir ou 

eliminar o fluxo quando o solo ao redor se encontra por debaixo do nível de saturação. 

Em geral, a permeabilidade do dreno é bem superior à permeabilidade do solo, assim, é 

possível arbitrar para o dreno um valor elevado. Este valor arbitrado não representa uma falta 

de acurácia nos resultados, uma vez que se pretende simular uma condição de superfície livre 

ao longo do domínio do dreno.  

Nas simulações pelo método semi-embutido, os drenos encontram-se conectados à massa 

do solo através de elementos conectores de dreno. Neste sentido, neste método é necessário 

especificar também o modelo constitutivo para os conectores. A direção do fluxo nos 

elementos conectores depende do valor de poropressão relativa 𝑢𝑤𝑟  entre o nó conectado ao 

dreno e o nó embutido. Neste caso, o sinal de 𝑢𝑤𝑟  determina a direção do fluxo. Quando a 

poropressão do nó embutido é maior do que a poropressão no nó do dreno (𝑢𝑤𝑟 > 0) o fluxo 

se dá do solo para o dreno. No caso oposto, quando a poropressão no nó do dreno é maior que 

a poropressão do nó embutido (𝑢𝑤𝑟 < 0), o fluxo se dá em direção ao solo. Na simulação de 

drenos sub-horizontais, por exemplo, é conveniente considerar o fluxo somente do solo para o 

dreno. Desta forma, a permeabilidade torna-se função da poropressão relativa, como mostra a 

Figura 6.7. 

 

Uma vez que o método semi-embutido permite a representação de elementos conectores 

com comportamento não linear, é possível, neste caso, utilizar nos drenos uma modelagem 

simples com permeabilidade constante. Por outro lado, é possível atribuir diferentes 

comportamentos para os elementos conectores ao longo de um elemento de dreno. Esta 

característica é útil na simulação de drenos constituídos por um trecho perfurado e um trecho 

liso, por exemplo. 

6.5 Validações 

A seguir, são realizadas algumas simulações com o intuito de validar a formulação 

desenvolvida e as implementações realizadas com relação à simulação de drenos. Em um 

Figura 6.7 - Variação da permeabilidade do elemento conector com a diferença de poropressão. 

(constante) 

𝑢𝑤𝑟   

𝑘  

𝑘 𝑠 
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primeiro caso são aplicados os métodos embutido e semi-embutido em um sistema hipotético 

de drenos nos quais se faz circular água em regime saturado. Os drenos se encontram no 

interior de elementos sólidos de baixa permeabilidade de forma a forçar o fluxo através dos 

próprios drenos. Nesta análise é aplicado um volume imposto e são verificadas as velocidades 

axiais e os volumes de saída. Após este primeiro estudo de validação, são realizadas análises 

pelo método semi-embutido em casos em que se tem fluxo não saturado. Estas análises são 

realizadas com o objetivo de avaliar os valores apropriados de permeabilidade para os drenos 

e de verificar a redução do nível do lençol freático. Estas verificações foram realizadas por 

comparação com os resultados do programa SEEP/W. Finalmente, é realizada uma análise de 

verificação baseada na teoria de adensamento radial. Neste caso, é simulado um dreno vertical 

instalado em uma camada de solo submetida a um carregamento na superfície. Após a análise, 

os valores de adensamento radial ao longo do tempo são comparados com valores obtidos em 

forma analítica por meio da teoria de Barron (1948). 

6.5.1 Sistema de drenos no interior de elementos sólidos 

Nesta análise é simulado o fluxo através de dois drenos colocados no interior de elementos 

sólidos. Os elementos sólidos são simulados por elementos hexaédricos de oito nós e os 

drenos são representados por elementos lineares de dois nós. A Tabela 6.1 mostra as 

propriedades dos materiais utilizados na análise. Nos elementos sólidos é considerada uma 

permeabilidade muito baixa com a finalidade de que o fluido escoe preferencialmente através 

dos drenos. 

 

Uma primeira análise é realizada por meio da utilização do método embutido. A Figura 

6.8a mostra a malha de elementos finitos utilizada onde é possível observar a disposição dos 

drenos.  

Inicialmente é considerado um estado de poropressão igual a zero em todo o domínio. A 

seguir a análise foi realizada em dois estágios. Num primeiro estágio, são aplicadas condições 

de contorno de forma a gerar um estado hidrostático com o nível da água corresponde à altura 

de 1 m. Após isto, num segundo estágio, é aplicado um volume imposto igual a 1 m3 em um 

tempo de 100 s. Os drenos possuem uma parte comum por onde é aplicado um volume 

imposto. Este ponto comum corresponde ao nó 14 da malha de elementos sólidos. Também é 

estabelecida a condição de descarga fazendo a poropressão igual a zero nos nós 1 e 9. Estas 

Material Modelo Parâmetros/Propriedades 

Sólidos fluxo linear  𝑘 =  10−10  m/s     

Tubos fluxo linear  𝑘  =  1 m/s/m   𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,01 m2 
 

 

Tabela 6.1 - Propriedades dos materiais utilizados na simulação. 
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condições de contorno são aplicadas nos elementos sólidos, dado que não há como aplicá-las 

diretamente aos drenos pelo método embutido. A velocidade do fluido nos tubos e os volumes 

de descarga obtidos são comparados com os valores analíticos, como mostra a Figura 6.8b. 

Estes resultados foram bastante satisfatórios. A Figura 6.9a mostra o campo de poropressões 

hidrostático que foi gerado nos drenos antes da aplicação do volume imposto. Nesta figura 

pode-se observar que é possível gerar uma condição hidrostática nos drenos, uma vez que o 

gradiente considerado na formulação contém um componente de gravidade. Ou seja, os 

drenos permitem, também, a simulação do fluxo por gravidade. A Figura 6.9b mostra os 

valores de velocidade do fluxo ao longo dos tubos após a aplicação do volume imposto.  

 

 

Esta mesma análise foi realizada novamente, porém, utilizando-se desta vez o método 

semi-embutido. Neste caso foi utilizado 𝑘 = 1 m/s/m e 𝐴𝑠𝑒𝑐 = 0,01 m2 para os elementos 

conectores. Nesta segunda análise foram obtidos resultados, para as velocidades de fluxo e 

para os volumes de descarga, totalmente semelhantes aos obtidos com o método embutido. 

6.5.2 Avaliação dos valores de permeabilidade dos elementos conectores 

Este teste não constitui propriamente uma validação, no entanto, pretende determinar os 

valores apropriados do parâmetro 𝑘  a serem atribuídos aos elementos conectores utilizados 

Figura 6.9 - Resultados da análise de tubos em elementos sólidos pelo método embutido: a) 
poropressão após o primeiro estágio; b) velocidade axial após o segundo estágio. 

(a) (b) 

v (m/s) 𝑢𝑤  (kPa) 

Figura 6.8 - Análise de tubos em elementos sólidos pelo método embutido: a) malha de elementos 

finitos e condições de contorno; b) comparação dos resultados obtidos. 
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pelo método semi-embutido. Estes valores são considerados referenciais e serão utilizados em 

análises posteriores. Para este propósito, é simulado um dreno instalado em um bloco de solo 

cujo nível inicial da água se encontra na superfície. A aplicação do dreno faz com que a linha 

freática reduza o nível em direção ao dreno. O fluxo através do solo é simulado pela 

formulação dada no item 3.3. Durante a análise, são realizadas várias simulações variando o 

parâmetro 𝑘  em forma crescente. De maneira simultânea, a permeabilidade do dreno 𝑘  é 

alterada por meio da relação 𝑘 = 𝑘 × (1 m), de forma a manter a mesma ordem de grandeza 

entre os dois parâmetros. O objetivo desta análise é determinar o valor de 𝑘  a partir do qual 

valores superiores fornecem o mesmo estado estacionário. Nesta análise, um determinado 

estado estacionário é caracterizado pela carga hidráulica ao longo de uma linha localizada na 

altura do dreno. Desta forma, espera-se obter o valor de 𝑘  a partir do qual a carga hidráulica 

ao longo desta linha torna-se constante. A Tabela 6.2 mostra as propriedades e parâmetros dos 

materiais utilizados na análise. A Figura 6.10a mostra a malha de elementos finitos utilizada, 

incluindo as condições de contorno. Nesta figura é possível observar a linha AB onde são 

avaliados os valores de carga hidráulica. A espessura da malha estruturada 3D é de 3 m e 

possui sete divisões. Tanto o dreno quanto a linha AB se encontram exatamente no meio desta 

espessura. 

 

O tempo de análise para cada simulação foi estabelecido igual a 100 000 s. Este tempo foi 

o suficiente para atingir a condição estacionária para todos os valores de permeabilidade 

simulados. A Figura 6.10b mostra a carga hidráulica na linha AB para os diferentes valores de 

𝑘  analisados. Neste gráfico é possível observar que os valores de carga hidráulica se 

estabilizam quando 𝑘  atinge valores de 102 m/s/m ou superiores. 

Dadas as condições geométricas dos elementos de dreno e do elemento conector, foi 

observado que o valor de 𝑘  apropriado para este tipo de análise corresponde a 102 m/s/𝑠. 

Consequentemente o valor associado de permeabilidade do dreno 𝑘 é de 102 m/s. 

A rigor, os elementos drenantes não possuem dimensões axiais. Por esta razão a definição 

das áreas da seção do dreno ou dos elementos conectores não são determinantes na análise. 

Material Modelo  Parâmetros/Propriedades 

Solo 
fluxo não 

saturado 
 

𝑘𝑠 = 10−4 m/s 

𝑛 = 0.32 

𝑎 = 5 

𝑏 = 4 

𝑐 = 0.03 

𝑚 = 30 

 Drenos fluxo linear  𝑘 = 10−4 até 102  m/s 𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,02 m2  

Conectores fluxo linear  𝑘 = 10−4 até 102  m/s/m 𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,02 m2  

Outras constantes   𝛾𝑤 = 9,8 kN/m3 𝑝𝑎𝑡𝑚 = 101,3 kPa  

 

Tabela 6.2 - Parâmetros e propriedades dos materiais utilizados nas simulações. 
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Isto ocorre porque, durante a montagem das matrizes de permeabilidade, estes valores são 

multiplicados com os valores de 𝑘 ou 𝑘 , os quais possuem uma ordem de grandeza dada em 

potências de 10. Considerando o valor referencial para a permeabilidade do dreno de 𝑘 =

102 m/s é possível relacionar este com a permeabilidade utilizada nos elementos sólidos. 

Desta forma, para as condições dadas nesta análise, obtém-se que a permeabilidade dos 

drenos se encontra na ordem de 106  vezes a permeabilidade dos elementos sólidos. 

Finalmente, a título de exemplo, a Figura 6.11 mostra a superfície freática produzida para a 

análise com 𝑘 = 102 m/s/m. 

 

 

6.5.3 Avaliação de superfície freática para diferentes comprimentos do dreno 

Neste item pretende-se verificar a posição da superfície freática após a aplicação de drenos 

de diferentes comprimentos. Uma vez que os métodos apresentados neste capítulo pretendem 

simular uma condição de superfície livre ao longo dos drenos, as superfícies freáticas são 

Figura 6.11 - Campo de poropressões positivas mostrando a superfície freática produzida pela 

inclusão do dreno. 
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Figura 6.10 - Teste de avaliação da permeabilidade do dreno: a) Geometria da malha e condições 

de contorno; b) Carga hidráulica na linha A-B, para diferentes valores de 𝑘 . 
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comparadas com os resultados de uma análise estacionária realizada pelo programa SEEP/W 

(Geo-Slope, 1995) onde os drenos são simulados por meio de condições de contorno 

correspondentes a uma superfície livre.  

Uma primeira análise é realizada por meio das formulações e implementações elaboradas 

neste trabalho correspondentes ao método semi-embutido. Nesta análise é simulada a 

drenagem produzida pela presença de drenos de 2, 3, 4 e 5 m de comprimento. Estas 

simulações são realizadas para um tempo suficiente até obter uma situação estacionária. O 

fluxo através do solo é simulado pela formulação dada no item 3.3. Em uma segunda análise, 

utilizando o programa SEEP/W, são simulados os mesmos comprimentos dos drenos em um 

domínio bidimensional. A geometria das malhas de elementos finitos das duas análises e as 

correspondentes condições de contorno são mostradas na Figura 6.12. Nesta figura é possível 

observar uma leve diferença entre as malhas. Por exemplo, na malha utilizada para a 

simulação pelo método semi-embutido tem-se que os drenos encontram-se em posição tal, 

que atravessam os elementos sólidos. 

 

A Tabela 6.4 mostra as propriedades e parâmetros dos materiais utilizados nas simulações. 

 

Material Modelo  Parâmetros/Propriedades 

Solo 
fluxo não 

saturado 
 

𝑘𝑠 = 10−5 m/s 

𝑛 = 0.32 

𝑎 = 5 

𝑏 = 4 

𝑐 = 0.03 

𝑚 = 30 

 Drenos fluxo linear  𝑘 = 102 m/s 𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,02 m2  

Conectores fluxo linear  𝑘 = 102  m/s/m 𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,02 m2  

Outras constantes   𝛾𝑤 = 9,8 kN/m3 𝑝𝑎𝑡𝑚 = 101,3 kPa  

 

Tabela 6.3 - Parâmetros e propriedades dos materiais utilizados nas simulações. 

 

Figura 6.12 - Malhas de elementos e condições de contorno utilizadas: a) simulação pelo método 

semi-embutido; b) simulação pelo programa SEEP/W. 
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Em ambos os casos, o nível do lençol freático inicial foi estabelecido na cota de 6 m. Após 

a simulação dos drenos, foi obtida a nova posição do lençol freático. A Figura 6.13 mostra a 

comparação dos resultados obtidos na análise pelo método semi-embutido, para diferentes 

comprimentos de drenos, com os resultados obtidos com o programa SEEP/W. É possível 

observar uma boa concordância entre os resultados. Considera-se que as diferenças são 

decorrentes, principalmente, do fato da malha utilizada no programa SEEP/W ser uma malha 

2D enquanto que na simulação pelo método semi-embutido é utilizada uma malha 3D com 

espessura de 1 m. Outra causa das diferenças é atribuída à diferença entre os métodos para 

simular os drenos. 

 

6.5.4 Adensamento radial 

Nesta análise é verificada a variação do grau de adensamento radial de uma camada de 

solo submetida a um dado carregamento na superfície e onde são instalados drenos verticais. 

A Figura 6.14 mostra esquematicamente uma vista em planta e em corte dos drenos verticais. 

 

A determinação do grau de adensamento radial pode ser feita analiticamente através de 

formulação apresentada por Barron (1948). Neste caso, considera-se a hipótese de que as 
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Figura 6.14 - Vista em planta (a) e em corte (b) dos drenos verticais. 
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Figura 6.13 - Comparação das superfícies freáticas para diferentes comprimentos de dreno obtidas 
pelo método semi-embutido e pelo SEEP/W. 
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deformações verticais são iguais. Desta forma, tem-se o valor analítico para o grau de 

adensamento radial dado por: 

𝑈𝑟 = 1 − exp  
−8𝑇𝑟

𝐹(𝑛)
 ;     𝑛 =

𝑟𝑑
𝑟𝑤

      

onde 𝐹𝑟  é o fator tempo radial e 𝑛 é a razão dada pelo raio da região drenada 𝑟𝑑  e o raio do 

dreno 𝑟𝑤 . O fator tempo radial pode ser calculado por 𝑇𝑟 =
𝑐𝑣𝑟  𝑡

 2𝑟𝑑 2, onde 𝑐𝑣𝑟 =
𝑘

𝑚𝑣𝛾𝑤
 e 𝑚𝑣 =

 1+𝜈  1−2𝜈 

𝐸 1−𝜈 
 . Adicionalmente, a função 𝐹 é definida por: 

𝐹 𝑛 =
𝑛2

𝑛2 − 1
ln 𝑛 −

3𝑛2 − 1

4𝑛2
  

Nesta simulação foi utilizado o método semi-embutido. A Figura 6.15a mostra a malha 3D 

utilizada na análise, a qual foi estabelecida para simular um dreno vertical. Dada a simetria 

radial do dreno e da correspondente região drenada, a malha representa somente a quarta parte 

do volume drenado. Na Figura 6.15b é apresentada uma vista lateral da malha onde é possível 

observar as condições de contorno. Nesta geometria 3D são simulados drenos de diferentes 

raios, cujos efeitos no grau de adensamento são, mais adiante, comparados com os valores 

obtidos de forma analítica. Nesta análise não foi considerada a drenagem vertical através do 

solo, uma vez que somente a avaliação do adensamento radial causado pela presença dos 

drenos é de interesse. Desta forma, consideram-se impermeáveis as superfícies superior e 

inferior do domínio. Os parâmetros e propriedades dos materiais utilizadas na análise são 

apresentados na Tabela 6.4. 

 

Material Modelo  Parâmetros/Propriedades 

Solo 
linear elástico 

com fluxo linear 
 

𝐸 = 5000 kPa 

𝜈 = 0,25 
𝑘𝑠 = 10−5 m/s 

 Drenos fluxo linear  𝑘 = 102 m/s 𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,1 m2 

Conectores fluxo linear  𝑘 = 102 m/s/m 𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,1 m2 

Outras constantes   𝛾𝑤 = 9,8 kN/m3  

 

Tabela 6.4 - Propriedades dos materiais utilizados na simulação. 
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Uma vez que os drenos quando formulados como elementos finitos não possuem a rigor 

dimensões não axiais, uma forma de simular drenos com grandes diâmetros seria a instalação 

de várias linhas drenantes que representem a geometria espacial do dreno vertical. Cada linha 

drenante corresponde a um conjunto de elementos tipo dreno com seus respectivos elementos 

de conexão. A Figura 6.16 mostra em planta as distribuições de linhas drenantes para 

representar os drenos verticais de raios iguais a 0,1 m; 0,25 m e 0,5 m. Nas análises observou-

se que a presença de cinco linhas drenantes é suficiente para representar a superfície livre 

gerada pelos drenos verticais estudados. 

 

Considerando-se que na formulação analítica, a previsão do adensamento radial refere-se 

ao valor médio da camada, nesta análise foi necessário escolher um ponto apropriado para a 

medição do grau de adensamento, uma vez que este varia com a distância ao dreno vertical. A 

Figura 6.16 mostra o ponto de medição do grau de adensamento radial. Este ponto foi obtido 

através da determinação do raio que corresponde a uma área de setor circular igual à metade 
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ponto de medição do grau de adensamento radial 

Figura 6.16 - Vista em planta da localização das linhas drenantes para a simulação de drenos 

verticais. 
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Figura 6.15 - Malha 3D utilizada na simulação de adensamento radial: a) isometria; b) vista lateral 

mostrando as condições de contorno. 
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do setor circular correspondente à área drenada. Desta forma, o arco determinado por este raio 

separa a área drenada em duas partes iguais.  

No início da análise, o solo se encontra totalmente saturado e o campo de poropressões 

corresponde a um estado hidrostático. Nesta etapa, as linhas drenantes já se encontram ativas 

nas posições correspondentes. A seguir, e em um tempo muito pequeno, é aplicada uma carga 

distribuída 𝑝 = 10 kPa  na superfície da camada. Este carregamento gera um excesso de 

poropressão no solo 𝑢𝑒 = 10 kPa. Posteriormente, é observada a redução no excesso de 

poropressão ao longo do tempo. Durante este período, o grau de adensamento radial é 

avaliado por meio de 𝑈𝑟 = 1 −  𝑢𝑒/𝑝. Neste caso, o grau de adensamento radial é igual ao 

total. A Figura 6.17 mostra os resultados no grau de adensamento ao longo do tempo para 

diferentes valores de 𝑛 , os quais correspondem aos raios de 0,1 m, 0,25 m e 0,5 m. Os 

resultados mostram-se bastante satisfatórios, no entanto, algumas discrepâncias se devem a 

fatores como o nível de discretização do domínio e a representação de um dreno vertical por 

um número finito de linhas drenantes. 

 

6.6 Comentários sobre a modelagem dos drenos 

Neste capítulo foi visto que os métodos embutido e semi-embutido representam 

alternativas ao método discreto na simulação de drenos pelo MEF. A abordagem pelo método 

embutido apresentada considera somente o caso em que o solo ao redor do dreno se encontre 

em estado de saturação. No entanto, a abordagem pelo método semi-embutido considera a 

possibilidade de que o solo se encontre na condição não saturada, além de aplicar, com 

facilidade condições de contorno diretamente sobre os nós dos drenos. 

Nas análises convencionais de elementos finitos, quando um dreno se encontra numa 

região de solo não saturado, tal dreno é considerado como inexistente e não intervém na 

Figura 6.17 - Comparação dos valores numéricos e analíticos dos graus de adensamento radial ao 

longo do tempo para diferentes valores de 𝑛. 
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montagem do sistema de equações. O objetivo disto é evitar a interferência da presença do 

dreno no campo de poropressões do maciço. No entanto, pelo método semi-embutido, a 

situação em que o dreno se encontra na região não saturada é abordada por meio da utilização 

de uma relação constitutiva nos elementos conectores. Esta relação pode ser estabelecida para 

reduzir ou eliminar o fluxo nestas condições. Inclusive, dado que é utilizada uma relação 

deste tipo para os elementos conectores, é possível considerar o dreno sempre em condição 

saturada. Por outro lado, foi visto que não é determinante estabelecer com precisão as 

propriedades geométricas dos elementos drenantes como a área da seção dos drenos ou dos 

elementos de conexão. Isto ocorre porque no cálculo da matriz de permeabilidade, estes 

valores são multiplicados pelo valor da permeabilidade do dreno 𝑘  ou o parâmetro 𝑘  do 

elemento conector, os quais geralmente são dados em potências de 10. 

A modelagem pelo método semi-embutido pode ser utilizada sem inconvenientes na 

simulação de drenos verticais, como foi mostrado. No entanto, dado que é de interesse avaliar 

o grau de adensamento para um dado diâmetro de dreno e sendo este bastante significativo em 

relação à região drenada, é necessário considerar o contorno inteiro do dreno através de várias 

linhas drenantes.  

De forma similar à análise de reforços pelos métodos embutido e semi-embutido, neste 

caso, é possível a aplicação das funções de interpolação pseudolinear em elementos sólidos 

quadráticos ou de ordem superior. Isto é necessário para se obter uma aproximação linear na 

interpolação dos valores de poropressão dos nós dos elementos atravessados para as posições 

de interceptação com os drenos. 
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7 Estudo do Desempenho das Inclusões 

Capítulo 7 

Estudo do Desempenho das Inclusões 

Neste capítulo são realizadas simulações pelo MEF de escavações com solo grampeado 

com vistas a se avaliar o desempenho das inclusões sob diversas configurações. Além disso, 

estas simulações pretendem mostrar a aplicabilidade do método semi-embutido. Neste 

sentido, é realizado o estudo da contenção de uma escavação, onde são analisadas diferentes 

configurações de grampos e drenos com o fim de aumentar a resistência, diminuir a 

deformabilidade do maciço e reduzir o nível do lençol freático. O desempenho das inclusões é 

avaliado em função das forças axiais desenvolvidas nos grampos e do deslocamento 

horizontal da face de escavação.  

Existem na literatura alguns estudos que analisaram diferentes configurações de reforços 

em taludes de solo grampeado, como por exemplo, os trabalhos de Lima (2002), Shiu & 

Chang (2005), dentre outros. Entretanto, estes estudos somente abordam a aplicação de 

grampos, sendo de interesse o estudo de casos nos quais seja considerada a aplicação de 

drenos sub-horizontais e a sua interação conjuntamente com os reforços no comportamento do 

talude. No estudo desenvolvido neste capítulo, é apresentada inicialmente a avaliação do 

desempenho dos grampos utilizando diversas configurações com variação do comprimento e 

da inclinação dos grampos. A seguir são estudadas diversas configurações de drenos sub-

horizontais aplicados conjuntamente com os reforços. As diversas configurações de drenos 

analisadas foram obtidas variando o comprimento dos mesmos. Por outro lado, neste tipo de 

análises onde são testadas diferentes configurações de inclusões, é de interesse que o método 

selecionado para simular as inclusões considere que estas possam atravessar os elementos 

sólidos permitindo a utilização de uma única malha de fundo. Dentre os métodos que 

permitem este tipo de análises, o método semi-embutido foi escolhido por apresentar 

características como permitir a aplicação de condições de contorno nas inclusões e também 

permitir a simulação da interface. 

O tipo de problema supracitado requer uma análise transiente de deformação e fluxo 

acoplados. Para simular o comportamento mecânico do solo é considerado o modelo 

elastoplástico BarcelonaX (Pedroso, 2006) o qual é uma extensão do modelo para solos não 

saturados Barcelona (Alonso, 1990). O comportamento hidráulico do solo foi simulado pela 
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formulação apresentada no item 3.3.  Adicionalmente, a análise por elementos finitos da 

execução de uma obra de solo grampeado requer a simulação apropriada da seqüência de 

construção. Neste sentido, devem ser considerados aspectos como a desativação dos 

elementos que representam o solo e a ativação dos elementos que representam as inclusões. 

Neste estudo foram consideradas duas seqüências de escavação. Uma para a análise do 

desempenho dos reforços e outra para a análise do desempenho dos drenos.  

Após a apresentação dos resultados dos estudos realizados, e para finalizar este capítulo, 

são realizados alguns comentários relevantes com relação aos aspectos de simulação 

utilizados e aos resultados obtidos. 

7.1 Talude hipotético utilizado nas análises 

Para realizar o estudo do desempenho de diferentes configurações de inclusões é 

considerado um talude hipotético correspondente a uma escavação vertical reforçada pela 

técnica do solo grampeado. O talude vertical em estudo é resultado de uma escavação de 9 m 

de profundidade realizada em seis camadas de 1,5 m  de espessura. Nesta escavação são 

aplicadas inclusões dispostas com espaçamentos verticais e horizontais de 1,5 m. A Figura 

7.1 mostra uma vista 2D da malha tridimensional utilizada nas análises. Esta figura mostra 

também as condições de contorno adotadas. A malha possui uma espessura de 1,5 m a qual 

corresponde ao espaçamento horizontal das inclusões, tanto drenos quanto grampos. A Figura 

7.1 ainda mostra, a título de exemplo, uma disposição das inclusões no maciço. Entretanto, 

esta disposição é variável durante as análises. 

 

Para representar o solo foram utilizados elementos hexaédricos de oito nós. Uma vez que é 

utilizado o método semi-embutido, cada inclusão é representada por um conjunto de 
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Figura 7.1 - Malha de elementos finitos do talude hipotético utilizado nas simulações. 

9
 m

 

18 m 

escavação de seis 
camadas de 1,5 m 

Nível 1: 𝑧 = 9 m 

𝑧 

𝑦 



7 - Estudo do Desempenho das Inclusões 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        129 

elementos interconectados de barra ou dreno. Neste caso, são utilizados elementos de barra de 

dois nós e elementos de dreno de dois nós. 

Nas análises que envolvem o estudo do desempenho dos reforços, considera-se que o nível 

freático se encontra na cota 𝑧 = 9 m, ou seja, abaixo do nível de escavação. Esta consideração 

é realizada porque se pretende estudar inicialmente o comportamento dos reforços livre da 

variação do nível do lençol freático, entretanto, considerando o efeito da sucção. Por outro 

lado, nas análises associadas ao estudo do desempenho dos drenos, é considerado o nível 

freático na cota 𝑧 = 17 m. Desta maneira, tem-se que parte da massa de solo a ser escavada 

encontra-se inicialmente sob o nível freático. Neste caso é considerada a aplicação de drenos 

sub-horizontais para contribuir na redução do nível do lençol freático.  

Na modelagem do solo foi considerado o modelo BarcelonaX utilizando, no possível, 

parâmetros compatíveis com a argila porosa de Brasília. Parâmetros de deformabilidade como 

os coeficientes de compressibilidade 𝜅  e 𝜆0  foram obtidos do trabalho de Chissolucombe 

(2001) que utilizou o modelo Cam-clay no estudo numérico da escavação do túnel do metrô 

de Brasília. Por outro lado, os coeficientes de compressibilidade para incrementos de sucção e 

os parâmetros 𝑟 e 𝛽 necessários à modelagem pelo modelo BarcelonaX foram arbitrados. Os 

parâmetros associados ao comportamento hidráulico, como a permeabilidade saturada 𝑘𝑠 , 

foram obtidos do trabalho de Guimarães (2002) que estudou o comportamento do solo de 

Brasília com relação ao desempenho de estacas escavadas. Este último autor, por exemplo, 

apresenta várias curvas de armazenamento obtidas para diferentes profundidades. Neste caso, 

tentou-se reproduzir a curva de armazenamento para uma profundidade de 4 m, desta forma, a 

Figura 7.2a mostra a variação do grau de saturação com a sucção adotada. A redução da 

permeabilidade com a sucção pode ser observada na Figura 7.2b. A Tabela 7.1 mostra 

resumidamente os parâmetros e constantes utilizados para o solo nas análises.  

 

  Parâmetros/Propriedades 

Solo  𝜆0 = 0,07  𝜆𝑠 = 0,02  𝑟 = 0,9  

  𝜅 = 0,014   𝜅𝑠 = 0,002  𝛽 = 0.125 kPa−1  

  𝜈 = 0,3  𝜙 = 25°  𝑘 = 0,6  

  𝐵 = 1000 §   

Fluxo  𝑘𝑠 = 10−6 m/s  𝑎 = 10  𝑏 = 1,5  

  𝑐 = 0,1  𝑚 = 10  𝑛 = 0,62  

Constantes  𝑝𝑎𝑡𝑚 = 101 kPa  𝑝𝑟𝑒𝑓 = 101 kPa  𝛾𝑤 = 9,8 kN/m3  

§: Parâmetro adicional necessário no modelo BarcelonaX 

Tabela 7.1 - Parâmetros e constantes utilizadas para simular o solo pelo modelo BarcelonaX. 
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Com relação aos reforços, são consideradas propriedades compatíveis com uma obra de 

solo grampeado convencional. Para o contato solo-reforço foram adotados valores do ensaio 

de arrancamento como o valor da resistência ao arrancamento 𝑞𝑠 = 50 kPa e o deslocamento 

associado a este igual a 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 2,5 mm. A razão entre estes dois valores determina o módulo 

da interface, neste caso 𝐾𝑒 = 20 MPa/m . Para os elementos drenantes são utilizados 

parâmetros compatíveis com os resultados obtidos no teste do item 6.5.2. A Tabela 7.2 mostra 

resumidamente os parâmetros e propriedades das inclusões.  

 

Com relação às condições iniciais, o estado inicial de poropressões corresponde a um 

estado hidrostático enquanto que o estado inicial de tensões corresponde a um estado 

geostático. Para isto foi considerado o peso específico saturado 𝛾𝑠𝑎𝑡 = 16,1 kN/m3 e o peso 

específico natural 𝛾𝑛𝑎𝑡 = 12,3 kN/m3 . Estes valores são compatíveis com os valores 

apresentados por Guimarães (2002). As tensões horizontais foram obtidas utilizando um 

coeficiente de empuxo no repouso 𝐾0 = 0,55. Adicionalmente, são consideradas uma razão 

de pré-adensamento 𝑂𝐶𝑅 = 1,4 e uma sucção máxima já atingida pelo solo igual a 𝑠𝑚𝑎𝑥 =

100 KPa. O volume específico inicial foi considerado constante 𝑣 = 2,63 correspondente a 

uma porosidade de 𝑛 = 0,62. 

Material  Parâmetros/Propriedades 

 Barras  𝐸 =  210 GPa  𝐴𝑠𝑒𝑐  =  5,1 cm2 (𝑑𝑠𝑒𝑐 = 2,54 cm) 
 

Interface  
𝐾𝑒 = 20 MPa/m  

𝑐𝑐 = 0 kPa  

𝐴𝑠𝑒𝑐  =  78 cm2 (𝑑𝑠𝑒𝑐 = 10 cm)   

𝜙𝑐 = 23°  

Drenos  𝑘 =  1 m/s   𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,01 m2 
 

Conectores  𝑘  =  1 m/s/m   𝐴𝑠𝑒𝑐  =  0,01 m2 
 

 

Tabela 7.2 - Parâmetros e propriedades das inclusões utilizados nas análises. 
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7.2 Seqüências construtivas  

Neste capítulo podem ser diferenciadas basicamente duas seqüências construtivas. A 

primeira é associada ao estudo do desempenho dos reforços e a segunda está associada ao 

estudo do desempenho dos drenos aplicados conjuntamente com os reforços. A Figura 7.3 

mostra estas duas seqüências construtivas. Nesta figura, os estágios de simulação são 

indicados por números onde os sobrescritos “+” e “−” indicam ativação e desativação de 

elementos, respectivamente. Um número com o sobrescrito “T” representa um estágio da 

análise onde somente foi aplicado tempo. 

A primeira seqüência construtiva é detalhada a seguir. A Figura 7.3a mostra esta seqüência 

construtiva envolvendo 6 camadas de escavação, 5 linhas de grampos e um total de 6 estágios. 

No primeiro estágio a primeira camada é escavada, ou seja, os elementos correspondentes a 

esta camada são desativados. A desativação destes elementos envolve a aplicação de forças na 

superfície de escavação correspondentes às tensões geradas pelos elementos escavados. Estas 

forças mobilizam tensões no maciço as quais, neste primeiro estágio, devem ser suportadas 

pelo próprio talude. Posteriormente, o segundo estágio consiste na ativação da primeira linha 

de grampos (grampos superiores) e a escavação da segunda camada por meio da desativação 

dos elementos correspondentes. Esta etapa de escavação envolve a aplicação de forças que 

mobilizam tensões no maciço e também nos reforços da primeira linha de grampos. Depois 

disto, no terceiro estágio é ativada a segunda linha de grampos e a seguir é realizada a 

escavação da terceira camada. Esta escavação mobiliza tensões no maciço e, desta vez, nos 

reforços da primeira e segunda linha. Os próximos estágios são realizados seguindo este 

padrão até concluir a altura da escavação.  

Por outro lado, a segunda seqüência construtiva mostrada na Figura 7.3b foi utilizada para 

analisar uma situação em que a escavação atinge o nível freático. Em casos como este, o 

procedimento convencional seria o de realizar o rebaixamento do lençol freático previamente 

à escavação, usando-se, por exemplo, um sistema de ponteiras verticais. Entretanto, nesta 

análise é considerada uma forma de rebaixamento por meio da aplicação de condição de 

superfície livre na face da escavação. Posteriormente, durante a escavação é considerada 

também a aplicação de drenos sub-horizontais os quais contribuem na redução do nível do 

lençol freático, se for permitido um tempo suficiente até a nova etapa de escavação. Na Figura 

7.3b pode-se observar, além da aplicação de cinco linhas de grampos, a aplicação de quatro 

linhas de drenos, completando um total de 14 estágios. Considerando o nível do lençol 

freático na cota 𝑧 = 17 m há três linhas de grampos acima e duas linhas de grampos abaixo 

do nível de água inicial. Desta forma, considera-se os três primeiros estágios da mesma forma 

que para a primeira seqüência construtiva. Depois disto, a seqüência é alterada para iniciar a 
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aplicação dos drenos sub-horizontais. Desta maneira, no quarto estágio é ativada a primeira 

linha de drenos. A ativação dos drenos envolve a consideração de condição de contorno de 

poropressão 𝑢𝑤 = 0 no extremo dos drenos correspondente à face de escavação. No quinto é 

aplicado um determinado tempo para permitir a redução do lençol freático pela ação dos 

drenos. Somente no sexto estágio é ativada a terceira linha de grampos e é realizada a 

escavação da quarta camada. Este mesmo padrão é repetido para os estágios subseqüentes até 

concluir a altura da escavação.  

 

7.3 Avaliação do comprimento dos grampos 

O primeiro estudo apresentado neste capítulo corresponde à análise de quatro 

configurações de reforços onde foram considerados comprimentos de grampos diferentes. 

Cada configuração possui cinco linhas de grampos com inclinação constante igual a 5°. Os 

diferentes comprimentos de grampos utilizados para cada configuração correspondem a 8 m, 

10 m, 12 m e 14 m. A Figura 7.4 mostra estas quatro configurações. O desempenho do talude 

reforçado é avaliado em função da deformabilidade do talude e da mobilização dos grampos. 

Para isto são avaliados os deslocamentos horizontais na face de escavação e as forças axiais 

nos reforços. A análise foi realizada utilizando a primeira seqüência construtiva detalhada no 

item 7.2, considerado um tempo de um dia para cada estágio. Entretanto, foi observado que, 

neste caso, o tempo aplicado tem um efeito mínimo no comportamento dos grampos. Isto 

ocorre porque nesta análise é considerado o nível do lençol freático abaixo do nível da 

escavação. Desta forma, a escavação das camadas altera pouco o estado de poropressões na 

região não saturada. Nestas condições, o fluxo não saturado não é determinante no 

comportamento do talude, no entanto, a sucção existente é considerada de importância uma 

vez que aumenta o efeito coesivo. 
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A Figura 7.5 e a Figura 7.6 mostram as forças axiais das cinco linhas de grampos, para os 

diversos comprimentos, obtidas após a conclusão de todo o processo de escavação. Nestas 

figuras torna-se evidente que quanto maior o comprimento dos grampos, maior é a força axial 

desenvolvida. Entre os resultados apresentados, e especialmente na quinta linha de grampos, é 

possível observar pontos com uma rápida mudança nas forças axiais. Este efeito está 

associado com a localização dos pontos de interseção entre a barra e o elemento sólido. 

Quando se têm pontos de interseção muito próximos de um nó de canto, obtém-se um 

segmento de reforço muito pequeno que é causa de tais descontinuidades. Uma vez que os 

grampos são mobilizados, em parte, em função dos deslocamentos dos elementos 

atravessados, as forças axiais dos segmentos ao longo do grampo podem apresentar algumas 

mudanças, algumas vezes abruptas, de acordo como o campo de deslocamentos dos elementos 

sólidos. Entretanto, quanto mais refinada é a malha, menor é este efeito. 

 
Figura 7.5 - Forças axiais nos grampos nas configurações com comprimentos de 6 m e 8 m. 
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Figura 7.4 - Configurações utilizadas no estudo de diferentes comprimentos de grampos. 
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A configuração de grampos com comprimento igual a 12 m  apresentou maiores tensões 

cisalhantes no contato em relação às outras configurações. A Figura 7.7a mostra os valores de 

tensão cisalhante desenvolvidos nos contatos solo-grampo desta configuração comparados 

com os valores de resistência do contato. Neste caso, observa-se que as tensões cisalhantes na 

maior parte dos contatos, para as cinco linhas de grampos, se encontram ainda abaixo da 

resistência do contato, entretanto, existem algumas poucas regiões que já atingiram ruptura. O 

valor da resistência no contato é calculado em função da tensão normal média ao reforço e os 

parâmetros de resistência do próprio contato. Na Figura 7.7a é possível observar que a 

resistência do contato para as cinco linhas de grampos se mantém aproximadamente constante 

e ao redor dos 50 kPa. Uma vez que a resistência do contato está associada diretamente com o 

valor da resistência ao arrancamento 𝑞𝑠 , é possível concluir que o valor de 𝑞𝑠 , para uma 

escavação vertical, se mantém aproximadamente constante mesmo para diversas 

profundidades. Na Figura 7.7b são mostrados os deslocamentos horizontais da face de 

escavação para as quatro configurações analisadas após a conclusão do processo de 

escavação. Nesta figura pode-se observar que quanto maiores os comprimentos dos grampos 

menores deslocamentos horizontais são obtidos. 

O desenvolvimento de maiores forças axiais nos grampos é associado a um melhor 

desempenho destes uma vez que são assimiladas maiores deformações provenientes do 

maciço. Por outro lado considera-se benéfico reduzir, no que for possível, o desenvolvimento 

de deslocamentos horizontais na face de escavação do talude. Neste sentido, atribui-se um 

melhor desempenho à configuração de grampos que fornece menores deslocamentos 

horizontais. Considerando estes aspectos, conclui-se que a quarta configuração, constituída 

por grampos de 12 m, apresentou melhor desempenho com relação às outras configurações.  

 

Figura 7.6 - Forças axiais nos grampos nas configurações com comprimentos de 10 m e 12 m. 
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Em geral, existe a tendência que quanto maior é o comprimento do grampo, maior é o 

desempenho deste. No entanto, esta característica tende a apresentar um limite. Por exemplo, 

a variação existente entre as forças axiais das configurações com 10 m e 12 m (Figura 7.6) é 

pequena com relação à variação entre as configurações de 6 m  e 8 . Entretanto, os 

comprimentos a serem adotados em obra devem ser avaliados também em função de aspectos 

como economia, disponibilidade de materiais, uso da obra, dentre outros.  

7.4 Avaliação da inclinação dos grampos 

Este estudo corresponde à análise de quatro configurações de reforços onde foram 

consideradas diferentes inclinações para os grampos. Cada configuração é constituída de 

cinco linhas de grampos com comprimento igual a 8 m. As inclinações analisadas em cada 

configuração correspondem a ângulos de 0°, 5°, 10° e 15°. A Figura 7.8 mostra as quatro 

configurações analisadas. A análise comparativa do desempenho dos grampos é realizada em 

função dos deslocamentos na face de escavação e as forças axiais obtidas nos reforços. A 

análise foi realizada utilizando a primeira seqüência construtiva detalhada no item 7.2 

considerado um tempo de um dia para cada estágio.  

A Figura 7.9 e a Figura 7.10 mostram as forças axiais nas cinco linhas de grampos para as 

quatro configurações analisadas após a conclusão do processo de escavação. Neste caso, pode 

ser observado que os grampos horizontais desenvolveram maiores forças axiais. Isto 

corresponde à tendência de movimento horizontal do talude. Para maiores inclinações é 

observada redução progressiva nos valores de tensão axial de tração nos reforços. Embora os 

grampos horizontais apresentem melhor desempenho, é necessário considerar em obra uma 

inclinação suficiente para garantir a adequada aplicação da calda de cimento.  

Figura 7.7 - Resultados das análises: a) tensão cisalhante e resistência no contato na para a 

configuração com comprimentos de grampos de 12 m; b) resultados do deslocamento horizontal 
da parede após escavação para as quatro configurações analisadas. 
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Adicionalmente, foi observado que a configuração de grampos horizontais apresentou 

maiores tensões cisalhantes no contato em relação às outras configurações. A Figura 7.11a 

mostra os valores de tensão cisalhante desenvolvidos nos contatos solo-grampo desta 

configuração comparados com os valores de resistência do contato. Neste caso, é possível 

observar que algumas regiões dos contatos, das cinco linhas de grampos, atingiram ruptura. 

A Figura 7.11b mostra os deslocamentos horizontais da face do talude obtidos para as 

quatro configurações analisadas após a conclusão do processo de escavação. Neste caso, é 

possível observar que quanto menor a inclinação dos reforços, menores são os deslocamentos 

horizontais na face do talude. Isto ocorre porque, devido ao processo de escavação, o talude 

tende a apresentar deslocamentos horizontais. Desta maneira, os reforços horizontais tendem a 

conter de maneira mais direta o movimento do talude. 

 
Figura 7.9 - Forças axiais nos grampos nas configurações com inclinações de 0° e 5°. 
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Figura 7.8 - Configurações utilizadas no estudo de diferentes inclinações de grampos. 

Inclinação: 0° Inclinação: 5° 

Inclinação: 15° Inclinação: 10° 
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7.5 Avaliação do comprimento dos drenos 

Este estudo corresponde à análise da escavação de um talude vertical onde é considerada a 

instalação de drenos sub-horizontais para reduzir o nível do lençol freático previamente à 

instalação dos grampos. Neste estudo é considerado que o nível freático se encontra na cota 

𝑧 = 17 m. A configuração dos reforços foi considerada constante enquanto são analisadas três 

configurações de drenos. A configuração dos reforços é constituída por cinco linhas de 

grampos horizontais de 8 m  aplicados na metade da altura de cada camada. Dada esta 

configuração dos reforços e o nível do lençol freático, há duas linhas de grampos, 

correspondentes à quarta e à quinta linha que se encontram abaixo do nível inicial do lençol 

freático. Neste caso foram aplicadas de quatro linhas de drenos sub-horizontais. Os drenos de 

todas as configurações foram considerados com uma inclinação de 5° e foram localizados na 

parte inferior das camadas correspondentes. No extremo dos drenos, coincidente com a face 
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Figura 7.10 - Forças axiais nos grampos nas configurações com inclinações de 10° e 15°. 
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de escavação, foi considerado condição de contorno de superfície livre. As diferentes 

configurações de drenos analisadas correspondem a comprimentos de 8, 11 e 14 m como é 

mostrado na Figura 7.12. 

 

 De forma similar às análises anteriores, a análise comparativa do desempenho dos drenos 

é realizada em função dos deslocamentos na face de escavação e as forças axiais obtidas nos 

reforços. Adicionalmente foi verificada a redução do nível do lençol freático. 

A seqüência construtiva utilizada neste estudo corresponde à segunda seqüência descrita 

no item 7.2. Para os estágios que somente envolvem a aplicação de reforços, ou seja, até a 

escavação da terceira camada, foi considerado um tempo de um dia. Já no estágio 

correspondente à instalação das linhas de drenos sub-horizontais foi considerado em um 

tempo bem curto, no entanto, foi considerado um tempo de dois dias para permitir a drenagem 

após a ativação de cada linha de drenos. Desta maneira é garantida a redução do lençol 

freático previamente à instalação dos grampos, de modo que estes últimos se encontrem fora 

da região saturada. 

A Figura 7.13a, a Figura 7.13b e a Figura 7.14a mostram as forças axiais desenvolvidas 

nos grampos para as três configurações de drenos após 15 dias da conclusão do processo de 

escavação e a aplicação da última linha de drenos. Os resultados para as forças axiais não 

apresentam uma clara tendência. Por exemplo, as forças axiais máximas desenvolvidas em 

cada linha de grampos se mantiveram semelhantes para as três configurações. Por outro lado, 

a Figura 7.14b mostra os deslocamentos horizontais obtidos na face de escavação para os três 

casos analisados. Neste caso, para maiores comprimentos de drenos os deslocamentos da face 

foram levemente maiores. Isto está associado à maior consolidação da região drenada quando 

os drenos possuem maior comprimento. 
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Figura 7.12 - Configurações utilizadas no estudo do desempenho dos drenos. 

grampo 
dreno 
nível freático 



7 - Estudo do Desempenho das Inclusões 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        139 

Uma vez que as forças axiais não apresentam um padrão bem definido, um dos critérios 

para a determinação do comprimento de dreno a ser adotado pode ser dado em função de 

deslocamentos horizontais máximos predefinidos. Em geral, considera-se de maior 

importância a drenagem da região reforçada. 

 

 

A Figura 7.15 mostra a superfície freática e as distribuições de poropressão para as 

configurações de drenos correspondentes a 8 m e 14 m após 15 dias da instalação da última 

linha de drenos, uma vez que, neste tempo foi atingida a condição estacionária. Nesta figura é 

importante observar que a superfície freática acompanha aproximadamente a inclinação do 

dreno inferior. Segundo estes resultados, pode-se observar que os drenos superiores não têm 

contribuição após a etapa de construção, no entanto, estes podem ser úteis posteriormente 

numa eventual elevação do lençol freático ou no entupimento da última linha de drenos. 

 

 

 

 

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

0 2 4 6 8

comprimento: 14 m

1ra linha

2da linha

3ra linha

4ta linha

5ta linha

Figura 7.14 - Força axial nos grampos correspondente à terceira configuração de drenos (a) e 
resultados do deslocamento horizontal da parede após escavação para as três configurações (b). 

 

 

 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

-16 -12 -8 -4 0

8 m

11 m

14 m

E
le

v
aç

ão
 d

a 
p

ar
ed

e 
(m

) 

Deslocamento horizontal (cm) 

(a) (b) 

F
o

rç
a 

ax
ia

l 
(k

N
) 

Comprimento do grampo (m) 
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configuração. 

 

 

 

 

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

0 2 4 6 8

comprimento: 8 m

1ra linha

2da linha

3ra linha

4ta linha

5ta linha

F
o
rç

a 
ax

ia
l 

(k
N

) 

Comprimento do grampo (m) 
 

 

 

 

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

0 2 4 6 8

comprimento: 11 m

F
o
rç

a 
ax

ia
l 

(k
N

) 

Comprimento do grampo (m) 

(a) (b) 



7 - Estudo do Desempenho das Inclusões 

Análise Tridimensional de Estruturas Geotécnicas Submetidas a Reforço e Drenagem – Raul Durand        140 

 

7.6 Comentários com relação às análises realizadas 

Neste capítulo foram estudadas diferentes configurações de inclusões com a finalidade de 

avaliar o desempenho destas. O desempenho das inclusões foi avaliado em função das forças 

axiais desenvolvidas nos grampos e os deslocamentos horizontais da face de escavação. No 

entanto, um estudo mais amplo poderia incluir a avaliação do cálculo do fator de segurança do 

talude associado a cada configuração. 

Nas análises realizadas tentou-se reproduzir vários aspectos associados a uma obra em solo 

grampeado. Existem, contudo, alguns aspectos que não foram levados em conta neste estudo. 

Por exemplo, durante as simulações não foi considerada a presença do faceamento. No 

entanto, foi considerada uma conexão rígida entre o reforço e a face de escavação. Por outro 

lado, Sivakumar Babu et al. (2002) concluem que a simulação da espessura do faceamento 

não tem uma influência significativa. 

Baseado nas análises apresentadas neste capítulo, pode-se observar que os métodos 

desenvolvidos para a análise de inclusões abrem um caminho amplo no estudo do 

comportamento de obras de contenção como o solo grampeado. Por exemplo, foi mostrada a 

possibilidade de estudar a aplicação conjunta de reforços e drenos com diversas configurações 

e com diversas seqüências construtivas. Neste tipo de estudos podem ser avaliados aspectos 

como deslocamentos do maciço, forças axiais nos grampos, tensões cisalhantes nos contatos 

solo-grampo, redução do lençol freático, etc.  

 

 

  

Figura 7.15 - Superfície freática incluindo o campo de poropressões para as análises realizadas 

com drenos de 8 m e 14 m. 

Análise com drenos de 14 m. Análise com drenos de 8 m. 
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8 Conclusões 

Capítulo 8 

Conclusões  

A finalidade deste trabalho foi o desenvolvimento e a implementação de métodos de 

análise de inclusões lineares tais como reforços e drenos utilizando o MEF. A ferramenta 

numérica desenvolvida permite a simulação conjunta de reforços e drenos por meio de uma 

análise de deformação e fluxo acoplados. Dado o efeito dos reforços na deformabilidade do 

maciço e, dos drenos na redução do nível do lençol freático, tornou-se necessário também o 

estudo da modelagem do solo na condição não saturada. Uma característica procurada neste 

trabalho, com relação à simulação de inclusões, foi o estudo de métodos que permitam a 

utilização de uma única malha de fundo para testar diferentes configurações de inclusões no 

maciço. Estes métodos são posteriormente aplicados no estudo do comportamento de 

estruturas reforçadas pela técnica denominada de solo grampeado. Este capítulo mostra as 

principais conclusões obtidas neste trabalho e também as recomendações sugeridas para 

pesquisas futuras.  

8.1 Conclusões 

As conclusões foram divididas em duas partes. A primeira parte refere-se aos métodos 

utilizados para a simulação de reforço e drenagem pelo MEF. A segunda parte refere-se às 

conclusões associadas com a aplicação dos métodos em simulações da técnica do solo 

grampeado. 

8.1.1 Com relação à metodologia utilizada 

A implementação computacional do modelo BarcelonaX (Pedroso, 2006) é mais simples 

quando comparada com a implementação do modelo básico de Barcelona (Alonso et al., 

1990). O modelo Barcelona é bastante simples e capaz de simular certas características dos 

solos parcialmente saturados. A desvantagem da formulação apresentada no modelo 

Barcelona, do ponto de vista de implementação computacional, é a definição de duas 

superfícies de plastificação no espaço das tensões e da sucção, sendo que estas duas 

superfícies devem ter evolução acoplada. No entanto, é possível formular uma única 

superfície como apresentado pelo modelo BarcelonaX. 
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O método de interpolação pseudolinear constitui-se como uma alternativa à interpolação 

convencional de valores nodais quando se pretende calcular o valor de uma variável no 

interior de um elemento. Nos métodos formulados (embutido e semi-embutido) é necessária a 

avaliação de variáveis como deslocamentos ou poropressões no interior do domínio de um 

elemento sólido. Em certos casos, os resultados obtidos por interpolação convencional no 

interior do elemento podem apresentar valores inesperados. Um exemplo disto é a 

possibilidade de obter valores internos negativos gerados a partir de valores nodais positivos e 

vice-versa. Nestes casos, a interpolação pseudolinear de valores nodais apresentada neste 

trabalho constitui-se como uma alternativa às funções de interpolação convencional, uma vez 

que, tende a fornecer uma variação linear entre os nós dos elementos. 

O algoritmo apresentado para a determinação dos pontos de interseção das inclusões com 

a malha de elementos finitos representa um método eficiente e de uso geral. Um 

procedimento convencional baseado na Geometria Analítica torna-se pouco aplicável, 

complexo e propenso a múltiplos erros, dado que requer a avaliação das múltiplas situações 

de interseção existentes. No entanto, no algoritmo apresentado, a determinação dos pontos de 

interseção é bastante simplificada por meio do auxílio da denominada função de localização. 

Em resumo, pode-se dizer que este algoritmo é simples, rápido e seguro. 

O método de extrapolação local apresentado é apropriado para a determinação de 

valores no interior de um elemento em casos em que a extrapolação global é proibitiva. 

Casos como a determinação dos valores nodais da malha inteira a partir dos valores 

calculados nos pontos de integração requerem um processo de extrapolação global. No 

entanto, há casos em que é necessário obter os valores nodais de um dado elemento para um 

uso limitado. Neste caso, a quantidade de cálculos desnecessários na extrapolação global 

justifica o uso da extrapolação local. Neste trabalho, o processo de extrapolação local é 

formulado a partir de um processo de minimização que garante certo nível de acurácia. 

Os métodos de análise de inclusões formulados neste trabalho são independentes da 

dimensão do espaço, do tipo de elementos da malha e dos modelos constitutivos utilizados. 

Os métodos que permitem que os reforços atravessem os elementos sólidos, por exemplo, 

podem ser aplicados em malhas 2D e 3D constituídas por diversos tipos de elementos sólidos. 

Adicionalmente, diversos modelos constitutivos para simular o solo, as inclusões e as 

interfaces podem ser utilizados. 

Os métodos para a simulação de inclusões formulados neste trabalho não demandam 

maior tempo de análise. No método embutido, por exemplo, uma vez definida a posição dos 

reforços, estes são divididos em segmentos e são levados em conta por meio dos elementos 

atravessados pela inclusão sem acrescentar o número de graus de liberdade do sistema. Já no 
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caso do método semi-embutido, após a definição dos reforços, os elementos de barra e de 

interface são gerados dinamicamente acrescentando somente os graus de liberdade 

correspondentes aos nós dos elementos de barra. Estes graus de liberdade adicionais não 

representam uma quantidade que possa alterar o tempo de solução do sistema de forma 

significativa. 

O método semi-embutido apresentado permite a simulação da interface entre as inclusões 

e o solo. No caso de reforços, os elementos de interface representam o comportamento 

mecânico do contato existente entre o reforço e os elementos sólidos. Desta forma, é possível 

elaborar um determinado modelo constitutivo que possa simular o deslizamento relativo e 

ruptura no contato. No caso de elementos drenantes, a interface representa o comportamento 

hidráulico do contato. Esta interface, por meio do modelo atribuído, pode ser utilizada para 

reduzir ou eliminar a passagem do fluido do dreno em direção ao solo. 

O método semi-embutido permite a aplicação de condições de contorno sobre as 

inclusões. O método semi-embutido é um dos métodos que permite a análise de diferentes 

configurações de inclusões no maciço sem precisar refazer a malha de elementos finitos. Este 

método utiliza elementos reais para representar as inclusões, diferentemente do método 

embutido o qual utiliza elementos fictícios. Desta maneira, no método semi-embutido, os nós 

dos elementos de inclusão permitem a aplicação de condições de contorno. Esta característica 

permite a aplicação de forças ou deslocamentos impostos em reforços e de volumes ou 

poropressões impostas em drenos. 

Recomenda-se o método semi-embutido, ao invés do método embutido, na análise de 

reforços. No método embutido, resultados de força axial ao longo dos reforços podem 

apresentar picos e oscilações. Por outro lado, o método semi-embutido inclui elementos de 

interface que permitem uma variação mais apropriada das forças axiais no reforço. 

Adicionalmente, neste método, os segmentos de barras contidas nos elementos sólidos são 

conectados entre si, resultando em um comportamento mais solidário do reforço.  

Os métodos para simular elementos drenantes tendem a representar uma condição de 

superfície livre ao longo do domínio dos drenos. Dada uma condição de superfície livre num 

dos extremos do dreno e dado que os valores de permeabilidade atribuídos para os drenos são 

muito superiores aos atribuídos para o solo, os drenos tendem a representar uma condição de 

superfície livre. Esta característica é verificada utilizando-se o método semi-embutido através 

de exemplos de validação. 

Em alguns casos é necessária a aplicação de várias linhas drenantes para representar a 

aplicação de um único dreno em campo.  Quando o corpo do dreno a ser simulado possui um 

volume considerável com relação ao volume drenado, como acontece no caso de drenos 
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verticais de areia, é necessária a aplicação de várias linhas drenantes para representar a 

constituição espacial do dreno. Estas linhas drenantes devem estar dispostas de maneira a 

representar a superfície do dreno de areia, por exemplo, de forma a simular uma condição de 

superfície livre similar à gerada em campo. 

O método semi-embutido pode ser aplicado na simulação de drenos para diferentes 

condições de saturação do solo. É possível que os drenos tenham diversas posições com 

relação ao nível freático existente no talude. Estes podem se encontrar na região saturada ou 

não saturada. Análises convencionais de elementos finitos consideram os drenos na região 

não saturada como inexistentes. No entanto, através do método semi-embutido, é possível 

simular a transição de uma situação para outra através da modelagem dos drenos e dos 

elementos conectores. 

8.1.2 Com relação às análises de solo grampeado 

Com o objetivo de obter melhores previsões de deformabilidade de um talude em 

escavação, recomenda-se o uso de modelos elastoplástico para simular o solo. Análises 

realizadas utilizando um modelo constitutivo que possui um comportamento elástico linear 

podem fornecer informações preliminares. Entretanto, os resultados de deformabilidade assim 

obtidos não se mostram compatíveis com os observados em campo.  

A modelagem de problemas de deformação e fluxo acoplados por meio de modelos de 

solos não saturados demanda um tempo computacional consideravelmente mais longo. Por 

exemplo, na utilização do modelo Barcelona (Alonso et al., 1990), muito tempo é dedicado à 

integração da relação constitutiva, onde é necessária múltiplas avaliações das matrizes 

elastoplasticas. 

A inclinação dos grampos influencia no comportamento do talude. Quanto maior a 

inclinação dos grampos, menores são as forças axiais desenvolvidas nos grampos, reduzindo o 

efeito estabilizante. Desta forma, na simulação de um talude reforçado, é recomendável 

analisar o maior número de configurações de forma a obter a configuração na qual os reforços 

são mobilizados dentro dos limites desejados. 

As previsões de força axial nos reforços através do método semi-embutido são 

dependentes dos parâmetros da interface. O nível de transmissão de deformações por parte 

dos elementos sólidos atravessados para os reforços é dependente dos parâmetros da interface. 

Por exemplo, quanto maior a rigidez da interface, maiores são os valores de forças axiais nos 

reforços. Por esta razão, com o objetivo de realizar uma análise mais refinada, é recomendada 

a obtenção acurada dos parâmetros da interface a partir de ensaios de arrancamento. 
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Nos casos analisados, a resistência do contato solo-grampo permaneceu 

aproximadamente constante para diversas profundidades. A resistência do contato é função 

dos parâmetros de resistência como coesão e ângulo de atrito do contato e da tensão normal 

ao reforço. Esta tensão normal é calculada em função do estado de tensões do solo que, por 

sua vez, vária ao longo do processo de escavação. Para as diversas configurações de reforço 

analisadas, em um talude vertical de 9 m de altura, obteve-se que, embora o estado de tensões 

mude com a escavação, os valores de tensão normal aos reforços se mantiveram 

aproximadamente constantes para diversas profundidades. Por está razão, os valores de 

resistência do contanto nos grampos permaneceram, também, aproximadamente constantes. 

Uma vez que a resistência do contato está diretamente associada com o valor da resistência ao 

arrancamento 𝑞𝑠 , pode-se concluir, a partir dos resultados obtidos, que o valor de 𝑞𝑠  apresenta 

pouca variação com a profundidade. 

As linhas de drenos superiores utilizadas na técnica do solo grampeado indicaram 

desempenho insignificante. Após a instalação dos drenos, o nível da água, eventualmente, 

torna-se reduzido até a altura do dreno inferior, deixando os drenos superiores sem utilidade. 

Isto é consistente com os estudos realizados por Martin et al. (1994) e por Rahardjo et al 

(2003). Neste caso, tem-se que o solo acima dos drenos inferiores normalmente se encontra 

com poropressão negativa. Desta forma, em casos de obras provisórias ou naquelas onde as 

condições climáticas garantem uma baixa variação do nível do lençol freático, torna-se 

possível considerar a sucção para efeitos de projeto. 

A redução do nível do lençol freático deve ser realizada por meio da aplicação de drenos 

sub-horizontais na parte mais baixa do talude. Dado que o nível freático se reduz até a altura 

do dreno inferior, os drenos sub-horizontais devem ser instalados na parte mais inferior 

possível do talude. 

Os métodos embutido e semi-embutido permitem obter com relativa facilidade a 

configuração ótima de inclusões num maciço. Uma vez que estes métodos permitem que os 

reforços sejam aplicados na análise após a definição da malha de elementos finitos, é possível 

utilizar uma única malha de fundo e testar diferentes configurações de inclusões até obter a 

configuração ótima com relação a aspectos como economia, tempo de execução, processos 

construtivos, etc. 

8.2 Recomendações para pesquisas futuras 

Recomenda-se a incorporação de resistência à flexão nos elementos de reforço. Foi visto 

que os reforços são pouco mobilizados por flexão. No entanto, ampliar os métodos estudados 

para considerar rigidez à flexão permitiria a realização de análises mais acuradas.  
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Recomenda-se a ampliação dos métodos propostos para a simulação de reforços planos. 

Os métodos estudados somente incluem a simulação de reforços lineares, no entanto, muitas 

aplicações na Geotecnia consideram reforços como telas ou membranas geossintéticas.  

Recomenda-se o desenvolvimento de métodos para a simulação de outros tipos de 

drenagem. Obras de contenção como o solo grampeado empregam técnicas adicionais de 

drenagem além da aplicação de drenos sub-horizontais. Tais técnicas incluem o uso de mantas 

drenantes ou drenos de paramento. A simulação destas técnicas de drenagem permitiria uma 

representação mais acurada da drenagem no talude. 

Recomenda-se complementar este estudo por meio da determinação do fator de segurança 

com técnicas baseadas no MEF. Os casos estudados neste trabalho são avaliados em função 

da deformabilidade do talude e da redução do nível do lençol freático. No entanto, esta 

avaliação pode ser mais rigorosa se for incluído o cálculo do fator de segurança do talude. 

Recomenda-se que a obtenção deste fator seja baseada no MEF, dado que é possível 

considerar o estado atual de tensões e poropressões. 

Recomenda-se o estudo da variação do valor da resistência ao arrancamento da interface 

com a profundidade. Das análises realizadas foi concluído que a resistência ao arrancamento 

apresenta pouca variação com a profundidade. No entanto, neste trabalho somente foram 

estudadas escavações verticais. Desta forma, recomenda-se o estudo deste parâmetro em 

taludes com outras geometrias. 

Recomenda-se estudar o efeito do faceamento em obras de escavação e reforço como o 

solo grampeado. Uma das utilidades do faceamento em obras de solo grampeado é de conter 

o solo da face de escavação. No entanto, recomenda-se estudar se este desempenha uma 

função estrutural considerável, uma vez que, a cabeça dos grampos é fixada no faceamento. 

Adicionalmente, recomenda-se, nas simulações, o uso de elementos de interface no contato da 

face com o talude. 

Recomenda-se o estudo de poços verticais. Este trabalho contempla a simulação de drenos 

verticais, no entanto, a extensão dos métodos estudados para sua aplicação na simulação de 

poços verticais requer testes de validação com soluções analíticas. 

Recomenda-se realizar um estudo comparativo de resultados de análises 3D e 2D. Este 

trabalho aborda a análise de inclusões em condições tridimensionais. A realização de um 

estudo comparativo entre análises 3D e 2D torna-se particularmente útil para indicar até que 

ponto as análises bidimensionais de estruturas reforçadas podem ser consideradas 

satisfatórias. 

Recomenda-se realizar uma análise comparativa com resultados obtidos por meio de 

técnicas baseadas no método de equilíbrio limite. Neste trabalho, as técnicas estudadas para a 
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simulação de inclusões são baseadas no MEF. A realização de um estudo comparativo entre 

as duas abordagens seria útil para indicar até onde os dois tipos de análises fornecem 

resultados compatíveis. 

Recomenda-se a aplicação das técnicas estudadas no estudo de taludes inclinados e 

escalonados. Neste trabalho foi estudado o desempenho de diferentes configurações de 

inclusões em um talude hipotético vertical. Desta forma, recomenda-se ampliar este estudo 

para outras geometrias como taludes inclinados e escalonados. 

Recomenda-se a aplicação das técnicas estudadas na simulação de obras reais 

monitoradas de solo grampeado. A aplicação em casos reais representa a maior utilidade dos 

métodos estudados. Além disso, os resultados destas análises podem fornecer importantes 

informações as quais podem contribuir no aperfeiçoamento destes métodos. 
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