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RESUMO

ESTUDO COMPARATIVO ANALITICO-NUMERICO DE VIBRACOES LIVRES E
LIVRES ACOPLADAS FLUIDO - ESTRUTURA EM CASCAS CILINDRICAS

Autor: Alejandro Augusto Ospina Lopez

Orientador: Lineu José Pedroso, Dr. Ing.

Programa de Pos-graduacgdo em Estruturas e Construcéo Civil
Brasilia, Abril 16 de 2014

Neste trabalho estuda-se o comportamento dindmico de cascas cilindricas em vibracGes livres e
vibracg6es livres considerando o acoplamento fluido-estrutura.

O estudo das caracteristicas dos movimentos vibratorios destas estruturas cilindricas, onde a
influéncia das restricbes na sua vinculacdo e o acoplamento com o meio fluido representam
parametros importantes para a compreensdo geral dos fundamentos do seu comportamento.
Tais fatores se observam nas aplicacdes industriais, quando se deve evitar efeitos destrutivos
como a ressonancia, assim como garantir o desempenho da estrutura de modo a satisfazer as

exigéncias necessérias evitando acidentes com incidéncias ambientais, sociais e econdmicas.

As solucBes analiticas para a vibragdo livre de cascas circulares sdo obtidas considerando o
campo de deformacdes proposto pela teoria de Donnell. Foram estudadas diferentes condigdes
de contorno, modeladas por funcbes de viga, sendo que os deslocamentos da superficie media

sdo assumidos como expanses modais de fungdes trigonométricas.

No estudo do Fluido acustico (cavidade cilindrica) efeituou-se a solucdo da equacdo da onda
mediante 0 método de separacdo de varidveis, Quanto a andlise das vibracGes acopladas fluido-
estrutura, aplicou-se um método pseudo-acoplado, onde implementou-se um fator de massa
adicional de fluido na equacdo de movimento.

Em todas as analises realizadas, utilizou-se o software ANSYS, baseado no método numérico
dos elementos finitos. Posteriormente com os resultados obtidos, procedeu-se um estudo

comparativo analitico e numérico que mostra uma boa aproximacao.

Vi



ABSTRACT

ANALYTICAL-NUMERICAL COMPARATIVE STUDY OF FREE VIBRATION AND
FREE COUPLING FLUID-STRUCTURE IN CYLINDRICALS SHELLS

Author: Alejandro Augusto Ospina Lopez

Supervisor: Lineu José Pedroso, Dr. Ing.
Postgraduate Program in Structures and Construction
Brasilia, April 16 of 2014

In this paper we study the dynamic behavior of cylindrical shells in free vibration and free
vibration considering the fluid-structure coupling.

The study of the characteristics of vibratory movements of these cylindrical structures,
including the influence of the restrictions on its binding and coupling with the fluid medium are
important parameters for the general understanding of the fundamentals of their behavior. Such
factors are observed in industrial applications, when to avoid destructive effects such as
resonance, as well as ensure the performance of the structure in order to meet the necessary

requirements avoiding accidents with environmental, social and economic implications.

The analytical solutions for the free vibration of circular shells are obtained considering the
strain field theory proposed by Donnell. Different boundary conditions, modeled by beam
functions, and the average surface displacements are assumed to modal expansions of

trigonometric function were studied.

The study of acoustic fluid (cylindrical cavity) was done by the solution of the wave equation
using the method of separation of variables, for the analysis of the vibrations coupled fluid-
structure applied a pseudo-coupled method, which implemented a factor additional mass of

fluid in the radial coordinate movement.
In all analyzes, we used the ANSYS software based on numerical finite element method. After

these results proceeded a comparative study between analytical and numerical data which

shows a good approximation.
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1 INTRODUCAO

Cilindros de paredes finas sdo elementos estruturais de utilizag&o frequente nas diversas
areas tecnologicas das engenharias civil, mecanica, quimica e naval, assim como nas industrias
aerondutica e aeroespacial. Tais elementos estruturais apresentam propriedades intrinsecas de
leveza e resisténcia, sendo amplamente utilizados em certos equipamentos onde o reduzido
peso da estrutura € essencial. Alguns exemplos de estruturas cilindricas sujeitas a solicitacbes
de natureza dindmica podem ser observados na Figura 1.1.

(a) Reservatério Cilindrico (b) Nucleo Reator (c) Foguete espacial

Figura 1.1 - Exemplos de estruturas cilindricas sujeitas a solicitaces de natureza dinamica.
Fontes: (a) Terrapower, (b) www.rplreservatorios.com.br,

(c) nasa.glennresearchcentercollection

Movimentos vibratérios dependentes do tempo sdo gerados em uma casca sempre que
ouver uma perturbacdo de sua posicdo de equilibrio estavel. Se estes movimentos ocorrem na
auséncia de cargas externas, eles séo clasificados como vibragdes "livres”. Por outro lado, se
estes movimentos sdo criados por cargas externas dependentes do tempo, eles sdo referidos
como vibragdes forcadas.

Uma casca cilindrica, uma vez que é um exemplo de um corpo elastico, é constituida por

um namero infinito de particulas de massa. Como conseqiiéncia, quando colocada em


http://www.dvidshub.net/tags/image/nasa
http://www.dvidshub.net/tags/image/glennresearchcentercollection

movimento possui um ndmero infinito de graus de liberdade. Assim, sua resposta a uma
perturbacdo pode ser analisada em um ndmero infinito de movimentos periddicos, que sdo
referidos como os seus modos normais de vibracdo livre. Cada um desses modos normais tem

uma frequéncia natural associada a respectiva vibracao livre.

A grande vantagem da casca cilindrica, além da facilidade de fabricacdo, é sua
capacidade de resistir a carregamentos axiais € a pressdes internas através de esforcos de
membrana, 0 que permite a construcdo de estruturas bastante leves e esbeltas. Os esforcos de
flexdo, quando presentes, permanecem em geral restritos a pequenas regides proximas dos
apoios. Embora tais estruturas tenham uma forma geométrica simples, podem apresentar um

comportamento dindmico complexo devido a sua ampla variedade de combinag¢6es modais.

1.1 JUSTIFICATIVA

Muitas solicitacbes dinamicas podem provocar esforcos ou deformacdes que excedem 0s
limites tolerveis de resisténcia e o bom funcionamento destas estruturas, causando a
deterioracdo ou mesmo o colapso. Portanto, o conhecimento das vibracdes livres de cascas
cilindricas finas é importante para a compreensdo geral do seu desempenho nas aplicagdes
industriais. Com isso, se reduz ou se evita os efeitos indesejaveis como a ressonancia, além de
permitir um desempenho satisfatério de acordo com as exigéncias normativas de
comportamento.

Deve ser considerando também a necessidade de se prevenir acidentes com incidéncias
ambientais, sociais e econdmicas. Tais efeitos sdo encontrados no funcionamento de
componentes de centrais nucleares, reservatorios de liquidos, containers de armazenamento,
vasos sob pressdo e circuitos tubulares, sendo estes caracterizados por serem cascas cilindricas

submetidas a solicitacdes de natureza dinamica.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo geral

o Estudo de vibragdes livres e vibracoes livres na condicdo acoplada fluido-estrutura para

0 sistema casca cilindrica-cavidade acustica.



1.2.2 Objetivos especificos

o Obter as solucbes analiticas e numéricas de vibragdes livres de cascas cilindricas sob a

influéncia de diferentes condicdes de contorno.

o Analisar os resultados analiticos e numéricos de vibracgdes livres em cavidade acustica

com geometria cilindrica.

o Investigar através de abordagens numeéricas e analiticas a natureza dos efeitos da

interacdo fluido-estrutura em cascas cilindrica-cavidade acustica.

1.3 METODOLOGIA

Para a andalise da vibracdo livre da estrutura casca cilindrica, parte-se da formulacéo
presente na teoria linear de cascas cilindricas finas proposta por Donnell (1976), e utiliza-se
para satisfazer as condicdes de contorno func¢des modais de viga.

Quanto a analise da cavidade utiliza-se 0 método de separacdo de varidveis para a solucéo
da equacdo da onda em coordenadas cilindricas, a qual constitui a base tedrica para o estudo do
fendbmeno de vibracdo livre em fluidos acusticos, obtendo-se por meio desta solucdo as

frequéncias naturais e o campo de pressdes no volume de fluido.

Finalmente estuda-se o caso onde acopla-se casca cilindrica e cavidade acustica,
implementa-se 0 método pseudo-acoplado, onde um fator de massa virtual de fluido é
adicionado nas equacdes de movimento na direcao radial.

Para um melhor entendimento da metodologia aqui proposta, apresenta-se na Figura 1.2
um esquema da evolugéo progressiva do estudo interacdo fluido-estrutura (FE). Partindo-se da
andlise de vibraces livres para os sistemas desacoplados: casca cilindrica e cavidade ou fluido

acustico, e posteriormente para o sistema acoplado (FE).



A Tabela 1.1 contem as nomenclaturas de referéncia para um melhor entendimento da

Figura 1.2 e Figura 1.3, a sequir:

Tabela 1.1- Nomenclaturas de referéncia da Figura 1.2 e Figura 1.3

FE Fluido-Estrutura
Estrutura  Casca Cilindrica
Fluido Cavidade Acustica
z Coordenada axial sistema cilindrico
w Grau de liberdade radial superficie media da casca
% Grau de liberdade circunferencial superficie media da casca
u Grau de liberdade axial superficie media da casca
A-A Condicdo de contorno bi-apoiada para a casca cilindrica
E-L Condic¢do de contorno Engastada-Livre para a casca cilindrica
E-E Condicdo de contorno Engastada-Engastada para a casca cilindrica
Ab-Ab Condicdo de contorno aberta-aberta para a cavidade
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Figura 1.2 - Metodologia geral da pesquisa.

Na segunda parte deste trabalho foi realizado um estudo dos efeitos das condigdes de
borda em vibracGes livres de cascas cilindricas secas, empregando uma aproximacgdo de
frequéncia linear estudada em Sharma e Johns (1971), Sharma (1974), considerando as
deformag0es circunferencial e de cisalhamento nulas na casca. A Figura 1.3 mostra as

condigdes de contorno a ser estudadas.
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Figura 1.3 - Condicdes de contorno em cascas cilindricas,

Em que, [A-A] Apoiada —Apoiada, [E-L] Engastada —Livre, [E-E] Engastada — Engastada.

Para os estudos anteriores, a formulacdo analitica foi obtida da literatura especializada, os
calculos foram realizados computacionalmente e os resultados em planilhas eletrénicas. Sendo
comparadas com solugbes numeéricas baseadas pelo método dos elementos finitos fornecidas
pelo software ANSYS.

1.4 ABRANGENCIAS E LIMITACOES

A estrutura casca cilindrica é constituida de material linear, elastico, homogéneo e
isotropico. As cascas cilindricas circulares retas tém espessura constante, parede fina e
apresentam pequenas deflexdes, sua analise é descrita pela teoria de cascas com aproximacdo

de primeira ordem do campo de deformacdes proposto por Donnell (1976).

O fluido é considerado quiescente (estagnado), inviscido (ndo viscoso) e incompressivel.

N&o ha escoamento, somente vibracdo em torno de um ponto de equilibrio (meio acustico).

Na analise do acoplamento fluido-estrutura considera-se a casca cilindrica completamente

preenchida com o fluido, sendo desconsiderado o efeito de onda de superficie ou Sloshing.

Foram analisadas frequéncias de ordem reduzida que ocorrem nas primeiras combinagoes
modais, que coincidem com uma analise de vibracao livre, uma vez que as elevadas frequéncias

estdo mais associadas a anélise de ruido em cavidades acusticas.



1.5 DESCRICAO DOS CAPITULOS DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo é composta de seis capitulos, descritos a seguir:

No capitulo 1 sdo apresentadas as diferentes aplicacdes dos cilindros de parede fina,
assim como suas vantagens e desvantagens estruturais, a importancia do estudo de vibragdes
livres em problemas acoplados fluido estrutura, os objetivos, as abrangéncias e limitacGes e a
metodologia empregada.

No capitulo 2 é descrito a revisdo bibliografica através de alguns dos principais estudos

analiticos, numéricos e experimentais em sistemas casca cilindrica- cavidade acustica.

O capitulo 3 trata das formulacgdes analiticas empregadas para analise de vibracdes livres

dos sistemas desacoplados e sistema acoplado.

O capitulo 4 apresenta a geometria dos modelos, as condi¢Bes de contorno estudadas, as
caracteristicas mecanicas dos materiais (para a casca cilindrica e o fluido ou cavidade acustica),
os elementos finitos utilizados. Finalmente, sdo apresentadas as malhas, a convergéncia e a

validacéo das solugdes numéricas.

Os resultados obtidos sdo apresentados no capitulo 5, os quais se compbdem das
comparacgOes entre as solucGes analiticas obtidas da literatura especializada com resultados
numéricos obtidos do software ANSYS. Expressos em termos de frequéncias e deformadas

modais.

No capitulo 6 apresentasse as conclusdes do trabalho, finalmente no capitulo 7 proporcionasse

algumas sugestdes para trabalhos futuros.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serdo apresentados alguns dos principais estudos analiticos, numéricos e

experimentais referentes a vibracdes livres de cascas desacopladas e acopladas a fluido.

2.1 PRINCIPAIS ESTUDOS
Cascas cilindricas

O estudo de estruturas tipo casca € de grande relevancia e complexidade, fato tangivel é
a vasta literatura sobre o tema; Segundo Del Prado (2005) a engenharia estrutural, nos anos
recentes, motivada pelo aperfeicoamento nos procedimentos de calculo, nos detalhes
construtivos e nos avangos dos materiais, gerou mudancas sensiveis nas concepgdes estruturais,

tornando as estruturas cada vez mais leves e esbeltas.

Estruturas tipo casca cilindrica séo um bom exemplo de qudo esbeltos podem ser atuais
elementos estruturais. Gerando assim, estruturas mais suscetiveis a perda de estabilidade e a

vibragOes excessivas quando submetidas a carregamentos estaticos ou dindmicos.

S&o numerosos os trabalhos que abrangem o estudo de cascas cilindricas, historicamente,
sabe-se que a estabilidade de cascas vem sendo estudada desde o final do século XIX (Brush,
1975). Algumas das solucdes mais antigas para cascas cilindricas submetidas a compressédo
axial podem ser encontradas, entre outros, por Lorenz em 1911. Também encontra-se pesquisas
sobre solucdes para flambagem sob presséo lateral uniforme por Southwell em 1913 e Von
Mises em 1914.

Uma ampla revisdo da literatura sobre vibracdes ndo-lineares, livres e forcadas, de cascas,
com ou sem fluido, pode ser encontrada em Amabili e Paidoussis (2003). Além da ndo-
linearidade geométrica, expressa através das relacdes tensdo deformacéo, os sistemas fisicos
também podem apresentar ndo linearidades relacionadas ao material empregado, as condicdes
de contorno, as consideracdes sobre o amortecimento estrutural e ao tipo de carregamento

aplicado.



Amabili, Pellicano e Paidoussis (1999 a, 1999 b, 2000 a e 2000 b) estudam as vibracoes
livres ndo-lineares e forcadas de uma casca cilindrica simplesmente apoiada em contato com
um fluido incompressivel, ndo viscoso, estacionario ou em movimento, usando a teoria néo

linear de Donnell para cascas abatidas.

Donnell (1933) desenvolve suas formulagdes atraves do estudo de cascas cilindricas
sujeitas a carga torsional. Segundo Brush (1975) a formulag&o proposta por Donnell, apesar
de certas limitacOes, fornece resultados bem precisos para analises da estabilidade e vibragdes

de cascas no regime nao linear, sendo até hoje a teoria mais utilizada.

Sharma and Johns (1971) desenvolveram uma analise teérica para a vibragdo livre de
cascas cilindricas engastada-livre e engastada-anel rigido. O problema foi formulado usando a
técnica de Rayleigh-Ritz. Utilizando a formulacdo tedrica de casca de Fluggé é feita uma
comparagdo com os resultados da teoria de Timoshenko-Love. Em ambos o0s casos, assumiu-se

deformacédo circunferencial e de cisalhamento nulas na casca.

Sharma (1984) analisou o problema de vibragdes livres de cilindros circulares
engastados-livres usando a teoria de cascas delgadas de primeira ordem de Budiansky e
Sanders (1963). Duas relacGes lineares simples para o parametro da frequéncia foram dadas
pela incorporacdo de uma inter-relacdo entre componentes do deslocamento de duas maneiras
diferentes. Para variagdes de nimeros de onda, razdo raio-espessura, razdo comprimento-raio.
A comparacdo com as frequéncias exatas e as frequéncias devido a varias férmulas
aproximadas foi extensivamente estudada. Considerac6es sobre a deformacdo e energia cinética
foram apresentadas para explicar a diferenca aparente entre as aproximacdes da frequéncia
linear e cubica. Os resultados tedricos mostraram-se em acordo com as frequéncias observadas

e também com os resultados calculados usando a teoria de casca de Fluggeé.

Lakis e Paidoussis (1971) apresentam uma teoria para a determinagéo das caracteristicas
de vibracgéo livres de uma casca cilindrica circular fina parcial ou totalmente preenchida com
liquido estacionario. A casca pode ser uniforme ou ndo uniforme, desde que seja axialmente
simétrica. Implementase a teoria de elementos finitos, usando elementos finitos cilindricos, mas
usando as funcdes de deslocamento da teoria classica de cascas. A carga inércial do fluido é
tomada em consideragdo incorporando a massa virtual do fluido na matriz massa de estos

elementos finitos os quais estdo abaixo da superficie livre do liquido. O calculo analitico das
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frequéncias naturais e das deformadas modais da casca cilindrica junto aos resultados

experimentais disponiveis, mostraram uma muito boa concordancia.

No trabalho realizado por Blevins (1979) apresenta-se um extenso estudo sobre as
generalidades das equacdes de casca, as quais permitem uma grande variedade de modos de
vibragdo com carater muito diferente. De fato algumas das solucGes que podem ser obtidas a
partir das equacBes que descrevem as deformadas modais numa casca cilindrica sdo: A
vibracdo transversal, longitudinal e torcional de vigas tubulares, a vibracdo de flexdo e

extensional no plano do anel, e os modos de vibracdo circunferenciais, exclusivos das cascas.

Chiba et al (1984) apresentam analises tedricos para a vibracao livre linear de uma casca
cilindrica engastada livre, parcialmente preenchida com um liquido incompressivel, nédo
viscoso. Para a vibragcdo do sistema, foram utilizadas as equacdes dinamicas de Donnell, o
problema foi resolvido com um procedimento de Galerkin modificado, tendo o efeito da
deformacdo axisimetrica devido a pressao estatica do liquido em consideracdo. No que respeita
a vibracdo relevante para o movimento do liquido, a solucdo para a velocidade potencial foi
assumida como uma soma de dois combinacOes lineares de fungbes harmdnicas, o
procedimento anterior leva a uma equacdo matricial para a determinagdo das frequencias

naturais do sitema acoplado casca-fluido.

Goncalves e Batista (1986) desenvolveram uma anélise tedrica para a vibracéo livre de cascas
cilindricas verticais simplesmente apoiadas preenchidas parcialmente ou submersas em fluido.
A técnica de Rayleigh-Ritz foi usada para obter uma solucdo aproximada que coincide com a
solucdo exata para 0s casos de uma casca vazia ou uma completamente em contato com o
fluido. As vibragOes da casca foram examinadas usando a teoria de casca de Sanders. O fluido
considerado como ndo viscoso e compressivel e o acoplamento entre a casca deformavel e seu
meio acustico foram levads em consideracdo. As solucdes foram apresentadas para mostrar o
efeito de uma altura variavel de fluido nas frequencias naturais da casca. Os efeitos dos
parametros da geometria da casca nas frequencias foram tambem investigados. A solugéo
analitica foi comparada com resultados disponiveis. Boa concordancia foi exibida entre os

resultados dos estudos encontrados na literatura e as frequencias naturais previstas.



Em Goncalves (1985) é obtida uma expressdo de massa virtual, onde o liquido pode ser
considerado como uma massa adicional para a casca cilindrica, posteriormente em Gongalves

(1987), investigou-se as vibraces ndo-lineares de cilindros de paredes finas contendo liquido.

Koga e Saito, (1988); Koga (1988) mostram por um método assintotico que as
caracteristicas de vibracdo livre de uma casca circular cilindrica vazia, podem ser classificadas
como pertencentes a cinco tipos. Dependendo se as extremidades séo livres ou suportados, e
sim ou ndo, as extremidades sdo simplesmente apoiadas axialmente restringido. Uma férmula
simples para a freqiiéncia tem-se derivada e provou ser suficientemente precisa para fins de

engenharia.

O método assintético foi aplicado a flambagem de cascas cilindricas circulares sob
pressdo externa uniforme, em Koga e Morimatsu (1989), obtivendo uma formula simples para a
pressdo de flambagem. No mesmo estudo. Foi mostrado como as condic¢des de contorno tém
um efeito semelhante sobre as caracteristicas de flambagem como nas caracteristicas de
vibracdo livre. Sabendo que o método assintotico é eficaz tanto para a pressdo lateral, como
para a carga inércial, antisipasse que o método ird também ser eficaz para as vibragdes livres de
cascas cilindricas circulares cheias de um liquido, Particularmente quando a pressdo exercida
pelo liquido sobre a superficie do reservatorio é devida a forca de inércia do liquido oscilante.
Razdo pela qual o efeito do liquido pode ser incorporado nas equacdes do movimento da casca,

como massa virtual.

Koga e Tsushima (1990), apresentam uma solucdo assintotica para a frequéncia natural
do modo de respiracdo ou (modo Breathing) de uma casca cilindrica cheia com um liquido. O
efeito da forca de inércial do liquido é incorporado nas equacBes de movimento da casca como
massa virtual. A solucdo é valida para algumas possiveis combinacdes das condigdes de
contorno, entre outras, a simplesmente apoiada e a engastada livre. Mostra-se que, como nos
casos de cascas vazias, as caracteristicas modais axiais podem ser classificadas como cinco
tipos; Dependendo se as extremidades sdo livres ou suportados, e sim ou néo, as extremidades
sdo simplesmente apoiadas e axialmente restringidas. Resultados experimentais apresentam

boa precisdo com as previsdes tedricas estudadas.

Estudos sobre a compressibilidade do liquido por Berry e Reissner (1958) demonstraram

que a inclusdo do termo inercial, associado com massa virtual nas equacfes de movimento da
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casca cilindrica é apropriado para determinar a frequéncia natural, se a casca ndo é muito curta,
se a rigidez de flexdo da chapa de fundo ndo é muito baixa, e se o fluxo do liquido tem um
potencial de velocidade. Para o caso especifico mencionado acima, uma expressao analitica da
massa virtual € dado em Lindholm (1962), Bhuta e Koval (1964) e Berry e Reissner (1958).
Uma expressdo aproximada foi obtida por Lakis e Paidoussis em 1971, para implementacao de

um elemento finito.

Lee, L. T. e Lu, J. C. (1995) estudaram teoricamente a vibracdo livre de cascas cilindricas
verticais simplesmente apoiadas com liquido ideal no seu interior. As vibracdes da casca sdo
examinadas usando a teoria de cascas de Donnell. O fluido é considerado ndo viscoso e
incompressivel. A funcdo da resposta dindmica da casca é obtida pela aplicacdo do principio de
Hamilton. O método de Galerkin é usado para simplificar as equacdes diferenciais em equacdes
algébricas, a fim de obter as frequéncias naturais e deformadas modais correspondentes. O
método mostra a sua grande vantagem na economia no tempo de computagdo. Os resultados
sdo comparados com os disponiveis na literatura e uma excelente concordancia é observada

entre eles.

Farshindianfar et al (2010) analisaram as vibragdes livres em cascas cilindricas usando a
vantagem de excitacdo acUstica para encontrar frequéncias naturais de cascas cilindricas

longas.

Em Zhang et al (2001) e Zhang (2002) estudou-se os efeitos da presenca de um fluido
denso no interior de uma casca cilindrica, utilizando o método de propagacdo de onda para
estudar o efeito da presenca do fluido na resposta da estrutura. As frequéncias naturais obtidas
para um modelo estrutural no vacuo e outro modelo similar acoplado ao fluido interno
apresentaram diferengas entre 40% e 50% para um mesmo modo. O autor ressalta a
necessidade de avaliar influéncia do acoplamento nas deformadas modais e frequéncias

naturais, para o correto projeto de um sistema de controle.

A fim de estudar a vibracédo livre de cascas cilindricas circulares simplesmente apoiadas
Farshindianfar e Oliazadeh (2012), apresentam um processo semi-analitico, no qual a funcgéo de
viga é usada como uma aproximacéo as condi¢es de contorno simplesmente apoiadas. Uma
revisdo da literatura revela que as funcgOes de viga sdo amplamente utilizadas na previsao de

frequéncias naturais de cascas cilindricas. Para verificar esta técnica aproximada foi aplicada
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em dez teorias de cascas diferentes. 1) Donnell-Mushtari, 2) Love-Timoshenko, 3) Arnold-
Warburton, 4) Houghton-Johns, 5) Flugge-Byrne-Lyr'ye, 6) Reissner-Naghdi-Berry, 7)
Sanders, 8) Vlasov, 9) Kennard. Obtendo resultados que para o grande nimero de parametros

estudados em engenharia, sdo admissiveis.

Dai (2012) neste trabalho, um método previamente desenvolvido para vigas e placas
tem-se estendido para o estudo da analise de vibracdo livre de casca cilindrica circular com
condicOes de contorno restringidas elasticamente, com base na teoria de Fliigge, uma solugéo
em séries modificadas de Fourier para os deslocamentos da superfice meia da casca, é
assumida. A precisdo do método tem-se demostrado comparando-se parametros modais com
outros da literatura e com alguns resultados calculados utilizando o Método dos elementos

finitos.

Kim et al (2003) desenvolveram um método tedrico para investigar as caracteristicas de
vibracdo acoplada de cascas cilindricas, enrijecidas por anéis e parcialmente preenchidas com
um fluido inviscido, incompressivel e irrotacional. Considerando o efeito de sloshing ou de
superficie livre. Como o efeito das ondas de superficie livre foi levado em conta na anélise, 0s
modos de Bulging e sloshing foram estudados. O método de Rayleigh-Ritz foi usado para
derivar a equacdo de frequéncia de cascas enrijecidas por anéis e parcialmente preenchidas com
fluido. A formulacdo teorica baseasse na teoria para casca fina de Love. A solucdo para o
potencial de velocidade do movimento do fluido, foi assumida como uma soma de dois
conjuntos de combinacgdes lineares de funcdes harmonicas que satisfizeram a equagdo de
Laplace e as condi¢cdes de contorno relevantes. O efeito do nivel do fluido, o nimero e a
posicdo dos enrijecedores sobre as caracteristicas de vibracdo acoplada, foi investigado. Para
demonstrar a validade do método tedrico os resultados foram comparados com casos de cascas
simplesmente apoiadas e a andlise numérica mediante 0 método dos elementos finitos. A
analise foi realizada para cascas ndo enrijecidas e enrijecidas, parcialmente preenchidas de

fluido com condicédo de contorno engastada-livre.

Argenta e Del Prado (2014) Estudaram a influéncia das solugdes modais e da geometria
na instabilidade dindmica de cascas cilindricas, A modelagem da casca foi feita com a
utilizacdo da teoria ndo liner de Donnell para cascas abatidas e solugdes assumidas apartir de
funcbes de viga. Os resultados apresentam interesse pratico, como uma estimativa inicial para

projetistas.
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Cavidade acustica

Acustica é o estudo da producdo, propagacéo, absorcédo e reflexdo das ondas de presséo
sonora de um meio fluido. Algumas das aplica¢fes sdo: Radar acustico, concepcdo de salas de
concerto, distribuicdo uniforme de pressdo do som, minimizacdo de ruido em oficinas

mecénicas, acUstica submarina, projeto de alto falantes, filtros acusticos, exploracéo geofisica.

Kinsler em 1982 apresentou um amplo estudo sobre fundamentos de fluidos acusticos
partindo de algumas considera¢fes como sdo: O fluido é compressivel (isto € mudancas de
densidade devido a varia¢Ges na pressdo), inviscido (ndo ha dissipacao viscosa), ndo ha fluxo

significativo do fluido, e a densidade média e a pressao sdo uniformes em todo o liquido.

Autores como Munjal (1987), Betts (1998), Sun et al (1996), Paxton (1997), Markovic
(2000) e Brito (2002), estudaram o fendmeno da propagagdo sonora em cavidades cilindricas,
onde resolvendo a equacdo de onda em coordenadas cilindricas, através do método de
separacao de variaveis, sdo obtidas as frequéncias naturais e os modos de presséo ao interior
da cavidade; Aplicacbes préaticas de este estudo pode-se encontrar em cabine de aeronaves,
submarinos, foguetes e tubulagdes, etc.

Betts (1998) modelou a propagacdo de ondas planas em dutos, no seu estudo foi avaliado
a influéncia do refinamento da malha e a ordem das func¢des de interpolacdo na precisédo dos
resultados; a deducdo das matrizes de massa, rigidez e o vetor forca através do método dos
residuos ponderados segundo Galerkin é apresentado. O autor recomenda o uso de elementos

de alta ordem na modelagem de campos acusticos complexos.

Paula (2003) estudou o acoplamento acustico estrutural em cascas cilindricas, partindo de
formulag6es analiticas baseadas em um método de propagacéo de onda estudado por Zhang em
2002.

Fernholz e Robinson (2009) estudam o desempenho do NASTRAN programa

computacional baseado na teoria de elementos finitos, na solucdo de problemas desacoplados e

acoplados fluido-estrutura para placas e cascas cilindricas, validados com solugdes analiticas.
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Lustosa (2011) apresentou uma metodologia para o calculo de tensGes e deslocamentos
em cascas cilindricas utilizando solugBes analiticas e numéricas; Campos Junior (2011)
realizou estudos progressivos para o tratamento de uma barragem em arco de concreto com
simples curvatura, partindo de estudo analitico de diferentes elementos estruturais dentre deles

vigas e cascas cilindricas.

Sousa Junior (2006), Souza (2007), Feio (2007) realizaram estudos em cavidades
acusticas, para uma, duas e trés dimensdes, comparando diferentes tipos de solu¢bes numéricas
como método de elementos finitos, método das diferencias finitas, formulacdes potencial

simétricas, solucbes analiticas.

Mendes (2013) apresenta uma metodologia progressiva para 0 acoplamento reservatorio
barragens em arco (com dupla curvatura), partindo da casca cilindrica, passando por uma casca
cilindrica cortada por um plano paralelo ao seu eixo e culminando em uma barragem em arco
com dupla curvatura, um estudo de vibracGes livres, e vibragdes livres acopladas com fluido
contido. Foi realizado, um estudo comparativo de solucfes analiticas e numéricas obtidas pelo
software ANSYS.
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3 FORMULACAO MATEMATICA

No capitulo 3 estudam-se as formulages teoricas utilizadas na analise de vibracdes livres

nos sistemas casca cilindrica, cavidade acustica e sistema acoplado casca-cavidade.

3.1 MODELAGEM CASCA CILINDRICA

As cascas cilindricas podem ser definidas como um corpo limitado por duas superficies
curvas, cuja distancia entre essas duas superficies é pequena em relacdo as outras dimensdes,

sendo assim, espessor (h) «< raio (a) e espessor (h) <« comprimento (L).

Considera-se uma casca cilindrica de raio a, espessura h e comprimento L, de material
elastico linear com mdédulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson v e densidade ps. Os
componentes do sistema em coordenadas cilindricas sd&o z, @ e r; Onde w,vew
representam o campo de deslocamentos axial, circunferencial e radial de um ponto na

superficie média. A geometria e o campo de deslocamentos estdo ilustrados na Figura 3.1.

Figura 3.1 - Geometria e campo de deslocamentos da casca cilindrica circular.
(Paidoussis, 2004, modificado)
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As deformacOes especificas € ,, &5 € v, de um ponto da superficie média da casca,
segundo a teoria linear de Donnell (1976) para cascas finas, sdo dadas por:

_au
82_62
_16v+w
gw_aa(b a

_6v+16u
Y20 = 5, " 190

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Emaque x,,x¢. Xzp SA0 as mudangas de curvatura segundo a mesma teoria, dadas por:

9B,
0z

Xz =

_16,3@
XQ_a a0

%o, 106,
0z adp

Xz =

ow
dz

B, =

v 10w
°Ta aodp
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(3.5)

(3.6)

(3.7)
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3.2 EQUACOES DIFERENCIAIS DE MOVIMENTO

Segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), ao discutir uma casca cilindrica,
assume-se que a geratriz da casca é paralela ao eixo z como observa-se na Figura 3.2a. Assim 0
corte de duas geratrizes adjacentes e duas secOes transversais perpendiculares ao eixo z,
configuram um elemento de casca, com sua posicdo definida pela coordenada z e o angulo @.
As forgas e momentos, que atuam sobre os lados do elemento sdo mostrados na Figura 3.2b, em
que, a é o raio (médio) de curvatura, N, e N, séo forcas de membrana normais no plano por
unidade de comprimento, N, € N,4 séo forcas de membrana cortantes no plano por unidade de
comprimento, M, e My sdéo momentos fletores por unidade de comprimento, M,s e M,y Sd0

momentos torgorés por unidade de comprimento, Q, e Qy sao forgas cortantes transversais por
. . d d . . .
unidade de comprimento. a% =() e aa%) = ()" derivadas com respeito as coordenadas

adimensionais */, e @. Fliigge (1973).

(a) (b)

Figura 3.2 - (a) Denominagdes principais, (b) Forgas externas e internas de membrana e
momentos de flexdo e de tor¢do no elemento diferencial de cascas cilindrica. [(a) Timoshenko,

Woinowsky — Krieger, 1959; (b) Fliigge, 1973]
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Todas as cargas atuantes sdo supostas agindo na superficie média da casca entre a parede
exterior e a interior, independentemente da espessura, como mostrado na Figura 3.2b, em que
p., Py € p, Sao componentes do carregamento distribuido por unidade de area, nas dire¢oes z
axial, @ circunferencial e r radial, respectivamente.

A Figura 3.2b contem todos 0os momentos e as forcas internas e externas que atuam sobre
0 elemento casca, Estas for¢as e momentos tem que satisfazer seis condicdes de equilibrio, trés

deles sobre as componentes de forcas e as outras trés de momentos.

A continuacao apresenta-se as equacgdes dindmicas proposta para anélise de cilindros, em

que, a condicao para as forcas na direcdo z é exatamente a mesma na teoria de membrana:

aNZ n 6N¢Z n _ hazu
@z TTap TP2AT PG

(3.9)

As forcas na direcdo @, aqui um termo deve ser adicionado o qual representa a

contribuicéo da forga cortante Qg, sendo a condicéo de equilibrio:

6N¢ 6NZ¢ aZU
%‘Fa P —Q¢+P®a=P5hﬁ (3.10)

A terceira equacao refere-se, as componentes radiais das forcas:

0Qy 00, 92w
" + Ny —pra= pshw (3.11)

Onde as equacOes para momentos, sdo definidas por:

_10My  OMyy

=230 "z .12
_OM, 10M,,

=3 ta o0 (3.13)

Em que as relacdes entre esforcos de membrana e de flexdo e suas respectivas

deformagdes séo dadas por:
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e, D é arigidez flexional

N, =K(g, + v gy)
Ny = K(&p+ €, v)

K(1 - v)
Ny = — 5 Yo

M, :D(XZ+UX(Z))

Mg =D(xg +v xz)

K(1- v)
M,y = Xz

Em que, K é arigidez de membrana

Eh

K =
1—v2

D E h3
12 (1—-v?)

3.3 ESTRUTURA EM VIBRACAO LIVRE VL

também o fundamento para os célculos de respostas forcadas, Soedel (2005).

tempo t, das equacdes diferenciais de movimento.

u, v ew dacasca como segue.
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

O conhecimento das frequéncias naturais e deformadas modais é importante ndo sé do

ponto de vista de projetos (a fim de evitar condi¢cBes de ressonancia, por exemplo), mas é

Definindo p,, py e p, iguais a zero por ser uma anélise de vibragdes livres, com
movimentos que ocorrem sem forca aplicada e admitindo que em uma frequéncia natural cada

ponto de um sistema elastico move-se harmonicamente, realiza-se a separagdo da variavel

Para a solucdo das equacOes diferencias de movimento, assume-se, 0s deslocamentos



u(z,0,t) = u(z,0) e @t (3.22)
v(z,0,t) = v(z,0) e /@t (3.23)
w(z,@,t) =w(z,0) e/t (3.24)
Sendo que e 7t é a solucdo da parcela tempo nas equacdes diferenciais de movimento.
e/®t = cos(wt) + j sen (w t) (3.25)

Em que e é base dos logaritmos neperianos, j = v—1 € a unidade imaginaria, w é a

frequéncia natural circular de vibracdo, em radianos por segundo e t é o tempo.

As funcbes u(z, @) , v(z,0) e w(z, @) em conjunto, constituem uma deformada modal
natural. Conhecida também como modo de vibracdo. Substituindo simplificadamente u(z, @),

v(z,0) e w(z, @) por u, v e w nas equacgdes (3.9) a (3.11) e nas equagdes (3.22) a (3.24),

tem-se:
ON," 10N, ,
P +E 20 +pshw“u=0 (3.26)
10N," 0N," Qg ,
1 GQQ* 00Q," Nq)* .
onde

. 10My" oMy’
% =290 * o

(3.29)
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oM,* 10M,,"

Q: =5, 2 50

N, =K(e,* +vep®)
Ny" =K(ep" +¢,°v)

., Kd-v)
B ST 5 G

Mz* = D(XZ* + UX(Z)*)

My" =D(xp* + v x,*)

_K(l— V)

M,4" >

XZ(Z)*

ou
g =—

0z

_16v w
‘o T add  a

_6v+16u
Vao = 5, T 400

0
XZ aZ
. 1(7[?@*
Xo " a 09

X8 = "5, T4 00
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(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)



ow

B, = _E (3.43)
., v low
Po =3 25 (3.44)

As expressodes representadas pelo asterisco (*) séo referidas dentro do procedimento da
analise de vibracéo livre.

3.3.1 Forma solucéo geral

A seguinte forma de solucdo para as deformacdes da superficie média da casca cilindrica

que satisfazem tanto as equacgdes de movimento e as condic¢des de contorno séo:

_ . 0(em)

=A pp cos[n(@ —¥)] (3.45)
v =B ¢, sen[n(@ —¥)] (3.46)
w = C ¢n cos[n(@ — V)] (3.47)

Onde ¢,, , cos[n(@ — W)] sdo funcdes solucdo que descrevem as deformadas modais na

vibracdo livre da viga e o anel, Soedel, (2005).

Sendo A, B e C constantes que descrevem a amplitude dos deslocamentos axial (w),
circunferencial (v) e radial (w), respectivamente. A precisdo destas formulas aproximadas
geralmente aumenta com o numero de ondas circunferenciais, sendo que a precisdo da teoria de
Donnell para cascas esbeltas, isto é com espessura h muito inferior ao raio a ou seja (h < a), é

satisfeita para modos com um grande nimero de ondas circunferenciais n, onde a relacéo

1/n2 « 1 deve ser atendida. Para garantir uma boa precisdo deve-se considerar n > 5.

As deformadas modais sdo caracterizadas em funcdo do numero de ondas
circunferenciais n, € 0 numero de semi- ondas longitudinais m. Como pode-se apreciar na

Figura 3.3 a seguir.
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n=2 n=d

(a) Formas de vibragao circunferencial.

(b) Formas de vibracao longitudinal.

Figura 3.3 - Formas de vibracdo para cascas cilindricas circulares.
[(a), (b) Kraus (1967)]

As funcgbes modais axiais da teoria de viga, séo escolhidas para satisfazer as condicOes de

contorno para cascas cilindricas, a seguir apresentassem as condi¢Ges de contorno para uma

casca cilindrica simplesmente apoiada:

w (0,0,t) =0
v(0,0,t) =0
N, (0,0,t) =0
M, (0,0,t) =0
e
w(L,0,t) =0
v(L®,t)=0
N, (L,3,t)=0
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(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)



M, (L,@,t) =0 (3.55)

Apresenta-se 0 auto-vetor, ou funcdo de viga @,,(z), que satisfaz as condicdes de

contorno supracitadas.

?,, = sen (w)

T (3.56)

Substituindo a equacado (3.56) nas equac0es (3.45) a (3.47), tem-se as deformadas modais

da superficie media em uma casca cilindrica com condi¢6es de borda simplesmente apoiada:

u=2A4 cos (?) cos[n(@ —¥)] (3.57)
v=B sen (?) sen[n(@ — V)] (3.58)

mnz

T ) cos[n(@ —¥)] (3.59)

w=_C sen(

Substituindo as deformadas modais, (3.57), (3.58) e (3.59), nas equagdes de movimento
consideradas pela teoria de Donnell (1976) e com ajuda da técnica variacional de Rayleigh
Ritz, resultara na equacdo matricial caracteristica de frequéncias e modos de vibracéo.

A continuacdo descreve-se 0 procedimento na obtencdo da equacdo matricial de
frequéncias como resultado ao substitui-se as soluges, (3.57), (3.58) e (3.59) nos grupos de
equacOes: (3.40) a (3.42) e (3.29) a (3.39), e todas as anteriormente mencionadas, a sua vez no

sistema de equacdes de movimento (3.26) a (3.28):

0" = (EB - SA) cos (m i Z) sen[n(@ — V)] (3.60)

&' = %(Bn+ C)cos (mﬂz)sen[n(Q) - )] (3.61)
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mm mm z
g =—-A Tsen( )cos[n((b —¥)]
, D(A—-v) mm mmz
w = o] (B +2nC) cos(

) sen[n(@ —¥)]

(?)Zl C} sen (mzt Z) cos[n(@ —¥)]

M,"=D {Z—?B + le—z + (?)Zl C} sen (mzrz) cos[n(@ —¥)]

Tz

) sen[n(@ — V)]

Ng" = K(lz_ v) (SB +%C — v%A) cos( ZTZ) cos[n(@ —¥)]
N," = I((?nB +ZC —%A) sen( nz) cos[n(@ —¥)]
N,” = K(?B ZC ——A) sen( nz) cos[n(@® —¥)]

L

G + (55 e} eos () cosingo — )

() + (55) e} sen (%) seningo — )

A continuacao apresenta-se o0 sistema de equacdes de frequéncias para a casca cilindrica

com condi¢Oes de contorno simplesmente apoiadas,
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(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)



o= [ + @+ (20 () =0 g

(228 4k oo - (1 )52 ) + ()}

(3.73)
+{ Kn Dn (mn)z N (n)z]}c _ 0
a2 a?l\L a N
vK mm Kn Dnipmm\? ny 2
Gt =) + Q) s
2 (3.74)
2 _p [T (™ 2] _K)._
o o) + O] - fe =0
Ou, na forma de matriz caracteristica
pshwz — k14 kiz ki3 A 0
ka1 pshw? =k ka3 {B} = 0] (3.75)
k3q ks, Pshw2 — k33 c 0
Onde
mmn\2 1—v mn\2
ks =K[(T> +— (E)] (3.76)
b = K 14v n mm
=8 == (3.77)
B _vmn
kiz = k31 = KET (3.78)
D\ [1—v mm\? NG
kyy = (K +§)[ —(7) +() l (3.79)
Kn Dnrp,mm\?2 7 2
kyz = k3p = P (T) + (E) ] (3.80)
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kes = D [(?)2 + (Z)Z] - % (3.81)

Para uma solugdo ndo trivial o determinante da matriz caracteristica (3.75) tem que ser

zero. Assim, expandindo o determinante, resulta no seguinte polindmio caracteristico:

wb+a, 0*+a, 0wt +a; =0 (3.82)
Onde
a’l = - ) h (kll + kzz + k33) (3.83)
ks ks Ky s o er Ky — Ka? — kig? — ks
a, = ~ h)z( 11 k33 4 kog kaz + kg Koy — kaz® — kip® — kq3®) (3.84)
1
PN SE (ka1 kos® + kap kas® + ks kio® + 2 kap Kos kas — kg oz ka3)  (3.85)

As solugdes do polindmio de frequéncias naturais (w) (3.82), séo:

2

a a
W(i=1,mmn)> = —3Va® —3a;cos 7~ — (3.86)

2 a+?2mr aq

W(i=2mm)” = — 3V a,? — 3a; cos 3 3 (3.87)
2 a+4T a4

w(i=3,m,n)2 = - §V a12 - 3a2 COS 3 - ? (388)

onde

-1 27a3 + 2a13 - 9a1a2

a = CoS
2 (a12 - 3(12)3 (389)

Do anterior tem-se, o indice i que representa o grupo de frequéncias; sendo que para cada
combinacdo m e n, tem-se, trés frequéncias i (i = 1,2,3). Onde a frequéncia natural mais baixa
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W;i=1mn €sta associada com o modo fundamental (deslocamento lateral ou radial) w, enquanto
as outras duas, W=, mn € Wi=3mn SA0 geralmente maiores e estdo associadas com o modo em

que os deslocamentos que dominam séo, u axial e v circunferencial.

Da equacédo matricial (3.75), resolve-se A e B, em termos de C, obtendo:

psh wi,m,nz —kqq ki, {Ai,m,n} - _C {k13}
k21 Psh Wimn® — ko | Bimn I (k23 (3.90)
Aimn __ ki3 (Pe h wi,m,nz - kzz) — kyzky3 301
Ci,m,n (psh wi,m,nz - kll) (peh wi,m,nz - k22) - k122 ( . )
Bimn __ k23(Pe h wi,m,nz - k11) — kyikqs 302
Cimn (psh wi,m,nz - kll) (peh wi,m,nz - kzz) - k122 (3.92)

Assim, em resumo, as trés deformadas modais naturais que estdo associadas com as trés

frequéncias naturais w ;=12 3)mn Para cada combinagéo m, n sao:

rA; mm z ]
YR cos cos[n(@ — V)]

U Ci,m,n

B; mm z

{V} = Cimn | =" sen sen[n(® —W¥)] (3.93)
w imn Ci,m,n L
mm z
sen sen[n(@ — ¥)]

Sendo z a coordenada axial, e @ a coordenada circunferencial.

Dois conjuntos de modos naturais a considerar, referidos na literatura especializada nos
trabalhos de Ginsberg, (1973), Chen e Babcock (1975) como modo companion, apresenta-se a
continuacgéo:

Para o primeiro conjunto de modos naturais, (1), tem-se:
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r A; A ]
"R cos cos(n @)
U Ci,m,n L
B; mm z
{V} = Cimn Cf'm'" sen—— sen(ng) (3.94)
w imn (1) Lmn
mm z
sen I cos(n Q)

Ja para um angulo de defasagem W = ”/Zn obtem-se 0 segundo conjunto de modos naturais,

ou modos companion (2):

A; mm z 1
YRR cos sen(n 0)
Ci mn L
U B Y
i mrm Z
{V} =Cimn |— Cl’m’n sen cos(n @) (3.95)
W/imn (2) Lmn
Y[ A
sen sen(n Q)
Em que
i Ordem da frequéncia natural.
m NUmero de semi- ondas longitudinais.
n Numero de ondas circunferenciais.

O procedimento anterior foi estudado no livro de Soedel, titulado Vibrations of shells and

Plates, Third, capitulo 5.

3.3.2 Solucédo simplificada para outras condicdes de contorno

Uma forma de solugcdo simplificada surge no trabalho de Sharma e Johns (1971),
encontrando que o polindmio caracteristico das frequéncias naturais (3.82), estudado no titulo

anterior, poderia ser simplificado consideravelmente, se a deformagao circunferencial €4 e a

deformagdo cisalhante &, da superficie media da casca (exemplo em z = 0) fossem

desprezadas.
Essas premissas levam as seguintes deformacdes da superficie média,

A
U=-——a ¢p'(z) cosnd coswt (3.96)
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v=—— Pm(z) senn@® coswt (3.97)

w=A ¢n,(z) cosnd coswt (3.98)

Em que,
) Frequéncia circular,

¢, (z)  Deformada modal de viga para diferentes condigdes de apoio

n NUmero de ondas circunferenciais

m NUmero de semi-ondas longitudinais

1) Coordenada circunferencial casca cilindrica
t Tempo

a Raio

Sendo ¢,,,(z) a funcdo que representa 0s auto-vetores ou deformadas modais para

diferentes condicdes de apoio, temos entdo, para cascas bi-engastadas e engastadas livres:
¢m(z) = (cosh a,, z — cos a,, z) — 6,, (senh a,, z — sen a,, z) (3.99)

onde a,, e g, sdo dados na Tabela (3.1 pelas raizes das equagdes transcendentais, em funcéo

das condicdes de contorno,

Tabela 3.1 - Expressdes para o célculo de a,, € g,,.

Cascas com condigdo de (cos ay, L — cosh a,,L)
cosay,Lcoshay,L—1=0 o, =

contorno bi - engastadas ~ (senaplL — senha,,L)

Cascas com condicéo de (cos a,L + cosh a,,L)
. cosaylLcosha,L+1=0 o, =
contorno engastada - livre (sen a,,L + senh a,,L)

Acontinuacdo, utilizando as simplificagOes iniciais, uma aproximagéo linear de frequéncia A, ,,,

¢ obtida:
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5 _,Bm4+kn2[3m2 [,Bmzn2+2vn2 (n? =1L +2(1 —v)(n? — 1)? L] + kn*(n? — 1)?
B ,Bmz I, + n?(n?+1)

An,m

(3.100)

Onde
Ama
B =—1— (3.101)
h2
1 a2 (3.102)

Sendo 1,,, um parametro adimensional de frequéncia natural que correspondem com a
deformada modal axial ¢,,,(z), desejada. Estes parametros apresentassem na Tabela 8-1, do

livro de Blevins, titulado, Formulas for natural frequency and mode shape.

Onde a relacdo do parametro de frequéncia adimensional, com a expressdo para a

frequéncia natural em Hertz, é dada por;

Fn,m

_ An'm [ E ]1/2
" 2malp,(1—v?2)

(3.103)
n = 2,3,4,...Numero de ondas circunferenciais

m = 1,2,3,...Numero de semi ondas axiais

Em que, E é o modulo de elasticidade, a é o radio da superficie meia, p é a densidade do

material da casca, v é o modulo de Poisson.
O procedimento anterior foi estudado no articulo de Sharma e Johns (1971), titulado

Vibrations characteristics of a clamped-free and clamped-ring-stiffened circular cylindrical
shell.
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3.4 VIBRACAO LIVRE (VL) DA CAVIDADE CILINDRICA

Modos acusticos em cavidades cheias de fluido surgem a partir de ondas de pressdo, que
atravessam as cavidades na velocidade do som e reflectem nos seus contornos. A velocidade do
som num fluido (ou seja, um gas ou liquido) é geralmente uma funcéo da natureza do fluido, a
sua temperatura, e a sua presséo.

As premissas gerais utilizadas na analise de cavidades acusticas apresentadas nesta se¢do
sdo: O fluido contido na cavidade é homogéneo, viscoso, e sob uma pressdo média uniforme,
qualquer fluxo no interior da cavidade &€ muito menor do que a velocidade do som, a cavidade é
delimitada por paredes rigidas e as flutuacGes de pressdo no dominio sdo muito menores do que

a pressdo média no fluido.

3.4.1 Formulacdo analitica da equacao de onda

Esta é a equacdo de propagacdo de uma onda de pressao num meio fluido.

10%
200 — U
VP =350 (3.104)

Onde a constante c é definida por:

c= |2 (3.105)
Pr '

Sendo B o modulo adiabético de Bulk, p; é a densidade do meio fluido e V?p é o
operador Laplaciano de pressao p.
Apresenta-se a equacdo de onda em coordenadas cilindricas, que é a forma mais

adequada para o caso em estudo.

9?p 10p 19%p 0%p 19%

2 == -0 -_ —_—
VP =5t ror T T o T 2o (3.106)
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3.4.2 Solucéo da equacdo de onda em sistema de coordenadas cilindricas

A solucdo da equacdo diferencial parcial (3.106) que representa o campo de pressdes em
uma cavidade cilindrica pode ser obtida pelo método de separacdo de variaveis; A funcédo

solucdo é separada em duas fungdes espaco e tempo. Como € apresentado a seguir:

p(r,@,zt) =p(r,0,z) T(0) (3.107)
Substituindo (3.107) em (3.106), tem-se:

azFT+1aFT+162FT+62FT_ i
or? r or r2 Q2 0z2 2 (3.108)

62F+16F+162F+62F _1
r or 12 0Q%? 0z2

orz ==2FT (3.109)

oz Ty ar T2 902 T 9.2

1(0%F 10F 1 8°F 09%F T

\arz T 2T (3.110)
Devido a que, o lado esquerdo da equacéo (3.110) séo funcdes do espaco e do lado direito

séo funcdes do tempo, Cada lado da equacgéo (3.110) deve ser igual a mesma constante comum,

sendo —v? a constante de separacéo de variaveis,

L(9%F 10F 10°F 0°F\_ P
F\orz " r or 12002 0z2) 2T v (3.111)

O lado direito da equacéo (3.111) é funcdo apenas do tempo t, reescrevendo:

T+v%?T =0 (3.112)
T+22T=0 (3.113)

Onde
A=vc (3.114)
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Assumindo resposta harménica

T+w?T=0 (3.115)
Onde w é a frequéncia angular definida por
w=vc (3.116)
O lado esquerdo da equacdo (3.111) é funcdo do espaco (r, @, z) :

0°F 10F 1 0°%F 0°F
ﬁ-l_;ﬁ-i_r_zrﬂz-l__-l_v F=0 (3117)

A equacdo (3.117) é separada em dois, onde um termo é funcdo da coordenada Z,
F(r,0,z) = G(r,0) Z(2) (3.118)
Substituindo (3.118) em (3.117), se-obtém:

%G 190G 1 9%G

Ga Lt Lt LG 4V GZ =0 (3.119)
Z026+1aG+1aG+ G —c7"
or2  ror r? 0p2 v? (3.120)

0’6 106 1 9*6 , \_ Z"
‘5 a2 Trar T UG ) = (3.121)

Do mesmo modo, ambos os lados da equacdo (3.121) devem ser iguais a mesma

constante comum, sendo —k? a constante de separacéo de variaveis:

0°6 106 10°%6  , \_Z'_ .,
G\orz " ror ' r2 op2 v -z (3.122)
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Reescrevendo o segundo termo da equacdo (3.122), temos uma equacdo em funcgéo
apenas da coordenada Z:

7" +k2Z =0 (3.123)

Reescrevendo o lado esquerdo da equacdo (3.122), temos

1(9%¢ 139G 1 8%
~Zl3z toar v g V6 )=k

or? + r or + r2 0Q2 (3.124)

026 196 1 0%G  ,

Definindo 1?2 por
n? =v? —k? (3.126)

Reescrevendo (3.125) chega-se em:

9°G 106G 1 9°G

B T 20 —
or? +r or +r2 002 176 =0 (3.127)
A equacdo (3.127) é dividido em duas funcdes,
G(r,0) = R(r) 0(9) (3.128)
Substituindo (3.128) em (3.127), tem-se:
1 1
R"0+-R'0+—=0"R+1n°RO =0 (3.129)
r r
12 1 ! 2 1 "
@(R FoR 4 R)=—r—2® R (3.130)
rZ(R” +1R’ + ZR) _o
R - n =0 (3.131)
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Como ambos os lados, esquerdo e direito da equacdo (3.131) deve ser igual a mesma

constante, tem-se —n? como a constante de separagdo de variaveis.

rz(R"+1R’+ ZR)— 2
R - N“R)=—=-n (3.132)

0
Reescrevendo o lado direito da equagdo (3.132):
0" +n%0 =0 (3.133)
Reescrevendo o lado esquerdo da equacao (3.132),
r2R" +rR' +71?2n?R—n?R=0 (3.134)
Chega-se na conhecida equacéo diferencial de Bessel
r’R" +rR" + (*n*—n*)R =0 (3.135)

3.4.3 Condigao de contorno e condigéo inicial

Na solucédo da equacgéo (3.115) considera-se resposta harmonica chegando-se a solugédo
no tempo por:

T(t) = A; cos(wt) + B; sen(wt) (3.136)
A funcdo Z(z) depende das condicBes nos extremos da cavidade, assim, a solucdo geral
da equacéo (3.123) é
Z(z) = A, cos(kz) + B, sen(kz) (3.137)
Para a cavidade cilindrica com condigdes de contorno aberta-aberta, a componente

dindmica da presséo na cavidade deve ser igual & zero nos limites abertos. Aplicando condi¢do

de contorno de pressao zero nos extremos da cavidade:
Plz=o = Flz=0 = Z(2)|220 = 0 (3.138)
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Z(0) =A,cos(k-0)+B,sen(k-0) =0 (3.139)

Aycos(k - 0)=0 (3.140)

A, =0 (3.141)

Plz=L = Flz=1 = Z(2)|,=, = 0 (3.142)
Z(L)=A,cos(k L)+ B,sen(k -L)=0 (3.143)
B,sen(k- L) =0 (3.144)

k = ? (3.145)

Z(z) = B,sen (771 " Z) (3.146)

Em que m é o numero dos nodos axiais, z a coordenada na direcdo axial e L altura da
cavidade.
A solucdo geral da equacdo (3.133) é:

0(P) = Ay cos(n @) + By sen(n @) (3.147)

Sendo a pressdo sonora continua em @, temos para a equacéo (3.147), que:

Plo=0 = Plp=2n (3.148)

Plg=0 = Flg=0 = Glg=0 = Olg=o (3.149)
Plo=2n = Flp=2n = Glp=2n = Olp=2r (3.150)
Blp=0 = BOlp=2r (3.151)
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Agcos(it - 0) + By sen(nn - 0) = Ay cos(n - 2m) + By sen(n - 2m) (3.152)

Se 71 for inteiro

Ap - 14+By -0=Ay 1+By - 0 (3.153)
Assim a funcdo (@) é igual a
() = Ay cos[n(@ — P)] (3.154)
Em que n = 1,2,3, ... € 0 numero de diametros nodais e ¥ € o angulo de fase modal.

Onde para W = 0,temos O(@) = Ag cos(n @) epara ¥ = n/(Zn) ,temos O(Q) =

Ag sen(n 0).
A equacdo (3.135), é conhecida como equagcdo diferencial de Bessel e tem solucdo definida por:
R(r) = A, Jn(n1) + B, Y,(n 1) (3.155)
Sendo J,, a funcdo de Bessel de primeiro tipo e de ordem n, Y,, a funcdo de Bessel de
segundo tipo e de ordem n. Como as fungdes de Bessel de segundo tipo Y, apresentam

singularidade na origem, como se pode ver Figura 3.4, e a funcdo precisa apresentar valor finito

parar « a, esta € desprezada na analise.

Ip(0,9,2)| < —oo (3.156)

B, Yy 1)lrsg » — (3.157)
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Figura 3.4 — llustracdo das fungdes de Bessel de primeira J, e segunda Y, espécie.
Soedel (2005)

Na Figura 3.4 apreciasse a singularidade que apresentam as fungdes de Bessel de segundo
tipo ¥, =Y,,Y,,Y, naorigem.

Como as paredes da cavidade sdo rigidas, a velocidade de particula deve ser nula no

contorno, tem-se entéo:

op|  _OF)  _0G _
orlyca ~ Orlca  Orlica (3158)
R(r)=A.n], (nr) (3.159)
Ay’ (na)=0 (3.160)
J' ) =0 (3.161)

Sendo que a funcdo de Bessel de primeira espécie J, e ordem 0, apresenta um
comportamento regular finito ao longo da coordenada radial, como aprecia-se na Figura 3.4,e

onde y; é uma raiz da funcao de Bessel.

Tem-se que:
na=xi (3.162)
_ L
=7 (3.163)
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Obtendo assim:

R(r) = Ay Jn (% r) (3.164)

Emquei =0,1,2, ... 6 o numero de circulos nodais, y; é a i-esima raiz de J,,".
Sendo que a solucdo completa do campo de pressbes ao interior de uma cavidade

cilindrica é dada por:

p(r,®,z,t) = R(r) - 0(0) - Z(z) - T(t) (3.165)

Substituindo as expressdes finais (3.146), (3.154) e (3.164) em (3.165), obtém-se assim a

expressao para o campo de pressdes ao interior da cavidade cilindrica dada por,

i _ mrmz .
p(r,0,z,t) = A, ]y (% r) - Ag cos[n(D — ¢)] - B, sen< I ) relot (3.166)

Xi _ mmz\ .
Pima = Dimn Jn (j r) cos[(d — )] sen( ) e/t (3.167)

Os trés indices i,m,nn sdo geralmente requeridos para especificar cada um dos modos

acusticos de uma cavidade em trés dimensoes.

3.4.4 Frequéncia natural

A equacdo de onda (3.115) apresenta resposta harménica no tempo, onde w € a

frequéncia natural. Reescrevendo a equacéo (3.126), tem-se:

v =+n%+k? (3.168)

Substituindo a equagéo (3.168) em (3.116) obtém-se:

w = c\/n? + k? (3.169)

Onde k e n foram obtidos aplicando-se as condic¢des de contorno e condigdes iniciais.
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Assim substituindo as equacdes (3.145) e (3.163) respectivamente em (3.169), obtém-se

a expresséo final para a frequéncia natural.

w=c j (?) + (%)2 (3.170)

w
F=- (3.171)
-z e o

A Tabela 3.2 apresenta os modos acusticos circunferenciais para cavidades cilindricas.
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Tabela 3.2 - Modos acusticos circunferenciais para cavidades cilindricas.

Modos (i, ) 2D 3D

(1,0)

(2,0)

(3,0)

(1,1)

(2,1)

(1,2)

m Sl O JOURS

A Tabela 3.2 acima mostra as primeiras combinagbes dos modos circunferenciais da
cavidade cilindrica, em que a coordenada r pauta o numero de circulos nodais (i), a
coordenada @ pauta o numero de didmetros modais (#1), e por ultimo, no modo axial, a

coordenada z relaciona o nimero de nodos axiais ().
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3.5 ACOPLAMENTO CASCA-CAVIDADE ACUSTICA

Apresenta-se um método para a determinagdo das caracteristicas de vibragdo livre em
uma casca cilindrica circular completamente cheia com um liquido ideal (estacionario,

incompressivel, ndo viscoso e irrotacional).

3.5.1 Vibracoes livres acopladas

Para a determinacgdo das frequéncias naturais e deformadas modais do sistema acoplado
casca cilindrica-cavidade cilindrica (ou casca cilindrica-fluido acudstico), empregasse um
método pseudo-acoplado no qual a pressdo exercida pelo liquido sobre a parede da casca,
devido a forca de inércia do liquido oscilando, pode ser incorporada nas equacdes de
movimento da casca, como massa virtual.

A expressdo analitica da massa virtual utilizada neste trabalho é derivada em Lindholm
(1962), Bhuta e Koval (1964), Berry e Reissner (1958), sendo:

‘= (p_fg)[ B,(a a) l
ps 1) [a B, (@ D)l (3.173)
Em que,
pr Densidade do fluido acustico
Ps Densidade da estrutura casca
a Raio
h Espessura

B, (e a)|,=, Derivada da funcdo de Bessel.

{ Expressao da massa virtual
Berry e Reissner (1958), demostraram que a incluséo do termo de inércia associada com
massa virtual, nas equacdes do movimento da casca € adequado, para determinar a frequéncia

natural, se a casca cilindrica ndo é muito curta.

Desta forma, a expressdo de massa virtual (3.173) é adicionada na componente radial da

matriz caracteristica (3.75), como se indica a seguir,
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pshwz — ks ks ki3 A 0
k21 pshw? — ky; k23 {B} = 0] (3.174)
k34 ks, psh (1 + Qw? — k33 ] \C 0

A continuagdo um procedimento analogo ao calculo das frequéncias naturais e
deformadas modais para a casca vazia, devera ser efeituado.

Procedimentos analogos foram estudados por Lakis e Paidoussis (1971), Gongalves
(1985), Pedroso (2003) e Mendes (2013).
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4 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo apresentam-se os elementos finitos utilizados na anélise numérica dos
sistemas desacoplados e acoplados, como sdo os elementos finitos: Estrutural Shell63 para o
sistema estrutura (casca), e fluido Fluid30 para o sistema cavidade cilindrica, os valores
numéricos das caracteristicas geométricas e mecanicas dos materiais modelos Finalmente séo

mostradas as analise de convergéncia para os modelos estudados.

4.1 DESCRICAO DOS ELEMENTOS FINITOS

A continuacdo apresenta-se os elementos finitos empregados na analise numérica dos

sistemas desacoplados e acoplados.

4.1.1 Casca elastica— SHELLG3

O elemento SHELL63 apresenta comportamento de membrana e de viga. Sao permitidos
carregamentos no plano e na direcdo normal. O elemento possui seis graus de liberdade em
cada um dos quatro nés (translagbes dos nos nas direcbes X, y e z; e rotagdes em torno dos
mesmos eixos). Estdo incluidas a capacidade de rigidez a tensdo e grandes deflexdes. A opcao
de matriz de rigidez consistente tangencial estd disponivel para uso na andlise de grandes

deflexdes (rotacdo finita). A geometria do elemento é mostrada na Figura 4.1

z
Pl

|

K.L

R .

K1) J

i
Trignguiar Opficn

Figura 4.1 - Elemento para a casca eléstica. SHELL63 - ANSYS
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Varios itens sdo ilustrados nos resultados de tensdo. Como sdo o momento sobre a face x
(MX), o momento sobre a face y (MY), e 0 momento de tor¢do (MXY). Os momentos sdo
calculados por unidade de comprimento no sistema de coordenadas do elemento. As dire¢des
de tensdo sdo paralelas ao sistema de coordenadas do elemento. A descrigcdo geral é obtida na

Figura 4.2.

SMTOR)
SX {MID)
X (BOT)

Figura 4.2 - TensGes no elemento casca. SHELL63 - ANSYS v.11

N&o sdo permitidos elementos de area igual a zero, como também elementos de espessura
nula. Uma malha de elementos planos de casca pode produzir uma boa aproximacdo de uma
superficie curva contanto que cada elemento ndo esteja distante mais que 15° de outro elemento

adjacente. A deflexdo de cisalhamento ndo é incluida neste elemento de casca fina.

4.1.2 Fluido acustico — FLUID30

Fluid 30 é usado para modelar o meio fluido e a interface em problemas de interacao
fluido-estrutura. Aplicagdes tipicas incluem problemas de propagacdo sonora e dindmica de
estruturas submersas em meio fluido. A equacdo que governa a acustica, isto é, a equagdo de
onda tridimensional, pode ser discretizada considerando o acoplamento entre a pressao acustica
e 0 movimento estrutural na interface. O elemento apresenta oito nds, com quatro graus de
liberdade por no; pressao p e translacdo do no nas direcdes x, y e z. As translacfes, entretanto,
sdo aplicaveis apenas nos nds que estdo na interface.

O elemento tem capacidade para incluir amortecimento do som referente ao material de

absorcdo da interface. O elemento pode ser usado com outros elementos estruturais
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tridimensionais para executar analise modal ndo simétrica ou amortecida, resposta harmdnica
completa e anélises transientes completas. Quando ndo houver nenhum movimento estrutural, o
elemento também € aplicavel a analise estatica, analise reduzidas de resposta harménicas e

modais. Para uma melhor compreensao do elemento mostra-se na Figura 4.3.

KL
J
Frism Option

J

f
O]
¥ J Tetrahedral Opticn
x Default Element Coordinate System

Figura 4.3 - Elemento fluido. FLUID30.

4.1.3 Descrigéo dos modelos
Modelo numérico da casca cilindrica

Tratasse de uma casca cilindrica circular reta, bi apoiada, sem restricdo axial, como se-

mostra na Figura 4.4.

1 //
1 Yy \\
44 ’/ \
/ i
/ |
! - x i
11+ | j
1 ;
nud g /
444 N o
8 J \\ //
4 4 \\ //"
L ) L=
IS

Figura 4.4 (a) Modelo numerico casca cilindrica (b) condi¢bes de contorno

simplesmente apoiadas.
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Os dados gerais do modelo casca séo apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Caracteristicas da casca

Espessura (h) 0,001 m
Raio (a) 0,175m
Comprimento (L) 0,664 m
Madulo de elasticidade (E) 2x 10" Mpa
Coeficiente de Poisson v) 0,3
Densidade do aco (Ps) 7680 Kg/m?

Modelo numérico da cavidade acustica

A cavidade acustica tem geometria cilindrica com extremidades abertas e fechada na lateral,

como se mostra na Figura 4.5.

(@) (b)

Figura 4.5 (a) Modelo cavidade acustica, (b) condi¢des de contorno aberta nos extremos,
(pressaop = 0)

Os dados gerais do modelo cavidade acustica sdo apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 Caracteristicas da cavidae acustica

Raio (a) 0,175m
Comprimento (L) 0,664 m
Densidade do fluido (e 1000 Kg/m*
Velocidade de propagacdo do som na agua (c) 1500 m/s
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J4, o modelo acoplado fluido-estrutura (FE), consiste de uma estrutura casca
simplesmente apoiada completamente preenchida de um fluido acustico, nas extremidades

abertas.

As propriedades dos materiais e a geometria adotados no modelo Fluido-Estrutura, isto é
Caso 1.C. foram transcritos de Amabili e Dalpiaz (1995), que realizaram, dentre outros, um
ensaio em um tanque com 0 eixo na posicdo vertical, totalmente preenchido com agua. As
condicOes de contorno impostas a casca cilindrica por placas delgadas nas extremidades foram
consideradas muito préximas a do caso simplesmente apoiado e aberto nas extremidades. Os
resultados obtidos com a presente formulagdo, foram comparados com os resultados do

trabalho experimental da literatura especializada em Amabili et al (1995).

4.2 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

4.2.1 Analise modal

A analise modal é utilizada para determinar frequéncias naturais e modos de vibracdo. Ha
muitos métodos numéricos para extracdo de modos. O ANSYS oferece estes métodos: Block
Lanczos, PCG Lanczos, Subspace (subespaco), Reduced (reduzido), Unsymmetric (néo
simétrico), Damped (amortecido) e QR Damped (QR amortecido).

Os meétodos utilizados para o desenvolvimento destes estudos foram o Subspace e

Unsymmetric.

O método Subspace é utilizado para a determinacdo de autovalores e autovetores
associados a matrizes simétricas, como nos casos das analises modais da estrutura e do fluido
desacoplados. O método Subspace utiliza a técnica de interacdo do subespaco, que
internamente utiliza o algoritmo de interagdo de Jacobi generalizado. E altamente preciso

porque utiliza as matrizes de rigidez e massa completas.
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O método Unsymmetric, que também utiliza as matrizes de rigidez e massa completas,
destinasse a problemas onde essas matrizes sdo assimétricas, como em problemas de

acoplamento acustico estrutural.

4.2.2 Analises de convergéncia

Para obter as solugdes numéricas adequadas pelo Método dos Elementos Finitos no
software ANSYSS, estudos de convergéncia para cada modelo (casca, cavidade, acoplamento

casca-cavidade cilindrica), foram realizados.

A férmula para obter o erro percentual dos resultados numéricos em comparagdo com 0s

resultados analiticos foi:

Analitico — WNumérico
x 100

Erro (%) = © (4.1)

W Analitico

Na Tabela 4.3 apreciam-se 0s quatro niveis de refinamentos feitos na configuracdo

geométrica da casca cilindrica (altura ou comprimento e circunferéncia).

Tabela 4.3 - Niveis de refinamentos.

Nivel N° divisbes N° divisbes
Refinamento Altura Circunferéncia
1 7 12
2 10 24
3 20 48
4 40 80
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Analise de convergéncia da estrutura casca

Na Figura 4.6 apresenta-se o esquema dos refinamentos para 0 modelo numérico da casca
cilindrica, feitos no software ANSYS:

Modelo Refinamento 1 Refinamento 2 Refinamento 3 Refinamento 4

Estrutura casca cilindrica

Figura 4.6 - Esquema refinamento modelo casca.

A Figura 4.7 apresenta a convergéncia das duas primeiras frequéncias naturais numéricas
para cada nivel de refinamento, a informacdo no gréfico refere-se as duas primeiras
combinacbes modais m,n e suas frequéncias naturais analiticas, para as quais o estudo de

convergéncia numérico € realizado.

8
m=1,n=4
b Freq Analitica = 1410,9 rad/s
6 | —+ m=1,n=5

Freq Analitica = 1459,6 rad/s

Erro (%)

Nivel de refinamento
Figura 4.7 - Andlise de convergéncia para a estrutura casca.
A convergéncia para a combinacdo modal m = 1, n = 4 ou frequéncia analitica 1410,6

rad/s, converge rapidamente passando de um erro de 7,73 % com o primeiro nivel de

refinamento a um erro de 0,51% com o segundo nivel de refinamento, logo um erro de 0,10%
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é obtido para o quarto nivel de refinamento. Aprecia-se uma variagao pequena de erro entre o

segundo, o terceiro e o quarto nivel de refinamento.

Para a convergéncia da combinacdo modal m = 1, n = 5, frequéncia analitica 1459,6
rad/s apresenta-se erros porcentuais menores nos quatro niveis de refinamento, observando um
erro de 3,33 % para o primeiro nivel de refinamento, seguido com um erro de 1,43% para o
segundo nivel de refinamento, passando a um erro de 0,57 % para o terceiro nivel de
refinamento, finalmente obtém-se um erro de 0,15 % com o quarto nivel de refinamento.

Aprecia-se menor erro porcentual nos refinamentos e uma convergéncia mais suavizada.

Com os refinamentos procurou-se que as dimensdes do elemento casca fossem o mais
possivel quadrada, permitindo uma boa precisdo nas deformadas modais. A continuacdo, a
configuracdo dos refinamentos realizados, sera a mesma para 0 modelo cavidade cilindrica e

para o0 modelo acoplado fluido-estrutura.

Analise de convergéncia da cavidade cilindrica

Na Figura 4.8 apresenta-se o esquema dos refinamentos do modelo numérico da cavidade
cilindrica, feitos no Software ANSYS.

Modelo Refinamento 1 Refinamento 2 Refinamento 3 Refinamento 4

Cavidade acustica

Figura 4.8 - Esquema refinamento da cavidade cilindrica.

Na Figura 4.9 apresenta-se a variacdo das frequéncias naturais numéricas, para cada nivel
de refinamento do modelo cavidade cilindrica, a informagdo no grafico reporta as duas
primeiras frequéncias naturais analiticas para as quais o estudo de convergéncia numérico é

realizado.
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A—a—A Freq Analitica = 7097 rad/s
®— @@ Freq Analitica = 14194 rad/s

Erro (%)

Nivel de refinamento

Figura 4.9 - Analise de convergéncia para a cavidade cilindrica.

A convergéncia para a primeira frequéncia numérica da cavidade cilindrica, mostra um
erro porcentual de 3,38 % para o primeiro nivel de refinamento, erros de 0,41 % e 0,11 %
foram obtidos para o terceiro e quarto nivel de refinamento.

Para a convergéncia da seguinte frequéncia numérica, mostra um erro porcentual de 3,14
% para o primeiro nivel de refinamento, para os trés outros niveis os erros foram
satisfatoriamente inferiores a um por cento. As frequéncias e deformadas modais para este

modelo foram obtidos com o quarto nivel de refinamento.

Analise de convergéncia do acoplamento casca-cavidade cilindrica

Na Figura 4.10 apresenta-se um esquema dos refinamentos para 0 modelo numérico do

acoplamento fluido-estrutura, feitos no Software ANSYS.

<
o
o
@
(<

Refinamento 1 Refinamento 2 Refinamento 3 Refinamento 4

Acoplamento acustico
estrutural

Figura 4.10 - Esquema refinamento acoplamento fluido-estrutura.
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A Figura 4.11 apresenta a convergéncia das duas primeiras frequéncias naturais
numéricas para o sistema acoplado, pode-se apreciar as rigidezes das solu¢cbes numéricas, em
que, um erro porcentual de 40 % na frequéncia numérica para o primeiro nivel de refinamento,
diminui a 17% para o segundo nivel de refinamento. Uma explicacdo para este fato é devido a
pouco refinamento na superficie de interface, fundamental para garantir o efeito acoplado
fluido-estrutura.

4 m=1,n=4
Freq Analitica = 564,17 rad/s
40 — m=1,n=5
Freq Analitica = 632,45 rad/s

¢ o+ o

Erro (%)

Nivel de refinamento
Figura 4.11 - Analise de convergéncia para o acoplamento fluido-estrutura.

O refinamento do nivel 4 mostrado na Figura 4.11 permitiu no modelo acoplado casca-

cavidade uma boa simulacdo dos efeitos de interacdo fluido-estrutura na superficie de interface.

Analisando a Figura 4.7, Figura 4.9 e Figura 4.11, observasse que a partir do terceiro
refinamento todos os erros sdo menores que 5%, 0 que caracteriza resultados satisfatorios. No
quarto refinamento os testes exibem erros porcentuais menores ou iguais que 1 %, em todas as
analises dos casos desacoplados e acoplados, foi utilizado o nivel de refinamento 4, para a

obtencéo das solu¢Bes numéricas neste trabalho.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos de todos 0s casos propostos sob as
abordagens analiticas, baseadas nas teorias desenvolvidas no capitulo 3, e numéricas obtidas
com o programa ANSY'S, tomando-se as malhas validadas no capitulo 4. Por ultimo apresenta-
se um estudo dos efeitos das condi¢BGes de borda em vibragdes livres de casca cilindrica. Os
estudos de caso serdo determinados pelas condi¢des de contorno conforme indicado na Tabela
5.1.

Tabela 5.1 Estudo de casos

Esquema do Condigdes de Tipo

Abor m
Caso modelo contorno Andlise bordage
A. Casca Apoiada- Apoiada
Desacoplada <>
Vibracdo  Analitico -
Livre Numérico
B. Cavidade Aberta-Aberta
Desacoplada b
Ab
- Vibragdo  Analitico -
Livre Numérico
Ab
1. C. Acoplamento

fluido estrutura I
Casca cilindrica

Apoiada-Apoiada

Vibragdo  Analitico -
Livre Numérico

Cavidade cilindrica

Aberta- Aberta

D. Casca Apoiada-Apoiada
Vibracdo  Analitico -
Livre Numérico

«c = ,@V __S'-w
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Tabela 5.2 Estudo de casos, Continuacéo.

Caso Esquema do Condicdes de Tllp_O Abordagem
modelo contormo Analise
Casca Engastado-Livre
9 Vibracdo  Analitico -
' Livre Numérico
. W
Casca Engastado- Engastado
3 Vibragdo  Analitico -
' Livre Numérico
~— if \@,9» ﬁ‘lva
Estudo literatura
Efeito
— restricao L
4. axial Vlb.ragao Numérico
L Livre
na frequéncia
natural
g
5.1.1 Caso l.A.

Representa a estrutura para o problema acoplado fluido-estrutura (FE), trata-se de uma

casca cilindrica simplesmente apoiada (A-A), sem restricdo axial, isto é restricdo aos

deslocamentos nas direcdes radial (w) e circunferencial (v).

As premissas da analise foram baseadas segundo a teoria linear para cascas elasticas
finas de Donnell, onde a casca tem uma espessura constante, as paredes sdo finas e inferiores
a 10% do raio médio. O material da casca apresenta caracteristicas linear, elastico, homogeno e
isotropico. Para o caso estudado ndo ha cargas aplicadas. As deformacgfes sdo pequenas em
comparagdo com seu raio, a inércia de rotagdo e deformagdo de cisalhamento s&o

negligenciadas. Uma analise de vibragdes livres foi realizada mediante uma abordagem

comparativa analitica e numérica.
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Na Tabela 5.3, sdo apresentados os resultados das dez primeiras frequéncias circulares
naturais (w), analiticas e numéricas da casca cilindrica, Onde (N) representa sua ordem,

e (i,m,n) o indice ou combinagdo modal.

Tabela 5.3 - Frequéncias naturais da estrutura desacoplada.

. (OF Anédlitico W: Numérico

N i m n l'm’n(ra d/s) imn (rad ) Erro (%)
1 1 1 4 14109 1410,07 0,06
2 1 1 5 1459,6 1458,14 0,10
3 1 1 6 1881,2 1878,48 0,14
4 1 1 3 2022,8 2022,2 0,03
5 1 1 7 2498,7 24976 0,04
6 1 2 6 2806,9 2805,6 0,05
7 1 2 7 3000,6 2998,2 0,08
8 1 2 5 3160,3 31604 0,00
9 1 1 8 32484 3246,6 0,06
10 1 2 8 35478 35442 0,10

As frequéncias naturais da estrutura obtidos na Tabela 5.3, mostram uma boa

aproximacdo entre resultados analiticos e numéricos.

A Tabela 5.4, Tabela 5.5 e Tabela 5.6 apresentam as deformadas modais numéricas do
Caso 1.A., As quais mostraram-se em vista isométrica e superior. Junto a uma apreciacdo
qualitativa dos deslocamentos axial (U), circunferencial (V) e radial (W),

O primeiro a ser identificado ¢ o modo de corpo livre, modo no qual toda a estrutura se

desloca da sua posicdo de equilibrio.
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Tabela 5.4 - Frequéncias naturais e modos de vibragdo numéricos da estrutura, ANSYS.

Deformada Modal - Pesloca@ntos -
Axial (U) Cicunferencial (V) Radial (W)
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A primeira combinacdo modal numérica, a ser identificada foi i =1, m=1, n=4
com uma frequéncia numérica de 1410,1 rad/s, onde o indice i = 1 indica que a menor entre
as trés frequéncias naturais, m = 1 representa uma semi-onda longitudinal e n = 4 representa
quatro ondas circunferenciais ou quatro diametros, como se identifica na Figura 5.1a,b.

Respectivamente.

(a)
n=4
1
2
3
4
(b)

Figura 5.1 - Configuragdo modal
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Tabela 5.6 - Frequéncias naturais e modos de vibragdo numéricos da estrutura, ANSYS. Cont.

Deslocamentos
Deformada Modal - - -
Cicunferencial (V) Radial (W)
S
e}
11
c
-
I
€
"
n |2
—_— s
<
i &
=
1 \&
o
(o]
on
|
s
o
1l
c
-
I
€
"
1

A comparacdo entre os resultados analitico e numérico dos modos de vibragdo axial,
circunferencial e radial correspondentes a frequéncia natural w;—; ;=1 n=4 € apresentada a
seguir. O indice i = 1 indica que a menor entre as trés frequéncias naturais m =1, n =4 €
considerada, o que para o Caso 1.A., corresponde a um modo predominantemente radial; o
indice m = 1 denota uma meia-onda longitudinal no modo de vibracao e o indice n = 4 indica
quatro ondas circunferenciais no modo de vibragdo. Para cada deslocamento, sdo mostrados 0s
modos de vibracdo ao longo de duas curvas: uma reta (0 <z <L) em @ =36° e uma
circunferéncia (0° <@ < 360°) em z = L/2. A Figura 5.3 reline o primeiro conjunto de

modos, i = 1,m = 1,n = 4, (1), cujo angulo de fase ¥ = 0.

Como observado, na Tabela 5.3 e Figura 5.3, os resultados analitico e numérico
coincidem muito bem tanto nas frequéncias naturais quanto nos modos de vibracdo. As
deformadas modais, analitica e numérica mostradas nas Figura 5.3 b, d, e, f apresentam uma
pequena defasagem, o que ndo invalida o resultado uma vez que o angulo de fase W, para o

primeiro (1), conjunto de modos naturais, é arbitrario, considerado igual a zero (0) neste
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trabalho. Caso W fosse considerado igual a [—m/48n], os resultados seriam coincidentes. Os

modos de vibracdo numéricos foram ajustados pelos modos de vibracao analiticos.

0.8 2

Analitico L i Analitico
fffff Numeérico ----- Numeérico
— 0.6

04 E
N
—0.2
\ \ \ \ 0 )
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 .
B B m=1,n=4
m =1, n= 4 Deformada modal radial W (z=L/2, @)
Deformada modal radial W (z, @ = 36°)
(a) (b)
0.8 0.4
Analitico L i Analiﬁlc.:o
fffff Numérico ----- Numérico

— 0.6

04 E

N
—0.2
. 4]
\ \ \ 0
-0.16 -0.12 -0.08 -0.04 0 0.4
m=1,n=4 m=1, n=4
Deformada modal circunferencial V (z, @ = 36°) Deformada modal circunferencial V (z = L/2, @)
(©) (d)

Figura 5.2 - Deformada modal: [(a) e (b)] radial, [(c) e (d)] circunferencial. ao longo de duas
curvas: umareta (0 < z < L) em ¢ = 36° e uma circunferéncia (0° < @ < 360°) em

z=1LJ2.
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0.8 0.003
| Analitico Qnmqpo
***** Numérico 0.002 — ----- Numérico
0.6 -
0.001— /
/ \
//
I
00|
I
lJ
1]
-0.001 —
0 ‘ ‘ ‘
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 -0.002
m=1,n=4 m=1,n=4
Deformada modal axial U (z, @ = 36°) Deformada modal axial U (z=L/2, @)
(e) (f)

Figura 5.3 - Deformada modal: [(a) e (b)] radial, [(c) e (d)] circunferencial e [(e) e (f)] axial, ao

longo de duas curvas: umareta (0 < z < L) em ¢ = 36° e uma circunferéncia (0° < @ <

360°) emz = L/2.

A relagdo entre as frequéncias naturais analiticas e o nimero de ondas circunferenciais n,

sdo mostradas na Figura 5.4, para as primeiras semi-ondas longitudinais m.

30000
K% | m=1
g m=2
1 20000 —| m=3
© m=4
> —
= m=5
© |
©
(&)
@
9 10000 —
O
o
LL -

0 I I I I

0 4 8 12 16 20

Numero de ondas circunferenciais, n

Figura 5.4 —Relagdo de frequéncias naturais vs nimero de ondas circunferenciais de uma casca
cilindrica simplesmente apoiada.
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Na Figura 5.4, observa-se como as menores frequéncias naturais ndo necessariamente
estdo associadas com os menores valores de n, (n = 1, n = 2). Sendo que a menor frequéncia
depende da taxa da energia de deformacéo total associada a flexdo e a membrana. O valor de n
associado com a frequéncia natural minima depende principalmente das relagdes geométricas
h/ae L/a.

A influéncia do nimero de semi-ondas longitudinais, m, nas frequéncias naturais da
casca com extremos simplesmente apoiados, pode ser verificada através da Figura 5.4.
Observa-se que a menor frequéncia natural da casca ocorre para m = 1, ou seja, para uma
semi-onda longitudinal, e a medida que n cresce, os valores das frequéncias tendem a um valor
comum para qualquer m, ja para modos de vibracéo altos (n alto), o comportamento dindmico
das casca é dominado por energia de flex&o.

Como vimos anteriormente na analise teorica para problemas de cilindros vibrando
livremente, as frequéncias naturais sdo obtidas do polinomio caracteristico (3.82), assim para
uma dada configuracdo de ondas longitudinais m e circunferenciais n, existem trés raizes reais
sendo as frequéncias naturais de vibracdo livre. Caracteristico destas frequéncias naturais € o
fato de que uma é sempre menor do que as outras. Em quanto o indice i = 1 representa as
frequéncias que geralmente sdo menores e predominantemente radiais, jd i = 2 e i = 3 estdo

associadas a vibracgdes predominantemente circunferenciais e axiais.

A Figura 5.5, reproduz novamente os graficos plotados na Figura 5.4, acrescendo as
combinagfes modais i =2, m =1 e i =3, m = 1, as quais relacionam frequéncias naturais
de maior ordem.

80000

(2}

g 60000 — X +——+—+i=1, m=1
= ! o—o—0i=1, m=2
g > ===l m=3
= v e o=l m=4
c 40000 — 7 A A A i=1. m=5
© ‘ ’

'© | G—e—© =2, m=1
& 3 % - X- X i=3, m=1
=] !

o

e —

L

4 8 12 16 20
NuUmero de ondas circunferenciais, n

Figura 5.5 - Frequéncias naturais analiticas da estrutura.

64



Na Figura 5.5 observa-se a diferenca entre o grupo associado a baixas frequénciasi = 1 e
0S grupos associados com altas frequéncias i = 2, i = 3. Sendo apenas a menor das trés
solugdes de importancia pratica, devido que menores frequéncias implicam maiores amplitudes

das deformagoes.

5.1.1.1 Consideracoes finais Caso 1.A.

A casca cilindrica circular reta de paredes finas, bi apoiada e sem restricdo axial, foi
estudada em uma analise de vibragdes livres pela abordagem comparativa dos estudos
analiticos e numéricos. Os dados obtidos mostraram-se bastante aproximados, o que mostra a
coeréncia dos procedimentos utilizados. Destaca-se também a compatibilidade da formulacéo
analitica com os resultados experimentais disponiveis em Amabili e Dalpiaz (1995). A teoria
analitica utilizada foi baseada nas formulacGes aproximadas de Donnell, apresentadas por
Soedel no livro Vibrations of Shells and Plates, Third Edition, (2005). Analiticamente, as
frequéncias naturais e as deformadas modais foram obtidas pela substituicdo das solucdes
assumidas, em expansdes modais trigonométricas, nas equacdes de movimento para o sistema

desacoplado.

Os resultados sdo expressos em funcdo de frequéncias naturais e deformadas modais
também conhecidas como combinacdes modais com indices (i,m,n), onde i refere-se a
ordem das frequéncias naturais, m indica 0 nimero de semi-ondas longitudinais e n indica o

numero de ondas circunferenciais associados ao modo de vibracéo.

Observa-se na Figura 5.3 que as menores frequéncias naturais ndo estdo necessariamente
associadas aos menores valores de n, (n = 1, n = 2). Sendo que a menor frequéncia natural
da casca (1410,9 rad/s), ocorre parai = 1,m = 1,n = 4, ou seja uma semi-onda longitudinal
e quatro ondas circunferenciais, onde (i = 1) esta relacionado as frequéncias naturais de menor
ordem, predominantemente radiais. Os valores do nimero de ondas circunferenciais n, para a
frequéncia natural minima na casca cilindrica, dependem principalmente das relacfes
geomeétricas como sdo: a esbelteza (altura/raio) e a espessura (espessor/raio), sendo que 0

Caso 1.A. é identificado como uma casca cilindrica longa e fina.
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Para propositos praticos s6 o menor valor das trés frequéncias naturais (i = 1, 2, 3) é
ordinariamente de significativa importancia para uma analise de vibracGes por apresentar maior
amplitude no deslocamento. Observa-se a grande variedade de deformadas modais com aspecto
bastante diferenciado, obtidas apartir das equacdes que descrevem a casca cilindrica; sendo
observados modos de vibracdo transversal, longitudinal e torcional com formato identico a de
vigas tubulares, vibracao flexional e extensional no plano do anel, alem dos modos de vibragédo
propios da teoria de cascas. Sendo que a deformacgéo na casca pode variar entre puramente

extensional para puramente flexional.

5.1.2 Caso 1.B.

Representa a cavidade cilindrica (ou fluido acustico) para o problema acoplado fluido-
estrutura. Trata-se de uma cavidade acustica com geometria cilindrica, com suas extremidades
abertas (Ab-Ab) e fechada na lateral.

As premissas gerais utilizadas na analise teorica de cavidades acusticas, segundo Kinsler
(1962), no seu livro titulado Fundamentals of acoustics, séo:

O fluido contido na cavidade é homogéneo, inviscido e estacionario. A densidade média e
a pressdo sdo uniformes em todo o liquido. A cavidade é delimitada por paredes rigidas e as
particulas de fluido séo ciclicamente deslocadas das suas posi¢cdes de equilibrio. A obtencédo
das frequencias naturais e o campo de pressdes no interior da cavidade acustica foram

estudados mediante uma abordagem comparativa analitica e numérica.

A Tabela 5.7 contem os resultados das dez primeiras frequéncias circulares naturais (w)
analiticas e numéricas, sua ordem (N), seu indice (i, , m ) e 0s respectivos erros, obtidos

pela formula para o erro porcentual (4.1) .

Os resultados das frequéncias da cavidade cilindricas obtidas na Tabela 5.7, caracterizam-
se por uma excelente aproximacdo, pois as frequéncias obtidas pela teoria analitica e pelo
software ANSY'S (método numérico) sdo praticamente iguais, ou seja, 0S erros sS40 minimos, o
qual mostra uma boa coeréncia do modelo numérico e a formulacdo analitica para estas

condicdes de contorno.
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Tabela 5.7-Frequéncias naturais da cavidade cilindrica desacoplada.

o 5 Analitico W 55 Numérico
N ! m n 1'm,(rrl'ad/s) l'm’(l:'ad/s) Erro (%)
1 0 1 0 7097 7098 0,01
2 0 2 0 14194 14209 0,11
3 0 1 1 17304 17318 0,08
4 0 2 1 21226 21233 0,03
5 0 3 0 21291 21299 0,04
6 0 3 1 26502 26513 0,04
7 0 1 2 27124 27148 0,09
8 0 4 0 28388 28406 0,06
9 0 2 2 29779 29802 0,08
10 0 4 1 32480 32500 0,06

A Tabela 5.8 e Tabela 5.9 apresenta os modos de vibragdo acusticos numéricos da
cavidade cilindrica. Sdo apresentados os 16 primeiros modos associados as 10 primeiras

frequéncias naturais numéricas.
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Tabela 5.8 - Frequéncias naturais e modos de pressao numéricos da cavidade acustica obtidos
por ANSYS.

i=0m=1n=0,(1)

izom=1n=1,(1)

i=0om=1n=1(2)

o =7097,5rad/s

w=17310,8rad/s

o =17310,8rad/s

i=0m=2n=1,(1)

i=0om=2n=1(2)

i=om=3n=1,(1)

w =21232,8rad/s

w =21232,8rad/s

w =21298,7 rad/s

o =26512,5rad/s

i=0m=3n=1(2)

i=zom=1n=2(1)

i=0m=4na=0,(1)

w =26512,5rad/s

w =27147,8rad/s

w = 27149,8rad/s

w = 28406,3rad/s
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Tabela 5.9 - Frequéncias naturais e modos de pressdo numéricos da cavidade acustica obtidos
por ANSYS. Continuagéo.

izom=2n=2(1) | i=0m=2a=2,(2) | i=0m=4na=1,(1) | i=0,m=40=1,(2)

o =29802,4 rad/s o =29802,4 rad/s o = 32499,8 rad/s o = 32499,8 rad/s

A comparagdo entre os resultados analitico e numérico do modo de vibracdo da presséo,
correspondente a frequéncia natural w;-g =1 m=1 = 17310,8rad/s com W =0 ¢
apresentada na Figura 5.7. O indice i = 0 indica nenhum circulo nodal, o indice m = 1 indica
um né axial eoindice n =1 denota um didametro nodal no modo de vibracao.

A seguir sdo mostrados 0s modos de vibragdo da pressdo ao longo de trés curvas: uma reta
(0<r<a) em @ =36° z=1L/2, uma circunferéncia (0°<® <360°) em r =a/2,

z=L/2 e umareta(0<z<L)emr=a/2, § = 36°

0.5
N Analitico
04— 77 Numerico
= 0.3 —
m J
2 o2
o
0.1 —
0 T T T T
0] 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

r (m)
r,@=36°,z=1L/2

(a)
Figura 5.6 - Modos de vibracdo de pressdo ao longo (a) umareta (0 < r < a) em
O =36° z=L/2
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Figura 5.7 - Modos de vibracdo de pressdo ao longo de trés curvas: (a) umareta (0 <r < a)
em @ = 36° z = L/2, (b) uma circunferéncia (0° < @ < 360°)emr =a/2,z=1L/2 e(c)
umaumareta (0 <z<L)emr=a/2, ® = 36°

Como observado, na Tabela 5.7 e Figura 5.7, os resultados analitico e numérico coincidem

muito bem tanto nas frequéncias naturais quanto nos modos de vibragdo. Apresenta-se uma

defasagem de 20°, entre as solucdes analiticas e numéricas mostradas na Figura 5.7b.
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5.1.2.1 Consideracoes finais Caso 1.B.

A cavidade acustica com geometria cilindrica, aberta nos extremos e na lateral rigida, foi
estudada através de uma analise de vibracdo livre pela abordagem comparativa analitica e
numérica. Os resultados caracterizam-se por uma excelente aproximacao, 0s erros s&o minimos,
0 que mostra uma boa coeréncia entre 0 modelo numérico e a formulagdo analitica para estas

condicdes de contorno (Aberto-Aberto), ou seja, pressdo zero nas extremidades.

A formulacdo tedrica para o fluido esta fundamentada na equacdo de Helmholtz, sua
solucdo se obteve através do método de separacdo de varidveis, cujos resultados sdo expressos
em termos de frequéncias naturais e modos de pressdo, onde os trés indices (i, m, n)
geralmente sdo necessarios para especificar cada um dos modos acusticos de uma cavidade
tridimensional, sendo i 0 nimero de circulos nodais, m 0 nimero de nds axiais e 7 0 numero de

didmetros nodais no modo de vibracéo.

A menor frequéncia natural da cavidade acustica (7097,5 rad/s), ocorre para (i = 0,
m =1, n=0), ou seja i = 0 indica nenhum circulo nodal, m = 1 indica um né axial e

71 =1 denota um didmetro nodal no modo de vibracao.

Observa-se como a ordem das frequéncias acusticas é de 5 ate 10 vezes a ordem das

frequéncias naturais para a casca vazia.

5.1.3 Caso 1.C.

Representa o acoplamento fluido-estrutura (FE), tratasse de uma casca cilindrica
completamente preenchida de liquido, com condicdes de contorno:

Para a estrutura casca, simplesmente apoiadas (A-A) e para a cavidade acUstica, com
extremos aberto-aberto (Ab - Ab) e fechado na lateral. O fluido acustico referido no trabalho
como cavidade acustica é considerado ndo viscoso e incompressivel.

O método de solucdo para as vibragdes livres de cascas cilindricas cheias de liquido,
parte de um método speudo-acoplado, onde o efeito da forca de inércia do liquido é
incorporado nas equagdes de movimento da casca como massa virtual de fluido no sentido
radial do movimento. A metodologia anterior tem sido amplamente utilizada entre outros por
Lakis e Paidoussis em 1971, Koga e Tsushima em 1990, Goncalves e Batista em 1986, Lee e
Lu em 1995.
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A obtencdo das frequencias naturais e deformadas modais acopladas foram estudadas

mediante uma abordagem comparativa analitica e numérica.

Os resultados das dez primeiras frequéncias circulares naturais w analiticas e numéricas, sua

ordem (N) , seu indice (i,n,m) e 0s respectivos erros sdo apresentados na Tabela 5.10.

Tabela 5.10 - Frequéncias naturais acopladas.

w; Analitico w; Numérico
N i m n Lmn (rad /s) Lmn (rad /s) Erro (%)
1 1 1 4 564,17 567,2 0,5
2 1 1 5 632,45 637,8 0,8
3 1 1 3 734,15 736,3 0,3
4 1 1 6 871,22 881,9 1,2
5 1 1 7 1223,69 12439 1,7
6 1 1 2 124781 12485 0,1
7 1 2 6 1312,78 1329,21 1,3
8 1 2 5 1388,99 14018 0,9
9 1 2 7 1480,04 15044 1,6
10 1 2 8 1832,04 1703,6 7,0

A Tabela 5.11, Tabela 5.12 e Tabela 5.13, apresentam 0s modos de vibragdo numéricos
para o sistema acoplado fluido-estrutura FE. Os quais mostrassem em vista isométrica 3D e
superior, contendo também os deslocamentos axial (U), circunferencial (V) e radial (W) e a

pressdo (P). E apresentado o modo de corpo livre extraido dos resultados do programa.
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Tabela 5.11 - Frequéncias naturais e modos de vibracdo numéricos acoplados fluido-estrutura
obtidos via ANSYS.

Deformada Modal Deslocamentos Presséo (P)

Axial (U) Cicunferencial (V) Radial (W)

Corpo Livre

567,2 rad/s

IL,m=1,n=4, (1)

o=

IL,m=1n=4 (2

637,8 rad/s

=5 (1)

=1,n

i=1,m

=1,m=1,n=5 (2)
0):
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Tabela 5.12-Frequéncias naturais e modos de vibracdo numéricos acoplados fluido-estrutura
obtidos via ANSYS. Cont.

Deformada Modal Deslocamentos Presséo (P)

Axial (U) Cicunferencial (V) Radial (W)

7, (1)

1,n

1,m

o =1243,9 rad/s

7. (2

1,n

1,m

;

_ | i
o =1329,21 rad/s

6, (1)

2,n

1,m

6, (2)

1,m=2,n
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Tabela 5.13-Frequéncias naturais e modos de vibracdo numéricos acoplados fluido-estrutura
obtidos via ANSY'S. Continuacao.

Deslocamentos .
Deformada Modal Presséo (P)

Axial (U) Cicunferencial (V) Radial (W)

A comparagdo entre os resultados analitico e numérico das deformadas modais radial,

ILm=2,n=7, (1)

IL,m=2,n=7, (2
o =1504,4 rad/s

circunferencial e axial e de pressdo correspondentes a frequéncia natural w;—1 m=1 n=4.
Y = (0 é apresentada na Figura 5.8 e Figura 5.9. O indice i = 1 indica que a menor das
frequéncias naturais, m = 1, n = 4 é considerada. Para cada deslocamento sdo mostrados a
deformada modal ao longo de duas trajetérias: uma reta (0 <z <L) em @ = 36° e uma

circunferéncia (0° < @ < 360°) emz = L /2.
Para a pressdo, sdo mostrados os modos de vibracdo ao longo de trés curvas: Uma reta

(0<r<a),em @=36°e z=L/2, uma circunferéncia (0°< @ <360°) emr =a/2 e

z=L/2,eumareta(0<z<L)emr=a/2 e @ = 36°.
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fffff Numérico
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STV
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m=1,n=4 m=1n=4
Deformada modal axial U (z, @=36°) Deformada modal axial U (z = L/2, &)
(e) (f)

Figura 5.8 - Deformadas modais para o sistema acoplado: (a) e (b) radial, (c) e (d)
circunferencial e (e) e (f) axial, ao longo de duas trajetorias: umareta (0 <z <L) em

@ = 36° e uma circunferéncia (0° < @ <360°)emz =1L/2.

r(m)
0 004 008 012 016 0.2

0 | | | |
-0.01 +
-0.02 — Analitico
fffff Numérico
-0.03 +
-0.04

Presséo (P) r, @=36°, z=L/2

(@ Umareta(0<r<a),em@=36°e z=1L/2
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0.04

Analitico
1T e Numérico

-0.02 —

Presséo (P) r=a/2, @, z=L/2

(b) uma circunferéncia (0° <@ <360°)emr =a/2 e z=1/2

0.8
i Analitico
fffff Numérico
0.6 —
E 04
N
0.2 —
0 \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Pressdo (P) r=a/2, @=36°, z

(c) Umareta(0<z<L)emr =a/2 e @ = 36°.

Figura 5.9 - Modos de vibracédo de presséo para o sistema acoplado ao longo de trés curvas:
Umareta (0 <r <a),em® = 36°¢ z = L/2, uma circunferéncia (0° < @ < 360°) em
r=af/2 e z=L/2,eumareta(0<z<L)emr=a/2 e @ =36°.

Como observado, na Tabela 5.10 e Figura 5.8, Figura 5.9, os resultados analitico e

numérico coincidem muito bem tanto nas frequéncias naturais quanto nas deformadas modais.
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A Tabela 5.14 apresenta as dez primeiras frequéncias numericas comparativas dos

sistemas casca cilindrica e acoplamento casca-cavidade.

Tabela 5.14 - Frequéncias numéricas comparativas casca vs casca-cavidade.

Estrutura Casca Acoplamento Fluido-Estrutura

N (i, m, n) w (rad/s) N (i, m,n) w (rad/s)
1(114) 1410,07 1(1,14) 567,2
2(1,15) 1458,14 2(1,15) 6378
4(1,13) 2022,2 3(1,13) 736,3
3(1,1,6) 187848 4(1,1,6) 8819
5(1,1,7) 2497,6 5(1,1,7) 12439
11(1,12) 3830,29 6(1,1,2) 12485
6 (1,2,6) 2805,6 7(1,2,6) 132921
8(1,2,5) 31604 8(1,2,5) 1401,8
7127 2998,2 9(127) 1504,4
10 (1,2,8) 35442 10 (1,2,8) 1703,6
9(1,1,8) 3246,6

Verifica-se que as formas modais acopladas das dez primeiras frequéncias, como mostra
a Tabela 5.14 se caracterizam pelo modo controlado pela estrutura. 1sso ocorre devido ao fato
de que o solido provoca uma perturbacdo na cavidade o que forca o fluido a acompanhar a sua
deformada, como observado nas colunas radial (W) e Presséo (P) na Tabela 5.11,Tabela 5.12 e
Tabela 5.13.

Como o modo da estrutura € dominante, pode-se comparar esse resultado com a

frequéncia correspondente para o caso desacoplado.

Observa-se que esse valor € maior que o resultado obtido no caso acoplado, devido a

existéncia de massa adicional incorporada ao sistema fluido-estrutura.
Os modos da estrutura ndo apresentam excitacdo de formas modais tipicas da cavidade,
mas adicionam massa de fluido a estrutura, como se pode observar pela perturbacéo da regido

de fluido em contato com a parede da estrutura.

As frequéncias naturais w;,, analiticas, para o primeiro grupo de frequéncias i = 1, para
combinagfes modaiscomm =1 a 5 e n =1 a 10, sdo mostradas na Figura 5.10.
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Figura 5.10 - Frequéncias naturais analiticas acopladas.

A Figura 5.11 apresenta as frequéncias naturais analiticas, i = 1 para as combina¢es modais
m=1¢e 2 e n=3 a7 emHz, paraa estrutura desacoplada (casca cilindrica vazia) e para o
sistema acoplado fluido-estrutura FE (casca preenchida totalmente de 4gua). A Figura 5.12 tem

a mesma informagao de acordo com Amabili e Dalpiaz (1995).

1200
A H B WMi=-1,m=1 Cheia
. 1000 — m =2 Cheia
E i m=1 Vazia
~ m=2 Vazia
- 800 —
©
5 i
<
= 600 —
.©
5 i
o
(% 400 __m
g LS\\\ — /EI////
e el g -
200_\:;;;-
0 \ \ \
3 4 5 6 7

Numéro de ondas circunferenciais, n

Figura 5.11 - Frequéncias naturais analiticas para a casca vazia e cheia.
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Figura 5.12 - Frequéncias naturais tedricas (linha continua) e experimentais (simbolos) versus
0 numero de ondas circunferenciais n, param = 1 e 2, para uma casca vazia (empty) e

preenchida com agua (full) com extremidades abertas e bi-apoiada, (Amabili e Dalpiaz, 1995).

Comparando as Figura 5.11 e Figura 5.12, pode se verificar, mais uma vez a consisténcia
do método empregado.
Observa-se na Figura 5.11, que tanto para a casca vazia, quanto para a casca preenchida

de fluido, as frequéncia naturais atingem um valor minimo para o mesmo valor de n = 5.

Isto indica que a energia interna de deformac&o elastica é praticamente idéntica nos dois
casos. Pode-se concluir que o decréscimo acentuado das frequéncias no caso da casca cheia de
liquido em relacdo ao caso da casca vazia, é explicado pelo aumento acentuado da energia
cinética do sistema fluido-estrutura, que € traduzido pelo acréscimo do parametro de massa
virtual ¢ nas equacbes de movimento, ver Equacdo (3.173), sem um aumento correspondente
da energia potencial do sistema. Sempre que isto ocorre em um sistema dindmico conservativo

h& um decréscimo nas frequéncias naturais.

5131 Consideracoes finais Caso 1.C.

A casca cilindrica com condicBGes de contorno simplesmente apoiada, acoplada a um

fluido acustico ou cavidade acustica com extremos abertos (isto €, pressdo zero), foi estudada

81



em uma andlise de vibragdes livres pelas abordagens analitica e numerica em um estudo
comparativo. Os resultados caracterizam-se por uma boa aproximacgdo. Percebe-se as
suavidades das solucdes analiticas em relacdo com a rigidez da solugdo numérica, isto é
observado na andlise de convergéncia, em especial na convergéncia para 0 modelo numérico
acoplado, ver Figura 4.11, onde para a primeira mudanca no nivel de refinamento na superficie
de interacdo fluido-estrutura a diminuicéo do erro foi consideravel, passando de 47 % a 17 %
para a primeira frequéncia natural, e de 37 % a 6 % para a segunda frequéncia natural.

Analiticamente a solucdo baseasse em incorporar nas equa¢des do movimento da casca
cilindrica, o efeito da forga de inércia do liquido oscilante, como massa virtual.

O qual permitira obter as frequéncias naturais para o sistema acoplado casca-cavidade
acustica ou (casca-fluido acustico).

Pode ser visto que as ordens das frequencias naturais para a casca contendo o fluido
decrescem a mitade ou terceira parte das ordem das frequencias naturais para a casca vazia.
Neste método desprezasse o efeito hidrostatico da agua e se particulariza o efeito oscilatorio da

pressdo do liquido considerado como uma massa adicional para a casca.

5.1.4 Caso 1.D.

Tratasse de uma casca cilindrica, com condigdes de contorno simplesmente apoiadas (A-
A), Considera-se uma solucdo geral simplificada estudada em Sharma e Johns (1971), onde o
polindmio caracteristico de frequéncias (3.82) pode ser consideravelmente simplificado, se a

deformacéo circunferencial e de cisalhamento da casca s&o negligenciadas.
Obtendo se assim, uma formula aproximada de frequéncia linear. Para maior informacéo
dos estudos realizados para esta simplificacdo refira-se Sharma e Johns ( 1971) e Blevins

(1979). Uma anélise de vibracdo livre por uma abordagem analitica e numérica e realizada.

As condicBes de contorno para uma casca cilindrica, a qual esta simplesmente apoiada

em seus extremos, sao presentadas na Figura 5.13:
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Figura 5.13 - Condigdes de casca cilindrica simplesmente apoiada (A — A)

Para 0 modelo da casca (A-A) apresenta-se na Tabela 5.15, as primeiras frequéncias
naturais circulares em Hertz definidas como F,, ,, sendo m o0 numero de semi-ondas para o
modo de vibracdo longitudinal e n o numero de ondas para 0 modo de vibragdo

circunferencial.

Tabela 5.15 - Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos para o caso apoiado-
apoiado (A-A).

Frequéncia Frequéncia

m " Analitica (Hz) Nunmérica (Hz) Erro (%)

1 1 1482,0 1480,6 0,09
2 908,0 903,0 0,55
3 2047,0 2044.,6 0,12
4 3867,0 3866,5 0,01
5 6229,0 6228,2 0,01
6 9120,0 9117,5 0,03
7 12539,0 12532,0 0,06

2 1 4377,0 4376,1 0,02
2 2082,0 2073,2 0,42
3 2347,0 2337,6 0,40
4 4015,0 4008,7 0,16
5 6351,0 6346,0 0,08
6 9237,0 9230,6 0,07
7 12654,0 12644,0 0,08

Os resultados das frequéncias obtidos na Tabela 5.15, para o caso de vinculagdo apoiado-

apoiado, caracterizam-se por um excelente resultado, pois as frequéncias obtidas pela teoria
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analitica e pelo software ANSYS (método numérico) sdo praticamente iguais, ou seja, 0S erros
sdo minimos, o qual mostra uma boa coeréncia do modelo numérico e a formulagdo analitica

para esta condi¢do de contorno.

Na Figura 5.14 mostra-se o grafico que relaciona o nimero de ondas circunferenciais
n com a frequéncia F,, ,, em Hertz, pode-se ver como a partir do ponto de inflexéo no qual a
frequéncia chega a obter um valor minimo, as frequéncias aumentam junto ao numero de ondas
circunferenciais. A menor frequéncia representa maior importancia, uma vez que esta

relacionada com os maiores amplitudes nos deslocamentos.

16000

m=1 Analitico
fffff m=2 Analitico
12000 — BB EmMm=1 Numér?co
A—A—Am=2 Numérico

Frequéncia (Hz)
[0}
o
o
o
|

0 \ \ \

0 2 4 6 8
NUmero de ondas circunferenciais, n

Figura 5.14- Frequéncias naturais para uma casca cilindrica circular vibrando livremente com
seus extremos apoiado-apoiado.

Os resultados dos deslocamentos analiticos e numéricos do modo de vibragdo radial,
correspondentes a frequéncia Fy,—; n-4, S0 apresentados a seguir na Figura 5.15 o
deslocamento radial, é mostrado ao longo de duas curvas: uma uma linha (0 <@ <L) em

@ =36° e umacircunferéncia(0 <@ <L)emz=L/2.
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Figura 5.15-Modos de vibracao radial ao longo de duas trajetorias: (a) uma linha
(0<@<L)emo =36° e (b)uma circunferéncia(0 <@ <L)emz=1L/2

Pode-se observar como os deslocamentos analiticos e numéricos fornecem bons
resultados para esse tipo de condi¢do de contorno, embora exista uma pequena defasagem entre

as respostas analitica e numérica no deslocamento radial.

5.1.5 Caso 2.

Tratasse de uma casca cilindrica, com condicdes de contorno engastada-livre (E-L),

estudada mediante a solucdo simplificada encontrada por Sharma e Johns (1971).

As frequéncias naturais e deformadas modais foram obtidas pelas abordagens analitica e

numeérica.

As condi¢cdes de contorno para uma casca cilindrica, a qual esta engastada em um

extremo e livre no outro, mostra-se na Figura 5.16:
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Figura 5.16 - Casca cilindricaE - L

Na Tabela 5.16, encontram-se as frequéncias naturais F,,, para o modelo da casca
definido anteriormente com condi¢cdes de borda engastada-livre, em funcdo dos modos

longitudinal m e circunferencial n.

Tabela 5.16 - Comparacdo entre os resultados analiticos e numéricos para o caso engastado-

livre E-L.
m Frequéncia Frequéncia Erro (%)
Analitica (H2) Numérica (Hz)

1 1 643,9 566,5 12,02
2 742,2 736,8 0,73
3 2009,1 2002,9 0,31
4 3840,7 3829,2 0,30
5 6205,0 6187,1 0,29
6 9097,8 9072,4 0,28
7 12517,7 12483,0 0,28

2 1 3679,0 2501,4 32,01
2 1496,9 1320,7 11,77
3 2170,3 21422 1,30
4 3939,5 3917,6 0,56
5 6296,2 6267,9 0,45
6 9188,3 9152,9 0,39
7 12608,9 12565,0 0,35

Na Tabela 5.16, pode-se observar que os resultados das frequéncias numéricas
apresentam erros consideraveis para as combinagdes modais mais baixas, j& melhorando para

combinagfes modais mais altas, como é previsto pela formulagéo utilizada.
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Na Figura 5.17, mostra-se o grafico que relaciona o numero de ondas circunferenciais
ncom a frequéncia F,, em Hertz, apreciasse, que a frequéncia mais baixa apresentada no
ponto de inflex&o corresponde a baixos valores n, logo depois do ponto de inflexdo acontece

uma tendéncia proporcional F vs n.
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12000 | *++*tm=1 Numérico
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NUmero de ondas circunferenciais, n

Figura 5.17 - Frequéncias naturais para uma casca cilindrica circular vibrando livremente com
seus extremos engastado-livre.

Os resultados analitico e numérico da deformada modal radial correspondente a m =

1,n = 4, ao longo de duas trajetdrias: umareta (0 < z < L) em @ = 36° e uma circunferéncia

(0° < @ <360°) em z = L/2 apresenta-se na Figura 5.18
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Figura 5.18 - Modos de vibracao radial ao longo de duas trajetorias: (a) umareta (0 <z <L)
em @ = 36° e (b) uma circunferéncia (0° < @ < 360°) em z =L/2.

Observa-se que as deformadas modais analiticas e numéricas fornecem bons resultados
para esse tipo de condicdo de contorno, apesar de uma pequena defasagem entre as respostas do
anel. Na Figura 5.18a é de apreciar a influencia da restricdo ao giro gerada pela condigdo

engastada na semi-ondam = 1emz = 0.

Assim os deslocamentos radias alem de ter muito boa precissdo sdo os de maior

importancia para os estudos aqui realizados.

5.1.6 Caso 3.

Tratasse de uma casca cilindrica, com condi¢des de contorno engastada-engastada (E-E),
estudada assumindo a solugdo simplificada encontrada por Sharma e Johns (1971). As solugdes
obtidas para este caso sdo comparadas com solugdes experimentais obtidas por Wang e Lai

(2000), apud Zhang (2002). A analise de vibracdo livre € realizada analitica e numericamente.

As condicbes de contorno para uma casca cilindrica, a qual esta engastada nos dois

extremos, mostra-se na Figura 5.19:
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Figura 5.19 - Casca cilindrica Engastada - Engastada (E-E)

Na Tabela 5.17, encontram-se as frequéncias para o modelo da casca definido
anteriormente com condi¢6es de borda engastada-engastada. Para este modelo comparam-se 0s
resultados analiticos, numéricos com a solucdo experimental encontrada Wang e Lai (2000)
apud Zhang (2002). Para este caso os erros foram encontrados com referéncia das frequéncias

experimentais.

Tabela 5.17 - Comparacéo entre os resultados analiticos, numéricos e experimentais para o
caso engastado-engastado.

Frequéncia Analitica Frequéncia Numérica Frequéncia Experimental Erro (%) Erro (%)

(H2) (H2) (Hz) @ Analitico  Numérico

1 1 4249,3 2303,5 - - -
2 1527,0 1270,2 1240,0 23,15 2,44
3 2147,3 2104,4 2150,0 0,13 2,12
4 3950,8 3881,6 3970,0 0,48 2,23
5 6366,4 6234,0 6320,0 0,73 1,36
6 9334,4 9120,1 9230,0 1,13 1,19
7 12846,2 12533,0 12600,0 1,95 0,53
8 16899,9 16470,0 - - -

2 1 11803,5 4735,9 - - -
2 3802,4 2561,7 2440,0 55,84 4,99
3 2702,9 2531,0 2560,0 5,58 1,13
4 4062,1 4065,6 4160,0 2,35 2,27
5 6395,7 6367,7 6475,0 1,23 1,66
6 9344,2 9240,5 9380,0 0,38 1,49
7 12850,1 12649,0 12750,0 0,79 0,79
8 16901,6 16584 - - -

(1) Wang e Lai (2000) apud Zhang (2002)
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Para os resultados analiticos, observam-se erros consideraveis para as combinagdes

modais mais baixas, j& melhorando para combinagdes modais mais altas.

Na Figura 5.20, mostra-se o grafico que relaciona o nimero de ondas circunferenciais (n)
com a frequéncia (F) em Hertz, pode-se ver, novamente, o ponto de inflexdo. A teoria
apresenta grandes discrepancias para baixas combinacGes modais e para esta condi¢do de

contorno (E-E).
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Figura 5.20 - Frequéncias naturais para uma casca cilindrica circular vibrando livremente com
seus extremos engastados.

Os resultados dos deslocamentos analiticos e numéricos para o modo de vibragéo radial,
correspondentes a frequéncia F,,—; ,—4, S80 apresentados a seguir na Figura 5.21. Para cada
deslocamento, é mostrado 0 modo de vibracdo ao longo de duas trajetorias: uma reta (0 < z <

L) em @ = 36° e uma circunferéncia (0° < @ < 360°) em z = L/2.
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Figura 5.21 - Modos de vibracao radial ao longo de duas trajetorias :(a) umareta (0 <z < L)

em @ = 36° e (b) uma circunferéncia (0° < @ < 360°) em z = L /2.

Os resultados analiticos e numéricos apresentam boa aproximacdo para as deformacgdes modais

radial.

5.1.6.1 Consideracoes finais Casos (1.D.,2.e3.)

Para 0s seguintes casos realizase uma analise de vibracdo livre a uma casca cilindrica
para trés diferentes condicdes de apoio, (isto é apoiada-apoiada, engastada-livre, engastada-
engastada).

As trés condicdes de contorno foram abordadas analitica e numericamente, obtendo
resultados muito proximos em geral. Observa-se maiores erros para as primeras combinagoes
modais, istoé (m=1, n=1, 2)e(m=2, n=1, 2).

A solucéo analitica para o Caso 1.D. apresentou o melhor dos resultados entre as trés
condicOes de contorno estudadas, ja nos Casos 2 e 3, os resultados embora boms apreciam-se
um pouco mais distantes. Pode-se pensar uma forma de solucdo exata para a condigcéo de
contorno apoiada - apoiada, implementando uma expancao trigonometrica seno da teoria de
viga; Ja as outras condi¢des apresentam solucdes em expanssdes modais mais complexas as

quais perdem um pouco de precissdo no tratamento numerico de Rayleight-Ritz.
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Observase nas Figuras 5.16b e 5.20b, como as deformadas modais circunferenciais séo
similares, independente da condi¢cdo de contorno estudada, no entanto o aspecto das
deformadas longitudinais, dependente das condic¢des de extremidade na casca cilindrica.

Assim pois observase a diferencia na configuracdo suavisada da semi-onda longitudinal
na Figura 5.13a isto para a condicdo simplesmente apoiada, em comparagdo com a
configuracdo da semi-onda sobre a influencia da restricdo ao giro para os casos engastado-livre

(E-L) e engastado- engastado (E-E), apresentados nas Figuras 5.16a e 5.20a.

5.1.7 Caso 4.

Efeito da restricdo axial nas frequéncias naturais de cascas cilindricas

Tratasse de uma analise numérica, no qual estudasse o efeito da restricdo axial nas
frequéncias naturais de uma casca cilindrica, para trés tipos de vinculacdo, engastado-
engastado (E-E), apoiado-apoiado (A-A) sem restricdo axial e apoiado-apoiado (A-A) com

restricdo axial vs uma relacdo geométrica (L/a), variando apenas L.

Forsberg (1964) percebeu que ha diferencas nas frequéncias naturais de uma casca
cilindrica simplesmente apoiada sem restricdo axial e uma similar engastada nos seus extremos.
Essa diferenca é, primeiramente, devida a adicdo da restricdo axial e ndo pelo engastamento de
sua extremidade. Isto sugere que a restricdo ao deslocamento axial pode ser mais importante

que a rotacao local nas extremidades para o calculo das frequéncias naturais.

Na Tabela 5.18, apresentam-se o0s resultados dos parametros adimensionais de frequéncia
£ para trés tipos de vinculagdo, engastado-engastado (E-E), apoiado-apoiado (A-A) sem
restricdo axial e apoiado-apoiado (A-A) com restricdo axial vs uma relagdo geométrica (L/a),

variando apenas L.
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Tabela 5.18 - Diferenca nas frequéncias naturais de acordo com as condicdes de vinculagdo nos
extremos da casca

L/a E-E A-A; SimRest Axial A-A; Com Rest Axial
w f=wa w f=wa w f=wa
1 1827,6 720,8 1809,9 713,9 1827,6 720,8
2 2498,5 492,7 2453,9 483,9 2498,5 492,7
5 2566,1 202,4 1995,9 157,4 2566,1 202,4
8,13 2303,5 111,8 1480,6 71,8 2303,5 111,8
10 2130,3 84,0 1265,9 49,9 2130,3 84,0
20 1405,4 27,7 689,8 13,6 1405,4 27,7
50 632,1 5,0 284,3 2,2 632,1 5,0
100 325,2 1,3 144,3 0,6 325,2 1,3

Na Figura 5.22, verifica-se 0 aumento no pardmetro adimensional de frequéncia ao

restringir o deslocamento axial nos extremos da casca.

De acordo com o apresentado na literatura especializada. O parametro de frequéncia e as
frequéncias naturais, para 0 caso engastado-engastado e apoiado-apoiado com restricdo axial,
apresentou valores idénticos (as curvas se sobrepdem).

Observa-se quanto mais longa a casca, ou seja, maior relacdo L/a mais sensivel é a

diferenca observada entre as condi¢Ges de vinculagcdo com e sem restri¢do axial.

800
X n=12 E-E
fffff A-A, sem restricdo axial
600 - &— ¢ A-A, com restricdo axial

T T T T

100

L/a

Figura 5.22 - Variacdo do pardmetro de frequéncia £ em funcdo da relacdo L/a, para m = 1.
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5.1.7.1 Consideracdes Caso 4.

Sugere-se que a restricdo ao deslocamento axial pode ser mais importante que a rotacéo

local nas extremidades para o calculo das frequéncias naturais.

As solucbes numéricas foram comparadas os trabalhos tedricos em Blevins (1979) e
Forsberg (1964).

Do estudo verifica-se 0 aumento na frequéncia natural na casca ao restringir o
deslocamento axial nos extremos. também se percebe quanto mais longa € a casca mais
sensivel € a diferenca observada na frequéncia entre as condi¢cdes de vinculacdo com e sem

restricdo axial.
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6 CONCLUSOES

Para o estudo das caracteristicas modais de cascas cilindricas vazias e cheias com liquido,
considerou-se 0 estudo de 8 casos, através de uma andlise comparativa entre as solugdes
analiticas e numeéricas.

Os trés primeiros casos: Caso 1.A., Caso 1.B. e Caso 1.C., apresentam o estudo do

acoplamento fluido-estrutura em um sistema casca cilindrica-fluido acustico.

No Caso 1.A., analisou-se uma casca cilindrica circular reta de paredes finas,
simplesmente apoiada e sem restricdo axial, Os dados obtidos pelas abordagens analitica e
numérica mostraram-se bastante préximos, o que garante a coeréncia dos resultados. A
modelagem da casca foi feita com a utilizacdo da teoria linear de Donnell e as expansoes
modais de funcbes de viga. Observa-se que a menor frequéncia natural ndo esta

necessariamente associada aos menores valores do numero de ondas circunferenciais, n.

Observa-se a grande variedade de deformadas modais com aspecto bastante diferenciado,
obtidas a partir das equagdes dinamicas que descrevem a casca cilindrica, dentro das quais
estdo as vibracdes transversal, longitudinal e torcional que apresentam formato identico ao de
vigas tubulares, as vibracOes a flexdo e extensional no plano do anel, alem dos modos de
vibracdo propios da teoria de cascas. Assim no estudo de vibrages livres de cascas cilindricas
pode ser observado modos da teoria de viga, de anel e proprios da teoria de casca.

No Caso 1.B. Analisou-se a cavidade acustica com geometria cilindrica, aberta nos
extremos e rigida na lateral, O estudo comparativo analitico e numérico caracteriza-se por uma
excelente aproximacao entre os resultados, se destacando por uma boa coeréncia entre o

modelo numeérico e a formulacédo analitica para estas condi¢Ges de contorno.

Analiticamente obteve-se a solucdo da equacdo de Helmholtz (que representa a base
tedrica para o fluido) através do método de separacdo de variaveis, os resultados sao expressos

em termos de frequéncias naturais e modos de pressao.

Observa-se que as frequéncias naturais da cavidade acustica sdo na ordem de 5 a 10

vezes superiores as frequéncias naturais para a casca vazia.
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No Caso 1.C. estudou-se a analise de vibracOes livres pelas abordagens analitica e
numeérica para o sistema acoplado casca-cavidade, Os resultados caracterizam-se por uma boa
aproximacdo. Analiticamente o efeito do liquido foi incorporado nas equa¢des do movimento
da casca, como massa virtual, isto quando a pressédo exercida pelo liquido sobre a superficie do
reservatorio € devida a forca de inércia do liquido oscilante.

Pode ser visto que as frequéncias naturais para a casca contendo o fluido se reduz
aproximadamente da metade a terca parte do valor das frequéncias para a casca vazia.

Observa-se de manera acentuada que os modos naturais dominantes para o sistema
acoplado sdo os modos naturais da estrutura.

Percebe-se a suavidade das solucGes analiticas em relacéo a rigidez da solugdo numérica,
isto é observado nas analise de convergéncia, em especial na convergéncia do modelo numérico
fluido-estrutura, em que para a primeira mudanca no nivel de refinamento na superficie de

interacdo fluido-estrutura ocorre uma diminuicao consideravel do erro.

Na segunda parte do trabalho, Caso 1.D., Caso 2. e Caso 3. estuda-se analitica e
numericamente as vibragdes livres de uma casca cilindrica para as trés condicGes de apoio:

apoiada-apoiada, engastada-livre e engastada-engastada.

Utilizou-se um metodo aproximado para o calculo da frequencias naturais, em que a
deformada circunferencial e a deformada cisalhante, foi despreada. Obteve-se resultados muito
proximos entre ambas solucdes, Observandou-se maiores erros para as primeras combinagdes

modais (m,n), devido que a teoria € mais aproximada para modos circunferenciais elevados.

A solucdo analitica para o Caso 1.D. (casca cilindrica apoiada-apoiada) apresentou o
melhor resultado entre as trés condigdes de contorno estudadas. Por outro lado, nas solugdes
analiticas para a casca cilindrica com condicGes de contorno Caso 2. e Caso 3 assume-se
solucdes aproximadas em expanssdes modais mais complexas, as quais perdem um pouco da
precissao no tratamento numerico.

Observa-se que as deformadas modais circunferenciais sdo similares, independente da
condicdo de contorno. No entanto, o aspecto da deformada longitudinal depende das condigdes
de vinculacgdo na casca cilindrica,

Observa-se a diferenca no desenho da semi-onda longitudinal para a vinculacéo
simplesmente apoiada, em comparagdo com aquele da semi-onda sobre a influencia da restricao

ao giro para os casos engastado-livre (E-L) e engastado- engastado (E-E).
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Finalmente, para o Caso 4. Conclui-se que para o calculo das frequéncias naturais, a
restricdo ao deslocamento axial pode ser mais importante que a restricdo ao giro nas
extremidades, tendo em vista que ao restringir o deslocamento axial nos extremos se percebe

um aumento da frequéncia natural na casca.

Também se percebe que quanto mais longa é a casca mais sensivel é a diferenca

observada na frequéncia ao se considerar condi¢Oes de vinculagdo com e sem restricdo axial.
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7/ TRABALHOS FUTUROS

Pesquisas nesta direcdo que podem contribuir ao desenvolvimento de temas mais complexos ou

no aprimoramento das solugdes aqui apresentadas sao:

Estudar amplamente a instabilidade dinamica de sistemas acoplados fluido-estrutura em

estrutura casca cilindrica.

Estudar as vibragdes ndo lineares de cascas cilindricas contendo liquido.

Estudo sobre as variaveis aleatorias na instabilidade dinamica de cascas cilindricas.

Estudos de interacdo modal considerando o efeito de modos ndo lineares e diversas

relacdes de cargas criticas e frequéncias naturais.
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