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RESUMO

SIMULACAO 2D E CONTROLE DE CONE DE AGUA

Autor: Luis Miguel Izquierdo Cérdoba

Orientador: Eugénio Fortaleza

Programa de P6s-graduacéo em Sistemas Mecatronicos

Brasilia, Julho de 2013.

Neste trabalho foi desenvolvido um sistema de controle preliminar para manter estavel o cone
de agua durante o processo de producdo em um reservatorio. Para compreender o fenémeno
do cone de agua foi considerado o0 modelo matematico que rege o fluxo de fluidos em meios
porosos, obtido a partir da lei de Darcy, da lei da conservacdo da massa e da equacdo de
estado, junto com as condicdes iniciais e as condi¢Bes de contorno do reservatorio. Analisou-
se neste trabalho o escoamento monofasico bidimensional de fluidos incompressiveis em um
reservatorio verticalmente confinado com superficie livre. Usou-se o Método dos Elementos
de Contorno (Boundary Elements Method - BEM) para obter uma solucdo numérica da
equacdo governante do problema. Para a implementacdo do BEM, foi desenvolvida uma
técnica de integracdo analitica para o calculo das matrizes de influéncia H e G considerando
elementos lineares continuos de interpolacéo, o que contribuiu a diminuir consideravelmente o
custo computacional do calculo da solucdo numérica dentro do esquema iterativo utilizado.
Resolvendo numericamente a equacdo de fluxo, sdo estimadas as variaveis de interesse para
caracterizar o comportamento dinamico do cone de agua, que sdo a vazao critica de producao,
0 potencial critico de fluxo, a intensidade critica do sumidouro e o tempo de irrupcao
(breakthrough time). ldentificou-se um modelo matematico ndo linear no dominio do tempo
para o sistema dindmico que representa 0 comportamento do cone de &gua, através do
comportamento do potencial na superficie livre. Com o0 modelo da planta a controlar definido,
foi projetado um controlador PI ndo linear. Os resultados da simulacdo numérica sugerem que
é possivel extrair o fluido do reservatério a vazao critica de producdo, evitando assim que a

interface de contato dos fluidos penetre no poco.
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ABSTRACT

2D NUMERICAL SIMULATION AND CONTROL OF WATER CONING

Author: Luis Miguel Izquierdo Cérdoba

Supervisor: Eugénio Fortaleza

Programa de P6s-graduacdo em Sistemas Mecatronicos
Brasilia, Julho de 2013.

In this work was developed a preliminary control system to maintain stable the water coning
during the production process in a reservoir. To understand the phenomenon of water coning,
is considered the mathematical model governing of fluid flow in porous media, derived from
Darcy's law, the law of conservation of mass and the equation of state, together with the set of
initial conditions and boundary conditions of the reservoir. It was analyzed a preliminary two-
dimensional model with a single phase flow of incompressible fluids in a reservoir vertically
confined with free surface. It was used the Boundary Element Method (BEM) to obtain a
numerical solution of the governing equation of the problem. For the implementation of the
BEM, was developed an innovative analytical integration technique to calculate the influence
matrices H and G considering continuous linear interpolation elements, which contributed to
reduce significantly the computational cost of calculating the numerical solution in the
iterative scheme used. Solving numerically the flow equation, are estimated the variables of
interest to characterize the dynamic behavior of the water coning, which are the critical
production flow rate, the critical potential on the free surface, the critical sink strength and the
water breakthrough time. It was identified a nonlinear mathematical model in the time domain
for the dynamic system that represents the behavior of water coning, through the behavior of
the potential on the free surface. It was designed the open-loop plant model and a nonlinear
PI- controller. The results of the numerical solution suggest that it is possible to withdrawn
fluid from the reservoir at the critical production flow rate without the interface breaking

through to the well.

vii
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1 - INTRODUCAO

A producdo de agua € um dos problemas recorrentes de preocupacdo critica na industria do
petréleo e gés. Segundo (Bailey et al., 2001), no ano 2000 as empresas de petrdleo produziram
uma média de trés barris de &gua por cada barril de dleo extraido dos reservatorios mais
explorados. A cada ano mais de 40 bilhGes de ddlares sdo investidos para lidar com o
tratamento da dgua produzida. Em situaces extremas, a quantidade de dgua produzida pode
inviabilizar a producdo de 6leo, causando uma reducdo significativa na produtividade dos
pocos, muitas vezes resultando em fatores de recuperacéo inferiores aos esperados. Em muitos
casos, as tecnologias inovadoras para 0 controle da dgua podem contribuir a uma reducao

consideravel de custos operacionais e um aumento na producéo de oOleo.
1.1 - FENOMENO DO CONE DE AGUA

Quando o dleo esta preso em um reservatorio de rocha porosa confinado por limites de rocha
impermeéavel, uma zona de agua é frequentemente encontrada abaixo da zona de 6leo. Como o
Oleo é retirado do reservatorio atraves de um poco, é gerado um gradiente de pressdo, que
também ird puxar a 4gua para o poco. O gradiente de pressao € contrabalancado pelas forcas
da gravidade devido as diferencas de densidade dos fluidos. Enquanto a taxa de fluxo para
extrair o 6leo ndo é muito elevada, a interface 6leo/agua pode atingir uma forma estavel com
formato de “cone” abaixo do poco devido a forma como a perturbacdo da pressdo se propaga
no reservatdrio, conforme se ilustra na figura 1.1. Contudo, se o bombeamento é feito a uma
taxa muito elevada, pode conduzir a situacdo indesejavel da interface irromper no poco (Lucas,
2004). Uma vez que a agua encontra a zona de drenagem do poco, ela sera produzida em
preferéncia ao 6leo devido a sua a maior mobilidade. Quanto mais viscoso o 6leo, maior sera a

producdo de dgua desses reservatorios (Cavalcante, 1996).

Tem-se entdo, que uma das caracteristicas mais importantes dos reservatorios de
hidrocarbonetos que possuem uma zona de dgua em sua base é a existéncia de uma vazéo

critica de producdo, acima da qual a agua penetra no poco produtor (Escobar, 2008).
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Figura 1.1 - Formagcdo do cone de 4gua em um reservatério de petr6leo (Thomas, 2001).

Assim, a producédo excessiva de agua esta relacionada a um fenémeno muito comum em pogos

produtores de petrdleo conhecido como “cone” de 4gua (water coning).

O objetivo de muitos estudos sobre o fenémeno do cone de agua é o de prever o desempenho
dos pocos por meio da relacdo explicita que existe entre a distribuicdo de pressdo no
reservatorio com o perfil da interface agua/éleo. Para isto, torna-se necessario resolver o
modelo matematico que governa tal fendmeno (Cavalcante, 1996). O modelo matematico é
constituido por um conjunto de equacdes diferenciais que descrevem o movimento dos fluidos
em meios porosos, acoplado com um conjunto apropriado de condi¢des iniciais, condigcdes de
contorno e varios parametros do sistema poco/reservatorio (Chen et al., 2006). Os modelos
utilizados nas simulacdes de reservatdrios de petroleo sdo representacdes simplificadas de
fendmenos extremamente complexos, que incorporam as influéncias mais importantes de
acordo com o proposito de estudo (Saavedra, 2002). A maioria destes modelos sdo derivados a

partir do principio da conservacdo da massa, a lei de Darcy e as equac6es de estado.

Portanto, a solucdo da equacdo de fluxo em meio poroso considerando as condi¢bes de
contorno do reservatério, permite determinar as variaveis envolvidas no comportamento do
cone de &gua, que sdo: a vazdo critica, que é a maxima vazao de producdo de 6leo sem que
ocorra producdo de agua no poco (Armenta, 2003), o tempo de avango da agua (water
breakthrough time), o potencial de fluxo critico na fronteira movel e a posi¢édo e o formato da

interface de contato dos fluidos a vazao critica.



1.2 - MODELO PROTOTIPO PARA ANALISAR O FENOMENO DO CONE DE
AGUA

Devido a natureza complexa do modelo mateméatico que governa o fendmeno do cone de agua,
foi proposto como modelo protétipo nesta dissertacdo a fim de compreender e prever o
comportamento do cone, o fluxo monofasico bidimensional de fluidos incompressiveis com
superficie livre em reservatdrios verticalmente confinados. O fluido que satura 0 meio poroso
é a agua e a superficie livre do reservatorio é a superficie de contato dgua/ar. A agua € extraida
do reservatério por meio de um poco que € representado como um sumidouro pontual, e 0

objetivo entdo é produzir agua a vazao critica sem que exista producéo de ar.

1.3 - SIMULACAO NUMERICA DO PROBLEMA

Em geral, as equacfes que governam um modelo matematico de um reservatério ndo podem
ser resolvidas por métodos analiticos. Portanto, torna-se necessario o uso de métodos
numéricos para resolver de maneira aproximada o modelo matematico (Chen et al., 2006). As
deficiéncias dos metodos analiticos sdo atenuadas por modelos numéricos que tém uma maior
flexibilidade na resolucdo de problemas complexos. No caso do problema de escoamento de
fluidos em reservatorios de petréleo, os métodos numéricos solucionam o sistema de equacées
algébricas obtido da discretizacdo no espaco e no tempo das equacdes diferenciais parciais que

regem o problema.

A grande vantagem da simulacdo numérica é a sua generalidade. Os modelos numéricos
proporcionam inclusive solu¢bes de escoamento de fluidos em reservatorios considerando

regimes ndo permanentes, mesmo apos a irrup¢do de agua no pogo produtor.

No modelo protétipo considerado para analisar o cone de agua, utilizou-se o Método dos
Elementos de Contorno (MEC), também conhecido como Boundary Element Method (BEM),

para resolver numericamente a equacéo diferencial parcial que governa o fluxo de fluidos em



meios porosos em conjunto com as condi¢fes iniciais e as condi¢cdes de contorno,

considerando a superficie livre do reservatério como uma fronteira mével.

Em geral, a base do Método dos Elementos de Contorno € a transformacdo das equacgdes
diferenciais parciais que regem o problema em equagdes integrais equivalentes aplicadas ao
contorno. Este por sua vez é discretizado em elementos que podem ser constantes, lineares,

quadréticos ou cubicos.

Uma das vantagens do MEC sobre outros métodos numéricos, como por exemplo, o Método
das Diferencas Finitas e o Método de Elementos Finitos, é que ele que possui melhor
desempenho, ja que diminui em uma ordem a dimensdo do problema proposto. Logo, existe
uma diminuicdo na quantidade de dados de entrada, no tempo de processamento e no
armazenamento das informacdes processadas, propiciando assim uma menor quantidade de

operagdes aritméticas.

Outra caracteristica do MEC € a obtencdo das informacbes do dominio do problema a partir
das variaveis do contorno. Este método é muito adequado para resolver alguns problemas de
fluxo de fluidos em meios porosos, em especial quando sdo considerados contornos moveis.
Mas, quando é aplicado a um dominio com um elevado nimero de elementos de discretizacao,
requer a utilizacdo de técnicas computacionais para acelerar o tempo de célculo, dado que na
sua forma original, o tempo de calculo é proporcional ao cubo do numero de elementos de
discretizacdo (Saavedra, 2002). Por conseguinte, nesta dissertacdo foi desenvolvida uma
técnica de integracdo analitica para otimizar o tempo de célculo da solu¢cdo numérica do
modelo prototipo analisado. Dessa forma, o custo computacional da simulacdo numérica feita

com o MEC, medido através do tempo de processamento, é reduzido significativamente.

Os dados necessarios para a simulacdo do sistema fisico sdo: a geometria do reservatorio, as
condic@es iniciais, as condi¢des de contorno e a posicdo e intensidade do sumidouro. Para
efetuar o calculo da solu¢do numérica, foi implementado um esquema iterativo para se obter a
posicdo final da superficie livre. Com a solugdo numérica do problema, obtém-se também o

potencial e o fluxo normal nos contornos do reservatério. Conhecendo a distribuicdo de



potencial no contorno, é possivel entdo caracterizar 0 comportamento dindmico do cone de

agua.

1.4 -SOLUCAO ANALITICA DO PROBLEMA

A validacdo dos resultados da simulagdo numérica foi feita através da solucdo analitica
desenvolvida por Soares e Simfes (2012). Eles analisaram também o caso de escoamento

bidimensional de fluidos em meios porosos.

Segundo Soares e Simdes (2012), para resolver analiticamente a equacéo diferencial parcial
que rege o problema, consideraram um dominio de integracdo infinito com a condicdo de
contorno de superficie livre. Consideraram também o fluxo de fluidos incompressiveis em um

reservatorio homogeéneo e isotropico, e um regime de fluxo permanente.

Através do Método de Mapeamento Conforme, eles obtiveram uma formulacdo analitica
aproximada por meio da qual é possivel calcular o valor da vazéo critica de producdo no
reservatorio, e predizer a posicdo e o formato da interface de contato dos fluidos a vazao
critica, considerando que o fluido é extraido do reservatorio por acdo de um sumidouro

pontual.

1.5 - CARACTERIZACAO DINAMICA DO CONE DE AGUA E PROJETO DO
SISTEMA DE CONTROLE

A solucdo das equacdes descritivas do fendmeno permite obter de forma detalhada a
distribuicdo espacial e a evolucdo temporal das varidveis do sistema estudado (Saavedra,
2002). Neste caso, com a solucdo numérica da equacdo de fluxo do modelo protétipo
considerado para analisar o cone de agua, obteve-se a distribuicdo de potencial no reservatorio
em funcdo do tempo. Dessa forma, o modelo dindmico que representa 0 comportamento do
cone de agua foi estimado a partir do comportamento do potencial (altura do cone) em sua

regido central.



Em geral, o processo de identificagdo ou caracterizagdo dindmica de um sistema requer que se
aproxime o comportamento do sistema por um modelo simplificado, e a partir dos resultados
das simulacGes, estimar os valores numéricos dos parametros do modelo. Assim, com uma
estrutura de modelo definida para o comportamento do potencial na superficie livre, foi
projetado um sistema de controle em malha fechada que mantém estdvel o cone de agua

durante o processo de producdo no reservatorio a vazao critica.

1.6 -JUSTIFICATIVA DO TRABALHO

Esta dissertacdo de mestrado foi realizada com o propdsito de desenvolver uma alternativa
eficiente para aumentar a taxa de recuperacdo dos reservatorios e diminuir 0s custos

operacionais ligados a producéo/injecdo de agua.

A existéncia do fendmeno responsavel pela producdo de agua em um reservatorio de petrdleo
conhecido como “cone de dgua” limita as vazdes de produgdo de 6leo no pogo, as quais nao

sdo normalmente rentaveis para um proposito prético.

Assim, para aumentar a produtividade do poco, tem de se controlar eficazmente o cone de
agua durante o processo de recuperacdo de 0leo do reservatorio. Devido a complexidade do
modelo analitico que governa este fenémeno, torna-se fundamental a implementacdo de
modelos numéricos para seu estudo. Contudo, surge a necessidade de determinar qual método
numérico é o mais apropriado e como se pode melhorar a sua performance para fazer uma
simulacdo numérica rapida e confiavel. Visando isso, o presente trabalho faz uma contribuicédo
importante na otimizacdo do tempo de convergéncia da simulacdo numérica realizada com o

Método dos Elementos de Contorno.



1.7 -OBJETIVOS

1.7.1 - Objetivo geral

O objetivo principal desta dissertacdo de mestrado centra-se no desenvolvimento de um
sistema de controle ndo linear em malha fechada para manter estavel o cone de 4gua durante o
processo de producdo em um reservatorio, a partir da aplicacdo do Método dos Elementos de
Contorno para resolver numericamente a equacdo governante do escoamento monofasico

bidimensional de fluidos incompressiveis com superficie livre em meios porosos.

1.7.2 - Objetivos especificos

Para atingir o objetivo geral desta dissertacdo, foram propostos 0s seguintes objetivos

especificos:

e Propor como modelo prototipo para analisar e prever o comportamento do cone de
agua, o fluxo monofasico bidimensional de fluidos incompressiveis com superficie
livre em reservatorios verticalmente confinados, onde o fluido é extraido do
reservatorio por acdo de um Unico pogo, que € representado como um sumidouro
pontual.

e Construir a formulacdo matematica governante do modelo protétipo considerado.

e Solucionar numericamente a formulacdo matematica do problema pelo Método dos
Elementos de Contorno.

e Determinar a partir da solucdo numérica obtida, as variaveis que definem o
comportamento do cone de agua. Estas varidveis sdo: a vazao critica de producdo, o
potencial de fluxo critico na superficie livre, a regido de instabilidade do modelo e o
tempo de irrupcéo (breakthrough time) do fluido indesejado no ponto de extracéo.

e Validar os resultados da simulacdo numérica realizada com o Método dos Elementos
de Contorno, por meio da solucdo analitica aproximada obtida em (Soares e Simdes,

2012). Estimar um modelo matematico simplificado que represente 0 comportamento



dindmico do cone de agua, baseado no comportamento do potencial de fluxo na
superficie livre do reservatoério.

e Projetar um controlador Pl ndo linear pelo método de alocacdo de polos da funcdo de
transferéncia do sistema em malha fechada, que satisfaca as caracteristicas desejadas.

e Simular o comportamento do sistema de controle na regido estavel e instavel do

modelo protétipo considerado para analisar o fenémeno do cone de &gua.

1.8 -ESTRUTURA DO DOCUMENTO

Esta dissertacdo esta organizada em nove capitulos. No capitulo 2 sdo definidos os principais
conceitos tedricos que definem o cone de agua em um reservatorio, e se faz uma revisao
bibliografica dos trabalhos realizados para simular numericamente o cone de agua através do

Método dos Elementos de Contorno.

No capitulo 3 é apresentada a metodologia geral para simular numericamente o cone de agua

com o Método dos Elementos de Contorno e desenvolver o sistema de controle ndo linear.

No capitulo 4 faz-se uma revisdo das equacbes basicas que regem o fluxo monofasico de
fluidos em meios porosos e constroi-se a formulacdo matematica governante do modelo

prototipo selecionado neste trabalho para estudar e caracterizar o cone de agua.

No capitulo 5 é apresentada a implementacdo do Método dos Elementos de Contorno para

simular numericamente o cone de 4gua no modelo prot6tipo considerado.

No capitulo 6 sdo definidas a geometria do reservatdrio, a malha de discretizagcdo do contorno,
as condicBes iniciais e as condi¢bes de contorno, e é apresentado o esquema iterativo

implementado no modelo computacional para simular numericamente o cone de agua.

No capitulo 7 é desenvolvida a metodologia de identificacdo do modelo matematico do
sistema dindmico que representa 0 comportamento do cone de agua, a partir da solugéo

numeérica obtida.



No capitulo 8 é projetado um sistema de controle em malha fechada, baseado em um
controlador Proporcional-Integral ndo linear, para manter estavel o cone de &gua durante a

extracdo do fluido do reservatério a vazdo critica.

Para finalizar, no capitulo 9 se faz a analise e discussdo dos resultados obtidos com as
simulacdes numéricas do sistema de controle ndo linear, e no capitulo 10 sdo apresentadas as

conclusdes do trabalho desenvolvido e algumas sugestdes para trabalhos futuros.



2 -REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo proporciona uma introducdo aos principais conceitos que definem o fenémeno
cone de agua em um reservatério de petréleo e apresenta uma revisdo bibliogréafica dos
trabalhos desenvolvidos para simular numericamente o cone de &gua pelo Método dos
Elementos de Contorno.

2.1 - ASPECTOS GERAIS SOBRE O CONE DE AGUA

Um dos aspectos de extrema importancia a serem considerados durante a operacéo de pogos
de petroleo é a questdo da formacdo de cones de &gua e/ou gas. Um cone de agua, por
exemplo, ocorre quando o contato agua/Oleo eleva-se mais das imediacdes de um poco
produtor, provocando com isso um aumento na razdo agua/dleo, com consequente perda de
producdo de Oleo. Por isso, acdes devem ser tomadas para se minimizar ou pelo menos

retardar a formacdo desses cones (Rosa et al, 2006).

Entre os efeitos negativos pela presenca do cone de agua podem se destacar 0s seguintes
(Zamonsky et al., 2004):

e Diminuicdo da producdo de dleo. Se a perfuracao é feita longe do contato agua/dleo
uma grande quantidade de 6leo fica sem drenar-se. Mas, se é realizada perto do
contato, tem-se uma producdo maior de agua.

e Aumento dos custos operacionais das instalacdes de superficie. Se o volume de agua
contaminada produzida é alto, esta deve ser reinjetada em algum aquifero, o que
envolve a perfuracdo de pocos sumidouros, compra de equipamentos de compressao

para a injecdo da gua e plantas de tratamento.

Embora as propriedades dos fluidos envolvidos possam acentuar a formagdo dos cones de
agua e/ou gés, € o diferencial entre a pressdo do reservatorio e a pressdo de fluxo no poco que
causa a ocorréncia do cone, principalmente porque nas imedia¢cGes de um poco vertical o

gradiente de pressdo no reservatdrio € maximo. Como para se alcancar um determinado nivel

10



de producdo em um reservatorio de baixa permeabilidade € necessario um grande diferencial
de pressdo, nesse tipo de reservatdrio € maior a tendéncia de formacdo de cone do que em um
reservatdrio de alta permeabilidade. No entanto, em reservatdrios naturalmente fraturados,
principalmente com um ndmero relativamente grande de fraturas verticais, podem ocorrer
sérios problemas de formacdo de cone, apesar da alta permeabilidade. 1sso se deve ao fato de
que a agua e/ou o gas flui através das fraturas de alta condutividade. Nesse caso, a
probabilidade de formacdo de cones pode ser reduzida através da reducdo da vazdo de
producdo ou através do uso de pogos horizontais. Mas, reduzir a produgdo do pogo nao é uma
alternativa pratica, pois estard sendo reduzida a velocidade de recuperacdo dos
hidrocarbonetos contidos no reservatorio (Rosa et al, 2006).

2.2 - ANALISE TEORICA DO CONE DE AGUA

O “cone” ¢ principalmente o resultado do movimento dos fluidos do reservatorio na dire¢ao de
menor resisténcia, contrabalancado pela tendéncia dos fluidos a manter o equilibrio
gravitacional (Ahmed, 2006).

Quando o poco de petroleo é criado no reservatdrio, nota-se uma queda de pressdo dentro do
mesmo devido a extracdo do Oleo. Essa queda de pressdo no reservatorio gera gradientes de
pressdo que sdo mais intensos nas regides proximas ao po¢o e diminuem a medida que se
afastam radialmente deste causando a deformacdo da superficie de contato agua/oleo, que
assume visualmente a forma de um “cone”, motivo pelo qual o fenbmeno recebeu esta
denominacdo. Contrabalancando tais gradientes de fluxo, encontram-se as forcas
gravitacionais que tendem a manter o fluido mais denso abaixo da zona do fluido menos
denso. Existem basicamente trés forcas que podem afetar a distribuicdo da pressao dos fluidos

em torno ao pogo. Estas séo:
e Forgcas capilares

e Forca da gravidade

e Forgas viscosas
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As forgas capilares geralmente tém efeito desprezivel no cone e ndo serdo consideradas na
analise. A forca da gravidade estd dirigida no sentido vertical descendente e surge das
diferengas de densidade dos fluidos no reservatorio. O termo “forgas viscosas” refere-se a
relacdo linear entre o gradiente de pressdao e o fluxo de fluidos através do reservatério,
conforme descrito pela lei de Darcy. Tem-se que, a qualquer momento, deve existir um
equilibrio entre a forca da gravidade e as forgas viscosas em pontos préximos e afastados do
intervalo de completacdo do poco. Contudo, quando as forgas viscosas ao redor do poco
excedem a forca da gravidade, um "cone" acabara por invadir o ponto de extracdo (Ahmed,
2006).

Através do conceito de equilibrio vertical em um sistema hidrocarboneto/agua, define-se a
estabilidade do cone de agua, isto €, a existéncia de um cone estavel ou instavel (Ahmed,
2006). Se o poco é produzido a uma vazédo constante e os gradientes de pressdo no reservatorio
se tornam também constantes, € atingida uma condicdo de estado estacionario. Se nesta
condicdo as forcas dindmicas (viscosas) no poco sao menores do que a forca da gravidade, o
cone de agua formado ndo ira avancar para o ponto de extracdo do Oleo, estabelecendo-se
assim um cone estavel, conforme ilustrado na figura 2.1. Por outro lado, se a pressdo no
sistema estd em uma condicdo de estado transiente, entdo, é formado um cone instavel que ira
avancar até gue seja alcancada uma condicdo de estado estacionario. Se a queda de pressao
gerada no poco é suficiente para que as forcas devidas aos gradientes de pressdo excedam a
forca da gravidade, o cone instavel vai crescer e, finalmente, irromper no pogo. E importante
notar que em um sentido realista, o cone estavel é, na verdade, "pseudoestavel”, pois a

distribuicdo de pressdo no reservatorio geralmente muda.

12



]
I
—>

1|
L

h
Agua 7“”
N e >
Figura 2.1 - Cone de 4gua em um reservatério de petroleo com aquifero de fundo (Rosa et al.,
2006)

Tem-se como caracteristica principal nos reservatérios de petréleo que possuem uma zona de
agua (aquifero) em sua base, que a invasdo da agua ocorre quando a vazdo de producdo do
poco supera uma determinada vazdo de equilibrio entre as forcas viscosas e a forca da

gravidade. Esta vazdo, quando existir, recebe a denominacéo de vazdo critica.

A vazdo critica de producéo, as propriedades da rocha e as propriedades dos fluidos presentes
no reservatério, constituem-se em parametros fundamentais para o estudo da formacao e a

natureza do cone de agua.

2.2.1 - Vazao critica

A vazdo critica é definida como sendo a maxima vazdo de hidrocarboneto possivel de ser
produzida sem que haja producdo de um fluido indesejado devido a formacdo de cone, seja ele
agua e/ou gas. Por exemplo, em um reservatorio de 6leo com um aquifero de fundo, a vazédo
critica de um poco é a maxima vazdo de 6leo que se pode produzir nesse po¢o sem que haja

producdo de 4gua (Rosa et al., 2006).

Em muitos casos, as vazfes criticas obtidas sdo muito baixas, e por razées econdémicas, um

poco é geralmente produzido a vazGes acima da vazdo critica. Contudo, essa producdo acima
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da vazdo critica dar4 como resultado uma irrupgdo do cone no pogo apds um determinado
periodo de tempo. Esse tempo é chamado de tempo de ruptura ou breakthrough time.

2.2.2 - Propriedades da rocha

Um reservatdrio de petréleo é um meio poroso que contém hidrocarbonetos. Um meio poroso
é um corpo composto por uma parte solida persistente, chamada de matriz sélida, e a parte
restante é chamada de espaco vazio (poros). Estes poros contém uma variedade de fluidos, tais

como gas, agua, 6leo, etc, conforme se mostra na figura 2.2.

ROCHA

i

~;"?\€f L 4 %

ESPACO VAZIO =

2

Figura 2.2 - Meio poroso.
2.2.2.1 - Porosidade

A porosidade ¢ uma das mais importantes propriedades das rochas na engenharia de
reservatorios, ja que ela mede a capacidade de armazenamento dos fluidos. A porosidade é
definida como sendo a relagcdo entre o volume de vazios de uma rocha e o volume total da

mesma, ou seja:
%4
—
(2-1)

onde ¢ € a porosidade, V, é o volume de vazios, também denotado como volume poroso, e V;

é 0 volume total. A porosidade é uma quantidade adimensional que algumas vezes se expressa
como porcentagem. Do ponto de vista da engenharia de reservatorios, a porosidade efetiva é o
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valor que se deseja quantificar, pois representa o espago ocupado pelos fluidos que podem ser
deslocados do meio poroso (Rosa et al, 2006). A porosidade efetiva é a razdo entre o volume
poroso interligado e o volume total da rocha. Esta porosidade é uma indicacdo da capacidade
da rocha para conduzir fluidos (Escobar, 2008).

2.2.2.2 - Permeabilidade

A permeabilidade absoluta, denotada por k, é uma propriedade do meio poroso, que mede a
capacidade e habilidade da formagdo rochosa para transmitir um 0nico fluido. Como a
orientacdo e interligacdo dos poros séo essenciais para o fluxo, a permeabilidade k controla o
movimento direcional e a taxa de fluxo dos fluidos do reservatério na formacéo rochosa
(Aarnes et al., 2007). No Sistema Internacional, a medida para a permeabilidade é [m?], mas é

geralmente representada em Darcy [D] ou miliDarcy [mD]. Por defini¢do, 1D [1D = 0,987 -

10712 m?] é a permeabilidade de uma rocha na qual um gradiente de pressdo de 1atm/..,

promove a vazdo de 1 Cmg/ s de um fluido de viscosidade de 1 cp (centipoise) através de

1cm? de area aberta ao fluxo. Traduzido para condicdes de reservatério, 1D é uma

permeabilidade relativamente elevada.

Uma rocha-reservatério contém sempre dois ou mais fluidos, de modo que a permeabilidade
absoluta ndo é suficiente para se medir a facilidade com que determinado fluido se move no
meio poroso. No caso da existéncia de mais de um fluido, a facilidade com que cada um se
move ¢ chamada “permeabilidade efetiva” ao fluido considerado. Por exemplo, se em um
meio poroso estdo fluindo agua e 6leo, tem-se permeabilidade efetiva a agua e permeabilidade
efetiva ao Oleo. Assim, as permeabilidades efetivas ao 6leo, ao gas e a 4gua tém por simbolos
ko, kg, € ky, (Thomas, 2001).

2.2.3 - Propriedades dos fluidos
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2.2.3.1 -Fase

Os poros no meio poroso podem ser preenchidos com diferentes fases. O termo “fase” denota
a matéria que tem um estado fisico e uma composicdo quimica homogénea. Podem ser
distinguidas fases solidas, liquidas, e gasosas. Embora possa haver varias fases liquidas
presentes em um meio poroso, apenas uma fase gasosa pode existir (Chen et al., 2006).

2.2.3.2 - Saturacéo

Os espacos vazios de um material poroso podem estar preenchidos por um determinado
liguido e os espagos remanescentes por um gas. Ou ainda, dois ou trés liquidos imisciveis
podem preencher todo o espaco vazio. Nesses casos, de grande importancia é o conhecimento
do conteudo de cada fluido no meio poroso, pois as quantidades dos diferentes fluidos definem
o0 valor econdmico de um reservatorio. Define-se saturacdo de um determinado fluido em um
meio poroso como sendo a fracdo ou porcentagem do volume de poros ocupada pelo fluido.

Assim, em termos de fracdo (Rosa et al, 2006):
I’p

(2-2)
onde Sy € a saturacdo do fluido, V¢ o volume do fluido e V, o volume poroso. Em termos de

porcentagem:
5,06 = () x 1000
f(A)) = v X Y%
p
(2-3)
Se 0 meio poroso contiver um unico fluido, a saturacdo deste sera 100%.

2.2.3.3 - Compressibilidade isotérmica

Chama-se compressibilidade isotérmica de um fluido qualquer a variacdo fracional de volume
do fluido por varia¢do unitaria de pressdo. Assim, a compressibilidade isotérmica é expressa

pela relacdo (Rosa et al, 2006):
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o= =v(a),
(2-4)

ou simplesmente por:

(2-5)
Onde se admite que a temperatura seja constante.

2.2.3.4 - Viscosidade dinamica

Denota-se como u e se define como a medida da resisténcia do fluido ao escoamento. A

unidade fisica de viscosidade no Sistema Internacional de Unidades é o Pascal-Segundo

[Pa-s], contudo, é geralmente medida em centipoise cp, onde 1cp=19/cp.s=1-
1073 Pa-s. A resisténcia do fluido ao escoamento é causada pelo atrito interno, devido

basicamente a interacGes intermoleculares, sendo em geral funcdo da temperatura.
2.2.3.5 - Condutividade hidraulica

A condutividade hidraulica representa o grau de facilidade com que o meio poroso deixa
passar o fluido através dele por unidade de é&rea transversal a direcdo do fluxo. A
condutividade hidraulica Darciana ou linear é representada por K, e depende da geometria dos
poros e das propriedades do fluido contido nos mesmos. As propriedades dos fluidos que
afetam diretamente a condutividade hidrulica sdo a viscosidade dindmica e a densidade. A
condutividade hidraulica K € dada por:

_keg
U

K

(2-6)

onde K tem unidade de velocidade.
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2.3 - TRABALHOS CORRELATOS

Uma variedade de trabalhos tem sido desenvolvidos ao longo dos anos para simular
numericamente o cone de agua com o Método dos Elementos de Contorno, analisando os

casos de fluxo bidimensional e tridimensional.

Segundo Lucas et al.,(1991), a partir de uma formulacdo do problema com o Método dos
Elementos de Contorno, conseguiram prever a forma da interface de contato dos fluidos no
regime estacionario, aproximando o poc¢o de petrdleo por uma série de fontes e sumidouros
pontuais, ou como um sumidouro distribuido, para simular a geometria real do poco.
Resolvendo a equacdo potencial de fluxo (equagdo de Laplace), baseada na lei de Darcy,
aplicando o MEC e considerando o movimento da interface 6leo/agua como uma condigédo de
contorno movel, encontraram que existe uma taxa de bombeamento critica, acima da qual a
agua entra no poco de petréleo. A interface 6leo/agua tem forma de “cone” (cusp) estavel a
taxa critica. Esforcos para suprimir o cone usando combinagdes de fonte / sumidouro s&o

apresentados.

Lucas e Kucera, (1996) desenvolveram uma formulagéo integral de contorno para resolver um
modelo tridimensional de fluxo em meios porosos baseado na lei de Darcy, com o objetivo de
obter a forma e a altura da interface dleo/agua em estado estacionario em um reservatorio de
petréleo, sob a influéncia de uma distribuicdo de pogos de petréleo para o bombeamento. Este
trabalho é uma extensdo do estudo desenvolvido em Lucas et al (1991), onde sdo analisados 0s
casos axissimétricos considerando um Unico poco e uma linha vertical de pocos distribuidos.
Séo implementados esquemas de integracdo sofisticados com o propdsito de obter resultados
mais precisos, ja que sdo utilizados splines bicubicas como elementos de interpolacdo, o que
aumenta a complexidade do problema. Em particular, a eficiéncia de varios métodos de
integracdo numérica é comparada para resolver este problema, tais como rotinas QUADPACK,
métodos adaptativos com base na regra de IMT, a regra Kronrod, o método de quadrilateros
degenerados e a regra de Gauss-Rational para integrais infinitas. Os resultados sdo

apresentados para a altura da interface d6leo/agua no regime estacionario, obtidos com
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simulagdes tridimensionais que consideram distribuicdes multi-sumidouros sobre o

reservatorio.

Zhang e Hocking, (1997) consideraram a extracdo de 6leo de um reservatério verticalmente
confinado (limite de rocha impermeavel no fundo do reservatério). O 6leo é bombeado a partir
de um poco localizado na camada acima da interface 6leo/agua. O poco é representado como
um sumidouro pontual. O fluxo é considerado axissimétrico, e envolve uma condicdo de
contorno cinematica ndo linear ao longo da superficie livre. O Método dos Elementos de
Contorno foi usado para resolver o problema de fluxo bifasico axissimétrico governado pela
equacdo de Laplace. Dessa forma, determinou-se a posi¢do da interface para diferentes taxas
de bombeamento, e calculou-se a taxa de bombeamento critica em fungdo da posicdo do

sumidouro.

Zhang et al., (1999) simularam numericamente o cone de &gua mediante o Método dos
Elementos de Contorno. Nesse trabalho, foi considerado como problema protétipo para
estudar e prever o comportamento do cone de d&gua em um reservatorio de petroleo, a extracéo
de agua de um aquifero freatico. O objetivo foi o de prever as condi¢des sob as quais a agua
podia ser retirada de forma mais eficiente a partir de um dnico poco, de tal modo que ndo
ocorresse a irrupcdo de ar dentro do poco. Analisaram a eficiéncia de duas estratégias de
bombeamento: continuo e pulsado para retirar o fluido do reservatorio. A taxa critica de
bombeamento foi determinada analiticamente usando uma solucdo ja existente com base no
Método Hodografico (Método de Mapeamento Conforme), enquanto o Método dos Elementos
de Contorno (MEC) foi usado para resolver numericamente a equacdo governante do
escoamento bidimensional de fluidos incompressiveis com superficie livre em meios porosos.
Com o modelo numérico obtido através do MEC, analisaram a estratégia de bombeamento
pulsado como uma taxa de fluxo supercritica, na tentativa de conseguir uma remocao de fluido
rapida e estavel. Foi considerada uma condi¢cdo de contorno cinematica ndo linear dependente
do tempo, para simular o movimento da superficie de contato agua/ar. Um aparato
experimental baseado em uma célula de Hele-Shaw foi desenvolvido para verificar
experimentalmente as solucfes analiticas e numéricas obtidas, em casos estaveis e instaveis

para o bombeamento no aquifero freatico.
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Lucas, (2004) desenvolveu um método que, a partir de uma dada distribuicdo tridimensional
particular de pogos no reservatorio, encontra as taxas de fluxo de cada pogo que maximizam a
taxa de fluxo total, sem que a interface 6leo/agua irrompa nos pontos de drenagem dos pogos.
Este método foi desenvolvido usando o modelo Muskat para calcular a altura de interface, e

uma versdao do Método Simplex Nelder-Mead para otimizac&o.
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3 -METODOLOGIA

Com o proposito de desenvolver o sistema de controle ndo linear em malha fechada para evitar
a formacdo do cone de &gua instavel em um reservatdrio de petréleo, e, portanto, aumentar a
producédo de 6leo, simulando numericamente o fendmeno de escoamento de fluidos em meios
porosos, e controlando a distribuicdo de potencial dentro do reservatério através da estratégia
de bombeamento, considerou-se o seguinte plano metodolégico:

Construcdo do modelo matematico geral que descreve o fenémeno fisico de fluxo monofasico
de fluidos em meios porosos, a partir da lei de Darcy, a lei da continuidade e a equacdo de
estado.

Devido a complexidade do modelo matematico, séo assumidas varias consideracGes para obter
um modelo de simulacdo protoétipo simplificado. Aplicando as simplificacbes necessarias,
define-se a equacdo diferencial parcial governante do modelo estudado neste trabalho, que
corresponde ao modelo de fluxo monofésico bidimensional de fluidos incompressiveis com
superficie livre em um reservatorio homogeéneo, isotropico e verticalmente confinado. O fluido
que satura 0 meio poroso € a agua e a superficie livre do reservatorio é a superficie de contato
agua/ar. A agua € extraida do reservatorio por meio de um pogo que é representado no modelo
como um sumidouro pontual e o objetivo entdo, é produzir 4gua a vazdo critica sem que exista
producdo de ar (cone de ar instavel). Esta proposta para estudar e caracterizar o

comportamento do cone de 4gua € baseada na pesquisa desenvolvida por Zhang et al. (1999).

ImpbGem-se as condicgdes iniciais e as condicdes de contorno requeridas para dar solucdo a
equacdo governante do modelo protétipo considerado. Analisa-se 0 movimento da superficie
livre durante a extracdo do fluido do reservatério, impondo uma condi¢do de contorno

cinematica ndo linear dependente do tempo na superficie.

Devido a presenca da superficie livre no reservatorio, a solucdo numérica do problema é
calculada dentro de um esquema iterativo, ja que o sistema de equac@es algébricas do modelo

numeérico deve ser resolvido a cada passo de tempo. Neste caso a simulagdo numérica é
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realizada considerando um regime de fluxo semi estéatico, atualizando a cada passo de tempo a
posicdo da fronteira mével e em seguida o campo potencial.

Os resultados da simulagdo numérica permitem determinar a distribuicdo espacial e a evolugao
temporal das variaveis envolvidas na formacdo do cone de &gua. Essas varidveis sdo: a vazao
critica de producéo, a distribuicdo de potencial na superficie livre & vazdo critica, a regido de
instabilidade do modelo protétipo e o tempo de irrupcdo (breakthrough time) do fluido

indesejado (ar) no ponto de extragéo.

O contorno do reservatério é discretizado para a implementacdo do MEC. Define-se um
sistema dindmico para representar o comportamento do cone de &gua, estimado a partir do
comportamento do potencial de fluxo da regido central da malha de discretizacdo da superficie
livre, j& que o reservatdrio é considerado axialmente simétrico. Este sistema dindmico tem
como entrada o potencial no sumidouro e como saida o potencial do n6 central da superficie
livre. Para construir o modelo matematico no dominio temporal que descreve a relagdo
entrada/saida do sistema dinamico, analisa-se a saida do sistema a uma excitacdo degrau.
Como a intensidade do sumidouro pode variar de zero até um valor critico, definem-se varias
sub-regibes de analise dentro dessa regido, e se identifica a forma como se comporta a saida
do sistema para cada sub-regido. Assim, é possivel determinar o modelo matematico
aproximado do sistema dindmico que representa 0 comportamento do cone de agua. Os

valores dos parametros do modelo sdo calculados através das simulacdes numéricas.

Com o objetivo de encontrar um sistema simplificado para a utilizacdo como base no projeto
do sistema de controle, é proposta a identificacdo dindmica do modelo simulado

numericamente.

Com a funcédo de transferéncia da planta, pode-se projetar um sistema de controle em malha
fechada implementando-se um controlador Proporcional-Integral ndo linear. Os parametros do
controlador PI sdo sintonizados em funcéo da alocacdo dos polos da funcdo de transferéncia

do sistema em malha fechada, para satisfazer as caracteristicas desejadas da resposta.
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Realizam-se simulagdes numéricas com o sistema de controle em malha fechada, para validar
seu funcionamento dentro da regido estavel e instavel do modelo protdtipo considerado. O

plano metodoldgico desenvolvido nesta dissertacdo € ilustrado na figura 3.1.

MODELO
MATEMATICO
DO

SIMULAGAO
NUMERICA
PELOM.EC

SOLUCAO
ANALITICA
APROXIMADA

CARACTER IZACAO
DINAMICA DO
CONE DE AGUA

PROJETO DO
SISTEMA DE
CONTROLE

Figura 3.1 - Plano metodoldgico da pesquisa desenvolvida.
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4 - MODELAGEM MATEMATICA PARA A ANALISE DO CONE DE
AGUA.

Neste capitulo é apresentada a formulacdo matematica governante do modelo protétipo

considerado para analisar o fendmeno do cone de 4gua em reservatorios.

A descricdo quantitativa de um processo fisico sempre requer uma formulacdo matematica
(Heinemann, 2003). Um modelo matematico de um reservatério de petréleo é constituido por
um conjunto de equagdes que descrevem o escoamento de fluidos em meios porosos, acoplado

com um conjunto apropriado de condicdes iniciais e condi¢des de contorno.

As leis que regem o movimento de fluidos em um reservatorio de petroleo séo a lei da
conservagao da massa, a lei da conservagdo do momento e a lei da conservagao da energia. As
propriedades mecénicas dos fluidos sdo formuladas através da equacdo de estado (Chen et al.,
2006).

A partir da associacdo da equacdo da continuidade, que é uma equacao de conservacdo de
massa, da lei de Darcy que é uma equacdo de transporte de massa, e da equacdo de estado,
pode se obter a equacdo generalizada para o escoamento monofasico de fluidos em meios
porosos, a partir da qual sdo desenvolvidas solucbes para as diversas situacdes em que 0S

reservatorios podem se encontrar (Rosa et al, 2006).

Considera-se o transporte de um fluido newtoniano, que satura todo 0 espaco vazio em um
meio poroso sob uma condicdo isotérmica. Considera-se também o caso particular de fluxo de

uma Unica fase em que se admite que o fluido seja incompressivel.

Usa-se um sistema de coordenadas retangulares conforme mostrado na figura 4.1. As variaveis
espaciais e temporais serdo representadas por x = (x,, x5, x3) € t respectivamente. Denota-se
por ¢ a porosidade do meio, por p a densidade do fluido, por u = (u4, u,, u3) a velocidade de

Darcy e g representa as fontes externas e sumidouros (Chen et al., 2006).
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Ax1

X2
Figura 4.1 - Elemento de volume no sistema de coordenadas cartesianas considerado
(Heinemann, 2003).

41 -LEIDEDARCY

Na simulacdo de escoamento monofasico de fluidos no reservatdrio, a equacao da conservagao
do momento é dada na forma diferencial da lei de Darcy. Derivada empiricamente, esta lei
indica uma relacéo linear entre a velocidade do fluido em relagdo ao sélido e o gradiente da

altura piezometrica. A forma diferencial da lei de Darcy é dada por:
k
u= —;(VP + pgVz)

(4-1)
onde u ¢ a velocidade aparente do fluido em [™/], k é o tensor de permeabilidade absoluta

do meio poroso com dimensdes [m?], u € a viscosidade dindmica do fluido dada em [Pa - s],

g € a magnitude da aceleracdo gravitacional com dimensdes [mz/s], p € a densidade fluido em

[kg/m3], z é a profundidade na direcdo vertical x; dada em [m], P é a pressdo do fluido em

[Pa] e V é o operador gradiente definido por:
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oP . 9P . 9P

VP = I [+ oz, I, + Fr I3
(4-2)
Em alguns casos, é possivel assumir que k é um tensor diagonal:
kiy O 0
k= ( 0 ky,, O ) = diag(kqy, k22, k33).
0 0 ks
(4-3)

Se ky1 = ko, = k33 = k, 0 meio poroso é chamado isotropico e a permeabilidade k é um
escalar; caso contrario, a permeabilidade € um tensor e 0 meio poroso é anisotropico (Chen et
al., 2006).

Por conveniéncia na analise matematica, a lei de Darcy pode se escrever da seguinte forma:

U )4
(4-4)
onde y = pg € o peso especifico do fluido. Tem-se que a condutividade hidraulica esta dada
por:
K = H
U

(4-5)
com dimensodes ["/], e se introduz uma funcdo chamada potencial ou altura piezométrica
dada por (Zhang et al., 1999):

P=—+z
14
(4-6)
Portanto, a lei de Darcy se torna:
P
u=—-KvV (—+ z) = —KVo
14
P P P
u]_:_Kla_.x]-, uZZ_KZa_x‘Z, u3:_K3a_x3.
(4-7)
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Assumindo-se que o reservatdrio € homogéneo e isotropico, entdo K; = K, = K3 = K. O sinal
negativo da equacdo de Darcy se deve ao fato que o gradiente de potencial é negativo no
sentido do fluxo, e, portanto a velocidade aparente u e o gradiente de potencial V& tem sinais

opostos (Rosa et al., 2006).

A magnitude da velocidade aparente do fluido ou velocidade de Darcy superficial € definida
como o volume de fluido por unidade de tempo Q que flui através da superficie A de um meio

POroso:

|

(4-8)
Em comparacdo com a velocidade real do fluxo nos canais dos poros, grandes diferencas
podem ser reconhecidas. No entanto, uma média estatistica € facilmente calculada para
determinar a velocidade real do fluxo ao nivel macroscopico (Heinemann, 2003):
Q u

vV=—=—
Ap ¢
(4-9)

onde v a velocidade real do escoamento.
4.1.1 - Potencial de fluxo

O potencial de fluxo de um fluido, também chamado de potencial ou altura piezométrica, é

definido pela expresséo:
P

dapP
b = f7+(z—zo)

Py
(4-10)
onde @ esta dado em [m], z e z, sdo alturas em relacdo a um nivel de referéncia arbitrario, e P
e P, sdo as pressOes que agem nos niveis z e z, respectivamente, conforme se observa na

figura 4.2.
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Figura 4.2 - Potencial de um fluido estatico (Corréa, A.C.F.).

Portanto, o potencial é definido em relacdo a um nivel de referéncia z, e a uma pressao de
referéncia P,. Para facilidade de calculo, o nivel de referéncia é escolhido de modo que

z, = 0. Dessa forma, o potencial é dado por:
P
dP
o = f— +z
)4
Py

(4-11)

onde normalmente a pressdo de referéncia P, é a pressdo atmosférica.

Quando o fluido é incompressivel, ndo existe variacdo do peso especifico com a pressao, e a
definicdo de potencial se torna (Rosa et al, 2006):

P—P
14

vy

(4-12)
Tem-se entdo, que o movimento lateral e vertical de um fluido em um meio poroso é devido a
diferencas de presséo e elevacdo. A estimacdo do campo de velocidade do fluido dentro do

meio poroso pode se expressar em funcdo do gradiente do potencial de fluxo (Saavedra, 2002).
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4.2 - EQUACAO DA CONTINUIDADE

A equacdo da continuidade descreve a lei da conservagdo de massa. Considerando um
paralelepipedo como volume de controle de tal modo que as suas faces sejam paralelas aos
eixos das coordenadas, conforme se ilustra na figura 4.3, tem-se que a diferenca entre a massa
de entrada e a massa de saida € igual a variacdo de massa dentro do volume de controle (Chen
et al., 2006).

Axs
—>
Fluxo de N Fluxo de
Entrada S ~ — > Saida
(xlr x21 x3)
Ax,

Axq

Figura 4.3 - Volume diferencial de controle (Chen et al., 2006, modificado).

Assim, a equacdo da conservacdo da massa € dada por:

d(ep)
at

==V.(pu) +¢q
(4-13)
Note-se que g € negativo para sumidouros e positivo para fontes.

43 -EQUACAO DE ESTADO

A equacdo de estado se expressa em termos da compressibilidade do fluido ¢:
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10V

B _1adp
7= "vop

r poP

T

(4-14)

a uma temperatura T fixa, onde V representa o volume ocupado pelo fluido em condicdes de

reservatorio. Portanto, a densidade do fluido é uma funcdo da pressdo. Se o fluido é

considerado incompressivel tem-se (Chen et al., 2006):
_10p _
s = poP

Ou apos integragéo:

p = constante

4.4 - EQUACAO GERAL PARA O ESCOAMENTO MONOFASICO

(4-15)

(4-16)

Tem-se que a equacdo da continuidade que descreve a lei da conservacdo da massa € dada por:

d(pp)
at

=-V.(pu) +¢q

e a lei da conservacdo do momento é dada pela equacao de Darcy generalizada:

k
u= —;(VP +7yVz) = —KV®

Associando a equacdo de Darcy com a equacdo da continuidade se obtem:

d(¢p)
at

= V. (pKV®) + q

Ou de forma detalhada:

d(pp) 0 (K 6<I>>+ 0 (K 6CD>+ 0 (K (')(D)+
ot 9x, P 0, ) T, P 20x,) T aas PR ax,) T
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Considerando que o unico fluido que satura 0 meio poroso € incompressivel e que o0 meio é

N N « ] : . .
homogéneo e isotrépico, entdo o termo % = 0 e a densidade, a porosidade, a viscosidade e

a condutividade hidraulica sdo constantes. Assim, a equacdo geral para fluxo monofésico
reduz-se a (Chen et al., 2006):

q
2 = — —
vie = - &

(4-21)
A formulacdo matematica dada acima é também conhecida como equacéo de Poisson.

De um modo geral, ndo ha uma fonte (sumidouro) de massa distribuida no escoamento
monofasico num meio tridimensional. Contudo, como uma aproximacdo, pode-se considerar o
caso em que as fontes e sumidouros estdo localizados em pontos isolados x(. Entfo, estas
fontes pontuais podem ser modeladas por esferas pequenas que sdo excluidas do dominio do
meio poroso. As superficies dessas esferas podem ser tratadas como parte do contorno do
meio, e o fluxo de massa por unidade de volume e tempo de cada fonte ou sumidouro
determina o fluxo total através da superficie. Quer dizer entdo, que a vazéo devida a uma fonte
ou sumidouro pode ser tratada como uma condicdo de contorno, e, portanto, a equacédo geral
que governa o escoamento monofasico de fluidos incompressiveis em meios porosos se torna
(Chen et al., 2006):
Vid =0
(4-22)

conhecida também como equacéo de Laplace.

Outra abordagem para tratar com fontes (sumidouros) pontuais € inseri-las na equacdo da

conservacdo da massa. Isto é, para sumidouros pontuais, definimos g em (4.21) como:
i

(4-23)
Onde pq® indica o fluxo de massa de fluido produzida (massa por unidade de volume e
tempo) em x®, sendo o termo g a intensidade do sumidouro especifico com dimensoes

[s7] e 8(x — x®) a fungdo delta de Dirac (Bastian, 1999).
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Para fontes pontuais, g € dado por:
q= Zp(t>q(i>5(x —x®)
i

(4-24)
Onde p@q® denota a massa do fluido i injetado por unidade de volume e tempo em x®,

respectivamente (Chen et al., 2006).

Para completar o modelo matematico que descreve o escoamento monofasico de fluidos
incompressiveis em meios porosos € necessario especificar as condices iniciais e as
condicdes de contorno no reservatério. Denota-se por I' 0 contorno externo e por £ o dominio

do meio poroso sob consideragé&o.
45 - CONDICOES INICIAIS

Com o objetivo de resolver os problemas de escoamento de fluidos em meios porosos que tém
solugdes dependentes do tempo, é necessario saber o estado do sistema em um determinado
instante. Este é geralmente o tempo inicial t = t,. O estado do sistema no instante t = t, €
chamado condicdo inicial. A condicdo inicial do sistema pode ser expressa em termos do

potencial de fluxo ou da pressdo (Heinemann, 2003).

D (x, tp) = Dy(x)
ou
P(x,ty) = Po(x)
(4-25)

46 -CONDICOES DE CONTORNO

O contorno do reservatorio € considerado permeavel ou aberto se o fluido é capaz de passar
através dele, e impermeavel ou fechado, no caso contrario. Considerando um contorno

impermeavel, as seguintes formulacfes matematicas podem ser efetuadas (Heinemann, 2003):
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0o
u-n=—KVCD.n=[—K— =0
onlp

90

—_—= er
I 0, X

Onde n é um vetor unitario normal ao contorno I' e x = (x4, x5, x3) é 0 vetor posicao.

(4-26)

No caso de um contorno permeéavel, o potencial ou o gradiente de potencial sdo prescritos no

contorno I' como uma fungéo do tempo:

dr = d(x,t), x€Tr

ou

, X€ETr

(6(13) _adb(x,t)
on/r  on

Nos dois casos, a velocidade do fluido através do contorno é calculada por:

o
un=K%

E, portanto, a vazdo de fluxo volumétrica através do contorno é dada por:

0P
Qn = Aun = KA%

(4-27)

(4-28)

(4-29)

(4-30)

Em muitos problemas de fluxo em meios porosos, pelo menos um dos contornos do dominio

representa uma superficie livre do fluido (Ghimire, 2009). Neste estudo considera-se que a

superficie livre do reservatorio, que é a superficie de contato fluido/ar € uma fronteira mével.

Tem-se entdo que o movimento da superficie livre se expressa como uma condi¢do de

contorno cinematica.

4.6.1 - Deducdo da condicdo de contorno para a superficie livre

Duas condic6es definem uma superficie livre:
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e A pressdo em cada ponto da superficie livre é a pressdo atmosférica.
e Neste trabalho considera-se que a superficie livre é uma interface abrupta entre o ar e o

fluido no meio poroso, ignorando-se os efeitos da capilaridade (Vélez, 2004).

As equacdes que governam o escoamento em meios porosos se tornam de dificil solucdo pela
presenca da superficie livre. O principal problema reside no fato de que nem a forma nem a
posicdo da superficie livre sdo conhecidas, e, portanto deverdo ser determinadas, mas também
a posicdo da superficie livre define uma condi¢do de contorno que é necessaria para dar
solucdo a equacdo de fluxo no reservatdrio. A localizacdo da superficie livre € um problema
desafiante em muitas areas da mecénica de fluidos, e, recentemente, o calculo para o regime

permanente tem sido proposto como um problema de otimizagédo (Saavedra, 2002).

Considera-se o referencial de pressdo do sistema, que é a pressao atmosférica, como sendo
zero. Portanto, a partir da definicdo de potencial de fluxo, a condi¢do de contorno cinematica

da superficie livre torna-se:
P
CI>=;+z=n(x,t), x€er

(4-31)
Quer dizer entdo, que na superficie livre, o potencial de fluxo corresponde com a posi¢do da
mesma. Assim, a elevacdo da superficie livre na coordenada vertical x; pode ser representada
por:
z =n(x,t)
(4-32)

am . . .
Sendo que a_z é a velocidade vertical da mesma.

Tem-se que a superficie livre € uma superficie material (em outras palavras, a superficie livre
sempre é constituida pelas mesmas particulas do fluido) e a taxa de mudanca da elevacédo da
superficie livre deve ser igual a velocidade vertical, que pode ser calculada aplicando o
conceito de derivada material ou Lagrangiana (Liggett e Liu, 1983). A derivada material

representa a variacdo total por unidade de tempo de uma determinada propriedade do fluido
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seguindo uma particula no campo de fluxo. Logo, para qualquer campo vetorial (escalar) H
associado a um fluxo tem-se (Shames, 1992):

DH J0H JoH J0H J0H J0H
Dt (”xla TV g, VR iy )+ o= vV
(4-33)
Dessa forma, a taxa de variacdo da elevacdo da superficie livre com o tempo é dada por:
(4-34)
onde v ¢ a velocidade real do fluido definida usando a lei de Darcy:
u —-Kvo
YT T e
(4-35)
Substituindo a expressao para a velocidade v na equacao (4-34) se obtém:
¥= —gv¢-V(z—n)+¥= 0
(4-36)

Mudando o sistema de coordenadas (x4, x,, x3) para o sistema de coordenadas cartesianas

(x,y, z) a equacdo anterior se torna:

K (0® 09 00 d(z — d(z — d0(z—n) ~ d
__G4+_A%_Q ( m{_(n%+( M) _ o
@ \0x ady 0z 0x dy dz at

—i+—j+—k
0 J

K(acb P 09 ) ( dn _ 0n +62A) an
0 dy 0z

an K(a¢an+a¢an 6(13)
dt @\odxdx OJdyady 0z

(4-37)

A equacéo anterior pode se escrever:
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an K (V ®-V GCD)
at @\ 2 2™,
(4-38)
onde V, denota o operador gradiente horizontal.
Definindo as grandezas da equacao anterior de forma adimensional, tem-se:
tK (®,n,x,y,2)
* — q)* * * * * —
t oL (@0 x%y"2") = —————
(4-39)

onde L é uma escala de comprimento caracteristica. Todas as quantidades com um asterisco
sdo quantidades adimensionais. No entanto, por questbes de brevidade todos os asteriscos
serdo omitidos no resto deste estudo, mas todas as grandezas serdo tratadas de forma
adimensional. Substituindo a relacdo dada em (4-39) em (4-45) e (4-46) obtém-se as seguintes
condigdes de contorno adimensionais de superficie livre (Liggett e Liu, 1983):

o= em z=n
T = (v van -2
at 0z
(4-40)
O vetor unitario normal a superficie livre pode ser definido como:
- V(z—n)
IV(z —n)
(4-41)
Pode-se também definir a derivada normal do potencial na superficie livre como:
0P
Gp = Ve =(V@z-mD7V(z—n) Ve
2 a1 E (5~ v v0)
on 0z
(4-42)
Substituindo em (4-42) a expressdo dada em (4-40) tem-se:
| X s
(4-43)
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O cosseno do angulo formado pela superficie livre com respeito a horizontal que é o angulo ¢
é dado por (Liggett e Liu, 1983):

1

cose = (1 * (g_?c)z " (Z_Z)Z>2 = (1+%nl?)2

(4-44)
Portanto, as condi¢des de contorno na superficie livre sdo definidas por:
d=n em z=7n
on___1 o0
Jt cos ¢ on
(4-45)

Assim, o estudo do movimento da superficie livre durante a extracéo do fluido do reservatorio
depende da velocidade vertical, que é proporcional a dois fatores: a derivada normal do
potencial e o angulo formado pela superficie com a horizontal. Desta forma, é obtida uma
condicao de contorno mista na superficie livre conhecida também como condic¢do de contorno
cinematica (Saavedra, 2002). A equacdo dada para calcular a velocidade vertical em (4-45) ¢
resolvida apos o potencial de fluxo no contorno ser calculado porque a posicdo da superficie

livre do liquido nao pode ser conhecida a priori (Ghimire, 2009).

4.7 -FORMULACAO MATEMATICA GOVERNANTE DO MODELO
PROTOTIPO.

Neste trabalho, para estudar e caracterizar o comportamento do cone de agua mediante a
simulacdo numérica pelo Método dos Elementos de Contorno foi considerado no capitulo |
como modelo prototipo, o escoamento bidimensional de um Unico fluido incompressivel em
um reservatério verticalmente confinado por um contorno sélido e com superficie livre,
submetido a pressdao de uma bomba de succdo. Assim, formula-se o problema da seguinte
forma: uma camada de 4gua com uma profundidade H ocupa um meio poroso homogéneo e
isotropico de permeabilidade constante k, acima do limite inferior de rocha impermeavel. O
sumidouro esté localizado no contorno impermeavel e produz um fluxo total Q por unidade de

tempo. Um contorno de potencial constante (contorno permeavel) é assumido em x = 0 e em
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X1

x = x;. L, € 0 ponto mais baixo da superficie livre localizado em ( ,yp). O plano fisico de

referéncia é ilustrado na figura 4.4 (Zhang et al., 1999).

AR
VAR SUPERFICIE LIVRE
X
L, (37)
AGUA MEIO
POROSO
SUMIDOURO

. W (20)

—> < \2’

2

(xll H)

—— s

CONTORNO
SOLIDO

Figura 4.4 - Plano fisico de referéncia (Zhang et al., 1999, modificado).

A lei de Darcy considerando o fluxo bidimensional pode se expressar como:

od oD
we=—Kge, W=

Onde o potencial de fluxo ou altura piezométrica é dado por:
o P +
=—-TYy
14
Tem-se entdo que a equacao geral para o fluxo neste caso é:

Vi = —

=12

Lembrando que a intensidade do sumidouro g tem unidades de [s~1].
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A superficie livre € uma superficie de controle deformavel, ou seja, seu formato varia com o

tempo, devido a variacdo do campo de pressdo. Localiza-se em:

y=n(xt)
(4-49)
Com uma velocidade vertical dada por:
on___1 o0
Jt cos ¢ on
(4-50)
Onde,
an 2 _%
cos ¢ = <1+ (a) >
(4-51)

Vale ressaltar que para definir o modelo prototipo, assumiram-se as seguintes consideraces:

e O reservatorio € homogéneo e isotrépico.
e Utilizou-se um modelo de poco vertical representado como um sumidouro pontual.
e Os efeitos da pressdo capilar sdo despreziveis na formacao do cone de agua.

e O fluido que satura 0 meio poroso é incompressivel.
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5 -METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO.

Neste capitulo é apresentada a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para
resolver numericamente 0 modelo matematico governante do problema de fluxo monofasico
bidimensional de fluidos incompressiveis em meios porosos, que é descrito de forma geral
pela equacdo de Poisson. Apresenta-se também o desenvolvimento analitico das integrais para

calcular os termos das matrizes de influencia H e G do método.

5.1 - INTRODUCAO AO MEC

Em geral, 0 modelo matematico que governa o fluxo de fluidos em reservatorios de petroleo
ndo pode ser resolvido por meétodos analiticos, ja que esta constituido por sistemas de
equacOes diferenciais parciais ndo lineares dependentes do tempo. Portanto, torna-se
necessario o uso de um método numérico eficiente para resolver o modelo matematico de

forma aproximada.

Neste trabalho, implementa-se 0 MEC para dar solucdo a formulacdo matematica governante

do modelo protétipo considerado para simular o fenémeno do cone de agua.

O MEC é uma técnica computacional para a solucdo aproximada de problemas da mecénica
do continuo. Tais problemas podem ser descritos matematicamente através de um sistema de
equacOes diferenciais valido em todo o dominio do problema. A esse sistema sdo impostas
condicBes de contorno e/ou condicdes iniciais apropriadas (Alves, 2006). O problema com
estas equacOes diferenciais governantes € que ndo podemos encontrar solugdes analiticas, com
excecdo de um conjunto muito restrito de casos mais simples (geometrias e condicBes de
contorno). Essas solucBes analiticas sdo extremamente importantes para estudar e
compreender os fendmenos fisicos em consideracdo (Kane, 1994). Por conseguinte, as
técnicas de solucdo numérica tém evoluido para permitir a cientistas e engenheiros obter

respostas quantitativas sobre esses fendmenos fisicos reais.
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Entre as técnicas numéricas que tém sido aplicadas para resolver a equagdo potencial de fluxo
em meios porosos destacam-se 0s métodos baseados no dominio, tais como: Diferengas
Finitas, Elementos Finitos e Volumes Finitos, e os métodos baseados no contorno: Método dos
Elementos de Contorno e o0 Método das Solugdes Fundamentais (Saavedra, 2002).

No Método dos Elementos de Contorno, as equagdes diferenciais parciais que regem o
problema s@o transformadas em equacOes integrais equivalentes. Usando as relacdes do
calculo dadas pelo teorema de Gauss-Green ou teorema da divergéncia, estas equacdes
integrais, constituidas tanto de integrais de volume (dominio) como de superficie (contorno),
sdo, entdo, transformadas em equacgdes integrais de contorno. Esta ultima transformacéo
considera certas solucdes conhecidas (solu¢es fundamentais) da equacao diferencial original
para condicbes de contorno e geometrias muito especiais. As solugbes fundamentais
geralmente descrevem a resposta de um meio infinito a uma excitagdo pontual (Kane, 1994).
O emprego dessas solugbes fundamentais remove as integrais de dominio da expressdo

integral, produzindo assim equaces integrais de contorno.

Essas equacOes integrais de contorno sdo, entdo, aproximadas por um conjunto similar de
equacOes integrais discretizadas, considerando a resposta superficial desconhecida em um
conjunto finito de pontos denominados nés. Entre esses nds estdo os elementos de contorno, e
a resposta dentro de cada elemento de contorno € dada pela resposta nodal e formulas de

interpolacdo simples (Kane, 1994).

As principais vantagens do MEC sdo (Alves, 2006):

e Precisdo dos Resultados
e Problemas infinitos ou semi-infinitos (elimina o efeito de bordas)
e Envolve somente a discretizacdo do contorno, diminuindo a ordem do sistema final de

equacdes e, portanto, o custo computacional.

E as principais desvantagens que podem se estabelecer do MEC séo (Alves, 2006):
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e Falta de programas comerciais abrangentes

e Problemas de ndo linearidades das equagdes

e Exige o célculo de integrais singulares

e Implementacdo computacional mais dificil comparada com outros métodos numéricos
e Necessidade de célculo de solucGes fundamentais para cada caso

e Matrizes cheias e ndo simétricas

5.2 -METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS DE
POTENCIAL EM 2D.

O Método dos Elementos de Contorno é desenvolvido para a solugdo de problemas descritos
pela equacdo potencial (Katsikadelis, 2002):
Viu=f(xy) (ry€eQ)

(5-1)
Esta é a equacdo diferencial governante da teoria do potencial, a qual para f(x,y) =0 é
conhecida como equagdo de Laplace, e para f(x,y) # 0 é conhecida como a equagdo de
Poisson. Sua solucdo u = u(x,y) representa o potencial produzido em um ponto (x,y) do
dominio Q devido a uma fonte f(x,y) (Katsikadelis, 2002).

A equacdo de Poisson em duas dimensdes para o fluxo monofasico de fluidos incompressiveis

em meios porosos pode ser escrita como:

(5-2)

Quando a fonte pontual g = 0, a equacéo de Poisson se reduz a equacao de Laplace.

A solucdo da equacdo de Poisson para o problema de fluxo monofasico bidimensional de
fluidos incompressiveis em meios porosos é procurada em um dominio plano fechado Q que

. . : D N .
tem um contorno S em que a fungdo potencial ® ou sua derivada 5, na direcdo normal a S é
n

prescrita. Isto é, a solucdo deve satisfazer as condi¢cBes de contorno do problema prescritas
sobre S (Katsikadelis, 2002).
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A superficie total S do problema esta composta pelo menos de duas partes denominadas S; e
S,, de modo que S; + S, = S, como se observa na figura 5.1. Na superficie S; o potencial é
especificado, e o componente normal da velocidade de fluxo é desconhecido. Em S, o
componente normal da velocidade de fluxo é especificado, enquanto o potencial é
desconhecido (Kane, 1994).

51

Figura 5.1 - Dominio do problema com as condicGes de contorno (Katsikadelis 2002,

modificado).

Na terminologia matematica, as condi¢cbes de contorno prescritas em S; sdo chamadas de
condicdes essenciais ou de Dirichlet:
o = P, em S, €S
(5-3)
e as condicGes de contorno prescritas em S, sdo denominadas condi¢cdes naturais ou de

Neumann:

D
uzﬁzu-nz—KVCD-n:—K%, em S, €S

(5-4)
Na expressdo dada acima, a quantidade u é denominada geralmente como a velocidade de

fluxo normal e é um escalar.
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5.2.1 - Solugao fundamental

A solucao fundamental é a base da formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para a
equacao de Laplace, e corresponde a resposta de potencial de um meio infinito quando a fonte
de geracdo de energia é concentrada em um ponto. Matematicamente, a solu¢do fundamental
corresponde a solucdo particular da equacdo de Poisson quando o termo ndo homogéneo
(termo referente a fonte) é igual a funcdo delta de Dirac. Assim, a solucdo fundamental deve

satisfazer a seguinte equacéo diferencial (Katsikadelis, 2002).

—5(x —
V2 = (J;( d)

(5-5)
Nessa expressdo, a funcdo delta de Dirac § se torna igual a infinito, quando o ponto d onde a
fonte é aplicada, denominado ponto fonte, coincide com o ponto de amostragem x, chamado
também de ponto campo. Uma fungdo que satisfaz a equacdo diferencial (5-5) para o caso

bidimensional, é dada por:

1
dD*(x, d) = — mln(‘l")

(5-6)
onde ®* é denominada como a solucdo fundamental para o potencial, e r € a distancia entre o

ponto campo e o ponto fonte, conforme se ilustra na figura 5.2.
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Figura 5.2 - Dominio do problema com o Ponto Fonte e o Ponto Campo (Braga, 2012).

Tem-se que a distancia r entre o ponto fonte e 0 ponto campo esté dada por:

r=(x—x% + (v — ya)?
(5-7)
onde (xg4,y4) sdo as coordenadas do ponto fonte d e (x,y) sdo as coordenadas do ponto

campo x.

Conhecida a solucdo fundamental, a velocidade de fluxo normal que corresponde a
distribuicdo de potencial fundamental pode ser determinada usando a lei de Darcy dada na

equacéo (4-7):

filoN
uw=u-n=-KVd*'-n=-K

on

(5-8)
Substituindo na equacéo (5-8) a expressdo para ®* dada pela equacao (5-6), segue:
d 1
u (x, d) = —K% <— ﬁ l?’l(T'))
170 d
w*(x,d) = o [a (In(r))n, + @ (ln(r))ny]

(5-9)

Apo6s manipulacBes algébricas respectivas, tem-se que a solu¢do fundamental para a

velocidade de fluxo normal é dada por:
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1 1
) [(x = x)nye + & — yadn, | = Tr? [y +1ymy ]

u (x,d) = p—

2
(5-10)
O desenvolvimento analitico completo para obter a solucdo fundamental em duas dimenses é

apresentado no APENDICE B.
5.2.2 - Equacdo integral de contorno

Para encontrar a solugdo da equacao de Poisson em duas dimensoes:

V2d>=—g em

K
(5-11)
Com as condicGes de contorno prescritas:
o= em §;
_ 0P
u=u, = —K% em S,
(5-12)

Aplica-se a segunda identidade de Green dada na equacdo (Al-26) (ver apéndice A),
considerando u = & a resposta de potencial do problema de fluxo monofasico bidimensional
de fluidos incompressiveis em meios porosos, e v = ®*a solugdo fundamental. Dessa forma,
obtém-se (Kane, 1994):

od 0d*
fCD*VZCDdQ—fd)VZCD* =fd)*—d5—f<b—d5
Q Q s on s oOn

(5-13)
Substituindo na equacao integral anterior as relacfes dadas nas equacdes (5-11) e (5-5) para o

laplaciano de @ e o laplaciano de ®* respectivamente, tem-se:
S(x—d 0P Lok
fd)*(—z)dﬂ—f o264 =fcb*—d5—fq>—ds
Q K qQ K s On s on

od filoN
o(d) =fc1>* (K—)dS—f¢(K—)dS+ftb*qu
s on s on qQ
(5-14)
Usando a lei de Darcy, as expressdes do lado direito da equacdo dada acima podem ser

escritas em termos da velocidade de fluxo normal correspondente:
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o(d) = f o (—11)dS — f O(=u)ds + fQCD*qu

d(d) = fd)u*ds - fuCD*dS + f d*qdQ
S S Q
(5-15)
Considerando que a fonte concentrada g pode ser expressa por:
q = qu(xo;yo)
(5-16)

Onde g, é a intensidade da fonte e (x,,y,) sdo as coordenadas de localizacdo da fonte

concentrada, a equacéo integral dada em (5-15) pode ser escrita como:

d(d) = jdbu*dS - judb*dS + j ®d*q,6(xq,v,)dQ
S S Q
(5-17)
Pela propriedade da fungéo delta de Dirac, tem-se:
d(d) = f@u*dS - J-udb*dS + qo®* (x4 — %0, Vg — Vo)
S S
(5-18)

Assim, a relacdo dada em (5-18) € conhecida como equacao integral de contorno, e representa
a solucdo da equacdo de Poisson para o potencial ®(d) quando o ponto fonte d de
coordenadas (x4, y4) encontra-se no interior do dominio Q. Na equacdo integral de contorno,
as quantidades ® e u sdo as condi¢bes de contorno prescritas em um ponto x com
coordenadas (x,y) sobre S, e as quantidades ®* e u* séo as solu¢des fundamentais para o

potencial e a velocidade de fluxo normal respectivamente (Katsikadelis, 2002).

A equacdo (5-18) € valida para qualquer ponto dentro do dominio Q. Em elementos de
contorno é geralmente preferivel por razdes computacionais aplicar a equacdo (5-18) no
contorno do problema e, portanto, precisa-se achar o que acontece quando o ponto d esta

sobre S (Braga, 2012). Generalizando, a equacdo integral de contorno pode ser escrita como:
cP(xq,y4) = f¢u*d$ — fuCID*dS + qo® (xg — X0, Yqa — Yo)
S S

(5-19)
Onde ¢ é um coeficiente que depende da posicdo do ponto fonte d e é definido como (Braga,
2012):
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1, se  (x4,y4) € ao dominio

Qint

2

0, se (xg4,y4) € aodominioouao contorno

)
Il

, se (xq4,y4) € ao contorno

(5-20)
Quando o ponto fonte d encontra-se em um contorno suave, tem-se (Braga, 2012):
Ome w1
2t 2m 2
(5-21)

Onde o termo 6,,,; € conhecido como angulo interno do contorno.

Tem-se entdo, que a expressao dada pela equacdo (5-19) é a representacdo integral da solugéo

da equacéo de Poisson em um ponto fonte d.

5.2.3 - Discretizacao da equacéo integral de contorno

Uma vez obtida a equacdo integral de contorno, o proximo passo € a discretizacdo desta
equacdo de forma que as integracOes globais de contorno dadas na equacgéo (5-19) podem ser

realizadas sobre porgdes S; do contorno global e estas contribuicGes podem ser posteriormente

somadas. Assim, o contorno pode ser discretizado:

S=S +S,++S, =

]

n
Sj

=1

(5-22)
A esséncia do MEC é a discretizacdo do contorno em um numero finito de segmentos, nao
necessariamente iguais, que sdo chamados Elementos de Contorno. Duas aproximacdes sdo
feitas ao longo de cada um desses elementos. Uma € sobre a geometria do contorno, enquanto
a outra tem a ver com a variacao da quantidade desconhecida sobre o elemento (Katsikadelis,

2002).

Na discretizacdo por elementos lineares continuos, a geometria do problema é aproximada por
um polindmio de 1° grau, necessitando de dois nés em cada elemento, um em cada

extremidade do elemento, conforme € ilustrado na figura 5.3. O potencial e a velocidade de
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fluxo também s&o aproximadas por um polindmio de 1° grau. A formulagéo é isoparamétrica,
ou seja, as mesmas funcdes de forma usadas para interpolar a geometria sdo também usadas

para interpolar as variaveis fisicas (potencial e velocidade de fluxo).

Nos

\l

NO na extremidade

Elemento NG na extremidade

Figura 5.3 - Elementos de contorno lineares continuos (Katsikadelis, 2002).

Neste caso, a equacdo integral dada por:

co(d) = f

®u%$—ifu¢%54%h¢wxd—med—YQ
s s

(5-23)
E discretizada em um nimero de elementos NE, utilizando elementos lineares continuos,

considerando como ponto fonte 0 n6 i de coordenadas (x;,y;) € como ponto campo o n6 j de

coordenadas (x;,y;). Dessa forma, tem-se:

NE NE
=1L =1Ll

+ qo®* (x; — X0, ¥i — Vo)

(5-24)
Onde o contorno T € a aproximagao do contorno S;. Considera-se que & e u tém uma variagéo
linear ao longo do elemento j, para o caso em que 0s nos sao considerados nas extremidades

do elemento, ou seja,

@,
= Ny, + Ny, = [Ny Ny [ ]
2

Uy
u = Nyu; + Nou, = [Ny N,] [uz]
(5-25)
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Onde @, € o potencial no né local 1 do elemento j, ®, é o potencial no né local 2 do elemento
J, u,; é avelocidade de fluxo no né local 1, u, € a velocidade de fluxo no no6 local 2,e N; e N,
sdo as funcBes de forma lineares continuas também chamadas de fungdes de interpolacéo
lineares. As funcdes N; e N, sdo dadas por:

1
Ny =5(1=0)

1
N, =§(1+O

(5-26)
Onde ¢ é uma coordenada adimensional variando entre (—1, 1).

Substituindo as relagdes lineares dadas para @ e u em (5-25), a equacao integral de contorno
discretizada dada em (5-24) é ent&o escrita:

NE @ NE
u
cd, = Z U [N, N] q)l] uj;dr } - Z {j AT CDz‘de}...
=1 U7 24 JEIRNRY] 2
+ qo®" (x; — X0, ¥i — ¥o)
(5-27)
Como &,, &,, u, e u, sao valores nodais, segue:
NE @ NE
u
cw =) { [t wgggar 7] }— > { [t wgegar [] }
=1 7T 2% =1 7T 2
+ qo®" (x; — X0, ¥i — Yo)
(5-28)
Que pode ser escrito da seguinte forma:
NE @ NE
u
cd; = Z { [hy Rl q)l] } - Z { [9: 9-] [ul] . } + qo®" (x; — %0, i — Yo)
e 21y o 2
j=1 j=1
(5-29)

onde,

h’l = f Nlu;k]dl—‘, h2 == f Nzu:]dr‘
r; r;

J J
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T T
(5-30)
Quando o contorno do dominio é discretizado utilizando elementos de contorno lineares
continuos, 0 n6 2 do elemento j é 0 mesmo ponto que o N6 1 do elemento j + 1, conforme se

observa na figura 5.4.

Elementoj + 1

(2)

Elemento j

(1)
Figura 5.4 - Intersecé@o de dois elementos lineares (Brebbia e Dominguez, 1992).

Como o potencial é unico em qualquer ponto do contorno, ou seja, 0 potencial & continuo no
no j, @, do elemento j e &, do elemento j 4+ 1 sdo iguais. No entanto, este argumento ndo
pode ser aplicado como uma regra geral para a velocidade de fluxo, pois existem pontos do
contorno para os quais a velocidade ndo tem um valor Unico. Isto acontece em pontos onde o
vetor unitario normal ao contorno muda (pontos de canto). Assim, a velocidade de fluxo

normal u; pode apresentar descontinuidades, ou seja, a velocidade ', antes do nd j pode ser
diferente da velocidade u}’, depois do nd j (Braga, 2012). Para ter em conta a possibilidade de

que a velocidade de fluxo no n6 2 de um elemento pode ser diferente da velocidade de fluxo
no nd 1 do préximo elemento, as velocidades podem ser organizadas em um vetor de tamanho
2 NE. Logo, a equacdo integral de contorno para o n6 i € entdo escrita como (Brebbia e
Dominguez, 1992):
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Uy
Uy

)
|
} + qo®" (x; — x0, i — Yo)
|

| —

(
= [Gil Giz ---GiZNE]{
I
\

Dng uZNEJ
(5-31)
onde,
H,=h{+h"
(5-32)
Escrevendo as matrizes H e G globais, segue:
(D" (%1 — X0, Y1 — Yo) )
NE 2NE @*(x; — X0, Y2 — ¥o)
j=1 j=1 '
\®"(Xyg — X0, YNE — Vo)
(5-33)
onde o termo H;; € dado por:
_ ﬁl’ji sel :/:]
v —c+ﬁij, sei=j
(5-34)
Tem-se que o conjunto total em forma de matriz é dado por:
Hb=Gu+g
(5-35)

Onde as matrizes H e G sdo conhecidas como matrizes de influéncia do método. Assim,
obtém-se um sistema de equacdes algébricas cuja solucdo fornece os valores de & e u sobre o

contorno.
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5.2.3.1- Integracéo analitica das matrizes H e G

Considerando as relagGes dadas em (5-30), a integracdo analitica dos termos g, € g, da matriz
G, e dos termos h; e h, da matriz H, pode ser feita considerando um sistema de coordenadas
local x"y' com origem no ponto fonte d e com o eixo y' paralelo ao elemento j (Banerjee,
1994). Na figura 5.5 se apresenta o sistema de coordenadas local usado para o calculo das

integrais analiticas.

Elemento j

1
(x1,¥1)

D
N
)
D
=
RY

Figura 5.5 - Sistema de coordenadas local usado para o calculo das integrais analiticas (Braga,
2012)

A partir da figura 5.5, pode-se deduzir as seguintes relacoes:

x' =rcos@ y' =rsiné

y; = 118in 6 Y5 =15 8in 0,
(5-36)
O termo d ¢ dado pela projecdo do vetor r na diregdo do vetor normal unitéario n:
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rn
d = proj(r), = ——=rcosf
In|
(5-37)
Logo, é possivel obter as seguintes relacdes:
r=dsect
(5-38)
dS = dy' = dsec?6 do
(5-39)
O comprimento al do elemento j é dado por:
al =G —xD?+ O3 —¥D? = y; — ¥
(5-40)
As funcgdes de forma ou de interpolacéo linear N; e N, séo definidas como:
y, —y' 1,sinf, —rsinf
Nl = T =
Y2—N al
(5-41)
y'—y, rsin@ —r;sinb;
NZ = T =
Y2=N al
(5-42)

Com as relagcdes matematicas definidas acima, podem-se tratar analiticamente as integrais para
0 célculo dos termos g,, g,, hy € h,. A continuacdo faz-se o desenvolvimento analitico da
integral para g, .

—fNCID*dF—f (rzsinez—rsin9>< 1 l )dS
91 = P U ) al oK

J

(5-43)
Substituindo as relacbes (5-37), (5-38) e (5-39) na equacdo (5-43), tem-se a seguinte

expressao:

1 62
= — . 2
g1 ( 27Tkal> U;)l 1, 5in 6, In(d sec ) dsec?6 d@

)
- f d sec 0 sin 8 In(d sec ) dsec?6 d6
)

1
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1 6, 02
g1 = (— ) dr, sin 6, f In(d sec ) sec?0 d@ — d? f tan 0 In(d sec 8) sec?6 do
2mkal o, o,
(5-44)
Resolvendo isoladamente as integrais de g, tem-se:
02 91
(i) dr, sin 6, j In(d sec 8)sec?0 df = dr, sin 8, [tan 8 (In|d secO]| — 1) + ]| 0
01 2
92 92
(i) dr,sin 6, f In(d sec 8)sec?8 df = r, sin0, [dtan 8 (In|d sec 8] — 1) + 6d]| P
91 1
Substituindo na expressdo anterior as seguintes relacoes:
ds = |d|
(5-45)
dtan@ =rsind
(5-46)
Obtém-se:
02 0,,71,
(i) dr, sin 6, f In(d sec 8)sec?8 df = 1, sin 0, [rsin @ In|d sec 8] — rsin O + 6d]| 0. 1
61 v
62
(i) dr, sin 6, f In(d sec 8)sec?6 do
01

= 1, sin 8, In|d sec 6,| — r, sin 8, + 6,d — r, sin 6, In|d sec 6| + r; sin 6,

- Hld

Para expressar o resultado da integral (i) de g, de uma forma mais condensada, obtém-se as

projecdes dos vetores 14 e r, na direcao tangencial, conforme se ilustra na figura 5.6.
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Elemento j
*

>
/
X

Figura 5.6 - Sistema de coordenadas local. Projecédo de r4 € r, na direcdo tangencial.

Segundo a figura 5.6, tem-se que t, é a projecdo do vetor 7, na direcdo tangencial,

ri-t
t; = proj(ry), = |1T| =1, c05(90 — 0,) =1, sin b,

Onde d é a projecdo do vetor r; na dire¢do normal,

_ rn
d =proj(ry, = T = 7, COS 0,

Dai, tem-se:

r, = dsect;

O vetor t, é a projecdo do vetor r, na direcdo tangencial,
ry: t

T =1, cos(90 — 6,) = r,sin b,

t, = proj(ry)e =

d é a projecédo do vetor r, na diregdo normal,
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r,'n

d =proj(ry), = Tl =r,cos b,
(5-51)
Dai, tem-se:
r, = dsecH,
(5-52)
Substituindo as relacbes dadas desde (5-47) até (5-52) na integral (i) de g,, tem-se que:
62
(l) drz sin 92 f ln(d sec Q)SECZQ dg = tz [tz ]n|T‘2| - tz + Bzd - tl ln|T1| + tl - 91d]
01
fazendo:
tz - tl = al
(5-53)
46 =0, — 6, =t -1( d-al )
IR R Py
(5-54)
e substituindo as igualdades dadas em (5-53) e (5-54), obtém-se o seguinte resultado:
62
(i) drysin@, | In(dsec8)sec?0dl = t,[d6 -ds — al — t; In|ry| + t, In|r,|]
61
A segunda integral de g, é dada por
92 —1 + 21n|d sec8]|)sec?6]| 6
(ii) d? f tan @ In(d sec ) sec?0 d@ = d? ( | D 2
iy %2 1 0,
(ii) d? f tan 0 In(d sec 8) sec?0 df = y [—d?sec?0 + 2d?*sec?8 In|d sec8|]| g
onde:
r? = d?sec?0
(5-55)
Logo,
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0>
(ii) d? f tan @ In(d sec ) sec?60 df =
)

1

1 T
Z[—rz +2r21In|r|]] 2
T

Assim, o resultado da integral (ii) de g, é dado por:
0, 1
(i) d? j tan 0 In(d sec 8) sec?0 df = 7 [=72 + 277 In|ry| + 2 — 212 In|ry|]
8

1

Substituindo os resultados das integrais (i) e (ii) para g, em (5-54), tem-se:

1
g = (_%) [tz{de -ds — al — t, In|ry| + t, In|r,|}

— Z{Zrzz In|ry| — 272 In|ry| — 72 + 1}

1
g1 = (—) [4t,{—dB - ds + al + t; In|ry| — t, In|ry|} + 272 In|r,| — 212 In|ry| + 1

8rkal
—17]
(5-56)
Da mesma forma, faz-se o desenvolvimento analitico da integral para g,.
_j’ N D dl’—f (rsin@—rlsinel)( 1 l )dS
2= r; 2R ) al ok
(5-57)
Substituindo as relacbes (5-47), (5-48) e (5-49) na equacdo (5-57), tem-se a seguinte
expressao:
1 92 92
gz = (— > f rsin @ In(d sec 8) dsec?0df — | 1, sin 0, In(d sec8) dsec?6 do
2rmkal) [Jo, o,

(5-58)

Substituindo a relacdo dada em (5-46) na equacdo anterior, obtém-se:

02

1
= —_— 2 _
92 ( 2nkal> I 5 d tan 8 In(d sec 8) dsec?6 df fel

02

1, sin 8, In(d sec ) dsec?8 dHl
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1 02
gz = (— ) d? f tan @ In(d sec 8) sec?8 d@ — dr, sin 0, f In(d sec 8) dsec?8 d6
2nkal o, o,

(5-59)
Substituindo os resultados das integrais (i) e (ii) calculadas para g,, na equacdo (5-59),

obtém-se o seguinte resultado para g,.

1 1
92 = (=5 [ @8 Inlral = 20 | = rf 4 78)

—t,{d6 - ds — al — t; In|ry| + t, In|r, |}
1 2 2 2 2
gz = (%) [4t,{d6 - ds — al — t, In|ry| + t; In|ry|} + 27 In|r | — 275 In|ry| + 5 — 1]
(5-60)

A seguir, faz-se o célculo analitico dos termos h, e h, da matriz H. Tem-se que h; é dado por:

r,8inf@, — rsin 1 [r,n, + N
h1=fN1u;-“de=j [2 2 ”” yy]dS
I"]- AS

al 2nr?
(5-61)
Onde o produto escalar do vetor r e o vetor normal unitario n é dado por:
r-m=rnn,+nn,=rcost =d
(5-62)

Substituindo os resultados dados em (5-62) e em (5-39), na equagdo (5-61) obtém-se a

seguinte expressao:

% 1r,sin @, —rsin @1 d?sec?6
e [Pttt
01

al 2md?sec?6
(5-63)
1 2 b
h, = <2nal> U;)l 1, sin 0, d6 — 5 7 sin 6 del
(5-64)
Substituindo o resultado dado em (5-46), tem-se que:
1\ b2 '
h, = (H) -rz sinf, (6, — 6,) — ) dtan6 dH_

1\] . 0,
h, = (H) 72 Sin 0,6, —6,)+ dln|c059|| 9?-
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1
h, = (—Znal> [r, sin 6, (6, — 6;) + d(In|cos 6,| — In|cos 6,])]

(5-65)
Substituindo as relagdes dadas em (5-48), (5-50) e (5-51), obtém-se o seguinte resultado para

: )]

d

61

hy = (— a6 +d (In|
+ = (gm0 + 4 i

—In
3

1
h1=<ﬁ)[t2-d9+dln ]
Repetindo 0 mesmo procedimento para o célculo de h,, tem-se que:

rsin@ —rysin 8,1 [N, + 1N
hzszzu;-“dezj [ ! 1”” o y]dS
r; AS al 2nr

"

)

(5-66)

% rrsin@ —r; sin 6,71 d?sec?6
h, =j [ ] ———| do
0, al 2md*sec?8

1 62 ] 62 .
h, = <2nal> U;l rsin6 do — ) 71 Sin 64 del

(5-67)

Substituindo o resultado dado em (5-46), segue:
02

b= ()
27 \2mal o,

h—<1>[d1| (9||92 in 6, (6 9)]
2 =573 n|cos 0, 11 sin 6, (6, 1

dtanf dO® — r; sin 6, (6, — 90]

1
h, = (H) [-d(In|cos 8| — In|cos 6,]) — 1y sin 6, (6, — 6,)]

(5-68)

Substituindo as relacdes dadas em (5-47), (5-48) e (5-51), obtém-se o seguinte resultado para

hz.

d
- ) —T'l Sln91 (92 - 91)

)

—In

d
41
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T
41

o = () [410 ]~ -9
(5-69)

Dessa forma se desenvolve o célculo analitico dos termos das matrizes H e G ao longo do
elemento de contorno j, e, portanto, tem-se uma diminui¢do no custo computacional para dar

solucdo a equacdo integral de contorno do problema considerado.
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6 -SIMULACAO NUMERICA DO CONE DE AGUA

Neste capitulo é desenvolvido o esquema iterativo implementado no modelo computacional
para simular numericamente o comportamento do cone de agua no modelo prot6tipo

considerado nesta dissertagéo.

A implementacdo computacional do MEC precisa da descricdo geométrica do problema e da
malha de discretizacdo do contorno. Dessa forma, o modelo computacional é baseado em
rotinas que realizam a integracdo dos termos h, h,, g, € g,, para construir as matrizes H e G,
e a resolver o sistema de equacgdes algéebricas dado em (5-35) a cada passo de tempo, para
encontrar as quantidades desconhecidas (potencial e velocidade de fluxo normal) no contorno.

Na figura 6.1 é mostrado o plano fisico de referéncia para a simulagdo do modelo prototipo.

SUPERFICIE LIVRE

AR
</ S (x;, H)
= 7 1
X
, L (37)
AGUA
S, MEIO S,
POROSO H
y
SUMIDOURO
Ve, (n
x §£ (2’0)
-
CONTORNO S4
SOLIDO

Figura 6.1 - Plano fisico de referéncia de simulacdo do modelo protétipo (Zhang et al. 1999,

modificado).

A malha de discretizacdo do contorno do reservatério utilizada para resolver a equagdo

integral de contorno dada em (5-35) € ilustrada na figura 6.2.
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Discretizagc&o do contorno do reservatdrio
a1 87 8 85 8 82 8 8 79 78 77 76 75 74 73 72 71 70 69 68 67 66 65 64 63 62

e L L

56
T A U U R O B O e

oL i Ll e b b b =
e NV N N N N N N N i N N N N N/ N N N’ ' N N’ N’ i N’ N N N N N N H

_Dz_t;: 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 I 33

04 | | | | | | | | | \
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Figura 6.2 - Malha de discretizacdo do contorno do reservatario.

O reservatorio do modelo prototipo considerado tem uma profundidade de H = 1, uma largura
de W =4 e e utilizada uma malha de discretizagdo de 121 elementos. A discretizagdo do

contorno do reservatorio é feita da seguinte maneira:

e Contorno S;. Corresponde com o limite impermeavel do reservatorio, e esta
discretizado pelos n6s numerados desde o nd 1 até o né 31.

e Contorno S,. Corresponde com a lateral direita do reservatério (permeavel), e esta
discretizado pelos n6s numerados desde 0 nd 32 até o no 61.

e Contorno S;. Corresponde com a superficie livre (contorno mével), e esta discretizado
pelos nds numerados desde o n6 62 até o nd 91.

e Contorno S,. Corresponde com a lateral esquerda do reservatério (permeavel), esta

discretizada pelos nds numerados desde o n6 92 até o nd 121.

6.1 - CONDICOES INICIAIS

Como o modelo protétipo considera um reservatdrio com uma condicdo de contorno de
superficie livre, quer dizer entdo, que a solucdo do problema € dependente do tempo, e,
portanto, é necessario conhecer o estado do sistema no instante de tempo inicial. A condicdo
inicial é especificada para a superficie livre e é expressa em termos do potencial de fluxo,

conforme visto na sec¢éo 4.5. Assim, a condicéo inicial é dada por:
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q)(t():O):cDO:yO:l em S3ES
(6-1)
6.2 - CONDICOES DE CONTORNO

Conforme visto nas secdes 4.6 e 4.7, sdo definidas as condi¢Oes de contorno do modelo
protoétipo considerado para simular o comportamento do cone de agua. Os respectivos valores
das condi¢des de contorno séo apresentados na tabela 6.1.

Tabela 6.1 - Condicbes de contorno.

S Desconhecido 0

S, 1 Desconhecido
Ss3 @ =n(x,t) Desconhecido
Sy 1 Desconhecido

Tem-se entdo, que 0s contornos S, e S, sdo permeaveis, e, portanto, o potencial é prescrito. O
contorno S; € o limite de rocha impermeavel do reservatorio e o fluxo é nulo. O contorno S5 é
a superficie livre do reservatorio, e, portanto, aplicam-se a condi¢des de contorno para uma
fronteira mdvel, para o potencial e a velocidade vertical, conforme visto em (4-49) e (4-50)

respectivamente.

6.3 - ESQUEMA ITERATIVO PARA O CALCULO DA SOLUCAO NUMERICA

A solucdo numérica do sistema de equacdes algébricas dado em (5-35):
Hbo=Gu+g

E encontrada dentro de um esquema iterativo, devido a condicdo de contorno cinemética da
superficie livre. Durante a extracdo do fluido do reservatorio, a superficie livre experimenta
constantes mudangas de nivel. Portanto, o problema ndo pode ser resolvido sem conhecer-se a
posi¢do da superficie livre. Mas também, a posicdo da mesma é uma parte da solucdo do

problema. Dessa forma, o céalculo da solucdo é feito mediante aproximacdes iterativas,
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aplicando as condi¢bes de contorno e a posicao inicial da superficie livre para resolver a
equacdo (5-35), e depois calcular a nova posicdo da superficie livre com base nos novos

valores calculados no contorno.

Como a formulagdo matematica do modelo prot6tipo considerado para simular numericamente
0 comportamento do cone de &gua é governada por uma equacdo diferencial parcial ndo linear
dependente do tempo, um problema importante na simulacédo é a técnica de passo de tempo
utilizada para resolver o sistema de equagdes algébricas obtido com o MEC dado em (5.35).
Assim, o0 propoésito da técnica de passo de tempo é alcancar uma precisao predeterminada na
solucdo da equacédo diferencial ordinaria (ODE), mantendo a estabilidade e um minimo de
esforco computacional. No modelo computacional desenvolvido para simular o cone de agua,
foi implementado o Método de Runge-Kuta explicito com passo adaptativo a través do
algoritmo ODE23 do Matlab®.

O esquema iterativo para determinar a solucdo numérica do problema observa-se na figura 6.3,

e esta constituido pelos seguintes passos:

e Define-se a geometria do reservatorio e constroi-se a malha de discretizacdo do
contorno.

e Assume-se uma posicdo inicial y, para os nos de discretizacdo espacial da superficie
livre e imp6em-se as condigcdes de contorno nos elementos de discretizacdo da malha
de contorno do reservatorio.

e Atualiza-se a condicdo de contorno de potencial (posicdo) de cada né de discretizagdo
da superfie livre, ja que € um contorno movel.

e Calculam-se os termos das matrizes H e G, do sistema de equacdes algébricas dado em
(5-35).

e Aplicam-se as condi¢6es de contorno para solucionar o sistema de equacdes algébricas
e determinar as quantidades desconhecidas (potencial e velocidade de fluxo normal) no
contorno do reservatorio.

e Com os valores de potencial e velocidade de fluxo normal determinados na malha de

discretizacdo do contorno, calcula-se a velocidade de deslocamento na direcdo vertical
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% para cada né da superficie livre segundo a equacdo (4-49). Dessa forma, obtém-se o

potencial na superficie livre no tempo (k + 1)At em termos dos valores no tempo kAt,

onde At define o passo de tempo.

( Inicio )

Define geometria do reservatorio
e constroi malha de discretizacdo
do contorno

v

Define condi¢0es iniciais e
condicOes de contorno

Atualiza a posi¢éo dos nos de
discretizagdo da superficie livre

!

Calcula as matrizes
HeG

Determina @ nos nos
da superficie livre no

proximo passo de Aplica as condicdes de contorno
tempo e resolve o sistema de equacdes

H®=Gu+g

v

. 0
Calcula a velocidade vertical a—z

para cada n6 da superficie livre
de acordo com a eq. (4-49).

Visualiza os
resultados

Fim

Figura 6.3 - Esquema iterativo para calcular a solu¢do numérica.
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Assim, essa iteracdo € repetida até alcancar o tempo de simulacdo definido. Este processo gera
uma sequéncia de interfaces que representam o movimento da superficie livre, até convergir a
solugéo de regime permanente, para 0s casos onde existe uma solugdo em regime permanente
estavel.

Com a solucdo do sistema de equac@es algébricas obtido com o MEC, obtém-se a distribuicao

de potencial e a velocidade de fluxo normal nos contornos do reservatorio.
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7 - CARACTERIZACAO DINAMICA DO CONE DE AGUA

Neste capitulo é definido o sistema dinamico para analisar e controlar o comportamento do
cone de agua, e é identificado o modelo matematico aproximado no dominio do tempo

continuo do sistema dindmico, caracterizando a resposta do sistema a uma excitacdo degrau.

7.1 - VARIAVEIS QUE DETERMINAM O COMPORTAMENTO DO CONE DE
AGUA

O primeiro passo na construcdo do modelo matematico de um sistema dinamico é definir as

variaveis que sdo importantes para descrever seu comportamento (Ljung e Glad, 1994).

Com a solugdo numérica da formulagdo matematica do modelo prototipo considerado para
simular o cone de agua, obteve-se a distribuicdo de potencial e a velocidade de fluxo normal
nos elementos da malha de discretizacdo do contorno do reservatério. A partir do
conhecimento da distribuicdo de potencial e da velocidade de fluxo normal no contorno,
podem-se determinar as variaveis de interesse na analise do comportamento do cone de agua
que sdo: a intensidade critica do sumidouro, a vazdo critica do reservatorio, o potencial de
fluxo critico na superficie livre e o tempo de irrupcdo ou breakthrough. Devido a que o
referencial de pressdo, que € a pressao atmosférica, foi assumido igual a zero sem perda de
generalidade, o potencial de fluxo na superficie livre corresponde com a posicdo da mesma.

Conforme visto na secdo 4.6.1, as variaveis fisicas sdo definidas de forma adimensional.

O sistema dinamico para analisar e controlar o cone de agua € definido pelo comportamento
do potencial (posicdo) do n6 central da malha de discretizacdo da superficie livre do
reservatorio. Este sistema tem como entrada a intensidade do sumidouro, e como saida a

resposta de potencial.

A intensidade critica do sumidouro é determinada numericamente pelo método da bissecante,
a partir da resposta do sistema no regime permanente. Portanto, para uma entrada do sistema

igual a intensidade critica do sumidouro, a saida converge para um valor que define o
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potencial critico de fluxo. Para uma intensidade do sumidouro maior do que a intensidade
critica, o potencial de fluxo do nd central diverge. A partir destas duas condigcdes de
convergéncia e divergéncia da saida do sistema, é encontrado o valor critico da entrada que
corresponde com a intensidade critica do sumidouro.

No modelo prototipo analisado, a intensidade critica do sumidouro encontrada é de
q. = —0,5180. A distribuicdo de potencial no contorno do reservatorio, considerando a
condicdo de contorno cinematica na superficie livre e a intensidade critica do sumidouro,
observa-se na figura 7.1.

Distribuicéo de potencial nos nos do contorno

v

,

Potencial

/

02-.

Nos

O~
5000

Tempo

Figura 7.1 - Distribuicdo de potencial de fluxo na malha de discretizacdo do contorno.

Segundo a figura 7.1, a distribuicdo de potencial no limite impermeavel do reservatério e na

superficie livre tem o formato geométrico de um cone.

A vazdo critica de fluxo é um dos tdpicos mais importantes no estudo do comportamento do
cone de &gua. A vazdo critica encontrada para o reservatério de largura L = 4, altura H = 1,
condutividade hidraulica K = 1 e sumidouro localizado no limite impermeavel em x =2 e

y =0, éde Qc = —0,5213, conforme se observa na figura 7.2.
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A vazdo critica, portanto, produz um cone de dgua que se mantém estavel acima do sumidouro

no reservatorio, como pode se observar na Figura 7.3.
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Potencial dos nés da superficie livre em fungéo do tempo
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Figura 7.3 - Potencial ao longo do tempo nos nos de discretizacdo da superficie livre.

Quando a vazdo de fluxo no reservatdrio é a vazao critica, o potencial (posi¢do) do no central

da superficie livre converge a solucdo do regime permanente y = 0,1402. Nesse caso 0

potencial do no6 central é conhecido como potencial critico, e seu comportamento ao longo do

by

tempo pode se observar na Figura 7.4. Quando o fluido é retirado a vazdo critica do

reservatorio, a superficie de contato dos fluidos esta localizada muito proxima da posi¢éo do

sumidouro.
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Potencial do né central da superficie livre
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Figura 7.4 - Potencial critico de fluxo do n6 central da superficie livre.

Consequentemente, a regido de instabilidade do sistema é definida para um potencial de fluxo
menor do que o potencial critico. Assim, a posicdo do né central da superficie livre sempre
diverge nessa regido, conforme se ilustra na figura 7.5, ja que a vazao de producéo é maior do
que a vazdo critica do reservatorio e o cone se torna instavel. E comprovado entdo, que a
formacdo do cone instavel esté associada a existéncia da vazéo critica. O tempo de irrupgédo ou
de breakthrough no sistema, que é o tempo em que o fluido indesejado irrompe no ponto de
extracdo é t = 92, para uma vazao ligeiramente maior do que a vazao critica.

Regido de Instabilidade
12 T T T T

0.8

06 =

Potencial

04

uf n

02 L ! ! L L ! L ! L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo

Figura 7.5 - Potencial do né central da superficie livre dentro da regido de instabilidade.
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Para validar as respostas obtidas com a simulagdo numérica para a vazao critica de fluxo e o
potencial critico da superficie livre, utiliza-se a formulacdo analitica desenvolvida em (Soares
e Simdes, 2012) através do Método de Mapeamento Conforme. Com essa formulacgdo analitica
pode-se determinar o valor da vazdo critica de producdo no regime permanente, e predizer a
posicdo e o formato da interface de contato dos fluidos a vazdo critica, considerando que o
fluido é extraido do reservatorio por meio de um sumidouro pontual. Na tabela 7.1 se faz a

comparacdo entre a solu¢do numérica e a solucdo analitica obtida.

Tabela 7.1 - Validagdo da solu¢do numerica.

Vazdo Critica 0,4888 0,5180 -5,97%

Potencial Critico 0,133 0,1402 -5,41%

A avaliacdo feita na tabela 7.1 dos resultados obtidos com o modelo numérico e os resultados
obtidos através da formulacdo analitica baseada no Método de Mapeamento Conforme,
permite determinar que as diferencas percentuais sdo aceitaveis, tendo em vista as incertezas

relacionadas a aplicagéo final.

7.2 - CARACTERIZACAO DINAMICA DO SISTEMA

O objetivo é construir um modelo matematico para o sistema dindmico, analisando a resposta
do sistema a partir de um sinal de excitacdo na entrada. Para caracterizar dinamicamente o
comportamento do potencial da regido central da fronteira mdével no dominio do tempo
continuo, € necessario como primeiro passo, definir o ponto de operacdo do sistema. A

finalidade é caracterizar o comportamento do potencial ao redor desse ponto de operagé&o.

Tem- se que a entrada do sistema que € a intensidade do sumidouro, varia de zero até o valor
critico determinado na simulagcdo numérica. O ponto de operacdo € estabelecido para uma
entrada de referéncia de aproximadamente igual a 50 % da intensidade critica do sumidouro,

ou seja, q, =0,5-qg. = —0,2590. Para essa entrada, a saida do sistema converge

72




exponencialmente para um valor de referéncia de y, = 0,75765. A regido de analise é
definida, tomando uma entrada gq,, 5% maior do que a entrada de referéncia, ¢; = 0,95-q, =
—0,24605, e tomando uma entrada q, 5% menor, g, = 1,05 g, = —0,27195. Para a entrada
q1, 0 potencial (posicao) do no central da superficie livre converge para y;, = 0,7725, e para a

entrada g, converge para y, = 0,74235, como pode se observar na figura 7.6.

Regido de Analise
T T T T

Potencial

Potencial y, para a entrada q,

Potencial y para a entrada q_

Potencial y, para a entrada q,

07 | | | I ! I | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 7.6 - Regido de analise no ponto de operacéo.

O comportamento da posicdo do né central da superficie livre na regido de analise considerada
pode se aproximar pelo modelo matematico descrito por uma equacdo diferencial de um

sistema linear de primeira ordem (Jack, 2012):

dy(t)
dt

T

+y(@) =Kf(t)

(7-1)
A solucdo dessa equacdo diferencial considerando como entrada um sinal degrau é dada por:

t
y@) =y, + (o —y1de =

(7-2)
Na figura 7.7, pode se observar a resposta de um sistema linear de primeira ordem a um sinal

degrau.

73



e
T r

Figura 7.7 - Solucgéo da equacdo diferencial de um sistema linear de primeira ordem com
entrada degrau (Jack, 2012).

Dessa forma, a solucdo numérica obtida para a posicdo do nd central pode ser aproximada
como a solucéo analitica de um sistema linear de primeira ordem. A funcdo de transferéncia de
um sistema de primeira ordem é dada por:

Y(S) K

F(S) 1S+1

(7-3)
Onde K é o ganho estatico e T é a constante de tempo do sistema, que sdo 0s parametros a

estimar.

O ganho estatico em um sistema linear estavel é definido como a relacdo entre a variacdo da
saida y(t) e a variacdo da entrada f(t) quando o sistema tem se estabilizado, conforme se
observa na figura 7.8.

Ay(t)>

t—>oo

(7-4)

A constante de tempo para o sistema pode ser encontrada diretamente a partir da equacgéo
diferencial. Este parametro é uma medida de quédo rapido o sistema responde a uma mudanca
na entrada. A constante de tempo t é definida como o tempo em que a resposta y(t) alcanca o
63,2% de sua variagéo total (Ogata, 2003).
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Figura 7.8 - Constante de tempo e ganho estatico da regido de analise.

Na regido de analise considerada, que é definida pelo valor de referéncia de entrada
q, = —0,2590, e o valor de referéncia de saida y, = 0,75765, 0 ganho estéatico é dado por:

Vi~ Vr Yo — WYr
(Ch — qr +CI2 _Qr)
2

K =

=1,164

(7-5)
A constante de tempo 7 € definida como o tempo em atingir 0 63,2% da variacao total entre o
potencial de saida y;, que é o valor inicial da regido de anélise, e o potencial de saida y,, que é
o valor final. Segundo a figura 7.8, o potencial no tempo igual a constante de tempo t, é igual
a:
y(t =1) =0,75344
(7-6)

Por conseguinte, a constante de tempo da regido de analise é dada por:
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=21

(7-7)
A funcéo de transferéncia da regido de analise € dada por:
6(S) = K _ 1,164
g 21-S+1
(7-8)

O modelo matematico da regido de analise pode ser descrito entdo como a resposta de um
sistema de primeira ordem a uma entrada degrau. Para caracterizar dinamicamente o
comportamento da posicdo (potencial) da regido central da superficie livre, definem-se vérias
regides de analise para acima e para abaixo da regido de analise do ponto de operacdo
estabelecido, aproximando a resposta dentro de cada regido de analise como um sistema de
primeira ordem, e calculando entdo, o valor dos parametros K e t para cada regido. Dessa
maneira, é possivel obter uma relacdo entre o ganho estatico K, a constante de tempo 7 e a
intensidade do sumidouro g em fungdo da posicdo do né central da superficie livre y. Os

parametros para cada regido de analise encontram-se na tabela 7.2.

Tabela 7.2 - Valores dos parametros para varias regides de analise.

0,32055 5,3370 7,2944 -0,4933
0,3960 3,06355 3,8284 -0,4713
0,50585 2,0892 2,977 -0,4264
0,58175 1,7033 2,5607 -0,3858

0,64 1,4855 2,3414 -0,3490
0,6868 1,3418 2,2840 -0,3158
0,72485 1,2411 2,20 -0,2863
0,75765 1,164 2,1 -0,2590
0,7856 1,104 2,0 -0,23433
0,80975 1,057 1,8853 -0,2120
0,83075 1,021 1,87 -0,1918
0,84905 0,9873 1,7927 -0,1735
0,8651 0,9598 1,7926 -0,1570
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O comportamento dos parametros K, T € g em fungdo da posi¢do y do n6 central da superficie

livre pode ser analisado na figura 7.9.
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Figura 7.9 - Comportamento dos parametros em fungédo do potencial do né central. a) Ganho

estatico. b) Constante de tempo. ¢) Intensidade do sumidouro.

Segundo a figura 7.9, o ganho estatico K e a constante de tempo t divergem a medida que 0
potencial do no central se aproxima ao potencial critico determinado para o modelo prototipo.
Tem-se entdo, um comportamento assintotico para K e para T no potencial critico. A
intensidade do sumidouro tem um comportamento exponencial convergente até alcancar seu
valor critico, que € o limite para o cone se manter estdvel. Para poder visualizar de uma
maneira mais adequada o comportamento dindmico da posi¢do do no central da superficie
livre, pode-se manipular a funcdo de transferéncia de cada regido de analise para deixa-la no
seguinte formato:

K,
S+ K,

G(S) =

(7-9)
Onde K, e K, sdo definidos como o ganho e o polo da funcdo de transferéncia,

respectivamente. Na figura 7.10 se observa o comportamento dos parametros K; e K, em

funcdo da posicdo (potencial) do né central da superficie livre.

(7-10)
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1
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(7-11)
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Figura 7.10 - Comportamento de K; e K, em funcao do potencial.

Segundo a figura 7.10, tem-se que o ganho K; da funcéo de transferéncia diverge e o polo K,
tende para zero a medida que o potencial se aproxima ao potencial critico. Assim, conclui-se
que quando o potencial do né central da superficie livre atinge seu valor critico, comporta-se

como um integrador.

Pode-se ajustar o0 comportamento das curvas para K; e para K, fazendo uma regresséo linear

pelo método dos minimos quadrados.

Como K, tende para zero quando o potencial tende para o potencial critico, é apropriado que a
reta que ajusta o comportamento de K, tenha a seguinte forma, conforme se observa na figura
7.11:
K, =c(y —yc)
(7-12)
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Ajuste Linear de K2
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Figura 7.11 - Ajuste linear para K,.

Onde y. € o valor critico do potencial do nd central. Dessa maneira, € possivel observar que
quando o potencial € o potencial critico, o polo do sistema se aloca na origem e o sistema se
comporta como um integrador. Quer dizer, que o sistema é marginalmente estavel. Para
valores maiores que y, 0 sistema € estavel, e para valores menores que y, 0 sistema € instavel.
A reta que melhor ajusta os pontos de K,, visualizados na figura 7.11, tendo um grau de
liberdade e minimizando o somatério dos desvios quadraticos, esta dada por:

K, = 0,7891(y — 0,1402)

(7-13)
Com o somatério dos desvios quadraticos igual a SE = 8,848 - 1073,
Para ajustar K;, tem-se que o0 ganho estatico da funcédo de transferéncia, esta dado por:
Ky
K=—
K,
(7-14)
Logo, K, pode se expressar como:
Kl = K - Kz
(7-15)

Pode-se entdo, ajustar os pontos de K - K,, observados na figura 7.12.
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Ajuste linear de K1
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Figura 7.12 - Ajuste linear de Kj;.

A reta que melhor ajusta 0 comportamento de K; em funcdo do potencial tendo dois graus de
liberdade é dada por:
K, = —0,1496y + 0,6867
(7-16)

Com o somatorio dos desvios quadraticos igual a SE = 1,629 - 1075,

Dessa forma, tem-se estimado um modelo matematico do sistema dindmico que descreve o
comportamento do potencial da regido central da superficie livre ao longo do tempo, tendo
como sinal de entrada a intensidade do sumidouro. A partir dessa caracterizacdo dinamica,
pode-se projetar um sistema de controle em malha fechada para minimizar os efeitos do cone

de 4gua durante a extracdo do fluido do reservatério considerado para a simulacdo numérica.
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8 - DESENVOLVIMENTO DO SISTEMA DE CONTROLE

Neste capitulo é projetado o sistema de controle em malha fechada, baseado em um
controlador Proporcional — Integral ndo linear. Faz-se a sintonizacdo dos parametros do
controlador PI, e projeta-se o algoritmo para implementar o sistema de controle no modelo

numeérico desenvolvido para simular o comportamento do cone de &gua.

8.1 -SISTEMA DE CONTROLE EM MALHA FECHADA

O objetivo da implementacdo do sistema de controle é evitar a formacdo do cone de agua
instavel no modelo prototipo simulado, controlando a distribuicdo de potencial (pressédo) na
superficie de contato dos fluidos.

O diagrama de blocos do sistema de controle em malha fechada, composto pelo modelo da
planta a controlar, que é o sistema dinamico que representa 0 comportamento do potencial de

fluxo do no central da superficie livre, e o controlador PI, € mostrado na figura 8.1.

Implementa-se o controlador Proporcional-Integral em configuracdo paralela, devido a que 0s
sistemas com func@es de transferéncia de malha aberta do tipo 1 ou maior tém erro nulo de

estado estacionario para uma entrada degrau com este tipo de controlador (Kuo, 1996).

1 K
U 7 —S l S + Kz
CONTROLADOR PLANTA

Figura 8.1 - Diagrama de blocos do sistema de controle em malha fechada.

O objetivo do sistema de controle em malha fechada é obter-se o sequimento de um valor de

referéncia de potencial com erro nulo no regime permanente.
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8.2 -PROJETO DO CONTROLADOR Pl POR ALOCACAO DO POLO.

Para sintonizar os pardmetros do controlador P1 ndo linear, utiliza-se 0 método de alocagdo de
polos. O método de alocacdo de polos consiste em alocar os polos do sistema em malha
fechada em posicdes pré-especificadas. Os polos assim escolhidos determinam o polinémio
caracteristico de malha fechada.

Fazendo as operac¢des algébricas respectivas no diagrama de blocos do sistema de controle em
malha fechada mostrado na figura 8.1, calcula-se a fungdo de transferéncia. Tem-se que a
funcdo de transferéncia da planta é definida por:

Y(s) Ky _  —0,1496Y +0,6807
~q(s) S+K, S+0,7891(Y —0,1402)

(8-1)
No controlador PI, a relagcdo entre a saida g(s) e a entrada que é o erro e(s) é dada pela
funcéo de transferéncia:

1
qs) K (5 + Tl-)
GPI(S) = e(s) = S

(8-2)
Onde o parametro K, € o ganho proporcional e o parametro T; € o tempo integral. Os
parametros K, e T; sdo chamados parametros de ajuste do controlador, e vdo depender também

do potencial (posicdo) do né central da superficie livre y.

A funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada, que é a relacdo entre a entrada de

referéncia do sistema r(s) e o potencial de saida Y (s), esta dada por:

Ky (5 + Tll) K,

S ‘S¥K
GMF(S) = 1 2

Kp(5+f_)_ K,
S S+K,

(8-3)

Apo6s manipulagdes algébricas, a funcdo de transferéncia é definida como:
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(Koky) (5 + Tl,)

e () 52 + (K, + K,K;)S + (K’”Tf(l)
(8-4)
A funcéo de transferéncia do sistema de controle em malha fechada tem um zero em:
S = _l
T;
(8-5)
e dois polos em:
—(Ky + K K,) + \[(Kz +K,K,)  — 4 (KI;{Q)]
Sl,Z - 2
(8-6)

Como o objetivo é alocar os polos do sistema em malha fechada, entdo se compara a equagéo
caracteristica do sistema, que € o denominador da funcdo de transferéncia, com a equacéo
caracteristica de um sistema de segunda ordem na forma padréo, que é dada por:
S2 4 2EW, S+ W,> =0
(8-7)
Igualando os coeficientes da equacao caracteristica do sistema de controle em malha fechada
com os coeficientes da equacdo caracteristica do sistema de segunda ordem, obtemos as

seguintes relacoes:

2EW, — K,
K, = W2
n
28W, — K
o 2Ky
K,

(8-8)
A sintonizacao fina dos parametros do controlador Pl se realiza alocando adequadamente 0s
polos da funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada, que dependem do coeficiente
de amortecimento &, da frequéncia natural do sistema W, e do potencial y. Definindo um
comportamento criticamente amortecido para a resposta do sistema, ou seja, polos reais no

semiplano complexo negativo, os parametros & e W, sdo dados por:
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(8-9)
Dessa maneira se garante uma resposta 6tima, de forma a manter a saida do sistema no valor
de referéncia desejado, com um tempo de convergéncia pequeno t; = 5.15 s e um sobre-sinal
maximo adequado (Mg, = 9,5%) , como pode se observar na figura 8.2, que mostra a resposta

do sistema em malha fechada quando o potencial de referéncia é igual ao potencial critico do
né central da superficie livre.

Resposta do Sistema de Controle em Malha Fechada
T T T T T T

System: G2
Peak ampltude: 1.1

Potencial

5 10
Tempo (sec)

Figura 8.2 - Resposta do sistema de controle em malha fechada com os parametros do

controlador K, e T; sintonizados.

8.3 - REPRESENTACAO DO SISTEMA DE CONTROLE NO ESPACO DE
ESTADOS.

A representacdo no espaco de estados para um sistema geral de equacBes diferenciais de
primeira ordem é dado por (Ljung e Glad, 1994):

x(0) = f(x@®),u®)
y(t) = h(x(),u(®))
(8-10)
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Onde x(t) é o vetor de estados, u(t) é o vetor de entrada e y(t) € o vetor de saida. Para esse

sistema, o vetor x(t,) é o vetor de estados inicial.

A representacdo no espaco de estados da fungédo de transferéncia da planta na forma candnica
controlavel é definida como:
y=—[K]-y+[Ki]-q
(8-11)
A representacdo no espaco de estados da fungédo de transferéncia do controlador Pl na forma

candnica é definida como:

A=1[0]-2+[1] e

(8-12)
— %] a4k
1 [Tl-] tl]-e
(8-13)
Substituindo a expressao para g, tem-se a seguinte relacdo para a equacédo de estado y:
. KP
g =11y + 1K (|2] A+ 1K1 - )
L
KK
Y=—Mﬂv+[}fyl+W#ﬂf
L
(8-14)
Da Figura 8.1, tem-se que o erro e € dado por:
e=r—y
(8-15)
Escrevendo na equacéo de estado (8-14) a expressao dada para o erro, obtém-se:
. K1K,
g = -l -y + [ 72| A+ K- 0= 1)
L
(8-16)

Portanto, a representacdo no espago de estados do sistema de controle em malha fechada é

dada por:
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y:{&+m@yy+[

K

A=—-y+r

Kp
] '/1+ [Kle] T
T;

(8-17)

Com y e A como variaveis de estado, r é a referéncia de entrada e y como variavel de saida

também.

8.4 -IMPLEMENTACAO DO CONTROLADOR PI NO MODELO NUMERICO.

Para controlar a saida da planta, que é o potencial (posicdo) do nd central da superficie livre,

utiliza-se o algoritmo apresentado na figura 8.3 para implementar e simular o controlador Pl

no modelo numérico desenvolvido através do MEC.

REFERENCIA
r(t) DO

+

AMOSTRAGEM
DO POTENCIAL
DE SAIDA y(t)

&

%Oﬁ CALCULO DO
CONTROLADOR _T ERRO e(t)

CALCULO DA
INTEGRAL DO

ERRO

APLICACAO DE q(t)
NA ENTRADA DA
PLANTA

CALCULO DA
SAIDA DO
CONTROLADOR

q(®)

Figura 8.3 - Algoritmo iterativo utilizado para a implementacao e simulacédo do controlador Pl

no modelo numérico.

A saida do controlador que é aplicada na entrada da planta é dada por:

O erro é definido como:

q(t) = (—) ft tﬁnale(t) dt + K,e(t)

Ky
T;
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e(t) =r(t) —y(t)
(8-19)
Onde:

e r(t) € o sinal de referéncia do controlador.

e y(t) é o potencial de saida do sistema de controle em malha fechada.

Para calcular a integral do erro, é necessario fazer uma aproximacado discretizada da integral
continua. A discretizacdo se faz a uma frequéncia de amostragem alta. Por tanto, a integral do
erro pode se aproximar por uma somatoria como se mostra a continuagao:

0@ = ()X 0w -y -8t 416 00 - yo)

T; t=t,
(8-20)
O valor de At é o passo de tempo em que se faz a amostragem do valor da saida y(t). A
variavel q(t) e, portanto, a saida do controlador Pl que vai ser aplicada na entrada da planta
com o objetivo que a saida y(t) permaneca no valor de referéncia desejado r(t), ou seja, erro

nulo, sem que existam problemas de instabilidade.
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9 - ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo sdo comparados e analisados os resultados obtidos com sistema de controle em
malha fechada, considerando o modelo analitico estimado para o sistema dindmico e o0 modelo
numérico desenvolvido com o MEC. Para isto, realizam-se simula¢des com o valor de
referéncia do controlador (setpoint) na regido estavel e na regido instavel do potencial de fluxo

do no central da malha de discretizacdo da superficie livre.

9.1 -CARACTERISTICAS TECNICAS

O modelo computacional utilizado para simular numericamente o cone de agua e o
comportamento do sistema de controle em malha fechada, foi desenvolvido no MATLAB ®
versdo 7.11.0.584 (R2010b). O computador utilizado para fazer as simulagdes é um DELL
INSPIRON 580 com processador INTEL® CORE(TM) i3 CPU 550 @ 3.20 GHz.

9.2 -SIMULACAO COM REFERENCIA DO CONTROLADOR NA REGIAO
ESTAVEL DO POTENCIAL DE FLUXO.

Para realizar a simulacdo do sistema de controle na regido estavel do potencial de fluxo do né

central, é definido um valor de referéncia (setpoint) para y igual a 0,5.

Dessa forma, sdo comparados e analisados os resultados do sistema de controle projetado com
0 modelo analitico estimado para a planta, conforme os procedimentos desenvolvidos nas
secdes 8.2 e 8.3, e o sistema de controle implementado no modelo numérico conforme o
algoritmo ilustrado na figura 8.3. A figura 9.1 mostra a resposta de potencial no contorno do
reservatorio com o sistema de controle em malha fechada, onde o potencial de fluxo do n6

central da superficie livre é a variavel de saida a controlar.
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a5 Distribuicdo de Potencial no Contorno

Potencial

0.2

-0.2
2000

1000

0 20 40 60 80 100 120 140
Tempo Nés

Figura 9.1 - Distribuicdo de potencial nos n6s do contorno.

Da figura 9.1, pode-se concluir que com sistema de controle em malha fechada, o potencial no
limite impermeéavel do reservatério aumenta temporariamente devido a que a intensidade do

sumidouro aumenta para que a resposta do sistema convirja mais rapido e se mantenha estavel
na referéncia definida.

Na figura 9.2, comparam-se as respostas do modelo identificado para a planta e o0 modelo
numérico, para uma entrada em degrau.

Potencial de Fluxo do N6 Central
1 T T T T

T
== Modelo Numérico

""" Modelo Analitico
09F

0.84

Potencial

T
"

0.4 M | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35
Tempo

Figura 9.2 - Comportamento do potencial do n6 central da superficie livre.

40 45 50
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Pode-se observar na figura 9.2, que o potencial do n6 central converge para o valor de
referéncia estabelecido para o controlador. A resposta numérica apresenta diferencas com
respeito a resposta do modelo identificado, no valor do Sobre-Sinal M&ximo. O tempo de

convergéncia das duas respostas é aproximadamente igual.

Na figura 9.3 se obtém a resposta da vazdo de fluxo na simulagdo numérica do sistema de

controle.

Vaz&o de Fluxo
-0.1 T

-0.15+- —

-0.21- —

-0.25H —

Vazédo

-0.3- —

0.4} .

045 | \ \ \ \ \ \ | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 9.3 - Vazdo de fluxo no reservatorio.
Analisando a figura 9.3, tem-se que a resposta da vazdo do reservatorio apresenta uma
convergéncia mais rapida do que o sistema em malha aberta, e tem um comportamento

estavel, o que quer dizer que o cone de agua € estavel tambéem.

A influéncia da vazdo de producdo na variacdo da altura do cone pode se obervar na figura
9.4.

90



Vazao de Fluxo na Regido Estavel
T T T T

05+ —

04 .

Vazao
=
w
T
I

01 —

0 | | | | | | | |
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08

Altura cone

Figura 9.4 - Vazéo de fluxo em funcéo da altura do cone na regido estavel.

Segundo a figura 9.4, a medida que o0 cone se aproxima a regido de instabilidade, a vazao no

reservatorio vai aumentando ate alcancar seu valor critico.

O comportamento da entrada de controle da planta pode se obervar na figura 9.5.

Comportamento da Entrada de Controle da Planta
0.4 T T T T T T T

-06- -

07~ -

-0.8 -

Entrada

13 ! L L ! L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 9.5 - Comportamento da entrada de controle.

A entrada de controle da planta, que é a saida do controlador PI, alcanga valores superiores a

intensidade critica do sumidouro em malha aberta no regime transiente, conforme se observa
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na figura 9.5, para garantir que o potencial do né central da superficie livre convirja mais

rapido no valor de referéncia do controlador e se mantenha estavel.

9.3 -SIMULACAO COM REFERENCIA DO CONTROLADOR NA REGIAO DE
INSTABILIDADE DO POTENCIAL DE FLUXO.

Um dos objetivos principais do sistema de controle em malha fechada é manter estavel a saida,
dentro da regido de instabilidade definida para vazdes iguais ou maiores do que a vazédo de
fluxo critica. A regido de instabilidade do potencial de saida segundo as simula¢cdes numéricas
é definida para y < 0,1402. A seguir, apresentam-se 0s resultados do modelo numeérico e do

modelo identificado, mantendo a referéncia (setpoint) do potencial y igual a 0,1.

Na figura 9.6 se mostra a resposta de potencial no contorno do reservatorio.

q Distribuigdo de Potencial no Contorno

Potencial

-05 |

-15
2000
1000

Tempo Nés

Figura 9.6 - Distribuicdo de potencial nos nds do contorno.

Na figura 9.6 pode se observar que o potencial no limite impermeavel do reservatério aumenta
temporariamente, devido a que a intensidade do sumidouro se torna elevada, para garantir que
o potencial (posicdo) do nd central convirja de maneira mais rapida no valor de referéncia

(setpoint), conforme se mostra na figura 9.7.
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Potencial de Fluxo do N¢é Central
12 T T T T

T
— Modelo Numérico

""" Modelo Analitico
1 - —

(oR:} =

Potencial

=
"
o

02 ! \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 9.7 - Comportamento do potencial do nd central da superficie livre.

O comportamento da vazéo de fluxo no reservatdrio, quando o sistema de controle tem o valor

de referéncia na regido instavel, mostra-se na figura 9.8.

Vazio de Fluxo
-02 T T T T

-0.251- -

031 -

-0.35 -

Vazédo

-0.4 m

-0.45|- -

0.5+ —

055 ! \ 1 \ !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 9.8 - Vazdo de fluxo no reservatorio.

Conclui-se a partir da figura 9.8 que controlando o potencial do n6 central da superficie livre
dentro da regido de instabilidade, a vazdo de producdo no reservatorio converge e se mantém
estavel em um valor muito proximo a vazdo critica. Por conseguinte, o comportamento do

cone de agua € estavel.
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Na figura 9.9, mostra-se a relacdo entre os resultados obtidos para a vazdo de fluxo no
reservatdrio em fungéo da altura do cone dentro da regido instavel do potencial do né central.

Vazéo de Fluxo na Regido Instavel
053 .

0525 —

0.521—

Vazao
=)
&
(4
T

051

0505

05LL | | | ! |
0.86 0.87 0.88 0.89 0.9 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96

Altura Cone

Figura 9.9 - Vazéo de fluxo em funcéo da altura do cone na regido instavel.

Pode-se observar na figura 9.9 que com o sistema de controle, 0 cone consegue manter-se
estavel e a vazdo tende para seu valor critico. Uma vez alcancado o valor critico, a vazéo de

producdo decai quando o cone de agua fica muito préximo a posicéo do sumidouro.

O comportamento da entrada de controle da planta se mostra na figura 9.10.

Comportamento da Entrada de Controle da Planta
0 T T T T T T

05

Entrada

25 | \ 1 ! \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 9.10 - Comportamento da entrada de controle.

94



A partir da resposta do sistema de controle em malha fechada, com a referéncia (setpoint)
dentro da regido de instabilidade do potencial do né central da superficie livre, pode se
concluir que a entrada de controle da planta converge para o valor da intensidade critica do

sumidouro.

A variacdo da altura da superficie de contato dos fluidos em funcdo da vazdo de fluxo no
reservatorio apresenta-se na figura 9.11.

Vazéo de Fluxo
0.7 T T T T T

06— —

04— —

Vazéao

03 —

02+~ —

01 —

0 | 1 | 1 | | 1 | 1
0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1

Altura Cone

Figura 9.11 - Vazao de fluxo em funcédo da altura do cone.

Tem-se entdo, que com o sistema de controle em malha fechada conseguiu-se extrair o fluido
do reservatorio a vazdo critica, evitando a formacdo do cone instavel (breaktrough), ou seja, a
irrupcéo do fluido indesejado no ponto de extracdo. Este resultado é muito importante para um

propdsito pratico.

9.4 - COMPARACAO DO TEMPO DE SIMULACAO ENTRE O METODO DE
INTEGRACAO ANALITICA E O METODO DE INTEGRACAO NUMERICA.

Na tabela 9.1, faz-se a comparacdo e a analise do tempo de simulagéo (tempo de calculo) gasto

pelo modelo computacional, quando os termos das matrizes H e G sdo calculados com o
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Método de Quadratura Gaussiana (integracdo numérica), e quando sdo calculados com a
técnica de integracdo analitica desenvolvida neste trabalho. O spam de tempo definido para
resolver o sistema de equacBes algébricas com o esquema iterativo dado na figura 6.3 € de
trinar = 50 s. Comparam-se os resultados dos dois métodos de integracéo, quando o sistema
de controle em malha fechada tem o valor de referéncia (setpoint) na regido estavel e na regido

instavel.

Tabela 9.1 - Comparagdo do tempo de simulacdo com os dois métodos de integracdo.

Referéncia do Controlador 2048,0875 s 235,8026 s
r=0,5

Referéncia do Controlador 1905,2276 s 222,3420 s
r=01

Segundo a tabela 9.1, com a técnica de integracdo analitica desenvolvida, o modelo
computacional para simular numericamente o comportamento do cone de &gua, fica
aproximadamente 10 vezes mais rapido do que com o Método de Quadratura de Gaussiana.
Essa reducdo no custo computacional da simulacdo numérica do cone de dgua com Método
dos Elementos de Contorno é um aporte importante do desenvolvimento deste trabalho de

dissertacéo.
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10 - CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

10.1 -

CONCLUSOES

Os resultados obtidos com o desenvolvimento desta dissertacdo permitem concluir que:

O modelo protétipo considerado nesta dissertacdo para analisar o fenémeno do cone de
agua, foi adequado, simples e flexivel para fazer uma descricdo quantitativa de tal
fendmeno e prever as condi¢Oes sob as quais o fluido pode ser retirado de forma mais
eficiente do reservatério, de tal modo que ndo ocorresse a irrupcdo do fluido

indesejado no poco produtor.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) constituiu-se em um método numerico
eficiente para resolver a formulacdo matematica governante do modelo prototipo,
especialmente por que permitiu modelar 0 movimento da superficie de contato dos
fluidos como uma condicéo de contorno cinematica. Com o MEC foi desenvolvido um
modelo numérico, por meio do qual se conseguiu simular o cone de agua, e, portanto,
obter a distribuicdo espacial e a evolucdo no tempo, tanto no regime transiente como
no regime permanente, das variaveis que determinam o comportamento do cone. Isto
foi fundamental na definicdo do sistema dindmico usado para prever e controlar o

comportamento do cone.

Devido a condicdo de contorno cinematica ndo linear na superficie livre (superficie de
contato dos fluidos), a simulagdo numérica do cone de agua foi realizada em um
esquema iterativo implementado no modelo computacional. Isto exige enormes
recursos computacionais, dependendo da malha de discretizacdo do contorno do
reservatorio, ja que o tempo de calculo é proporcional ao quadrado do numero de
elementos de discretizacdo. A técnica de integracdo analitica desenvolvida nesta
dissertagdo para calcular os termos das matrizes H e G quando se consideram
elementos lineares continuos de interpolacdo, diminuiu significativamente o custo

computacional da simulagdo numérica do problema, j& que comparando os resultados
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da simulacdo em termos de tempo de execucdo, quando o modelo computacional
realiza as integracbes com o Método de Quadratura Gaussiana e com a técnica de
integracdo analitica, a simulacdo fica aproximadamente 10 vezes mais rapida com a

técnica de integracdo analitica.

O sistema dinamico definido para analisar o comportamento do cone de agua, descrito
em termos do potencial do né central da malha de discretizacdo da superficie livre do

reservatorio, representou razoavelmente bem a dindmica do fenémeno.

Com a metodologia desenvolvida para identificar o modelo matemético do sistema
dindmico, conseguiu-se representar o0 comportamento do cone de agua, de acordo com
os resultados das simulaces realizadas. O modelo matematico do sistema dinamico foi
construido definindo varias regides de analise dentro do intervalo em que a entrada do
sistema (intensidade do sumidouro) pode variar para garantir a formacdo de um cone
estavel. A resposta do sistema dinamico dentro de cada regido de analise é aproximada
como a resposta de um sistema linear de primeira ordem a uma excitacdo degrau.
Como o ganho estatico K e a constante de tempo 7 sdo estimados para cada regido de
analise, podem-se interpolar os valores de K e t para encontrar uma relacdo
matematica que descreva a variacdo entre K e o potencial, e entre T e o potencial. A
partir do modelo matematico identificado do sistema dindmico, foi determinado um
modelo da planta no dominio de Laplace, com o qual foi projetado o sistema de
controle em malha fechada, baseado em um controlador Proporcional-Integral nédo

linear.

O método aplicado para sintonizar os parametros do controlador Pl em configuracédo
paralela, que consistiu em alocar os polos da funcdo de transferéncia do sistema de
controle em malha fechada para certos valores de coeficiente de amortecimento ¢ e
frequéncia natural w, definidos, permitiu que os parametros do controlador PI
ficassem em funcdo de potencial do nd central, que € a saida do sistema. Dessa forma,
foi possivel que o sistema de controle se adaptasse apropriadamente as variaces da

saida.
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10.2 -

Fizeram-se testes para verificar o comportamento do sistema de controle, quando a
referéncia (setpoint) é definida na regido estavel e na regido instavel do potencial de
fluxo do no central. Demonstrou-se que a resposta do sistema de controle se comportou
de forma estavel, j& que convergiu sempre na referéncia definida, satisfazendo de
maneira 6tima com os critérios de desempenho (tempo de acomodacdo e Sobre-Sinal

Méximo).

O principal resultado obtido com a simulacdo numérica do sistema de controle em
malha fechada foi quando a referéncia (setpoint) do controlador definiu-se dentro da
regido de instabilidade, e demonstrou-se que garantindo a estabilidade do potencial
dentro desta regido, a intensidade do sumidouro converge para seu valor critico, e, por
conseguinte, a vazdo de fluxo do reservatorio converge e se mantém estavel na vazéo
critica. Quer dizer entdo, que se conseguiu extrair o fluido do reservatorio a vazao
critica, evitando a formacdo do cone instavel, ou seja, evitando que a superficie de

contato dos fluidos irrompa no poco.

RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir, expdem-se algumas recomendacdes para o desenvolvimento de trabalhos futuros:

Definir um modelo protétipo para simular o cone de dgua em trés dimensdes. Para
simular o processo fisico de escoamento de fluidos incompressiveis em meios porosos
de forma mais real e aproximada, pode-se considerar 0 caso de um meio pPoroso
anisotrépico, ou seja, a permeabilidade é descrita como um tensor dentro da
formulacdo matematica do modelo prot6tipo. Também, podem-se incorporar os efeitos
da capilaridade (forcas capilares) na condicdo de contorno cinematica imposta na
superficie de contato dos fluidos, para analisar como se comporta o fenémeno do cone
de agua sob esta condicdo. Seria interessante considerar o caso de uma distribuicao de
fontes/sumidouros na simulacdo numérica, para tentar maximizar a vazao de fluxo do

reservatorio, evitando a formagéo do cone instavel.
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Para melhorar a resposta do modelo numérico (computacional) desenvolvido atraves
do Método dos Elementos de Contorno, sugere-se a implementacdo de elementos de
discretizacdo de ordem mais elevada, utilizando funcdes de interpolagdo (funcbes de
forma) B-SPLINES, com o propdsito de representar de forma mais precisa a geometria
do reservatdrio e o comportamento das variaveis fisicas do problema dentro de cada

elemento de contorno.

Para obter uma maior precisdo e eficiéncia computacional no céalculo da solucao
numérica do problema, sugere-se a implementacdo de uma técnica de refinamento
adaptativo da malha de discretizacdo do contorno no modelo numérico
(computacional) desenvolvido. Sugere-se também, a implementacdo de uma técnica
iterativa mais Otima para resolver o sistema de equacdes algébricas resultante, devido

ao tamanho elevado das matrizes.

A respeito da caracterizacdo dinamica do cone de agua, sugere-se aplicar outro metodo
de identificacdo, para melhorar a qualidade do modelo matematico do sistema

dindmico que descreve o comportamento do cone.
Como recomendacéo final, sugere-se o projeto de um sistema de controle mais robusto,

que considere os sinais de ruido e as perturbacfes que podem afetar a estabilidade da

planta controlada.
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APENDICE A - CONCEITOS MATEMATICOS PRELIMINARES

Neste apéndice sdo desenvolvidas as relacbes matematicas necessarias para a compreensdo e

fundamentacéo tedrica do Método dos Elementos de Contorno (MEC).

A 1.1-TEOREMA DE GAUSS-GREEN

O teorema de Gauss-Green é uma identidade fundamental que relaciona a integral da derivada
de uma funcéo f(x,y) sobre um dominio  com a integral dessa funcéo sobre o contorno S do
respectivo dominio (Katsikadelis, 2002). Para obter essa relacdo matematica em 2-D,
considera-se a figura A1.1.

L

dy ._.._.........-..I

- ' [ v -

i x) d Zg T

Figura Al.1 - Integracdo sobre um dominio plano 2 delimitado pela curva S (Katsikadelis,
2002).

A integral da funcdo f(x,y) sobre Q pode ser escrita como uma integral dupla, para a qual a
integracdo é realizada primeiro em relacdo a x e depois em relagdo a y. Assim, pode-se
escrever:
af Y2 X2 af Y2
Qadﬂ:j‘;}l <x1 adx dy:-[]l [f(xz,Y)_f(xl,Y)]dy

(A1-1)
Onde,
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x1 = x1(y) X, = x2(y)
(A1-2)
Segundo a geometria diferencial mostrada na figura Al.1, obtém-se a seguinte expressdo para

0 vetor tangente unitéario ao contorno S (Kane, 1994):

t= @i + il j
ds  ds
(A1-3)
Dessa forma, tém-se as seguintes relagdes:
dx dy
5T BT
(A1-4)

Considere que o vetor n seja um vetor unitario normal ao contorno S apontando para fora do
dominio. Assim, tem-se que:

n=nt+n,j

(Al1-5)
Como t e n séo perpendiculares, o produto escalar dos dois vetores unitarios é zero:
n-t=0 - nt,+n,t, =0
(Al1-6)
Para satisfazer a condicdo dada na equacao (Al-6), tém-se duas possibilidades:
{(i)nx =t, e n, =—t,
(iiD)ny=—t, e n, =t,
(AL1-7)

Da figura Al.1, tem-se que t, < 0 e t,, > 0, e, portanto, as componentes de n satisfazem que:

n, > 0en, > 0. Dai, conclui-se que:

dx
ny = Th=Tgg
dy
== gs

(A1-8)

A partir da equacdo (Al1-8), obtém-se as seguintes relacdes:
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dx = —nde

dy =n,dS
(A1-9)
Substituindo as relagdes dadas acima na equacao (Al-1), segue:
Y2
j [f(x2y) = fCep,y)ldy = | flx,yIn,dS — | f(xy, yIn,dS
Y1 Sz 51
(Al1-10)

Na expressdo anterior, a integracao sobre S, é realizada na direcdo negativa (sentido horario)
quando y varia de y, para y,. Usando a direcdo uniforme para a integracdo sobre S, 0s termos
dados na expressdo (Al-10) podem ser combinados em uma Unica expressdo (Katsikadelis,
2002):

—dQ j fn,ds
(A1-11)
Desenvolvendo a mesma relacéo para a—f, tem-se que:
J- —dQ = f fn,ds
(A1-12)

As relacbes anteriores podem ser repetidas em um contexto 3D para obter resultados
completamente analogos. Desta vez, o teorema de Gauss-Green relaciona a integral de volume
da derivada da funcdo a integral de superficie da prépria funcdo (Kane, 1994). Nesta equacao

x; € n; podem ser x, y, z € n,, ny, n,, dependendo do valor de i.
—dV Jﬂ- —dx dydz-ffnde

Generalizando, tem-se que:

(A1-13)

f V= f £ n,dS
(Al-14)
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A 1.2 - TEOREMA DA DIVERGENCIA

O teorema da divergéncia é uma ligeira variacdo do teorema de Gauss-Green. A fim de obter
esta relacdo, considera-se f = f; como a i-ésima componente de um campo vetorial na

equacao (Al-14). Dessa forma, obtém-se (Kane, 1994):

d
idQ ffln ds
(A1-15)
Usando a formula anterior com i = 1, 2,3, e somando os resultados, obtém-se:
afl f f3 j
L(axl + axz ax3 dQ = (flnl + onZ + f3n3)d5
(A1-16)

Logo, a divergéncia de um campo vetorial f em um ponto no interior do dominio (0 é dada

por:

fﬂ(v-f)dn = fs(f-n)ds

(A1-17)
Na expressdo dada acima, o operador V é definido como:
v= ity
ox 0y a
(A1-18)

e representa o operador diferencial que produz o gradiente de um campo escalar.

A quantidade V - f ¢ referida como a divergéncia de um campo vetorial f em um ponto dentro
do dominio Q, enquanto a quantidade (f -n) é referida como o fluxo do campo vetorial em

um ponto sobre o contorno S.

A 1.3 -SEGUNDA IDENTIDADE DE GREEN

Considerando as fungdes u = u(x,y) e v = v(x,y), as quais sdo duas vezes continuamente
diferenciaveis em Q e uma vez em S, é definida a segunda identidade de Green a partir do

Teorema da Divergéncia. Define-se f como (Katsikadelis, 2002):
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f=vVu

(A1-19)
A divergéncia de f é dada por:

a,  d_ 0. ou ou _ ou
V-f=<al+@]+£ )-(val+v@]+va—zk)
_O0vdu  d’u dvdu = 0J%u

f—aa+vﬁ+@@+v—

+6v6u+ 0%u
dy? 0z 0z Va2

V- f=Vu Vv+vViu

(A1-20)
Onde V2 é conhecido como operador Laplaciano ou operador Harmdnico, e é dado por
(Katsikadelis, 2002):

VZ=V v—(a i+ 0 A+6E) (6A+ g A+6E)— o + o +a2
B ~\ox" ay] 0z ax " ay] dz ) 0x2?2 0y? 0z2
(A1-21)
Aplicando o Teorema da Divergéncia na expressao (Al-20), tem-se:
f (Vu - Vv +vV?u) dV = f(vVu ‘n)dS
14 S
(A1-22)

A relagdo anterior pode ser escrita trocando u e v na expressdo dada para f:
f (Vv -Vu +uV?v)dV = J.(qu ‘n) dS
14 S

(A1-23)
Subtraindo a equacdo (Al-22) e a equacdo (Al-23) obtém-se a segunda identidade de Green
(Kane, 1994):

f (wV?u —uV?v) dV = f(vVu ‘n—uVv-n)dS
v s

(A1-24)
A derivada de uma funcéo escalar na direcdo normal é definida como:

=n-V=(n,+n,j+n,k) (6A+6A+a’l€)— + + 2
gn Y TR T )  G T a2 T o™ T oy T o

(A1-25)
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Substituindo a definicdo da derivada normal na equagdo (Al-22), a segunda identidade de
Green é expressa por:
Ju Jdv
j (wV?u —uVv?v) dV = f (v— - u—) dS
v s\ oOn on

(A1-26)
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APENDICE B - SOLUCAO FUNDAMENTAL DA EQUACAO
POTENCIAL

A caracteristica principal do Método dos Elementos de Contorno é o uso de certas solugdes
conhecidas para o problema em consideracdo. A resposta de regime permanente de um meio
infinito a uma fonte pontual unitéria € uma dessas chamadas solu¢fes fundamentais (Kane,
1994). Considera-se uma fonte pontual localizada no ponto d(x;y;) e um ponto de
amostragem x(x, y) chamado também de ponto campo. O potencial ®* = ®*(x, d) produzido
em um ponto x satisfaz a equacao:

" (3;( d)
(B1-1)

A solucdo particular singular da equacdo (B1-1) e chamada a solu¢do fundamental da equagéo
potencial dada em (5-12). Esta é determinada escrevendo a equagdo (B1-1) em coordenadas
polares, com origem no ponto fonte d. J4 que esta solucdo é de simetria axial em relagédo a
fonte e é independente do angulo polar 6, a equacdo (B1-1) torna-se (Katsikadelis, 2002):
1i(rd<1>*> B —6(x—d)

dr K

; dr
(B1-2)
Onde,

r=lx—d|l =&-x)?— -y
(B1-3)
O lado direito da equacdo (B1-1) se anula em todos os pontos do plano, exceto na origem
r =0, onde tem um valor infinito. Salvo r = 0, a equacdo (B1-2) € escrita como
(Katsikadelis, 2002):

1d/ do*
rar(r ) =0
(B1-4)
Depois de integrar duas vezes, obtém-se:
¢ =Alnr+B
(B1-5)

111



Onde A e B sdo constantes arbitrarias. Ja que esta se procurando uma solugéo particular, pode-

se definir B = 0. A outra constante, A, pode ser determinada da seguinte forma

Y,
y 4
/
/
1
I
Ya 3 --- 7> Ponto Fonte
N\ (o) Vi
oL
X

Xg X

Figura B1.1 - Dominio circular Q de radio p com fonte d (Katsikadelis 2002, modificado).

Devido a que o problema é de simetria axial, tem-se (Katsikadelis, 2002):

0" JP* 1
on _ or r
dS =rdf
(B1-6)
Aplicando a segunda identidade de Greenparau = 1 e v = Alnr, segue:
—f Vio*dO = —J.gdS
Q s on
(B1-7)

Onde Q é o circulo com centro no ponto d e raio r = p, conforme se mostra na figura B1.1
Usando entdo a equacdo (B1-1), a relacdo dada em (B1-7) é escrita como:

S(x—d) |
f—dnz—f A-pdf
o K 0 p
(B1-8)

Assim, a solugéo fundamental torna-se:
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¢ =——Inr
(B1-9)
Da equagdo (B1-3) é evidente que a solugdo fundamental ndo muda de valor quando os pontos
d e x trocam a sua posicdo. Isto significa que ®* é simétrica com relagcdo a esses pontos
(Katsikadelis, 2002):
d*(x—d) = o*(d — x)
(B1-10)
A solucdo fundamental (B1-9) € também conhecida na literatura como funcéo de Green para o

espaco livre.
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