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RESUMO

O modelo matematico de transporte de contaminantes em meio poroso trata da simulacao do
processo de contaminacao das aguas subterraneas. O modelo simula a movimentagdo de uma
pluma de particulas de contaminantes, chamada de soluto, que se encontra dissolvida em
solucdo aquosa, chamada de solvente, e calcula a concentragdo e localizacdo da pluma de
contaminagdo apos certo tempo. A movimentagao das particulas dissolvidas no meio poroso
se da por trés fendmenos que ocorrem de forma simultanea, a adveccdo, que trata da
movimentagdo das particulas pelo proprio fluxo do liquido solvente, a dispersao
hidrodinamica, que causa o espalhamento das particulas e finalmente os fendmenos de
interacao entre o contaminante e o meio poroso. O modelo comumente usado para simular o
transporte de contaminantes ¢ o modelo classico fundamentado na ADE (advection-dispersion
equation), a qual adota em seu calculo uma homogeneidade local, que cria dependéncia do
coeficiente de dispersdo com a escala. E sabido que ADE ndo é capaz de simular de forma
satisfatoria curvas de chegada mais complexas observadas em ensaios laboratoriais e,
adicionalmente, a dispersao que ADE simula ¢ fundamentada na movimentagdo aleatdria
descrita pelo movimento Browniano. Neste trabalho ¢ analisada a derivagado e aplicacao de um
modelo de transporte de contaminantes mais completo fundamentado na FADE (fractional
advection-dispersion equation), onde a ADE ¢ um caso especifico. A FADE ¢ fundamentada
no calculo fracionario, e adota no termo da dispersdo, ao invés de uma derivada de segunda
ordem, uma derivada de ordem fracionaria ¢, com valor racional entre o intervalo de um a
dois. A adi¢ao do calculo fracionario no modelo, inclui no indice de derivacdo uma
representacao de quao complexo ou heterogéneo ¢ o meio em questdo, criando um modelo
que simula curvas de chegada com inclinacdo de cauda maior, ¢ que prediz com maior
precisdao o transporte em escalas maiores, com um coeficiente de dispersao unico. Nesta
dissertacdo, o uso de um modelo fundamentado na FADE ¢ comparado com o modelo
classico fundamentado na ADE, e analisado através de quatro etapas, a calibracdo ou ajuste
dos modelos a casos reais de ensaios laboratoriais feitos com argilas lateriticas brasileiras, o
estudo do efeito do aumento da escala de estudo nos modelos, a capacidade do modelo
classico em reproduzir os resultados encontrados com a FADE, e finalmente uma analise

probabilistica de sensibilidade do modelo fracionario.



ABSTRACT

The Mathematical model of contaminant transport in porous media is used to simulate
groundwater contamination. The model simulates the movement of a plume of contaminant
particles, called solute, which is dissolved in aqueous solution, called the solvent, and
calculates the concentration and location of the plume of contamination after a certain time.
The movement of dissolved particles in porous medium takes place in the form of three
simultaneously occurring phenomena, advection, which deals with the movement of the
particles by the flow of the liquid solvent, the hydrodynamic dispersion, which causes the
scattering of particles and finally the interaction phenomena between the contaminant and the
porous medium. The model commonly used to simulate the contaminant transport is based on
the classical ADE (advection-dispersion equation), which adopts in its calculus a local
homogeneity, creating a dependence of the dispersion coefficient with scale. It is known that
the ADE is not able to satisfactorily simulate more complex breakthrough curves observed in
laboratory tests, and additionally, the ADE simulates a dispersion that is described by the
random process of Brownian motion. This dissertation analyzes the derivation and application
of a model of contaminant transport based on a more complete FADE (fractional advection-
dispersion equation), in which the ADE is a specific case. The FADE is based on the
fractional calculus, and uses on the dispersion term, instead of a second-order derivative, a
derivative of fractional order ¢, with rational value between the range of one to two. The
addition of fractional calculus in the contaminant model includes in the index derivation, a
representation of how complex or heterogeneous the medium in question is, creating a model
that simulates breakthrough curves that are heavy-tailed, and more accurately predicts the
transport at larger scales, with a constant dispersion coefficient. In this dissertation, the use of
a model based on the FADE is compared with the classical model based on the ADE, and
analyzed in four steps, the calibration or adjustment of the models to real cases of laboratory
tests made with Brazilian lateritic clays, the study of the effect of increasing the scale of study
in both models, the ability of the classical model to reproduce the results with the FADE, and

finally a probabilistic sensibility analysis of the fractional model.
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

A agua, essencial para a vida, muitas vezes ndo ¢ reconhecida como um recurso precioso. A
contaminagdo das aguas, principalmente a subterranea, ameaga o bem estar da populagao.
Esta contaminacdo tem sido devida aos produtos quimicos, organicos e/ou inorganicos,
residuos industriais perigosos, lixiviados de aterros sanitarios, vazamentos de 6leo, liquidos
toxicos de atividades agricolas, tais como, fertilizantes, defensivos e, finalmente, residuos
radioativos em depositos localizados em formagdes geologicas profundas (Figura 1.1). Este
tipo de problema afeta paises industrializados, e cada vez mais paises em desenvolvimento

também (Bear & Cheng, 2010).

- Depoilio de
] 'f(as

L Infifrecoo
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de rics
contamingdes

Figura 1.1 - Contaminacao e o transporte de contaminantes pelo solo.

O fendmeno de contaminagdo, de forma mais especifica, inicia-se quando solugdes liquidas
toxicas dissolvidas na agua sdo derramadas sobre a superficie ou no interior do solo
deliberadamente ou por acidente. Uma vez derramado, o contaminante liquido percola o solo
através da zona vadosa (zona nao-saturada). Varios processos bioldgicos e quimicos ocorrem

ao longo do caminho até alcancar o aquifero subjacente. Ao alcancar o aquifero, o



contaminante ¢ transportado pela dgua para os pontos de afloramento (rios, lagos ou pogos de
bombeamento). Durante o processo ocorre uma transforma¢do no contaminante que
geralmente se reflete na mudanca da concentracao das espécies quimicas dissolvidas devido a
reagdes quimicas e transferéncias de interfaces, como a dissolugdo da matriz solida (Bear &

Cheng, 2010).

Assim, ¢ necessario o entendimento do comportamento da movimentagdo das espécies
quimicas de contaminantes pelo solo, chamado de transporte de contaminantes. Berkowitz et
al. (2008) explicam que a elaboracao e a aplicacdo de modelos matematicos para simular o

transporte de contaminantes sao desenvolvidas pelas seguintes razoes:

e Prever o tempo de viagem das espécies de contaminantes nos sistemas hidricos
superficiais ou nas aguas subterraneas quando ocorrem as calamidades.

e Avaliar o passado, presente e futuro da exposicdo humana frente aos fendmenos de
contaminagao.

e Predizer as condi¢des futuras em diversos estdgios de mudancas ambientais e
estabelecer estratégias de gestao e avaliar a eficacia destes.

e Reduzir os custos de extragdo de agua do solo e controlar a qualidade desta mediante a
utilizacao de modelos de predi¢ao mais baratos.

e Melhorar a compreensao dos mecanismos que controlam a dispersdo e conhecer o
destino dos produtos quimicos no meio ambiente mediante a quantificacdo de suas

reagdes € movimentacao.

Em principio, a estrutura de um modelo de transporte de contaminante ¢ a mesma de um
modelo de fluxo. A principal diferenca reside no fato de que, em um modelo de fluxo, a
quantidade transportada ¢ a massa da fase liquida e, em um modelo de transporte, a
quantidade transportada ¢ a massa de espécies quimicas contaminantes presentes na fase
liquida. No primeiro caso, a quantidade medida ¢ a densidade do liquido, enquanto que no

segundo caso a quantidade ¢ a concentragdo de espécies quimicas (Bear & Cheng, 2010).

1.1 OBJETIVOS

Esta pesquisa tem como objetivo geral, simular o movimento de dguas e contaminantes

inorganicos em aquiferos considerando que o mesmo possui um comportamento



extremamente complexo em relagdo ao transporte dessas substancias. Assim, para atender este

objetivo geral serdo desenvolvidos os seguintes objetivos especificos:

e Simular de forma mais real o fenomeno do transporte de contaminantes em meios
heterogéneos por meio da programagao de uma ferramenta matematica fundamentada
no calculo fracionario.

e Analisar e avaliar o comportamento e transporte dos solutos caracterizados quando
interagem com os solos tropicais lateriticos, especificamente os resultados obtidos
com 0s ensaios laboratoriais dos trabalhos de Carvalho (2001) e Nascentes (2003).

e Comparar os resultados obtidos por meio do modelo fracionério proposto com os do
modelo classico de transporte de contaminantes, o modelo unidimensional advectivo-
dispersivo-reativo proposto por Ogata & Banks (1961) analisado na dissertagao de

mestrado de Diaz-Sanchez (2011).

1.2 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Esta dissertagdo foi dividida em seis capitulos, onde no primeiro capitulo ¢ feita uma
introducdo ao transporte de contaminantes, demonstra-se sua importancia, ¢ descrevem-se

também os objetivos da pesquisa.

No capitulo 2 sdo apresentados os mecanismos de transporte de contaminantes fisicos e os

mecanismos de interagao entre solo e contaminante.

No capitulo 3 ¢ feita a revisdo bibliografica do modelo matematico de transporte de
contaminantes fundamentado no calculo fracionario e no calculo Newtoniano, mostram-se
derivagdes matematicas, leis estatisticas e fungdes probabilisticas correspondentes e

movimento aleatorio representativo da dispersao fisica de particulas.

No capitulo 4 sdo descritos os trabalhos e resultados dos ensaios experimentais conduzidos
por Carvalho (2001) e Nascentes (2003), e ¢ descrita a metodologia utilizada nesta pesquisa a

fim de alcancar os resultados anteriormente discutidos.

No capitulo 5 sdo apresentados os resultados encontrados em forma de graficos e tabelas, e ¢
feita a discussdo sobre os mesmos, a fim de apontar as diferengas em relagdo ao modelo

classico.



E finalmente, no capitulo 6 sdo descritas as conclusdes obtidas pelo autor, assim como

apresentadas sugestdes para a continuagdo da pesquisa no tema proposto.



CAPITULO 2

2 TRANSPORTE DE CONTAMINANTES EM MEIO POROSO

2.1 MECANISMOS FiSICOS

Os mecanismos fisicos de transporte de contaminantes no meio poroso sao todos 0s processos
influenciados diretamente por um sistema de fluxo relacionado ao transporte de particulas e
de substancias ndo reativas. Estes mecanismos fisicos, denominados também na literatura
como processos hidrodinamicos, ocorrem na natureza geralmente de forma simultanea, mas

para efeito didatico podem ser divididos em dois processos basicos: a advecg¢ao e a dispersao.

2.1.1 Adveccao

A adveccdao ¢ o mecanismo primario responsavel pela movimentagdo do contaminante no
subsolo. A massa contaminante ¢ transportada simplesmente porque a agua subterrdnea na
qual a mesma esta dissolvida esta sujeita a um sistema de fluxo, que em condi¢des laminar
escoa devido a forca de gravidade ou devido a pressdes externas e € desacelerado pelo atrito
interno (viscosidade) e pelo atrito de contato entre agua e sedimentos que se deslocam. Assim,
um contaminante diluido em uma corrente de agua ¢ levado na mesma direcao e com a mesma
velocidade linear média v de fluxo, sem o espalhamento da massa contaminante, ou com o

pico de concentracdo constante em relacdo ao tempo ¢ (Figura 2.1). A velocidade linear

média ¢ dada pelo quociente entre a velocidade tedrica de Darcy e o indice n,, em uma

dimensdo:

y=——2 2.1)



onde, k£ ¢ a condutividade hidraulica do solo, # ¢ a carga hidraulica e n, representa o

volume de poros pelo qual o fluxo acontece dividido pelo volume total, mais comumente

aproximado pela porosidade 7 .
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Figura 2.1 - O mecanismo de advec¢ao, com a propagacao do contaminante diluido no fluido

na direcdo de fluxo e com concentra¢ao constante.

2.1.2 Dispersao Hidrodinamica

A dispersao, de forma geral, € um processo transiente e de mistura irreversivel, que representa
fisicamente a tendéncia ao espalhamento do contaminante pelos caminhos que ele percorre.
As moléculas de contaminante, a medida que sdo transportadas, tendem a se afastar de sua
trajetoria principal, algumas com velocidades maiores que as outras, ocasionando assim a
diluicao da solucao, ou diminuicao da concentragdo (Figura 2.2). A dispersao hidrodinamica,
da mesma forma que o proprio mecanismo fisico de transporte, pode ser dividida teoricamente

em duas parcelas para o melhor entendimento do fendmeno, a dispersdo mecanica D, , como

consequéncia da heterogeneidade da velocidade no interior do sistema, e difusdo molecular

D, devido a diferentes gradientes de concentragdo. Assim, a somatdria destas parcelas

expressa o coeficiente de dispersao hidrodindmica unidimensional ou simplesmente

coeficiente de dispersdo D, :

D,=D,+D (2.2)



Concentragao

Figura 2.2 - O mecanismo da dispersao hidrodindmica, onde a concentragao da massa

contaminante diminui ao longo do transporte.

2.1.2.1 Dispersao Mecanica

Este mecanismo acontece predominantemente na escala macroscopica e estd associado a
movimentagdo mecanica dos solutos. O mecanismo ocorre juntamente a advecgao, ou seja,
precisa de velocidade de fluxo para existir, e consiste no processo de dispersao do soluto
causado pela variagao da velocidade no transporte do soluto diluido no fluido pelo meio. Esta
variacdo ¢ causada pelas diferentes areas dos vazios do solo, por onde o transporte acontece,
as quais criam canais de percolagdo tortuosos para a movimentacao do soluto, resultando em
um campo de velocidades de percolagdao heterogéneo, o qual gera a dispersdo aleatéria das

particulas de contaminantes (Figura 2.3).

Figura 2.3 - A dispersao mecanica causada pela diferenca de velocidade devido a mudanga na

area dos canais vazios do solo, que faz com que a solucao se disperse.



Geralmente, o coeficiente de dispersdo mecéanica D, ¢ representado utilizando a velocidade

média de percolacdo do fluido que atravessa os espacos vazios do meio poroso, em uma

dimensdo:

D =v-q (23)

m

onde, &, ¢ o coeficiente de dispersividade [L], dependente da escala de estudo, que

representa o nivel ou grau de espalhamento que acontece no determinado meio poroso.

2.1.2.2 Difusao Molecular

A difusdo molecular ¢ um processo que ocorre na escala microscOpica, resultante da
movimentagdo aleatéria das moléculas do soluto no interior da fase liquida. O processo de
difusdo segue a Lei de Fick que relaciona o fluxo por difusdo molecular ao gradiente de
concentragio através do coeficiente de difusdo molecular D". Assim, a dispersdo por difusio
molecular ¢ diretamente proporcional ao gradiente de concentracdo, ¢ ndo dependente da
velocidade de percolagdo, de modo que uma particula de contaminante presente em um fluido,
estando a mesma em movimento ou apenas em suspensado, ird se deslocar de um ponto de

maior concentragdo a um ponto de menor concentragao.

O coeficiente de difusdo molecular D" é dado pela seguinte expressio:

D =t1-D, (2.4)

onde, D, ¢ o coeficiente de difusio molecular [L*/T] do contaminante medido em solugdo

aquosa e 7 ¢ fator de tortuosidade, que varia de 0,2 a 0,4 para solos argilosos compactados,

representado por:



T=|— (2.5)

onde, / é a distdncia em uma escala macroscopica definida pela trajetoria reta entre dois

pontos de uma linha de fluxo e /. ¢ a distancia real em uma escala microscdpica, ou seja, a
distancia efetiva de transporte entre esses dois pontos. Para [, >/, ou 7<1, D <D, ou seja,

o transporte de contaminantes devido a difusdo molecular no meio poroso ¢ menor que o

transporte de contaminantes devido a difusdo molecular livre em solucdo aquosa.

Shackelford (1993) explica que o coeficiente de difusdo molecular depende das propriedades
quimicas e termodindmicas da substancia e da temperatura da 4gua. A magnitude da difusao
molecular aumenta proporcionalmente com o aumento da temperatura e diminui¢do do
tamanho das moléculas. Na temperatura ambiente, os coeficientes de difusao molecular da

maioria dos produtos quimicos estdo na ordem de 107" m? /s , 0 que indica um processo de

transporte muito lento.

Na escala macroscopica, em velocidades altas, a dispersao de massa contaminante por
dispersdo mecanica ¢ muito maior em termos de ordem de grandeza que a dispersdo devido a
difusdo molecular, como consequéncia dos efeitos do fluxo turbulento. Ja para velocidades
nulas, o mecanismo de difusdo molecular tende a ser o fendmeno dominante. Assim, a
velocidade média de percolagdo determina a importancia relativa de cada mecanismo de

dispersdo que atua no sistema.

2.2 MECANISMOS DE INTERACAO SOLO-CONTAMINANTE

Durante o transporte de contaminantes através do solo, ocorrem interagdes entre os solutos e
os constituintes do solo, que resultam na atenuacdo ou no retardo do processo de
contaminagdo. Estas interagdes incluem mecanismos fisicos, quimicos e bioldgicos. Os
mecanismos de interacdo quimica dependem das caracteristicas quimicas dos contaminantes,
como por exemplo, sua reatividade, se sdo organicos ou inorganicos e¢ de seus constituintes,
além de depender das caracteristicas do solo e do pH do sistema (Ritter et al., 1995). O

mecanismo biologico ocorre pela presenga de micro-organismos existentes no solo, estes



tomam os nutrientes dos contaminantes transformando-os em compostos menos nocivos,
sendo que quase sempre, a maior atividade microbioldgica acontece na camada superficial do
solo, onde existe maior quantidade de matéria organica, originada da decomposicao de plantas
e de animais (Knox et al., 1993). J4 os mecanismos fisicos sdo aqueles nos quais acontece a
mudanca na forma da particula de contaminante, que consequentemente reagird com a fase
solida, como por exemplo, a hidrolise, reagdes de oxirreducao e dissolugao ou precipitagdo. A
maior parte dos mecanismos implica em transferéncia de massa do soluto da fase liquida para

a fase solida e, em alguns casos, representam o contrario.

Os mecanismos de atenuagdo ou de retardo podem ser separados segundo Knox et al. (1993)
em bidticos e abidticos. Os mecanismos bidticos sao aqueles em que atuam o0s
microorganismos existentes no solo. Estes microorganismos tomam os nutrientes dos
elementos contaminantes transformando-os em compostos menos nocivos. Quase sempre a
maior atividade microbioldgica esta associada a camada superficial dos solos, onde coexiste a
matéria organica, originada da decomposi¢cdo de plantas e de animais. Os mecanismos de
atenuacao abioticos afetam o transporte de contaminantes por meio de interagdes destes com a
fase solida do solo (exemplo: sorcao, troca i6nica) ou por meio da mudanca na forma do
contaminante, que, consequentemente, reagira com a fase soélida (exemplo: hidrélise, reagdes

de oxi-reducao, dissolugao/precipitacao).

2.2.1 Sorcao e Dessorciao

Os mecanismos de interacdo entre o solo e o contaminante, devido a grande variedade de
composi¢ao dos solos, dos residuos e das condigdes fisico-quimicas dos diferentes solos,
acontecem de forma simultanea, tornado extremamente complexa a identificacdo exata do
mecanismo atuante. Logo, usa-se o termo sor¢do para representar de forma geral o processo
no qual ha a transferéncia de massa de soluto, diluido no fluido percolante, para fase solida,
que fica retida no solo, diminuindo a concentracao restante do contaminante. Bear & Cheng
(2010) definem sor¢do como o fendmeno no qual parte da massa de uma espécie quimica
presente num liquido (adsorbato) se acumula nos vazios ou sobre parte da matriz sélida do
meio poroso (adsorvente). Comumente este fenomeno acontece na interface liquido-solida do

sistema, mas também pode ocorrer entre um solido e a fase gasosa.
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Berkowitz et al. (2008) explicam também que o fendmeno de sor¢dao ¢ analisado como um
mecanismo quimico e fisico. A sorcao fisica ¢ um fenomeno reversivel onde se observam
interacdes intermoleculares entre o adsorbato e o adsorvente, atingindo rapidamente o
equilibrio. A sor¢ao quimica ¢ o mecanismo irreversivel pelo qual ocorrem trocas de elétrons

entre a parte solida e a molécula adsorvida.

Da mesma forma que a mudanga de particulas de contaminantes, da fase liquida para a fase
solida, causa retengdo das mesmas na superficie sélida do solo, o caminho inverso também ¢
passivel de ocorrer. E chamado de dessorcdo a transferéncia ou substituicdo de fons que se
localizam na superficie solida do solo, sejam por que sdo produto do préprio processo de
formagdo do solo ou pela percolacdo de um contaminante anterior, para a solugdo liquida
contaminante que o percola, devido a processos quimicos de competi¢do e troca idnica. Este
processo causa o aumento da concentracao de contaminante na solucdo pela a presenga de
novas particulas, provenientes da troca entre ions da solu¢do com ions de contaminante ja

presente na superficie do solo.

A quantificagdo do mecanismo de sor¢ao ¢ feita mediante a comparagao da concentragao de
equilibrio de um composto no adsorvente com a concentragao de equilibrio na solugdo a uma
determinada temperatura. Experimentalmente, ¢ medida pela distribui¢ao do contaminante em
um determinado meio poroso através do ensaio de equilibrio em lote. A anélise dos resultados
¢ feita em termos de isotermas, as quais sdo expressOes matematicas que descrevem a

quantidade S de soluto adsorvido [M/M], em fungdo da concentragdo de soluto ¢

remanescente na solugdo em equilibrio [M/L’], a certa temperatura fixa.

O caso mais simples de relagdo entre S e ¢, apesar de ndo representar de fato o que acontece

na pratica, ¢ dado pela isoterma linear:

S=K,-c (2.6)

onde, K, ¢ o coeficiente de distribuigdo [’ /M expresso pela inclinagdo da reta resultante

(Figura 2.4).
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Vale a pena comentar que para casos mais complexos, onde a isoterma linear, Equacao (2.6),
nao ¢ satisfatoria, existem modelos nao lineares de relacdo entre a massa de soluto adsorvido

S e a concentracao ¢, como € o caso da isoterma nao linear de Freundlich:

S=Kc" 2.7

onde, N ¢ o coeficiente exponencial ¢ K ¢ o coeficiente de particgdo de Freundlich. E a

isoterma nao linear de Langmuir:

S bc 2.8)

:1+bc

onde, b representa a taxa cinética e S, a quantidade maxima de soluto adsorvido pelo solo.

Para o uso nesta dissertacao a isoterma linear ¢ satisfatoria.

Figura 2.4 - Isoterma Linear.
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CAPITULO 3

3 PARADIGMA CLASSICO VERSUS PARADIGMA FRACIONARIO

3.1 O MODELO CLASSICO
3.1.1 Derivacao da ADE (Advection-Dispersion Equation)

A equacao mais conhecida e empregada atualmente para modelar o fenomeno do transporte
de contaminantes em solos ¢ a equacao advectiva-dispersiva. Denominada neste texto de ADE
(advection-dispersion equation) com o objetivo de manter a nomenclatura usada nas

bibliografias pesquisadas, ¢ dada, em trés dimensdes, por:

% =-wWc+D,Vc (3.1

onde, V ¢ o operador divergente div- F =V -F =dF/dx+0F/dy+0F/dz , ¢ é a concentragio
de soluto [M/*], v ¢ a velocidade linear média [L/T], x ¢ o dominio espacial [L], t ¢é o

tempo [T] e D, ¢ o coeficiente de Dispersdo hidrodindmico [’ / T].
A ADE ¢ derivada admitindo-se as seguintes hipdteses gerais:

e A lei de Darcy ¢ valida e o gradiente de carga hidraulica ¢ o Unico mecanismo
significativo para a geracao de fluxo de 4gua e contaminante.
e O meio poroso ¢ homogéneo, isotropico e saturado.

e Nao se consideram mudangas das condi¢des do fluxo no tempo (fluxo estacionario).

Assim, parte-se da equagdo de continuidade, —ndc/dt =divF, neste caso conservagdo de

massa, onde a diferenca de massa que entra e sai de um volume elementar representativo ¢

igual a taxa de variacdo de massa (Figura 3.1):
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oF
F dydz—(F_ + oF, dx)dydz + F dxdz — (F, + —=dy)dxdz +
ox ! Yoy (3.2)

+ F dydx —(F, + aan dz)dydx =—n % dxdydz
/4 t

oF
oF, dxdydz + —=dxdydz + oF, dxdydz =—n & dxdydz (3.3)
ox ady z ot
oF
an+ y+an =—n% (3.4)

ox dy Oz ot

onde, n representa a porosidade efetiva do meio (fetter, 1993) e F' ¢ o fluxo advectivo-

dispersivo de massa por area por tempo.

- oF.
A F. +—*dz
© 0z
| y I,
i / oF,
dz F +—=dx
F, o Ox
—_ —
dx y

s N/
<

y oF, F.
- F +—=dy )
, ) y

Figura 3.1 - Volume elementar representativo e as decomposi¢oes do fluxo que o atravessa.



Se o transporte advectivo [M]/[T] na diregdo x ¢ dado por n(v.c)d4, e o transporte
dispersivo [M]/[T] por n(D, dc/ox)dA , onde d4 é a 4area transversal elementar

perpendicular a dire¢do de fluxo, entdo o fluxo advectivo-dispersivo [M ]/ [T][L?] na dire¢do

X, por area €:

F =v nc—nD, EW (3.5
X

Substituindo o fluxo na Equacao (3.4), considerando transporte somente na dire¢ao x:

d d o
g(vxnc—nDH a_)cc) = —na—j (3.6)

Considerando a porosidade n constante, tem-se a ADE em uma dimensao:
g __,%,p o< (3.7)

O transporte dispersivo ¢ fundamentado na Lei de Fick, relacdo constitutiva que pode ser
facilmente deduzida conforme o modelo de diferengas finitas apresentado a seguir para a

difusdo de particulas entre duas células (Schumer et al., 2001) (Figura 3.2):

Seja a concentracao em cada célula dada por:

c=— (3.9)
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Figura 3.2 - Particulas se movimentando entre duas células de comprimento Ax.

onde, M ¢ a massa de soluto e Av o volume da célula. A probabilidade de uma particula da
célula i pular para a c€lula i+1 ¢ igual a de uma particula da célula i+1 pular para a célula i.
Assim, dado um incremento de tempo Az, a massa de particulas que vai da esquerda para a

direita (fluxo positivo) pode ser dada por:

M==c Ax-A (3.9)

onde, 4 ¢ a area da secdo transversal. De forma semelhante, a massa de particulas que vai da

direita para a esquerda (fluxo negativo) é:

M=—c. -Ax-A (3.10)

i+l

Dessa forma, o fluxo resultante de massa (F = AM/At) por area ¢:

F=——( —c 3.11
2At(1 l+1) ( )
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Sabendo que ¢, e ¢,, equivalem a c(x,f) € c(x+Ax,t) respectivamente, ¢ sendo a

aproximacao da série de Taylor para x em avanco, no tempo ¢, dada por:

= 0"c(x,t) Ax" de(x,t
c(x+Ax,t)=z:;—gS§ )n—!zc(x,t)+ Cg’; )

Ax + @(Ax) (3.12)

Admitindo erro ¢@(Ax) nulo, e substituindo na Equagao (3.11):

F=%%[c(x,t)—c(x,t)—acg;’t) Ax] (3.13)
2
po_ LAY de (3.14)
2 At ox

onde o termo sz/ 2At¢ corresponde ao coeficiente de dispersdo hidrodindmica D,,. Assim,

chega-se na Lei de Fick, relagdo constitutiva que relaciona o fluxo difusivo de solutos ao
gradiente de concentragdo por meio do coeficiente de dispersao, o sinal negativo indica que o

transporte se da na diregdo da menor concentragao.

Dessa forma, a Lei de Fick compde o transporte dispersivo apresentado na Equagao (3.5) que

da origem a ADE.

Para a solugdo de equagdes diferenciais parciais como a ADE, ¢ necessario se definir as
condigdes de contorno de problema, que representam os dominios de fronteira do problema,
neste caso, o valor da concentragcdo c(x,#) para os valores de fronteira do espaco x. Como o
transporte de contaminantes se trata de um problema transiente, ¢ necessario também se
definir a condicdao inicial, que expressa o valor da variavel dependente, neste caso a

concentragdo c(x,#) para o tempo inicial =0.
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A ADE, Equacao (3.1), com condi¢ao inicial do tipo pico pode ser resolvida por meio de

transformadas de Fourier. Com a transformada de Fourier de uma funcdo g(x) definida por
g(k) =Je‘”‘" g(x)dx, e a transformada do operador divergente Vg(x) por (ik)g(k), obtém-

S€:

e _ —v(ik)é + D,, (ik)’ ¢ (3.15)
dx

com condigdo inicial ¢(x,0)=1, e condi¢do de contorno dec(tee,?)/dx =0, a equagio

diferencial ordinaria acima tem solugao:

¢ =exp[—v(ik)t + D,, (ik)’t] (3.16)

cuja transformada inversa ¢ a fungdo de densidade probabilistica de uma distribuicdo normal

multivariada, que para uma dimensao se torna a distribui¢do normal conhecida, com média vt

e desvio padrdo /2D, t, dada pela expressao:

c(x,t)=

(- vt)?
27Dt eXp{ 4D, t } G.17)

3.1.2 Fisica Estatistica

Utilizando agora a abordagem lagrangeana, baseada na fisica estatistica, na qual analisa-se o
movimento de uma unica particula que se movimenta pelo espacgo, onde o objetivo €, sabendo
que o movimento da particula ¢ aleatorio, encontrar a funcao de distribuigdo de probabilidade
da localizacao da particula no espaco em um determinado tempo. Assim, o modelo estocastico

do random walk (andar do bébado) ¢ empregado para simular a localizacao da particula.
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O random walk ¢ uma descricdo matematica de um caminho formado por varios passos
aleatdrios consecutivos. Primeiramente utilizado por Karl Pearson em 1905, pode representar,
por exemplo, o caminho feito por uma molécula ao atravessar um gas ou liquido, o dinheiro

restante de um apostador ao longo de varios jogos, entre outros modelos.

O random walk mais simples de se construir ¢ aquele onde o caminho ¢ restrito a uma sé

dimensdo no espago, e ¢ dado pela sucessdo de passos X, onde X ¢ uma variavel aleatoria,

independente e identicamente distribuida, ou iid, o que significa dizer que todas as varidveis

aleatorias X, possuem a mesma distribuicdo de probabilidade e sdo mutualmente

independentes. Assim, a posi¢do final §,, apds n passos, ¢ dada por:

S, =YX, (3.18)

i=1

onde, X, =x1 (equivalente a um passo i para frente, X, =1, ou para tras, X, =—1) com a
probabilidade de X, =1 igual a de X,=-1, p=50%, o que ¢ dito como um random walk
unidimensional e simétrico. Observa-se uma importante propriedade estatistica da variavel
aleatoria X , que ¢ a sua expectancia (neste caso, média), E(X)=u=0, e varidncia,

VAR(X)=E(X-pn)*)=0"=1.

O algoritmo RANDOMWALK foi desenvolvido no software Mathematica®, para
exemplificar a movimentagao aleatéria descrita por um random walk. Parte-se de um ponto

inicial S, X, =0 e chega-se a diferentes posi¢des finais, conforme a Figura 3.3.

3.1.2.1 Lei dos Numeros Grandes e o Teorema do Limite Central

A lei dos numeros grandes ¢ um teorema estatistico que descreve a média X, de um numero

muito grande (infinito) de amostras n» de uma varidvel aleatéria X , independente e
identicamente distribuida (iid). Tal lei expressa que a média da variavel aleatoria X, ird

convergir, em termos de valor pontual, ao valor esperado i (média) da propria variavel

aleatdria, com probabilidade de 100%, ou:
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Pr(lim X, = 1) =1 (3.19)

(a)
S
1
5 10 15 20
-1
-2
-3
4
-5
(b)

Figura 3.3 - Exemplo de Random walk simétrico com (a) 10 e (b) 20 passos.

Ou seja, quanto maior for a amostragem de certa variavel aleatoria iid, com média &, mais
proximo do valor u# serd também a média total da amostragem. Ao se aplicar a lei dos

numeros grandes ao random walk descrito acima, tem-se que conforme o niimero de passos #

aumente, S /n ird tender a se igualar a média y =0 de X
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Ja o teorema do limite central, enuncia de que maneira, ou com que proporc¢ao, a convergéncia

descrita na lei dos ntimeros grandes acontece. O teorema expressa que a soma S, de n

variaveis aleatdrias iid X , todas com média ¢ e variancia finita g’ < oo, quando devidamente

normalizada, ira tender em termos de distribui¢dao, a uma distribui¢do normal padronizada, a

medida que n tende ao infinito, ou:

X +.+X,

1/2
on

" NGO,1) (3.20)

Ou seja, da mesma forma que se padroniza uma variavel aleatoria x , que possui distribui¢ao

probabilistica normal, diminuindo-a da média e dividindo-a pelo desvio padrao,

Z= (x— ,u) / O, se obtém a distribuicdo normal padronizada, ao aplicar-se 0 mesmo conceito a

posi¢do final ou soma de passos S, , que possui média e desvio padrio:

1, =E(S,)= ECY, X,) = n (3.21)

i=1

Jo?, = JVARGS,) = [VAR(S X,) =\Ino® = o/ (3.22)

obtém-se convergéncia, em termos de distribui¢do, a distribui¢do normal padronizada N(0,1)

amedida que n — oo,

A importancia do teorema para este trabalho, ¢ que o mesmo pode ser aplicado ao random
walk, pois 0 mesmo também trata da soma de n variaveis aleatoria iid. Assim, tem-se que a
probabilidade da posi¢ao final normalizada de uma particula regida por um random walk, ira

convergir a probabilidade normal padronizada da seguinte maneira:
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Considera-se um intervalo de tempo A¢ para andar cada passo 7, com objetivo de alcancar
um tempo final 7, ou n=¢/Ar. Assim, aplica-se o teorema do limite central ao random walk

unidimensional e simétrico, € tem-se que:

S —(t
L LA (/Af)ﬂazv(o,l) (3.23)

O_(%At)uz

a medida que n=1/At —>oo.

Desta forma, tem-se que um random walk com escala normalizada pelo teorema do limite

central, passa a representar o movimento Browniano (Benson, 1998; Schumer et al., 2009).

A Figura 3.4 mostra o movimento Browniano como resultado do random walk com escala
normalizada, calculado com o algoritmo BROWN (Apéndice A), desenvolvido no software

Mathematica ®, para diferentes nimeros de passos e para varias particulas.

O movimento Browniano foi descoberto em 1827 pelo bidlogo Robert Brown, e mais tarde
descrito por FEinstein em 1905, que equaciona e resolve o movimento de particulas
Brownianas com a equacdo da difusdo, cuja solugdo ¢ a funcao de densidade da distribuicao
de probabilidade normal. O movimento Browniano descreve a movimentacao aleatoria e
incessante que particulas suspensas em um dado fluido estdo sujeitas devido a colisdo com os

atomos e moléculas do fluido ou gas no qual estao contidas (Scott, 2011).

Sabe-se entdo, pelo teorema do limite central, que a localizacdo de uma particula sujeita ao
movimento Browniano ¢ dada pela funcao de densidade de probabilidade da distribuicao

normal:

f(x)=ﬁexp[—@} (3.24)
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n=1000
Sn

1.5

1.0

0.5

(b)

Figura 3.4 - (a) Movimento Browniano sendo representado por um random walk normalizado,
com 1000 passos. Observe a auséncia de passos abruptos presentes no random walk da Figura

3.3. (b) O movimento Browniano de um conjunto de 10 particulas, agora com 2000 passos.

normalizada pelos valores de média e variancia do random walk, Eq. (3.21) e Eq. (3.22):

B 1 3 (x—vt)’
c(x,t) _—\/ﬂ\/z_l)t exp[ 3D } (3.25)
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onde, v= /At e D=0c"/2At, e admitindo que as particulas sdo langadas ao mesmo tempo e

ndo afetam umas as outras, podendo-se substituir a localizacdo de particulas pela
concentracdo (Bhattacharya e Gupta, 1990). A Equacdo (3.25) mostra que o movimento

Browniano representa uma difusdo de particulas que se espalham em proporgio a /.

Sabe-se que a média e varidncia sao medidas da varidvel aleatéria X que na verdade
representam uma distancia Ax andada em cada passo. Com isso, observa-se equivaléncia

entre as unidades dos coeficientes v e Dy, como mostrados no item 3.1.1, Equagao (3.14).

A Figura 3.6 exemplifica a aproximacao feita pelo teorema do limite central e a Figura 3.6
mostra a funcdo de densidade de probabilidade, Equagdo (3.25). Foi calculado utilizado o
algoritmo BROWN (Apéndice A), um random walk com 2000 passos, € em seguida montado
um histograma com a posi¢do final apresentada quando recalculado o mesmo random walk

10000 vezes, resultando em uma distribui¢ao normal.

c(x.t)
05

04

Figura 3.5 - Histograma da posigdo final S, de 10000 repeticdes de um random walk

normalizado para 2000 passos. Mostra-se a validade da aproximag¢do a uma distribui¢ao

normal padrao feita pelo teorema do limite central.
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c(x.,t)

0013 \=100s

0010

t=200s

0,606 —1=400s
0.004

0.002

—— e

—150 —-100 =50 50 100 150 *

Figura 3.6 - Funcao de densidade normal correspondente ao movimento Browniano, Equacao

(3.25),com v=0e D :sz/s.

Logo, comparando as equacdes (3.17) e (3.25), observa-se que o movimento Browniano ¢ de
fato o modelo o qual particulas de contaminante regidas pela ADE estdo sujeitas. E mais
interessante ainda, ¢ o fato de que a solugdo deterministica de uma equagao diferencial parcial
(ADE) representa a mesma funcao de probabilidade de um processo aleatorio (movimento
Browniano). Mostrando que um comportamento altamente aleatério, cadtico, deixado se

passar um longo tempo, pode ser modelado por meios deterministicos (Schumer et al., 2009).

3.1.3 Caracteristicas do Modelo Classico

Para validagdo do teorema do limite central, base do movimento Browniano que a ADE esta
sujeita, a variavel aleatoria iid precisa ter variancia finita, o que restringe a distancia andada

em cada passo a nao ter grandes desvios do valor médio.

Uma particula que obedece ao processo descrito pelo movimento browniano e
consequentemente a ADE, ¢ dita estar sobre comportamento local ou Fickiano (Schumer et
al., 2009), onde as mesmas se deslocam, em um pequeno intervalo de tempo, de um ponto
para outro préximo, com o centro de massa da concentracdo de particulas dado pela
velocidade média de transporte x = x,, +v¢, ¢ espalhamento ao redor do centro de acordo com

o desvio padrio o =(2D,1)"*.
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Benson (2000) escreve que solutos que se movem dentro de aquiferos geralmente nao
possuem comportamento Fickiano, logo ndo podem ser descritos por uma equagao de segunda
ordem devido a grandes desvios em relagdo ao processo aleatorio descrito pelo movimento
Browniano. Dessa forma, para simular movimentagao maior, adota-se os parametros da ADE
como sendo aleatorios e correlacionados, o que gera um coeficiente efetivo de dispersao que ¢
local e dependente da escala. Tal solucao ¢ bastante util, pois possui solugao analitica, porém
assume que um modelo gaussiano ¢ valido para qualquer escala, o que ndo ¢ verdade, visto
que no calculo desta solugao ¢ usado um modelo Fickiano, ou local, apenas para uma pequena
escala. Assim, € interessante o desenvolvimento de um modelo ndo-local, onde a
movimentagdo de particulas possua variancia infinita, ¢ onde a ADE seja um caso especifico
deste modelo, assim como o movimento Browniano seja um caso especifico de um processo

aleatorio mais complexo.

3.2 O MODELO FRACIONARIO
3.2.1 O Teorema do Limite Central Generalizado e a Distribuicao Estavel

Como visto anteriormente, a soma de uma variavel aleatoria iid com distribuicdo normal e
variancia finita ird convergir, em termos de distribui¢do, a distribui¢do normal segundo o
teorema do limite central. Se agora, considerar-se uma variavel aleatéria iid que possua uma
distribuicao probabilistica com cauda longa (por exemplo, as distribuigdes de Cauchy, de
Lévy e de Pareto), na qual a cauda da funcdo de densidade de probabilidade apresenta
inclinacao maior que a da distribui¢do exponencial, aumenta-se a probabilidade de ocorrerem
valores mais distantes da média. Esse tipo de distribui¢des sdo caracterizadas por nao
possuirem alguns ou nenhum momento estatistico, o que gera uma varidvel com esse tipo de

distribuicao a ter variancia infinita. Ao se usar, por exemplo, a funcdo de densidade de
probabilidade f(x) da distribuigdo de Cauchy, a integral o :'ro (X, =)’ f(x)dx diverge,

mostrando que de fato, a mesma possui variancia infinita, invalidando o teorema do limite
central. Assim, para variaveis aleatorias com distribuicdes com cauda longa, que possuem

variancia infinita, necessita-se de outro teorema para avaliar sua convergéncia.

Gnedenko e Kolmogorov (1954) apresentam o teorema do limite central generalizado:
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X, +..+X, —on

o

yn

— S(e, 5,0,1) (3.26)

o qual descreve que a soma normalizada de varidveis aleatorias idd ira convergir, em termos

de distribui¢@o, a uma distribui¢do estavel padrao S(e, £,0,1), com parametros 6 =0 ¢ y=1

Uma distribuicao estavel (Nolan, 2009), também chamada de distribuicao a-estavel de Lévy, ¢

caracterizada por quarto parametros, o indice de estabilidade are (0,2], o parametro de
assimetria fe[—1,1], um pardmetro de localizagdo o€ ° (semelhante a média ) e um
parametro de escala > 0 (semelhante ao desvio padrdo ¢ ). Observa-se o uso de de y, ao
invés de y e o, justamente para diferenciacdo em relagdo a média e desvio padrio, pois a
média g de uma distribui¢do estavel s6 existe para & >1e o desvio padrao s6 ¢ finito para

o =2 ¢ diferente de o . Distribuigdes a-estaveis, ou estdveis, nao possuem fungao de
densidade de probabilidade que possa ser expressa de forma analitica em espaco real, a nao

ser em certos casos, € por isso, ¢ definida em termos de sua fungdo caracteristica @(u), a qual

¢ uma descricao em termos da transformada reversa de Fourier da fun¢ao de densidade de

probabilidade f(x) de uma varidvel aleatoria X , dada por:

d(u) = E(e™) = JZ ™ £ (x)dx (3.27)

A transformada de Fourier se relaciona com a fungao caracteristica de forma f (—u)=¢u). A

transformada de Fourier de uma fung¢do e a fungao original ¢ um par unico, o que garante que
a fungdo caracteristica defina a funcdo de densidade e vice-versa (Benson, 1998). Assim, a

fungdo caracteristica de uma distribuicao estavel ¢ dada por (Nolan, 2009):

B(u) = exp(—y” |u[* [1-if8 tan(%a) sgn(u)] +idu) (3.28)
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para ax #1,e:

mmzameﬂquﬂﬂggmmmgm+mm (3.29)

para =1 onde sgn ¢ a fun¢éo sinal:

-1, x<0
sgn(x)=1 0, x=0. (3.30)
I, x>0

Existe também uma segunda forma de funcdo caracteristica para as densidades a-estaveis
onde a fungdo ¢ continua em todos os parametros, porém esta ¢ mais simples e apenas
recomendada para analises numéricas (Nolan, 2009). As duas formas de representagdao se
tornam iguais apenas quando f=0 ¢ o termo imaginario desaparece, chamada assim de
distribui¢do estavel simétrica. A funcdo de densidade de probabilidade f(x) e a fungdo de
probabilidade acumulada F(x) da distribuicdo estavel tém propriedade refletiva, ou seja,
f(x|le, B,0,7)= f(—=x|ea,—B,0,y) e F(x|a,p,0,y)=1-F(—x|a,-f,0,y) . Nesta
dissertacdo sera usada a funcdo caracteristica expressa acima, que corresponde a
parametrizacdo com k =1de Nolan (2009), pelo seu comum uso e melhores propriedades

algébricas.

Como citado anteriormente, a distribuigdo estavel nao possui formulagao geral explicita para a

fungdo de densidade de probabilidade, a ndo ser trés casos. Quando x=1e f =0, resultando

na densidade da distribuicdo de Cauchy:

_1 14
ﬂﬂ—ﬂf+&_&z (3.31)
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quando o =1/2 ¢ S =1, resultando na densidade da distribuigao de Lévy:

2(x 5)
f(x)= \/7 57" (3.32)

para x >0 . Ambas com pardmetros de localizagdo e escala d ¢ y respectivamente.

Finalmente, quando =2, o parametro £ ndo tem influencia ¢ a fung@o resultante ¢é a
densidade da distribui¢do normal, Eq. (3.24), com média = ¢ variancia o> =2y°. Com

1sso, pode-se perceber que as trés distribuigcdes resultantes sdo casos especificos de uma
distribuicao mais geral, a distribuicao estavel, e consequentemente, que o teorema classico do

limite central ¢ de fato, também, um caso especifico do teorema generalizado, para o =2.

Devido a impossibilidade de se expressar a funcdo de densidade de probabilidade geral da
distribuicao estavel no espago real, varios autores apresentam aproximacgdes numéricas da

transformada inversa de Fourier de sua fungdo caracteristica ¢(u) apresentada acima.

McCulloch (1996) e Nolan (2009) apresentam a solugdao através de integragdo numérica,
Feller (1966) apresenta solugao em forma de uma expansao em série. Nesta dissertagao sera
usada a solucdo numérica ja contida dentro da fungdo StableDistribution do software
Mathematica ®, onde o algoritmo ESTAVEL (Apéndice A) foi desenvolvido. A Figura 3.7
apresenta a fun¢ao de densidade de probabilidade da distribuicdo estavel, e a Figura 3.8

apresenta a funcao de probabilidade acumulada da distribuicao estavel.
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a=2 a=I —

1074 (Normal) (Cauchy)

10-5.

15 20 30 50 70 100 150 2007
(b)

Figura 3.7 - A Distribui¢do estavel calculada através do algoritmo ESTAVEL (Apéndice A).
(a) Funcdo de densidade de probabilidade com S =0,0=0,y=1. (b) Funcdo de densidade de
probabilidade com =0, 6 =0,y =1 plotada em escala logaritmica, observa-se o carater de

cauda longa quando < 2.
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f(x)
0.7

(b)

Figura 3.8 — (a) Fun¢do de densidade de probabilidade com a=0.5, § =0,y =1. (b) Fungdo

de distribui¢do acumulada da distribui¢do estavel com f=0e¢ 6=0,y=1.

Aplica-se entdo o teorema do limite central generalizado, Equacao (3.26), a um random walk

onde cada passo, ou varidvel aleatoria iid X, segue uma distribui¢do estavel, e com isso tem-

se que o processo ira convergir a um novo tipo de movimento aleatério chamado de Lévy
Flight, ou Lévy Walk, ou Voo de Lévy (Benson, 1998; Benson, 2001; Schumer et al., 2009).
Assim, da mesma forma que um random walk converge ao movimento Browniano segundo o
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teorema do limite central, um random walk convergira ao Voo de Lévy segundo o teorema do

limite central generalizado.

O algoritmo LEVY (Apéndice A) foi desenvolvido para simular o Voo de Lévy a partir de
um random walk com distribui¢do de cauda longa, especificamente com a distribuigdo de
Cauchy. A Figura 3.9 apresenta o voo de Lévy, calculado com o algoritmo LEVY (Apéndice

A), para uma Unica particula e para um conjunto de cinco particulas.

n=2000

t
20 40 60 80 100

—-10 j

(@)
n=2000

-0.5

(b)

Figura 3.9 — (a) O Voo de Lévy como o resultado de um random walk normalizado com a

probabilidade da distancia andada em cada passo seguindo a distribui¢do de cauda longa de
Cauchy com 6 =0e y =1, para 2000 passos. (b) O mesmo processo para um conjunto de

cinco particulas.
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O voo de Lévy, nomeado ao matematico francés Paul Pierre Lévy, descreve um processo
aleatorio onde os passos andados a cada incremento sdo definidos segundo uma distribuicao
de cauda longa, a qual pode ser gerada a partir da distribuicdo estdvel. O andar ou o voo de
Lévy ¢ usado para representar transporte andmalo, como a movimentacdo dispersiva em
materiais desordenados e a super difusao em fluxos turbulentos. Um random walk com passos
seguindo uma distribuicdo de cauda longa, que corresponde ao voo de Lévy, possui um
aspecto de auto similaridade, onde uma serie de passos pequenos sao seguidos por passos
maiores, € com certo tempo, seguidos de passos maiores ainda (Figura 3.9) (Zumofen et al.,

1990).

Dessa forma, usa-se a fun¢dao de densidade de probabilidade da distribuicdo estavel com

parametros de localizagao e escala normalizados pelo teorema do limite central generalizado,
n n v - Vv ue n= - 3
on e y¥n respectivamente, define-se novamente que t/At e tem-se a concentracao de

particulas sujeitas ao Voo de Lévy em um dado x no tempo ¢:

c(x,t)= f(x| e, B,vt,%/Dt) (3.33)

onde, v=0/At e D=y" / At, e admite-se que as particulas sdo lancadas ao mesmo tempo e

ndo afetam umas as outras. Dessa forma, quando ov=2¢ £ =0, tem-se a distribuigdo estavel

normal, com média ¢ =¢ =vt e desvio padrdo o = y~/2 =+/2Dt correspondentes aos valores

encontrados pela derivagdo lagrangeana da ADE, Equagao (3.25). O que prova que o teorema
do limite central, o movimento Browniano e a distribuicdo normal sdo casos especificos do
teorema do limite central generalizado, do Voo de Lévy e da distribuigdo estavel

respectivamente.

A Figura 3.10, similarmente a Figura 3.6, calculada com o algoritmo LEVY (Apéndice A),
mostra o histograma da posi¢ao final de um random walk de uma variavel com distribuigdo de
Cauchy, com 2000 passos, calculado 10000 vezes, exemplificando o teorema do limite central

generalizado.

A Figura 3.11, calculada com o algoritmo LEVY (Apéndice A), exemplifica a fungdo de

densidade de probabilidade da distribuicdo estavel, que representa a probabilidade de
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localizagdao de uma particula sujeita ao voo de Lévy, resultante da aplicagao do teorema do

limite central generalizado, conforme a Equacao (3.33).

Uma particula que esta sujeita ao voo de Lévy, em comparacdo ao movimento Browniano,
tem algumas vantagens em termos de aproximagao ao processo fisico real. Devido ao fato da
distancia percorrida a cada incremento de tempo ter variancia infinita, isso significa que
grandes desvios da velocidade média de percolagdo possam ocorrer ocasionalmente. Outro
fato, ¢ que o transporte da particula ¢ regido por uma difusdao que se propaga em propor¢ao a
/%, onde quanto mais distante de 2 for o valor de ¢, maior sera o espalhamento da difusio
relacionada, podendo também ser assimétrica. Assim, diz-se que a particula tem
comportamento nao local ou nao-Fickiano, e esta sujeita a super-difusao ou difusao andmala

(Meerschaert et al., 2001; Schumer et al., 2009).

-5 0

wn

Figura 3.10 - Histograma da posi¢do final S, , normalizada, de 1000 particulas com

distribuicao de Cauchy (cauda longa), cada walk com 2000 passos. Mostrando a validade da
aproximacao a uma distribuicao estavel (neste caso & =1, Cauchy) padrao feita pelo teorema

do limite central generalizado.
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Figura 3.11 - (a) Funcdo de densidade de probabilidade resultante do voo de Lévy, com v=0,
D=5 m“/ s, t=100s e [ =0(simétrica). Observa-se a igualdade entre o graficocom a=2e
o grafico de ¢ =100s da Figura 3.6. (b) Funcao de densidade de probabilidade com v=0,
D=5m"/s, t=100se ar=1.8.

O modelo de transporte de contaminantes fundamentado na ADE prediz curvas de chegada
com formato sigmoidal ideal que nao ¢ encontrado em resultados experimentais, Benson

(1998), Pachepsky et al. (2000) e Schumer et al. (2009) enumeram varias publicagdes onde
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essa caracteristica € notada. Nos resultados experimentais em questdo, ¢ observado inclinagao
de cauda nas curvas de chegada que ¢ diferente da ideal simulada pela ADE. A Figura 3.7(b)
mostra que a distribuicdo estavel, de acordo com o pardmetro « , possui varias inclinagdes de
cauda. Logo, um modelo que generalize a distribui¢do normal caracteristica da ADE em uma
distribuicao estavel, possibilita simular de forma mais precisa curvas experimentais com

inclina¢des diversas, encontradas em laboratorio.

Como mostrado, a generalizacdo do teorema do limite central gera um tipo de movimento
aleatorio mais geral, chamado de voo de Lévy, que tem como funcdo probabilistica de
localizagdo a distribui¢ao estavel. Assim, torna-se interessante a formulagdo de um modelo
matematico de transporte de contaminantes que agregue essas noc¢oes generalizadas. A base

para a construgao de tal modelo mais geral € o calculo fracionario.

3.2.2 Calculo Fracionario

O calculo fracionario foi inicialmente discutido quando Gottfried Leibniz inventa a notagdo de

derivagao d" y/ dx" em 1865, onde o matematico francés 1'Hopital pergunta o que seria se n
fosse 1/2, Leibniz admite que a pergunta ¢ um paradoxo do qual futuramente conclusdes tteis

serdo tiradas. Mais tarde estudado por matematicos como Euler, Lagrange, Lacroix, Fourier,
Abel, Heaviside, Liouville, Riemann e outros, todos com contribui¢des, porém diferentes
defini¢des. Somente em 1869 no trabalho de Sonin aparece o que hoje ¢ chamada a defini¢ao
de Riemann-Liouville. O calculo fracionario se preocupa com as derivadas e integrais de
ordem racional e ndo apenas com as de ordem inteira. A matematica do calculo fracionario ¢
uma extensao do calculo comum. Durante muito tempo se pensava ser uma ferramenta
matematica com aplicacdo limitada, porém, atualmente estd sendo usada em muitos campos
da engenharia, como fluxo, redes elétricas, teoria eletromagnética, probabilidade e estatistica

(Miller & Ross, 1993).

A derivada peN de uma fungio d”g(x)/dx” ¢ aproximada pela derivada de Griinwald—
Letnikov (Podlubny, 1999):

d78(n) _ hmii[p ](—l)”g(x—rh) (3-34)
r

dx? I P

36



]
onde, pl__ P ¢ o coeficiente binomial.
r| ri(p—r)!

Assim, a primeira derivada da fungdo g(x), parap=1, é [g(x)—g(x—h)]/h. A defini¢do de

Griinwald-Letnikov pode ser modificada para um indice real ox e R :

dg(x) _ 1§ (a

dx” h=0 p% S\ p

j(—l)"g(x—rh) (3.35)

a
onde, = Ha+l) ¢ o coeficiente binomial fracionario, e I' ¢ a funcdo gama
r | Tr+DI(a—r+1)

dada por:

I'(n)= J‘t”*le*’dt para n>0eR (3.36)
0

E facil de ver que a Equagdo (3.34) é um caso particular da Equagdo (3.35) quando & é um
numero inteiro. E a mais importante caracteristica desta defini¢do ¢ que fica claro que o
operador fraciondrio ¢ uma fun¢do ndo local (Figura 3.13), ou seja, depende do
comportamento da fungdo como um todo, diferente da derivada comum que leva em
consideragdo apenas o intervalo onde se estd avaliando a derivada. Pode-se provar essa

caracteristica da seguinte forma (Schumer et al., 2001):

O peso w, que a derivada de Griinwald—Letnikov d4 a cada ponto i distante (x —rh)é:

W = INa+1)
T TE+D)N(a—i+])

(3.37)
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Assim, a derivada fracionaria leva em consideragao a fungao como um todo, adotando menor
peso em pontos mais afastados, e a relevancia desses pontos mais distantes decresce mais

rapidamente para derivadas de ordem maior (Figura 3.12). Derivadas de ordem p inteira s6

consideram p +1 pontos distantes.

Cauchy generalizou a integracdo multipla em seu operador /" para n integrais iteradas:

1

I"g(x)= fae—0" g (3.38)

(n—=1)!

para neN.

wi

0.1

0.001

102

20 50 100 200 500

Figura 3.12 - O grafico Log-Log do peso adotado pela derivada de Griinwald-Letnikov a cada

ponto i.
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g(x) g(x)
A

>X >X

Figura 3.13 - A derivada comum ¢ uma fung¢ao local e a derivada fracionaria ¢ uma fungao

ndo-local.

Porém, a varidvel inteira n pode ser estendida para englobar valores racionais pela integral de

Riemann-Liouville (Miller & Ross, 1993):

A7g(x)=,D; QZT) J (x=)"g($)dd (3.39)

onde, g€ C¢é a ordem de integra¢do, a e x sdo os limites de integragdo. Sabe-se que a
integral de uma fungédo ¢ também a derivada inversa da mesma fungao j g(x)=d 'g(x)/dx",

o que define também a derivada fracionaria de Riemann-Liouvile:

D Yg(x )_T)J(’C O™ g(§)d¢ (3.40)

para R(g)>0. Para o célculo da derivada fracionaria com indice real positivo, deriva-se a

fun¢do para uma ordem inteira maior que ordem racional desejada e deriva-se novamente para

ordem igual a diferenca. Sabendo que, de forma igual a derivacdo comum, a derivada

fracionaria de DD’ = D**”, tem-se (Miller & Ross, 1993):
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m X

. J(x— " g($Hdg (3.41)

1
Dig(x)=D"D!"g(x)=———
Diglx) . 8(x) Fm—q) dr

onde, m—1< g <m € o menor inteiro maior que ¢g. A derivada de ordem inteira ¢ um caso

particular desta defini¢dao, conforme o exemplo de derivacao de primeira ordem da fungao

quadratica:

1 i

Dy (x >=F(2_I)E£<x—§) TNEdE =2x (3.42)

com a =0. O limite inferior de integracdo a deve ser especificado, pois diferentes fungdes

variam de acordo com o limite, exemplo a fung¢do exponencial:

%(bx) = D (exp(bx)) = jexp(bx)dx _ exp(bx) ; exp(ba) _, eXp}Eb D _ 0= a=—o0(3.43)

Assim, quando o limite inferior ¢ menos infinito, o subscrito a € substituido apenas pela
diregdo de integragdo, _ D! =D’ (Benson, 1998). Dessa forma, pode-se também integrar a

fun¢do pela outra direcdo, o que da origem ao operador de integracdao fracionario de Weyl

(Miller & Ross, 1993):

D)= ﬁ [x+ O g(0)dg (3.44)

ou, o operador de derivagdo (Samko et al., 1993):
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(1)

it (ST U (9111 (3.45)

Dlg(x)=Dlg(x)=

A derivada fracionaria de Riemann-Liouville acarreta condi¢des iniciais que, apesar de serem
resolvidas matematicamente, ndo oferecem muita interpretacao fisica das mesmas. Caputo em

1967 define um operador fraciondrio que de certa forma soluciona o conflito acima

(Podlubny, 1999):

a — x g( ) F( ) _‘!' ( ;/)q+l—m ’ ;’m év ( )

O calculo fracionario pode ser entendido como uma extensao do calculo comum (Schumer et
al., 2001), e as derivadas fracionarias como derivadas intermediarias (Figura 3.14).
Defini¢des, propriedades e comentarios completos sobre o calculo fraciondrio sdo encontrados
em Miller & Ross, 1993; Podlubny, 1999; e Samko et al. 1993. Para o objetivo deste trabalho,

¢ importante a transformada de Fourier da derivada fracionaria (Samko et al., 1993):

F[D!g(x)]= (tik)* g(k) (3.47)

onde:

(k) =|K|" exp[iiq%sgn(k)] (3.48)
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Figura 3.14 - As derivadas de ordem inteira zero e primeira, e as derivadas de ordem

fracionaria 0,2; 0,4; 0,6 e 0,8 da fun¢ao quadratica.

A derivagao com indice real possui uma caracteristica muito interessante ao modelo de
transporte de contaminantes. A derivada de ordem inteira da fungdo quadratica g(x)=x" ¢é

dada pela Figura 3.15:

g(x) a(x) g(x)
3 3 3 D*(x*)=2

2

Figura 3.15 - Derivadas de ordem inteira da fun¢do quadratica.

Sabe-se que a derivacdo ¢ uma medida da curvatura de uma fun¢do. Assim, a Figura 3.15
mostra que apods a segunda derivacao da fung¢do quadratica todo a informagdo sobre curvatura

da fun¢ao, ou como os valores da fungdo aumentam ou diminuem ao longo da escala, ficam
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representados por uma constante. Se agora a fungdo for g(x)=x>>, suas derivadas sdo dadas

pela Figura 3.16.

2(x) g(x)

=

) = 30989 203

—_—

Figura 3.16 - Derivadas de ordem inteira da fungdo g(x)=x>*.

A Figura 3.16 mostra que a derivagdo comum da fun¢do acima resulta em uma funcao de x,
de forma que a informagdo sobre a curvatura de g(x) tem que ser definida a cada ponto. Se

agora for usada a derivada fracionaria de g(x), conforme a Figura 3.17.

D> (x**) = 2.7685

W = un
w = o 0%

—
2

Figura 3.17 - Derivadas de ordem real 1,33 ¢ 2,33 da fungdo g(x)=x"*.

Assim, pode-se observar que a derivagdo fraciondria com ordem real correta faz com que, da
mesma forma que no caso da funcao quadratica, toda a informacao sobre o comportamento da

funcdo ao longo da escala fique armazenada em uma constante.

A caracteristica mostrada acima ¢ bastante util ao modelo de transporte de contaminantes,

pois sabe-se que a utilizagdo de um modelo fundamentado na ADE acarreta um coeficiente de
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dispersdo hidrodindmica nao constante, que aumenta com a profundidade. Pachepsky et al.
(2000) apresenta varias publicagdes onde a dependéncia do coeficiente de dispersdao com a
escala ¢ observada. Esta dependéncia ¢ causada pelo fato de que a derivada de segunda ordem
que a ADE utiliza, como exemplificado nas figuras acima, ndo ¢ apropriada para meios
heterogéneos e o resultado ¢ uma concentracdo que nao ¢ constante ao longa da escala, para
contornar tal erro adota-se um coeficiente de dispersao, ou mais especificamente um
coeficiente de dispersividade, que aumenta de acordo com profundidade. J& um modelo
fundamentado no calculo fraciondrio tem um coeficiente de dispersao que ¢ proporcional ao
indice &, e a escolha correta do indice de derivacdo, resulta em uma concentragdo invariante
a escala, que por vez torna desnecessaria a variancia do coeficiente de dispersdo, pois o

comportamento da fun¢do ao longo da profundidade ja esta bem definido na solugao.

Apesar de teoricamente o modelo fracionario possuir coeficiente de dispersdo invariante a
escala, ajustes a dados experimentais obtidos para diferentes profundidades de um mesmo
solo, tanto para o modelo fracionario quanto para o modelo cldssico, s3o mostrados nos
trabalhos de Pachepsky et al. (2000) e Huang et al. (2005). Os autores apresentam um
coeficiente dispersivo fraciondrio com dependéncia da escala, porém, com variancia ordens de
grandeza menor que a do coeficiente dispersivo do modelo cléssico. Ja a velocidade média de
percolagdo, para ambos os modelos, e o indice de derivacdo ¢ apresentam estatisticamente

insignificante variagoes.

Benson et al. (2000) resume na Figura 3.18 o pardgrafo acima. A Figura mostra que a ADE se
fundamenta em uma homogeneidade local, onde para certa escala o meio ¢ considerado
homogéneo e o modelo ¢ valido, porém, com o aumento da escala, percebe-se que a suposicao
de homogeneidade nao ¢ mais valida, entdo, para correcdo da suposi¢cdo adotada, usa-se um
coeficiente de dispersdo que ¢ fungdo da escala, resultando em uma fungdo tipo escada.
Porém, se o meio for analisado como possuindo heterogeneidade continua, e uma derivacao
fraciondria for adotada, resulta-se em uma fungdo com coeficientes constantes para toda

escala.
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Figura 3.18 - Ilustracdo da definicdo de divergéncia de fluxo de soluto em diferentes escalas.
Linha so6lidas representam a suposi¢ao de homogeneidade local e divergéncia de ordem inteira
multi-escalar. Linhas pontilhas representam a suposicao de heterogeneidade continua e a

resultante divergéncia de ordem fracionaria (Benson et al., 2000).

3.2.3 Derivacao da FADE (Fractional Advection-Dispersion Equation)

Como mostrado, a utilizacao do calculo fracionario leva a uma melhor descri¢do do transporte
de particulas, contaminantes, por um meio poroso heterogéneo. Assim, a derivacdo do novo
modelo fundamentado no calculo fraciondrio parte da definicdo de uma nova Lei de Fick
fraciondria (Paradisi et al., 2001; Schumer et al., 2001). Adota-se o mesmo modelo de
diferencas finitas para representar a difusdo de particulas entre duas células representativas

(Figura 3.2), usado para a derivagao da Lei de Fick, onde o fluxo por area ¢ dado por:
F= 1Ax [c(x,t)—c(x+Ax,1)] (3.49)
2 At

Aplica-se agora a serie de Taylor generalizada para o célculo fracionario (Osler,1971; Odibat

& Shawagfteh, 2007):

c(x+Ax,t)= iD:qc(x, 2 [%] =000+ Dl ) I'(g+1)

+o(AxY)  (3.50)
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onde, 0 < g <1, D! ¢ aderivada fracionaria de Caputo, Equagio (3.46).

Quando ¢ =1, voltam-se as derivadas de ordem inteira € a fun¢do gama se iguala a fungdo
fatorial, I'(n+1) =n!, retomando a série de Taylor conhecida com derivadas de indice inteiro.

Assim, substituindo a Equagao (3.50) na Equacao (3.49):

q

1 Ax g
F—5E[c(x,t)—c(x,t)—Dac(x,t) F(q+l)] (3.51)

1 A
F——EmDaC(x,t) (352)

onde, define-se g+1=a, e o termo Ax*/2AT(x) representa o coeficiente de dispersio

hidrodinamica fracionéario Dj;, com unidade [L* / T'] dependente da ordem fracionaria.

Desta maneira, o fluxo advectivo-dispersivo na dire¢do x que contém a Lei de Fick
fracionaria tem forma F_=nv c—nD;D!c. Substituindo na mesma Lei de conservagdo de

massa, Equacdo (3.4), e considerando a porosidade n constante, tem-se a FADE (fractional

advection-dispersion equation) em uma dimensao:

%(nvxc—anD;’c) = —n% (3.53)
0C yrwn OC
v+ DiD* e = = (3.54)
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dc ¢  uru
E:—vg+DHDac (3.55)

onde, DZ ¢ o operador fracionario com indice de derivagdo 1< <2.

A derivacao da FADE também pode ser com a Lei de Fick classica e uma Lei de conservacao
de massa fracionaria (ver Meerschaert et al., 2006), ou através da mecanica estatistica com
uma equacdo de Fokker-Planck fracionaria (ver Meerschaert et al., 1999; Benson, 1998;
Chaves, 1998). Benson, 1998, em sua derivacdo, encontra a FADE em um interessante

formato:

dc dc 1 P | o e
E:—va+E(l+ﬂ)DHD+c+5(l—ﬁ)DHD_c (3.56)

onde, 1< <2 ¢ o indice de derivagdo, —1< <1 ¢ o pardmetro de assimetria. Assim, para
um o =2 tem-se a ADE classica para um meio perfeitamente homogéneo, e para & <2 tem-
se a FADE, que representa um meio com crescente heterogeneidade a medida que ¢ diminui.
O parametro de assimetria £ indica o peso atribuido em cada derivada, que representa uma
maior quantidade de particulas se movendo com velocidades maiores que a média v, para

B =-1,epara =1, uma maior quantidade de particulas se movendo a velocidades menores
que a média v. O coeficiente Dj, possui unidade [L” / T'], que como mostrado na se¢ao sobre

o célculo fraciondrio, o efeito da escala fica representado pelo indice ¢, resultando em um
modelo com melhor predigdo de concentragdo quando se aumenta a escala, ou profundidade

de solo estudada.

Vale a pena comentar que apesar da homogeneidade ser uma caracteristica dependente da
escala de observagdo, ou seja, para um observador longe o suficiente um meio heterogéneo ¢
considerado homogéneo, com o aumento da escala, uma particula que percorre um meio
heterogéneo ¢ sujeita a uma maior variancia de velocidade devido a maior variancia do

tamanho dos vazios do solo, assim, quando se fala que a FADE consegue simular com mais
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precisao meios heterogéneos, entende-se a maior variagdo do campo de velocidade devido a

heterogeneidade do meio.

Da forma similar a ADE, A FADE, Equacao (3.56), ¢ resolvida para condigao inicial do tipo

pico, através de transformadas de Fourier (Benson, 1998). Lembra-se que

FID{g(x)] = (*ik)" &(x):

Z—f =—v(ik)¢+ % (1+ B) D4 (ik)“ ¢+ % (1-B)D% (—ik)* ¢ (3.57)

uma equacdo diferencial ordinaria com solugdo idéntica a Equacdo (3.15) com condicao

inicial ¢(x,0)=1 e condi¢do de contorno dc(Feo,)/dx =0:

Z—f = ¢[—v(ik)+ % (1+ B) Dy, (ik)* + %(l - B)Dy (—ik)*] (3.58)

dc o1 PO | PR

= =[-v(ik)+ 5 (1+ B) Dy, (ik)* + 5 (1-B) Dy, (—ik)*1dt (3.59)
jdfé = j[—v(ik) + 1 (1+ B) Dy, (ik)* + 1 (1- B)D;, (—ik)*1dt (3.60)
1 C 2 2
Inc—Inl=[-v(ik)+ % (1+ B) Dy, (ik)* + % (1- 8Dy, (—ik)“ 1t (3.61)
¢ = exp[—v(ik)t + % (1+ B) Dy, (ik)“t + % (1-B) Dy, (—ik)*t] (3.62)
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Sabe-se que (+ik)” :|k|a exp[iia%sgn(k)] (Samko et al., 1993), exp(ix) = cos(x) +isen(x)

(féormula de Euler) e que a fung@o cosseno € par, cos(x) = cos(—x), tem-se:

¢ =exp{—v(ik)t+ 1 (1+B)D; |k|” exp[iatz sgn(k)]t +
1 2 2 (3.63)
+ B (1-B)D;; |k|a exp[—ia% sgn(k)]e}

& =expi—v(ik)t + %Dﬁ‘,z k" 11+ B) exp[ia%sgn(k)] +(1-p) exp[—ia%sgn(k)] (3.64)

¢ =exp{—v(ik)t +%D§t k| 2[cos(0(%) + i sen(a%sgn(k))} (3.65)
& = exp{—v(ik)t + cos(a%)DZt k| [1+ Bi - sgn(k) tan(a%)]} (3.66)
¢ =exp{=Dj tlk|" [1+ip tan(%a) sgn(k)]—ivtk} (3.67)

onde, DZ* =Dfl|cos(n'0(/ 2)|. Essa solu¢do ndo possui transformada inversa que possa ser

expressa analiticamente, porém, rescrevendo em forma de funcdo caracteristica g(—k) = @(k),

ou seja, substituindo k& por —k , chega-se na funcdo de densidade de uma distribuicao estavel,
Equagdo (3.28), com parametro de localizagdo & =vt e pardmetro de escala }/z«“/DI‘j*t, e

quando & =2 recupera-se a solu¢do mostrada para a ADE.
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A derivagdo da Equacao (3.67) mostra que, da mesma forma que o transporte de
contaminantes regido pela ADE esta sujeito a uma dispersao de solutos que se da conforme o
movimento Browniano, o transporte regido pela FADE tem dispersao de particulas conforme

0 voo de Lévy.

Ja para condicao inicial do tipo fonte continua:

c(x,0)=0
c(0,t)=c¢, (3.68)
c(o0,t)=0

A solugao da FADE, igualmente a soluc¢ao simplificada encontrada por Ogata & Banks (1961)

para a ADE, ¢ dada pela unidade menos a fun¢do de distribuigdo acumulada F(x) de uma

distribuicao estavel simétrica:

c(x,1) = ¢,[1- F(x| 0,0,v1,¢ D (|cos(met/2))1 )] (3.69)

onde, para & =2 tem-se a solugdo simplificada de Ogata & Banks (1961) para a ADE.

A solugdo para fonte continua da ADE por Ogata & Banks (1961), ¢ expressa em forma da

func¢ao erro:

c(x,1) —%Oll—erf(zx _Dwt ] (3.70)

onde, erf(z)= (2/ \/;)J.OZ exp(—t*)dt é a fungio erro.
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Benson (1998), para compatibilidade com a Equacao (3.70), expressa a solugdo da FADE,

Equagao (3.69), com a defini¢ao de uma nova fungao erro:
serf, (2)=2[ £ (x| @,0,0,1)dx (3.71)
0

onde, f(x|e,0,0,1) ¢ a densidade da distribui¢do estavel simétrica padrdo. A funcdo

serf, (z) relaciona-se com a fung@o erro da seguinte forma:

serf,(2z) =erf(z) (3.72)

Assim, a solu¢ao da FADE para fonte continua ¢ expressa por (Benson, 1998):

xX—vt
¢/ D (|cos(ma/2))t

c(x,t)= %0 1—serf,, (3.73)

A Figura 3.19 compara a fun¢do erro erf(z) e a fungdo erro fraciondria serf(z) para ¢ =1.5.

Observa-se principalmente a diferenga na inclinagao de cauda.
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serf(z),erf(z)
1.0 e

05f /

----- " —10f

Figura 3.19 — Fungdo erro erf'(z)(linha pontilhada) e fun¢do erro fracionaria serf, (z) com

o =1.5(linha sélida).

3.2.4 Modelo Reativo

Como visto anteriormente, durante o transporte de contaminante em meio poroso, reagoes
quimicas podem acontecer entre o soluto sendo transportado € o meio em questdo,
dependendo da reatividade do contaminante em relacdo as caracteristicas quimicas do meio.
Huang et al. (2005) estende a FADE para contaminantes reativos da mesma maneira que ¢

feito para a ADE.

Considera-se na equagdo da continuidade, —ndc/dt =divF , a adigdo de um termo que

representa as possiveis interagdes quimicas resultaram no retardo do processo de transporte

(Freeze & Cherry, 1979):

Jdc BA)
divF=—n——p, — 3.74
v "ot P ot (3.79)

onde, p, € o peso especifico seco do solo [M / Lle dS /Ot representa a variagdo temporal da

concentracdo da massa de soluto adsorvida por massa de solo. Assim, da mesma forma que na

Equagao (3.54), tem-se:
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—— v +DiDMe=—+5L — (3.75)

Considerando o caso mais simples de sor¢do, a isoterma linear, Equacao(2.6), segue que:

oS ac
—=K,— 3.76
or ‘ot (3.70)
substituindo na Equacao (3.75):
%, ipeprie=2[1: ek (3.77)
ox ot n

define-se o fator de retardo, R =(1+ p,K,/n), ¢ tem-se a FADE reativa dada por:

ac ,aC ’
—=—"—+D% D% 3.78
ot ox e (3.78)

onde, vV'=v/R ¢ DZ’ =D /R. Ou:

80 ,8c 1 a’ o 1 o’ na
E:—v§+E(l+ﬁ)DHD+c+5(l—ﬁ)DHD_c (3.79)

com solugdo para fonte continua:

53



c(x,)=c,[1-F(x| &,0,V1, ’{‘/ Dg’ (|c0s(7ra/ 2)|)t )] (3.80)
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CAPITULO 4

4 MATERIAIS E METODOLOGIA
4.1 MATERIAIS

Nesta pesquisa, utilizaram-se os dados dos ensaios laboratoriais feitos nas pesquisas de
Carvalho (2001) e de Nascentes (2003). A escolha destes materiais foi fundamentada na
dissertacdo de mestrado de Diaz-Sanchez (2011), na qual o autor analisa a utilizagdo do
modelo matematico de transporte de contaminantes classico, fundamentado na ADE, para a
simulacdo dos mesmos dados experimentais € com metodologia similar a proposta neste
trabalho. Assim, a adog¢ao dos trabalhos experimentais acima e a dissertacao de Diaz-Sanchez
(2011), serviram de ferramenta comparativa entre os modelos matematicos de transporte de

contaminantes estudados aqui.

Ambos os autores realizaram seus experimentos com solo lateritico, comumente encontrado
no Brasil. Carvalho (2001) utilizou dois blocos de amostras indeformadas de solo in-situ
extraidas de um antigo depoésito de lixo do Municipio de Vigosa, localizado na Zona da Mata
de Minas Gerais, sendo um bloco retirado a 3.0 m e outro a 7.0 m de profundidade, medidos a
partir da superficie do terreno até o centro de gravidade da amostra. Nascentes (2003) utilizou
um latossolo vermelho amarelo, extraido do aterro sanitario do municipio de Visconde do Rio

Branco-MG, compactado até atingir peso especifico de 15.63 kN / m’ , correspondente a 95%

do grau de compactagdo do Proctor Normal. Os dois locais estdo separados por uma distancia

de 20 a 25 km aproximadamente.

Os resultados dos ensaios laboratoriais de caracterizagdo dos solos estudados pelos autores

sdo apresentados nas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e na Figura 4.1.

Tabela 4.1 - Granulometria e limites de consisténcia ¢ a classificacao unificada dos solos.

Granulometria Limites de Consisténcia
Trabalho Prof. USCS | Argila(%) Silte(%) Areia(%) LL PL Pl
Carvalho (2001) 3m CH 54 10 36 65.8 31.5 34.3
Carvalho (2001) 7m CH 44 15 32 64 29.9 34
Nascentes (2003) - MH-CH 42 10 48 52 30 22
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Porcentagem que Passa (%)

$eco maximo (kg/ m3) e porosidade (natural\compactado)

Trabalho Prof. P, o) o . n
Carvalho(2001) 3m 2710 1153 - 0.58
Carvalho(2001) 7m 2700 1570 - 0.42

Nascentes(2003) - 2700 1560 1640 (0.43\0.39)

Tabela 4.3 - Umidade 6tima, Condutividade hidraulica (m/ dia), indice de vazios

(natural\compactado) e grau de saturacao.

Tabela 4.2 - Peso especifico natural (kg/ m’ ), peso especifico seco (kg/ m’ ), peso especifico

Trabalho Prof. w,,(%) k e S.(%)
Carvalho(2001) 3m - 8.05E-1 1.40 50.0
Carvalho(2001) 7m - 2.32E-1 00.72 75.5

Nascentes(2003) - 22.3 2.34E-4 (0.73\0.69) 83.2
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Figura 4.1 - Curva Granulométrica para os solos in-situ (3m) e in-situ (7m) de Carvalho

(2001), e o solo compactado de Nascentes (2003) (Diaz-Sanchez, 2011).
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Observa-se que os trés materiais apresentam distribuicdo de particulas com comportamento
bimodal, ja4 que as maiores frequéncias de particulas se concentram nos teores mais finos e
mais grossos. O material retido entre os tamanhos de 0.01 mm e 0.1 mm ¢ insignificante em
relagdo ao material retido nos extremos da curva granulométrica. E, finalmente, pode-se

também concluir que os solos estudados sao solos tropicais lateriticos.

Segundo Qasim & Chiang (1994), das diferentes espécies de metais pesados encontrados em
vertedores de lixiviagdo, os ions de Cu2+(Cobre), Zn2+(Zinco), Cd2+(Cédmio) e Pb2+(Chumbo)
sao classificados como os contaminantes prioritarios pela Environmental Protection Agency

(EPA) e sdo os metais mais comumente detectados no defltivio das aguas de chuvas.

Carvalho (2001) utilizou uma solugdo sintética contaminante de nitratos dos ions acima
citados, dissolvidos em agua deionizada. Nascentes (2003) fez uso de uma solucao sintética
contaminante com amostras de percolado coletadas no atual lixdo do Municipio de Visconde
de Rio Branco, com os ions de Qasim & Chiang (1994) e adicionou ions de Cr3+(Cr6mi0) e
Mn2+(Manganés), porém, os ions de Cr3+(Cr6mio), Cu2+(Cobre) e Pb2+(Chumbo) nao sao
analisados devido a niao deteccao dos mesmo nos efluentes dos ensaios. As concentragoes

especificas de cada autor sdo descritas na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Concentracdes utilizadas por Carvalho (2001) e Nascentes (2003).

Carvalho (2001) Nascentes (2003)
fons Concentragdo (mg/[) | Concentragdo (mg/I)
Cadmio (cd*) 20 1.6
Cobre(Cu*) 300 =
Chumbo(Pb?*) 200 -
Zinco(Zn*") 700 62
Manganés(Mn?*) - 36

Carvalho (2001) realizou ensaios de coluna com o objetivo de determinar os fatores de retardo
R e os coeficientes de dispersao dos ions dos metais ensaiados. Seguindo a metodologia
apresentada por Matos (1995), preparou 6 corpos de prova com o material coletado, as
amostra A1 a A3 para o solo coletado a 3 metros de profundidade e A4 a A6 para as amostras
com o solo coletado a 7 metros de profundidade, todos com 0.Im de altura e 0.52m de

diametro.
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Nascentes (2003), que fez ensaios no solo lateritico compactado, moldou quatro corpos de
prova com 0.05m de didmetro e 0.1m de altura, numerados CP1 a CP4, visando alcangar o
teor de umidade e peso especifico seco 6timo obtido no ramo seco na curva de compactacao
do ensaio Proctor Normal, com precisdo de 95%. A metodologia seguida por Nascentes

(2003) ¢ explicada de forma concisa na dissertacdo de Diaz-Sanchez (2011).

Por motivo de fuga do escopo proposto por esse trabalho, as metodologias adotadas por
Carvalho (2001) e Nascentes (2003) na realizacdo de seus ensaios de coluna, sdo apenas

citadas e nao profundamente descritas.

Carvalho (2001) e Nascentes (2003) ambos desprezaram os ensaios feitos nas amostra Al e
CP3, respectivamente, pois 0s mesmos apresentaram comportamento muito diferente aos das

demais amostras, possivelmente em fun¢do de uma amostragem indevida.

As curvas de chegada do tipo concentragdo relativa versus tempo, foram obtidas a partir das
curvas de chegada do tipo concentragdo relativa versus 77, onde 7 ¢ o parametro

adimensional que representa a razdo entre o volume de efluente coletado V,, ¢ o volume de

poros ¥, da amostra, de forma que o tempo a cada incremento ¢ dado por:

t=—= 4.1)

onde, v ¢ velocidade de percolacdo e L ¢ a altura da amostra.

Os resultados dos ensaios de coluna feitos por Carvalho (2001) e Nascentes (2003) sao
apresentados na Figura 4.3 e na Figura 4.3, em forma de curvas de chegada. Nas Tabelas 4.5,
4.6 e 4.7 sdao descritos os parametros experimentais encontrados e velocidade média de

percolacao para cada ensaio.

Finalmente, Carvalho (2001) conclui em seu trabalho que os fons de zinco (Zn™) e cadmio
(Cd™?) apresentam a maior mobilidade dentre os ensaiado, com a obten¢do de um fator de
retardo relativamente baixo, proximo de 2, o que indica baixa interacdo com o solo amostrado
e fazendo com que os mesmo se transportem mais rapidamente no solo. J& os ions de cobre

(Cu™?) e chumbo (Pb"?) apresentaram a menor mobilidade, com fatores de retardo em torno de
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3,5 e 5 respectivamente, que evidéncia uma maior interagao entre o contaminante € o solo

estudado, e faz com que o transporte desses ions seja mais lenta.
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Figura 4.3 - Curvas de chegada experimentais para o solo compactado (Nascentes, 2003),

amostras CP1, CP2 e CP4.
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Tabela 4.5 - Parametros de transporte encontrados por Nascentes (2003).

Nascentes (2003) Cadmio Zinco Manganés
Amostras  v(m/dia) | D, (mz/dia) R | D, (mz/dia) R | D, (mz/dia) R
CP1 0.2093 0.00024 36.0 0.0010 26.5 0.0014 19.5
CcP2 0.20736 0.00024 38.5 0.0006 27.5 0.0009 18.0
CP4 0.20304 0.00018 37.5 0.0006 26.0 0.0011 18.5
Média 0.20657 0.00022 37.3 0.0007 26.7 0.0011 18.7

Tabela 4.6 - Parametros de transporte encontrado por Carvalho (2001), para os ions de cadmio

e Cobre.
Carvalho (2001) Cadmio Cobre
Amostras  v(m/dia) | D, (mz/dia) R | D, (mz/dia) R
A2 (3m) 4.0608 0.0118 2 0.1668 4
A3 (3m) 4.9248 0.0702 2 0.1745 3.5
A4 (7m) 0.45792 0.2678 1.9 0.1693 3.5
A5 (7m) 0.37152 0.0014 1.9 0.0020 34
A6 (7m) 0.4147 0.0001 1.95 0.0023 2.5
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Tabela 4.7 - Parametros de transporte encontrado por Carvalho (2001), para os ions de

chumbo e zinco.

Carvalho (2001) Chumbo Zinco
Amostras  v(m/dia) | D, (mz/dia) R | D, (mz/dia) R
A2(3m)  4.0608 0.0382 5.5 0.0270 1.9
A3 (3m) 4.9248 0.0739 4.5 0.0486 1.8
A4 (7m)  0.45792 0.0511 5 0.4545 2.2
A5 (7m) 0.37152 0.0053 4.1 0.0079 1.7
A6 (7m) 0.4147 0.0040 4.5 0.0011 1.85

Nascentes (2003) conclui que os ions ensaiados, por ordem crescente de mobilidade, sdo
organizados: Manganés (Mn+2), zinco (Zn+2) e cadmio (Cd+2), o que corresponde com o
fator de retardo encontrado de 18, 26 e 37 respectivamente. Foi observada uma maior
inclinacao na curva de chegada do cddmio, devida ao menor coeficiente de dispersao obtido
para o ion, que provoca um pequeno aumento na concentragdo do soluto no efluente. A
concentracdo inicial tem grande influencia no fator de retardo, pois, quanto maior a
concentragdo, mais rapido o solo esgota sua capacidade de retenc¢ao de solutos, diminuindo o
retardo. Ao analisar as curvas de chegada dos ions de manganés (Mn+2) e zinco (Zn+2),
observou-se a ocorréncia de dessor¢ao, visto que nao houve variagdo na concentracao inicial
da solucdo afluente, que causou a concentragdo relativa a alcancar valores maiores que 1, o
autor explica que este fendmeno pode ser consequéncia do incremento no tempo de
estabilizacao, que leva a substancia contaminante a permanecer mais tempo em contato com

as particulas sélidas do solo.

Diaz-Sanchez (2011) aponta que a grande diferenca entre fatores de retardo obtidos por
Carvalho (2001) e Nascentes (2003), se deve ao processo de compactagdo, que ao modificar a
macro € a micro estrutura do solo, diminuir a porosidade e aumentar o peso especifico,
restringe o caminho percorrido pelo contaminante nos poros do solo, que se traduz no

aumento do fator de retardo.
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4.2 METODOLOGIA
4.2.1 Calibracao do Modelo

Com o modelo matematico fundamentado no calculo fracionario definido no Capitulo 3,
parte-se para a programacao da solug¢ao analitica unidimensional do modelo. Para esta etapa
foi escolhido o software mateméatico Wolfram Mathematica®, no qual o calculo da solucao da
FADE tanto para fonte pontual, Equacao (3.67), quanto para fonte continua, Equacao (3.69), ¢
resolvida diretamente pela fungdo StableDistribution prépria do software, que ja calcula
numericamente a transformada inversa de Fourier da funcdo caracteristica da distribuicao
estavel, pois como visto no capitulo 3, a distribui¢do estavel ndo possui expressdo analitica

(Figura 4.4).

Para aplicagdo e verificagdo do modelo de transporte de contaminantes fundamentado na
FADE, utilizaram-se os resultados das pesquisas descritas no item anterior sobre materiais,
em especial as curvas de chegada dos ensaios de coluna realizados pelos autores ja descritos.
Dessa forma, ¢ necessario realizar o ajuste dos dados experimentais a solugdo analitica do
modelo matematico, onde se ird obter os parametros calibrados do modelo que ajustam as

curvas de chegada calculadas com as de laboratorio, chamado de calibragao do modelo.

Bear & Cheng (2010) recomendam utilizar o método da Minimizacdo por Minimos

Quadrados:

E= . [(c/co)m _(C/Co)cT (4.2)

que, consiste em minimizar o erro expresso pelo quadrado da soma das diferengas entre uma
amostra de valores reais ¢ de valores estimados, neste caso, a concentracdo relativa

experimental e a concentracdo relativa calculada teoricamente respectivamente.

Assim, foi utilizado para o ajuste das curvas experimentais o método dos Minimos

Quadrados. Com o conhecimento da velocidade média de percolacdao, v, para cada ensaio, a

utilizacdo de diferentes valores para os parametros Dj;, Re & para o modelo fracionario e

D,, ¢ R para o modelo classico, resulta em diferentes valores de concentragdo relativa
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calculada, que se aproximam da concentracdo relativa experimental com certo erro,
representado pelo quadrado da diferenga entre as concentragdes relativas, o que resulta em um

processo iterativo de tentativas para alcangar a maior diminuigdo do erro.
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Figura 4.4 — Exemplo de solu¢cdo da FADE para (a) fonte pontual e para (b) fonte continua,

calculada no software Wolfram Mathematica ® com a func¢ao StableDistribution. Ambas as

solugdes para valores de v=0,8m/s, Df =0,07 m” / s e a=1,8(Valores aleatorios).

Para a determinagdo dos parametros calibrados do modelo, seguindo a metodologia descrita
no paragrafo acima, foi programado o algoritmo CALIBRACAO (Apéndice A), desenvolvido
no software Wolfram Mathematica ®, que otimiza os parametros, tanto para o modelo

fracionario quanto para o modelo classico, dentro de suas restricdes (1< <2, R>1 ¢
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D7, D, >0) e minimiza o erro, através de varios métodos de minimizagdo global contidos na

funcdo NMinimize, propria do software escolhido. Vale a pena comentar que devido a
dificuldade de se separar experimentalmente os mecanismos de dispersdo mecanica e difusao

molecular, e com objetivo de continuar a metodologia empregada nas bibliografias
pesquisadas, adotou-se o coeficiente de dispersdo hidrodindmica D, como o pardmetro de

dispersdo geral, que inclui a dispersao mecanica e a difusdo molecular.

Apesar da solu¢do da FADE, Equagdo (3.69), para & =2 ser a soluc¢do simplificada de Ogata
& Banks (1961), para o processo de calibracio do modelo classico usou-se a solucao

completa de Ogata & Banks (1961) para melhor comparacgao.

Para a calibracdo com os dados de Nascentes (2003), agrupou-se os pontos experimentais,
para cada metal utilizado, dos trés corpos de prova ensaiados, usando-se o valor médio de
velocidade de percolagdo referente aos trés corpos de prova, gerando um conjunto com trés

curvas de chegada, e trés velocidades médias de percolacao correspondentes.

Para os dados de Carvalho (2001), utilizaram-se os valores de velocidade de percolacdao de
cada uma das cinco amostras (2 amostras para o solo retirado a 3m e 3 amostras para o solo
retirado a 7m), para cada metal ensaiado, gerando um conjunto com vinte curvas de chegada,

e vinte velocidades médias de percolagdo correspondentes.

Calculou-se utilizando o modelo classico, o coeficiente de dispersao e o fator de retardo que
ajustam o conjunto de dados experimentais, e utilizando o modelo fracionario, calculou-se o
coeficiente de dispersao fracionario, o fator de retardo e o indice de derivacao que ajustam o

conjunto de dados experimentais.

4.2.2 Efeito da Escala

Para analisar o comportamento de cada modelo com o aumento da escala, se propos partir dos
valores médios de parametros ajustados pela calibragdo dos dois modelos analisados (classico
e fracionario, item 4.2.1), os quais foram obtidos com 0,1m de coluna de solo (altura padrao
do ensaio de coluna), e simular as curvas de chegada, de concentracao relativa ao longo do
tempo, para profundidades de 0,5m e 1m, maiores que os iniciais 10 centimetros ensaiados.
Assim, deve-se observar o comportamento de cada modelo, quando o mesmo ¢ usado para

calcular curvas de chegada com distancias maiores as quais o mesmo foi ajustado, e analisar a
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consequéncia do uso de um modelo ou outro. Com o objetivo de calcular tal simulagao,

desenvolveu-se o algoritmo ESCALA (Apéndice A) no software Wolfram Mathematica®.

Em relagdo aos valores dos parametros utilizados nesta simulagdo, para os dados de Carvalho
(2001), usou-se a média dos valores ja calibrados das 5 amostras de solo para os metais de
cobre, chumbo e zinco (todos obtidos a profundidade de 0,1m), e para o metal cadmio, devido
a alta variagdo dos resultados obtidos, adotou-se apenas a amostra A2 como representante

desde metal, resultando em um conjunto com quatro diferentes valores de parametros.

Ja para Nascentes (2003), onde os parametros ajustados sdo referentes ao valor médio das
amostras para cada metal, usou-se o conjunto de trés diferentes valores ajustados de

parametros, um para cada metal ensaiado.

4.2.3 Capacidade de Simula¢ao do Modelo Classico

Com o objetivo de analisar a capacidade do modelo classico em reproduzir os resultados
encontrados com o modelo fracionario, Pachepsky et al. (2000) sugerem ajustar o modelo

fundamentado na ADE a curvas de chegadas calculadas com a FADE.

Assim, se propds criar curvas de chegada para as profundidades de 0,1 (profundidade para a
qual os parametros foram ajustados), 0,4, 0,9 e 1,6 metros, usando o modelo fracionario, com
os valores dos pardmetros de transporte (&, Dj,,v e R) calibrados com os dados experimentais
de Carvalho (2001), especificamente as amostras de cobre (amostra A2 e A4) e zinco
(amostra A3), escolhidas de acordo com o indice de derivagdo, e calibrar o modelo cléssico,
com o mesmo método dos minimos quadrados (item 4.2.1), para tais curvas de chegada
calculadas com a FADE. Dessa forma, pretende-se analisar a capacidade da ADE em ajustar,

ou reproduzir as curvas de chegada calculadas com a FADE para diferentes profundidades.

Nesta metodologia foi desenvolvido o algoritmo CAP ADE (Apéndice A) no software

Wolfram Mathematica® para calcular a simulagdo proposta.

4.2.4 Analise Probabilistica de Sensibilidade

Em problemas de engenharia civil, principalmente na geotecnia, ¢ necessaria a utilizagdo de

métodos probabilisticos para analisar a resposta do problema com a variagao dos parametros
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do modelo, comumente encontrada quando se trata de casos reais, 0 que gera incerteza em
relagdo aos valores de entrada adotados na simulacao do modelo. Métodos probabilisticos sao

aqueles que permitem a avaliacdo da distribuicdo de probabilidade de uma varidvel

dependente em funcdo do conhecimento das distribuicdes estatisticas das varidveis
independentes que geram a varidvel dependente (Assis et al., 2002). Uma andlise de
sensibilidade ¢ caracterizada por observar como cada parametro altera a solucao e estabelecer

o controle de cada parametro sobre o comportamento do fendmeno (Diaz-Sanchez, 2011).

Nesta dissertagdo usou-se o método probabilistico FOSM (First Order Second Moment). O
M¢étodo FOSM tem como base o truncamento da funcao de expansao da Série de Taylor. As
vantagens deste tipo de solucdo sdo céalculos matematicos simplificados € o conhecimento
apenas dos valores da média e desvio padrao das distribuigdes estatisticas das variaveis que

formam a funcao (Assis et al., 2002).

Para o conhecimento da fun¢do de probabilidade de uma fung¢do, considerando que a mesma
seja uma distribuicdo normal, necessita-se dos valores da média e variancia da funcdo em
questdo. No caso do transporte de contaminantes, a funcdo ou varidvel dependente ¢ a

concentragdo relativa, e as variaveis independentes sao os parametros do modelo fracionario,

o

7, a velocidade de

o indice de derivagdo &, o coeficiente de dispersdo fraciondrio D

percolacao v e o fator de retardo R. Assim, a média da concentragdo relativa ¢ calculada com
os valores médios dos parametros do modelo encontrados com o processo de calibragao. A

variancia € calculada pelo FOSM (Harr, 1987):

VAR[£]: A" [a; ]VAR(;(I.) 4.3)

onde, ¥, ¢ cada variavel independente da analise. Devido a concentragdo relativa ser fungdo

do espago x e do tempo ¢, a andlise sera feita para um valor fixo de x ao longo do tempo ¢.

Com a aplicagdo do FOSM ao modelo fracionario, tem-se o conhecimento da variagdo da
concentragdo relativa ao longo do tempo, ¢ de acordo com a Equagdo (4.3), a parcela de

contribuicdo de cada parametro do modelo, que representa a importancia de cada parametro
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para a solu¢do do modelo ao longo do tempo. Para esta metodologia foi desenvolvido o

algoritmo SENSIBILIDADE no software Wolfram Mathematica®.
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CAPITULO 5

5 RESULTADOS

5.1 CALIBRACAO DO MODELO
5.1.1 Apresentaciao dos Resultados

Em seguida apresentam-se os resultados do processo de calibracao, descrito no item 4.2.1. As
Figuras 5.1 a 5.6 apresentam as curvas de chegada ajustadas para os pontos experimentais de
Carvalho (2001) e Nascentes (2003). A Figura 5.1 representa os resultados de calibragdo com
a amostra A2 de Carvalho (2001), seguida das Figuras 5.2, 5.3, 5.4 ¢ 5.5, que representam o
resultado de calibracdo para as amostras A3, A4, A5 e A6 respectivamente. A Figura 5.6
representa o resultado de calibracdo para os pontos de Nascentes (2003). As curvas com
linhas sélida representam o modelo fracionario, e as curvas com linha pontilhada representam

o0 modelo classico.

As Tabelas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, descrevem os parametros do modelo fracionario, coeficiente de

dispersdo fracionario D}, fator de retardo R e indice de derivagdo o, os pardmetros do

modelo cléssico, coeficiente de dispersdo D, e fator de retardo R, ajustados aos dados

experimentais de Carvalho (2001), para os ions dos metais de cadmio, cobre, chumbo e zinco
respectivamente. A Tabela 5.5 descreve os mesmos parametros do modelo fracionario e
classico, ajustados para os pontos experimentais de Nascentes (2003). As Tabelas 5.1 a 5.5
também mostram o respectivo erro no ajuste encontrado pelo método dos minimos quadrados

(MMQ), quando usado os modelos fracionario e cléassico.
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Tabela 5.1 - Parametros dos modelos fracionario e classico, ajustados para os dados

experimentais de Carvalho (2001), metal cadmio, com o respectivo erro de ajuste do MMQ.

Carvalho (2001) — Cadmio

Parametros Modelo Fracionario

Parametros Modelo Classico

Amostra Prof. v(m/dia)

A2
A3
A4
A5
A6

3m
3m
7m
7m
7m

4.0608
4.9248
0.45792
0.37152
0.4147

D% ( ma/dia )
215.289
9.06
0.127
0.099
0.446

A

1.003
1.062
1.3
1.239
1.049

R

1.892
2.022
1.604
1.524
1.766

Erro

0.078
0.054
0.06
0.063
0.061

Dy( mz/dia )
0.041
0.092

0.01
0.003
0.001

R

2.138
2.233
1.975
1.704
1.817

Erro

0.326
0.159
0.093
0.09
0.087

Tabela 5.2 - Parametros dos modelos fracionario e classico, ajustados para os dados

experimentais de Carvalho (2001), metal cobre, com o respectivo erro de ajuste do MMQ.

Carvalho (2001) - Cobre

Parametros Modelo Fracionario

Parametros Modelo Classico

Amostra Prof. v(m/dia)

A2
A3
A4
A5
A6

3m
3m
7m
7m
7m

4.0608
4.9248
0.45792
0.37152
0.4147

D% ( ma/dia)
0.480
0.323
0.003
0.0026
0.002

a

1.362
1.662
1.999
1.999
2.0

R

3.822
3.416
3.287
3.223
2.635

Erro

0.046
0.044
0.0274
0.2488
0.3022

Du( m’* [dia)
0.041
0.1356
0.003
0.0027
0.002

R

4.269
4.374
3.516
3.456
2.757

Erro

0.079
0.053
0.0275
0.2488
0.3023

Tabela 5.3 - Parametros dos modelos fracionario e classico, ajustados para os dados

experimentais de Carvalho (2001), metal chumbo, com o respectivo erro de ajuste do MMQ.

Carvalho (2001) — Chumbo

Parametros Modelo Fracionario

Parametros Modelo Classico

Amostra Prof. v(m/dia)

A2
A3
A4
A5
A6

3m
3m
7m
7m
7m

4.0608
4.9248
0.45792
0.37152
0.4147

D% ( ma/dia )
0.549
0.869
0.226
0.047
0.101

a

1.402
1.468
1.187
1.492
1.305

R

5.468
4.519
5.095
4.167
4.789

Erro

0.006
0.013
0.012
0.019
0.034

Du( m’dia)
0.075
0.244
0.008
0.012
0.008

R

6.583
6.829
6.216
5.568
5.950

Erro

0.045
0.041
0.083
0.037
0.087
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Tabela 5.4 - Parametros dos modelos fracionario e classico, ajustados para os dados

experimentais de Carvalho (2001), metal zinco, com o respectivo erro de ajuste do MMQ.

Carvalho (2001) - Zinco

Parametros Modelo Fracionario

Parametros Modelo Classico

Amostra Prof. v(m/dia)

A2
A3
A4
A5
A6

3m
3m
7m
7m
7m

4.0608
4.9248
0.45792
0.37152
0.4147

D% ( ma/dia)

0.016
0.433
0.083
0.021
0.003

a

2
1.582
1.425
1.691
1.937

R

1.892
1.699
2.186
1.646
1.890

Erro

0.0254
0.014
0.014
0.020
0.015

0.017
0.135
0.017
0.009
0.002

DH( mz/dia )

R

1.972
2.176
3.016
2.073
2.003

Erro

0.0255
0.021
0.033
0.023
0.015

Tabela 5.5 - Parametros dos modelos fracionario e classico, ajustados para os dados

experimentais de Nascentes (2003), com o respectivo erro de ajuste do MMQ.

Nascentes (2003) Parametros Modelo Fraciondrio Parametros Modelo Classico
fon v(m/dia) D% ( m“/dia) a R Erro | Dy( mz/dia ) R Erro
Cadmio 0.20657 0.003 1.816 36.00 0.4503 0.0019 39.41 0.4689
Zinco 0.20657 0.0007 1.999 25.73 1.275 0.0008 26.69 1.276
Manganés  0.20657 0.0009 1.999 17.69 2.397 0.0009 18.46 2.397
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Figura 5.1 - Curvas de chegada calibradas com os pontos experimentais para o solo in-situ, amostra 2, retirada na profundidade de 3 metros, para

os metais (a) cadmio, (b) cobre, (¢) chumbo, (d) zinco. (Linha solida) FADE, (Linha pontilhada) ADE.
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Figura 5.2 - Curvas de chegada calibradas com os pontos experimentais para o solo in-situ, amostra 3, retirada na profundidade de 3 metros, para

os metais (a) cadmio, (b) cobre, (¢) chumbo, (d) zinco. (Linha solida) FADE, (Linha pontilhada) ADE.
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Figura 5.3 - Curvas de chegada calibradas com os pontos experimentais para o solo in-situ, amostra 4, retirada na profundidade de 7 metros, para

os metais (a) cadmio, (b) cobre, (¢) chumbo, (d) zinco. (Linha solida) FADE, (Linha pontilhada) ADE.
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Figura 5.4 - Curvas de chegada calibradas com os pontos experimentais para o solo in-situ, amostra 5, retirada na profundidade de 7 metros, para

os metais (a) cadmio, (b) cobre, (¢) chumbo, (d) zinco. (Linha solida) FADE, (Linha pontilhada) ADE.
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Figura 5.5 - Curvas de chegada calibradas com os pontos experimentais para o solo in-situ, amostra 6, retirada na profundidade de 7 metros, para

os metais (a) cadmio, (b) cobre, (¢) chumbo, (d) zinco. (Linha solida) FADE, (Linha pontilhada) ADE.
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Figura 5.6 - Curvas de chegada calibradas com os pontos experimentais para o solo compactado, para os metais (a) cadmio, (b) cadmio

(ampliado), (c¢) zinco, (d) manganés. (Linha solida) FADE, (Linha pontilhada) ADE.
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5.1.2 Validacao da metodologia

Primeiramente, apesar de ndo comentado na metodologia descrita no item 4.2.1, durante o
processo de calibracdo, comparou-se os parametros ajustados do modelo fundamentado na
ADE, encontrados pelo algoritmo CALIBRACAO (Apéndice A), com os parametros
ajustados encontrados por Diaz-Sanchez (2011), com objetivo de validacdo da metodologia
proposta neste trabalho e do algoritmo criado. Diaz-Sanchez (2011) adotou o coeficiente de
dispersdo de forma especifica, ou seja, separando a dispersao mecanica da difusdo molecular,
Equagdo (2.2), sendo estd ultima desprezivel em relagdao a primeira. Assim, para equivaléncia

entre metodologias, segue:

D =a v (5.1)

As Tabelas 5.6 e 5.7 mostram a comparagao entre os parametros do modelo classico ajustados
pelo algoritmo CALIBRACAO (Apéndice A) e os mesmos encontrados por Diaz-Sanchez
(2011).

Diaz-Sanchez (2011) adotou em seu trabalho, a média da velocidade de percolagdo para cada
profundidade retirada de solo, agrupando os pontos experimentais das amostras (média das
velocidades e o conjunto de pontos das amostras A2 e A3, a 3m, e média das velocidades e
conjunto de pontos das amostras A4, A5 e A6, a 7m), para cada tipo de metal ensaiado por
Carvalho (2001). Para os dados experimentais de Nascentes (2003), Diaz-Sanchez (2011)
utiliza o mesmo grupo de valores de velocidade de percolacdo e pontos experimentais
descritos na metodologia deste trabalho, apresentada no item 4.2.1, que sdo os valores médios
de velocidade de percolacdo e pontos experimentais agrupados dos trés corpos de prova
ensaiados para cada tipo de metal. Desta maneira, as Tabelas 5.6 e 5.7, apresentam os
parametros do modelo classico calibrados para os pontos experimentais agrupados conforme o

descrito acima, com os valores médios de velocidade.

Neste trabalho, com o objetivo de ampliar a quantidade de calibragdes para os dados de
Carvalho (2001), foram adotadas para o processo de calibragao todas as amostras ensaiadas de

forma individual, como ja descrito no item 4.2.1.

77



Conclui-se pelas Tabelas 5.6 e 5.7, que a metodologia utilizada nesta dissertacao,
especificamente o algoritmo CALIBRACAO (Apéndice A) desenvolvido, encontra com
apenas um pequeno desvio, os mesmos parametros calibrados apresentados por Diaz-Sanchez

(2001), validando ambas as metodologias.

Tabela 5.6 - Comparacao entre os parametros do modelo classico ajustados pela metodologia
deste trabalho e os parametros apresentados por Diaz-Sanchez (2011), para os pontos

experimentais de Carvalho (2001).

Carvalho (2001) Algoritmo CALIBRACAO Diaz-Sanchez (2011)
fon Prof. V(m/dia) D, (mz/dia) o, = DH/v R o, R
Cadmio  3m 4.4929 0.054 0.0120 221 | 0.011 2.22
Cadmio  7m 0.4147 0.003 0.0078 1.85 | 0.008 1.85
Cobre  3m 4.4929 0.085 0.0189 4.45 | 0.018 4.45
Cobre 7m 0.4147 0.003 0.0075 3.22 0.008 3.21
Chumbo 3m 4.4929 0.159 0.0354 6.81 0.034 6.77
Chumbo 7m 0.4147 0.009 0.0216 5.94 0.021 5.91
Zinco 3m 4.4929 0.054 0.0120 2.05 0.012 2.06
Zinco 7m 0.4147 0.007 0.0166 2.19 0.016 2.19

Tabela 5.7 - Comparacgao entre os parametros do modelo classico ajustados pela metodologia
deste trabalho e os parametros apresentados por Diaz-Sanchez (2011), para os pontos

experimentais de Nascentes (2003).

Nascente (2003) Algoritmo CALIBRACAO Diaz-Sanchez (2011)
fon V(m/dia) D, (mz/dia) o, = DH/v R Q, R
Cadmio 0.20657 0.0019 0.0092 39.41 0.0091 39.38
Zinco 0.20657 0.0008 0.0039 26.69 0.0038 26.65
Manganés 0.20657 0.0009 0.0044 18.46 0.0044 18.47

5.1.3 Discussao dos Resultados

As Tabelas 5.8 ¢ 5.9 comparam, de acordo com o indice de derivagdo ¢, o aumento relativo
no coeficiente de dispersdo fracionario D), em relagdo ao coeficiente de dispersdo calculado
com a ADE, a diminuic¢ao no fator de retardo calculado com a FADE em relagdo ao calculado
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com a ADE, e aponta a diminui¢do no erro do ajuste de dados experimentais feito pelo

método dos minimos quadrados (MMQ).

Tabela 5.8 - Comparacao relativa entre os resultados do processo de calibracao dos modelos
fracionario e classico, em ordem crescente de parametro « , para os dados experimentais de

Nascentes (2001).

Dy -D, R“-R
Nascentes (2003) (04 E— Diferenga no erro de ajuste do MMQ
D, R
Cadmio 1.816 57.9% -8.7% -0.019
Zinco 1.999 -12.5% -3.6% -0.001
Manganés 1.999 0.0% -4.2% 0.000

Tabela 5.9 - Comparacao relativa entre os resultados do processo de calibracao dos modelos

fracionario e classico, em ordem crescente de parametro « , para os dados experimentais de

Carvalho (2001).
D? —-D RY —
Carvalho (2001) o i ul Diferenga no erro de ajuste do MMQ
D, R
Cadmio A2 1.003 | 524995.1% | -11.5% -0.248
Cadmio A6 1.049 | 44500.0% -2.8% -0.026
Cadmio A3 1.062 | 9747.8% -9.4% -0.105
Chumbo A4 1.187 | 2725.0% -18.0% -0.071
Cadmio A5 1.239 | 3200.0% -10.6% -0.027
Cadmio A4 1.3 1170.0% -18.8% -0.033
Chumbo A6 1.305 | 1162.5% -19.5% -0.053
Cobre A2 1.362 | 1070.7% -10.5% -0.033
Chumbo A2 1.402 632.0% -16.9% -0.039
Zinco A4 1.425 388.2% -27.5% -0.019
Chumbo A3 1.468 256.1% -33.8% -0.028
Chumbo A5 1.492 291.7% -25.2% -0.018
Zinco A3 1.582 220.7% -21.9% -0.007
Cobre A3 1.662 138.2% -21.9% -0.009
Zinco A5 1.691 133.3% -20.6% -0.003
Zinco A6 1.937 50.0% -5.6% 0.000
Cobre A4 1.999 0.0% -6.5% 0.000
Cobre A5 1.999 -3.7% -6.7% 0.000
Cobre A6 2 0.0% -4.4% 0.000
Zinco A2 2 -5.9% -4.1% 0.000
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Dos resultados apresentados nas Figuras 5.1 a 5.6, e pelas Tabelas 5.8 e 5.9, observam-se os

seguintes aspectos em relagao aos resultados obtidos com o modelo fracionario:

O erro de ajuste apresentado pelo método dos minimos quadrados, encontrado com o modelo
fraciondrio, ¢ sempre menor ou igual ao erro apresentado pelo modelo classico. Tal fato
mostra que a curva sigmoidal ndo gaussiana, principalmente no que diz respeito a inclinagao
de cauda, gerada pelo modelo fraciondrio, ajusta de forma mais precisa os dados analisados,
possivelmente devido ao grau de heterogeneidade do campo de velocidades dentro das
amostras. Observa-se que quanto mais proximo de 1 ¢ o indice de derivagdo o encontrado,
maior ¢ melhoria do erro de ajuste do método dos minimos quadrados encontrado. Um
parametro ¢« muito proximo de 1 representa um meio poroso mais complexo, com campo de
velocidades altamente heterogéneo, onde ird ocorrer uma super-difusdo, criando um
comportamento nao fickiano (ndo representado pela Lei de Fick classica). Da mesma forma,
para ajustes do modelo fracionario com pardmetro ¢ muito proximo de 2, a diminui¢do do
erro ¢ quase imperceptivel, representando um meio mais homogéneo, no qual a modelagem
com o modelo classico ¢ satisfatoria. O comportamento constatado acima ja era esperado pois,
como descrito no capitulo 3, para o =2 o modelo fracionario recai no modelo cléssico

fundamentado na ADE, logo a performance dos dois modelos devem ser praticamente iguais.

Nota-se também que, o coeficiente de dispersdo fracionario D, chega a ser bem maior que
coeficiente de dispersdo D, . Como mostrado no capitulo 3, o coeficiente de dispersdo

fraciondrio passa a ter unidade do tipo [L”‘]/ [T], fazendo com que o mesmo seja dependente

do indice de derivagdao ', o que causa o aumento do valor encontrado para o coeficiente de
dispersdo fracionario ajustado com valores de o mais proximos do limite de 1. Tal variacao
no valor do coeficiente fracionario, se trata da vantagem do modelo fundamentado na FADE
em relacdo ao fundamentado na ADE, pois, uma vez que o indice de derivacao correto for
calculado, o coeficiente de dispersdo se torna constante para qualquer escala, € ndo necessita
ser escalonado em funcdo da distancia de estudo, como acontece no modelo classico. J& para
valores de o proximos de 2, os modelos se equivalem, e a diferenga entre os coeficientes de

dispersdo se torna nula.

Os parametros calibrados com modelo fracionario, principalmente para a amostras A2 do ion
de cadmio de Carvalho (2001), mostrou-se ser um caso extremo, onde o indice de derivacao

o calculado aproximou-se do limite inferior do parametro, com valor de 1,003. Isto gerou
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uma curva de chegada que difere bastante do modelo classico, e consequentemente apresenta
a maior diminui¢do do erro, ou o maior acerto. Porém, o valor do coeficiente de dispersao
calculado para tal curva, tornou-se ordens de grandeza superior ao valor encontrado pela
ADE. Possivelmente, na amostra de solo usada para a percolagdo de cddmio, tenha ocorrido
uma nao-conformidade imperceptivel a Carvalho (2001), que resultou em uma amostra
altamente complexa e heterogénea, caracteristica que ndo foi possivel ser observada com a
analise pelo modelo cléassico. Pelo fato do fator de retardo apresentado pela calibragdao da
amostra de caddmio nao ter sofrido grandes variacdes, a interacdo entre o contaminante de

cadmio e o solo estudado nao caberia como possivel motivo para tal variacao extrema.

O fator de retardo R também difere-se entre os valores calibrados por cada modelo (Tabelas
5.8 € 5.9). Apesar do fator de retardo ndo ser afetado diretamente pelo calculo fracionario,
pois possui a mesma representacao fisica (fenomeno de sor¢do) e matematica para os dois
modelos, porém, o ajuste numérico feito no processo de calibragdo, gera valores diferentes
para o retardo encontrado por cada modelo. A mudanga de valores encontrados para o retardo
ndo ¢ tdo previsivel e diretamente relacionada ao indice de derivagdo o como a do
coeficiente de dispersdo. Observa-se de maneira geral, uma diminui¢do maior, em relagdao ao
fator de retardo ajustado pela ADE, do fator de retardo ajustado pelo modelo fracionario em
casos com valor de o proximos a 1, e variacdo pequena no retardo ajustado para casos com

valor de ¢ proximo a 2.

No que diz respeito a mobilidade apresentada por cada metal ensaiado, calibrado com o

modelo fraciondrio, observa-se que:

Com os dados de Nascentes (2003), confirma-se a mesma ordem de mobilidade concluida
pelo autor, com os fons ensaiados na seguinte ordem: Mn* > Zn™ > Cd "™, que corresponde ao
valor do fator de retardo calculado para tais metais. Para os valores de Carvalho (2001), tem-
se a seguinte ordem de acordo com o fator de retardo, para a profundidade de 3m: Zn™ > Cd"™
> Cu™ > Pb™, o que confirma os valores encontrados por Carvalho (2001), ja4 para a
profundidade de 7m, tem-se: Cd™* > Zn™> Cu™ > Pb"™, que difere dos resultados encontrados
por Carvalho (2001) (que apresenta igual mobilidade para Cd™ e Zn'?), mas confirma os

resultados de Diaz-Sanchez (2011).

Observa-se que para quase todos os ions, o coeficiente de retardo estabelece uma tendéncia a
diminuir com a profundidade. Existe uma relagdo direta e proporcional entre o teor de matéria

organica do solo e sua capacidade de adsor¢do dos metais. Esta relacdo ¢ diretamente
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influenciada pela alta capacidade de troca cationica (CTC) da matéria organica. Knox et al.
(1993) afirmam que existem processos bidticos onde atuam os microrganismos existentes no
solo, e quase sempre a maior atividade microbiologica estd associada a camada superficial dos
solos, onde coexiste a matéria organica, originada da decomposi¢cdo de plantas e animais.
Assim, as camadas mais superficiais de solo tendem a gerar uma maior interacdo com o
contaminante, causando um maior fator de retardo, que diminui com a profundidade. Da
mesma forma que obtido por Diaz-Sanchez (2011), em relagcdo os dados de Carvalho (2001),
0 Unico ion ensaiado que ndo apresenta tal comportamento foi o zinco, que obteve fator de

retardo de 1,79 a3me 1,91 a 7m.

5.2 EFEITO DA ESCALA
5.2.1 Apresentaciao dos Resultados

Em relagdo a analise do efeito da escala, as Tabelas 5.10 e 5.11 mostram os valores dos
parametros adotados para esta analise, conforme descrito no item 4.2.2, em ordem crescente

de indice de derivacao « .

As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam os resultados obtidos pelo algoritmo ESCALA (Apéndice A),
que utiliza os parametros calibrados com dados experimentais para a profundidade de 0,1
metro, descritos nas Tabelas 5.10 e 5.11, e simula as curvas de chegada correspondentes as

profundidades de 0,5 e 1 metro com os mesmos parametros.

Tabela 5.10 - Valores calibrados das amostras de cadmio, chumbo, zinco e cobre de Carvalho

(2001), em ordem crescente de o, utilizados na simulacdo do efeito da escala.

Carvalho (2001) Parametros Modelo Fraciondrio | Parametros Modelo Classico
ion v(m/dia) D% ( m”/dia ) o R Dy( mz/dia) R
Cadmio 4.0608 215.289 1.003 1.892 0.041 2.138
Chumbo  2.04595 0.3584 1.3708 4.8076 0.0694 6.2292
Zinco 2.04595 0.1112 1.727 1.8626 0.036 2.248
Cobre 2.04595 0.16212 1.8044 3.2766 0.03686 3.6744
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Tabela 5.11 - Valores calibrados das amostras de cddmio, zinco e manganés de Nascentes

(2003), em ordem crescente de « , utilizados na simulagdo do efeito da escala.

Nascentes (2003) Parametros Modelo Fraciondrio | Parametros Modelo Classico
fon v(m/dia) D% ( m”/dia ) a R D( mz/dia) R
Cadmio 0.20657 0.003 1.816 36.00 0.0019 39.41
Zinco 0.20657 0.0007 1.999 25.73 0.0008 26.69
Manganés  0.20657 0.0009 1.999 17.69 0.0009 18.46
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5.2.2 Discussao dos Resultados

Pode-se perceber nas Figuras 5.7 e 5.8, grande diferenga nas curvas de chegada calculadas
com cada modelo. Na profundidade inicial de 0,Im, a qual possui base experimental,
resultado do processo de calibragdo descrito anteriormente, ¢ apenas a reproducao dos
resultados do item 5.1. J& nas profundidades seguintes, observa-se grande variagdo dos
resultados obtidos, principalmente no que se diz respeito a inclinagdo da cauda das curva de
chegada, e de um modo geral, o modelo fundamentado na ADE prediz de forma conservadora
a evolucao da pluma de contaminantes, visto que as curvas de chegada previstas com a ADE
descrevem um tempo maior para alcangar certa concentracao relativa, do que as curvas de

chegada previstas com a FADE, para a mesma profundidade.

A diferenca entre modelos se propaga com o aumento da profundidade avaliada, e também ¢
funcdo do indice de derivacdo o de cada curva. A diferenga de modelos com relagcdo ao
indice o pode ser claramente observada pela Figura 5.7(a), que se trata do caso mais extremo
observado, com « =0.003. Na Figura 5.8, devido ao valor calibrado obtido para os
parametros « terem sido muito proximo de 2, a diferenca entre modelos ndo € tdo aparente

como a encontrada na Figura 5.7, porém existente.

Como ¢ sabido, o modelo fundamentado na ADE subestima as curvas de chegadas quando
simula profundidades maiores para a qual foi calculada, pois o modelo considera uma
homogeneidade local para o calculo de seus parametros, o que causa a necessidade da adogao
de um coeficiente de dispersao que aumente com a profundidade, para compensar o erro
criado por esta adogdo, visto que a profundidades maiores, a homogeneidade local observada
nos 10 cm iniciais de solo ndo ¢ mais valida em se tratando de um meio heterogéneo. Ja o
modelo fundamentado na FADE, que adota uma heterogeneidade continua no calculo, simula
mais precisamente o efeito da escala, pois, o indice de derivagdo fracionario ¢ passa a
representar o nivel de complexidade do meio estudado, e retira do coeficiente de dispersao

esta dependéncia.

Vale a pena ratificar que na pratica, o coeficiente de dispersao calculado com a FADE nao ¢
completamente invariante ao longo da escala, ainda assim, sua variagao ¢ significativamente

menor que a do coeficiente de dispersao calculado com a ADE.
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5.3 CAPACIDADE DE SIMULACAO DO MODELO CLASSICO

5.3.1 Apresentaciao dos Resultados

Como discutido no item 4.2.3, o algoritmo CAP_ADE (Apéndice A) foi criado no software
Mathematica ® para alcangar o objetivo de calibrar o modelo fundamentado na ADE a curvas
de chegada calculadas com o modelo fundamentado na FADE para diferentes profundidades,
utilizando o método dos minimos quadrados da mesma maneira que no processo inicial de
calibracao (item 5.1). Utilizaram-se os valores dos parametros calibrados pela FADE para os
dados de Carvalho (2001), amostras A2 e A4 do cobre e a amostra A3 do zinco (Tabela 5.12).
Simularam-se, com a FADE, tais valores experimentais iniciais em sua espessura de solo
ensaiada de 0,1 metros, e em seguida as curvas de chegada correspondentes as distancias de
0,4, 0,9 e 1,6 metros. Em seguida, da mesma maneira apresentada no item 4.2.1, calibrou-se o
modelo cléssico a tais curvas, e obtiveram-se os resultados apresentados na Figura 5.9, com

parametros calibrados descritos pela Tabela 5.13.

5.3.2 Discussao dos Resultados

Verifica-se que as duas primeira curvas de chegada ajustadas com o modelo fundamentado na
ADE, possuem precisdo que seria considerada satisfatoria se as curvas de chegada as quais
elas foram ajustadas tivessem variagdo experimental, o que nao acontece. Como ja era
esperado, o coeficiente de dispersdo ajustado aumenta com a profundidade, salvo o ultimo

caso. Tais comportamentos também sdo observados por Pachepsky et al. (2000).

Pode-se confirmar que o coeficiente de dispersdo calculado com a FADE, estima valores que
sd0 menos suscetiveis ao aumento da profundidade de simulag¢do, ou, o coeficiente de
dispersdo calculado com a ADE, necessita mais ser acrescentado para simular o mesmo

transporte de contaminante descrito com a FADE.

Ao se analisar o incremento no coeficiente de dispersdo calculado pelo modelo classico,
percebe-se mais uma vez o nivel de separacdo entre modelos de acordo com o indice de
derivacdo o . Para o ajuste com os dados de cobre, amostra A2, que possui & =1.362 , tem-se
um aumento médio do coeficiente de dispersdao a cada 0,Im de 28%, para o ajuste com os
dados de zinco, amostra A3, que possui & =1.582 , tem-se um aumento médio do coeficiente

de dispersao a cada 0,1m de 13%, e finalmente, para o ajuste com os dados de cobre, amostra
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A4, que possui o =1.999, o coeficiente de dispersdao permanece o mesmo. Dessa forma,
observa-se que o resultado do modelo classico, se difere cada vez mais do resultado obtido

com o modelo fracionario a medida que o parametro o diminui.

Tabela 5.12 - Valores dos parametros calibrados com os dados de Carvalho (2001), escolhidos

para a analise de capacidade de simulagao do modelo classico.

Carvalho (2001) Parametros Modelo Fracionario

fon  Amostra Dist. v(m/dia) D% ( m“/dz‘a ) a R
Cobre A2 0.1m 4.0608 0.480 1.362 3.822
Zinco A3 0.1m 4.9248 0.433 1.582 1.699
Cobre A4 0.1m 0.45792 0.003 1.999 3.287

Tabela 5.13 - Parametros calibrados com o modelo classico para as curvas de chegada

simuladas com o modelo fracionario.

Dados Parametros Modelo Classico
fon  Amostra Dist. v(m/dia) D, (mz/dia) R
Cobre A2 0.1m 4.0608 0.0411 4.257
Cobre A2 0.4m 4.0608 0.0706 4.014
Cobre A2 0.9m 4.0608 0.1000 3.944
Cobre A2 1.6m 4.0608 0.1290 3.911
Zinco A3 0.1m 4.9248 0.1519 2.229
Zinco A3 0.4m 4.9248 0.1784 1.865
Zinco A3 0.9m 4.9248 0.2102 1.787
Zinco A3 1.6m 4.9248 0.2396 1.756
Cobre A4 0.1m  0.45792 0.0031 3.504
Cobre A4 0.4m  0.45792 0.0030 3.341
Cobre A4 0.9m  0.45792 0.0030 3.311
Cobre A4 1.6m  0.45792 0.0030 3.302
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5.4 ANALISE PROBABILISTICA DE SENSIBILIDADE
5.4.1 Apresentacao dos resultados

Conforme descrito no item 4.2.4, para analisar a resposta do modelo fracionario com a
variacdo dos parametros do mesmo, foi feita uma andlise de sensibilidade utilizando-se o

método probabilistico FOSM.

Para tal, necessita-se obter as propriedades estatisticas de meédia e varidncia sobre os
parametros envolvidos no modelo. Assim, foram adotados trés grupos de valores como
amostras estaticas para o calculo da andlise de sensibilidade. Os parametros calibrados com os
dados experimentais de Carvalho (2001) para as amostras de solo in-situ retiradas a
profundidade de 3m, os parametros calibrados para as amostras retiradas a 7m e os parametros

calibrados com os dados experimentais de Nascentes (2003), de acordo com a Tabela 5.14.

Tabela 5.14 — Propriedades estatisticas dos parametros calibrados adotadas na analise de

sensibilidade.
Dados Experimentais Calibrados Prof. Parametro Média Variancia
3m v(m/dia) 4.4928 0.2239
3m | Di(m”/dia 0.445 0.0781
Carvalho (2001) H( / )
3m o 1.5793 0.0549
3m R 3.4693 2.1691
7m v(m/dia) 0.4147 0.0013
7m | Di(m“/dia) 0.0967 0.0166
Carvalho (2001) H( / )
7m (04 1.5519 0.1269
7m R 2.8176 1.6541
- v(m/dia) 0.20657 0
- | Djj(m“/dia) 000153 1.6233¢-06
Nascentes (2003)
- o 1.938 0.0111
- R 26.4733 84.2284

Para os parametros calibrados com os pontos de Carvlho (2001), para a profundidade de 3m,
desprezaram-se os valores da amostra de cadmio devido a alta variancia encontrada. Observa-
se variancia nula para a velocidade de percolagdo com os pontos de Nascentes (2003) devido
aos parametros calibrados ja serem correspondentes a média das amostras para cada metal

ensaiado por Nascentes (2003). Como comentado no item 4.2.4, a concentragao ¢ funcao de x
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e t, com isso, esta analise usa o valor fixo de 0,1m (altura da coluna de solo ensaiada) para o
valor de x, e calcula a varidncia da concentragdo ao longo de ¢. Foi calculado, para cada um
dos trés casos analisados, a variancia da concentracdo relativa, e respectiva participacao de
cada parametro, até o tempo aproximado onde a concentragdo relativa se torna um, ou o ponto

onde todo o soluto inicial é encontrado no efluente.

Como mostra a Equacao (4.3), o FOSM expressa a variancia da concentragao relativa através
da derivada em relagdo a variavel independente vezes a variancia da propria variavel.
Inicialmente, o algoritmo SENSIBILIDADE desenvolvido para esta analise, nao foi capaz de
calcular a derivada da concentragdo relativa em relagdo ao parametro &, dessa forma,
utilizou-se uma aproximagao numérica com diferengas finitas em avango para o calculo das
derivadas. Comparando-se os resultados da aproximagdo em avango com acréscimo de 1%,
observou-se erro insignificante em relacdo a derivacdo analitica, a qual ¢ resolvida pelo
software para o restante dos parametros. Assim, foi adotado para o calculo da derivada
descrita na Equagao (4.3), feito pelo algoritmo SENSIBILIDADE, a aproximagao numérica

de diferencas finitas em avango com acréscimo de 1%.

As Figuras 5.10 a 5.12 mostram o resultado da analise de sensibilidade do modelo fracionario,
calculada com o algoritmo SENSIBILIDADE. As Figuras 5.10(a) a 5.12(a) mostram a curva
de chegada do modelo fracionario calculada com os valores médios dos parametros do
modelo, descritos na Tabela 5.14. As Figuras 5.10(b) a 5.12(b) mostram a variancia da
concentracdo relativa ao longo do tempo. As Figuras 5.10(c) a 5.12(c) mostram a
porcentagem da variancia total que cada parametro causa na solu¢ao do modelo ao longo do

tempo.
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5.4.2 Discussao dos Resultados

Observa-se pelas Figuras 5.10 a 5.12, especialmente nos graficos (c), a importancia ou
participagdo que a alteracdao de cada parametro tem na resposta do modelo ao longo do tempo

considerado.

Nota-se que de maneira geral, a velocidade de percolacdo tem a menor influencia na variancia
entre todos os parametros, atingindo seu pico de participagao aproximadamente no ponto de
concentragao relativa igual a meio, € nao possuindo participacdo nenhuma no caso dos valores
de Nascentes (2003) devido aos mesmos ja serem correspondentes a média, anulando a

variancia.

O fator de retardo ¢ o paradmetro que possui a maior participagdo na variancia da concentragao
quando se analisa o intervalo de tempo onde o mesmo atinge seu pico, aproximadamente o

ponto de concentragao relativa igual a meio.

O coeficiente de dispersao apresenta maior participacdo na variancia da concentragao nas
porg¢des iniciais da curva, e se torna o principal parametro controlador a medida que o tempo

aumenta, aproximando-se do final do transporte.

J4 o pardmetro &, ou o indice de derivacdo fraciondrio, apresenta maior participa¢do nas
por¢des iniciais € nas porcoes finais, de forma similar ao coeficiente de dispersdao, porém

apresentando mais importancia que o coeficiente de dispersao nas porgdes iniciais da curva.

O fato do fator de retardo e da velocidade de percolagdo tornarem-se os parametros de maior
participacdo na variacao da concentragao relativa proximo do ponto onde a mesma ¢ igual a
meio, ¢ explicado pelo fato deste trecho ser o mais linear do modelo. Devido a inclinagao
linear deste trecho, a derivacdo de ordem fraciondria passa a ser pouco importante,
representando o momento onde o fendmeno da advec¢ao controla o transporte, e
consequentemente retirando a participacdo do indice de derivagdo e do coeficiente de

dispersao. Este ponto onde ¢/c, =0.5 também apresenta a maior varidncia da concentragio

relativa, como mostras os graficos (b), o que significa que ¢ no intervalo proximo a este ponto
que a incerteza em relagdao aos parametros do modelo, principalmente o coeficiente de retardo
e a velocidade de percolacao do modelo, se torna mais relevante para a obtencdo de uma
resposta precisa da simulagdo. Adicionalmente, a grande participacao neste trecho da curva,

\

apresentada pelo fator de retardo, ¢ também devida a alta variacdo calculada para este
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parametro, pois a mesma se encontra ordens de grandeza maior que as dos parametros

restantes.

Ja nas porg¢des iniciais e finais da curva de chegada, que representam o intervalo mais nao
linear do modelo, tem-se como parametros principais o indice de derivacao e o coeficiente de
dispersdo. A inclinagdo de cauda da curva de chegada ¢ fun¢do do indice de derivagdo, o que
torna esse parametro importante para solugdo do modelo, principalmente no trecho inicial da
curva, sabe-se que a derivada fracionaria representa o fenomeno da dispersdo, logo gera
também maior importancia ao coeficiente de dispersdo, que ¢ funcdo do indice « ,

importancia esta mais acentuada no trecho final da curva de chegada.
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CAPITULO 6

6 CONCLUSOES

O modelo mais usado para simular e descrever o transporte de contaminantes em meio poroso
atualmente ¢ o modelo fundamentado na ADE, uma equagao diferencial de segunda ordem. A
ADE ¢ calculada considerando uma homogeneidade local, ou seja, as propriedades do meio
sao consideradas homogéneas para a escala em que se esta estudando, e sua solugdo descreve
uma dispersdo de particulas conforme o movimento Browniano, e consequentemente sendo
expressa por uma distribui¢do normal de probabilidade. Benson (1998), Pachepsky et al.
(2000) e Schumer et al. (2009) citam varios artigos onde os autores comprovam que as curvas
de chegada descritas pela ADE nado reproduzem de forma satisfatoria o encontrado por
ensaios experimentais, principalmente no que se trata da cauda das curvas de chegada. A ADE
gera um coeficiente de dispersdo que varia com a escala do problema, tornando necessaria a
ado¢do de um coeficiente de dispersdao maior em fung¢do do aumento de profundidade do
meio, tal variacdo ¢ causada pela propria defini¢do do modelo, que adota seu parametro de
dispersdo de forma local. Assim, a utilizacdo de um modelo que simule se forma mais precisa
curvas de chegadas para solos com estrutura mais complexa e que resolva a dependéncia do

coeficiente de dispersdo ¢ de grande importancia.

A ampliagdo do modelo classico de transporte de contaminantes ¢ feita pela adicao do calculo
fraciondrio no desenvolvimento do modelo. O calculo fracionario se preocupa com as
derivadas e integrais de ordem fraciondria e ndo apenas as de ordem inteira, o que gera uma
melhor descri¢do da variagao de uma func¢ao, ou inclinagdo de uma fung¢do, salvo que o indice
de derivagdo seja corretamente escolhido. A derivagdo de ordem fracionaria gera uma fungao
nao-local, ou seja, uma fun¢do que leva em conta o comportamento da funcao como um todo,
€ ndo apenas um pequeno intervalo infinitesimal representativo. Assim, a FADE ¢ gerada
partindo da criacdo de uma Lei de Fick fracionaria e seguindo a mesma derivagao da ADE. O
modelo de transporte de contaminantes fundamentado na FADE, tem como movimento
aleatorio de particulas o modelo do Voo de Lévy, que expande o movimento Browniano para
“andares” com variancia infinita, e possui solucao similar a ADE. Devido a nao localidade da
derivagdo fracionaria, o coeficiente de dispersdo calculado com a FADE passa a ser nao

dependente da escala do problema, pois a escala ja ¢ representada pelo indice de derivagao.
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Dessa forma, a ADE e sua solu¢do, sdo tidas como um caso da FADE quando o indice de

derivagdo volta a ser de segunda ordem.
Analisando-se os resultados obtidos nesta dissertagao, conclui-se que:

e A calibragdo do modelo fracionario para as curvas de chegada apresentadas no
trabalho de Carvalho (2001), feito para um solo in-situ nas profundidades de 3 ¢ 7
metros, e no trabalho de Nascentes (2003), feito para um solo compactado, mostra um
ajuste aos dados experimentais que se iguala ou melhora o ajuste do modelo classico,
principalmente os resultados obtidos por Diaz-Sanchez (2011), tendo em vista a
diminui¢do do erro encontrado pelo método dos minimos quadrados.

e O modelo fracionario se mostra mais efetivo para casos onde o indice de derivagcdo o
foi calculado com valores préoximos de 1, gerando um melhor ajuste da curva de
chegada calculada aos pontos experimentais, maior aumento no coeficiente de
dispersdo calculado pelo modelo fracionario. Para valores de ¢ proximos de 2, a
diferenca entre modelos diminui, ¢ o modelo cldssico torna-se satisfatorio para a
simulagdo do problema.

e As curvas de chegada simuladas para profundidades maiores do que as quais o modelo
foi ajustado, mostra a diferenca entre a adogao de uma deriva de segunda ordem e uma
derivada de ordem fracionaria ajustada ao caso estudado, onde quanto mais proximo
de 1 ¢ o indice de derivagdo encontrado, mais visivel ¢ a super-difusao apresentada
pela FADE.

e Na analise da capacidade de simulacdo do modelo fundamentado na ADE, observa-se
a igualdade entre os dois modelos quando o indice de derivacao ¢ muito proximo de 2.
Porém, para caso onde o parametro ¢ encontrado ¢ menor, percebe-se a incapacidade
do modelo classico em simular as caudas das curvas calculadas com a FADE, e
observa-se o maior aumento do coeficiente de dispersao calculado com a ADE.

e Na analise probabilistica de sensibilidade tem-se que para os trechos inicias e finais da
curva de chegada, que corresponde ao trecho mais ndo linear da curva, os parametros
de maior participagao sdo o coeficiente de dispersdao e o indice de derivagdo. Ja no
trecho médio, correspondente a por¢do mais linear da curva, € a maior variancia da
concentracdo, os parametros de maior participagdo sao o fator de retardo e a

velocidade de percolagdo.
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6.1 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

Com base nos artigos estudados pelo autor e discussdes ao longo do desenvolvimento desta

dissertacdo, sugere-se para continuacao do tema proposto:

e Solucao de forma completa da FADE para fonte continua, visto que a solugdo
apresentada por Benson (1988) utilizada nesta dissertagdo, se trata da solucdo
simplificada da mesma forma feita por Ogata e Banks (1961).

e Solucao da FADE utilizando ferramentas numéricas, principalmente pelo método das
diferencas finitas.

e (riagdo ou adogao de trabalhos experimentais de maior escala, proporcionando melhor
esclarecimento em relagao a melhoria encontrada com a FADE no que se diz respeito
a simulagdo de curvas de chegada para profundidades maiores as quais foram
calculadas.

e Ampliacdo do modelo fracionario para incluir derivagdo de ordem fracionaria na
derivada temporal.

e Ampliacao da solucdo da FADE para casos com assimetria, ou seja, com parametro de
assimetria ff#0.

e Analisar o significado da derivacdo fraciondria em relagdo a dimensdo fractal
correspondente ao solo estudado, através do estudo de tomografias do solo a ser
analisado.

e Analisar a influéncia do gradiente de carga hidraulica utilizado nos ensaios de coluna

no fator de retardo calculado.
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APENDICE A

A. CODIGOS DE PROGRAMACAO DOS ALGORITMOS CRIADOS NO SOFTWARE WOLFRAM MATHEMATICA ®

A.1 RANDOMWALK.nb

ClearAll["Global *"]

n = 20; (*numero de passos¥*)

x = (RandomInteger[{0, 1}, n + 1]);

x[[11] = 0;

For[i =2, 1 <n + 2, i++, If[x[[i]] == 0, x[[1i]l] = -111;

X = Table[i, {n + 1}1;

For[i =2, 1i <n + 2, i++, X[[1]] = x[[1i]] + X[[1 - 17111
X (*matriz de posicdes finais*)
T = Tablel[i, {i, 0, n, 1}];

ListLinePlot[Table[{T[[i]], X[[i]1}, {i, 1, n + 1, 1}], AxeslLabel -> {"n", S}, LabelStyle -> 14]
(*plota o grafico do randomwalk*)
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A.2 BROWN.nb

ClearAll["Global *'"]
n = 2000; (*numero de passos*)
t = 100; (*tempo final*)

dt = t/n;

np 10000; (*numero de particulas¥*)
test = Table[0, {i, np}l;

Xn = Table[O0, {i, np}, {j, n + 1}];

For[j =1, J < np + 1, j++, x = RandomInteger[{0, 1}, n + 1];
x[[1]1] = 0;
For[i =2, 1i <n + 2, i++, If[x[[i]] == 0, x[[1i]1] = -111;

For[i =2, i <n + 2, i++, X[[1]] = x[[1]] + X[[1 - 1]17]
X = (X + 0*n)/Sqrt[1l*n]; test[[j]] = X[[n + 111,
Xnl[[j, ALll]] = X];

T = Table[i, {i, 0, t, dt}l];

ListLinePlot[Evaluate@Table[Table[{T[[i]], Xnl[ [w, ill}, {i, 1, n + 1, 117, {w, 1, np,
1}],PlotLabel -> Style["n=2000", 14], LabelStyle -> 14, AxesLabel -> {"t", "Sn"}] (*plotar o
grafico de multiplas particulas de brownian motion¥*)
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Show[Histogram|[test, 25, "ProbabilityDensity", LabelStyle -> 14,AxesLabel -> {"x",

c(x,t)"}],Plot[PDF[NormalDistribution[0O, 1], x], {x, -4, 4}, PlotStyle -> Thick, LabelStyle ->
14, AxesLabel -> {"x", "c(x,t)"}]] (*plotar o histograma de posicoes finais e a PDF da funcao
normal¥*)

ClearAll["Global *"]
v = 0; (*velocidade¥*)
Dh = 1/(2*0.1); (*coeficiente de dispersao¥*)

Plot[Evaluate@Table[Exp[-((x - v t)”"2)/(4 Dh t)]/ Sgrt[4 Pi Dh t], {t, {100, 200, 400}}1, {x, -
150, 150}, AxesLabel -> {"x", "c(x,t)"}, LabelStyle -> 14] (*plotar a PDF da dist. Normal, com
media e desvio calculados com v e Dh*)

A.3 ESTAVEL.nb

ClearAll["Global *"]

Plot [Evaluate@ Table[PDF[StableDistribution[l, \[Alphal, O, 0, 11, x], {\[Alpha], {0.8, 1, 1.4,
2y}y1, {x, -10, 10}, PlotRange -> {Automatic, {0, 0.38}}, AxesLabel -> {"x", "f(x)"}, LabelStyle
-> 14] (*plotar a PDF da dist. Estavél em funcao de alfa*)

LogLogPlot|[ Evaluate@Table[PDF[StableDistribution[l, \[Alpha], 0, 0, 11,x], {\[Alphal, {0.7, 1,
1.4, 2y3}y1, {x, 1, 20}, AxesLabel -> {"x", "f(x)"}, LabelStyle -> 14] (*plotar a PDF da dist.
Estavél em funcao de alfa em escala log-log*)

Plot[Evaluate@ Table[CDF[StableDistribution([1l, \[Alpha]l, O, 0, 1], x1, {\[Alpha], {0.7, 1.1,
1.5, 2%yy1, {x, -10, 10}, PlotRange -> {Automatic, Automatic}, AxesLabel -> {"x", "f(x)"}
LabelStyle -> 14] (*plotar a CDF da dist. Estavél em funcao de alfa*)

’
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Plot [Evaluate@Table [PDF[StableDistribution[l, 0.5, \[Betal, 0, 11, x1, {\[Betal, {-1, 0, 1}}1,
{x, -5, 5}, PlotRange -> {Automatic, {0, 0.7}}, AxesLabel -> {"x", "f(x)"}, LabelStyle -> 14,
Filling -> Axis] (*plotar a PDF da dist. Estavél em funcao de beta¥*)

A4 LEVY.nb

ClearAll["Global ™ *"]

n = 2000; (*numero de passos*)

t = 100; (*tempo final*)

dt = t/n;

np = 5; (*numero de particulas*)
Xn = Table[0, {i, np}, {j, n + 1}1;

For[j =1, jJ < np + 1, j++,

b
I

RandomVariate[CauchyDistribution[0, 1], n + 1];

X = Table[i, {n + 1}1;
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ListLinePlot[ Evaluate@Table[Table[{T[[i]], Xn[[w, i]]1}, {i, 1, n + 1, 1}1, A{w, 1, np, 1}1,
PlotLabel -> Style["n=2000", 14], LabelStyle -> 14, AxesLabel -> {"t", "Sn"}] (*plotar o grafico
do voo de levy com dist. De Cauchy de multiplas particulas*)

ClearAll["Global ™ *"]

n = 2000; (*numero de passos*)

t = 100; (*tempo final*)

dt = t/n;

np = 10000; (*numero de particulas*)
\ [Alpha] = 1;

test = Table[0, {i, np}l;

Sn = Table[0, {i, np}, {j, n + 1}1;
For[j =1, jJ < np + 1, j++,

v = RandomVariate[CauchyDistribution[O, 1], n + 1];

A = Table[i, {n + 1}];

A[[1]] = 0O;
For[i = 2, 1 <n + 2, i++, A[[i]] = v[[i]] + A[[1i - 1]]1];
B = A/(n”(1/\[Alpha])); test[[j]] = Bl[[n + 1]]; Sn[[j, All]] = BJ];

T

Table[i, {i, 0, t, dt}];
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Show[Histogram[test, {-8, 8, 0.5}, "PDF", LabelStyle -> 14, AxesLabel -> {"x", "c(x,t)"}1,

Plot [PDF[StableDistribution[\[Alpha], O, O, 11, x], {x, -8, 8}, PlotRange -> {Automatic, {0,
0.35}}, PlotStyle -> Thick, LabelStyle -> 14, Axeslabel -> {"x", "c(x,t)"}]1] (*plotar o
histograma de posicoes finais e a PDF da dist. estavél de cauchy*)

ClearAll["Global *"]

v = 0; (*velocidade¥*)

t = 100; (*tempo¥*)

Dh = 5; (*coeficiente de dispersao*)

Plot [Evaluate@Table [PDF | StableDistribution([l, \[Alpha], 0, v t, (Dh t)”~(1/\[Alphal)]l, xI,
{\[Alpha], {2, 1.8, 1.5}}1, {x, =200, 200}, AxesLabel -> {"x", "f(x)"}, LabelStyle -> 14]
(*plotar a PDF da dist. Estavel em funcdo do indice alfa, com media e desvio calculados com v e
Dh*)

ClearAll["Global *"]

v = 0; (*velocidade*)

t = 100; (*tempo¥*)

a = 1.8; (*indice de derivacéao¥*)

Dh = 5; (*coeficiente de dispersao™)

Plot[Evaluate@Table[PDF[StableDistribution([l, a, b, v t, (Dh t)"(l/a)], x1, {b, {-1, 1}}1, {x, -
200, 200}, AxesLabel -> {"x", "f(x)"}, LabelStyle -> 14] (*plotar a PDF da dist. Estavel em
funcdo do paré@metro beta, com media e desvio calculados com v e Dh¥)
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A.5 CALIBRACAO.nb

ClearAll["Global *"]

dados = 5; (*quantidades de curvas a serem ajustadas*)

par = ConstantArray[l, {dados, 3}];

For[sn = 1, sn < dados + 1, sn++,

data =
dados a serem calibrados¥*)

Import["carvalho cadmio.xlsx", {"Sheets", sn}];

(Ver Figura A.1)
Round[datal[[1l, 3]1]11;

1117

nrs =
tempo = datal[[All,

tempo[[1]] = 0.000000001;

(*importar arquivo de excel onde estdo os

conc = datal[All, 21];

v = {4.0608, 4.9248, 0.45792, 0.37152, 0.4147}; (*matriz de velocidades de cada ensaio¥*)
x = 0.1 ; (*prof. Dos ensaios¥*)

arg = (x - (v[[snl]/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]1])"(1/\[Alphal);

tabela2 = Table[l - CDF[StableDistribution([1l, \[Alphal], 0, 0, 1], argl, {t, tempo}];
erro = (conc - tabela2)"2;

f = Sum[erro[[i]], {i, 1, nrs, 1}1;

par[[sn, All]] =

R},AccuracyGoal -> 5, MaxIterations -> 1000][[2, All]l]l]

par (*parametros ajustados para a FADEY)

NMinimize[{f,d > 0.000000001 && 1 < \[Alphal]

< 2 && R >= 1}, {d, \[Alpha],
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ClearAll["Global ™ *"]

dados = 5; (*quantidades de curvas a serem ajustadas*)
par2 = ConstantArray([l, {dados, 2}1];

For[sn = 1, sn < dados + 1, sn++,

data = Import["carvalho cadmio.xlsx", {"Sheets", sn}]; (*importar arquivo de excel onde estdo os
dados a serem calibrados*) (Ver Figura A.1)

nrs = Round[datal[l, 3]1]11;

tempo = datal[[All, 1]11;

tempo[[1]] = 0.000000001;

conc = datal[All, 21];

v = {4.0608, 4.9248, 0.45792, 0.37152, 0.4147}; (*matriz de velocidades de cada ensaio*)
x = 0.1 ; (*prof. Dos ensaios¥*)

Ogata = (1/2) (Erfc[(x - (v[[sn]]/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) t]))] + Exp[(v[[sn]]/R) x/(d/R)] Erfcl(x
+ (v[[sn]]/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) tl))1);

tabela?2 = Table[Ogata, {t, tempo}];

erro = (conc - tabela2)”2;
f = Sum[erro[[i]], {i, 1, nrs, 1}1;
par2[[sn, All]] = NMinimize[{f, 4 > 0.000000000001 && R >= 1}, {d, R},MaxIterations -> 1000][[2,

All]]]
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par2 (*parametros ajustados para a ADEY)

ClearAll["Global ™ *"]
par (*parametros ajustados para a FADEY)
par2 (*parametros ajustados para a ADEY)

v = {4.0608, 4.9248, 0.45792, 0.37152, 0.4147}; (*matriz de velocidades de cada ensaio¥*)

dados = 3; (*quantidades de curvas a serem ajustadas*)
For[sn = 1, sn < dados + 1, sn++,

Ogata = (1/2) (Erfcl[(x - (v[[sn]]l/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) t]))] + Expl(v[[sn]]/ R) x/(d/R)] Erfc[(x
+ (v[[sn]]/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) tl))1);

data = Import["carvalho cadmio.xlsx", {"Sheets", sn}]; (*importar arquivo de excel onde estdo os
dados a serem calibrados*) (Ver Figura A.1)

nrs = Round[datal[l, 3111;
tempo = datal[[All, 1]11;
tempo[[1]] = 0.000000001;

conc = datal[[All, 2]];

tf = datall[nrs, 11];

x = 0.1 ; (*prof. Dos ensaios¥*)

arg = (x - (v [[sn]]/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alpha]/2]])"(1/\[Alphal);
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gl = Plot[{Ogata /. par2[[sn, All]], 1 - CDF[StableDistribution[l, \[Alpha], 0, 0, 11, arg] /.
par([[sn, Al1l]]}, {t, 0, tf}, AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> {Automatic, {0, 1.2}}, AxesLabel
-> {"t(dias)", "C/\!\(\*SubscriptBox[\(C\), \N(O\)]\)"}, LabelStyle -> 18, PlotStyle -> {Dashed,
Thick}];

tabelal = Table[{tempol[[i]], conc[[il]}, {i, 1, nrs, 1}1];
g2 = ListPlot[{tabelal}];

Print[Show[gl, g2]]; (*plota o grafico dos pontos experimentais e as curvas de chegada ajustadas
para os dois modelos¥)

tabela2?2 = Table[l - CDF[StableDistribution([l, \[Alpha], 0, 0, 1], argl]l /. par[[sn, Alll]l, {t,
tempo}];

tabelal3 = Table[Ogata /. par2[[sn, All]l]l, {t, tempo}];
erroFADE = (conc - tabela2)"2;
erroADE = (conc - tabela3)"2;

fl

Sum[erroFADE[[i]], {i, 1, nrs, 1}];
f2 = Sum[erroADE[[i]], {i, 1, nrs, 1}];

Print[{£f2, f1}]; (*mostra uma matriz com os valores dos erros do MMQ de cada modelo*)

A.6 ESCALA.nb

ClearAll["Global *"]

dados = 4; (*numero de curvas a calcular¥*)
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For[sn = 1, sn < dados + 1, sn++,

data = Import["/Users/ricardomoraes/Documents/Dissertacdo/Import excel/val med.\xlsx",
{"Sheets", 2}]; (*importar arquivo de excel onde estdo os dados a serem calibrados*) (Ver Figura A.2)

v = datal[[All, 11];

Ogata = (1/2) (Erfc[(x - (v[[sn]]/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) t]))] + Exp[(v[[sn]]/R) x/(d/R)] Erfcl(x
+ (v[[sn]]/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) tl))1);

arg = (x - (v [[sn]]/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alpha]/2]])"(1/\[Alphal);

g3 = Plot[Evaluate@Table[{Ogata /. d -> datal[sn, 5]] /. R -> data[[sn, 6]] /. x -> xi, 1 -

CDF[StableDistribution[1l, \[Alpha], 0, 0, 1], arg] /. x -> xi /. d -> datallsn, 2]] /. \[Alpha]
-> datal[sn, 3]] /. R -> datall[sn, 4]]}, {xi, {0.1, 0.5, 1}}], {t, 0, data[[sn, 811}, AxesOrigin
-> {0, 0}, AxesLabel -> {"t(dias)", "C/\!\(\*SubscriptBox[\(C\), \N(O\)I\)"}, LabelStyle -> 18,
PlotStyle -> {Dashed, Thick}];

Print[g3]] (*plotar a curvas de chegada dos dois modelos para as varias profundidades¥)

A.7 CAP_ADE.nb

ClearAll["Global ™ *"]

dados = 4; (*numero de curvas a calcular¥*)
par2 = ConstantArray([l, {dados, 2}1];
For[sn = 1, sn < dados + 1, sn++,

arg = (x - (v/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]])"(1/\[Alphal);
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val = {v -> 0.45792, R -> 3.287,

d -> 0.003, x -=> 0.1*sn"2,
FADE escolhidos para simulacgdo¥®)

\[Alpha] -> 1.999}; (*pardmetros da

val2 = {v -> 0.45792, x -> 0.1*sn"2}; (*velocidade para a ADE *)

conc = Table[l - CDF[StableDistribution[l, \[Alpha], 0, 0, 1], argl] /. wval, ({t, 0.000000001,
10, 0.001}15

tempo = Table[t, {t, 0.000000001, 10, 0.0011%}1];

Ogata = (1/2) (Erfcl(x - (v/R) t)/(2 (Sqrt[(d/R) tl]))] + Exp[(v/R) x/(d/R)] Erfc[(x + (v/R)
t) /(2 (Sgrt[(d/R) t1))1);

tabela2 = Table[Ogata /. val2, {t, tempo}l];
erro = (conc - tabela2)"2;
£ =

Sum[erro[[al], {a, 1, Lengthl[tempo], 1}1;

par2[[sn, All]l]

NMinimize[{f, 4 > 0.00000001 && R >= 1}, {d, R}, MaxIterations -> 1000][[2,
All]]]
par?2
dados = 4; (*numero de curvas a serem plotadas¥*)
m =

ConstantArray([l, {dados, 1}1];

For[sn = 1, sn < dados + 1, sn++,

par

Ogata = (1/2) (Erfc[(x - (v/R) t)/(2 (Sgrt[(d/R) t]))] +
t) /(2 (Sgrt[(d/R) t1))1);

Exp[(v/R) x/(d/R)] Erfc[(x + (v/R)
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val {v. -=> 0.45792, R -> 3.287,
FADE escolhidos para simulacgdo¥®)

d -> 0.003, x -> 0.1*sn”2, \[Alpha] -> 1.999}; (*parédmetros da

val2 = {v -> 0.45792, x -> 0.1*sn”2}; (*velocidade para a ADE *)

m[[sn]] = {Ogata /. wval2 /. par[[sn, All]], 1 - CDF[StableDistribution([1l, \[Alpha], 0, 0, 17,
argl /. val}]

Plot[m, {t, 0, 20}, AxesOrigin -> {0, 0}] (*plotar o grafico da ADE sendo ajustada para curvas

feitas com a FADEY*)

A.8 SENSIBILIDADE.nb

ClearAll["Global *"]

tf = 30; (*tempo final da curva¥)

int = 0.1; (*intervalo para calculo*™)
nt = Round[tf/int];

cm = ConstantArrayl[l, {5, nt}];

p = ConstantArray[l, {5, 1}1;

it = ConstantArrayl[l, {1, nt}];

data=Import["/Users/ricardomoraes/Documents/Dissertacdo/Import excel/Workbookl.\xlsx",
(*importa valores de média e variédncia dos parametros*)

2}1;

ave = 7;

var = 8;

v = data[[ave, 1]]; d = datallave,

{"Sheets",

(*1linha do arquivo importado referente a media¥*)

(*1linha do arquivo importado referente a variancia*)

2]11; \[Alpha] datal[ave, 311
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R = datal[ave, 4]];
x = 0.1;
arg = (x - (v/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]])"(1/\[Alphal);
p[[1]] = 1 - CDF[StableDistribution[1l, \[Alphal], 0, 0, 1], arg]l;
For[i = 1, i < nt + 1, i++,

cm[[1, 1]] = p[[1]] /. t —-> int*i]

Plot[pl[I[1l]1], {t, 0, tf}, AxesOrigin -> {o, 0}, AxesLabel ->
"C/\NI\ (\*SubscriptBox [\ (C\), \N(O\)1\)"},LabelStyle -> 18]

v = data[[ave, 1]1*1.01; d = data[[ave, 2]]; \[Alpha] = datal[lave, 3]1];
R = datal[ave, 4]];
x = 0.1;
arg = (x - (v/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]])"(1/\[Alphal);
p[[2]] = 1 - CDF[StableDistribution[1l, \[Alphal], 0, 0, 1], arg]l;
For[i =1, i < nt + 1, i++,
cm[[2, 1]] = p[[2]] /. t -> int*i]
v = data[[ave, 1]]; d = data[[ave, 2]]1*1.01; \[Alpha] = datal[[ave, 3]];:
R = datal[ave, 4]];
x = 0.1;
arg = (x - (v/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]])"(1/\[Alphal);

pl[3]] = 1 - CDF[StableDistribution[1l, \[Alpha], 0, 0, 11, arg]l;

{"t(dias)",
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For[i =1, 1 < nt + 1, 1i++,

cm[[3, 1]] = p[[3]] /. t —-> int*i]

v = datal[lave, 1]1]; d = datal[lave, 2]]; \[Alpha] = datallave, 3]11*1.01;

R = datal[ave, 4]];
x = 0.1;
arg = (x - (v/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]])"(1/\[Alphal);
p[[4]] = 1 - CDF[StableDistribution[1l, \[Alphal], 0, 0, 1], arg]l;
For[i =1, i < nt + 1, i++,

cm[[4, 1]] = p[[4]] /. t -> int*i]
v = data[[ave, 1]1; d = datallave, 2]]; \[Alpha] = datal[lave, 31];
R = data[[ave, 4]1*1.01;
x = 0.1;

arg = (x - (v/R) t)/((d/R) t Abs[Cos[Pi \[Alphal/2]])"(1/\[Alphal);
p[[5]] = 1 - CDF[StableDistribution[1l, \[Alphal], 0, 0, 1], arg]l;
For[i =1, i < nt + 1, i++,

cm[[5, 1]] = p[[5]] /. t -> int*i]

For[i =1, i < nt + 1, i++,

it[[1, 1]] = int*i]

vec = {data[[ave, 1]], d = data[[ave, 2]], \[Alpha] = datallave, 311,
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R = datallave, 4]11};
res = ConstantArray[l, {4, nt}];
For[j =1, j < nt + 1, j++,
For[i = 1, i < 5, i++,
res[[i, J]1] = (em[[1 + 1, J]] - cm[[1, J11)/(vec[[1i]]1*0.01)]1]
vec = {datall[var, 1]], datallvar, 2]], datallvar, 311,
datal[[var, 411};
For[i = 1, i < 5, i++,
res[[i, All]l] = (res[[i, All]l])"2*vec[[il]]
sum = Sum[res[[i, Al1lll, {i, 4}1;
For[i =1, i < nt + 1, i++,
res[[All, i]] = res[[All, ill/sum[[i]]]
table = Table[{it[[1, il]l, sum[[il1}, {i, 1, nt}l;

ListLinePlot[table, Filling -> Axis, PlotRange -> {{int, it[[1l, nt]]}, Automatic}, AxesLabel ->
{"dias", "VAR[\!\ (\*SubscriptBox[\(c\), \N(r\)I1\)1"}, LabelStyle -> 18]

table = ConstantArray([l, {1, 4}];
For[j =1, j < 5, J++,
table[[1, J]] = Table[{it[[1, 1]], (res*100)I[[3j, 111}, {i, 1, nt}]]

table;
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ListLinePlot[{table[[1, 1]], table[[l, 2]], tablel[l, 31], table[[l, 4]]}, Filling -> Axis,

PlotRange -> {{int, it[[1, nt]l}, Automatic}, AxesLabel -> {"dias",
"SVAR[\ !\ (\*SubscriptBoxI[\ (c\), \N(r\)IT\) 1"}, LabelStyle -> 18, PlotLegends ->

Placed[SwatchLegend [ {"\!\ (\*StyleBox[\"v\",\nFontSlant-
>\"Italic\"I\)","\!\ (\*SubscriptBox[SuperscriptBox[\(D\), \(\[Alphal\)l, \\(H\)I\)", "\[Alpha]",
"R"}, LabelStyle -> 18], Right]]

A.9 COMENTARIOS

A Figura A.1 exemplifica a planilha de Excel importada pelo algoritmo CALIBRACAO, onde a primeira coluna representa os valores de
concentragdo relativa, a segunda coluna os valores do tempo em dias, a terceira representa o numero de linhas ou de pontos que a planilha atual
possui, ¢ a variavel dados representa o numero de planilhas do arquivo, correspondente a quantidade de amostras (5 para Carvalho (2001) e 3
para Nascentes (2003)). Para o processo de validagao do algoritmo (item 5.1.2), com os dados de Carvalho (2001), com o objetivo de comparagao

com o resultado de Diaz-Sanchez (2011), se junta as planilhas 1 ¢ 2, e as 3, 4 ¢ 5 em apenas 2 planilhas por metal.

A Figura A.2 exemplifica a planilha de Excel importada pelo algoritmo ESCALA, onde a primeira coluna representa os valores de velocidade de
percolacdo, a segunda representa os valores de coeficiente de dispersdo fracionario, a terceira os valores do indice de derivacdo, a quarta os
valores do fator de retardo para a FADE, a quinta os valores do coeficiente de dispersdo para a ADE, a sexta os valores do fator de retardo para a

ADE e a oitava a distancia méaxima para a plotagem do grafico da simulacao de analise de escala.
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A B
1 | 0000  0.000
2 | 0007  0.000
3 | 0025 0066
4 | o003 0241
5| oo o628
6 | o062 omns
7 | o089 0884
8 | o016 0939
9| o013 0975
10 | 0163 0.860
11| 0187 0875
12| 0209 0840
13| 0231 0906
14 | 0254 0826
15| 0271 0936
16 | 0293 0901
17| 0315 0932

18 0340 0917
0364 0872
20 | 0404 0903
21| 0428 0893
22| 0453 0903
23| 0475 0939
24 | 0495 0934
25| 0515 0.854
26 | 0542 0859
27| 0561 0955
28| 058 0945
29| 0608 0835
30 | 0633 0946
31| 0653 0846
32| 0677 1020
33| 0697 0946
34| o719 0967
35| 0744 0862
36| 0758 0957

37 0786 0.957

20

l|<<>>|lIAZJ ABJ MJ ASJ Mu

Figura A.1 - Exemplo do arquivo em Excel ® importado pelo algoritmo CALIBRACAO.

I

|v| W \NF \

4 [ | [
1 | 40608 215289  1.003
Z_ 2.04595 0.16212 1.8044
3_ 2.04595 0.3584 1.3708
4 | 204595 0.112
5

F_| G [ H |
2138 1
3.6744 25
6.2292 4
2.248 14

Figura A.2 - Exemplo do arquivo em Excel ® importado pelo algoritmo ESCALA.
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