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Capitulo 0

Prefacio

Este livro de Calculo foi concebido como uma tentativa inicial de se desenvolver livros de
Matematica apoiados em alguns eixos que o autor considera estratégicos.

Um deles é a adequacao desses materiais a realidade educacional brasileira, uma vez
que grande parte das opc¢oes disponiveis atualmente foram concebidas para lidar com a re-
alidade educacional de paises muito diversos do Brasil, como os EUA. Neste sentido, este
livro se preocupa em estabelecer uma conexao proxima entre o Calculo e alguns exemplos
paradigmaticos da Mecanica, ensinados nos cursos de Fisica do ensino médio brasileiro. A
partir do exemplo basico do lancamento vertical de um objeto na Lua, onde inexiste o atrito
com a atmosfera, trazemos este mesmo experimento para a Terra, onde introduzimos os
efeitos da resiténcia do ar, o que nos permite motivar o estudo da derivada da funcao expo-
nencial. Por sua vez, o problema da descricao do movimento de uma massa presa a uma mola
motiva o estudo das derivadas das fungoes trigonométricas. Esses exemplos paradigmaticos,
presentes na origem mesma da formulacao do Calculo, acompanham cada nova técnica que
vai sendo introduzida e desenvolvida ao longo do texto. Isto fornece a possibilidade dos
leitores experimentarem algumas das mesmas intuicoes vividas pelos primeiros formuladores
desta teoria.

Aliés este € o segundo dos eixos considerado estruturadores: oferecer abordagens multiplas
de um mesmo topico, ora mais geométricas, ora mais algébricas, ora mais dinamicas. Isto da
oportunidade ao estudante de se apoiar, em alguns momentos, nas intuicoes em que ele se
sente mais confortavel, mas também o ajuda a explorar suas habilidades pouco desenvolvi-
das. A abordagem dinamica estd presente na definicao do conceito de limite, feito através
de sequéncias e cujo emprego ja se fazia presente no método grego da obtencao de dareas
por exaustao, como também no estudo da cinematica realizado pela mecanica moderna. Por
sua vez, a abordagem algébrica é empregada na famosa férmula do binémio de Newton, que
¢ utilizada na definicao da funcao exponencial. Ja a abordagem geométrica aparece logo
na definicao do numeros e das funcoes reais, bem como na definicao da medida de angulo
através de areas e dos conceitos de derivada e de integral.

O terceiro eixo estratégico tem consequéncias na escolha de qual é a melhor abordagem
para cada assunto: deve-se escolher aquelas que sao as mais diretas e as mais simples, possibil-
itando ir mais fundo nas técnicas e problemas analisados, bem como dar maior transparéncia
e solidez aos conteudos que vao sendo apreendidos. Alids, o autor considera que essa é uma

das caracteristicas essenciais do desenvolvimento do préprio conhecimento e, em particular,
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da propria Matematica. Fazendo alusao a uma célebre frase de Hilbert, nao basta fornecer-
mos ferramentas mais precisas as proximas geragoes, ainda que isso seja fundamental. Essas
ferramentas devem ser passadas da forma mais simples e didatica quanto seja possivel, de
modo a se empregnarem mais facilmente e mais intensamente na intuicao das pessoas.

Um quarto eixo, que devera ser desenvolvido no futuro, é incorporar, ainda que esque-
maticamente, a evolucao histérica dos diversos tépicos do Calculo e como eles foram sendo
incorporados até se obter uma teoria coerente e articulada.

Finalmente quero observar que o emprego de sequéncias num primeiro curso de Célculo
nao é usual e pode gerar uma certa desconfianca. Um cuidado que foi tomado é limitar
esta abordagem as sequéncias propriamente ditas, sem mencionar ou utilizar o conceito de
subsequéncias. Por ser um conceito ainda mais sofisticado, as subsequéncias devem ser

abordadas apenas num segundo curso de Calculo.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Numeros reais

Nesta primeira secao, indicamos como construir os nimeros e suas operagoes a partir de
conceitos e propriedades puramente geométricas. Para isto fazemos uso dos resultados da
geometria plana apresentados na referéncia [1], da qual também utilizamos a notacao e as
defini¢oes. Iniciamos com a reta R = 01 determinada pelos dois pontos distintos 0 e 1,
garantidos pelos postulados de existéncia e determinacao (§4 e §7 de [1]), como mostra a
Figura 1.1. O ponto 0 é denominado zero ou origem e o ponto 1 é denominado um ou

unidade. Os pontos sobre a reta R sao denominados numeros reais.

0 1
@ @ @ L 4
a b

Figura 1.1. Reta real definida pelos pontos 0 e 1.

Existe uma ordem entre pares de niimeros reais, denotada por < e denominada a esquerda
de ou menor que. Se a,b € R, temos intuitivamente que a < b se a esta a esquerda de b,

como ilustrado pela Figura 1.1. Podemos definir a partir da ordem < as seguintes ordens:
1) a>bsb<a.
2) a<bsa<boua=h.
3) az2bs b<a.

Existe também uma relacao entre pares de segmentos, denotada por = e denominada
congruéncia de segmentos. De maneira intuitiva, temos que dois segmentos sao congruentes
se cada uma das duas pontas de um compasso com sua abertura fixada podem ser colocadas

sobre cada um dos dois extremos de cada segmento.

0 a-+b
@ @ @ L
a b

Figura 1.2. Adicdo de a mais b.
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Podemos entao, como ilustrado na Figura 1.2 e a partir dos conceitos de ordem e con-

gruéncia e de suas propriedades, definir a operacao de adicdo de niimeros reais, para todos

a,beR,
c: ¢c¢=2b e be=0a, se a>0
a+b= .
c: ¢c<b e bc=0a, se a<0
0
L 2 @ @
—a a

Figura 1.3. O inverso aditivo de a.

Podemos também definir, como ilustrado na Figura 1.3 o oposto ou inverso aditivo, para

todo a € R,
c:
—a =
c:

A partir das definicées e das propriedades da ordem e da congruéncia, pode-se mostrar

, se

VoA
o O
o o
sl Sl
s a

ol ©
sl Sl

0
0

o o
VAN

a
, se a

que a adicao satisfaz, para todos a,b,c € R,

Al) Associatividade: (a+b) +c=a+ (b+ ¢);
A2) Neutro: a+0 = q;

A3) Inverso: —a + a = 0;

A4) Comutatividade: a +b=">b+ a.

As propriedades da adi¢ao fazem com que a estrutura aditiva dos reais (R, 0, +) seja denom-
inada grupo comutativo.

O conjunto dos numeros naturais N é o menor subconjunto de R satisfazendo
N1) Unidade: 1 € N;
N2) Recursividade: Se n € N, entdon+ 1 € N,

Tanto a reta R como o subconjunto dos ntimeros reais a esquerda da origem também satis-
fazem essas duas propriedades. O conjunto dos niimeros naturais esta contido em cada um
deles e de fato N ¢é a intersecao de todos os subconjutos da reta satisfazendo as propriedade
N1 e N2. Portanto todo subconjunto A dos naturais que satisfaz N1 e N2 é tal que A = N.
Este resultado é denominado Principio de Indu¢ao. Como aplicacao deste principio, vamos

mostrar que o conjunto naturais é fechado sob a operacao da adigao.

Proposicao 1.1. Para todos m,n € N, temos que m +n € N.

Demonstracao. Para cada m € N, consideramos o conjunto A = {n € N: m+n € N}. Para
demonstrar a proposicao, basta mostrar que A = N. Temos que 1 € A, pois m + 1 € N.
Logo A satisfaz a propriedade N1. Se n € A, entao m +n € N. Entao n + 1 € A, pois
m+ (n+1)=(m+n)+1¢€N. Logo A também satisfaz N2 e, pelo Principio de Indugao,

temos que A = N, concluindo a demonstracao. O
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A partir do Principio de Indugao, pode-se demonstrar também um outro principio muito
importante dos niimeros naturais, denominado Principio da Boa Ordenacdo. Este principo
afirma que qualquer subconjunto nao vazio dos naturais possui o menor elemento.

O conjunto dos numeros inteiros 7Z é obtido a partir dos naturais adicionando-se os

inversos aditivos e o elemento neutro.
Z={keR: keN ou k=0 ou —FkeN}

Pode-se mostrar que o conjunto dos inteiros é também fechado sob a operacao da adicao. A
estrutura aditiva dos inteiros (Z,0,+) é entdo o menor grupo comutativo contendo N.
Vamos agora construir um dos objeto mais importantes da matematica moderna, o plano
Cartesiano. Como ilustrado pela Figura 1.4, denote por Oy a unica reta perpendicular a
reta R, passando pelo ponto 0, chamada de eizo vertical (§80 e §81 [1]). Neste contexto,
a reta R também é denotada por Ox, denominado eizo horizontal, e um ponto a € Oz é
também denotado por (a,0). O ponto 0 = (0,0) é denominado origem do plano Cartesiano.
Escolhemos em 0y um ponto, denotado por (0, 1), tal que sua distancia a origem 0 seja igual
a 1. Para cada ponto a € 0z = R associamos o ponto (0,a) em Oy, tal que as distancias
destes dois pontos a origem 0 sejam iguais e de modo que ambos sejam maiores que 0 ou
ambos menores que 0. A reta Oy é entao uma cépia da reta R e também é denotada por R.
Frequentemente denotaremos (z,0) € Ox e também (0,y) € Oy serao denotados apenas por

r € R ey e R, respectivamente.

hb (aab)

. -»
|
|
ha A |
ya - ® |

| I v

| o
|
| |
| |

| | >

0 TA a

Figura 1.4. Plano Cartesiano.

Uma reta paralela ao eixo horizontal é denominada reta horizontal e uma reta paralela
ao eixo vertical ¢ denominada reta vertical. Uma reta horizontal e uma reta vertical possuem
um unico ponto em comum, pois 0s eixos sao retas concorrentes. Dado qualquer ponto A
no plano denote por h,s a tunica reta horizontal passando por A e denote por v4 a Unica
vertical que passa por A (8§71 [1]), como ilustrado pela Figura 1.4. A absissa ou coodenada
horizontal do ponto A é o tnico ponto x4 que estda simultanemente sobre v, e sobre Ozx.
A ordenada ou coodenada vertical de A é o tinico ponto y4 que esta simultanemente sobre
ha e sobre Oy. Vice-versa, dado um ponto a sobre Ox e um ponto b sobre Oy, associamos o
tnico ponto, denotado pelo par ordenado (a,b), que esta sobre v, e sobre hy,. Nao é dificil
notar que A = (z4,ya). Portanto para cada ponto A do plano associamos o par ordenado

(xa,ya), das suas coordenadas.
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Vamos entao definir a operacao de multiplicacao de ntimeros reais, como ilustrado pela
Figura 1.5. Para cada a € R, considere a reta r, determinada pela origem (0, 0) e pelo ponto
(1,a). Como a reta r, e o eixo Oy sao concorrentes, cada reta vertical possui um tnico ponto
em comum com 7,. Dado b € R, seja A o inico ponto que esta sobre r, e vy. A multiplicacao

de a por b é definido como a coordenada vertical de A e é denotado por ab.

A
Ta
b N
a0 pb-——————————— [ ]
el
< |
s
e |
7 |
O |
o7 I Uy
il | |
// | |
v | |
i | |
| | >
0 1 b

Figura 1.5. Multiplicagao de a vezes b.

Consideraremos agora o conceito de divisao entre ntimeros reais, como ilustrado pela
Figura 1.6. Sejam a,b € R, onde b # 0. Seja s, a reta determinada pela origem (0, 0) e pelo
ponto (b, a). Como b # 0, temos que s, € 0 eixo Oy s@o concorrentes e, portanto, cada reta
vertical possui um dnico ponto em comum com s,;. Seja A o Unico ponto que estd sobre
Sqp € a reta vertica vy. A divisao de a por b é definida como a coordenada vertical de A e é

a a
denotada por 7 E imediato que s, = ra e, portanto, que 7 b=a.

A
Sa,b
//'
a4 pF-—————————————0
|
// |
a A - '
|
P
Ve
<~ I
Ve
e 1 U1 |
s | |
z | | >
0 1 b

Figura 1.6. Divisao de a por b.

Pode-se mostrar que a multiplicacao satisfaz, para todos a,b, c € R,
M1) Associatividade: (ab)c = a(bc);
M2) Neutro: al = q;
1
M3) Inverso: —a = 1, para todo a # 0;
a

M4) Comutatividade: ab = ba.
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Essas propriedades fazem com que a estrutura multiplicativa dos reais (R — 0,1,-) seja
também um grupo comutativo.

Pode-se mostrar que vale a propriedade fundamental que conecta as estruturas aditivas
e multiplicativas dos reais, denominada Distributividade e mais conhecida como Regra do

Chuveirinho. Para todos a,b,c € R, temos que
D) Distributividade: a(b+ ¢) = ab + ac.

A propriedade enunciada acima é denominada Distributividade a esquerda. A sua andloga,
a Distributividade a direita é conseqiiéncia imediata da comutatividade do produto.
Mais uma vez utilizando o Principio da Inducao, vamos mostrar que o conjunto naturais

também é fechado sob a operacao de multiplicacao.

Proposicao 1.2. Para todos m,n € N, temos que mn € N.

Demonstragao. Se m € N, consideramos o conjunto A = {n € N : mn € N}. Para demon-
strar a proposicao, basta mostrarmos que A = N. Temos que 1 € A, pois ml = m € N.
Logo A satisfaz a propriedade N1. Se n € A, entao mn € N. Entao n + 1 € A, pois
m(n 4+ 1) = mn+m € N, uma vez que N é fechado para a soma, pela Proposigao 1.1.

Logo A também satisfaz N2 e, pelo Principio de Indugao, temos que A = N, concluindo a

demonstracao. O

Pode-se mostrar também que valem as seguintes propriedades na relagao entre a ordem,

a adicao e a multiplicacao,
P1) Fechamento aditivo: se a,b > 0, entao a + b > 0.
P2) Fechamento multiplicativo: se a,b > 0, entao ab > 0.

Por satisfazer as Propriedades A1-A4, M1-M4, D e P1-P2, a estrutura conjunta aditiva e
multiplicativa dos reais é denominada um corpo ordenado. Num corpo ordenado, valem

também as seguintes propriedades com relacao as desiguladades.

Proposicao 1.3. Sejam a,b,c,d € R. Temos entao que
1)a<bs c+a<cH+b.
2)a<bs —b< —a.
3)a<bec<d=a+c<b+d.

e que

4) a <b< ca<chb, para cada ¢ > 0.

1 1
5)0<a<bes < - < —.
b a

6) 0<a<bel<c<d= 0<ac<bd.
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O conjunto dos numeros racionais QQ é a colegao de todas as fracoes de ntimeros inteiros

@:{TER: r:@, m,n €2 e n;é()}

n
Temos claramente que N C Z C Q C R. Pode-se mostrar que o conjunto dos racionais ¢é
fechado sob as operacoes da adi¢ao e da multiplicagao e também é um corpo ordenado.
Vamos mostrar agora que entre dois niimeros reais distintos quaisquer, sempre existe um
numero racional. Esta propriedade de Q é denominada densidade. Para isso serd necessario

o uso da denominada Propriedade Arquimediana de R.
A) Arquimediana: Para todo L > 0, existe n € N tal que 0 < L < n.

Pela Proposi¢ao 1.3, temos que

1 1
O0<L<n se e sb se 0< —< —.
n L

Escolhendo € = 1/L, temos entao a seguinte formulacao equivalente.

1
A) Arquimediana: Para todo ¢ > 0, exite n € N tal que 0 < — < .
n
Proposicao 1.4. Se a < b, entdao existe r € Q tal que a < r < b.
Demonstracao. Pela Propriedade Arquimediana, existe n € N tal que

1
0<—=<b—a. (1.1)
n

, . m
Se m é o primeiro natural tal que a < —, temos que
n

m—1

—<a (1.2)

Pelas desigualdades (1.1) e (1.2), segue que

-1 1
m_mn +—<a+(b—a)=0.
n n n

m ) .
Escolhendo r = —, concluimos a demonstracao. O
n

Apds notarmos a densidade do conjunto dos racionais no conjunto dos numeros reais,
podemos nos perguntar se estes dois conjuntos nao sao de fato iguais. A resposta é negativa,
o que parece ter custado a vida de um dos membros da FEscola Pitagorica. Pelo Teorema de
Pitdgoras (§198 [1]), o comprimento d da diagonal do quadrado unitdrio ¢ tal que d? = 2, ou

seja, d = /2. Esta diagonal pode ser escrita como um quociente de nimeros naturais?

Proposicao 1.5. V2 ndo é racional.

Demonstracao. Vamos utilizar o seguinte fato, que é deixado como exercicio, n € N é par se
, . . i m
e s6 se n? é par. Vamos demonstrar essa proposicao por contradicao. Suponha que d = —,
com m,n € N. Apds cancelamento, podemos supor que m e n nao possuem nenhum fator
m .
comum. Neste caso, temos que 2 = d* = — ¢, portanto, que m? = 2n%. Como m? é par,
n
temos que m ¢ par. Logo m = 2k, com k € N, e entao 4k* = m? = 2n?. Portanto 2k? = n?,
d 2 7 bé ’ M . ’ dica
mostrando que n“ é par e consequentemente n tambem ¢é par. Mas 1sso € uma contradicao,

pois m e n nao possuem nenhum fator comum. O
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Concluimos esta se¢ao com a ultima propriedade dos ntimeros reais, a Completude. Essa
propriedade diz de maneira intuitiva que a reta nao possui buracos. Dados A e B subcon-
juntos de R, dizemos que A é menor ou igual a B e denotamos A < B, se a < b, para todos
acAebeB.

C) Completude: Se A < B, entao existe ¢ € R tal que A < ¢ < B.

A propriedade da Completude nao é verificada nos conjunto dos nimeros racionais.
Definindo o conjunto A = {r € Q : > < 2} e o conjunto B = {r € Q : r* > 2},
temos claramente que A < B, mas o tnico ¢ tal que A < ¢ < B é o ntmero v2, que
no entanto nao pertence a Q. Devido a esta propriedade, pode-se demonstrar que existem
muito mais nimeros reais que nimeros racionais, ou seja, que ¢ impossivel estabelecer uma
correspondéncia um a um entre os nimeros reais que ntmeros racionais. Por outro lado, de
maneira surpreendente, existem tantos nimeros racionais quanto ntmeros reais, por mais

incrivel que isto possa parecer, como indica a seguinte enumeracao dos racionais

112123 1 2 m n+m-—1

1’21327 "nem-LUn+m—2""n' "7 1 7

. m . . . .~
Pode-se mostrar que a fracao — estd localizada nesta lista na posicao
n

(mn+m—1)(n+m—2)
2

+m.

Devido a esta lista, o conjunto dos racionais é denominado enumerdvel. Por sua Completude,

o conjunto dos reais nao ¢ enumeravel.

1.1.1 Exercicios

1) Mostre que se n € N é par, entao n? é par. Mostre também que se n € N ¢é {mpar,
q par,

2

entao n? é impar. Conclua que se n? é par, entao n é par.

1.2 Funcoes reais

Assim como no caso dos numeros e de suas operacoes, introduzimos o conceito de funcao

real a partir de uma perspectiva puramente geométrica.

B f
\_

\C U
/a/ a

\/
\/

Figura 1.7. O circulo C nao satisfaz, enquanto f satisfaz o teste da reta vertical.
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Uma fungao real ¢ um conjunto de pontos do plano Cartesiano satisfazendo o denominado
teste da reta vertical: se f é uma funcao real, cada reta vertical possui no maximo um ponto
em comum com f, como ilustrado pela Figura 1.7.

O dominio da funcao f é sua projecao vertical (§86 [1]) sobre o eixo 0x
dom(f) ={za: A€ f} CR,
onde A é um ponto de f e x4 sua coordenada horizontal (Secao 1.1). A Figura 1.8 ilustra o

dominio de f como a sombra que f projetaria no eixo 0z sob o sol de meio dia. De forma

andaloga, a imagem da func¢ao f é a sua projecao horizontal sobre o eixo Oy

im(f) ={ya:Ae f} CR,

onde y4 é a coordenada vertical do ponto A (Secao 1.1). A Figura 1.8 descreve a imagem

de f como a sombra que f projetaria no eixo Oy sob o nascer do sol.

im(f)

\ 4

dom( )

Figura 1.8. O dominio e imagem da funcao f.

Em geral, quando queremos enfatizar o dominio e a imagem de uma dada funcao f,
denotamos a fungao por f : dom(f) — im(f). Quando desconhecemos a imagem de f, mas
sabemos que a imagem estd contida num conjunto A, denominado um contra-dominio de f,
denotamos isto por f : dom(f) — A. Observamos que a reta R é sempre um contra dominio

para qualquer funcao real.

f(@) /

\ 4

Figura 1.9. O valor de f em =.

Para cada x € dom(f), definimos f(x) € R, denominada o valor de f em x, como a
coordenada vertical do tinico ponto comum a f e a reta vertical v,. A Figura 1.9 representa
o valor de f em x como a altura de f sobre o ponto z. Com esta defini¢ao, a funcao f pode

ser descrita por

f=A(z, f(z)) : € dom(f)}
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e sua imagem pode ser descrita por

im(f) = {f(x) : x € dom(f)}.

Se f é uma reta, ela satisfaz o teste da reta vertical se e s6 se ela nao é uma reta vertical.
Portanto se f é uma reta nao vertical ela é uma funcao real, denominada func¢ao afim. Se
f é uma funcao afim, entao seu dominio e sua imagem coincidem com a reta R, como é

mostrado pela Figura 1.10.

Y |

Ya

\ 4

TA rB

Figura 1.10. Exemplo de uma funcao afim.

Em geral, se os pontos A e B pertencem a funcao afim f, utilizando semelhanca de
triangulos (§186 [1]), temos que
f(@) —ya = Y Ya
T —TA I —TA
para todo x € R, onde a é denominado coeficiente angular. Temos que o valor de f em x é

dado entao por
flz)=ax+b=ys+alx —x4)

onde b = f(0) é denominado coeficiente constante. Esta expressao de f(x) é denominada
algébrica, pois é descrita através de x, utilizando-se as operagoes dos nimeros reais. Se a
fungao afim f passa pela origem A = (0,0), temos entao que f(z) = ax.

No exemplo seguinte, vamos mostrar que uma pardbola é de fato uma funcao real. Uma
parabola é o conjunto dos pontos p cuja distancia é constante em relacao a uma dada
reta horizontal h,, denominada reta geratriz, e a um dado ponto F' fora dela, denominado
ponto focal, como ilustrado pela Figura 1.11. Se o ponto A = (x,y) pertence a p, entao
d(A,F) = d(A, h,). Pelo Teorema de Pitdagoras (§198 [1]), a distancia entre A e F, em

termos de suas coordenadas, satisfaz a equagao
d(A, F)? = (x —xp)* + (y — yr)* (1.3)
e, pela defini¢ao de distancia de um ponto a uma reta (§89 [1]), temos que

d(A, hg)? = (y — 9)*. (1.4)

Igualando os termos a direita das equagdes (1.3) e (1.4), desenvolvendo os quadrados e

simplificando, obtemos que

2yr —9)y = (x —zp)* +yp — g°
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Yr | e ___

Ya

|
|
+
:
|
|
|
|
|
|
|
L
|
|
|
|
|
I

\ 4

oyl TA

Figura 1.11. A parabola é uma funcao.

Como o ponto focal F' nao esta sobre a geratriz hy, temos que yp — g # 0 e podemos

obter a seguinte expressao para a coordenada vertical do ponto A

y = ﬁ (2 — 2)® + 32 — &%), (1.5)

o que mostra claramente que A é o tnico ponto de p que esta sobre a reta vertical que passa
por x4. Portanto p é de fato uma fungao real e A = (z,p(x)). Desenvolvendo a equacao

(1.5), obtemos que
p(z) = ax® + bz +c

onde )
c
a=——— —=-2zp e - =2z —|—y2 —g2.
2(yr —g) a a Boor
Como a expressao algébrica de p(x) é um polindémio em z, a pardbola p é denominada fun¢ao

polinomial. Quando F' = (0, i) eg= —i, temos que a = 1 e b = ¢ = 0. Neste caso,
p(r) =z
e a parabola p é chamada de poténcia.
Dado um polinomio em =
p(l’) - an$n + -+ a1x + ag,
temos que o conjunto
p=A{(z,p(x)) : z € R}

é uma funcdo, denominada func¢do polinomial. E quando p(z) = z™ também dizemos que p
é uma poténcia n-ésima.

Em geral, dada uma expressao algébica f(x) de z, definimos a fungao

f=A(x, f(x)) : x € dom(f(x))} (1.6)

onde domf(z), denominado dominio natural de f(x), é o maior conjunto de nimeros reais

onde a expressao algébica f(z) estd definida. Este procedimento é uma das maneiras mais
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utilizadas para se construir fungoes reais. Frequentemente, por economia de notagao, deno-
tamos a fung¢ao f : dom(f(x)) — R definida pela equagao (1.6) simplesmente pela expressao

algébica f(z) utilizada em sua definigao.

Por exemplo, se p(x) e g(z) sdo polinémios em z, a funcao r(z) = Z@ ¢ o conjunto
q(x

r={(z,r(z)) : q(x) # 0}

e é denominada fun¢ao racional. O dominio de r(z) é o maior conjunto de nuimeros reais
onde a expressao algébica r(x) estd definida, ou seja, todos os z tais que ¢(x) é diferente de
zZero.

Em certas situagoes, é necessario considerar fungoes definidas por expressoes algébricas
em dominios que sao distintos do seu dominio natural. Por exemplo, através de certos
principios fisicos e dos instrumentos do Célculo, serda demonstrado que a seguinte expressao

polinomial
2
s(t) = so + vot — 95>
bem conhecida dos estudantes do ensino médio, fornece de fato a posicao no instante t de
um corpo C' arremessado verticalmente no instante inicial £y, com uma velocidade inicial vg
e a partir de uma posicao inicial sy, onde g é a aceleracao da gravidade local e o atrito com

o ar é desconsiderado, como ilustrado pela Figura 1.12.

S0

»
>

0 t() tF

Figura 1.12. Posi¢ao de um corpo arremessado verticalmente na Lua.

O dominio natural de s(t) ¢ a reta R, mas evidentemente esta expressdo descreve o
movimento do corpo C' apenas enquanto o mesmo se move livremente no ar. Se tgp é o
instante final do movimento livre do corpo C, o dominio de s(t) a ser considerado é o

intervalo fechado

[to,tF]:{teRtogtgtF}

e devemos denotar explicitamente a fungdo movimento por s : [tg, tp] — R.

Em certos casos, é necessario considerarmos fungoes cuja expressao algébrica se altera de
uma parte para a outra do seu dominio. Tais funcoes sao denominadas definidas por partes.
Por exemplo, uma corrente estacionaria percorrendo um fio retilineo I, de secao transversal

circular de raio 1y, gera um campo magnético cuja intensidade, num dado ponto do espaco,
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¢ uma funcao I(r) da distancia r do ponto ao eixo do fio, cuja expressao é dada por

r
ot se 0 <r<nrg
_ 0
I(T)— 1
-, ser =rg.
’

A

To

E
N

<
=}
\ 4

Figura 1.13. Campo magnético em funcao da distancia a um fio retilineo.

Concluiremos estd secao definindo as principais operacoes entre funcoes reais. Sejam f e

g duas fungoes reais. A funcao

(f +9)(x) = fz) + g(z)

é denominada soma de f mais g e seu domino natural é a intersecao dos dominios de f e g.

De forma analoga, definimos o produto de f vezes g por

(f9)(x) = f(x)g(x),

onde seu domino natural é também a intersecao dos dominios de f e g. No caso do quociente

(-1

o dominio natural sao os pontos comuns aos dominios de f e g, excluindo-se os pontos tais

de f por g, definido por

que g(z) = 0. Finalmente, definimos a composi¢io de f com g por

(fog)(z) = f(g(x)),

cujo dominio sao os pontos z € R que pertencem ao dominio de g tais que suas imagens
g(x) pertencem ao dominio de f. Enquanto a soma e o produto de fungdes sao operagoes

comutativas, 0 mesmo nao ocorre com o quociente e a composicao de fungoes.

1.2.1 Exercicios

1) Sejam f(z) = 2% e g(x) = x + 2. Calcule g(f(z)) e também f(g(x)) e conclua que
gof#fog
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1.3 Funcoes trigonométricas

Consideramos agora, ilustrados pela Figura 1.14, o circunferéncia trigonométrico
S={A:d(A0) =1}

e também o circulo trigonométrico

D ={A:d(A,0) <1}. (1.7)
A B
YB - ‘
2/
yap— "\ |
al \
0 xa 1

Figura 1.14. A circunferéncia e o circulo trigonométricos.

Um angulo positivo (negativo) « do circulo trigonométrico é o angulo A@l, determi-
—
nado pelas semi-retas 0A e ﬁ, onde A é um ponto de S com coordenada vertical positiva

(negativa). Definimos cosseno e seno de « pelas expressoes
cos(a) =x4 e sen(a) =1y

onde claramente

cos(a)® +sen(a)® = 1.

A tangente de o é definda por
sen ()

te(a) = cos(a)

Pela defini¢ao de quociente, temos que tg(d) = yp, onde o B é o unico ponto comum a reta

0A e a reta vy, como representado na Figura 1.14.

A

sen(0) f--————— c

\4

Figura 1.15. Relacoes trigonométricas num triangulo retangulo.
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Pelo primeiro caso da semelhanga de triangulos (§186 [1]), temos que

b, sen(f) = ¢

cos(f) = . L tg(0) =

c
b’
onde a é a hipotenusa, b o cateto adjacente e ¢ o cateto oposto ao angulo € do triangulo
retangulo ilustrado pela Figura 1.15.

Para um triangulo qualquer, como o apresentado pela Figura 1.16, vale a seguinte
equacao, conhecida como lei dos cossenos, que pode ser interpretada como uma general-

izagao do Teorema de Pitdgoras
a? = b? + ¢ — 2bccos(a),

onde « é o angulo oposto ao lado a. Esta relagao pode ser obtida, aplicando-se o Teorema

de Pitagoras nos triangulos retangulos ilustrados pela Figura 1.16.

Figura 1.16. A lei dos cossenos.

Através da lei dos cossenos, podemos determinar a férmula do cosseno da soma de dois
angulos. A soma de dois angulos positivos a e 3 do circulo S é denotada por o + (3, como

ilustrado pela Figura 1.17.

\ 4

Figura 1.17. A soma de dois angulos positivos.

Proposicao 1.6. Sejam o e  angulos positivos tais que o + 3 também € positivo. Entdo

vale a sequinte formula
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(f)

Demonstracao. Consideramos A = (cos(a),sen(a)) e B = (cos(f3), —sen()), pontos do

circulo trigonométrico, como ilustrados pela Figura 1.18. Pelo caso (LLL) da congruéncia



1.3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

entre triangulos (§52 [1]), temos que o angu

que o angulo AOB=a+ (. Aplicando a lei

d(A, B)? d(A,0)* +d(B,

>

Sen(B)}

2 —2cos(a+ ).

21

lo 10B ¢ congruente ao angulo 5. Logo temos

do cossenos ao triangulo AA0B, obtemos que

0)* — 2d(A, 0)d(B,0) cos(a + 3)
(1.8)

< sen(d)

\/

Figura 1.18. A férmula do cosseno da soma.

Por outro lado, utilizando a equagao (A.1), temos que

d(A, B)?

O resultado segue, igualando-se os ultimos termos das equagoes (1.8) e (1.9).

O préximo resultado relaciona o seno e

soma ¢ congruente a um angulo raso.

(cos(a) — cos(83))” + (sen(a) — (—sen(83)))*
cos(a)? — 2 cos(a) cos(B) + cos(B)* + sen(a)® + 2sen(a) sen(3) + sen(s)?
(cos(a)? + sen(a)?) + (cos(B3)?
2 — 2(cos(a) cos(3) — sen(a) sen(f3))

+ sen()?) — 2 cos(a) cos(f) + 2sen(a) sen ()
(1.9)

O

o cosseno de dois angulos suplementares, cuja

Figura 1.19. Dois

Proposicao 1.7. Sejam a e 3 angulos pos

cos(a) = —cos(3) e sen(a) = sen(3).

angulos suplementares.

itivos tais que o + B € o angulo —101. Entio
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Demonstracao. Se cos(a) = cos() = 0, o resultado é imediato. Logo podemos supor que
cos(f) < 0 < cos(a). Sejam A e B pontos do circulo trigonométrico tais que a = A0l e
b= Bﬁl, como representados pela Figura 1.19. Pela definicao de soma de angulos positivos,
temos que o angulo A0 cos(a) é congruente ao angulo A0 cos(a) ao dngulo B0 cos(f). Entdo,
pelo caso (LAAg) da congruéncia entre triangulos (§52 [1]), temos que o triangulo retangulo
A A0 cos(a) é congruente ao triangulo retangulo ABO cos(b). Isto mostra que os respectivos

catetos possuem comprimentos iguais, o que demonstra o resultado. ]

Vamos considerar agora a area dos denominados setores circulares. Faremos uso das
propriedades A1-A5, apresentadas na Secao A.1. O setor circular <(«, (3), ilustrado pela
Figura 1.20, é a regiao do plano dos pontos comuns ao circulo trigonométrico D e ao interior

do angulo AOB ,onde A e B sao determinados, respectivamente, pelos angulos positivos a e

g.

\4

Figura 1.20. Area de setores circulares.

Denotamos por A(a, 3), a area do setor o setor circular <t(a, 3), e simplesmente por
A(w), a area A(0,«). Pela definicdo de soma de angulos, o setor <t(a, a + 3) é a imagem
do setor <(0, §) pela rotagao R,, como mostra a Figura 1.20. Logo, pela Propriedade A3,
temos que A(a, a4+ 3) = A(F). Portanto, utilizando a Propriedade A1, obtemos que

Ala+ 8) = Ala) + A(B). (1.10)

Agora vamos definir as denominada func¢oes trigonométricas. Para isso, necessitamos
medir angulos utilizando nimeros reais. A medida de um angulo positivo o em radianos é
por definicao

rad(a) = 24(a). (1.11)

Para todo angulo poitivo «, temos que 0 < = < 7, onde por defini¢ao
m = A(D),

a area do circulo trigonométrico. O seguinte resultado, cuja demonstracao serd dada apenas

no Capitulo 5, afirma que a reciproca também é verdadeira.

Proposicao 1.8 (Radiano). Para todo x € R tal que 0 < z < m, existe um angulo positivo

a tal que © = rad(«).
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A definicao das funcoes trigonométricas ocorre entao em trés etapas. Em primeiro lugar,

consideramos = = rad(«) € [0, 7] e definimos
{ cos(z) = cos(a), (1.12)

o que ¢ ilustrado na Figura 1.21.

A

L =~ sen

\/

Figura 1.21. As fungoes seno e cosseno em [0, 7].

Em seguida, consideramos x € [, 27| e definimos

{ cos(x) = — cos(x — ), (1.13)

sen(zr) = —sen(x — 7).

como mostra a Figura 1.22.

Figura 1.22. As fungoes seno e cosseno em [0, 27].

Finalmente, estendemos o dominio para a reta toda, definindo

cos(x) = cos(x + 2km), (1.14)
sen(x) = sen(x 4 2km), |

onde k € Z é tal que = + 2km € [0, 27|, como ilustra a Figura 1.23.

AN

Figura 1.23. As fungdes seno e cosseno na reta R.
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A fungao sen : R — R é denominada funcdo seno ou sendide e a funcao cos : R — R é
denominada funcdo cosseno ou cossendide. A funcdo tangente é definida, a partir da funcoes

Seno e cosseno, por
sen(x)

cos(z)

tg(r) =

A partir da Proposicao 1.7, pode-se demonstrar que a funcao cosseno é par e as funcoes

seno e tangente sao impares, ou seja, para todo x € R, temos que
1) cos(—z) = cos(x),
2) sen(—z) = —sen(z) e
3) tg(—x) = —tg(x).

Como claramente rad(a+ ) = rad(«)+rad (), também pode-se demonstrar (Proposi¢ao
A.3), a partir da férmula do cosseno da soma de dois angulos, as seguintes férmulas para as

funcgoes trigonométricas. Para todos a,b € R, temos que
1) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b),

2) sen(a + b) = cos(a) sen(b) + sen(a) cos(b) e

tg(a) + tg(b)

3) tgla+b) = T— te(a) ta(0)’

1.3.1 Exercicios

1) Demonstre a lei dos cossenos, aplicando o Teorema de Pitagoras através das coor-
denadas dos vértices B, C' e D do triangulo retangulo ABCD, ilustrado na Figura
1.16.



Capitulo 2

Limite e continuidade

2.1 Limite de sequéncias

Uma das nogoes basicas no célculo é o conceito de limite de uma dada sequéncia de ntimeros

reais. Uma sequéncia de niimeros reais é uma lista infinita de nimeros reais
A1,A2,43,...,07—-1,0n, Apt+1, ...

Quando é necessério fazer referéncia, denotamos a sequéncia acima simplesmente por (a,),
onde a,, é denominado termo geral e aparece na lista na posicao n. Devemos pensar numa
sequencia de nimeros reais como uma progressao infinita de pontos da reta real R evoluindo
em estagios sucessivos de tempo. Por exemplo a sequéncia harmonica é definida como (%),
ou seja, ¢ a seguinte lista infinita

11 1 1 1
23 n—1n n+1""

Como ilustra a Figura 2.1, é intuitivo que, a medida que o tempo passa, a sequéncia

1

harmonica se aproxima de 0. Neste caso, dizemos que 0 é o limite da sequéncia (%)

1 1
5 3 1
————00—0— —@— o—
0 1 1
4 2

Figura 2.1. Sequéncia harmonica se aproximando da origem.

No caso da sequéncia harmonica, a posicao atingida no estdgio de tempo n é o ponto %
Um outro exemplo de sequéncia que se aproxima da origem é a denominada sequéncia

harmonica alternada, ilustrada pela Figura 2.2.

11

5 3 1
 ——0—0—0— ¢
D D S
2 1

Figura 2.2. Sequéncia harmoénica alternada se aproximando da origem.

25
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e dada por (b,), onde

= n é impar
1 7
-, n € par.
Um tltimo exemplo de sequéncia se aproximando da origem, como ilustrado pela Figura

2.3, a sequéncia anti-harmonica é dada por ¢, = —%.

_1 1
—1 3 —g
—O @ *—0 0 —0—
_1 _1 0
2 4

Figura 2.3. Sequéncia harmdnica alternada se aproximando da origem.

Mas o que significa, de maneira mais precisa, que uma sequéncia (a,) se aproxima da
origem? A idéia basica é considerarmos intervalos de erro arbitrariamente pequenos em torno
da origem. Consideremos entao um desses intervalos em torno do ponto a, com margem de
erro € > 0, como ilustra a Figura 2.4. Se a sequéncia (a,,) se aproxima da origem, a partir
de um determinado estagio, a sequéncia deve passar a ficar dentro desse intervalo de erro.
Mas e se considerarmos um intervalo menor, com margem de erro 0 < £ < €7 Provavelmente
teremos que esperar um pouco mais para que a sequéncia passe a ficar dentro desse novo
intervalo de erro. Ou seja, para cada margem de erro € > 0, deve existir um estégio n(e),
chamado tempo de espera, tal que para todos os estagios posteriores a sequéncia fica dentro

do intervalo de erro de margem e.

[ )
T i i 7
a—¢e a, a a—+¢e

Figura 2.4. Intervalo de margem de erro € em torno da origem.

Dizemos entao que a sequéncia (a,,) se aproxima da origem se, para cada margem de erro

e > 0, existir um tempo de espera n(¢) de modo que
n = nle) = —c < ay, <&,

como ilustrado pela Figrura 2.4. Neste caso, isto é denotado por a,, — 0.
No caso das sequéncias apresentadas acima, para cada margem de erro € > 0, podemos

definir o tempo de espera como
1
n(e) = 1° natural > —
5

e a tabela abaixo apresenta alguns dos seus valores:

€ n(e)
0,1 11
0,01 101
0,001 1001
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Por exemplo, no caso da sequéncia harmonica, temos que
1
n > n(0,1) = —-0,1<—<0,1.
n

De fato, se n > 11, temos que

- 1
n —
0,1

e, invertendo os dois lados da desigualdade, segue que
1
—-0,1<—-<0,1.
n
Para uma margem de erro arbitraria € > 0,
1
n = nle) = n> -,
€

uma vez que, pela definigdo, o tempo de espera é tal que n(e) > 1/e. Portanto, para cada
e > 0, segue que
1

n = n(e) = —e< —<e.
n

Vamos agora considerar o seguinte resultado que afirma que uma sequéncia se aproxima

da origem se e so se sua distancia até a origem se aproxima de zero.

Proposigao 2.1. Temos que a, — 0 se e so se |a,| — 0.
Demonstracao. O resultado segue do fato de que
—e<a,<e & 0 < |a,| <e,
uma vez que |a,| = a,, quando a,, > 0, ou |a,| = —a,, quando a, < 0. O

Uma consequéncia da proposi¢ao acima é que as sequéncias harmonica alternada (b,) e

anti-harmonica (¢,,) ambas se aproximam da origem, uma vez que

1
ba] = |cn] = —.
n
Outro resultado relevante para a teoria de limites é que a sequéncia dada pela soma de
duas sequéncias se aproxima da origem caso cada um dos fatores se aproxime da origem.

Proposicao 2.2. Se a,,b, — 0, entao a, + b, — 0.

Demonstracao. Temos que

£ €
> ngle/2 = —— < ap < =
n = n.(e/2) 5 < n < 5
e também que

n = ny(e/2) = —% <b, < %.

Definindo

n(e) = méx {n,(g/2),np(c/2)}
segue que

n = n(e) = —e < a,+b, <e.
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Para ilustrar a demonstracao do resultado acima, considere a sequéncia (a, + b,), que é
a soma, respectivamente, das sequéncias harmonica (a,,) e harmoénica alternada (b,). Temos

que
2

= n € impar
a, + b, = )
0, n € par

como ilustrado pela Figura 2.5.

2 2 2

53 1
@ @ @ ®
0

Figura 2.5. Soma das sequéncias harmonica e harmonica alternada.

Neste caso, temos que

1
na(e) = np(e) = 1° natural > —.
£

Portanto a funcao tempo de espera, apresentada na demonstracao, é dada por

n(e) = max {n.(e/2),n(e/2)}
= n,(g/2)

1° natural > !
= natura —.
g/2

2
= 1° natural > -
€

e pode ser melhor visualizada pela tabela abaixo:

5 n(e)
0.1 21
0,01 201
0,001 2001

A préxima proposicao é uma versao mais restrita do famoso Teorema do Sanduiche.

Proposicao 2.3. Se0<a, <b, ¢b, — 0, entao a, — 0.
Demonstracao. Para cada € > 0, temos que
n = ny(e) = —e<b, <e.
Definindo n,(g) = ny(e), segue que
n = ng(e) = —e < ap <&,
uma vez que 0 < a,, < b,. O

Dizemos que uma sequéncia (b,) é limitada quando existem constantes L, M e um estégio
ny tais que

n=n = L<b, <M,
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A~

*—0—0©

~—

bn bn-l—l

Figura 2.6. Uma sequéncia limitada.
como ilustra a Figura 2.6
Pela definicao, toda sequéncia que se aproxima da origem é limitada. A seguir damos um

exemplo de uma sequéncia limitada, mas que nao se aproxima da origem. A denominada

sequéncia sequéncia alternada é ilustrada pela Figura 2.7 e dada por (d,,), onde

1, n é impar
d, =
—1, n € par.
—@ P o—
0

Figura 2.7. Sequéncia alternada é limitada, mas ndo se aproxima da origem.

O produto de uma sequéncia limitada por uma sequéncia que se aproxima da origem
também se aproxima da origem. Um exemplo disso é a sequéncia harmonica alternada que
é o produto da sequéncia harmonica, que se aproxima da origem, pela sequéncia alternada,

que é apenas limitada.

Proposicao 2.4. Se a, — 0 e b, € limitada, entdao a,b,, — 0.

Demonstracao. Pela definicao de sequéncia limitada, temos que
n = ny = L <b, <M.

Escolha R > 0 tal que —R < L < M < R. Neste caso, segue que
n=n = 0<|bn] < R.

Pela Proposicao 2.1, temos que

n>na(e/R) =  0<|an| < %
Definindo
n(e) = max {n.(e/R),np}
segue que
n = nle) = 0 < |ay||bn] < e.
Isto mostra que |a,b,| = |a,||b,| — 0 e, portanto, que a,b, — 0. O

Uma vez tendo sido definido com precisao o que significa uma sequéncia se aproximar da

origem, podemos considerar o caso geral de uma dada sequéncia se aproximar de um dado



30 CAPITULO 2. LIMITE E CONTINUIDADE

ponto qualquer. Dizemos que (a,) se aproxima de a € R se uma das seguintes condigoes

equivalentes ocorrem

la, —al — 0 ou
a, —a— 0 ou
a—a, — 0.
Neste caso, dizemos que a sequéncia (a,) é convergente e que o ponto a seu limite. Temos
entao a seguinte relacao entre sequéncias limitadas e sequéncias convergentes.

Proposicao 2.5. Se b, — b, entao
(A) (b,) € limitada e
(B) (i) ¢ limitada, caso b > 0.
Demonstragao. Para o item (A), temos que
n = n(e) = —e<b,—b<e,
uma vez que b, —b — 0. Logo
n = n(e) = b—e<b, <b+e, (2.1)

mostrando que (b,) é limitada.

b

Para o item (B), escolhendo € = 3 na equagao (2.1), temos que

b 3b
n = n(b/2) = —<b, < —.
2 2
Invertendo os trés membros da desigualdade acima, segue que

2 1 2
> - R —
n > n(b/2) = e < b < b

mostrando que (%) é limitada. O

A sequéncia sequéncia alternada, ilustrada pela Figura 2.7, apesar de limitada, nao se
aproxima de nenhum ponto da reta. De fato, para qualquer d € R, temos que |d,, — d| > 1
para infinitos estagios.

Concluimos esta secao com um exemplo bastante curioso, a denominada sequéncia de
Fibonacci dada por (a,) da seguinte maneira: seus dois primeiros estagios sao iguais a um,

ou seja, a; = as = 1. Para obtermos os demais estagios, utilizamos a seguinte féormula
Apt2 = Apy1 + Ap.
Os 10 primeiros estagios desta sequéncia sao apresentados na seguinte lista
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

Esta sequéncia claramente nao possui limite. Entretanto é possivel mostrar que a sequéncia

1235813 21 34 55
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dada pelas razoes

Ap+y1
™ =
G,

¢é de fato convergente. Vamos mostrar na secao seguinte que o seu limite é igual a
1++/5
2 ?

denominado numero dureo ou razao durea. Este nimero magico, conhecido desde a antigu-

¢ =

idade, é obtido geometricamente dividindo-se um dado segmento em dois pedacos, de modo
que a proporc¢ao da parte maior sobre a parte menor coincida com a proporcao do todo sobre
a parte maior, como ilustrado na Figura 2.8. A razao aurea ¢ é entao qualquer uma destas
duas proporgoes idénticas e satisfaz

o 1
1 1-¢

—@ ® o—
1 ¢

o

Figura 2.8. Razao durea em segmento.

2.2 Propriedades do limite
Iniciamos esta secao considerando o comportamento do limite em relacao as operacoes de
soma, produto e quociente de sequéncias, as conhecidas regras de limate.

Proposicao 2.6. Sejam a, — a e b, — b, entao:

(S) an +b, — a+b.

a

(P) anb, — ab.
(Q) Z—n — quando b,,b # 0.

Demonstracao. Pela definicao, temos que a,, —a — 0 e b, — b — 0. A regra da soma, item

(S), segue entao da Proposi¢ao 2.2, uma vez que
an + b, — (a+b) = (a, —a) + (b, —b) — 0.

Para a regra do produto, item (P), primeiro observamos que (b,,) é limitada, pela Proposi¢ao
2.5. Pelas Proposicoes 2.2 e 2.4, segue que

a,b, —ab = a,b, — ab, + ab, — ab,
= (a, —a)b, +a(b, —b) — 0.

Para a regra do quociente, item (Q), primeiro observamos que, pela regra do produto, como
an, 1 . .
— = a,—, basta mostramos que — — 7 Para isto, consideramos

by by, bn
1.1 bob
b, b byb
1
= —(b—10by,).
(=)
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1
Pela Proposicao 2.5, temos que < ) ¢ limitada, uma vez que bb,, — b* > 0, pela regra do

bb,,
produto. O resultado segue entao da Proposicao 2.4. O

Uma das propriedades fundamentais do limite é a sua unicidade, o fato de que uma dada
sequéncia (a,) sé pode se aproximar de no maximo um numero a € R. Tal fato é uma
consequencia direta de uma outra propriedade muito importante do limite, denominada

monotoniciade.
Proposicao 2.7 (Monotonicidade). Sejam a,, — a e b, — b. Se a, < b,, entio a < b.

Demonstracdao. Primeiro vamos mostrar que se ¢, — ce ¢, < 0, entao ¢ < 0. Se ¢ > 0,

podemos escolher € = ¢. Deste modo, segue que
n = n(c) = —c<c,—c<c
e entao
n = n(c) = 0< ¢, < 2,

o que é uma contradigao, uma vez que estamos supondo que ¢, < 0. Agora considere
¢n = ap, — b, < 0. Pelas regras de limite, temos que ¢, — a — b. Pela primeira parte da

demonstracao, temos que a — b < 0, ou seja, a < b. 0
Corolario 2.8 (Unicidade). Sejam a, — a e b, — b. Se a, = b,, entio a =b.

Demonstra¢ao. Como a,, < b, e também b, < a,, pela monotonicidade, temos por um lado

que a < b e por outro lado que b < a, o que mostra que de fato a = b. O

O seguinte teorema é uma ferramenta basica no estudo do comportamento de sequéncias

e é conhecido pelo sugestivo nome de Teorema do Sanduiche para sequéncias.

Teorema 2.9 (Sanduiche). Se a, < ¢, <b, ea,,b, — ¢, entdo ¢, — c.

Demonstracao. Como a, < ¢, < b,, segue que
0<e, —a, <b, —a,.

Pelas regras de limite, temos que b,, — a,, — 0, uma vez que a,, b, — c. Pela Proposicao 2.3,

segue que ¢, — a, — 0, mostrando que
cn = (Cn — apn) + a, — c.
OJ

Uma exemplo de aplicagao do Teorema do Sanduiche é mostrar que a progressao geométrica
com razao r = 1/2 se aproxima da origem. Pode-se demonstrar por indugao, o que é deixado
como exercicio, que 2" > n, para todo n € N. Neste caso, invertendo ambos os lados dessa

desigualdade, segue que

1 1
0< — < —.
2”<n

Como 0 — 0 e também 1/n — 0, temos que 1/2" — 0.
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Vamos agora utilizar as propriedades de limite para mostrar que a sequéncia da razoes
dos termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci converge para a razao durea (Segao 2.1).

De fato, vamos supor que r, — ¢, onde

An41
Tn = € Qpt2 = Qpt1 + A
Qn

e mostrar que

1++5

5
Em prmeiro lugar observamos que
o (42 o (41 + Qp,
Tn41 = -
An41 An+1
a
= 14+ 2=
a'n+1
1
=1
+ Ant1
an
1
= 14+ —,
T'n
0 que mostra que
1
Tne1 = 1+ —.
Tn

Por outro lado, utilizando a mesma funcao tempo de espera de r, — ¢, concluimos que

Tne1 — ¢. Pela unicidade do limite e pelas regras da soma e do quociente, segue que

1
=1+ -,
¢ +¢

Portanto o limite é solucao da seguinte equacao quadratica
2
(b - ¢ —1= 07
cuja unica solugao positiva é de fato a razao aurea

1++5
6= 5

Concluimos esta segao com a classica sequéncia dos semi-perimetros S P(1,,) dos poligonos
regulares inscritos I,,, cujo ntimero de lados é igual a 2"+, A Figura 2.9 ilustra o semi-circulo
e os dois primeiros poligonos, I; e Iy, que sao, respectivamente, o quadrado e o octégono

inscritos. O comprimento dos lados de I,, é denotado por [,.

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que [; = V2. Para calcularmos [o, consideramos os
triangulos retangulos AACP e AAPO, onde 0 é o centro do circulo unitario. Aplicando

novamente o Teorema de Pitagoras, obtemos o seguinte sistema de equagoes

2 = x§+11, (2.2)
2, &

1 = n+2
(]

1 = $1+h1
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A

/\

B

AN

Figura 2.9. Sequéncia de poligonos inscritos.

onde h; é a altura do triangulo AABO de base [;. Pela ultima equagao de (2.2), temos que

hy =1 — 1. Substituindo na segunda equagao de (2.2) e simplificando, obtemos
i
:L‘% — 21’1 + Z =0.
Utilizando a férmula de Bhaskara e o fato de que 0 < x; < 1, temos que
2— /41
r=——"
' 2
e, portanto, que

X

2:4—4 4—1P+4-13)
! 4
Substituindo este valor na primeira equagao de (2.2), obtemos que

3=2— /413 (2.3)

Além disso, temos também que h; < ho, onde hy é a altura do triangulo AACO de base s,
pois hy é maior que a hipotenusa do triangulo retangulo AQ PO.

Para se obter o lado I3 a partir do lado Iy, realiza-se um procedimento analogo. Como
mostra a figura (2.9), considerando os triangulos retangulos AADQ e AAQO e aplicando
novamente o Teorema de Pitagoras, obtemos o seguinte sistema de equagoes

l2 — 2 2
3 l’2—|— 47
o b
1 = h =
2+ A €
1 = 294 h

onde em todas as equagdes de (2.2) substituimos [y por ls, Iy por I3, x1 por xo e hy por hs.
Isto mostra que a relacao entre o lado [3 e o lado [y deve ser a similar a relacao entre o lado

Iy e 0 lado [; dada pela equacao (2.3), de modo que

5=2—1/4-12
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e novamente temos também que hy < h3. De maneira geral, procedendo-se de modo analogo,

obtemos que a relagao entre o lado [,,11 e o lado [,, é dada pela equagao

A tabela abaixo mostra os 10 primeiros estagios do processo descrito acima.

li+1:2_v4_l72u

que h,, < h,y1 e portanto que hy < hy,.

n| on 12 L, SP(I,)
1] 2 2 1,414214 | 2,828427
2| 4 0,585786 0,765367 | 3,061467
3| 8 0,152241 0,390181 | 3,121445
4] 16 0,0384294 0,196034 | 3,136548
51 32 | 0,00963055 | 0,0981353 | 3,140331
6 | 64 | 0,00240909 | 0,0490825 | 3,141277
7 | 128 | 0,000602363 | 0,0245431 | 3,141514
8 | 256 | 0,000150596 | 0,0122718 | 3,141573
9 | 512 | 0,0000376494 | 0,00613591 | 3,141588
10 | 1024 | 0,00000941238 | 0,00306796 | 3,141591

2.2.1 Exercicios

1) Demonstre por indugao que 2" > n, para todo n € N.

2.3 Funcao exponencial

Nesta secao, vamos definir a exponencial de um dado x < 0 como o limite, quando existir,

T\
xn:<1+—> .
n

Pela Proposicao A.11, utilizando a notacao de somatério descrita na Secao A.4, temos que

n
T\ k
$n:§ Ckm \ — )
n
k=0

da sequéncia (x,,), onde

onde
n!

Chom = ———————
BT Rl (n — k)
é o denominado (k,n)-nimero binomial. Segue entdao que

n

Ty = E ak7n$k

k=0

onde

Além disso,
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uma vez que
n!
Appp = ———
Tkl (n — k)Ink
e que
n!
k
' <nv.

(n — k)

Agora demonstramos o seguinte resultado.

Proposicao 2.10. Para cada k € N, temos que ay, < ag i1, para todo n € N.

Demonstracao. Queremos mostrar que

Akn

/N
—_

Ak n+1

para todos k,n € N. Temos que

2 ) (B )

Af:m

Logo
=(n+1—Fk)(n+1)r1tn*

Akn+1
e também

kmln (42 — k) (n + 1) 2R
Ak—1,n+1

Temos entao que
Uhn/Opner  (n+1—k)(n+1)

ah-1n/@Gh-101 (M +2—Fk)n

Pode-se mostrar que
(n+1—-k)(n+1)
n+2—k)n

para todo k > 1, o que é deixado como exercicio. Portanto

<1

Qk.n Ak—1n
<

Ak n+1 Qk—1,n+1

para todo k € N. Segue entao que

Qk.n Qo,n

<

S =1
Ak n+1 ag,n+1

Y

uma vez que g, = agnp+1 = 1. ]

Uma sequéncia é ndao-decrescente se a, < ani1, para todo n € N. Definimos de
forma analoga o que é uma sequéncia nao-crescente. Uma sequéncia é mondtona se é nao-

decrescente ou nao-crescente.

Corolario 2.11. Para cada x > 0, a sequéncia (z,,) € nao-decrescente.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.10 e como x > 0, temos que

n n n+1
_ k < k < k __
Ty = Apnd X A n+1T X Ak n4+1L = Tp+1-
k=0 k=0 k=0
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Vamos necessitar do seguinte fato sobre sequéncias mondtonas, demonstracao se encontra

na Secao A.6.

Proposicao 2.12. Se (a,) € mondtona e limitada, entio a, — a, para algum a € R.

Para cada x > 0, definimos
1

exp(z)’

exp(—xz) =

quando exp(z) existir. A préxima proposi¢ao mostra que exp(z) existe para todo = € R.
Proposicao 2.13. Temos que

1

1 < <
+ x < exp(z) T2

’

para todo —1 < x < 1 e a primeira desigualdade vale para todo x > 0. Além disso, para
todos v,y e R e k € Z,

(A) exp(z +y) = exp(z) exp(y),
(B) exp(kz) = exp(x)k.

Demonstracao. Uma vez que agmxo =1, que al,nxl =z e que 0 < ag, <1, temos que

n

n
1+2< Zakmxk < ka,
=0

k=0

para todo x > 0. Segue entao que

l1+z< 2, < ",

k=0
Pela primeira desigualdade acima e pela monotonicidade do limite, segue que 14+x < exp(x),
para todo x > 0, sempre que exp(z) existir. Por outro lado, pela Proposi¢ao A.10, temos

que
= 1
k
Tn g kg_ol' < E,

para todo 0 < & < 1. Pelo Corolario 2.11 e pela Proposi¢ao 2.12; segue que exp(x) existe,
<

0
para todo 0 < z < 1. Pela monotonicidade do limite,

1
1—2z

1+ 2z <exp(r) <

Y

para todo 0 < z < 1. Por outro lado, segue entao que
1 1
=
l+x~ exp(x)

>1—ux

0 que mostra que

1
14 (—2) < exp(—z) < ;

(=)’

para todo 0 < x < 1, completando a primeira parte da demonstracao.
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Se x < y e exp(y) existe, entdo z, < y, < exp(y) o que mostra, pela Proposigao 2.12,

que exp(x) também existe. Além disso, temos que

+ n + n
(x—i—y)n:(l—i—x y) <(1+x y+%> = ZTpYn. (2.4)

n n

Pelo Corolario 2.11 e pela Proposigao 2.12, exp(x + y) existe sempre que exp(z) e exp(y)
existem. Pode-se entdo provar por indugao, o que é deixado como exercicio, que exp(nz)
existe para todo n € N, desde que exp(x) exista. Como exp(1/2) existe, temos entao que
exp(n/2) existe para todo n € N, o que mostra que exp(z) existe para todo x > 0.

Para mostrar o item (A), basta mostrar que x,y, — (z + y), — 0. Pela equagao (2.4),

denotando

a=1+ Ty e b= x_gz/,
n n
temos que
a"=(@+y)n e (a+b)" = Tpyn.
Resta entao mostrar que
(a+b)" —a" — 0.

Utilizando o binomio de Newton, demonstrado na Proposicao A.12, temos que
n
(a+b)" —a" = Z Crna" b
k=1

Como
a"F < a" <exp(r +y),

segue que

(a+0)" —a" <exp(x+y) Z Crnb”.
k=1

Por outro lado, para k£ > 1, temos que
zy\k 1 raxy\*k
() @)
n n\n

B 1 & zy\k 1 1
; crnb < — ; Chn (zy)n < — exp(zy)

Portanto

n

Finalmente, temos que

n n 1

0<(a+b)" —a" < —exp(zy) exp(z +y)
n
e o resultado segue por sanduiche. A demonstragao do item (B) é deixada como exercicio. [J
Corolario 2.14. A funcdo exponencial € crescente.
Demonstracao. Se y > x, entao
exp(y) = exp(y — x) exp(x) > exp(z),

uma vez que 1 < 14y —z < exp(y — x). O
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A base neperiana é definida por

e =exp(1)

e, pela Proposicao 2.13, temos que

exp(k) = ek,

para todo k € Z. A tabela abaixo mostra alguns estagios da sequéncia ((1 + %)n) que se

aproxima da base neperiana.

n 1 10 100 | 1000 | 10000 | ... | oo
(1+1)" [ 2,0000 | 2,5937 | 2,7048 | 2,7169 | 2,7181 | ... | e

2.3.1 Exercicios

1) Mostre que
(n+1—-k)(n+1)
(n+2—Fk)n

<1
para todo k > 1.
2) Prove por indugao que exp(nx) existe para todo n € N, desde que exp(z) exista.

3) Mostre que exp(kx) = exp(z)*, para todos z € R e k € Z.

2.4 Limite de funcoes

A partir do conceito de limite de sequéncias, introduzimos nesta se¢ao uma noc¢ao fundamen-
tal para a andlise das funcoes reais. De maneira intuitiva, dada uma fungao real f, queremos
analisar qual é o seu comportamento na vizinhanga de um dado ponto a € R.

Primeiro notamos que esse ponto a deve satisfazer algumas condig¢oes para podermos
realizar essa andlise. Primeiro é necessdrio que exista pelo menos uma sequéncia (z,) de
pontos no dominio de f se aproximando do ponto a, ou seja, tal que z,, — a, como ilustrado

pela Figura 2.10. Vamos exigir também que x,, # a, pois nao nos interessa saber o que

A

\f

o———————
- ———————
\ 4

Figura 2.10. Limite de f no ponto a € R.

acontece exatamente em cima do ponto a considerado, mas apenas em pontos arbitrariamente
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proximo ao ponto a. Portanto o ponto a pode nem sequer estar no dominio da fungao f,

como ilustra o seguinte exemplo. Seja a funcao dada por

2

=1
) = e
fla) = =
cujo dominio algébrico é o conjunto de todos os reais x # 1. Podemos analisar o comporta-
mento de f na vizinhanga de a = 1. Note que o ponto a = 1 nao pertence ao dominio de f.

Entretanto a sequéncia (z,), dada por

Tp =1+ l,
n
pertence ao dominio de f, se aproxima de a = 1 e, além disso, z, # a, para todo n € N.
Agora podemos nos perguntar o que acontece com a funcao f em cima dos pontos da
sequéncia (x,,). Definindo a sequéncia (f(z,)), das alturas dadas por f em cima da sequéncia
(x,), serd que essa sequéncia de alturas se aproxima de algum valor? No nosso exemplo,

temos que

1+H* -1 1
TS

e portanto f(x,) — 2, como ilustra a tabela abaixo:

f(x,) =

1 2 3
10 1,1 2.1
100 1,01 2.01

E se substituissemos a sequéncia z,, = 1 +% por uma outra sequéncia x, — 17 Continua-

riamos tendo f(x,) — 2?7 De modo geral, temos que

21 n— 1)(x, +1
Bl (oDt

f(xn) =

x,—1 T, — 1
onde estamos usando que x, # 1. Pela regra da soma, segue que f(x,) — 2, sempre que
T, — 1.

O limite de f num ponto a € R, quando existe, ¢ o niimero real denotado por

lim f(z) =1

r—a

tal que se (x,) é uma sequéncia de pontos no dominio de f tal que z,, # a e também que
x, — a, entdo a sequéncia (f(x,)) das suas alturas é tal que f(z,) — [. A Figura 2.10
ilustra essa definicao.

Pelo que foi visto acima, temos que

Consideramos agora mais um exemplo, onde g é a fungao real dada por g(z) = = + 1,
cujo dominio sao os numeros reais nao nulos. Pela regra da soma, temo que z, +1 — 2,
para toda sequéncia (z,) tal que x,, — 1. Isso mostra que mostra que

limax +1=2.

r—1
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Uma consequéncia da definigao de limite de funcao é que ele depende apenas do com-
portamento da funcao nas proximidades do ponto considerado. Ou seja, duas funcgoes que
diferem apenas num dado ponto possuem o mesmo limite neste dado ponto. De fato, suponha
que f(x) = g(x), sempre que = # a. Para toda sequéncia de pontos tal que x,, # a e também
que x, — a, temos que a sequéncia (f(x,)) coincide com a sequéncia (g(z,)). Portanto
f(z,) — [ se e somente se g(z,) — [, mostrando que

lim f(z) = lim g(x).

r—a r—a

Isso permite que simplifiquemos expressoes algébricas dentro do limite. Temos que

2_1 —1 1
i 2 g ETDEHD 12
x—1 1 — 1 r—1 xr — 1 r—1

*
|
*
I
I

iy

i /

Figura 2.11. Limites de f e g no ponto a = 1.
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s
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Consideraremos agora algumas propriedades do limite de funcoes que sao andlogas a
propriedade do limite de sequéncias. Assim como no caso do limite de sequéncias, o limite
e os limites laterais de fungoes se comportam muito bem em relacao as operacoes de soma,

produto e quociente de funcoes.

Proposicao 2.15. Se ezistem lim,_., f(z) e lim,_, g(z), entao

(5) 1 (f + g)(x) = lim f(z) + lim g(),

r—a

desde que lim g(z) # 0.

r—a

(P) lim (fg)(z) = (1im f(2)) (1im g(x))
)
)’

@ i (1) - ik

z—a \ g lim g(z)

r—a

Demonstracao. Denotando

lf =1lim f(z) e [, =limg(x),

r—a r—a

temos que se x,, — a, com z,, # a, entao f(x,) — l; e também que g(x,) — [,. Pelas regras

de limite de sequéncia, temos que

(f +9)(@n) = f(n) +g(aa) = I +1
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que

(f9)(@n) = f(zn)g(zn) — U,

(i) (o)) = @) L

Y
o que demonstra a proposicao. O

e, finalmente, que

Por exemplo, temos que
limy® = (1 li =3’ =
ylgilﬁy (yli% y) (ylg’l’: y) k !

hr%m2+1:m%x2+hn§1:32+1:1o.

e também que

Proposicao 2.16 (Monotonicidade). Se f < g e existem

lim f(z) e limg(z),

r—a Tr—a

onde — pode ser substituido, de maneira uniforme, por —, por T ou por |, entao

lim f(z) < lim g(x).

r—a Tr—a

Demonstracao. Utilizando a mesma notagao empregada na demonstracao das regras de lim-
ite, temos que se x, — a, com x, # a, entdo f(z,) — Iy e também que g(z,,) — [,. Como
f < g, temos que f(z,) < g(x,). Pela monotonicidade do limite de sequéncias, segue que

ly <14, 0 que demonstra o resultado. O

O seguinte teorema é uma ferramenta bésica no estudo do comportamento das funcgoes

reais, conhecido pelo sugestivo nome de Teorema do Sanduiche para fungoes.

Teorema 2.17 (Sanduiche). Se f <h<ge

lim f(x) = lim g(z),

r—a r—a

entao
lim h(x) = lim f(z) = lim g(z).

r—a r—a r—a

Demonstracao. Utilizando a mesma notacao empregada na demonstracao da monotonici-
dade, temos que se (z,) é tal que z,, — a, entdo f(x,) — [y e também que g(z,) — [,.
Como f < h < g, temos que f(z,) < h(z,) < g(z,). Pelo Teorema do Sanduiche para

sequéncias, segue que h(z,) — Iy = I, e demonstra o resultado. O

Vamos definir agora os conceitos de limites laterais, respectivamente, esquerdo e direito
de uma dada funcao num dado ponto. Para isso precisamos da seguinte definicao de limite
de sequéncias. Se a, — a e a < a,, para todo n € N, dizemos que a,, tende (ou converge)
para a pela direita e denotamos isto por a, | a. De maneira andloga, se a, — a e a, < a,
para todo n € N, dizemos que a,, tende (ou converge) para a pela esquerda e denotamos isto
por a, T a. Enquanto a sequéncia harmonica se aproxima com pontos localizados apenas a
direita da origem, a sequéncia anti-harmonica se aproxima a esquerda da origem e a sequéncia

harmonica alternada por ambos os lados, como ilustram as Figuras 2.1, 2.2 and 2.3.
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Intuitivamente, o limite lateral esquerdo de f em um ponto a € R, quando existe, é o
nimero real denotado por
le = lim f(x)

zla
tal que se x se aproxima de a pela esquerda, entao f(x) se aproxima de [,. Mais precisamente,
para toda sequéncia (x,) de pontos no dominio dom( f) tal que x,, T a, temos que f(z,) — L.
O limite lateral direito de f em um ponto a € R é definido de forma andloga como o niimero

real denotado por
lg = li{n f(z)

tal que se = se aproxima de a pela direita, entdo f(z) se aproxima de [z, ou de modo mais

preciso, para cada sequéncia (x,) de pontos no dominio dom(f) tal que z, | a, temos que

Figura 2.12. Limites de f nos extremos de [a, b].

E importante observar que, no caso em que o dominio da fungao f ¢ o intervalo limitado
la, b], os conceitos de limite e de limite lateral coincidem nos pontos da fronteira, como ilustra
a Figura 2.12, onde temos que

lim f(z) =lim f(z) e lim f(x)=lim f(z),
r—a zla x—b zTb
pois no primeiro caso nao existe o limite lateral esquerdo e no segundo caso nao existe o

limite lateral esquerdo.

\/

£

A d
|

—_

Figura 2.13. Limites laterais de f sao distintos na origem.
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Pode acontecer também que a fungao possua os dois limites laterais em um dado ponto,

mas nao o limite, como mostra o seguinte exemplo. Seja f a funcao real dada por

1, sex >0
flz) = { (2.5)

-1, sex <0

e ilustrada pela Figura 2.13.

Se (x,) é a sequéncia harmonica alternada, apresentada na Secao 2.1, entdo a sequéncia
(f(x,)) das suas imagens é a sequéncia alternada, que nao possui limite algum, como
mostrado na Secao 2.1. Isto mostra que nao existe o limite de f no ponto 0, uma vez que
x, — 0. Por outro lado, para toda sequéncia (z,) convergindo a 0 pela direita, a sequéncia
das suas imagens é a sequéncia constante (1), mostrando que o limite lateral direito existe e
é de fato igual a 1. Analogamente, temos que o limite lateral esquerdo existe e é igual a —1.

O exemplo seguinte apresenta uma funcao que nao possui, num dado ponto limite, sequer

um dos limites laterais. Considere a funcao real f dada por

f(z) = cos (z) , (2.6)

T

ilustrada pela Figura 2.14, cujo dominio sao os nimeros reais nao nulos.

Figura 2.14. Limites laterais de f nao existem na origem.

Se (z,) é a sequéncia harmonica, apresentada na Segao 2.1, entao a sequéncia (f(z,))
das suas imagens ¢ a sequéncia alternada. Isto mostra que nao existe o limite lateral direito
de f no ponto 0, uma vez que x, | 0 e que, como ja mencionamos, a sequéncia alternada
nao possui limite algum. Considerando a sequéncia anti-harmonica, apresentada na Secao
2.1, e argumentando de maneira andloga, obtemos que também nao existe o limite lateral
esquerdo de f no ponto 0.

Agora considere uma fungao cujo dominio é um intervalo aberto. Vamos mostrar que o

limite existe em um dado ponto do dominio se e s6 se os limites laterais existem e sao iguais.

Proposicao 2.18. Seja f tal que dom(f) é um intervalo aberto. Para todo a € dom(f),

temos que

lim f(z) =1 & lim f(x) = [ = lim f(x).

r—a zTa zla
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Demonstracao. Vamos primeiro supor que o limite de f em a existe e é igual a [. Neste caso,
se z,, T a oux, | a, temos que f(x,) — [, o que mostra que os limites laterais existem e sao
iguais a [. Agora supomos que os limites laterais existem e sao iguais a [. Seja x,, — a uma

sequencia qualquer tal que z,, # a. Definimos
Yp=a—|la—x,| e z,=a+|r,—al

Neste caso, temos que y,, T a e que z, | a. Logo segue que f(y,), f(z,) — . Como z,, = y,,

quando x,, < a, ou x, = z,, quando x,, > a, segue que

O resultado segue entao do Teorema do Sanduiche. O

Este resultado é extremamente 1til para se analisar a existéncia do limite nos pontos

onde uma dada fun¢ao muda sua expressao algébrica. Por exemplo, seja f uma funcao dada

por
%, se0 <o <2
f(x) = 1
—, sex > 2.
x
Temos que
r 2
li =lim— = -
im f(2) =lim 7 = 7,
. . . Ty 2
pois, pela regra do quociente, se x,, T 2, entao 71 Por outro lado temos que
1 1
lim f(z) =lim — = —
512 f(@) s}lQ x 2

1
pois, novamente pela regra do quociente, se x,, | 2, entao — — 3 Portanto concluimos que
x
os limites laterais de f no ponto x = 2 existem e coincidem? mostrando que o limite de f no
ponto z = 2 também existe e que
lim f(x) = 11?21 f(z) = lim f(z).
x

z12 r—2

2.5 Continuidade de funcoes

A partir do conceito de limite de fungoes reais, podemos definir outra nocao fundamental
para a andlise das fungoes reais. De maneira intuitiva, uma funcao real f € continua em um
ponto a € R, se f(x) se aproxima de f(a), quando x se aproxima de a. De maneira mais

precisa, temos que

lim f(z) = f(a).

r—a
Para que f seja continua num ponto a € R, ambos os lados da equacao acima devem existir
e serem iguais.
As funcoes contantes e a funcao identidade sao exemplos de fungoes continuas em todo
ponto a € R, pois

limec=c e limz = a,

r—a r—a
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onde ¢ € R.
A continuidade se comporta bem em relacao as operacoes entre funcoes, o que é con-

sequéncia da Proposicao 2.15.

Corolario 2.19. Se f e g sao continuas em a € R, entao
(S) a fungao soma f+ g € continua em a.
(P) a fungao produto fg € continua em a.
(Q) a fungdo quociente f/g é continua em a, desde que g(a) # 0.

Demonstracao. Vamos mostra apena o caso da soma de fungoes. Utilizando a Proposicao
2.15, temos que

lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x) = f(a) + g(a) = (£ +g) ()

r—a Tr—a

mostrando que a fungao f + g é continua em a. O
Se p ¢ a fungao polinomial dada por
p(l’) - an«rn + -+ a1x + ag,

entao p é continua em todos os pontos. Isso segue a partir das regras da soma e do produto e
do fato que as fungoes constantes e a funcao identidade serem continuas em todos os pontos.
Dizemos que uma funcao real f ¢é continua, se f é continua em todos os pontos do seu
dominio. Pela observacao acima, temos que as fungoes polinomiais sao continuas.

Se r é uma funcao racional dada por

onde p(x) e g(z) sdo polindmios, temos, pela regra do quociente, que

lim r(z) = r(a),
T—a
para todo a tal que g(a) # 0. Isto mostra que as fung¢oes polinomiais sdo continuas.
Em termos dos limites laterais, temos a seguinte caracterizagao, que é uma consequéncia

imediata da Proposicao 2.18.

Corolario 2.20. Seja a € dom(f), onde dom(f) é um intervalo aberto. Temos que f €

continua em a se e sé se os limites laterais de f em a sao iguais a f(a).

Existem trés possibilidades para que uma funcao f nao seja continua num dado ponto
a € R. Uma primeira possibilidade é o limite de f no ponto a nem sequer existir, como nos
exemplos ilustrados pelas Figuras 2.13 e 2.6, onde a = 0. Uma outra possibilidade é, apesar
do limite de f no ponto a existir, a funcao f nao estar definida em a, como no exemplo
apresentado pela Figura 2.11, onde ¢ = 1. Uma tltima possibilidade é, o limite de f no
ponto a existir, a funcao f estar definida em a, mas estes valores nao coincidirem, como é

ilustrado pela Figura 2.15.
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Figura 2.15. Limite exite mas nao coincide com altura dada por f na origem.

Neste exemplo, a funcao f é dada por

f(x):{ 1, sex#0

0, sex=0

e temos que
lim f(x) = 1 # 0 = £(0).

Concluiremos esta secao mostrando que as fungoes trigonométricas sao também continuas
nos seus respectivos dominios naturais.

Antes necessitamos da seguinte proposicao

Proposicao 2.21. Temos que

lim f(z) = }lblii(l) fla+h), (2.7)

r—a

onde um lado desta equagao existe se e so se o outro também existe. Em particular, f €

continua em a se e SO se

lim f(a+ h) = f(a). (2.8)

h—0

Demonstracao. O resultado segue do fato de que z, = h, + a — a, com x,, # a, se e s se
h, =z, —a — 0, com h,, # 0. O

Vamos agora mostrar que a funcao exponencial é continua.

Proposicao 2.22. A funcao exponencial € continua.

Demonstracdao. Primeiro vamos mostrar que a exponencial é continua na origem, ou seja,
que

flLiE% exp(h) = exp(0) = 1. (2.9)

Pela Proposicao 2.13, temos que

1

1 < < T
+ h < exp(h) 7

para todo —1 < h < 1. A equacdo (2.9) segue entdo do Teorema do Sanduiche. Novamente

pela Proposicao 2.13, temos que

exp(a + h) = exp(a) exp(h),
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para todos a, h € R. Utilizando a regra do produto e a continuidade na origem, obtemos que
lim expla + h) = exp(a),

o que mostra, pela Proposicao 2.21, que a funcao exponencial é continua em toda reta R. [

Finalizamos esta secao mostrando que as funcoes trigonométricas sao também continuas.

Proposicao 2.23. As funcoes seno, cosseno e tangente sao continuas.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que seno e cosseno sao continuas na origem, ou seja,
que

}llin% sen(h) =sen(0) =0 e }llir% cos(h) = cos(0) = 1. (2.10)

Seja h € (0,%) e considere o triangulo A01T, onde 17" = (cos(h),sen(h)), como ilustra a
Figura 2.16.

\ 4

Figura 2.16. Continuidade da funcao seno na origem.

Por defini¢ao, temos que h = 2A(«), onde A(a) é a area do setor circular deteminado

pelo angulo «. Logo temos a seguinte desigualdade
0 < sen(h) = 2A(A01T) < 2A(a) = h.
Pelo Teorema do Sanduiche, obtemos que

limsen(h) = 0.
R0

De maneira analoga, demonstra-se também que

1}1%1 sen(h) =0

e, portanto, que

]lllir(l] sen(h) = 0. (2.11)

Para calcular o limite da fungao cosseno na origem, consideramos h € (—=75,%). Como
sen(h)? = 1 — cos(h)?, temos a seguinte desigualdade
sen(h)?

0<1-— COS(h) = W < Sen(h)2

)
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uma vez que cos(h) € (0,1). Pelo teorema do produto e utilizando a equagao (2.11) e

novamente o Teorema do Sanduiche, obtemos que

lim 1 — cos(h) = 0,
h—0

o que mostra, pela regra da soma, que

}lllir(l) cos(h) = 1.

Pela Proposicao A.3, temos que
sen(a + h) = cos(a) sen(h) + sen(a) cos(h)

e também que

cos(a + h) = cos(a) cos(h) — sen(a) sen(h),

para todos a, h € R. Utilizando as regras da soma e do produto e a continuidade na origem,
obtemos que

}llirr(l) sen(a + h) = sen(a) e }llirr(l) cos(a + h) = cos(a),

o que mostra, pela Proposicao 2.21, que as fungoes seno e cosseno sao continuas em toda reta

R. A continuidade da funcao tangente é consequéncia imediata da regra do quociente.  []

2.5.1 Exercicios

1) A partir da regra do produto e do Principio da Indugao, mostre que lim,_., cx™ = ca™,

onde ¢ € R.

2) A partir da regra da soma, do Principio da Indugao e do exercicio anterior, mostre que

as fungoes polinomiais sao continuas em qualquer ponto da reta R.

2.6 Funcoes inversas e continuidade

Assim como no caso de funcoes, introduzimos o conceito de funcao inversa a partir de uma

perspectiva puramente geométrica.

A A

\

f ¢é bijecao f ndo é bijecao

Figura 2.17. Teste da reta horizontal.
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Na Secao 1.2, definimos uma fungao real como um conjunto de pontos do plano Cartesiano

satisfazendo o denominado teste da reta vertical. Uma funcao

f=A(z, f(x)) : x € dom(f)}

¢ denominada injecao se ela também satisfaz o denominado teste da reta horizontal: cada
reta horizontal possui no maximo um ponto em comum com f, como ilustrado pela Figura
2.17.

Quando f é uma injecao, a sua inversa é definida pelo conjunto

7 ={(f(x),2) : @ € dom(f)}, (2.12)

ou seja, ¢ o conjunto do pontos do plano obtidos pela troca da primeira coordenada pela
segunda coordenada de cada ponto de f. Geometricamente isto ¢ simplesmente a reflexao

de f em torno da reta bissetriz y = x, como ilustrado pela Figura 2.18.

A

\ 4

Figura 2.18. Funcdo f e sua invesa f~!.

A reflexao em torno da reta y = x transforma retas horizontais em retas verticais e vice-
versa. Como f satisfaz os testes da reta vertical e da reta horizontal, temos que a inversa
! também satisfaz estes dois testes, como ilustrado pela figura (2.18). Portanto f~! é de
fato uma injecao e, em particular, ¢ uma funcao real, denominada funcao inversa de f.

Temos que o dominio da funcao inversa f~! é a imagem da funcao f, pois
dom(f ) = {f(x) : & € dom(f)} = im(f).
Supondo que y = f(z), obtemos que y € dom(f~!). Portanto, temos que
(v. [ () € [,

pois ja observamos que f~! é de fato uma fungio. Por outro lado, pela equacao (2.12), temos

que (y,z) € f~*. Temos entao que f~'(y) = z, ou seja, que

[ (f(@) =2, (2.13)

para todo = € dom(f).
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Segue imediatamente da definicao que a inversa de f~! é de fato a prépria funcao f.
Portanto, trocando os papéis de f e de f~!, obtemos de modo andlogo que im(f~!) = dom(f)

e também que
() =, (2.14)

para todo x € dom(f™!). E por este motivo, que para obtermos a expressao algébrica de

f~!(z), basta resolvermos a seguinte equagao

fly) ==,

cuja incégnita é y = f~(x).
Vimos que se f é uma reta nao vertical, ela ¢ uma funcao denominada afim, cuja expressao
algébica é dada por f(x) = ar+b. Se f é também uma reta ndo horizontal, ela é uma injecao

e isto ocorre se e 86 a # 0, como mostra a Figura 2.19.

\/

Figura 2.19. Funcao afim e sua invesa.

Para obtermos a expressao algébica da funcao inversa, devemos resolver a seguinte
equagao
fly)=ay+b=u,

cuja incognita é y. Como a # 0, temos que

y=[f"(z)= Pl

o que ¢ ilustrado pela figura (2.19). Portanto a fungio inversa f~! de uma fungao afim f é
também uma funcao afim, cujo quoeficiente angular é o inverso do coeficiente angular de f.

Agora vamos considerar as inversas das funcoes poténcias. Se p é uma funcao poténcia,
sua expressao algébrica é dada por p(x) = 2™, onde n € N. No caso em que n é par, temos
que p é uma funcao par e, por outro lado, no caso em que n é impar, temos que p é uma
funcao impar, o que ¢ ilustrado pela Figura 2.20. De fato esta é a motivagao original para o
uso da terminologia par e impar empregada no estudo de funcoes.

No Capitulo 4, vamos mostrar que, quando n é impar, a funcao p é crescente em toda a
reta R e, quando n é par, a fungao p é crescente em R™ = [0, 00) e decrescente em (—o0, 0].

Quando n é impar, p satisfaz entao o teste da reta horizontal e possui a funcao inversa p—.
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Figura 2.20. Poténcia impar e poténcia par.

Quando n é par, para podermos considerar a funcao inversa, devemos substituimos o dominio
natural de p(z) = 2™ pela semi-reta R™, como ilustra a figura (2.21).
Em ambos os casos a funcao inversa p~! é denominada funcdo raiz n-ésima, cuja expressao

algébrica é obtida resolvendo-se a equagao

ply) =y" =z, (2.15)

onde a incégnita é y = p~!(z) = Yx. O dominio da fungao raiz n-ésima ¢ a imagem da
fungao poténcia, ou seja, é o conjunto dos x tais que a equagao (2.16) possui solugao. Apesar
de parecer um problema simples, nao é de modo nenhum trivial determinar se, por exemplo,
a equacao y? = 7 possui ou nao uma solucao. Este problema seréd considerado no Capitulo

4, onde mostraremos que o dominio é R, se n é impar, ou é a semi-reta r*, quando n é par.

A P

\ 4

Figura 2.21. Pedaco de poténcia par que é injecao.

Apoés a analise da fungoes raizes, inversas das fungoes poténcias, vamos agora estudar as
inversas das fungoes trigonométricas, as fungoes arco-trigonométricas. Temos que as fungoes

seno e cosseno sao por definicao fungoes periddicas de periodo 27, ou seja,
cos(x 4 2m) = cos(z) e sen(zr + 2m) = sen(x) (2.16)

para todo x € R. Neste caso, para podermos considerar as respectivas fungoes inversas,
devemos considerar as fungoes seno e cosseno restritas a dominios onde elas sao de fato
bijecoes.

Pelo Corolario 2.14, a funcao exponencial exp é crescente e, portanto, possui uma funcao
inversa, que é denominada funcao logaritmo (neperiano), denotada por log. A expressao

algébrica do logaritimo é obtida resolvendo-se a equacao

exp(y) = x, (2.17)
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onde a incognita é y = log(x). O dominio das fungoes logaritimicas é igual a imagem das
funcoes exponenciais e pode-se mostrar que esta imagem ¢é o conjunto R}, dos niimeros reais
positivos. A partir das propriedades, obtemos propriedades para os logaritimos andlogas as

propriedades dos expoentes reais.

Proposicao 2.24. Para todos x,y >0 e k € Z, temos que:
(A) log(zy) = log(x) + log(y),
(B) log(z*) = klog(x).
Demonstragao. Para o item (A), definimos w = log(z) e também z = log(y). Temos entao
que = = exp(w) e que y = exp(z). Pela Proposigao 2.13, segue entao que
xy = exp(w) exp(z) = exp(w + z),
0 que mostra que
log(zy) = w + z = log(z) + log(y).
Para o item (B), utilizando novamente a Proposi¢ao 2.13, temos que

2% = exp(w)* = exp(kw),

mostrando que
log(x*) = kw = klog(x).

O
- . - ™ T o
No caso da funcao seno, consideramos a funcao sen : 503 — R, onde substituimos o
;. . ™ T . .
seu dominio natural pela intervalo —5 3] como ilustra a Figura 2.22.
T A asen
2
/
P
S sen
1 [____ [ L
A
[ |
™ Z, |
— —1 | I
2 | |
1 | -
I I T
| | 2
I | g
e VAN A _
7/ | 1
!
_
e |
2

Figura 2.22. Funcao seno e sua inversa arcoseno.

1

A funcao inversa sen™ é denominada func¢ao arco-seno e é denotada por asen, cuja

expressao algébrica é obtida resolvendo-se a equagao

sen(y) = x, (2.18)
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onde a incégnita é y = asen(z). No Capitulo 4, mostraremos que o dominio da funcao
arco-seno ¢ o intervalo [—1, 1], conforme a Figura 2.22.

No caso da func¢ao cosseno, procedendo-se de maneira analoga ao caso da funcao seno,
consideramos a fungao cos : [0,7] — R, onde substituimos o seu dominio natural pela
intervalo [0, 7]. A funcao inversa cos™' é denominada funcdo arco-cosseno e é denotada por

acos, cuja expressao algébrica é obtida resolvendo-se a equacao
cos(y) = x, (2.19)

onde a incégnita é y = acos(z). O dominio da fun¢do arco-cosseno é o conjunto dos x tais
que a equacao (2.19) possui solugao, que é de fato igual a imagem da fungao cos. Como no
caso do seno, no Capitulo 4, mostraremos que o dominio da funcao arco-cosseno ¢é de fato o
intervalo [—1, 1].

z) — R, onde

T
272
T

substituimos o seu dominio natural pela intervalo aberto (—5, 5), como ilustra a Figura

2.23. A funcao inversa tg=! é denominada func¢do arco-tangente e é denotada por atg, cuja

Finalmente, no caso da funcao tangente, consideramos a funcao tg : (

expressao algébrica é obtida resolvendo-se a equagao

tg(y) = =, (2.20)

onde a incégnita é y = atg(z). O dominio da funcdo arco-tangente é de fato igual a imagem
da funcao tg. Como sera mostrado no Capitulo 4, o dominio é de fato a reta toda, como

mostra a Figura 2.23.

\

Figura 2.23. Funcao tangente e sua inversa arcotangente.

Uma injecao continua cuja inversa também é continua é denominada homeomorfismo.

No Capitulo 4, vamos mostrar que toda injecao continua é de fato um homeomorfismo.

Proposicao 2.25. Se f € uma injecao continua cujo dominio é um intervalo, entao sua

inversa f~1 também € continua e seu dominio também € um intervalo.
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Este resultado é extremamente 1til no estudo da continuida das fungoes inversas. Por
exemplo, como as fungdes poténcias, exponencial e trigonométricas sao continuas, temos

imediatamente que as fungoes raizes, logaritmo e arco-trigonométricas sao também continuas.

2.6.1 Exercicios

1) Calcule a fungao inversa de f(x) = 4z + 5.
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Capitulo 3

Derivada

3.1 Reta tangente, velocidade e aceleracao

Introduzimos o conceito de derivada a partir de uma perspectiva puramente geométrica. A
origem do conceito de derivada estd relacionada com o problema de se determinar a reta
tangente t, de uma dada fun¢ao f passando pelo ponto (a, f(a)), como ilustrado pela Figura
3.1.

Figura 3.1. Limite exite mas nao coincide com altura dada por f na origem.

Como a reta tangente t, passa pelo ponto (a, f(a)), ela fica completamente determinada
desde que determinemos seu coeficiente angular, que serda denotado por m,. Para determin-
armos o coeficiente angular f'(a) da reta tangente t,, devemos primeiro calcular o coeficiente
angular de uma dada reta secante passando pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(x)), onde = # a,
como mostra a Figura 3.1. Tal coeficiente angular, denominado quociente de Newton, é dado
pela seguinte expressao

fx) — f(a)
T—a
Seja agora uma sequéncia qualquer tal que x,, — a e x, # a. A medida que x,, se aproxima
do ponto a, temos que o ponto (z,, f(z,)) se aproxima do ponto (a, f(a)). Portanto, a reta
secante determinada por estes dois pontos esta cada vez mais proxima da reta tangente t,,

como ilustrado pela Figura 3.2.

57
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Figura 3.2. Limite exite mas nao coincide com altura dada por f na origem.

Temos entao que
f(an) — fla)

T, —a

— My,

ou seja, a medida que x, se aproxima do ponto a, o coeficiente angular da reta secante
determinada por (x,, f(z,)) e (a, f(a)) se aproxima do coeficiente angular da reta tangente

to. Como isso ocorre para qualquer sequéncia tal que =, — a e x,, # a, temos que

i {@) 1)
z—a X —a

Sempre que este limite existe, dizemos que a funcao f é derivdvel no ponto a. A partir de

agora, denotamos este limite por f’(a), ou seja, temos que

o) — i 13 = T (@)

Tr—a Tr — Qa
denominado de derivada de f no ponto a.

1
14
—%, conforme ilustrado pela Figura 3.3. Na Secao 1.2, vimos
que p é uma fungao cuja expressao algébica é dada por p(z) = z%. Vamos entao determinar

Por exemplo, seja p a pardbola cujo ponto focal é F' = (0, 7) e cuja reta geratriz é a reta

horizontal h, passando por g =

a reta tangente passando pelo ponto A = (a,a?). Primeiro temos que calcular a derivada de

p no ponto a,

T—a Tr—a
x? —a?
= lim
r—a T — QA
— lim (x 4+ a)(x —a)
Tr—a Tr — Qa
= limz+a

r—a

= 2a.

Como p'(a) = 2a, a equagao da reta tangente ¢, é dada por

y —a® = 2a(z — a).
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Vamos mostrar qual a razao das antenas possuirem formato parabdlico. Suponha que o
perfil de uma dada antena ¢ descrito pela fungao p(z) = z?, considerada acima. Suponha
que ela tenha que captar sinais eletromagnéticos emitidos por um satélite, localizado em
algum ponto do espaco acima da antena. Como o satélite esta bastante distante, pode-se

supor estes sinais se propagam paralelamente, como ilustrado pela Figura 3.3. A superficie

\ 4

°
! G

4

Figura 3.3. Antena parabdlica e sua propriedade do foco.

da antena atua como um espelho, refletindo os raios eletromagnéticos. Observe que bem
préximo ao ponto A = (a,a?) onde o raio incidente i, é refletido, a antena tem um formato
bem préximo da reta tangente t,. Como no caso de espelhos planos, o angulo de incidéncia
a, formado pelo raio incidente 7, e pela reta tangente t,, deve ser congruente ao angulo de

reflexao (3, formado pelo raio refletido r, e pela reta tangente t,. Vamos mostrar que o raio

1
14
o motivo para o perfil parabdlico das antenas, pois os raios paralelos vindos do satélite sao

refletido r, passa sempre pelo ponto focal F' = (0, 7), indepedentemente do ponto a. Este é
todos refletidos para o ponto focal, onde é claro fica localizado o receptor da antena. Isto
provoca uma concentracao dos sinais emitidos, melhorando a qualidade da recepcao. Para
mostrarmos estd propriedade fundamental da antena parabdlica, primeiro consideramos a
reta s, passando pelo ponto focal F' e pelo ponto G = (a, —i). O coeficiente angular de s,
é igual a
11
Yo —Yr _ —1 1 1

Tg — T a—20 2a

e portanto s, é perpendicular a t,, uma vez que o produto dos coeficientes angulares destas
duas retas é igual a —1. Como d(A, F) = d(A,G), pela definigdo da parabola, segue que
os angulos (3 e v sao congruentes. Mas os angulos « e 7 também sao congruentes, pois sao
opostos pelo vértice A. Concluimos entao que os seus angulos de incidéncia « e de reflexao 3
em relacao a reta t, sao realmente congruentes. O sistema de faréis utilizados em automoveis
também baseia-se nesta prodigiosa propriedade. Neste caso a fonte luminosa é colocada no

ponto focal para se produzir um feixe de raios luminosos paralelos.
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Ou motivagao que esteve presente nas origens do conceito de derivada é a de taxa de
variagao instantanea, particularmente, o conceito de velocidade instantanea. Suponha que
estejamos na Lua, onde nao ha atmosfera. Se a fungao s descreve a posi¢ao no instante ¢t de
uma bola B arremessada verticalmente no instante inicial ¢ = 0, temos que sua expressao
algébrica é dada por

2
s(t) = so + vot — 95>
onde sy é a posicao inicial, vy é a velocidade inicial e g é a aceleracao da gravidade na Lua.

A welocidade média da bola B no intervalo de tempo [tg,t] é definida como o quociente
da variagao do espago As = s(t) — s(ty) pela variagao do tempo At =t — ¢y, ou seja, é igual
a

As  s(t) — s(to)
At t—t,
A wvelocidade instantanea da bola B em t = ty é por definicao o limite da velocidade média

quando At tende a zero, ou seja,

. As
vl = A

Este limite nos lembra algo visto anteriormente? A velocidade instantanea é de fato a
derivada do espaco pelo tempo. Para vermos isto, basta observar que At tende a zero se e

so se t tende para tq e, portanto, temos que

v(ty) = §'(to) = }LI% —S(ti : :O(to).
Temos entao que v(t) = s'(t), ou seja, a fungao velocidade instantanea é igual a derivada da
posigao instantanea. Na préxima segao, vamos calcular a derivada de s(t) = s + vot — g% e
mostrar que s'(t) = vy — gt.
Agora suponhamos que soltamos a bola B de um posicao inicial sy = 1 com velocidade
inicial vg = 0. Suponhamos também que a gravidade local na Lua é dada por g = 2 e que o
solo lunar ¢ feito de areia bem fofa e encontra-se na altura s = (. Temos entao que a bola

B toca o solo no instante t = 1 e a fungao posicao tem a seguinte definicao por pedacos

1—-t%, se0<t<1
s(t) =

0, set > 1.

A expressao mostra que, a partir do instante t = 1, a posicao da bola B permanece constante
e igual a s(1) = 0, devido ao solo ser feito de areia bem fofa. Como descreve a Figura 3.4,
temos que a fungao s é continua no instante ¢ = 1, uma vez que os limites laterais sao
claramente iguais ao valor da funcao no ponto.

A pergunta que surge é a funcao posicao é derivavel em ¢t = 17 Isso é o mesmo que

perguntar se o seguinte limite existe

oy s(t) = s(1)
() = lim ———

Como vimos anteriormente, é necessario que os limites laterais sejam iguais.
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A

Figura 3.4. Funcao posicao instantanea da bola B solta na Lua.

O limite lateral esquerdo é dado por

i s(t) — s(1) ~ m 1—t2—0
e t—1 i t—1
_ (1 —=t)(1+1%)
11 t—1
= 1tlTI{l—(t+ 1)
—_—)

enquanto o limite lateral direito é igual a

s(t) — s(1 0—-0
limM = lim —— = 0.
i1 t—1 tll t—1
Como os limites laterais sao diferentes em ¢ = 1, temos que a fungao posicao nao é derivavel
neste instante, conforme ilustra a figura (3.4). Os limites laterais do quociente de Newton

sao denominados derivadas laterais. Temos que

é a derivada lateral direita de s em ¢t = 1. De modo geral, a derivada lateral esquerda de f

no ponto a é definida por
o 1) 1 1) = (@

zla Tr —a

e a deriwada lateral direita de f no ponto a é definida por

o)t L) =@

zla Tr —a

Em termos das derivadas laterais, temos a seguinte caracterizacao, que é uma consequéncia

imediata da Proposicao 2.18.
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Corolario 3.1. Temos que f € derivavel em a se e so se as suas deriwvadas laterais em a
540 1gUaALS.

Vamos encerrar esta secao mostrando a relacao entre ser derivavel e ser continua num
determinado ponto.

Proposicao 3.2. Se f ¢é derivdvel no ponto a, entao f é continua em a.

Demonstracao. Queremos mostrar que

lim f(z) = f(a).

r—a

Temos que

lim f(x) = lim(f(a) + f(2) ~ f(a))
= lim f(a) + lim(f(2) - f(a)
= f(@)+ lim(f(@) - f(@).

onde utilizamos a regra do limite da soma. Basta entao mostrarmos que

lim(f(z) — f(a)) = 0.

r—a
De fato, temos que

mMﬂm—fm»:=hm@x—@

r—a r—a

f(x)—f(a)]

Tr — a

(it o) (s 12219

r—a r—a Tr — Qa

= 0f'(a)
= 0,

onde utilizamos a regra do limite do produto. O

3.1.1 Exercicios

1) A funcao
0, sex<0
fa) =4

z“, sex = 0.

é derivavel em x = 07

2) Utilizando o fato de que

r—a=(Vr—+a)(Vr+a)

e calcule

f'(a) = lim VI ya \/57

r—a T —Q

onde f(x) = /x.
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3.2 Regras de derivacao e funcao derivada

Iniciamos esta secao com algumas das principais regras de derivacao. E importante ressaltar
que apesar da derivada da soma ser a soma das derivadas, o mesmo nao é verdadeiro nem

no caso do produto e nem no caso do quociente.
Proposicao 3.3. Sejam f e g funcoes derivdveis no ponto a € R. Temos entao que
(S) a fung¢do soma f + g € derivdvel em a e
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),
(P) a fungdo soma fg € derivdvel em a e
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + g'(a)f(a) e

(Q) se g(a) # 0, entao a fung¢ao quociente / ¢ derivdvel em a e

(j)' (a) = f'(a)g(a) — g'(a) f(a)

Y

Demonstracao. Temos que

) — i L@ o) —gfa)

(S) Temos que
(f+9)@) = (f+9)(a)

(f+9)(a) = lim

@)+ g@) — () + 6(@)
N ECECICETT)
Y O (IO
= J'a) +(a)

onde utilizamos a definicao de soma de fungoes e a regra do limite da soma.

(P) Temos que
f9)(x) = (fg9)(a)

(fg)(a) = lim

L F@)els) - fla)g(a)
_ i £ ®)9() = f()g(z) + fla)g() = fla)g(a)

onde utilizamos a definicao de produto de fungoes e também somamos e subtraimos no

numerador a expressao f(a)g(z). Logo obtemos que

(L1 o) ot )

_ (lim M) lim g(x) + <lim M) f(a)

Tr—a Tr—a r—a Tr—a €T —Q

= fa)g(a) + ¢'(a) f(a)

(f9)'(a) = lim

r—a
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onde as regras do limite da soma e do produto e também que

lim g() = g(a),

pois, pela Proposicao 3.2, se uma funcao ¢é derivavel num ponto, ela é continua neste

ponto.

1
(Q) Primeiro notamos que a derivada da fun¢ao — no ponto a é dada por
g

ERNE
(5) @ - e
9(a) —g()
g(x)g(a)

- (demet)_L )

A\ c—a gy

onde utilizamos a definicao de quociente de funcoes. Segue entao que

()@ - (=)

onde utilizamos as regras do limite do produto e do quociente e novamente a con-
tinuidade de ¢ no ponto a. Finalmente, como = = f—, podemos utilizar a regra da
g g

derivada do produto para obter

(Y = r@ () o+ (2 wre

O

Seja f uma funcao real. A func¢ao derivada de f, denotada por f’, é a fungao que associa
para cada x, onde f é derivavel, a respectiva derivada f’(x). O dominio natural da funcao
derivada sao os pontos onde a fungao f é derivavel. Na segao passada, vimos que se p(z) = 22,
entdo p'(a) = 2a. Portanto sua funcao derivada é tal que p/(x) = 2z, como ilustra a Figura
3.5.

Quando lidamos com funcoes definidas por suas expressoes algébricas, uma ferramenta
particularmente 1til para os célculos de fungoes derivadas é o conceito de derivada de uma
expressao algébrica. A derivada da expressao algébrica f(x), denotada por (f(z))’, é por

definicao a expressao algébrica da funcao derivada, ou seja,

(f(2)) = f'(z).
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A

Figura 3.5.

Por exemplo, no caso da fungao f(x) = 2, temos que

Com esta notacao, a aplicacao das regras de derivacao fica extremamente simplificadas.

Corolario 3.4. Sejam f e g funcoes reais. Temos entao que

(S) a fungdo soma f + g € derivdvel onde f e g forem ambas derivdveis e

(P) a fungao produto fg é derivdvel onde f e g forem ambas derivdveis e

(f () +9(x)) = (f(2))" + (9(=))',

(z%) = 2.

\4

Funcao p e funcao derivada p'.

65

(Q) a fun¢ao quociente f ¢ derivavel onde f e g forem ambas derivdveis e onde g nao se
g

anular e

(

g()

Como caso particular da regra do produto, temos que

(cf () = c(f(x))

ou seja, "a constante sai para fora da deriwada”.
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Demonstracao. Utilizando a Proposicao 3.3 e a notacao definida acima, obtemos que

(S)
(f(2) +9(x) = (f+9)(x)
= [@)+4(2)
= (f(@) + (9(=)),
(P)

(Q) Temos que

Finalmente, aplicando a regra do produto e o fato que a derivada da funcao constante é nula,
obtemos

(cf(x)) = ()'f(x) + (f(x))c
)

Por exemplo, se f(z) = 3z% + bz, entdo

fl(x) = (32° + 52)
= 3(2*) +5(z)
= 3(22)+5
= 6z +5.

Se g(x) = x*, entao



3.2. REGRAS DE DERIVACAO E FUNCAO DERIVADA 67

Se h(z) = z7?, entdo

W) = (@)

(W) - (@)1
- (22)?
0(z3) — (32?)
32
—= —F
= 3z
Temos entao que
(1‘2)/ — 21‘2_1
(23) = 323!
(.'];_3), — _31,—3—1

sao casos particulares da seguinte férmula para as derivadas das func¢oes poténcias, obtida a

partir das regras das derivadas da soma e do produto.
Proposicao 3.5. Para todo k € Z, temos que
(xk)l _ kxk*l

/ 1

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducdo que a férmula F(n) : (z™) = na" " é ver-

dadeira para todos os naturais. Temos que F(1) é verdadeira, pois (z)’ = 1 = 1z'~!. Se F(n)
é verdadeira, para um determinado n, vamos mostrar que F'(n + 1) também é verdadeira.
Segue entao que
@Y = (a2

= (") + () 2"

= na"lz+ 12"

= na" +a"

= (n+1)z0+H-L
onde utilizamos a férmula F'(n) e a regra da derivada do produto. Temos que a férmula é
valida para n = 0, pois

(%) = (1)) =0 = 02"

Se k = —n, onde n € N, temos que

@) = @)
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n—1

= 27" segue que

Como 5
w n

(:Ek), — _nx—n—l — k?l’k_l.
]

No final da secao anterior, analisamos o comportamento cinemético de uma bola B
lancada verticamlemte na Lua. Definimos o conceito de velocidade instantanea e vimos que
ela é igual a derivada da posicao em relacao ao tempo. A funcao velocidade como é a funcao
que associa a cada tempo t a respectiva velocidade v(t) = §(t), ou seja, é a fungao derivada

da fungao posicao. Temos que
2

s(t) = so + vot — 95 (3.1)

é a a posicao de B no instante t. Aplicando as regras de derivacao, segue que

v(t) = §'(t) /
= (30+v0t—g§)
- <50>'+<vot>'—(g§)'
= 0+ up(t) = (8
g

= Uol — 5(2t>

e, portanto, v(t) = vy — gt, como ilustrado pela Figura 3.6.

Vo

\ 4

Figura 3.6. Funcao velocidade instantanea da bola caindo na Lua.

Agora suponhamos que soltamos a bola B de um posicao inicial so = 1 com velocidade
inicial v9 = 0. Suponhamos também que a gravidade local na Lua g = 2 e que o solo lunar
encontra-se na altura s = 0 e feito de areia bem fofa.Temos entao que a bola B toca o solo

no instante t = 1 e a funcao posicao tem a seguinte definicao por pedagos

1 -, se0<t<1
s(t) =
0, set > 1.
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Vimos também que esta funcao posicao é continua, porém nao é derivavel no instante t = 1.

Portanto a sua funcao velocidade é dada por

(1—12)=-2t, se0<t<1
(0) =0, set> 1.

E importante notar que o instante ¢ = 1 nao faz parte do dominio da funcao derivada. Isto
ocorre uma vez que neste ponto a funcao nao é derivavel, ja que suas derivadas laterais sao
distintas, conforme calculado no final da Secao 3.1 e ilustrado pela figura (3.4).

Agora vamos considerar o conceito de aceleracao. A aceleragao média da bola B no
intervalo de tempo [to, ] é definida como o quociente da variacao da velocidade Av = v(t) —
v(to) pela variacao do tempo At =t — ty, ou seja, é igual a

Av  u(t) —v(to)
At t—ty
A aceleracdo instantanea da bola B em t = ty é por definicdo o limite da aceleracao média

quando At tende a zero, ou seja,

. Av
alto) = AI%I—I}O At

Este limite nos lembra algo visto anteriormente? A aceleracao instantanea é de fato a
derivada do velocidade pelo tempo. Para vermos isto, basta relembrar que At tende a zero

se e 86 se t tende para ty e, portanto, temos que

iy e 0(t) = v(to)
a(ty) = v'(ty) = th_)r% %

Temos entao que a(t) = v/(t), ou seja, a fungao velocidade instantanea é igual a derivada da

posicao instantanea. No caso da bola B, temos

a(t) = J'(t)

= (vo—gt)
= (v) —g(t)

Esta equagao é equivalente a Segunda Lei de Newton. De fato, multiplicando-se a equacao

acima pela massa m, obtemos que
ma(t) = —mg,

onde —myg é extamente a forca peso, a unica forca atuando sobre a bola B, uma vez que na
Lua nao exite atmosfera.

A funcao aceleracao é a funcao derivada da velocidade, que por sua vez é a funcao
derivada da posigao, ou seja, temos que a = v’ = (s')’. Por este motivo dizemos que a fungao
aceleracao é a derivada segunda da funcao posicao. Em geral, a derivada sequnda da fungdo
f é a derivada de sua funcao derivada e é denotada por f”. Por exemplo, se f(x) = 22,
temos que f”(z) = 2. No contexto da cinemadtica, temos que a(t) = s”(t) e, neste caso, a

Segunda Lei de Newton pode ser escrita como F' = ms”.
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3.3 Derivada de funcoes exponeciais

Vamos agora considerar a seguinte situagao, descrita pela Figura 3.7, onde uma bola B é

arremessada a uma velocidade inicial v = (v, v9), onde v? é sua componente horizontal e

v9 é sua componente vertical. Existem duas forcas atuando sobre a bola B. A primeira ¢é a

A

\ 4

Figura 3.7. Bola B arremessada na presenca do ar.

forca peso
P = (0,—mg)

onde g é a gravidade local. A segunda é a forca de resiténcia do ar
R = (Rb R2)7

que depende da velocidade da bola B. A forca R tem mesma direcao da velocidade v, mas
com sentido oposto a esta. Além disso, o valor absoluto da resisténcia R é proporcional ao
valor absoluto da velocidade v. De fato, isto é o que percebemos quando colocamos nossa

mao para fora da janela de um carro em movimento. Portanto segue que
R = —cu(t)

onde ¢ é o coeficiente de resisténcia, que depende do tamanho da bola B e da atmosfera
local. Observe que o sinal negativo ¢ devido ao fato de R ser uma forga de resiténcia ao

movimento. As componentes da forca R sao entao dadas por
Ry = —cv(t) e Ry = —cuy(t).

Temos entao que a forga resultante F' = (Fy, Fy) é tal que suas componentes sao a soma das

componentes da forca peso P e da forca de resiténcia R
Fy=P + R e Fy = P, + Ry

e portanto
Fy = —cvi(t) e Fy = —mg — cuq(t).

Por outro lado, pela Segunda Lei de Newton, temos que F' = ma e portanto

Fy = may(t) e Fy = mas(t),
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onde

Coletando todas as informacoes anteriores, obtemos que
mui(t) = —cui(t) e muy(t) = —mg — cva(t).
Dividindo as equacoes pela massa m, obtemos que o sistema balistico é dado por
vi(t) = =bui(t) e wy(t) = —g— bue(t), (3.3)

onde b = ¢/m é o coeficiente de resiténcia por unidade de massa e a primeira equagao descreve
o movimento horizontal, enquanto a segunda descreve o movimento vertical. Quando pode-
mos desprezar a resisténcia do ar, temos que o coeficiente b é nulo e, portanto, o movimento

da bola B ¢ descrito pelas seguintes equagoes
) =0 e wh(t) = —g,
cujas solugoes sao dadas entao por
vy (t) =1} e vy(t) = vy — gt. (3.4)

Vamos mostrar que, nos casos em que a resisténcia do ar nao pode ser desprezada, a solucao
do sistema balistico é dada através das func¢oes exponenciais. Para isto, devemos primeiro

calcular suas derivadas primeiras. Vamos iniciar calculando as suas derivadas no zero.

Proposigao 3.6. Temos que exp’(0) = 1.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.13, temos que

1
1+h<exp(h)<m,
para todo —1 < h < 1. Segue entao que
h <exp(h)—1< h
ex — —
SO STow
para todo —1 < h < 1, uma vez que
1 h
— 1= —.
1—nh 1—h

Logo, para todo 0 < h < 1, temos que

1<exp(h)—1< 1 ’
h 1—h

Por sanduiche, segue que

exp’(0 ) = lim exp(h) = 1

=1.
R10 h

De modo anéalogo, considerando o caso em que —1 < h < 0, podemos mostrar que

exp’(0 1) = lim exp(h) = 1 =

1
h10 h ’

o que é deixado como exercicio. O
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A exp

\ 4

0

Figura 3.8. Reta tangente de exp na origem.

Vamos mostrar que a funcao derivada da exponencial é a propria funcao exponencial.

Proposicao 3.7. Temos que exp’ = exp.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.6, exp ¢ derivavel na origem e pela Proposicao 2.13,

exp(z + h) = exp(x) exp(h). Segue entao, pela Proposicao 2.21, que

exp(a + h) — exp(x)

oxle) = oy S
_ }Ii%exr)(fv)(ezp(h)—l)
— exp(e) exp/(0)
= exp(z).

O

Apresentamos no coroldrio seguinte um resultado extremamente 1til nos cédlculos envol-

vendo a funcao exponencial.

Proposicao 3.8. Para todo ¢ € R, temos que
(ecm)/ — Cecm
Demonstragao. Definindo-se f(x) = e“ = exp(cz), temos que

cx\! __ ¢! o . f(x—l—h)—f(x)
(€)' = fi(z) = lm Y
~ im exp(cx + ch) — exp(ca)
h—0 h
— lm exp(cz) — exp(ca)
h—0 ch
= cexp'(cx)

= cexp(cr)

= ce®.
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Agora vamos verificar que as fungoes

vi(t) = e e w(t) = —% + (% + vS) et (3.5)

sao as solugoes das equagoes (3.3), que descrevem o sistema balistico, considerada a pre-

senga da resiténcia do ar. Relembramos que v) e v sdo as componentes, respectivamente,

horizontal e vertival da velocidade inicial vy. Para a primeira solugao, temos que
vit) = (ve™)
= ey
= oY(=be ")

= —bui(b). (3.6)

No caso da segunda solugao, segue que

v(t) = (—% + (% + vg> e_bt),

b b
= —9—b<—%+<%+vg>ebt>
= —g—bu(t). (3.7)

Além disso, temos que

Assim como no caso do sistema massa-mola, é através de fungoes inversas que mostraremos
que as fungbes apresentada nas equagoes (3.5) sdo as unicas solugoes do sistema balistico,
considerada a presenca da resiténcia do ar.

3.4 Derivada de funcoes trigonométricas

Vamos agora considerar o sistema massa-mola, ilustrado pela Figura 3.9, onde um corpo C
de massa m é arrastado até a posicao zy de um sistema de referéncia cuja origem se localiza
na posi¢cao natural da mola, ou seja, na posicao onde a mola nao estda nem estendida nem

contraida.

4

N
y

Figura 3.9. Sistema massa-mola sem atrito.
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Se o corpo C' é solto no tempo t = 0 com velocidade inicial vy = 0, utilizando principios da
Fisica, podemos obter uma relacao precisa entre as fungoes posicao e aceleracao instantaneas.
Supondo que a resiténcia do ar e o atrito com a superficie possam ser desprezadas, pela Lei
de Hooke, temos que F' = —kxz, onde k é a constante de rigidez da mola, que depende do
seu material e da sua geometria. O sinal negativo aparece devido a direcao e ao sentido da
forga, como mostra a Figura 3.9. Como = = s(t), temos que a for¢a atuando em C' é uma
fungao do tempo, de modo que F(t) = —ks(t). Por outro lado, pela Segunda Lei de Newton

F(t) = ma(t), temos a seguinte equacao
ma(t) = —ks(t), (3.8)
relacionando a fungao s e sua funcao derivada segunda. No caso em que m = k, temos que
a(t) = —s(t), (3.9)

ou seja, a funcao aceleracao é igual a menos a funcao posi¢ao. Vamos mostrar que as fungoes
seno e cosseno satisfazem a esta curiosa propriedade. Para isto, devemos primeiro calcular

suas derivadas primeiras. Vamos iniciar calculando as suas derivadas no zero.

Proposicao 3.9. Temos que
sen’(0) =1 e cos’(0) = 0.

Demonstracao. Primeiro notamos que

sen’(0) = lim sen(0 + h) — sen(0) — tim sen(h)’
h—0 h b0 n
e também que
_ -1
cos(0) = lim SO Zcos(Q) _ , cos(h) =1
h—0 h hos0 h

Para mostrarmos que sen’(0) = 1, seja h € (0, 7) e considere os triangulos A01A e AO1T,
onde A = (cos(h),sen(h)) e T' = (1,tg(h)), como ilustra a Figura 3.10.

A

te(h) T

sen(h)

\ 4

Figura 3.10. Derivada da funcao seno na origem.

Por defini¢ao, temos que h = 2A(«), onde A(a) é a area do setor circular deteminado

pelo angulo «. Pela monotonicidade da area, temos a seguinte desigualdade

2A(A01A) < 24(a) < 2A(A01T)
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e, portanto, temos que

sen(h) < h < tg(h)

pois
tg(h
A(NO1A) = w e A(AOIT) = #.
Da desigualdade acima, segue que
1 1 1 cos(h)
> = > =
sen(h) = h = tg(h) sen(h)

e multiplicando por sen(h), obtemos que

sen(h)

1
T

> cos(h).

Pelo Teorema do Sanduiche, segue que

pois, pela Proposicao 2.23,

}llli]% cos(h) = cos(0) = 1.

De maneira analoga, demonstra-se também que sen’(0 T) = 1 e, portanto, que sen’(0) = 1.

Para mostrarmos que cos’(0) = 0, consideramos as seguintes igualdades

, . cos(h)—1
cos'(0) = }lllir(l)ih

. cos(h) —1cos(h)+1
= lim
h—0 h cos(h) +1
1

. cos(h)? -1

= lim
h—0 h cos(h) + 1
. —sen(h)? 1

= lim

h—0 h  cos(h)+1

onde utilizamos o fato que cos(h)? — 1 = —sen(h)?. Temos entao que

, - . sen(h)? h
cos’(0) = _illlg(l) h?  cos(h) +1

_ (5 sen(h) h
N heo B cos(h) +1
— e () 1 =

O

Vamos mostrar a seguir que a funcao derivada do seno é a fungao cosseno e que a fungao

derivada do cosseno é menos a fungao seno.

Proposicao 3.10. Temos que

sen’ = cos e cos’ = —sen.
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Demonstra¢ao. Para mostrarmos que sen’ = cos, consideramos entao as seguintes igualdades

sen(x + h) — sen(x)

sen’(r) = 1}%1 -
~ m sen(x) cos(h) + sen(h) cos(z) — sen(x)
110 h
~ lim sen(z)(cos(h) — 1) + cos(x) sen(h)
h10 h
_ 1 cos(h) —1 sen(h)
- 1}%1 <sen(m)T + cos(z) 2 )

onde utilizamos o fato que sen(z + h) = sen(x) cos(h) + sen(h) cos(x). Temos entao que
, B . cos(h) —1 . sen(h)
sen’(r) = sen(x) <1}%1 — + cos(z) 1}%1 -
= sen(z) cos'(0) + cos(z) sen’(0)

= cos(x).
A demonstracao de que cos’ = —sen é deixada como exercicio. O

Podemos calcular entao as derivadas segundas das fungoes seno e cosseno e mostrar que
elas satisfazem a equacao
§" = —s, (3.10)

que descreve o comportamento do sistema massa-mola quando a massa m ¢ igual a constante

de rigidez k. No caso da funcao seno, temos que

sen” = (sen’)

= (cos)
= —sen
e no caso da fungao cosseno
cos” = (cos')
= (—sen)
= —sen’

= —COS.

Observamos agora duas propriedades da derivada segunda analogas a propriedades da

derivada primeira.

Corolario 3.11. Se f e g sao funcgoes reais e c € R, temos que

<f+g>// :f//+g// e (Cf)” :Cf//.

Demonstracao. Temos que

(f+9)" =
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e também que

(ef)" = (ef))

O

Se a funcao posicao é da forma s = asen-+bcos, onde a,b € R, entao a sua derivada
segunda satisfaz a equagao (3.10), como mostram as seguintes igualdades

s" = (asen+bcos)”

= (asen)” + (bcos)”
= asen” +bcos”

= a(—sen) + b(— cos)
= —(asen+bcos)

= —S.

No capitulo seguinte, mostraremos que qualquer solugao da equagao (3.10) é necessariamente
da forma s = asen +bcos, ou seja, uma combinacao linear das funcoes seno e cosseno. Na
situacao descrita no inicio desta segao, onde o corpo C' é arrastado até a posicao zq e solto
no tempo t = 0 com velocidade nula, temos que a funcao posicao é exatamente s = xq cos.

De fato, temos que as funcoes velocidade e aceleracao sao
v =5 = —xpsen e a=s"= —xqcos
e, portanto, segue que
5(0) = xg cos(0) = zg e v(0) = —zgsen(0) = 0.

Encerramos esta secao mostrando que a funcao derivada da tangente é a secante ao
quadrado e que a fun¢ao derivada da cotangente é menos a cossecante ao quadrado. Relem-

bramos que

1 1
seC = — e coseCc = —.
COSs sen

Corolario 3.12. Temos que
1

1
tg' =1+tg’ = — e cotg’ = —1 — cotg? = ——.
sen

cos?

Demonstragdo. Para mostrarmos que tg’ = sec?, consideramos entdo as seguintes igualdades

, seny’
@ = ()
Cos

sen’ cos — cos’ sen

cos?
cos cos —(— sen) sen

cos?
cos? 4 sen?

cos?
= 14 tg?
1

cos?’
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A demonstragao de que cotg’ = —1 — cotg? = —1/sen? é deixada como exercicio. O

3.4.1 Exercicios

1) Utilizando o fato que cos(z + h) = cos(x) cos(h) — sen(x) sen(h), complete a demon-

stracao da Proposicao 3.10, mostrando que de fato cos’ = — sen.

2) Verifique que s(t) = zgsen(t) também é uma solugao da equagao (3.10). Determine,

neste vaso, a posigao inicial so = s(0) e a velocidade inicial vy = v(0).

cos
3) Utilizando a regra da derivada do quociente e o fato que cotg = ——, complete a
sen

demonstragao do Corolario 3.12, mostrando que de fato cotg’ = —1—cotg? = —1/sen?.

3.5 Derivada de funcoes compostas

Nas secoes anteriores definimos de maneira precisa os conceitos de velocidade e de aceleracao
instantaneas e analisamos os comportamentos dinamico e cinematico de um corpo em queda
livre e também de um corpo num sistema massa-mola. Agora analisaremos o movimento do

pistao P do motor de um automovel, cuja geometria é descrita pela Figura 3.11. Pela Lei

Figura 3.11. Pistao, biela e virabrequim.

do cossenos, temos que
> =1r?+ 2% —2rzcos(a) (3.11)

onde [ é o comprimento da biela do pistao, r é raio do virabrequim e z é a distancia do centro
do pistao ao eixo do virabrequim. Lembrando que r e [ sao constantes, podemos resolver a

equacgao (3.11) para a varidvel z, obtendo z como uma fungao de «, dada por

z(a) = rcos(a) + /12 — r2sen(a (3.12)

Temos também que tanto o angulo a quanto a distancia z sao fungoes do tempo t. Se
a=0(t) e z=s(t), pela equagao (3.11), temos que a seguinte relacao s(t) = z(6(t)). Como
podemos entao determinar a velocidade e aceleragao verticais do pistao P, conhecendo apenas
a posicao angular do virabrequim, ou seja, conhecendo apenas a expressao 0(¢)? Uma vez
que a funcao s é dada por uma composicao de funcoes, é necessario obtermos uma regra

para a derivacao de funcoes compostas, que é conhecida por regra da cadeia.
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Proposicao 3.13. Se g € derivivel ema € R e f € derivdvel em g(a), entdao fog é derivdvel

no ponto a e

(fog)(a) = f'(g(a))g'(a).

Demonstracao. Vamos supor primeiro que ¢’'(a) # 0. Neste caso, existe m € N tal que
g(x) # g(a) para todo z onde 0 < |x — a| < 1/m. De fato, caso contrario, para cada n € N,
existiria z, tal que 0 < |z, — a| < 1/n e também ¢(z,,) = g(a). Logo terfamos que z,, — a,
com x, # a, e também

glen) —gla) | 9(x) — gla)

0= =¢'(a)

o que implicaria que ¢'(a) = 0.

Agora temos que

(fog)(z) = (fog)(a)

(feg)(a) = lim

L Fle@) — Flgla)
_ i F(®) = f9(a) g(2) — g(a)
M g —g@ o

onde usamos a defini¢cdo de composic¢ao de fungoes e o fato que g(z) — g(a) # 0 para todo =

suficientemente préximo do ponto a. Portanto, segue que

(Foglla) = (hm f(g(x))—f(g(a))) (hm M)

e ) —gla) )\ va

= f'(g9(a))g'(a)
onde estamos utilizando o fato que

, — i LW~ flg(a)
f (g(a)) - ng(a) Y — g(&) r—a g(IIJ) - g<a)

uma vez que temos (por qué?)
lim g(z) = g(a).

Agora analisamos o caso em que ¢'(a) = 0. Como

existe m € N tal que

para todo y onde 0 < |y — g(a)| < 1/m. De fato, caso contrario, para cada n € N, existiria
yn, tal que 0 < |y, — g(a)| < 1/n e também

‘f(yn) — f(g(a))
Yn — 9(@)

e portanto f nao seria derivavel em g(a), uma vez que y, — g(a), com y, # g(a). Temos

>

entao que

|f(y) — f(g(a))] < mly — g(a)l,
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para todo y com distancia a g(a) menor do que 1/m. Portanto

0<[(fog)(a) = lim ﬂg(x);:i(g(a))‘
o) — Fla@)
z—a |33 - a|
< lim m(|9|(37)—‘9(“)|
= mlim M
= mlg'(a)| =0,

mostrando que
(fog)(a) =0= f(g(a))g'(a).
O

Quando trabalhamos com fungoes dadas pelas suas expressoes expressoes algébricas, uti-

lizamos a seguinte forma da regra da cadeia.

Corolario 3.14. Se f e g sao funcoes derivaveis, entao f o g é derivdvel e

Demonstracao. Temos que

uma vez que

O

Temos entdo que a expressao algébrica (f(g(z)))’, para a derivada da composigao, é

dada pelo produto da expressao (f(y))’ que é a derivada da “de fora”calculada na “de

y=g(z)’
dentro”, pela expressao (g(x))’, da derivada da “de dentro”. O exemplo seguinte ilustra a

aplicagao da regra da cadeia. Sejam f(y) = y* e g(z) = 2* + 1. Pela regra da cadeia,

(@ +12)" = (f(¥)ymgiw - (9(2))’
= (yz) sg3+1(3j +1)
(2y), a1 (327)

= 2(2% +1)(32%).

Por um lado, temos que (2 + 1)* = 2° + 223 + 1 e portanto temos que

(2* + 1)) = (2° +22° + 1) = 62° + 627,
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que ¢é de fato a mesma expressao obtida pela regra da cadeia. O exemplo seguinte ilustra a

utilidade da regra cadeia

(@ + 1)) = (@)oo + 1)
= (100y™),=s241(22)
= 200z(z* +1)%.
E bastante evidente que seria muito mais dificil primeiro obtermos a expressao polinomial
de (2% + 1)'% para somente depois derivarmos.

Agora vamos aplicar a regra da cadeia para determinar a velocidade vertical do pistao
P. Como s(t) = z(0(t)), temos entao que

v(t) = (s(t)) (3.13)
= (2(@))aza (0(1))
= (2(a))azpyw(t).

onde w(t) = (A(t)) é denominada a velocidade angular instantinea da manivela M no tempo
t. A velocidade angular do virabrequim estd relacionada com a rotacao do motor, normal-
mente medida em RPM. Vamos entao calcular a expressao da derivada de z(a), no caso em

que o raio do virabrequim é r = 1 e o comprimento da biela é [ = 2. Neste caso,
z(a) = cos(ar) + /4 — sen(a)? (3.14)
e entao temos que

(2(@)) = (cos(a))' + (/4 — sen(a)?)’
= —sen(@) + (V))—4_en(ay2 (4 — sen(a)?)’".

Utilizando o exercicio (2) da Segao 3.1, temos que

o b
V) =5
e portanto .
(2(a)) = —sen(a) + /T son(a (4 — sen(a)?)’.
Por outro lado, temos que
(4 —sen(a)?) = —(sen(a)?)
= —(¥")y—sen(a) (sen(@))’
= —(2Y)y=sen((cos(a))

= —2sen(«a) cos(a).

Temos entao que
r_ _ sen(a) cos(a)
() = —sen(e) - T

e, utilizando a equacao (3.13), segue que

0= oty - )
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Poderiamos também determinar a aceleracao vertical do pistao P, que estd diretamente
ligada, pela Segunda Lei de Newton, a forca F' atuando em P.

Agora mostraremos como a regra da cadeia pode nos auxiliar na obtencao da solucao do
sistema massa-mola no caso geral, onde a massa do corpo C' pode ser diferente da constante
de rigidez da mola M. Para isso, enunciamos a seguinte consequéncia imediata da regra da
cadeia.

Corolario 3.15. Para todo ¢ € R, temos que

(f(ex)) =cf'(cx) e (f(ew))" =c*f"(ca).

Demonstracao. Pela regra da cadeia, segue que

(f(cx))' = (f(¥)y=ealcx)" = ['(cT)C.

Para derivada segunda, temos que

(f(cx))” = ((f(ex)))
= (cf'(cx))
= c(f'(ca))
= c(cf"(cx))
= A f"(cx).

O

Seja ¢ um nimero real tal que ¢ = k/m. Vamos mostrar que se a fungao posicio é da

forma s(t) = asen(ct) + beos(ct), onde a,b € R, entao s satisfaz a equacao
ms” = —ks, (3.15)

que descreve o comportamento do sistema massa-mola, onde m é a massa do corpo C e k é

a constante de rigidez da mola M. No caso da funcao seno, temos que

ms”(t) = m(asen(ct) + bcos(ct))”
= mla(sen(ct))"” + b(cos(ct))"]
= mfac?sen”(ct) + bc* cos”(ct)]
= mc?[a(—sen(ct)) + b(— cos(ct))]
= —k(asen(ct) + bcos(ct))
= —ks(t).

No capitulo seguinte, mostraremos que qualquer solugao da equagao (3.15) é necessariamente

da forma s(t) = asen(ct) + beos(ct), onde ¢* = —.
m
Vamos concluir a se¢ao, consideramos o periodo do sistema massa-mola. O periodo de

um sistema dinamico é por definicao o menor intervalo de tempo T > 0 tal que

s(t+1T) = s(t)
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para todo instante t. No caso do sistema massa-mola, isso ocorre quando
sen(c(t+T')) = sen(ct) e cos(c(t + 1)) = cos(ct)

para todo instante ¢t. Segue entao que ¢I' = 27 e, portanto, que

m
T =2m/—
T ]{;7

ou seja, o periodo é proporcional a raiz quadrada da razao da massa do corpo C' pela

constante de rigidez da mola M.

3.5.1 Exercicios

1) No caso em que o raio do virabrequim é r = 1, o comprimento da manivela é | = 2
e a posigao angular é dada por 0(t) = ¢, utilize as regras de derivagdo para calcular a

aceleragao vertical do pistao.

3.6 Derivada de funcoes inversas

Como veremos no préximo capitulo, qualquer solucao do sistema massa-mola é necessari-
amente uma combinacao linear das fungoes seno e cosseno. Para mostrarmos isto sera
necessario calcularmos as derivadas das suas fungoes inversas, as fungoes arco-trigonométricas.

Como vimos na Secao 2.6, a funcao inversa f~! de uma dada funcao f é a reflexdo de f
em torno da reta bissetriz y = x. Se f é derivavel num ponto a € R e a reta tangente ¢, é
nao horizontal, temos que a reflexao de t, em torno da reta bissetriz é a reta nao vertical t,

tangente ao gréafico de f~! no ponto b = f(a), como ilustra a Figura 3.12.

A

Figura 3.12. Retas tangentes de f e de f~1.

Temos portanto que a fungao inversa é derivavel no ponto b = f(a). Para obtermos a

expressao algébrica de t,, devemos resolver a equagao

ta(y) = fla) + fla)(y — a) = =, (3.16)



84 CAPITULO 3. DERIVADA
onde a incognita é y = t,(x). Temos entao que

y = ()

e, portanto, temos que

Vamos agora dar uma demonstragao dete fato utilizando a definicao de derivada e as

propriedades do limite.
Proposigao 3.16. Se f ¢ derivdvel ema € R e f'(a) # 0, entao f~1 € derivdvel em b = f(a)

(3.17)

Demonstragdo. Seja y, — b= f(a), com y, # b. Pela Proposicao 4.18, f~! é continua em b

e, portanto, f~'(y,) — f~'(b) = a. Definindo-se z,, = f~!(y,), segue que z,, — a e que

) = fH0) T, —a
yn_b f(xTL)_f(a)
B 1 ~ 1
f(@) = fla)  f'(a)

Isto mostra que

O

Uma maneira alternativa e geralmente mais pratica de se encontrar a derivada da inversa

é utilizar a regra da cadeia. Como vimos na equagao (2.14), temos que

0 que mostra que .
() (z) = m

Utilizando apenas as expressoe algébricas, temos que

Vamos agora calcular a deriva da funcao logaritmica.
Proposicao 3.17. Temos que

log/(z) =

og' (x) = —.

& x
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.7, temos que exp’ = exp. Pela regra da cadeia, como

exp(log(z)) = ,

segue que
exp(log(r))log'(z) = 1.

Temos entao que

, B 1
lg@) = S oe(®))
1

Temos que

7 = exp(klog(x)),

para todos # € R e k € Z, uma vez que log(z*) = klog(z), pela Proposicio 2.24. Para cada

¢ € R, podemos entao utilizar essa identidade para definir a func¢do poténcia ¢ por

¢ = exp(clog(x)),

para todo x > 0.

Proposicao 3.18. Para todo c € R, temos que

(2°) = cx“ 1.

Demonstracao. Segue que

()" = (exp(clog(z)))
= exp(clog(z))clog’(x)
Ccl

= cx¢ L

O
Vamos concluir esta secao aplicando este procedimento para calcular as derivadas das
inversas das funcoes trigonométricas.

Proposicao 3.19. Temos que

1 —1 1

asen’(z) = ———, acos' () = ——— e atg'(z) = .
(0) = o weodla) = e (o) =

Demonstracao. Pela Proposicao 3.10, temos que

sen’(y) = cos(y) = /1 — sen(y)2.

Pela regra da cadeia, como

sen(asen(z)) = x,
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segue que
/1 — sen(asen(z))2asen’ (z) = 1.
Logo
1
asen’(r) =
/1 — sen(asen(z))?

1
V1—a22

O célculo da derivada da fungao arco-cosseno é similar e serd deixada como exercicio.

Pelo Corolario 3.12, temos que

tg'(y) = 1+ tg(y)*.

Pela regra da cadeia, como
tg(atg(z)) =z
segue que
(1 + tg(atg(x))?)atg'(z) = 1.
Portanto, obtemos que

1

1+ tg(atg(r))?
1

1+ 22

atg'(z) =

3.6.1 Exercicios

1) Complete a demonstragao da Proposi¢ao 3.19, mostrando que de fato

—1
ey

acos'(x) =



Capitulo 4

Grafico e otimizacao

4.1 Formato de graficos

Nesta secao, vamos mostrar como podemos obter o formato do grafico das fungoes reais
a partir do conhecimento das suas derivadas. Determinando as derivadas primeira e se-
gunda de uma dada funcao f, seremos capazes de desenhar um esbogo de seu grafico. Para
isto, sera necessario o seguinte resultado, conhcecido como Teorema do Valor Médio, cuja

demonstracao sera apresentada na proxima secao.

Teorema 4.1 (TVM). Se f é uma fun¢ao derivavel no intervalo fechado [a,b], entao eziste

um ponto ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que

£(0) ~ f(@)

o)==

Em outras palavras, o TVM afirma que se a funcao for suave, existe um ponto ¢ entre
os pontos a e b tal que a reta tangente em (¢, f(c)) é paralela a reta secante passando por
(a, f(a)) e por (b, f(b)), como ilustra a Figura 4.1.

A

a c b

Figura 4.1. Teorema do Valor Médio.

Uma consequéncia imediata do TVM ¢é a relacao entre o sinal da derivada num dado

intervalo e o crescimento ou decrescimento da funcao.

87
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Proposicao 4.2. Seja f uma fungao derivdvel no intervalo aberto (a,b). Temos entdo que
(A) se f' >0, entao f € crescente,

(B) se f"=0, entao f € constante e

(C) se f' <0, entdao f € decescente.

Demonstracao. (A) Se f' > 0, dados x,y € (a,b), com z < y, entdao f'(c) > 0 para todo
¢ € (z,y). Pelo TVM, temos que

VLS R

o que mostra que f(y) > f(z), uma vez que escolhemos y > x. Segue portanto que f

é crescente, pois os pontos z,y € (a,b) sdo arbitrarios.

(B) Se f' =0, dados x,y € (a,b), com x # y, entao f'(c) = 0 para todo ¢ € (z,y). Pelo
TVM, temos que
fly) — f(z)
y—
o que mostra que f(y) = f(z). Segue portanto que f é constante, pois os pontos

= f'() =0,

x,y € (a,b) sdo arbitrérios.

(C) A demonstragao deste item é analoga a dos itens anteriores e é deixada como exercicio.
O

Vamos determinar os intervalos de crescimento ¢ de decrescimento da fungao f(z) =
z3 — 3z, onde z € [—2,2]. Como f'(z) = 3z* — 3, temos que f'(x) > 0, caso z € (—2,—1)
ouz € (1,2), e temos também que f'(z) < 0 se z € (—1,1), como mostra a Figura 4.2.
Portanto f é crescente nos intervalos (—2,—1) e (1,2) e é decrescente no intervalo (—1,1),

como ilustrado pela Figura 4.2.

Figura 4.2. Crescimento e decrescimento da fungao f.

Outro aspecto importante para o esboco do grafico de fungoes reais é determinar os
intervalos onde a concavidade da fungao esta para cima e os intervalos onde a concavidade
estda para baixo. Como vimos na Secao 3.3, uma funcao f possui concavidade para cima
num dado intervalo (a,b) se, para todos z,y € (a,b), o grafico de f no intervalo (z,y) se

situa todo abaizo da reta secante s passando pelos pontos (z, f(z)) e (v, f(y)). Por outro
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lado, uma fungao f possui concavidade para baixo num dado intervalo (b, c) se, para todos
x,y € (b, c), o grafico de f no intervalo (z,y) se situa todo acima da reta secante s passando

pelos pontos (x, f(x)) e (y, f(y)), como ilustra a Figura 4.3.

A

I
|
a x Yy b x y c

A -
>

Figura 4.3. Concavidade para cima e para baixo da fungao f.

O resultado seguinte relaciona o crescimento ou decrescimento da derivada com a con-

cavidade da funcao e também é uma consequéncia do TVM.

Proposicao 4.3. Seja f uma funcgdo derivdvel no intervalo aberto (a,b). Temos entio que
(A) f' é crescente se e so se [ possui concavidade para cima,
(B) [’ € constante se e sé se f é uma reta e
(C) f' € decescente se e s6 se f possui concavidade para baizo.

Demonstragao. (A) Se f possui concavidade para cima, sejam z,y € (a,b), com = < y.

Denotamos por

wgy = TSR SR =i

respectivamente os quocientes de Newton nos pontos x e y ilustrados pela Figura 4.4.

A

f

r—h T z Y y+h

Figura 4.4. Se f possui concavidade para cima, entao f’ é crescente.

Se z é tal que z < z < y temos que

N, (h) <m, <my < Ny(h)
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para todo h > 0, onde r e t sao as retas secantes ilustradas pela Figura 4.4. De fato,
para mostrarmos que m,. < my, basta notarmos que, como f possui concavidade para
cima, temos que m, < mg < my, onde s é a reta secante apresentada na figura (4.4).
As outras desigualdades sao obtidas de maneira analoga. Portanto

/ T . ol
(@) =lm No(h) < my <my < lmNy(h) = f'(y)

o que mostra que f’ é crescente.

Agora se f’ é crescente, vamos mostrar que, dados =,y € (a,b), a reta secante s pasando
por (x, f(z)) e por (y, f(y)) se situa acima do gréafico de f entre estes dois pontos. Seja
z € (z,y) e denote por r e t as retas secantes ilustradas pela Figura 4.5. Pelo TVM,
existe ¢ € (z,2) tal que f'(¢) = m, e também existe d € (z,y) tal que f'(d) = m,.
Como ¢ < d e f’ é crescente, temos que f'(c¢) < f'(d), o que implica que m, < my.
Portanto o ponto (z, f(z)) se situa abaixo da reta secante s, mostrando que f possui

concavidade para cima.

\ 4

T c z d Y

Figura 4.5. Se f’ é crescente, entdo f possui concavidade para cima.

(B) Claramente se f é uma reta, entdao f’ é constante. Por outro lado, se f’ é constante,
entao f'(x) = ¢, onde ¢ € R. Definindo g(x) = f(z)—cz, temos que ¢'(z) = f'(z)—c =
0. Pela Proposigao 4.2, temos que g é constante. Portanto g(x) = d, onde d € R, o

que mostra que f(z) = cx + g(x) = cx + d.

(C) A demonstragao deste item é andloga a do item (A) e é deixada como exercicio.
U

Voltando ao exemplo da fungao f(z) = 23 — 3z, onde z € [—2,2], vamos determinar
os intervalos onde a concavidade estd para cima e onde ela estd para baixo. Como f'(z) =
3z%—3, temos que f’ é crescente no intervalo (0,2) e que f’ é decrescente no intervalo (—2,0).
Portanto f possui concavidade para cima no intervalo (0,2) e concavidade para baixo no
intervalo (—2,0), como ilustrado pela figura (4.2).

Uma consequencia imediata das Proposicoes 4.2 e 4.3 é a relacao entre o sinal da derivada

segunda num dado intervalo e a concavidade da funcao.
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Corolario 4.4. Seja f uma funcao derivavel duas vezes no intervalo aberto (a,b). Temos

entao que

(A) se [ >0, entao f possui concavidade para cima,
(B) se f" =0, entao [ € uma reta e

(C) se f" <0, entdo f possui concavidade para baizo.

Demonstracao. (A) Se f” > 0, pela Proposigao 4.2, segue f’ é crescente, pois temos que

(f") = f". Pela Proposigao 4.3, temos portanto que f possui concavidade para cima.

A demonstragao dos itens (B) e (C) é andloga a do item (A) e é deixada como exercicio.
U

No exemplo da fungao f(z) = 2 — 3z, onde = € [—2,2], temos que f”(z) = 6x. Temos
entdo que f”(x) > 0, caso x € (0,2) e que f’(z) < 0 se z € (—2,0). Portanto concluimos
novamente que f possui concavidade para cima no intervalo (0,2) e concavidade para baixo
no intervalo (—2,0), como ilustra a Figura 4.2..

Os pontos onde o grafico da funcao f muda de concavidade sao chamados de pontos de
inflexdo de f. No exemplo da f(z) = 2* — 3z, onde x € [—2,2], temos que x = 0 é o tinico
ponto de inflexao. Pelo Corolario 4.4, temos que os pontos de inflexao sao os pontos onde a
derivada segunda muda de sinal. Necessariamente a derivada segunda se anula nos pontos
de inflexao, mas a reciproca nao é sempre verdadeira, como mostra o exemplo seguinte. Se
f(z) = 2, temos que f”(x) = 1222 Temos que f”(0) = 0, mas z = 0 nao é um ponto de
inflexado, uma vez que a f”(z) nunca muda de sinal. De fato, f possui concavidade para cima

em toda reta R, como ilustra a Figura 4.6.

A

Figura 4.6. Derivada segunda se anular nao significa que o ponto é de inflexao.

Vamos considerar o formato do grafico da fung¢ao seno no intercalo [0, 27]. Como sen’ =
cos e sen” = —sen, temos que o formato do grafico da funcao seno possui quatro intervalos
com comportamentos qualitativamente distintos. O primeiro é o intervalo (O, %), onde a
funcao é crescente com concavidade para baixo, uma vez que sen’ > 0 e sen” < 0. O
segundo intervalo é (g, 77), onde o a fungao passa a ser decrescente e a concavidade continua

para baixo, uma vez que a derivada primeira mudou de sinal, sen’ < 0, enquanto a derivada

3T

segunda manteve o mesmo sinal, sen” < 0. No terceiro intervalo, (7r, 7), ¢ o sinal da derivada
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segunda que muda, sen” > 0, enquanto o sinal da deriva primeira se mantém, sen’ < 0. Neste
intervalo a funcao continua decrescendo, mas agora com concavidade para cima. No quarto
e ultimo intervalo, (37”, 27r), ¢ a derivada primeira que muda de sinal, sen’ > 0, enquanto
o sinal da deriva segunda se mantém, sen’ > 0. Neste intervalo a funcao passa a crescer,

mantendo a concavidade para cima. E importante notar que a mudanca de concavidade

coincidem com as mudancas de sinal da funcao pelo fato de que sen” = — sen. Portanto os
pontos de inflexao coincidem com as raizes da fungao.

Vamos agora determinar o formato do gréfico da fun¢ao seno no intervalo [—%, g] e
posteriormente o grafico de sua inversa, a fungao arco-seno. Temos que sen é crescente
em (—g, g), uma vez que sen’ = cos > 0 neste intervalo. Além disso, temos que sen
possui concavidade para cima em (—g, 0), pois sen” = —sen > 0 neste intervalo, e possui
concavidade para baixo em (O, g), pois sen” = —sen < 0 neste intervalo. O esbogo do grafico
da fungao sen no intervalo [—g, %} é apresentado na Figura 4.7 com linha mais grossa, onde

também utilizamos o fato de que sen(0) = 0 e que sen’(0) = 1.

A asen

b |

s Sen

\ 4

b |

Figura 4.7. Funcao seno e sua inversa arcoseno.

No caso da fungao asen : [—1,1] — R, temos que

asen’(r) = 1 e asen’(x)= LS
V1—a? (1—2a?)2

Logo asen é crescente em (—1,1), uma vez que asen’ > 0 neste intervalo. Além disso, temos
que asen possui concavidade para baixo em (—1,0), pois asen” < 0 neste intervalo, e possui
concavidade para cima em (0,1), pois asen” > 0 neste intervalo. O esbogo do grafico da
funcao asen é apresentado na Figura 4.7 com linha mais fina, onde também utilizamos o fato
de que asen(0) = 0 e que asen’(0) = 1. Os formatos dos graficos das fungoes cos : [0, 7] — R
e acos : [—1,1] — R sado obtidos de maneira similar, o que é deixado como exercicio.

Vamos encerrar esta secao mostrando como a Proposicao 4.2 pode ser usada para mostrar
que de fato as solucoes encontradas para descrever o movimento de sistemas mecanicos sao

realmente as tnicas possiveis.
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Corolario 4.5. Temos que f' = ¢’ se e s6 se f =g+ ¢, onde ¢ € R.

Demonstragao. Se f = g+ ¢, entao claramente f' = ¢/, pois a derivada da funcao constante
é nula. Por outro lado, se f' = ¢/, definimos h = f — ¢g. Temos que ' = f' — ¢ = 0, o que
mostra que h é constante, pela Proposicao 4.2. Portanto h = ¢, onde ¢ € R, mostrando que
f=g+c O

Vimos na Secao 3.3, que a velocidade horizontal v; = v de uma bola B arremessada na

presenca da resiténcia do ar satisfaz a seguinte equacao
V'(t) = —bu(t) (4.1)

c
para todo t € R, onde b = — ¢é o coeficiente de atrito por unidade de massa da bola B.

m,
Utilizando a regra da cadeia, obtemos que

(log(v(t)) = e (=bt) =—b.

Pela equacgao (4.1), temos entao que (log(v(t))" = (—=bt)’, o que mostra que
log(v(t)) = —bt +c,

devido ao Corolario 4.5. Logo temos que

Para determinarmos e, basta notarmos que
e =v(0) = .
Isto mostra que a velocidade horizontal tem de ter necessariamente a expressao
dt

v(t) = voe™ ",

ja apresentada na Secao 3.3.
Uma outra aplicacao do Corolario 4.5 é a obtencao da Lei da Conservacao da Energia

para o sistema massa-mola, que satisfaz a equacao
ms" = —ks. (4.2)

Pela regra da cadeia ou pela regra do produto, temos que

v\’ s\’
(mg) = mu' e (—k;) = —kss'.

Pelo Corolario 4.5, segue que
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onde F € R ¢ uma constante denominada energia do sistema massa-mola. Portanto temos

que
2 2

v S
Y ki = E
may TRy ’

que ¢ de fato a Lei da Conservagao da Energia para o sistema massa-mola. Através da dessa
lei, podemos mostrar que existe uma tnica solu¢do para a equagao (refeqmassamolaconser-
vacao), com as condigoes iniciais s(0) = sg e s'(0) = vg. De fato, dadas duas solucoes s; e
sy da equagao (refeqmassamolaconservacao) com essas mesmas condicoes iniciais, definimos
s = 1 — s9. Pelo Corolario 3.11, temos que s” = s] — s4, 0o que mostra que s também satisfaz
a equagao (refeqmassamolaconservacao). Além disso, s(0) = 0 e v(0) = §'(0) = 0, uma vez

que s; e So possuem as mesmas condicoes iniciais. Temos entao que

Pela Lei da Conservagao da Energia, segue que

v? 52

T F R
my TRy =0

mostrando que s = 0 e, portanto, que s; = ss.

4.1.1 Exercicios

1) Complete a demonstragao da Proposicao 4.2.
2) Complete a demonstracao da Proposigao 4.3.
3) Complete a demonstracao do Corolario 4.4.

4) Determine os esbogos dos gréficos da fungao cos : [0,7] — R e de sua fungao inversa
acos : [—1,1] — R.

4.2 Teorema do Valor Médio

Nesta secao, sera demonstrado o Teorema do Valor Médio. Isto sera feito apds desenvolver-
mos um pouco a denominada Teoria da Otimizacdo. No processo de otimizacao, buscamos
determinar onde ocorrem os valores extremos de uma determinada funcao. Por exemplo, se
estamos preocupados com o desenvolvimento sustentavel do ambiente, muitas vezes, quer-
emos maximizar a eficiéncia energética de um determinado processo e, em outras oportu-
nidades, desejamos minimizar a quantidade de recursos naturais utilizado na producao de
um determinado produto.

Na produgao de uma lata cilindrica metalica que deve conter 5 litros de tinta, gostariamos
de saber qual os valores do raio e da altura que minimizam a quantidade de material a ser
utilizado na sua fabricacao. Como a quantidade de material é proporcional a area, devemos
determinar quais as dimensoes de uma lata cilindrica de 5 litros que minimizam sua &rea.

Temos que o volume e area da lata sao dados por

V =mr’h=5 e A = 27rh + 2mr?
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onde consideramos, para o calculo da area da lata, a area lateral e as areas da tampa e do
fundo. Pela equacao do volume, temos que

5

h=—
2
e subtituindo esta expressao na equacao da area, obtemos esta tltima como uma funcao

apenas do raio
A= A(r) = — 4+ 2nr-.
r

Desejamos entao obter o raio ro tal que A(ry) é o minimo valor da funcao A(r). A 4rea
A(rg) é denominada um valor extremo da fungao A(r) e o raio 1y ¢ denominado um ponto
de extremo.

Dada uma funcao f, denominamos pontos de extremo de f os pontos do dominio onde a

fungao atinge um méximo ou um minimo, ou seja, ¢ € dom(f) tal que

fle) = méx f(z) ou  f(c) = min f()

e, em ambos os casos, f(c) é denominado valor extremo de f. No primeiro caso, ¢ é denom-
inado ponto de mdzimo de f e f(c) é denominado valor mdzimo de f. Ja no segundo caso,
¢ é denominado ponto de minimo de f e f(c) é denominado valor minimo de f.

A Proposicao 4.2 fornece condigoes sobre o sinal da derivada para que um dado ponto

seja de maximo ou de minimo.

Corolario 4.6. Seja f uma fungao derivdvel no intervalo aberto (a,b). Temos entdo que
(A) se f' >0 em (a,c) e f' <0 em (¢,b), entdao ¢ € o tinico ponto de mdzimo e
(B) se ' <0 em (a,c) e f' >0 em (c,b), entao ¢ é o unico ponto de minimo.

Demonstracao. (A) Se f' > 0 em (a,c) e f/ <0 em (c,b), pela Proposigao 4.2, temos que
f é crescente em (a,c) e decrescente em (c,b), o que mostra que ¢ é de fato ponto de

mMAaximo.

(B) A demonstracao deste item ¢é andloga a do item anterior e ¢ deixada como exercicio.
O

\4

To

Figura 4.8. Area da lata cilindrica em funcao do raio.
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Aplicando o Corolario 4.6, obtemos que

./ 5
To = %

é o tnico ponto de minimo de A(r), pois como

—10 2
Al(r) = T +dnr = ﬁ(271’7“3 —5)
temos que A’ < 0 em (0,79) e A’ > 0 em (rp,00), como ilustra a Figura 4.8.
Agora consideramos o denominado teste da derivada sequnda, que relaciona o sinal da

derivada segunda aos pontos de extremo local.

Corolario 4.7. Seja [ uma funcao cuja derivada sequnda f” € continua num intervalo

aberto contendo ¢ € R, um ponto critico de f. Temos entdo que
(A) se f"(c) > 0, entao ¢ é ponto de minimo local de f e
(B) se f"(c) <0, entdo ¢ € ponto de méximo local f.

Demonstracao. (A) Como f” é continua e f”(c) > 0, temos que f” > 0 num intervalo
aberto contendo c. Pela Proposicao 4.3, temos que a concavidade da f é voltada para
cima neste intervalo. Como ¢ é ponto critico de f, temos que f’(¢) = 0, o que mostra
que ¢ é ponto de minimo local de f, como ilustrado pela Figura 4.9. Outra maneira de
demonstrar é notar que, como (f") = f”, pela Proposicao 4.2, temos que f’ é crescente
neste intervalo. Como f’(¢) = 0, temos que f'(x) < 0, quando = < ¢, e também que

f'(x) > 0, quando = > ¢. Pelo Corolério 4.6, segue que ¢ é ponto de minimo local de

£l

\ 4

Figura 4.9. Teste da derivada segunda.

(B) A demonstragao deste item é andloga a do item anterior e é deixada como exercicio.
O

Nem todas as fungoes possuem pontos de extremo, como ilustram os seguintes exemplos.
Primeiro considere a fun¢ao f(z) = z, onde dom(f) = (—1,1), como ilustrado pela Figura

4.10. Existe algum ¢ € (—1,1) que seja ponto de extremo de f? A resposta é negativa,
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pois existem z,y € (—1,1) tais que z < ¢ < y e, portanto, temos que f(z) < f(c) < f(y),
mostrando que f(c) ndo ¢ nem valor maximo nem valor minimo. Considermos agora a fungao

g, ilustrada pela Figura 4.10 e definida por partes

r+1, se —1<x<0
g(x) =< 0, se x =0
r—1, se O<ax2>1.
Novamente podemos perguntar se existe algum ¢ € dom(g) = [—1, 1] que seja ponto de

extremo de g7 E novamente a resposta é negativa. Por exemplo, se ¢ € [—1,0), existem
x,y € [—1,1] tais que ¢ <y < 0 < x e, portanto, temos que f(x) < f(c) < f(y), mostrando
que f(c) nao é nem valor méximo nem valor minimo. Analogamente podemos mostrar que
se ¢ € (0,1], entao f(c) também nao é nem valor méximo nem valor minimo. Como ¢ = 0

claramanete nao é ponto de extremo, concluimos que estes nao existem no caso da funcao g.

\ 4

N~ 8

Figura 4.10. Funcoes f e g nao possuem pontos de extremo.

Observamos que a funcao f paresentada como exemplo, apesar de continua em todos
os pontos do seu dominio, estd definida num intervalo aberto. Por outro lado, a funcao
g apresentada acima esta definida num intervalo fechado mas nao é continua em todos os
pontos do seu dominio. O resultado seguinte, conheceido como Teorema de Weierstrass e
cuja demonstracgao esta fora do escopo destas notas, afirma que é somente nestes dois casos

que os pontos de extremo podem nao existir.

Teorema 4.8. Seja f uma funcgao continua definida num intervalo fechado. Entao existem

pontos de mdzrimo e de minimo de f.

Existe um outro conceito de pontos de extremo, denominados pontos de extremo locais.
Um ponto ¢ € dom(f) é um ponto de mdzimo local de f se existe um intervalo aberto tal que
¢ ¢ um ponto de maximo de f restrita a este intervalo aberto. Da mesma forma, d € dom(f)
é um ponto de minimo local de f se existe um intervalo aberto tal que d é um ponto de
minimo de f restrita a este intervalo aberto. Se o dominio de f é um intervalo fechado,
temos que todo ponto de extremo de f pertencente ao intervalo aberto é também um ponto
de extremo local de f. Porém, nem todo ponto de extremo local de f é também um ponto
de extremo, como mostra a Figura 4.11.

O resultado seguinte mostra que existe uma relacao entre pontos de extremo local e a
derivada da funcao se anular. Um ponto onde a derivada de f se anula é denominado ponto

critico de f.
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Figura 4.11. Extremos locais que nao sao extremos.

Proposicao 4.9. Se ¢ € ponto de extremo local onde f € derivdvel, entao ¢ € ponto critico
de f.

Demonstracao. Vamos supor que ¢ é ponto de maximo local, sendo que a demonstracao do
caso em que ¢ é ponto de minimo ¢é analoga e deixada como exercicio. Como ¢ é ponto de
méximo local, temos que f(c) — f(z) > 0 para todo x suficientemente préximo ao ponto c.

Logo temos que

0 <tim =IO _ oy = i) = fa 1) = tim LD

<0,
zTa T —C zla Tr —cC

pois no primeiro limite 2 —¢ > 0 e no segundo limite z — ¢ < 0. Portanto segue que f’(¢) =0,

ou seja, que ¢ ¢ ponto critico de f.

\

Figura 4.12. Origem é um ponto de sela.

No caso de funcoes derivaveis, a Proposicao 4.9 mostra que todo ponto de extremo local é
de fato um ponto critico. Mas a reciproca nao é verdadeira, como ilustra o seguinte exemplo.
Seja f(z) = 23, onde z € [—1,1]. Temos que x = 0 é ponto critico de f, pois f'(x) = 322,

mas claramente ele nao é um ponto de extremo local de f, como mostra a Figura 4.12. O
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ponto z = 0 é denominado ponto de sela de f, pois ¢ um ponto critico de f que nao é ponto
de extremo local de f.

Vamos agora demonstrar o resultado decisivo na demonstracao do TVM, conhecido como
Teorema de Rollé, que pode ser considerado como um caso particular do TVM, quando a

reta secante ¢ horizontal, como ilustrado pela Figura 4.13.

A

\ 4

Figura 4.13. Teorema de Rollé.

Teorema 4.10. Se f uma fungao derivdvel no intervalo fechado [a,b] e também f(a) = f(b),

entdo existe um ponto ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema de Weierstrass, existem pontos de méximo e de minimo de f
em [a,b]. Se f é constante, temos que f’'(c) = 0 para todo ¢ € (a,b). Caso contrario, existe
¢ € (a,b) que é ponto de extremo de f, ou ¢ é um ponto de maximo ou é um ponto de
minimo. Logo ¢ também é um ponto de extremo local, o que mostra que f’(c) = 0, pela
Proposicao 4.9. O

Demonstramos a seguir uma versao mais geral do TVM, denominada Teorema do Valor
Médio de Cauchy.

Teorema 4.11. Sejam [ e g fungoes derivdveis no intervalo fechado [a,b]. Se g’ # 0, entao
existe um ponto ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que

f'(e) _ f(b) = f(a)

gc)  g(b)—gla)

Demonstracao. Considere a funcao

f(b) — f(a)
9(b) —g(a)

definida para x € [a,b]. Temos que h é derivavel no intervalo fechado [a,b] e também que

W) = f(z) - (9(x) = g(a)),
(-a)

h(a) = f(a) = h(b). Pelo Teorema de Rollé, segue que existe um ponto ¢ no intervalo aberto
(a,b) tal que A'(c) = 0. Por outro lado,

W(e) = f(x) (%) J(@),
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0 que mostra que
f'(e) _ fb) — f(a)
gc)  g(b) —gla)

O

O Teorema do Valor Médio é entao uma consequéncia imediata do Teorema 4.11, bastando
escolher g(z) = z. Uma outra consequéncia relevante do TVM de Cauchy é a denominada
Regra de L’Hospital para o calculo de limites de quociente onde o numerador e o denominador

tendem ambos para zero. Por exemplo, se quisermos calcular o seguinte limite
et —x—1
lim —————,
z—0 [L’2

nao podemos usar a regra do quociente, pois temos que

lime* —z—-1=0 e lim 22 = 0.

z—0 x—0

0
Essa situacao é denominada indeterminacao do tipo o

Proposicao 4.12. Sejam f e g funcgoes derivdveis num intervalo aberto que contenha o
ponto a € R. Se g(x),¢'(z) # 0 para todo x # a e também f(a) =0 = g(a), entdo
f@) o T

1 TN )

zla g(ﬁ) zla g/(l')

caso o sequndo limite exista, onde L1 pode ser substituido, de maneira uniforme, por —, por
T ou por |.
Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao no caso em que [J =], sendo que os outros
casos sao similares e deixados como exercicio. Pelo TVM de Cauchy, para cada x > a, existe
c(x) com a < ¢(x) < z, tal que
Fle(@) _ f@) - fla) _ f(a)
g'(c(x))  g(x)—gla) g(x)

onde utilizamos o fato de que f(a) = 0 = g(a). Pelo Teorema do Sanduiche, temos que

, (4.3)

lim¢(z) = a.

zla
Portanto , ,
i L0 06 f)
e 7@ T R @) g
onde utilizamos também a equacao (4.3). O

Aplicando a Regra de L’Hospital, obtemos que

. ef—rx—1 . (e"—x—=1) . e -1
lim —— =lim—F+ %> =
z—0 x2 z—0 (x2) z—0 2x

. . o .0 . .
onde novamente surgiu uma indeterminacao do tipo 0 Podemos aplicar mais uma vez a

regra de L’Hospital para obter que

T __ T / xT
lim::hmu—' ¢ _1.
z—0 2 z—0 (Qx,) z—0 2 2
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Vamos concluir esta secao com uma aplicacao interessante da regra de L’Hospital. Uma
bola é arremessada verticalmente diversas vezes dentro de uma caixa hermeticamente fechada,
onde é possivel controlar a quantidade de ar presente no seu interior. Em cada arremesso,
a velocidade inicial vy é sempre a mesma, mas diminui-se um pouco a quantidade de ar no
interior da caixa. A progressiva diminuicao da quantidade do ar provoca uma diminuicao
do coeficiente de atrito com o ar ¢ e também uma diminuicao do coeficiente b = ¢/m, uma
vez que a massa da bola permanece inalterada. Além disso, em cada arremesso, registra-se
a posigao s,(t) da bola sempre num mesmo instante de tempo ¢ pré-fixado. A medida que
b se aproxima de 0, o que ocorre a posicao s(t)? A solugdo do problema balistico com
atrito se aproxima da solugao ideal, onde a resiténcia do ar é desconsiderada? Para um dado

coeficiente b, a posicao da bola no instante de tempo ¢ é dada por

1— efbt
Sb(t) = SS9 — %t + (% + U()) <T> .
Fixando o intante ¢, temos que
' B ' g g 1— e—bt
E?M)_iﬁFobH%bH@( b ﬂ
_ 1 N 1 —e b N bt+1—et
Il b g b2

S l—e® . bt +1—e7
ST )t e

Aplicando a regra de L’Hospital e relembrando que o instante t esta fixo e que é o coeficiente

b quem esta variando, segue que

—tb\/ —tb\/
it = o (g ) ot ()
. te® o [t+te®
::%+W@% 1>+%%( 2 )
) t + te
= So—i—Uot‘Fg%li% (T)

Aplicando novamente a regra de L’Hospital, obtemos que

(t +te )
(20)' )

li t) = t li
bli%S{,() So + Vg —i—gbli%(

—t2€_tb
= t li
So + vot + gbl_r)% ( 5 )
t2

= 30+U0t—g§.

Concluimos entao que a medida que b se aproxima de 0, a solucao do problema balistico com
atrito se aproxima progressivamente da solucao ideal, onde a resiténcia do ar é desconsider-

ada.

4.2.1 Exercicios

1) Complete a demonstragao do Corolério 4.6.
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2) Complete a demonstracao da Proposigao 4.9.
3) Complete a demonstracao da Proposicao 4.12.
4) Complete a demonstragao do Teorema 4.13.

5) Complete a demonstracao do Corolario 4.7.

4.3 Teorema do Valor Intermediario

Uma outra consequéncia do Teorema de Weierstrass e da Proposicao 4.9 é que as funcgoes
derivadas sempre satisfazem a denominada Propriedade do Valor Intermedidario. Uma funcao
f satisfaz a PVI se dados a e b pontos no seu dominio e um valor intermediario d € R entre
as imagens f(a) e f(b), existe um ponto ¢ entre os pontos a e b tais que d = f(c). Geomet-
ricamente isto significa que toda reta horizontal entre as imagens f(a) e f(b) intercepta f

entre os pontos a e b, como ilustrado pela Figura 4.14.

A

NON

|
|
i ~—"
I e oo \l
|
| |

|
|
|
a c b

\ 4

Figura 4.14. Propriedade do Valor Intermediério.

Uma observacao imediata é que se f satisfaz a propriedade do valor intermediario, entao
sua imagem é necessariamente um intervalo, pois todos valores d entre f(a) e f(b) fazem
parte da imagem, ou seja, sao da forma f(c).

Este resultado, conhecido como Teorema de Darboux, ¢ demonstrado a seguir.

Teorema 4.13. Toda funcao derivada satisfaz a PVI.

Demonstracao. Seja [a,b] um intervalo contido no dominio de uma dada funcao derivada
f’. Vamos supor que f'(a) < d < f'(d), sendo andloga a demonstracao do caso em que
J'(b) < d < f'(a) e deixada como exercicio. Consideramos entao a fungao g(z) = f(x) — dz.

Temos que a fungao derivada ¢’ esta definida no intervalo [a, b] e também que
gla)=fa)—d<0 e g'(b)=[f(b)—d>0.

Pelo Teorema de Weierstrass, existe um ponto de minimo de g em |[a, b]. Vamos mostrar que
nem o ponto a nem o ponto b podem ser pontos de minimo da func¢ao g em [a,b]. De fato,

se a fosse ponto de minimo, teriamos que g(z) = g(a), para todo = € [a,b], e entao

#(a) = lim g(@) —g(a) _

zla Tr—a
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O argumento ¢é similar no caso do ponto b e também ¢é deixado como exercicio. Logo existe
¢ € (a,b) que é ponto de minimo de g e, portanto, é ponto de extremo local. Pela Proposi¢ao

4.9, temos que

o que mostra que f'(c) = d. O

No Capitulo 5 veremos que toda funcao continua ¢é a fungao derivada de alguma funcao.
Portanto obtemos o seguinte resultado, conhecido como Teorema do Valor Intermedidrio e

que é de fundamental importancia no Calculo.
Teorema 4.14 (TVI). Se f ¢é continua e seu dominio é um intervalo, entao ela satisfaz a

propriedade do valor intermedidario. Portanto sua tmagem também é um intervalo.

Uma funcao f é denominada mondtona se ela é crescente ou ela é decrescente, como

ilustrado pela Figura 4.15.

\4

Figura 4.15. Funcao f é crescente e funcao g é decrescente.

Se f é mondtona, entao ela é uma injecao, pois claramente satisfaz o teste da reta
horizontal. Entretanto existem bijecoes que nao sao sequer monotonas, como mostra o

seguinte exemplo

r+1, se —1<x<0
f(x) =
r—1, se0<Lz<1.

ilustrado pela Figura 4.16.

Figura 4.16. Uma injecao que nao é monotona.



104 CAPITULO 4. GRAFICO E OTIMIZACAO

Quando f é continua e seu dominio é um intervalo, devido ao Teorema do Valor Inter-

medidrio, este tipo de situacao nao pode ocorrer.

Proposicao 4.15. Seja f uma funcao continua cujo o dominio € um intervalo. Entao f €

uma injecao se e so se f € mondtona.

Demonstracao. Ja observamos acima que se f é mondtona, entao f é uma injecao. Resta
portanto mostrarmos que se f é uma injecao, entao f é monotona. Se f fosse uma injecao,
mas nao fosse mondtona, entao existiriam x < y < z, pontos no dominio de f, satisfazendo
a uma das seguintes possibilidade: (1) f cresce de x para y mas decresce de y para z ou (2)

f decresce de x para y mas cresce de y para z, como ilustra a Figura 4.17.

A A

\ 4

\ 4

Figura 4.17. Possibilidades (1) e (2).

Vamos analisar possibilidade 1). Neste caso, temos que f(z) < f(y) e também que
f(y) > f(z) e entdo terfamos mais duas possibilidades: (A) f(z) < f(z) ou (B) f(2) > f(z),

como mostra a Figura 4.18.

A A

\ 4

\ 4

Figura 4.18. Possibilidades (A) e (B).

No caso (A), terfamos que f(z) < f(x) < f(y). Pelo TVI, existiria ¢ € dom(f), onde
y < c < zetal que f(¢) = f(x). Mas isto seria uma contradi¢ao com o fato de supormos
que f é uma injegao. No caso (B), terfamos que f(y) > f(z) > f(x). Pelo TVI, existiria
c € dom(f), onde x < ¢ < y e tal que f(c¢) = f(z). Novamente isto seria uma contradi¢ao

com o fato de supormos que f é uma injecdo. Analisando a possibilidade (2) de maneira
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analoga, o que é deixado como exercicio, obteriamos mais uma vez uma contradi¢ao. Portanto

concluimos que se f é uma injecao, entao f s6 pode ser mondétona. O

Vamos encerrar esta secao demonstrando que se uma injecao é continua, sua inversa

também ¢ continua. Para isso precisamos de dois resultados preliminares.

Proposicao 4.16. Seja f € uma fungao mondtona, entao sua inversa também é mondtona.

Demonstragao. De fato, vamos mostrar que se f é crescente, entdo a inversa f~! também é
crescente. O caso em que f é decrescente é analogo e deixado como exercicio. Se f fosse uma
funcao crescente, mas sua inversa f~! nao fosse crescente, entao existiriam ¢ < d, pontos do

dominio da inversa f~! tais que f~!(d) < f~!(c). Como f é crescente, terfamos que

o que seria uma contradicao. Portanto concluimos que se f é uma funcao crescente, entao

sua inversa f~! sé pode ser uma funcao crescente. O

O segundo resultado preliminar é de grande relevancia no Célculo e sua demonstracao se

encontra na Segao A.6.

Proposicao 4.17. Se f € uma fung¢ao mondtona cujo dominio é um intervalo aberto, entdo

0s limites laterais existem.

Uma injegao continua cuja inversa também é continua é denominada homeomorfismo. A

seguir vamos mostrar que toda injecao continua é de fato um homeomorfismo.

Proposicao 4.18. Se f € uma injecao continua cujo dominio € um intervalo aberto, entdo

sua inversa f~1 também é continua.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.15, temos que f é monétona, o que, pela Proposigao 4.16,
implica que a inversa f~! é também mondtona. Para mostrar a continuidade num ponto a
do domino de f~!, pela Proposicao 2.20, basta mostrar que os limites laterais sdo iguais a

f~Ya). Pela Proposicao 4.17, o seguinte limite existe

[ =lim f(z).

zla

Por definicao, se x,, | a, entao f~*(z,) — [. Como a funcao f é continua, segue que

v = f(f (@) = f(D).

Pela unicidade do limite, temos que a = f(I). Portanto I = f~!(a). No caso do limite lateral

esquerdo, o procedimento é analogo e deixado como exercicio. O

Este resultado é extremamente 1til no estudo da continuida das funcoes inversas. Por
exemplo, como as funcoes poténcias e as fungoes trigonométricas sao continuas, temos ime-

diatamente que as funcgoes raizes e as fungoes arco-trigonométricas sao também continuas.
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4.3.1 Exercicios

1)

Em relagao a demonstragao da Proposigao 4.15, analise a possibilidade 2) de maneira

analoga a analise feita da possibilidade 1) e conclua que obteriamos mais uma vez uma

contradicao.

Complete a demonstracao da Proposicao 4.16, considerando o caso em que f é decres-
cente.

Complete a demonstracao da Proposicao 4.18, considerando o caso em que o limite

lateral esquerdo de f~! no ponto a faz sentido.

T T .
55 ¢ do cosseno em [0, 7] sao iguais ao
intervalo [—1,1]. Conclua que os dominios do arco-seno e do arco-cosseno sao dados

Mostre que as imagens do seno em [—

pelo intervalo [—1,1].

4.4 Assintotas verticais e horizontais

Nesta secao vamos analisar o denominado comportamento assintético de uma funcao, que é

a propriedade do seu grafico se aproximar de retas, que sao entao denominadas assintotas.

Por exemplo, o gréafico da fungdo f(z) = 1/x se aproxima do eixo horizontal (y = 0), a

medida que x cresce, como ilustrado pela Figura 4.19.

A

\/

Figura 4.19. Assintotas verticais e horizontais da fungao f.

De maneira semelhante, o grafico de f também se aproxima do eixo horizontal, a medida

que z se torna cada vez mais negativo. Em ambos os casos, denominamos a reta y = 0 de

assintota horizontal. Por outra lado, a medida que z se aproxima da origem pela direita, o

grafico de f sobe, aproximando-se do eixo vertical (z = 0), como ilustrado pela Figura 4.19.

Quando x se aproxima da origem pela direita, o grafico de f desce e também se aproxima

do eixo vertical. Nestes dois casos, denominamos a reta x = 0 de assintota vertical.

Para tornar preciso o conceito do grafico de uma da funcao se aproximar de uma dada

reta,

devemos introduzir os conceitos de limite infinito e também de limite no infinito.

Assim como no conceito de usual de limites, primierio consideramos limites de sequéncias.
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De maneira intuitiva, uma sequéncia (a,) tende para o infinito se ela fica cada vez maior, a
medida que o tempo passa. De maneira precisa, dado um raio R > 0, deve exisitr um estagio

n(R), denominado tempo de espera, de modo que
n = n(R) = R < a, < 0.

Neste caso, dizemos que (a,) se aproxima de mais infinito e denotamos isto por a, — 0.

Por exemplo, consideremos a funcao
n(R) = 1° natural > R (4.4)

onde R > 0. A tabela abaixo apresenta os valores de n(R) para alguns valores de R > 0.

R n(R)
s 4
107 32
1007 315

Temos que esta é uma funcao de aproximacao da sequéncia dos niumeros naturais, onde

a, = n, pois de fato se n > n(L) > L, entdo

n = n(R) = R <n < oo,
como ilustra a Figura 4.20.
™
O - o O - >
0 1 2 3 4 5

Figura 4.20. Sequéncia do niimeros naturais.

Por outro lado, dizemos que (b,) se aprozima de menos infinito e denotamos isto por
b, — —o0o, quando —b,, — oco. Temos entao que a sequéncia dos nimeros inteiros negativos,

onde b, = —n, se aproxima de menos infinito, como ilustra a Figura 4.21.

L ® ® ® ® L
-5 -4 -3 -2 -1 0

A

Figura 4.21. Sequéncia do ntimeros inteiros negativos.

O resultado seguinte mostra a relagao entre sequéncias que se aproximam da origem com

sequéncias que se aproxima de mais ou de menos infinito.

Proposicao 4.19. Temos que

1
(A) Se a, — oo, entdao — — 0.
an

1
(B) Se a, — 0 e a, >0, entdo — — oo.
an

(C) Se a, — > e a, <b,, entao b, — 0.
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Demonstracao. Para o item (A), escolhendo R = 1/¢, temos que

1
n = ng(l/e) = - < a, <oo.
£
Definindo n(e) = n,(1/¢), temos que
1
n = n(e) = 0<—<e
Qn

Para o item (B), escolhendo € = 1/R, temos que

1
n = n.(1/R) = O<an<ﬁ.

Definindo n(R) = n,(1/R), temos que
1
n = nle) = R < <o

Finalmente para o item (C), escolhendo n,(R) = n,(R), temos que
n = ny(R) = R<a, <b,.

O

Podemos agora definir o conceito preciso de limite de fungao associado a assintotas verti-
cais. Seja a € R um ponto limite de uma dada fungao f. O limite de f em a € mais infinito,
quando para toda sequéncia (x,) de pontos no dominio dom(f) tal que tal que x, # a e
também que x,, — a, temos que a sequéncia (f(x,)) das suas imagens é tal que f(x,) — oo.
Neste caso, denotamos

lim f(x) = co.

r—a

\ 4

Figura 4.22. Assintota vertical em x = a.

De maneira andloga, o limite lateral esquerdo (ou direito) de f em a € mais infinito,
quando para toda sequéncia (z,) de pontos no dominio dom(f) tal que x,, T a (ou z, | a),
temos que a sequéncia (f(z,)) das suas imagens é tal que f(z,) — oco.

O limite (ou os limites laterais) de f em a é menos infinito se o limite (ou os limites

laterais) de —f em a é mais infinito. Neste caso, denotamos

lim f(z) = —oc.

r—a
Quando o limite (ou os limites laterais) de f em a é mais ou menos infinito, dizemos que a
reta © = a é uma assintota vertical ao grafico de f, como ilustram as Figuras 4.19 e 4.22.

O resultado seguinte é utilizado para se detectar assintotas verticais.



4.4. ASSINTOTAS VERTICAIS E HORIZONTAIS 109

Proposicao 4.20. Sejam f e g fungoes continuas em a € R tais que f(a) # 0 e g(a) = 0.

Temos entao que

(A) se j:M > 0 para x < a, entao limM = to00

g9(z) vla g()
se M ara r > a, entao lim M =400
(B) ig(x) >0p > a, ent lua () +

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar apenas o item (A), uma vez que a demonstragao do item

(B) é semelhante e pode ser deixada como exercicio. Pela regra do quociente, temos que

o) )
ala f(z)  f(a)
Caso ﬂ:m > 0ex, T a, definindo
g(x)
g(y)
a, ==+ ,
temos que
a, — 0 e an, > 0.
Pela Proposicao 4.19, segue que
Jfln) 1 o,
g(xn)  an
0 que mostra que
sl @ _
vla g(z)
concluindo a demonstracao. O
Deste modo, temos que
.1 .1
lim — = o0 e lim — = —o0,
z|0 X z10 X

como ilustra a Figura 4.19, uma vez que 1/x > 0 em (0,00) e que 1/z < 0 em (—o0,0).
Valem também as seguintes propriedade para o limite infinito da soma e do produto de

funcoes.

Proposicao 4.21. Sejam f e g funcoes reais. Se f € continua em a e

li =4+
lim g(z) = o0,

entao

lim f(2) + g(x) = oo,

onde [ pode ser substituido, de maneira uniforme, por —, por T ou por |.

Podemos entao determinar o formato do grafico da funcao tg : (—g, g) — R. Como

W) = — e tg(a) =2 )

cos(x)3
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Logo tg é crescente em (—%, g), uma vez que tg’ > 0 neste intervalo. Além disso, temos

que tg possui concavidade para baixo em (—%,0), pois tg” < 0 neste intervalo, e possui

concavidade para cima em (0, %), pois tg” > 0 neste intervalo. Além disso, temos que a reta

r = 5 earetar = —F sdo assintotas verticais do gréfico de tg. Como
tg(x) sen(@) sen(r/2) =1 e cos(n/2)=0

X)) = n\ 7T = T —
& cos(x)’ ’

pela Proposicao 4.20, temos que

lim tg(z) = —o0 e lim tg(z) = oo,

rl—7% x5

'3
tg é apresentado na Figura 4.23, onde também utilizamos o fato de que tg(0) = 0 e que
tg’(0) = 1.

uma vez que tg < 0 em (—%,O) e que tg > 0 em (O ) O esboco do grafico da fungao

tg

\ 4

N e S

Figura 4.23. Esboco do gréfico da tangente.

Vamos agora definir o conceito preciso de limite de fungao associado a assintotas horizon-
tais. Suponha que o domino de uma dada fungao f contenha um intervalo da forma (a, 00).
O limite de f em mais infinito, quando existe, é o nimero real denotado por

[ = lim f(z)

T—00
tal que se (x,) é uma sequéncia de pontos no dominio dom(f) tal que z,, — oo, entdo a
sequéncia (f(z,)) das suas imagens é tal que f(x,) — [. Neste caso, dizenos que a reta y = [
é uma assintota horizontal ao grafico de f para a direita, como ilustra a Figura 4.24. De
modo analogo, definimos o conceito de limite de f em menos infinito, que é denotado por

7= lim f(x).

r——00

Neste caso, dizenos que a reta y = [~ é uma assintota horizontal ao grdafico de f para a

esquerda, como ilustra a Figura 4.24.
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\ 4

_______________________ I~

Figura 4.24. Assintotas horizontaisem y=1le y =1".

As regras do limite da soma, do produto e do quociente sao também validas para limites
de funcao no infinito, sendo que as demonstracoes de tais propriedades sao idénticas as
demonstracoes apresentadas no caso de limite de funcao num dado ponto. Além disso,

temos o seguinte resultado utilizado para se detectar assintotas horizontais.

Proposicao 4.22. Se

entao
lim L =0

Demonstragao. Se x, — +00, entao f(x,) — oo e, pela Proposigao 4.19, segue que

1

concluindo a demonstracao. O

— 0,

Deste modo, pela Proposicao 4.22, segue que

1
lim — =0,
r—too

como ilustra a a figura (4.19), uma vez que lim, .1, x = +00.

A exp
/ o
0

Figura 4.25. Esboco do gréafico da exponencial.
Podemos entao determinar o formato do grafico da funcao exponencial. Como

exp” = exp’ = exp > 0
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temos que exp é crescente com concavidade para cima. Pela Proposicao 3.6, temos que
1+ 2 < exp(z), para todo = > 0. Isso mostra, pela Proposicao 4.19, que
lim exp(x) = co.
Pela Proposigao 4.22, segue entao que
1

Jmexp(z) = lim exp(—z) = lim exp(z) ’

O esboco do grafico da fungao exp é apresentado na Figura 4.25, onde também utilizamos o
fato de que exp(0) = 0 e que exp’(0) = 1.
Encerramos esta secao, apresentando a versao geral da Regra de L’Hospital para o calculo

de limites indeterminados.

Proposicao 4.23. Se f e g sdao funcoes derivdveis tais que

lim f(z) = lim g(z) = I

entao ,
lim M = lim J'@)
z0a g([L’) z0a g,(Jf)

caso o sequndo limite exista, onde pode haver as sequintes substituicoes, de maneira uniforme:

, (4.5)

1 por —, por T ou por |,
[ por 0, por oo ou por —oo e

a por 0o, por —oo ou por um numero real.

Demonstracao. A regra ja foi demonstrada no caso em que [ = 0 e a é um ntmero real. Se

[ =0ea= o0, temos que

lim £ gy /)
z—o0 (1) z10 g(1/x)

/)
210 (g(1/2))

pois

lim £(1/2) = lim g(1/2) = 0.
Logo
"(1/2)(—1/2?)

i 1) /
1/22?)

. I (CVED)
e g@) e f(1fa) =
/
)
2 g'(1/2)
!
lim fl (a:)
=0 g'(x)
A demonstracao do caso em que [ = +00 é mais delicada. Vamos supor, sem demonstrar,

que o primeiro limite da equagao (4.5) existe, quando o segundo limite existe. Neste caso,

temos que

TG BT V(€
O gl’) z0a 1/f(x)
W)Y

o (L/9(
atla (1/f(x))'
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uma vez que, pela Proposicao 4.22,

li L li L
1M ——- = 111N ———
zla f([E) z0a g(l’)

Logo
@) @)
ala g(z) ala — f'(x)/ f(x)?
g (f@)
- B (g@s)
9@ (o f@)Y?
N Lma () <1z|ja g(x))

Simplificando, obtemos que

5~ (2]
z0a g/(ZE) ’

\ 4

Figura 4.26. Esboco do gréfico da posicao instantanea.

Apresentamos agora um esboco da funcao
s(t) = —te™"

que, como veremos no proximo capitulo, descreve a posicao instantanea de um sistema

massa-mola na presenca de um amortecedor. Temos que
v(t) = —e (1 —t) e a(t) =e (2 —1).

Logo s’ < 0 no intervalo (0,1) e ' > 0 no intervalo (1,00), 0 que mostra que s é decrescente
em (0,1) e é crescente (1,00). Além disso, s” > 0 no intervalo (0,2) e s” < 0 no intervalo
(1,00), 0 que mostra que s possui concavidade para cima em (0, e) e possui concavidade para
baixo em (2, 00). O tnico ponto critico é ¢ = 1 e o unico ponto de inflexao é t = 2. Nao héa
assintotas verticais, pois s é continua em todo [0, 00). Pela regra de L’Hospital, segue que
—t -1

lim s(t) = lim — = lim — =0,
t—oo t—o00 et t—o0 et



114 CAPITULO 4. GRAFICO E OTIMIZACAO

o que mostra que a reta y = —1 é uma assintota horizontal ao grafico da posicao s. O esboco
do grafico da funcao s é apresentado na Figura 4.26, onde também utilizamos o fato de que
s(0) =0 e que v(0) = —1.

Vamos concluir esta secao, utilizando a regra de L’Hospital para mostrar que a fungao

exponencial cresce mais rapido do que qualquer poténcia.

Proposicao 4.24. Temos que

para todo n € N.

Demonstracao. A demonstracao é feita por inducao. Para n = 1, temos que

R ¥ . 1
Iim — =1lim — =0
t—oo % t—oo et

onde utilizamos a regra de L’Hospital. Se a férmula vale para n € N, vamos mostrar que

vale para n 4+ 1. Temos entao que

s n+1)a" "
lim :limgz(n—l—l)hm—:o,
t—oo eT t—o00 et t—oo et
onde novamente utilizamos a regra de L’Hospital. O

4.4.1 Exercicios

1) Conclua a demonstragao das Proposicoes 4.20 e 4.22.

T
—) ¢é a reta R. Conclua que o dominio do

2) Mostre que a imagem da tangente em (—g, 5

arco-tangente é a reta R.

3) Mostre que a imagem da exponecial é o intervalo (0,00). Conclua que o dominio do

logaritmo ¢ o intervalo (0, 00).



Capitulo 5

Integral

5.1 Area liquida

No Capitulo 3, o conceito de derivada foi introduzido como sendo tanto a inclinacao da
reta tangente, quanto a velocidade e a aceleracao instantaneas, as taxas de variacao in-
stantaneas, respectivamente, do espaco e da velcidade pelo tempo. Assim como no caso
da derivada, o conceito de integral surge de tanto de problemas geométricos, quanto de
problemas dinamicos.

Do ponto de vista geométrico, a integral de uma funcao nao-negativa f de a para b,
onde a < b, é definida como sendo a drea da regiao delimitada pelo grafico de f, pelo eixo
horizontal e pelas retas verticais passando por x = a e por x = b. Isso ¢ ilustrado pela Figura
5.1, onde f(z) =2 a=—-1leb=1.

—1 0 1

Figura 5.1. Area determinada pela pardbola.

Desde os gregos, o valor desta area ja era conhecido como sendo igual a 2/3. Na proxima
secao, obteremos este valor através de um dos resultados mais importantes do célculo, que
estabelece uma maneira de se calcular esta area através do uso do conceito de derivada.
Quando a funcao f é uma poligonal, como ilustrado pela Figura 5.2, sua integral entre dois
valores pode ser calculada diretamente, através de resultados elementares de geometria. A
integral de f de a =0 parab=1éigual a 1/2 e de a = 1 para b= 2 é igual a 1. O célculo

da integral de f de a = 2 para b = 3 e também de a = 0 para b = 3 é deixado como exercicio.

115
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0

Figura 5.2. Area determinada pela poligonal.

No Capitulo 3, vimos como obter o a velocidade instantanea a partir da posicao in-
stantanea: a velocidade instantanea no tempo ¢ é igual a inclinagao da reta tangente ao
grafico da posi¢ao no ponto (¢, s(t)). De maneira andloga, vimos como obter a aceleragao
instantanea a partir da velocidade instantanea. E quanto ao caminho inverso? Como obter
a funcao posicao a partir da fungao velocidade e, de modo similar, como obter a funcao
velocidade a partir da fungao aceleracao? Do ponto de vista dinamico, o conceito de integral
surgiu para responder estes problemas cinematicos inversos.

Por exemplo, num lancamento vertical de uma bola B, na auséncia de atrito, temos que
a posicao instantanea é dada por s(t) = so + vot — gt?/2, a velocidade instantanea ¢ dada
por v(t) = vy — gt e a aceleragdo intantanea é dada por a(t) = —g, onde sy é a posicao
inicial, vy é a velocidade inicial e —g é a aceleracao da gravidade local. Quando a funcao é
nao-positiva, como no caso da funcao aceleracao ilustrada pela Figura 5.3, sua integral do
instante ¢; para o instante t9, onde t; < ¢, é definida como sendo o oposto da drea da regiao
delimitada pelo gréafico de a, pelo eixo horizontal e pelas retas verticais passando por t = ¢,
e por t = ty. No presente caso, este valor é dado por —g(ty — t1), que é igual a variagao da

velocidade instantanea entre estes dois instantes.

A
tl tg

Figura 5.3. Area com sinal determinada pela funcao aceleracao.

Quando a funcao tem partes positivas e negativas, como no caso da funcao velocidade
ilustrada pela Figura 5.4, sua integral do instante ¢; para o instante t5, onde t; < to, €
definida como sendo a area das regioes delimitadas pelo grafico de v que estao acima do eixo
horizontal menos a area das regioes delimitadas pelo grafico de v que estao abaixo do eixo

horizontal. No presente caso, a regiao que esta acima do eixo horizontal é delimitada pelo
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grafico de v e pelas retas verticais passando por ¢ = t; e por t = to, onde ty = vy/g é 0
instante tal que a velociadade instantanea se anula. A area desta regiao é portanto igual a
(to — t1)v(t1)/2. Por outro lado, a regiao que estd abaixo do eixo horizontal é delimitada
pelo grafico de v e pelas retas verticais passando por t =ty e por t = t5 e sua area ¢ dada
por (ty —to)(—v(t2))/2. Portanto a integral de v do instante ¢; para o instante ¢, é dada por

%[(to —t)v(t1) — (ta — to)(—v(t2))] = vo(ta — t1) — g(tg —t3),

que ¢ igual a variagao da velocidade instantanea entre estes dois instantes.

A
Vo

(%

Figura 5.4. Area liquida determinada pela fungao velocidade.

Seja f uma funcdo continua definida no intervalo fechado [a, b], como apresentada pela
Figura 5.5.

S

RS

R b
. . >
Q R? ZI
|
|

Figura 5.5. Area liquida determinada pela funcao f.

A integral definida de f da esquerda para a direita em [a,b] é definda por
b .
/ f — A5 — A
onde A® é a drea da regido superior em [a,b] dada por
R ={(z,y) : v€lab] e 0<y< f(a)}
e A" é a drea da regido inferior em |a, b] dada por

R ={(z,y) : z€ab] e flz)<y<0}
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onde ambas regides sao ilustradas pela Figura 5.5. A integral é portanto a area liquida
determinada pela funcao f entre os pontos a e b. Quando houver possibilidade de ambigu-
idades com relacao a qual fungao ou qual intervalo estamos considerando, as areas superior
e inferior serdo denotadas por A%[a,b] e A’} [a, b], enquanto as regides superior e inferior serao
denotadas simplesmente por Rj[a,b] e R%[a,b].

No exemplo a seguir, ilustrado pela Figura 5.6, onde f é uma funcao poligonal, sua
integral entre dois valores pode ser calculada diretamente, através de resultados elementares

de geometria.

Y

Figura 5.6. Integral definida da fungao poligonal f.

3 6
1 1 1 3
o 2 2 5 2 2

O célculo da integral de f de a = 0 para b = 6 é deixado como exercicio.

Temos que

A proposicao seguinte apresenta duas propriedades fundamentais do conceito de integral,

a monotonicidade e a decomponibilidade do dominio.

Proposicao 5.1. Sejam f e g funcgoes continuas definidas no intervalo [a,b]. Temos que

/jfé/abg e
/abfz/acf+/cbf-

Demonstragao. Para o item (M), se f(z) > 0, entdo 0 < y < f(z) < g(z), o que mostra
<g(r) <y <
R; C R%, como ilustrado pela Figura 5.7. Pela monotonicidade da 4rea, temos que

(M) se f < g, entao

(D) sec € [a,b], entio

que R} C R;. Por outro lado, se g(r) < 0, entdo f(x) 0, o que mostra que

A} < A e A, < A
Multiplicamos a segunda desigualdade por —1, obtemos que

A<A e A< A
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o que implica que

B\

Figura 5.7. Monotonicidade da integral definida.

b b
/f — A AL < A AL = /g.

Para o item (D), se ¢ € [a,b], entéo

R?la,b] = R’[a, c] U R®[c, b] e R'[a,b] = R'[a,c] U R'[c,b].

como mostra a Figura 5.8. Utilizando a aditividade da area, segue que

A’la,b] = A®la, ] + A%[c, b] e A'la,b] = A'la, c] + A'lc, b].

— o

Figura 5.8. Decomponibilidade da integral definida.

Utilizando a aditividade da area, obtemos que

/abf

A’la, b - A'la, b]

(A’[a,c] + A%[c, b)) — (A'[a,c] + Ale, b))
(A%la,d] — A'fa,c]) + (A°[c,b] — Ale, b))
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A integral definida de f da direita para a esquerda em [a,b] é definda por

t/f_N—A?
b

Ou seja, da esquerda para a direita a integral é a drea superior menos a area inferior,
enquanto que da direita para a esquerda a integral é a area inferior menos a area superior.

Como exemplo, temos que

/:le—é ¢ /60f=—2,

onde a fungao f ¢ ilustrada pela Figura 5.6. O calculo da integral de f de a = 6 para b =1
¢é deixado como exercicio.
Esta definicao possibilita estendermos a propriedade da decomposicao do dominio para

quaisquer ¢ € R, desde que as integrais estejam bem definidas.

Corolario 5.2. Seja f uma funcdao continua. Temos que

(D)
b c b
[i=[s+]1
desde que todas as integrais estejam bem definidas.

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas o caso em que a < b < ¢, sendo que o caso em
que a < ¢ < b foi demonstrado na Proposicao 5.1 e a demonstracao do caso em que ¢ < a < b

¢é similar e deixada como exercicio. Utilizando a Proposi¢ao 5.1, temos que

/acf+/cbf=/abf+/bcf+/cbf=/abf,

onde utilizamos o fato de que
[=-L7

5.1.1 Exercicios

1) Calcule a integral de f de a = 2 para b = 3 também de a = 0 para b = 3, onde a
funcao f é ilustrada pela Figura 5.2.

2) Calcule a integral de f de a = 2 para b = 3 também de a = 0 para b = 6, onde a

funcao f é ilustrada pela Figura 5.6. Verifique se

e[

3) Calcule a integral de f de a = 6 para b = 1 também de a = 0 para b = 6, onde a
funcao f é ilustrada pela Figura 5.6. Verifique se

[refo=] s

4) Complete a demonstragao do Corolario 5.2, no caso em que a < b < c.
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5.2 Teorema Fundamental do Calculo

Vamos apresentar agora um dos resultados mais importantes do Calculo, conhecido como
Teorema Fundamental do Cadlculo, que estabelece a ligacao entre os conceitos de derivada e
integral. Uma funcao F' é a primitiva de uma dada func¢ao f quando F' = f. Dada uma

funcao continua f, vamos mostrar que a denominada funcao integral de f a partir do ponto

/ f

¢ uma primitiva da fungao f. Por exemplo, se f(z) =z e a = 0, temos que

= f:—’
ISEE

a dada por

como mostra a Figura 5.9.

\ 4

Figura 5.9. Decomponibilidade da integral definida.

Temos claramente que F'(x) = z = f(x), mostrando que fungao integral de f em 0 é
uma primitiva de f. O calculo da funcao integral de f a partir do ponto a = 1 e a partir do

ponto a = —1 é deixado como exercicio.

Teorema 5.3 (TFC). Se f é uma fun¢ao continua e a € R, entao

(/:f>,=f(:v)-

Demonstracao. Vamos mostrar que F'(x |) = f(z), sendo que a demonstragao que o mesmo

vale para derivada lateral esquerda é deixado como exercicio. Temos que

Flz]) - hmfll(F(erh) F(2)) (5.1)

:%?&h(/ - [)

:c—l—h
- hﬁ)l h / (5.2)

/az-i-h I /; i /I\JJ-HL ; 5.3

onde utilizamos o fato de que
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Como f ¢ continua, pelo Teorema de Weierstrass, temos que existem m(h) e M(h), respec-
tivamente, o minimo e o maximo da funcao f no intervalo [z, x + h]. Neste intervalo, temos

que m(h) < f < M(h). Pela monotonicidade, segue que

hm(h) = / ) < / e / ) = . (5.4)

\ 4

Figura 5.10. Teorema Fundamental do Célculo.

Dividindo a desigualdade (5.4) por h, segue que

1 x+h
<E/ < Mh

limm{h) = f(z) = lim M(h),

Como f é continua, temos que

o que, pelo Teorema do Sanduiche, implica que

m—hm/ f =t
]

Temos entao que o Teorema do Valor Intermediario (Teorema 4.14) é uma consequéncia
imediata do Teorema de Darboux (Teorema 4.13) e do Teorema Fundamental do Calculo,
que afirma que toda funcao continua é de fato a derivada de alguma func¢ao. Isso nos permite

demonstrarmos a Proposicao 1.8, sobre a medida de angulos por radianos.

A

\ 4

—1 0 a 1

Figura 5.11. Propriedade da medida por radianos.
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Demonstragao (Radiano). Considere a fungao rad(a) que para cada a € [—1,1] associa a
medida em radianos do angulo o determinado pelo eixo horizontal e pela semireta saindo da
origem e passando pelo ponto A = (a, f(a)) da circunferéncia unitéria, onde f(a) = v/1 — a?,

como ilustra a Figura 5.11. Temos entao que

) -2 (19 ['7).

Como rad(—1) = 7 e rad(1) = 0, dado 0 < x < 7, pelo Teorema do Valor Intermediério

existe a € [—1, 1] tal que z = rad(a), uma vez que rad(a) é continua. O

O TFC estabele uma relacao estreita entre as integrais de uma dada funcao continua e

suas primitivas. Por este motivo o conjunto das expressoes algébricas das primitivas de uma

/f(:v) dx

e denominado integral indefinida de f, onde dx aparece apenas para indicar que x é a variavel

dada funcao f é denotado por

independente. Se F' é uma primitiva de f temos que

/f(x)da:z{F(x)+c:c€]R},

o que é denotado simplesmente por

/f(x)dx:F(x)—i-c,

onde ¢ é uma constante arbitraria, que percorre todos os nimeros reais. Isto ocorre pois
duas primitivas da funcao f necessariamente diferem por uma constante e sempre que se
adiciona uma constante a uma primitiva de f obtém-se uma nova primitiva de f.
Apresentamos a seguir uma lista com as integrais indefinidas de algumas funcoes ele-
mentares. Note que as integrais indefinidas sao conjuntos de expressoes algébricas e portanto

Nnao sao numeros reais.

Proposicao 5.4. Temos que

/e"”d:c:ex—i—c,

/sen(x) dr = —cos(z) + ¢,
/cos(x) dx = sen(z) + ¢,

1
/E dr =log(|z|) +c e

.CI?[H_I
/xada:: T + ¢, quando a # —1.

Dados uma funcao continua f e dois pontos na reta a, b, podemos associar a sua integral
indefinida

/f(x)dx:F(x)—i-c,
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um numero real denominado colchete de a para b e dado por

[ / (@) de _ F(b) - Fla).

Note que o colchete é a diferenca do valor da expressao algébrica de qualquer primitiva de f
calculada no extremo de cima menos o valor dessa expressao calculada no extremo de baixo,

uma vez que

(F(b)+¢)— (F(a)+c¢) = F(b) — F(a).

O proximo resultado é uma consequéncia importante do TFC que afirma que a integral

de f de a para b é o colchete da sua integral indefinida de a para b.

Corolario 5.5. Seja f uma funcdo continua. Entdo

fielfnan]

Demonstracao. Pelo TFC, temos que
Fa)= [ f

¢ uma primitiva de f e claramente F'(a) = 0. Logo

b

[ 1= Fw)=F) - F = [rwa]

a

Y

1 ty

Figura 5.12. Integral definida da velocidade é a variagao da posicao.

Uma aplicacao conhecida deste corolario é o resultado que afirma que a area liquida
determinada pela funcao velocidade entre os instantes ¢; e ¢, ilustrada pela Figura 5.12, é a

variagao da posicao instantanea entre estes dois instantes uma vez que

/: v = {/v(t) dt} i = s(ts) — s(t1) = As.

Da mesma forma, a area liquida determinada pela funcao aceleragao entre os instantes t; e

ty é a variacao da velocidade instantanea entre estes dois instantes.
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Quando a fungao é dada por sua expressao algébrica f(z), também denotamos a integral

/a  Ha)de,
/abf(:c)d:c: {/f(:c)de.

Isto nos permitir calcular a drea delimitada pela pardbola f(x) = 2. Como

3
/:U2dx:§ + ¢,
1 1 3 3
1 -1 2
/x2dx:{/x2dx} :—>——( ):_’
1 4 3 3 3

conforme foi afirmado no inicio desta segao.

de f de a para b por

Temos entao que

temos que

As propriedades das integrais indefinidas sao reflexos das propriedades das derivadas. Por
exemplo, como a derivada da soma ¢é a soma das derivadas, temos que a integral indefinida
da soma é a soma das integrais indefinidas. Da mesma forma, como constantes saem para

fora da derivada, temos que o mesmo ocorre com integrais indefinidas.

Proposicao 5.6. Temos que

§) [+ g do = [ faydo+ [ g)ds e

(C) /af(x) dx = a/f(x) dx, onde a € R.
Demonstracao. Temos que
/f(x) de = F(z) 4+ e /g(x) dr = G(z) + ¢,

onde F'(z) = f(z) e também G'(z) = g(x). Por definigdo

/f(:c) d:t+/g(x)d:c:F(:1:)+G(x)+c

e também

a/f(x) dr = aF(x) +c,
onde ¢ é uma constante arbitraria. O resultado segue pois, pelas regras de derivacao,
(F(x)+G@) = f(z)+9(z) e (aF(2)) =af(z)
O

Vamos agora mostrar, no caso do arremesso vertical de uma bola na auséncia de atrito
com o ar, como utilizar a integral para obter a posicao instantanea, desde que sejam dadas

a posicao e a velocidade iniciais. Como a(t) = —g, temos que

/a(t) dt:/—gdt.
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O primeiro lado da igualdade é sempre igual v(t) + ¢;, pois a aceleragao instantanea é, por

definicao, igual a derivada da velocidade instantanea. O segundo lado da igualdade é igual

/—gdtz—g/ldtz—gi—l—@,

onde utilizamos os resultados da proposicao anterior. Temos entao que
v(t)+ e =—gt+co

e portanto que
v(t) =—gt+c

onde ¢ = ¢y — ¢; € também uma constante arbitraria. Para determinarmos esta constante,
temos que conhecer o valor da velocidade em algum instante, por exemplo, o instante inicial.

Se a velocidade inicial é v(0) = vy, temos que ¢ = vy, 0 que mostra que v(t) = vy — gt. Logo

/v(t) it — /vo—gtdt.

O primeiro lado da igualdade é sempre igual s(t) + ¢, pois a velocidade instantanea é, por

temos que temos que

definicao, igual a derivada da posicao instantanea. O segundo lado da igualdade é igual

t?
/UO_gtdt:Uo/ldt_g/tdt:fuot—g§ + ¢,

onde utilizamos os resultados da proposicao anterior. Temos entao que
t 2
S(t) +c = U()t — gi + Co
e portanto que
t 2
s(t) = vot — 95 +c

onde ¢ = ¢y — ¢; é também uma constante arbitraria. Para determinarmos esta constante,
temos que conhecer o valor da posicao em algum instante, por exemplo, o instante inicial.
Agora se a posigao inicial é s(0) = sg, temos que temos que ¢ = sy, 0 que mostra que

t 2

s(t) = so—|—v0t—g§ :

Propriedades andlogas sao verificadas para as integrais definidas.

Corolario 5.7. Temos que

(s) /ab(f+g)=/abf+/abg e

(©) /abcf:c/abf, onde c € R.

Demonstracao. Temos que

/f(x) de = F(z)+ e /g(a:) de = G(x) + ¢y
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(S) Pela Proposigao 5.7, segue que

[wea =] (f(x)+g(x))dwr
F

(C) Temos que

@\
o
)
s
I
| — |
)
=
=
QL
S
—_ 1
o

O

A aditividade da integral pode ser utilizada para demonstrar o denominado Principio de
Cavallieri. Seja R a regiao delimitada pelos graficos das funcoes f e f + h, onde h > 0, e
pelas retas verticais passando pelos pontos © = 0 e x = b, como apresentada pela Figura
5.13.

f+h

\ 4

Figura 5.13. Principio de Cavallieri.

Temos que a area da regiao R é dada por

A(R) = /Ob(f+h)—/0bf
= [ e[
= /Obh:bh,
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o que mostra que esta area é simplesmente a area do retangulo de base b e altura h.

5.2.1 Exercicios

1) Calcule a funcao integral de f(x) = z a partir do ponto a = 1 e a partir do ponto

a = —1. Verifique que em ambos os caso a funcao obtida é uma primitiva da funcao f.

2) Complete a demonstracao do TFC, mostrando que F'(x 1) = f(x).

5.3 Substituicao e integracao por partes

Outra propriedade fundamental da integral indefinida é a denominada regra de substituicdao
de varidveis, que veremos a seguir ser um reflexo da regra da cadeia. Suponha que f é

continua e que
/f(y)dy = F(y) +c

onde F' é uma primitiva de f e ¢ é uma constante arbitraria. Para cada funcao g derivavel,

( / f(y) dy) o F(g(z)) +c.

Proposicao 5.8. Temos que

[ rons@a= ([ rwa)

Demonstracao. Pela regra da cadeia, temos que

definimos

O

Uma maneira bastante conveniente de apresentar a regra da substituicao ¢ introduzirmos

a seguinte notacao para a derivada de uma dada func¢do. Se y = g(x), entao

dy
/
r)=——
g(x)=—
uma vez que por definicao
() = lim Ay
g Az—0 Az '

Neste caso, temos que dy = ¢'(x) dz. Portanto quando substituirmos a variavel y por g(x),

devemos também substituir dy = ¢’(x) dz. Por exemplo, se quisermos calcular
/ Va2+lxdr

fazemos a seguinte substituicao y = 2 + 1, pois entao dy = 2xdz, o que mostra que

xdr = dy/2 e portanto

/mxdx: (/\/y%)

y=x2+1
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Temos entao que

dy 1 ! 1 ( yzt! Y3
_— = — _d = — = —
/\@2 2/y2 2<%+1 re=Tyte

e, portanto, segue que

3

3 2.4 1)3
/\/:U2+1xdx: (%) —l—c:u—i—c.
y=x2+1

Na Secao 3.3, vimos que a velocidade vertical instantanea v9 = v de uma bola B arremes-

sada na presenca da resiténcia do ar satisfaz a seguinte equagao

v'(t) = —g — bu(t),

c
para todo t € R, onde b = — ¢ o coeficiente de atrito por unidade de massa da bola B.
m

Vamos entao determinar a expresao da funcao velocidade instantanea. Como

v'(t)
g+ bu(t)

/gi/i[%dt_/—ldt——t—i—cl.

Fazendo a substituigao x = g + bu(t), temos que dx = bv'(t) dt, o que mostra que v'(t) dt =

dx/b. Entao
/
[0 ()
g+bU(t) z b x=g+bu(t)

1 1
3 (/2)
b z z=g+bv(t)

1
= 4 log(g +bu(?)) +cz,

onde estamos supondo que g + bv(t) > 0. Logo

= 1,

temos que

log(g + bu(t)) = —bt + c3.
onde ¢z = b(c; — ¢3), 0 que mostra que
g+bu(t) =ce™

onde ¢ = e®. Se vy = v(0) é a velocidade inicial, temos que ¢ = g + bvg e, portanto, temos
que

v(t) = —% + (% - v0> et

Uma vez determinada a expressao da funcao velocidade, podemos determinar a expresao da
funcao posigao. Para isso utilizaremos o seguinte corolario, que é uma consequéncia imediata

da regra da substituicao.

Corolario 5.9. Temos que

6(11’
/e‘m dr = — +c.
a
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Vamos agora obter a expressao da posicao instantanea da bola arremessada verticalmente

com atrito. Pela expressao obtida acima para a velocidade instantanea, segue que
s(t)+¢ = /v(t) dt

_ —%/1dt+(%+vo>/ebtdt

efbt
—%t—i‘ (%+Uo> _—b+02

(5.5)

e portanto
—bt

0=t (G rn) S

onde ¢ = ¢y — ¢; é uma constante arbitraria. Se sy = s(0) é a posicao inicial, temos que

g 1
So — <E+U0>_—b+c,

1— efbt
S(t) = S0 — %t+ (% +U0> (T) .

Outra aplicagao da regra da substituicao ¢ a obtencao da Lei da Conservagao da Energia

0 que mostra que

no caso do sistema massa-mola e também no cado do péndulo sem atrito. No caso do sistema
massa mola, temos que equagao
ms”(t) = —ks(t),

para todo instante de tempo t € R, onde m é a massa e k é a constante de rigidez da mola.

Multiplicando a equagao acima por s'(t) e integrando em relagao a t, segue que

m/s’(t)s”(t) dt = —k/s(t)s'(t) dt. (5.6)

[ stos - ( / ydy>y23(t) A,
/s’(t)s”(t) dt = (/zdz) o = @2 + co,

pois dz = v'(t) dt = s”(t) dt. Substituindo as expressoes das integrais indefinidas na equacao

Temos que

pois dy = §'(t) dt e

(5.6), segue que

v(t)® | s(t)?
m—- +k— =FE,
2 2
onde F = —kc; — mco € a energia mecanica do sistema.

O proximo resultado apresenta a regra da substituicao na direcao oposta do modo como

a empregamos até o presente momento.

Proposicao 5.10. Temos que

[ reras= ([ roorsorm) .
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Demonstracao. Pela regra da substituicao, temos que

(J ) T [ fa@)g @ .

O resultado segue fazendo-se a substituigao 6 = g~'(z), pois z = g(g7'(2)). O

Esta maneira de utilizar a regra da substituicao esta ligada com as denominadas substi-

tuicoes trigonométricas. Estas substituicoes estao relacionadas a fungoes cujas expressoes
algébricas contém a expressao va? — 22 ou a expressao vV a? + z2.

Figura 5.14. Substitui¢ao trigonométrica no caso da expressao va2 + 22.

A expressao v a? + 22 pode ser representada geometricamente pela hipotenisa do triangulo
retangulo cujo cateto oposto ao angulo # tem comprimento z e cujo cateto adjacente possui
comprimento a, como ilustrado pela Figura 5.14. Neste caso, temos as seguintes relacoes

trigonométricas

a z

z
tg(e) = a, COS(@) = \/ﬁ (§] Sen(Q) = \/ﬁ

A primeira rela¢ao trigonométrica determina a substituigao z = ¢g(f) = atg(d) e a substi-

(5.7)

tuicao inversa = atg ( ), enquanto a segunda determina a relagao da expressao considerada

z
a
com a variavel # de modo que

2
2, .2__ @ 02 2
a”+z _cos(9)2_a sec(0)”.

Vamos utilizar esta mudanca de variaveis para determinar a seguinte integral indefinida

1

Temos que dz = asec(6)? df, pois

dz o r_ 2
5= (atg(h)) = asec(d)”.
Logo
1 B 1 2 — 1
/mdz B (/ a? sec(@)zasec(m d9> f=atg(2) B (/ adQ) f=atg(2)
e portanto

1 1 1 z
/ﬁ dz = <—6 -+ C) = —atg <_> + c.
a® +z a b=atg() a a

Para verificar que este é o resultado correto, basta derivar a expressao encontrada, o que é

deixado como exercicio.
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z a? — 22

(12—22 z

Figura 5.15. Substituigoes trigonométricas no caso da expressao va2 — z2.

Um outro tipo de substituicao trigonométrica, relaciona a expressao v/a? — z2 ao triangulo
retangulo cuja hipotenusa tem comprimento a e um dos catetos possui comprimento z. Neste
caso, existem duas possibilidades, como apresentado pela Figura 5.15.

O valor z pode ser visto como sendo tanto o comprimento do cateto oposto ao angulo
6 como o comprimento do cateto adjacente. No primeiro caso, temos as seguintes relacoes

trigonométricas

7 _ 2
sen(f) = : e cos(f) = u, (5.9)
a

a
o que implica que

z = asen(f) e va? — 22 = acos(f).
J& no segundo caso, temos as seguintes relacoes trigonométricas

cos(f) = 2 e sen(f) = ﬂ, (5.10)

a
o que implica que
z = acos(f) e va? — z? = asen(h).
Vamos utilizar a mudanca de varidveis z = a cos(f) para determinar a seguinte integral

indefinida

/ \/ﬁ dz. (5.11)
Temos que # = acos (i) e que dz = —asen(0) df, pois
% = (acos()) = —asen(h).
Logo
/édz = </;(—asen(0))d9> = (/—1d9)
vz =2 asen(f) bacon(3) oais(3)
e portanto

/#dz:(—ﬁ—i-c)_ . :—acos<z>+c.
Nz O=acos( %) a
Mais uma vez, para verificar que este é o resultado correto, basta derivar a expressao encon-
trada, o que também ¢é deixado como exercicio.
Outra propriedade fundamental da integral indefinida é a denominada regra de integra¢ao

por partes, que veremos a seguir ser um reflexo da regra da derivada do produto.

Proposicao 5.11. Se f e g sao fungoes derivdveis, temos que

[ r@gads = f@g) - [ 4@
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Demonstracao. Pela regra da derivada da soma e do produto, temos que

(100~ [ rog@ar) = sy - ([ 1 / )

- (f’( o) + ¢ () (2)) — ¢ (1) (2)
"(x)g(x)
( [ @) dx)I |

Uma aplicagao da integragao por partes é o calculo da integral indefinida do logaritmo,

0

que pode ser vista como a integral de um produto

/log(|x])dx: /1 log(|z]) dx

Se f'(x) = 1 e g(x) = log(|z|), temos que ¢'(x) = 1/x e podemos escolher f(z) = z. Pela

integracao por partes, temos que

[ 1osaha / 7
(2)g(x) - / J(@)f(@)do
= xlog(|z|) —/%[Ed:ﬁ
= zlog(|z|) —z+c.

Uma outra aplicagdo da integragao por partes é o calculo da integral indefinida do

quadrado do seno
/sen(ﬁ)2 df = /sen(@) sen(6) df.
Se f'(0) = sen(f) e g(0) = sen(d), temos que ¢'(6) = cos(f) e podemos escolher f(6) =

— cos(f). Pela integracio por partes, temos que
/ sen(0)2d0 — / F(0)9(6) do
— 1(0)9(6)~ [ 4®)1160)dt
—  —cos(B) sen(6) — / cos(8)(— cos(6)) do
— — cos() sen(d) + / cos(6)2 dé.

Como cos(f)? =1 — sen(6)?, segue que

/sem(é’)2 dd = —cos(f)sen(d) + /(1 — sen()?) d

= —cos(f)sen(f / 1d6 — / sen(6)”) do

/sen(9)2 df = — cos(0) sen(d) + 0 — /sen(@)z) do

0 que mostra que
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Portanto

2 / sen(0)? df = 6 — cos(#) sen(6) + ¢

implicando que
/sen(G)2 df = %(0 — cos(0) sen(0)) + c.

A integral indefinida do quadrado do cosseno pode ser obtido de maneira similar e é deixada
como exercicio.

Uma dificuldade para a aplicacao deste método é identificar corretamente o produto e
quem deve ser a funcao derivada neste produto. Quando temos o produto de uma poténcia
x™ por sen(ax), cos(ax) ou e* sempre escolhemos g(x) = z". Por exemplo, vamos calcular

a seguinte integral indefinida
/x2 sen(x) dz.

Se f'(x) = sen(x) e g(z) = 2%, temos que ¢'(z) = 2x e podemos escolher f(x) = — cos(z).

Pela integracao por partes, temos que
/xQ sen(z)dr = —cos(x)z® — /Qx(— cos(z)) dz
= —cos(z)a? +2 / x cos(z) dx.

Novamente aplicamos a integragao por partes escolhendo agora f’'(z) = cos(z) e g(z) = =.

Neste caso, temos que ¢'(z) = 1 e podemos escolher f(z) = sen(z). Portanto
/x2 sen(z)dr = —cos(x)z® + 2 / x cos(z) dx
= —cos(z)2®+2 (sen(m)x - / 1 sen(z) da:)

= —cos(z)2? + 2 (sen(x)r — (—cos(z))) + ¢
= —cos(x)2? + 2sen(x)zx + 2cos(x) + c.
(5.12)

5.3.1 Exercicios

1) Mostre que

2) Mostre que

3) Calcule a seguinte integral

1
/ (a2 — 22)3/2 dz,

utilizando o método da substituicao trigonométrica.

4) Utilize integragao por partes para mostrar que

/ cos(0)2 df %(9 + cos(0) sen(6)) + c.
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5.4 Somas de Riemann e aplicacoes

Nesta secao vamos mostrar como podemos utilizar a integral definida de uma dada funcao
f num dado intervalo [a,b] para o célculo de volumes, comprimentos e dreas. Dividindo o
intervalo [a, b] em n subintervalos [z, z5.1] de tamanhos iguais, temos que a integral definida

de f em [a,b] pode ser decomposta da seguinte forma

/a ey de = nz_l / ) da (5.13)

k=0 Tk

onde x, = a + kAx e )
Axr = —a.

n
Denotando por M. e por my,, respectivamente, o maximo e o minimo da funcao f no intervalo

(1, 21 1], pela monotoniciadade da integral, temos que

Tk+1
mAx g/ f(z)dx < MpAwx,

Tk

como ilustrado pela Figura 5.16.

A

X3 Ty Ts5

Lo 1 T2

N—

Figura 5.16. Somas superiores e inferiores da funcao f.

A n-ésima soma superior e a n-ésima soma inferior sao definidas, respectivamente, por

S, = M Ax e Sp = mAx.
0

?
—
3
—

=
Il
=
=
Il

Utilizando a equagao (5.13), segue que
b
Sp < / flz)dx < S,. (5.14)

E possivel mostrar que se f é continua as sequéncias das somas inferiores e das somas
superiores se aproximam da integral. Na proposicao seguinte, demonstramos este fato apenas

para o caso de fun¢oes monotonas.

Proposicao 5.12. Se f é continua, entao

b
sn,Sn—>/ f(z)dx.
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Demonstracao. Vamos demonstrar a proposi¢ao apenas no caso em que f é monotona. Con-
sideramos o caso em que f é crescente, deixando o caso em que f é decrescente como exercicio.
Primeiro mostramos que S,, — s, — 0. De fato, como f é crescente, temos que My, = f(xy41)
e my = f(xy), como ilustra a Figura 5.17.

Neste caso, temos que

S = (f(@1) + f2) + -~ + f(n)) A

sn = (f(wo) + f21) + -+ + f(2n1)) Az,

Segue entao que

Sn = sn = (f(xn) — f(20)) Az

e portanto que

5,50 = (110) ~ 1) () — .

como ilustrado pela Figura 5.17.

e —

fla) |-

m
y

Zo T T T3 Ty Ty

Figura 5.17. Somas superiores e inferiores de uma fung¢ao monétona.

Subtraindo s, nos trés termos da desigualdade (5.14), segue que

b
og/ f(z)dx — s, < Sy — sp.

Pelo Teorema do Sanduiche, segue que

b
/ f(z)dzr — s, — 0,
que é 0 mesmo que
b
Sp — / f(x)dx.

Finalmente temos que

b
Sp = (Sn — Sn) + Sn —>/ f(x)dx.
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Escolhendo um ponto zj qualquer do intervalo [x;,x;41], definimos a denominada soma

de Riemann da fungao f no inervalo [a,b] com n fatores por

[y

n—

f(zy)Az

e
i
o

Como my, < f(zr) < My, segue que

1
Sp < flzp)Azx < S,.
0

3
|

e
I

Pela Proposicao 5.12 e pelo Teorema do Sanduiche, segue que

n—1

b

S sese — [ fw)ds
k=0 a
o que explica a notacao de integral, onde a letra grega 32, que denota somatério, é substituida
pela letra latina “S”estilizada [ e, por outro lado, a letra grega A, que denota diferenca, ¢
substituida pela letra latina “d”.

Os conceitos de somas superior, inferior e de Riemann podem ser utilizado para o calculo
de volumes, comprimentos e areas. Dada uma funcao geratriz g > 0 definida no intervalo
[a, b], denotamos por S), a superficie obtida pela rotagao do gréfico de g em relagao ao eixo

horizontal, como ilustrado pela Figura 5.18.

A

\ 4

Figura 5.18. Volume de um sélido de rotacao em relagao ao eixo horizontal.

Denotamos por Ry, a regiao interna delimitada pela superficie .S, e pelos planos tranversais
ao eixo horizontal passando, respectivamente, pelo ponto = a e pelo ponto x = b. Dividindo
o intervalo [a, b] em n subintervalos [z, z;11] de tamanhos iguais a Az, temos que o volume

da regiao R; é dado por
n—1
V(Ry) =) V(R
k=0
que é a soma dos volumes das regides R} delimitadas pela superficie S, e pelos planos

tranversais ao eixo horizontal passando, respectivamente, pelo ponto x = x; e pelo ponto

T = 7341, como ilustrado pela Figura 5.18. Para cada k, temos que o volume V (RF) menor



138 CAPITULO 5. INTEGRAL

que o volume do cilindro de altura Az e raio L, e é maior que o volume do cilindro de altura
Az e raio I, onde Ly é o maximo e [ é o minimo da fungao g no intervalo [z, zj41]. Como

o volume de um cilindro é o produto da area de sua base pela sua altura, temos que
i Ar < V(RY) < mLiAx.

Definindo-se f(z) = mg(x)?, temos que o minimo e o maximo da fun¢ao f no intervalo

(1, 21 1] s@o dados, respectivamente, por
_ 2 _ 2
my, = 7l e My, = L.

Temos entao que
mipAzr < V(RF) < MpAx

e, somando sobre k, temos que

sp < V(Rp) < Sy, (5.15)
onde
n—1 n—1
S, = Z M. Ax e Sp = kaAx
k=0 k=0

sao, respectivamente, a n-ésima soma superior e a n-ésima soma inferior da funcao f. Pela

equagao (5.15), pela Proposicao 5.12 e pelo Teorema do Sanduiche, temos que

V(Ry) = / Hayde = / ’ (@) de. (5.16)

Vamos agora aplicar estes resultados e calcular o volume da esfera de raio r. Vamos
primeiro considerar esta esfera dada pela rotacao, em relacao ao eixo horizontal, do grafico
da fungao g(x) = v/r? — 22, definida em [—r, |, como mostra a Ffigura 5.19.

A

Figura 5.19. Volume da esfera por rotacao em relagao ao eixo horizontal.

Pela equagao (5.19), temos entao que

V(Rn) = 7T/T g(x)*dx
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De modo semelhante, dada uma fungao geratriz g > 0 definida no intervalo [a, b], com
a > 0, denotamos por S, a superficie obtida pela rotacao do grafico de g em relagao ao eixo
vertical, como ilustrado pela Figura 5.20. Denotamos por R, a regiao interna delimitada
pela superficie S,, pelas superficies laterais do cilindro de raio a e altura f(a) e do cilindro
de raio b e altura f(b) e pelo plano perpendicular ao eixo vertical contendo o eixo horizontal.
Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos [z, 254 1] de tamanhos iguais a Az, temos que

o volume da regiao R, pode ser aproximado por

que é a soma dos volumes
V(Ti) = m(@j — 23)g(ar),
dos tubos cilindricos, que sao obtidos pela diferenca

a1 9(y) — marg(ay),

dos volumes dos cilindros externo e interno, cujos raios sao, respectivamente, iguais a xy;

e a xy e cuja altura comum ¢ igual a g(x}), onde

Tp+1 + Tk
—

T, =

\ 4

Figura 5.20. Volume de um sélido de rotagao em relagao ao eixo vertical.

Quanto maior o numero de cilindros, mais préxima esta soma vai estar do volume da

regiao R,, de modo que

n—1 n—1

V(Ty) = Y wlai, —ai)g(er) (5.17)
k=0 k=0
n—1

= ZW(%H + ;) (Th1 — ) g(zy)
k=0

—1
= 2rxyg(xr) Az
k=0

— V(R.),
(5.18)
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onde utilizamos o fato de que
20 = Tpy1 + T e Ar = Ty — Tp.

Por outro lado, definindo-se f(z) = 2mxg(z), temos que o volume aproximado é uma soma

de Riemann da fungao f e portanto

i
L

n—1

b
S V@) = Y fapas [ fads

k=0 0

B
Il

Pela unicidade dos limites segue que

b b
V(R,) = / flz)dx = 27r/ zg(x)d. (5.19)

Uma outra maneira de calcular o volume de uma esfera é considerar o hemisfério superior
da esfera de raio r dado pela rotacao, em relacao ao eixo vertical, do grafico da funcao
g(x) = V/r? — 22, definida em [0, r|, como mostra a Figura 5.21. Podemos entao calcular o
volume deste hemisfério utilizando a equacao (5.19), o que é deixado como exercicio.

A

\ 4

Figura 5.21. Volume do hemisfério por rotagao em relagao ao eixo vertical.

Vamos agora determinar a integral que fornece o comprimento do grafico de uma funcao
suave g, definida em [a, b], como ilustrado pela Figura 5.22. Dividindo o intervalo [a, b] em
n subintervalos [z, xxy1] de tamanhos iguais a Az, temos que o comprimento de g pode ser

aproximada por
n—1
k=0

que é o comprimento da poligonal ilustrado pela Figura 5.22 que é dado pela soma dos
comprimentos Cj dos seguimentos de reta ligando os pontos (g, g(xx)) € (Tgr1, 9(Trr1)).

Pelo teorema de Pitagoras, temos que
Cr = (Ax)* + (Ay)*.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que existe x; € [z, Tx41] tal que

Ay .
N = 9/(%)-

Logo
Cr = (Ax)* + (g'(a7) Ax)*.
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A g

|
|
N

\4

Figura 5.22. Comprimento do grafico de uma fungao suave.

e portanto

Ck =1/ 1+ g’([EZ)A%’

Quanto maior o nimero de segmentos de reta, mais proxima esta soma vai estar do compri-

mento de g, de modo que

n—1 n—1
ZCk = Z \V/1+g(xp)2Az —  C(g).
k=0 k=0

Por outro lado, definindo-se f(z) = /1 + ¢'(z)?, temos que o volume aproximado é uma
soma de Riemann da funcao f e portanto

n—1 n—1 b
Y =) flaphdr - / f(x)da.
k=0 k=0 a

Pela unicidade dos limites segue que

C(g):/ f(x)dx:/ V1+g'(x)dx. (5.20)

Vamos aplicar este resultado para calcular o comprimento de um cabo de energia susten-

tado por duas torres de alta tensao, como ilustrado pela Figura 5.23.

A

Figura 5.23. Comprimento de um cabo de energia.

A funcao que descreve essa curva numa unidade de medida conveniente é a denominada
catendria ou cosseno hiperboblico cuja expressao é dada por
e’ +e "

g(x) = cosh(z) = 5
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A derivada do cosseno hiperbélico é denominada seno hiperbdblico e sua expressao é

T _ o

2

senh(z) = ‘

Essas funcoes sao denominadas fungoes trigonométricas hiperbélicas, pois do mesmo modo
que as funcoes trigonométricas classicas satisfazem equacao do cicrculo unitdrio 22 + 4% = 1,
ou seja,

cos(z)? +sen(z)* =1,

elas satisfazem a equacao da hipérbole unitéria 22 — y? = 1, ou seja,
cosh(r)? — senh(z)? = 1.

A verificagao dessa propriedade é deixada como exercicio. Pela equagao (5.20), temos entao

Clg) - /ab\/1+cosh'(a:)2d:v
_ /md
_ / " cosh(x) di

~ [senh(a) +
= senh(b) — senh(a).

que

Vamos encerrar esta secao determinando a integral que fornece a area da superficie Sy,
obtida pela rotagao, em relagao ao eixo horizontal, do grafico de g > 0, definida em [a, 0],

como ilustrado pela Figura 5.24.

A

\ 4

Figura 5.24. Area de uma superficie de rotacao em relagao ao eixo horizontal.

Dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos [z, 251 1] de tamanhos iguais a Az, temos
que a area de Sj, pode ser aproximada por
-1
A(S,) ~ A(Ly),

k=0

3
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que ¢ a soma das areas

das cascas laterais L, obtidas pela rotacao do segmento de reta que liga o ponto (z, g(xx))
ao ponto (z41, g(Tg11)), como ilustrado pela Figura 5.24.

Pelo Teorema do Valor Intermediério, temos que existe x} € [xy, x11] tal que

g(at) = g(x) +29(1’k+1)

pois este valor esta entre g(xy) e g(xk41). Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio,

temos que existe z3* € [z, rr41] tal que
&Y _ )
Ax K
Finalmente, temos que quanto maior o nimero de cascas laterais, mais proxima esta

soma vai estar da area da superficie Sy, de modo que

S AL = 3 2wglep)y/ (A0 + (g (o) A0

= i%g(ﬁ) 1+ g'(277)*Ax

— A_(Sh)
(5.21)

Por outro lado, definindo-se f(z) = 2mg(x)y/1 + ¢’(x)?, temos que o volume aproximado

lembra uma soma de Riemann da funcao f e de fato pode-se mostrar que

Pela unicidade dos limites segue que

A(Sy) = / flz)dx = 27?/ g(x)/1+ g (x)*dx. (5.22)

Vamos agora aplicar este resultado e calcular a area da esfera de raio r. Temos que a esfera
é dada pela rotagao, em relacao ao eixo horizontal, do grafico da fungao g(x) = Vr? — 22,

definida em [—7, |, como mostra a figura (5.19). Pela equagao (5.22), temos entao que

A(S) = 27r/ m\/1+ \/LQ)Zda:
= 27/ \/f:c?,/
_ 27r/_rrdx

= 4mr?,

onde utilizamos o fato de que
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5.4.1 Exercicios

1) Utilize a equagao (5.19) para calcular o volume do hemisfério superior da esfera de raio
r dado pela rotagao, em relagao ao eixo vertical, do grafico da funcao g(x) = v/r? — 22,

definida em [0, r], como mostra a figura (5.21).

2) A partir das defini¢oes, mostre que cosh(z)? — senh(z)? = 1, para todo x € R.

5.5 Fracoes parciais

O mecanismo de suspensao de um veiculo consiste num sitema composto de uma mola e de

um amortecedor, como mostra a Figura 5.25.

A

3
\ 4

[a¥aYaYa¥Ya¥Ya¥YaYal

Figura 5.25. Mecanismo de suspensao de um veiculo em equilibrio.

Denotando por s(t) a posicao vertical de um veiculo de massa m em relagao a posicao de
equilibrio, temos que a for¢a da mola é dada, pela lei de Hooke, por FFH = —ks(t) e a forga
do amortecedor é dada por F'R = —cv(t), onde v(t) é a velocidade instantanea e a constante
¢ é denominada viscosidade do amortecedor. Denotando por a(t) a aceleracao instanténea,

pela segunda lei de Newton,
ma(t) = —ks(t) — cv(t), (5.23)

para todo tempo ¢ > 0. Vamos supor s(t) é positiva num dado intervalo. Neste caso,

podemos escrever s(t) = ¥ onde y(t) = log(s(t)). Temos entdo que
o) =S = O e al) = 0 = (0 + 1),
Substituindo na equacao (5.23), obtemos que
m(y"(t) +y' (1))’ = —ke?™ — ey (1)),
Cancelando o fator comum e?®, obtemos a seguinte equacio

m(y"(t) + vy (1)) = —k — cy/(1). (5.24)
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que é conhecida como equag¢ao de Ricatti associada a equagao (5.23). Podemos isolar o termo

em que aparece a derivada de y, de modo que
my"(t) = —k — cy/(t) — my/ (t)?

e, portanto, temos que
y"(t) 1

my (2 +ey'(t) +k  m

Integrando os dois lados desta equacao na variavel t, segue que

y'(t) t
dt =——+D.
/ my'(t)? +cy'(t) + k m

Para calcularmos primeira integral fazemos a substituicao = = y/(t). Neste caso, temos que

dx = y"(t) dt, o que mostra que

1 t
[t et = s ae®)
my'(t)? + cy'(t) + k mx? + cx + k o=y (1)

e, portanto, que

1
/——————M __t.p (5.25)
max? + cr + k o=y (1) m

A solucao da integral

1
—d 2
/mx2+cx+kz * (5.26)

depende das raizes da equacao
ma? + cx +k =0, (5.27)

denominada equagdo caracteristica associada a equagao (5.23), que pode ser escrita como
ms” +cs' + ks =0, (5.28)

e que também é conhecida como equacao do sistema massa-mola-amortecedor. Existem entao

trés possibilidades dependendo do sinal de A = ¢ — 4mk:
1) supercritico (A > 0): duas raizes reais distintas r; e rq,
2) critico (A = 0): uma tnica raiz real r e

3) subcritico (A < 0): duas raizes complexas conjugadas r + iw e r — iw onde

—c vV =A
2m 2m

Para cada uma destas trés situagoes, existe uma maneira de se calcular a integral (5.27).

1) No caso supercritico, utilizamos o denominado método das frag¢oes parciais. Neste caso,
temos que

ma? +cr +k=m(x —r)(z — 1)

e vamos mostrar que existem constantes A e B tais que

1 1 A B
mx2+cx+k:E x—r +x—r '
1 1
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Para determinar as constantes A e B, primeiro colocamos as duas fragoes do lado
direito no mesmo denominador
1 ~ A(w —1y) + B(w — 1)
ma2+cr+k  m(z—r)(z—ry)

Como os denominadores sao iguais, o mesmo vale para os numeradores, o que mostra
que
1 =A(x —ry)+ B(x —ry) = (A+ B)x — (Ary + Bry).

Temos entao uma igualdade entre dois polindmios, o que acontece somente se os seus
coeficientes sao também iguais. No lado direito o coeficiente do termo constante ¢é igual
a 1 e o coeficiente que multiplica x é igual a zero, o que implica no seguinte sistema de

equagoes onde as constantes A e B sao as incognitas:
A+B=0 e — (Ary + Bry) = 1.

Da primeira equacao, temos que B = —A, o que substituindo na segunda equacao,
mostra que
A(Tl —7'2) = —(AT'Q — A?”l) =1.

Como 7y # 19, temos que

rn —7nre

A integral (5.27) pode entdo ser calculada da seguinte maneira

1 1 A B
[od i ([ A [ 200
mx?® +cx + k m T —r Tr—T

= %(Alog(kv —r1|) — Alog(|z — 72]))

B

r—T"r

T — To

2) No caso critico, temos que

ma? + cx +k =m(x — 1)

Neste caso, a integral (5.27) é dada por

1
e = — 4
/mx2+cx+k ‘ m ) (x—r)? ‘

3) Finalmente, no caso subcritico, temos que

mat+er+k = m(r— (r+iw))(r — (r—iw))
= m((z—r)—iw)((x — 1) + iw))

= m((z - +w?),
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0 que mostra que a integral (5.27) é dada por

_— d
/mx2+cx—|—k m/ (x —7r) —|—w2 -

Fazendo a substituicao z = x — r, obtemos que

_— z.
/mx2+ca:+k m/22+w2

Utilizamos entao a substitui¢ao trigonométrica z = w tg(d), ilustrada pela Figura 5.26.
Neste caso, temos as seguintes relagoes trigonométricas

w2

tg(0) = NEEw

e cos(f) = (5.29)

z
w
Logo temos que

22+ w? = wsec(h)? e dz = wsec(6)* dob.

Portanto

Figura 5.26. Substituicao trigonométrica.

1 1 1 1 )
E/mdx om (/ wQSec(Q)QwseCw) d6)

b ( / 1d9)
mw z=w tg(0)

1

= o (0 + E1)—oig0) -

z=wtg(h)

Retornando a variavel z e depois a variavel x, temos que

1 1 rT—r
 dr=—at E
/mx2+0$+k ’ mwag< w )+ ’

onde F = E;/muw.

Utilizando a equagao (5.25) e escolhendo C' = D — E, temos que a solugao y(t) da equagao

de Ricatti satisfaz as seguintes equacgoes, dependendo do sinal de A:

.. 1 y'(t) —m ) t
1) supercritico (A > 0): lo =——+4C,
) s aeo e (e =
- 1 t
2) critico (A =0): - =——+C e

1 "(t) —
3) subcritico (A < 0): — atg (M> _ L +C.
w
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Em cada um destes casos, podemos resolver a equacao de modo a encontrar a expressao

de ¥/ (t).

1) No caso supercritico, temos que

log (

onde A = m(ry —r)C. Isto mostra que

y'(t) =
y'(t) — 1o

):dm—rﬁ+A,

y/(t) — T . Bet(T27T1)7
y'(t) —re

A

onde B é uma nova constante arbitraria igual a e ou a —e? depedendo do sinal do

lado esquerdo desta equacao. Temos entao que

71 — roBet(r2=m1)

/
Y (t) - 1 _ Bet(rgfrl)
2) No caso critico, temos que
1

=t+ B
y—r 7

onde B = —mC, o que mostra que

1

/
=r+—
v =r+p

3) Finalmente, no caso subcritico, temos que
"(t) —r
atg <&) = —wt + B,
w

onde A = mwC, o que mostra que

y'(t) =r+wtg(—wt + B).

Temos entao que

ry — roBet(r2—r1)

43 . / _
1) supercritico (A > 0): y'(t) = e
2) eritico (A = 0): ) =+ —
e YOS TB
3) subcritico (A < 0): y'(t) =r+wtg(—wt + B).

Se desejamos obter a expressao algébrica da fungao posigao instantanea, devemos primeiro
obter

uma vez que s(t) = e*®).
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1) No caso supercritico, temos que

— 7o Bet(ra—r1)
y(t) = /7"1 roBe gt

1 — Betlra=1)
r1(1 — Betr2=m1) 4 Bet(r2=r)) — py Bet(ra—r)
/ 1 — Bet(r2=r1)

B —(ry — 71)Betlrz=m)
- / (“+ 1= Betto— )

B —(ry — 71)Betlrz=m1)
y(t) = T1t-‘r/ 1~ Belta ) dt

1
= rt+ (/ — dx) ,
T z=1—Betlra—r1)

onde utilizamos a substituicdo z = 1 — Bet(™>=") tal que

dt

0 que mostra que

dr = —(ry — 1) Be!™27m) dt.
Portanto, segue que

y(t) = rit + log(|1 — Bet(’?’“)|) + A.

2) No caso critico, temos que

y(t) = /(7"4—75_’_%) dt

= rt+log(|t+ B|) + A.
3) Finalmente, no caso subcritico, temos que

y(t) = /(T+wtg(—wt+B)) dt

wsen(—wt + B)
= rt dt
" +/ cos(—wt + B)

1
= rt+ ( / - dx)
r z=cos(—wt+DB),

onde utilizamos a substituigao x = cos(—wt + B) tal que

dr = wsen(—wt + B) dt.
z(t) = rt + log(| cos(—wt + B)|) + A.
Temos entao que
1) supercritico (A > 0): y(t) = rit + log(]1 — Bel2=m)|) 4+ A,
2) critico (A =10): y(t) =rt+log(|t+ B|) + A e

3) subcritico (A < 0): y(t) = rt + log(| cos(—wt + B)|) + A.
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Para determinarmos a expressao algébrica posicao instantanea, basta entao utilizarmos
a formula
s(t) = ev®,

1) No caso supercritico, temos que

s(t) _ 6T1t+10g(|1—Bet(7"2*"1) 4A

— Bet(r2—r1)
eAerltelog(\l Be ]

= (1 — Betr2=m1))
onde ¢; = +e?, dependendo do sinal de 1 — Be!("2="1), Temos entdo que

s(t) = cre"t — Bepetetrem))

— CleT‘lt + 026T2t7
onde ¢ = —Bc;y.

2) No caso critico, temos que

N (t) _ ert+log(|t+B\)+A

_ eAertelog(\tJrBD

= ¢ (t+ B),
onde ¢; = +e?, dependendo do sinal de ¢t + B. Temos entdo que
s(t) = crte’™ + cpe’™,
onde ¢; = Bej.

3) Finalmente, no caso subcritico, temos que

8(t> — ert—i—log(\ cos(—wt+B)|)+A

_ eAertelogﬂ cos(—wt+B)])

= De" cos(—wt + B)
onde D = +e?, dependendo do sinal de cos(—wt + B). Temos entdao que

s(t) = De"(cos(wt) cos(B) + sen(wt) sen(B))

= ¢’ cos(wt) + coe” sen(wt),
onde ¢; = Dcos(B) e co = Dsen(B).
Para constantes arbitrarias c; e ¢y, segue entao que
1) supercritico (A > 0): s(t) = cre™" + cpe™,
2) critico (A =0): s(t) = cite™ + cpe’ e

3) subcritico (A < 0): s(t) = cre™ cos(wt) + cae” sen(wt).
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Suponha que m = 1, ¢ = 2 e k = 1. Neste caso, a equacao caracteristica associada é
igual a
2?4220 4+1=0,

cuja unica raiz real é r = —1 e tal que A = 0. Como este é o exemplo de um sistema critico,

temos que a funcao posicao é da forma

s(t) = cite” + o™ = crte ™ + coe

Vamos entao determinar as constantes ¢ e ¢y, sabendo que s(0) = 0 e que v(0) = —1. Temos
que
0 =5(0) = c1(0)e’ + c2¢” = ¢y,

mostrando que c; = 0. Por outro lado, temos que
v(t) = 8'(t) = (eite™) = ¢ (1 —t)e .
Logo
—1=2(0) = ¢;(1 = 0)e? = ¢y,

mostrando que ¢; = —1. Portanto
s(t) = —te ™,

cujo grafico para t > 0 ¢ ilustrado pela Figura 5.27.

A

\ 4

Figura 5.27. Esboco do gréfico da posicao instantanea no caso critico.

Agora vamos ver que todo esse nosso trabalho também resolve o problema de um outro
campo das aplicagoes da fisica. Dado o circuito elétrico, ilustrado pela Figura 5.28, composto
de um indutor, de um resistor e de um capacitor, denotamos por ¢ a funcao que fornece a

quantidade de carga elétrica no ponto A.
L

90995,

AW
R

Figura 5.28. Esquema de um circuito RLC.
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Da teoria de circuitos elétricos, temos que a funcao ¢ satisfaz a seguinte equacao
L¢" + Rq +Cq =0, (5.30)

conhceida como equacao do circuito RLC, onde L é a indutancia do indutor, R a resisténcia
do resitor e C' a capacitancia do capacitor. A equagao (5.30) é quase idéntica a equacao
(5.28), do sistema massa-mola-amortecedor. Portanto esta equagao também possui solugoes
criticas, supercriticas e subcriticas, dependendo das raizes da sua equacao caracteristica
associada

Lz*+ Rz +C =0.

5.5.1 Exercicios
1) Mostre que se ax + b = cx + d para todo x € R, entdo a =ce b =d.

2) Determine constantes A e B tais que

21:+3_ A n B
22—4 -2 x+2

A partir desta decomponsicao, calcule
2x 4+ 3
/ R dx.
3) Calcule a seguinte integral indefinida

/ Sr — 2 p
— dx.
22+ 31+ 2

Para isto, primeiro determine as duas raizes reais de 2% + 3z + 2 e em seguida, como

no exercicio anterior, escreva o integrando como soma de fragoes parciais.

5.6 Péndulo sem atrito

Nesta secao, determinaremos o movimento do péndulo sem atrito, conforme ilustrado pela

Figura 5.29. Em primeiro lugar, vamos determinar sua Lei de Conservacao da Energia.

\

Figura 5.29. Péndulo sem atrito.
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Supomos que a haste rigida que sustenta a bola B de massa m possui comprimento [ e

massa desprezivel. A forga tangencial ' atuando no bola B é tal que

F
- = ot
5 = sen(0(t)),
onde P = —myg é a forga peso e o angulo 6 = 6(¢) é uma funcao do tempo t e é ilustrado

pela Figura 5.29.
Pela Segunda Lei de Newton, temos que F' = ma(t), onde a aceleragao tangencial é dada

por
a(t) =s§"(t) =10"(t),

uma vez que a posigao tangencial é dada por s(t) = (). Portanto temos que
mll"(t) = —mgsen(6(t)). (5.31)

Multiplicando a equacgao (5.31) por ¢'(t) e integrando em relacao a t, segue que

mi / (00 () dt = myg / —sen(6(4))0'(t) dt. (5.32)

[ a- ( / ydy) e elg’f)Z fo

/— sen(6(t))0'(t) dt = </ —sen(z) dz) e = cos(0(t)) + c2,

Temos que

pois dy = 0"(t) dt e

pois dz = ¢'(t) dt. Multiplicando a equacao (5.32) por [ e substituindo as expressoes das
integrais indefinidas, segue que
120'(t)*
m
2

—mglcos(0(t)) = c.
Como a velocidade tangencial é dada por
v(t) =§'(t) =16'(¢)
e a altura em relagao ao solo é da por
h(t) =1—lcos(0(t)), (5.33)

temos que

2
m% +mgh(t) = E,

onde I/ = c+ mgl é a energia mecanica do sistema.
Se o bloco B seja solto da altura 2/ com velocidade nula, temos que
02
E= my + mg(2l) = 2mgl.

Neste caso, segue que
10'(t)*
m

+ mgl(1 — cos(0(t))) = 2mgl.
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Isolando #'(t) e simplificando, obtemos que

2
0/(t)? = 79(1 +cos(0(1))).
Agora vamos utilizar a seguinte identidade trigonométrica
1+ cos(a) = 2cos(a/2)?,

cuja demonstragao ¢ deixada como exercicio. Temos entao que

(1) = L cos(0(1)/2)"

AN
cos@(1)/2) 2\[z '

Integrando esta equacgao na variavel t, segue que

0'(t) o /9,
/COS(G@)/2> dt_z\[lwr " (5.34)

Para calcularmos esta integral, utilizamos a substituigao a = 0(t)/2. Neste caso, temos que

0 que mostra que

2da = 0'(t) dt, o que mostra que

/% "= (/ 0032(00 da) a:@(t)/Q.

/ cosz(oa) do = / QCSS(SS;) o
_ / 2 cos(a) o

1 —sen(a)?

2
- ([5%)
l—x z=sen(a)

onde utilizamos a substituicdo = = sen(«), de modo que dx = cos(a)da. Vamos agora

Temos entao que

utilizar o método das fracoes parciais. Como
1—2=(1-2)(1+2),

temos que existem constantes A e B tais que

2 A B

1—332_1—:17+1+x'

Colocando as fragoes do lado direito no mesmo denominador, temos que

2  A(l+2)+B(1—x)
1—z2 (1—2)(1+x)
(A-B)x+ (A+ B)
1 — a2

Como os denominadores sao iguais, temos que

2=(A-B)x+ (A+ B),
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o que, por igualdade de polinémios, mostra que

A-—B=0 e A+ B=2.
Resolvendo este sistema, obtemos que A = B = 1. Portanto

2 1 1
dr = d
/1—x2 * /1—|—$ I+/1—x

= log(|1 4+ z|) —log(|1 — z|) + o

| 1+
O
CANE

)‘I"CQ.
T

x = sen(«) = sen(0(t)/2)

¢'(t) o 1+ sen(6(t)/2) .
| i = (1 - sen<e<t>/2>) e

Utilizando a equacao (5.34), segue que

os (1)) =2 1 e

onde ¢ = ¢; — ¢o. Supondo que §(0) = 0, obtemos que ¢ = log(1) = 0 e também que

dx

Como

Temos que

1 +sen(6(t)/2) 2T
1 —sen(6(t)/2) '

Isolando sen(6(t)/2), temos que

BQﬂt —1
ezﬁt + 1.

Agora vamos utilizar a seguinte identidade trigonométrica

sen(6(t)/2)

1 — cos(a) = 2sen(a/2)?,
cuja demonstragao é deixada como exercicio. Temos entao que

62\/% — 1)2

— cos(6 = _
1~ cos(6(1) 2<(Mt+1

Pela equagao (5.33), segue entao que
2,/ 9t 2
evit—1
h(t)y=2l| ——— | .
<e2ﬂt + 1)
5.6.1 Exercicios

1) Utilize as identidades

cos(2a/2) = cos(a/2)? —sen(a/2)?
1 = cos(a/2)*+sen(a/2)?,
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para mostrar que
1+ cos(a) = 2cos(a/2)?

e também que
1 — cos(a) = 2sen(a/2)%.

Observe que cos(2a/2) = cos(a).



Apeéndice A

Apeéendices

A.1 Propriedades da area

Vamos iniciar esta secao, apresentando as propriedades fundamentais que caracterizam o
conceito de drea de uma regiao plana. Antes devemos introduzir os conceitos de isometria
e de congruéncia entre figuras planas. Uma isometria é uma tranformacao T do plano
Cartesiano nele mesmo que preserva a distancia entre pontos. Pelo Teorema de Pitagoras, a

distancia d(A, B) entre os pontos A e B satisfaz a seguinte equagao
d(A,B)* = (x4 — 25)* + (ya — yp)*, (A1)
em termos de suas coordenadas. A transformacao
Te(z,y) = (z+ 20,y + yo),
denominada translacao pelo ponto C, claramente satisfaz a equacao
d(Te(A), Te(B)) = d(A, B),

para todos os pontos A e B. Portanto a translagao pelo ponto C' é uma isometria, ilustrada

pela Figura A.1.

A

To(A

Ya+vyo b c(A)
|
A I
YA [———— :
| |
Yo b———- I C !
! I I
! I I
[ [

! | I R
0 TA Tc TA+ To

Figura A.1. Translagdo do ponto A pelo ponto C.

Outro exemplo relevante é a transformacao Ry, denominada rotacao pelo angulo 6, tal
que Ry(A) é a rotacao anti-horaria de um ponto A pelo angulo 6, como ilustrado pela Figura

A2.
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Figura A.2. Rotagdao do ponto A pelo angulo 6.

Pelo caso (LAL) da congruéncia entre triangulos (§48 [1]), temos que a rotagao pelo angulo

0 satisfaz a equacao

d(Re(A), Re(B)) = d(A, B),

para todos os pontos A e B e também é uma isometria.

Um 1ultimo exemplo de isometria é a reflexao em torno do eixo 0y, dada por

E(IMU) = (_Iay>

e apresentada pela Figura A.3.

A composigao de isometrias é uma isometria, pois se T e S sdo isometrias, entao

d(T(5(A)), T(S(B))) =

d(5(A),5(B)) = d(4, B),

para todos os pontos A e B. Pode-se mostrar que qualquer isometria é uma composicao de

uma translacao, de uma rotacao e de uma reflexao.

E(A) Ya A

AR B
I I
I I
I I
I I
| |
| |
[ [ g

—TA 0 TA

Figura A.3. Reflexdo do ponto A em torno do eixo 0y.

Duas regices Ry e Ry do plano Cartesiano sao congruentes e denota-se R1 = Rs se existe

uma isometria 7' tal que Ry = T'(Ry). Como a composicao de isometrias é uma isometria,

a relacao de congruéncia é transitiva.

Claramente ela ¢é reflexiva, pois a transformacao

identidade é uma isometria. E também simétrica, pois pode-se mostrar que toda isometria

possui uma isometria inversa.
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A area A(R) de uma dada regiao R do plano cartesiano é um nimero real maior ou igual
a zero satisfazendo as seguintes propriedades:

Al) Aditividade: A édrea do todo é a soma da drea das partes, ou seja, se a regiao R é a
unido de duas subregioes disjuntas R; e Ry, entdao A(R) = A(R1URs) = A(R1)+A(Ry);

R

Ry

Figura A.4. Aditividade.

A2) Monotonicidade: A area do todo é maior ou igual a drea de cada parte, ou seja, se
Ry C Ry é uma subregido, entao A(R;) < A(R»);

Figura A.5. Monotonocidade.

A3) Invariancia: A area de regides conguentes é igual, ou seja, se Ry = Ry sdo regioes
congruentes, entdo A(Ry) = A(Ry);

Ry

Figura A.6. Invariancia.

A4) Unidade: A drea de um quadrado unitario é igual a um;
A5) Nulidade: A édrea de um segmento de reta ¢ nula.

Como primeira consequéncia das propriedades A1-A5, obtemos a bem conhecida relagao
entre as areas de triangulos e de retangulos. Devido a Propriedade A3, como retangulos de

lados iguais sao congruentes (§237 [1], eles possuem a mesma area.

Proposicao A.1. A drea de um triangulo de base b e altura h é a metade da drea de um

retangulo de lados b e h.

Demonstracao. Considere o triangulo AABC' e o retangulo JABFEF, ilustrados pela Figura

A.7, tal que AB é a base comum de comprimento b e C'D é a altura comum de compriemanto
h, onde D esta entre A e B.
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F C E

A D B
Figura A.7. Ponto D entre os pontos A e B.

Pelo caso (LLL) da congruéncia entre triangulos (§52 [1]), temos que o triangulo AADC é
congruente ao triangulo AC'F A e também que o triangulo ADBC' é congruente ao triangulo
AECB. Por A3), temos entao que

A(AADC) = A(ACFA) e A(ADBC) = A(AECB)
Além disso, por Al) e Ab), temos que
A(AABC) = A(AADC) + A(ADBC)
e também que

A(OABEF)

A(AADC) + A(ACFA) + A(ADBC) + A(AECB)
2A(AADC) + 2A(ADBC)
= 2A(AABO).

A demonstragao do caso em que o ponto A esta entre os pontos D e B é anédloga e é deixada

como exercicio. O

A.1.1 Exercicios

1) Complete a demonstragao da Proposi¢ao A.1, como indicado na Figura A.8.

C F E

D A B
Figura A.8. Ponto A entre os pontos D e B.

2) Utilizando o Principio da Inducéo e que, para todos a, b, c € R,
Afa+b,c) = Ala,c) + A(b, ),

mostre que A(na,b) =nA(a,b), para todos a,b € R e todo n € N.
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A.2 Propriedades trigonométricas

Vamos mostrar, a partir da Proposicao 1.7, que a fungao cosseno é par e as fungoes seno e

tangente sao impares.

Proposicao A.2. Para todo x € R, temos que
1) cos(—x) = cos(z),
2) sen(—xz) = —sen(z) e
3) tg(—x) = —tg(x).

Demonstracao. 1) Se 0 < x < 7, entdo 0 < (7 — x) < 7. Pela propriedade (R) e pelas
equagoes (1.10) e (1.11), temos que x = rad(«) e 7 —2 = rad(f), onde a+ 3 é o angulo
—101. Pela Proposigao 1.7, temos que cos(a) = —cos(f). Utilizando as equagoes
(1.12), (1.13) e (1.14), obtemos que

cos(—x) = cos(2m — x) = — cos(m — x) = cos(x).

Sem <z <2mentdo 0 < (2r —x) < metambém 0 < (z — ) < 7. Pelo resultado
anterior e utilizando a equagao (1.13), temos que cos(x) = — cos(z —7) = — cos(m —x).

Utilizando as equagoes (1.13) e (1.14), obtemos que
cos(—x) = cos(2mr — x) = —cos((2mr — x) + ) = — cos(m — x) = cos(x).

No caso geral, existe k € Z tal que 0 < (x + 2k7) < 27. Utilizando os resultados

anteriores e a equagao (1.14), obtemos que

cos(—x) = cos(2(—k)m — x) = cos(—(z + 2km)) = cos(z + 2km) = cos(x).

2) E andloga ao item 1), usando o fato que, pela Proposicao 1.7, se a+ ( é o angulo —101,

entao temos que sen(a) = sen(f).

3) Pelos itens anteriores, temos que

_sen(—x)  —sen(z) .
te(—2) = cos(—x)  cos(z) te(z).

O

A partir das férmulas do cosseno e do seno da soma de dois angulos, as seguintes férmulas

para as fungoes trigonométricas.

Proposicao A.3. Para todos a,b € R, temos que
1) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b),
2) sen(a + b) = cos(a) sen(b) + sen(a) cos(b) e

(o) + ta()
V) =T @ e
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Demonstragao. 1) A demonstracao deste item para o caso em que 0 < a, b < 27 é dividida

em quatro etapas.

1.1) Primeiro supomos que 0 < a,b < 7 e que a + b < . Pela propriedade (R) e
pelas equagoes (1.10) e (1.11), temos que a + b = rad(a + ), onde a = rad(«) e
b =rad(3). Isto implica o item 1), pela Proposi¢ao 1.6.

1.2) Agora supomos que 0 < a,b < meque ™ < a+b < 2r. Temos que 0 <
(m—a),(mr—b) <7 etambém que 0 < (7 — a) + (7 — b) < 7. Utilizando o item

1.1) e o fato que a fungao cosseno é par e que a fungao seno é impar, obtemos que

cos(a+b) =cos(—(a+b)) = cos(2mr — (a+1b)) = cos((m — a) + (7 — b))

= cos(m — a)cos(m — b) — sen(m — a) sen(mw — b)

>]

= cos(a+ m)cos(b+ m) —sen(a + ) sen(b + )

(2m —(
(m—a) (
= cos(a —m)cos(b—m) —sen(a — 7)sen(b — )
(a+) (
( ( )

= cos(a)cos(b) — sen(a) sen(b

onde usamos também as equagoes (1.13) e (1.14).

1.3) Supomos entao que 7 < a,b < 27. Temos que 0 < (a—m), (b—m) < 7. Utilizando
e

os itens anteriores e também as equagoes (1.13) e (1.14), obtemos que

cos(a+0b) = cos(a+b—2m)=cos((a—7)+ (b—m))
= cos(a —m)cos(b—m) —sen(a — 7) sen(b — )
= cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

1.4) Finalmente supomos que 0 < a < 7 < b < 27, Temos que 0 < (b —7) < 7.

Utilizando os dois primeiros itens e a equagao (1.13), obtemos que
cos(fa+0b) = —cos(a+b—m)=— cos(a +(b—m))
= —(cos(a)cos(b — ) — sen(a) sen(b — ))
(a

= cos(a)cos(b) — sen )sen( ).

No caso geral, existem k,l € Z tais que 0 < (a + 2k7), (b + 2[m) < 2m. Utilizando os

itens anteriores e a equagao (1.14), obtemos que

cos(a+b) = cos(a+b+2(k+1)r) = —cos((a+ 2km) + (b+ 2in))
= cos(a + 2km) cos(b + 2lm) — sen(a + 2km) sen(b + 2I7)

= cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

2) Pelo item 1), temos que
cos <x + E) = cos(x) cos (E) — sen(z) sen (E) = sen(x).
2 2 2
Logo
T
sen (x -+ §> = cos(x +m)

= cos(z) cos(m) — sen(x) sen(m)

= —cos(x)
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e, portanto,
sen(a+0b) = cos<a+b+g):cos<a+(b+g>>
= cos(a) cos (b + g) — sen(a) sen (b + g)
= cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b).

3) Usando os itens anteriores, obtemos que

cos(a) sen(b) + sen(a) cos(b)
cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)’

tgla+0b) = (A.2)

O resultado segue, dividindo-se o numerador e o denominador por cos(a) cos(b).

A.3 Método da exaustao

Uma consequéncia das propriedades A1-Ab5, apresentadas na Secao A.1, é a famosa formula
da area de um retangulo. Como dois retangulos com lados a e b sao congruentes, pela
propriedade A-3, eles tem a mesma drea, que serd denotada por A(a,b), como ilustrado pela
Figura A.9.

b
Figura A.9. Retangulo de lados a e b.

A densidade de Q em R permite construir sequéncias de nimeros racionais convergindo
para cada nimero a € R. Este resultado é uma consequéncia imediata do Teorema do
Sanduiche.

Corolario A.4. Para todo a € R, exitem sequéncias (ry,) e (s,), onde 1y, s, € Q para todo

n €N, tais que r, T a | s,, ou seja, r, T a e também s, | a.
Demonstracao. Pela densidade de Q em R, para todo n € N, existem r,,, s, € Q tais que
1 1
a——<r,<a<s,<a+ —,
n

como ilustrado pela Figura A.10.

L @ @ @ @
1 1
a— — T'n a Sn a—+ —
n n

Figura A.10. Sanduiche de sequéncias de fragoes.

O resultado segue do Teorema do Sanduiche e da regra da soma, uma vez que

at— —a.
n
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Vamos demonstrar entao a famosa férmula da area de um retangulo.

Proposicao A.5. A drea de um retangulo € igual ao produto dos seus lados, ou seja, temos
que
A(a,b) = ab.

Demonstracao. Como ilustrado pela Figura A.11, utilizando as Propriedades Al e A3 e

também a definicao de soma, obtemos que
Ala+b,c) = A(a,c) + A(b, ¢),

para todos a, b, c € R.

Ala+b,c)

c | Ala,c)

a b
Figura A.11. Retangulos justapostos.

Utilizando o Principio da Inducao, pode-se mostrar que A(na,b) = nA(a,b), para todos

a,b € R etodon e N, o que é deixado como exercicio. Logo

A(%m):lAmﬁ)

n

pois

Portanto obtemos que

n
Se
m k
r=— e §=—,
n l
entao " "
m m
A(T, S) —A (g,j) = E?A(l,l) =7Ts,

onde utilizamos que A(a,b) = A(b,a) e, na dltima igualdade, a Propriedade A4. Portanto a
formula é verdadeira para retangulos de lados racionais.
Agora demonstramos a férmula para lados a e b quaisquer. Pelo Corolario A.4, existem

sequéncias de racionais (1), (S,), (u,) e (v,) tais que 7, T a | u, e que s, Tb | v,.

Ay, vy)
A(a,b)

Figura A.12. Sanduiche de retangulos.
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Como mostra a Figura A.12, temos entao que
TnSn = A(Tn, sn) < A(a,b) < A(uy, vy) = Uy,
O resultado segue entao da regra do produto e do Teorema do Sanduiche. O

Como consequéncia imediata das Proposigoes A.5 e A.1, obtemos a conhecida férmula

para a area de um triangulo.

Corolario A.6. A drea do triangulo ¢ igual a metade do produto de uma base pela sua
altura.

Uma das mais remotas aplicacoes do conceito de limite de sequéncias é o calculo da area
do circulo trigonométrico D através do denominado método da exaustao. Tal método baseia-
se na aproximacgao da area do circulo trigonométrico através das sequéncias das areas dos

poligonos regulares inscritos e circunscritos.

Ll L2

Ci

Cy

Figura A.13. Sanduiche do circulo com poligonos regulares.

De fato, vamos considerar as sequéncias A(I,) e A(C,), onde I, é o poligono regu-
lar inscrito de 2"*! lados, descrito anteriormente na Secao 2.2, e C,, é o poligono regular
circunscrito de 2"*! lados. Como ilustrado pela Figura A.13, temos que I; e C, sao, re-
spectivamente, os quadrados inscrito e circunscrito e que I, e Cy sdo, respectivamente, os
octégonos inscrito e circunscrito. Os comprimentos dos lados de I, e €, sao denotados,

respectivamente, por [, e L,,.

Figura A.14. Triangulos elementares de I,, e C),.

A Figura A.14 destaca cada um triangulo elementar que compoem I, e um triangulo
elementar associado que compoem C),. Enquanto o triangulo elementar de C),, possui base

de comprimento L,, e altura com comprimento 1, o triangulo elementar de I,, possui base de
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comprimento [, e altura com comprimento denotado por h,,, da mesma maneira que na Sec¢ao
2.2. Como o numero de triangulos elementares é igual ao nimero de lados, temos entao que
a area dos poligonos regulares é o produto do nimero de seus lados pela area comum dos
seus triangulos elementares. Apds simplificagoes, obtemos as seguintes expressoes para as

areas

A(C,) =2"L, e A(L,) = 2", hy,. (A.3)
Vamos mostrar em primeiro lugar o seguinte resultado.

Proposicao A.7. A(l,) T A(D), onde A(D) € a drea do circulo trigonométrico.

Demonstragao. Utilizando o fato de que I, C D C (), e também a terceira propriedade da

area apresentada na Secao 1.3, temos que
A(L) < A(D) < A(C,), (A.4)

A partir das desigualdades (A.4), obtemos as seguintes desigualdades

0<A(D) = A(L) < A(C,)— A(L) (A.5)
A(C,)
- A”")(Aun) ‘1)
< 40 (535 1)

Pelo Teorema do Sanduiche, basta mostrarmos que o iltimo termo das desigualdades (A.5)

o A(Cr)
converge para zero, o que, pelas regras de limite, ¢ o0 mesmo que mostrar que AL — 1.
n

Para isto, vamos considerar novamente a Figura A.14. Por semelhanga de triangulos, temos
que

L, 1

b hn

n

12
e, pelo Teorema de Pitdgoras, h2 =1 — (5) . Portanto, pelas equagoes (A.3), segue que

A(On) _ Ln
A(L) by
1
T
B 1
- 2
- (3)
2
- A(Ch)
Pelas regras de limite, para mostrarmos que AT — 1, basta mostrarmos que [,, — 0. Isso
segue mais uma vez do Teorema do Sanduiche enda seguinte desigualdade
A(D)
0<, < , A6
o (A.6)

que é demonstrada da seguinte maneira. Como A(1,) < A (D), pela equagao (A.3), temos

que
A(D)

0< i, <
2"h,,

e a desigualdade (A.6) segue do fato de que h; < h,, o que é demonstrado na Segao 2.2. [
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A Proposicao A.7 implica, em particular, que a sequéncia SP(1,) dos semi-perimetros
dos poligonos inscritos é realmente convergente, o que foi indicado apenas numericamente

na Secao 2.1.
Corolario A.8. Temos que SP(l,) — A(D) e, portanto, A(D) = m = SP (D), onde

SP (D) € o semi-perimetro do circulo trigonométrico.

Demonstra¢ao. Como SP(I,) = 2", = A]Si"), pela regra do quociente, basta mostrar que
h, — 1. Como [2 = 1 — h%, temos que
0<1—h,= b <2
= " l+h,
O resultado segue entao pelo Teorema do Sanduiche, uma vez que [,, — 0. O

A.3.1 Exercicios
1) Utilizando o Principio da Indugao e que, para todos a,b,c € R,
Ala+b,¢) = A(a,¢) + A(b, ),

mostre que A(na,b) = nA(a,b), para todos a,b € R e todo n € N.

A.4 Progressoes geométricas

Nesta se¢@o, vamos considerar limites relacionados a uma dada progressao geométrica (™).
Nosso primeiro resultado afirma que essa progressao se aproxima da origem, desde que —1 <
r <1

Proposicao A.9. Se —1 <r <1, entao r™ — 0.

Demonstracao. Se 0 < r < 1, entao

1
T =
1+ a
onde
1
a=—-—1>0.
r

Pode-se mostrar por indugao, o que é deixado como exercicio, que (1 + a)™ > an, para todo

n € N. Segue entao que

1 1

O =ator “m
e o resultado segue por sanduiche. Se —1 < r < 1, entdo 0 < |r| < 1 e, pela primeira parte
da demonstragao, temos que |[r"| = |r|* — 0, o que completa a demonstracao, devido a
Proposicao 2.1. 0

A soma dos n primeiros termos de uma dada sequéncia (ay) partindo de k = 0 pode ser

representada através da notagao de somatorio. Denotamos

Zak:a0+a1+a2+--~—|—an.
k=0
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Agora vamos considerar a soma dos n primeiros termos da progressao geométrica (rk)

partindo de k£ = 0. Temos entao que
sn:Zrk:1+r+r2+---+r”.
k=0
Vamos mostrar que a sequéncia (s,) possui limite, desde que —1 < r < 1.

Proposicao A.10. Se —1 <r < 1, entao

1
1—r

Sp —

Além disso, para todo 0 < r < 1, temos que
n
1
k
rtL —.
Z S l-r
k=0
Demonstracao. Temos que

rsp=1Y rF=r4rip. gl =g 1

k=0

Logo rs, = s, + r"™ — 1 e isolando s,, nesta equacao, segue que

1 —prtl
i
A primeira afirmacao segue entdao da Proposicao A.9 e das regras de limite. A segunda
afirmacao ¢é imediata, pois, para todo 0 < r < 1, temos que

1 — gyt 1
l—r ~1—1

A.4.1 Exercicios

1) Mostre, por indugao, que (1 + a)™ > an, para todo n € N.

A.5 Binomio de Newton

Nesta se¢ido, vamos mostrar como relacionar a poténcia (a + b)" com as poténcias a* e b,
onde 0 < k < n. Para isso, vamos utilizar a notacao de somatorio descrita na Segao A.4.

Primeiro vamos considerar o caso particular onde a =1 e b = x.

Proposicao A.11. Temos que

n

(14+x)" = Z ChnT",

k=0

onde
n!

kl(n —k)!

Ck.n

¢ o denominado (k,n)-nimero binomial.
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Demonstragao. Temos que (14 )™ é um polinomio em x de grau n cujos coeficientes podem

a principio depender de n. Temos entao que
(1+2)" =cop+Crnt + -+ cppz®+ -+ cpnz”
onde claramente ¢y, = ¢, ,, = 1. Como
(L+a2)"=1+2)"(1+2)=(1+2)"+(1+2),
temos que

1 k—1 k
(L+2)"" = contcint+ -+ 1t Fcppt” + - 4 Cppa”

k+1 1
+1 oy +

2 k
ConT + C1nd +-+ Ck—1,nT + Cin® st Cn,nxn

= Com+ (Clm+ Cop)T 4+ (Chm + Cho1)T + -+ (Com + Cp1.0) " + Cppz™

Isso mostra que
Ckn+1 = Ckn + Ck—1,n,

para cada 1 < k < n. Vamos utilizar essa formula para provar por inducao em n que

n!
Chom = —————.
BT Rl (n — k)
De fato, para n = 1, temos que
1! 1!
co1=1=—— e c1=1=—.
o 0!(1—0)! b 11— 1)!
Supondo que a féormula vale para n, vamos mostrar que também vale para n + 1. Temos
entao que
Cknt+1 = Ck,n+ck—1,n
n! n!

T M=k =Dl —k+ 1)

nl(n—k+1)+nlk
Kl(n—k+1)!
nl(n+1)

El(n —k+1)!
(n+1)!

Kln+1—k)

A tabela abaixo, conhecida como triangulo de Pascal, mostra os niimeros binomias.

nicCn Cin Cn Cn Can
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
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Encerramos a se¢ao com a famosa formula do binomio de Newton.

Proposicao A.12. Temos que
(a+b)" Z Chn@" kpk.

Demonstracao. Temos que
(a+b)"=a"(1+2x)",

onde x = b/a. Pela Proposigao A.11, temos que

(a+b)" =a" i Chn®" Z Crna"” < ) Z Crna" Fb".
k=0

A.6 Limite e monotonicidade

Nesta secao, vamos mostrar dois resultados que garantem a existéncia do limite de sequéncias
e de fungoes monotonas. A demonstracao destes resultados estd diretamente ligada a pro-
priedade da completude da reta R. O primeiro afirma que uma sequéncia monotona limitada

sempre possui um limite.

Proposicao A.13. Se (a,) € mondtona e limitada, entio a, — a, para algum a € R.

Demonstragao. Vamos supor que (a,) é nao-crescente. Definimos o conjunto
C ={a, :n €N}
e o conjunto
B ={b:b< a, para todo n € N},
ilustrados pela Figura A.15.

B C
R Y | O )
a  Qn Qpe) a+E€

Figura A.15. Conjuntos B e C.

Temos que C' é nao-vazio e, como (a,) ¢é limitada, temos que B também é nao-vazio.
Além disso, por defini¢ao, temos que B < C. Logo pela completude de R, existe a € R tal
que B < a < C. Dado € > 0, temos que a + € nao pertence a B. Logo existe n(¢) tal que

ape) < a+ €.
Como a < C' e como (a,) é ndo-crescente, temos entao que
n=n(e) = a< a, <ane) <a+te.

Portanto
nznle) =0<a, —a<e,

mostrando que a, — a. O caso em que (a,) é ndo-decrescente pode ser reduzido ao caso

demonstrado acima, o que é deixado como exercicio. O
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O segunto resultado afirma que uma func¢ao mondtona sempre possui limite laterais.

Proposicao A.14. Se f é uma fung¢ao mondtona cujo dominio é um intervalo aberto, entao

0s limites laterais existem.

Demonstracao. Vamos supor que f é nao-crescente e considerar o limite lateral esquerdo em

a € dom(f). Definimos o conjunto

C={f(x): 2z <a,z €dom(f)}

e o conjunto
B={b:b< f(x) para todo z < a,z € dom(f)},

ilustrados pela Figura A.16.

\

)

Figura A.16. Conjuntos B e C.

Como dominio de f é um intervalo aberto, temos que C' é nao-vazio e, como f é nao-
crescente, temos que f(a) € B. . Além disso, por defini¢ao, temos que B < C. Logo pela
completude de R, existe [ € R tal que B <1 < C. Dado € > 0, temos que [ 4+ € nao pertence

a B. Logo existe z. < a, z. € dom(f), tal que
flz) <l+e.
Se x, | a, entdo existe n(ec) tal que
n=n(e) =z <z, <a.
Como [ < C' e como f é nao-crescente, temos entao que
n=n(e) =1< f(z,) < flz.) <l+e.

Portanto
n>n(e) = 0 < flam) — 1<,

mostrando que f(z,) — [. Como z, T a é arbitraria, segue que
l = li%rn f(z).

Os casos em que f é nao-decrescente e o limite é o lateral direito podem ser reduzidos ao

caso demonstrado acima, o que é deixado como exercicio. O
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A.6.1 Exercicios

1) Complete a demonstracao da Proposi¢ao 2.12, considerando o caso em que (a,) é nao-

decrescente.

2) Complete a demonstracao da Proposi¢ao 4.17, considerando o caso em que f é nao-

decrescente e também o caso do limite lateral direito.
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