Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Grupos pro-finitos limites

por

Theo Allan Darn Zapata

Brasilia
2011






A todo aquele que ao fazer sua matemdtica
busca entendeé-la profundamente;

saindo do desconhecido,

passando a certeza

e sentido prazer ao longo dos caminhos.



Agradecimentos

Quando se quer agradecer a muitos, corre-se o risco de esquecer alguém. Gostaria
portanto, que as pessoas que nao estao explicitamente mencionadas neste agradecimento,

nao se sintam esquecidas, porque o nome delas também esta grafado no meu coragao.

Ao meu orientador Professor Pavel Zalesski, primeiramente por ser um grande
mentor intelectual e por ter regido o curso do meu doutorado. Obrigado por ter aberto
a mim as portas do mundo dos grupos profinitos e ter paciéncia ao tentar explicar
algumas vezes um mesmo argumento mateméatico. Marcadas em mim, ficam as elevadas
demonstracoes de espirito de pesquisa e colaboracao cientifica. Como passamos diversos
momentos pessoais e profissionais juntos, simplifico ao dizer que nesta jornada ele foi em
muitas horas meu paizinho e meu irmao.

Ao Prof. Thomas Weigel, supervisor do meu estagio sanduiche na Universita di
Milano-Biccoca, por ter feito grande parte em muito bons periodo e local de trabalho, e
ter sido um anfitriao incrivel.

A todos os mestres com os quais tive a felicidade de aprender alguma matematica.
Nao poderia deixar de mencionar o Prof. Alexei Krassilnikov pelas muitas li¢oes soviéticas
em Algebra, o Prof. Said Sidki por vérias conversas interessantes a milhares de quilometros
de Brasilia, e o Prof. Alexandre Zalesskii que em um curto periodo me ensinou muito
mais do que matematica.

A banca examinadora. Em especial a Profa. Dessislava Kochloukova por ter feito
uma minuciosa leitura e muitas questooes, que leveram a uma melhoria na redecao desta
tese.

As agéncias de fomento a pesquisa, CAPES e CNPq, quanto as bolsas concedidas.

v



Aos colegas e amigos de departamento que contribuiram direta ou indiretamente
para a realizacao deste trabalho.

A todos que estiveram prestigiando-me com a presenca na defesa de doutorado.
Particularmente, o Prof. Norai Rocco (Diretor do Instituto de Ciéncias Exatas - UnB),
e o Prof. Hemar Godinho (Coordenador da Pés-Graduagao - MAT/UnB). Os amigos
Daniel Godoy (Urso) e Rodrigo (Roleiko) Ribeiro.

A minha querida familia, ainda que longe apenas na distancia geografica, por ter
sempre estimulado os meus estudos e incentivado, a cada momento e a cada lugar, este
curso de doutorado.

Por 1ltimo, e portanto com mais énfase, eu gostaria de muito agradecer a minha

mulher Flavia Zapata por tudo!



CrapaTeIbHO MBI HAOJIIOJAeM CBET,
CrapaTeIbHO JI0AeH Mbl HAOJII01aeM

N 4gyneca mOCTUTHYTH YIIOBAEM.

Kaxkon ke m107 HAyKH JOJTHX JeT?

Yro HAKOHEIT TIOJCMOTPSIT OYN 30PKU?

Yro makoHel MONMET HAJIMEHHBIN YM

Ha BwIcOTE BCex OTBITOB W JAyM,

Y107 - TOYHBII CMBICJ HAPOIHO OroBopKH.

E. A. Baparbiackun

"Minha traducdo livre deste poema russo:

Diligentemente observamos o mundo,

Diligentemente observamos as pessoas,

E esperamos compreender o significado mais profundo deles.
Mas qual é o fruto de longos anos de estudo?

O que os olhos afiados detectam finalmente?

O que faz a mente arrogante finalmente aprender

No auge de toda a experiéncia e pensamento,
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Resumo

Nesta tese introduzimos e investigamos uma classe de grupos pro-finitos analoga
a importante classe dos grupos limites: grupos pro-finitos limites. Nosso trabalho faz uso
de métodos homolégicos e da teoria de grupos agindo sobre arvores. Exatamente com
estas ferramentas, a classe dos grupos pro-p limites foi originalmente estudada em [KZ11]
por D. Kochloukova e P. Zalesskii. Analisamos algumas das semelhancas, diferencas e
relacoes existentes entre os trés tipos de grupo limites: discretos, pro-p e pro-finitos. Além
disso, em nossa investigacao provamos que, sob certa condi¢ao, produtos pro-p livres com
amalgamagoes prociclicas herdam de seus fatores livres a propriedade de cada subgrupo
2-gerado ser pro-p livre. Isto generaliza resultados pro-p conhecidos, bem como andlogos

pro-p de resultados classicos da Teoria Combinatorial de Grupos.

Palavras chaves: Teoria Combinatorial de Grupos, grupos limites, métodos ho-

molégicos, grupos agindo sobre arvores, grupos profinitos, grupos pro-p.



Abstract

In this thesis we introduce and investigate a class of pro-finite groups analogous
to the important class of limit groups: limit pro-finite groups. Our work makes use of
homological methods and the theory of groups acting on trees. Exactly with these tools,
the class of limit pro-p groups was originally studied in [KZ11] by D. Kochloukova and P.
Zalesskii. We analyze some similarities, differences and relations among the three types of
limit groups: discrete, pro-p and pro-finite. Moreover, in our investigation we prove under
a certain condition that free pro-p products with procyclic amalgamation inherit from its
free factors the property of each 2-generated subgroup being free pro-p. This generalizes
known pro-p results, as well as some pro-p analogues of classical results in Combinatorial

Group Theory.

Key words: Combinatorial Group Theory, limit groups, homological methods, groups

acting on trees, profinite groups, pro-p groups.
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Introducao

L’amour pour principe et ’ordre pour base; le progrés pour but.
Auguste Comte

Nesta tese de doutorado em Teoria de Grupos as investigacoes sao realizadas
em um universo particular importante e interessante: o dos Grupos Profinitos. Eviden-
temente, muito da teoria de grupos finitos, quando interpretado da maneira adequada,
pode ser executado nos grupos profinitos. E, ao mesmo tempo, a categoria dos grupos
profinitos possui objetos livres (grupos profinitos livres); isto tras intimeras questoes da

Teoria Combinatorial de Grupos a tona.

Os grupos profinitos surgiram como grupos de Galois de extensoes infinitas
de corpos, no final do século XIX, e foram inicialmente estudados visando aplicagoes
em Aritmética (cf. [Ser62], [Koch70], [Sha72], [FJ05] e [NSWO08]). Vale ressaltar que
enquanto héa trés décadas atras suas investigagoes eram de certa forma remotas, hoje
em dia grupos profinitos podem ser vistos como uma tendéncia em matematica. Mais
especificamente, grupos profinitos tém sido fortemente empregados em investigacoes em
Geometria Algébrica, em Teoria Algébrica dos Numeros, e ainda em aplicacoes fora da
Matematica Pura, por exemplo em Teoria de Linguagem Formais (ciéncia da computagao)
e em Teoria de Renormalizacdo (fisica tedrica).

Um grupo profinito G é um grupo topologico que é Hausdorff, compacto e
totalmente desconexo. Uma definicao equivalente mais expressiva é que G é o limite

projetivo de grupos finitos. Muitas das propriedades dos grupos finitos se estendem aos

grupos profinitos por simples “passagem ao limite”; é assim que se definem os grupos
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pro-p (limites projetivos de p-grupos finitos), os grupos de Sylow, etc.

Em 2007, D. KOCHLOUKOVA e P. ZALESSKI (vide [KZ11]) iniciaram o estudo
de um anélogo pro-p de uma importante classe de grupos discretos: a dos grupos limites.
E crucial agora apresentarmos a classe original dos grupos limites e descrever algumas de
suas propriedades, para assim compreendermos os resultados obtidos nos casos pro-p e

profinitos e, especialmente, os problemas abordados neste trabalho.

Grupos limites foram introduzidos por Z. SELA no primeiro de uma série de
artigos ([Sel01], et seq.) contendo sua solu¢do do proeminente Problema de Tarski sobre
a teoria elementar de grupos livres (¢f. [BMS02]). Na realidade, dentre os grupos
finitamente gerados, grupos limites constituem uma classe longamente estudada sob os
nomes: grupos totalmente residualmente livres, grupos w-residualmente livres e grupos
J-livres. Nesse mesmo artigo, SELA estabelece o seguinte: Um grupo finitamente gerado

¢ um grupo limite se, e somente se, ele € totalmente residualmente livre.

Um grupo G € totalmente residualmente livre se para qualquer colecao finita
de elementos nao-triviais gy, ...,g, de G existe um homomorfismo ¢ de G sobre um
grupo livre F tal que o(q1),...,0(gn) sdo elementos nao-triviais de F. Os primeiros
exemplos finitamente gerados nao-livres de grupos limites foram dados pelos irmaos
G. BAUMSLAG e B. BAUMSLAG na década de 1960, em estudos sobre propriedades
residuais de grupos. Eles obtiveram grupos totalmente residualmente livres por meio de
extensoes de centralizadores de grupos livres (cf. [Bau62] e [BBau67]). Uma extensao de
centralizador de um grupo G € um produto livre com amalgamagao da forma G *¢ (C X B)
onde C' € o centralizador de um elemento de G e B € um grupo abeliano livre finitamente
gerado. De fato, eles mostraram o seguinte resultado: Se F' é um grupo livre e C €
um subgrupo ciclico auto-normalizante de F, entao para cada grupo abeliano livre B, a

extensdo de centralizador F ¢ (C' X B) € totalmente residualmente livre.

Sob outro ponto de vista, a classificacao dos grupos finitamente gerados que sao
existencialmente equivalentes a um grupo livre, esta intimamente relacionada ao Problema

de Tarski mencionado anteriormente. Dizemos que um grupo é um grupo 3-livre se sua
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teoria existencial coincide com a teoria existencial de um grupo livre. Esta definicao foi
dada por V. REMESLENNIKOV, em [Rem89], onde ele enuncia o seguinte resultado: Um

grupo finitamente gerado € 3-livre se, e somente se, ele € totalmente residualmente livre.

Por outro lado, O. KHARLAMPOVICH e A. MYASNIKOV também obtiveram
uma solu¢ao para o Problema de Tarski (¢f. [KhM98a], [KhM98b] e [KhMO06]), ao
desenvolverem: a geometria algébrica sobre grupos livres, a teoria de grupos exponenciais
livres, e a maquinaria de Makanin—Razborov para lidar com equagoes sobre grupos livres.
E crucial para a nossa abordagem sobre os grupos profinitos e pro-p limites o seguinte
resultado deles: Um grupo finitamente gerado € totalmente residualmente livre se, e
somente se, ele € um subgrupo de sucessivas extensoes de centralizadores a partir de um

grupo livre.

Resumindo as proposigoes anteriores, temos:

Teorema (Caracterizagoes de grupos limites). Seja G um grupo finitamente gerado. As

sequintes asser¢oes sao equivalentes:

—_

. G € um grupo limite (no sentido de Sela).

2. G é um grupo totalmente residualmente livre.

3. G possui a mesma teoria existencial de um grupo livre.
4

. G € um subgrupo de sucessivas extensoes de centralizadores a partir de um grupo livre.

Grupos livres de postos finitos e grupos abelianos livres de postos finitos sao
claramente exemplos de grupos limites. O produto direto de dois grupos livres nao-
abelianos de mesmo posto finito é residualmente livre mas nao é limite. Um exemplo nao
tao trivial de um grupo limite ¢ o grupo fundamental M, de qualquer superficie conexa
fechada (compacta e sem fronteira) orientavel de género g > 2; este exemplo dé substancia
a tradicao em Teoria Combinatorial de Grupos que, dentre os grupos nao-livres, M, é o

que mais se assemelha aos grupos livres.

Antes de entrarmos no universo profinito de analogos de grupos limites, listamos

algumas propriedades dos grupos limites.
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Proposicao (cf. [AB06, Prop. 1.1]). Seja G um grupo limite. Entdo:

1) o grupo G € livre-de-torc¢ao;

2) todo subgrupo abeliano de G € finitamente gerado;

(1)
(2)
(3) a comutatividade € uma relagao transitiva sobre G—{1};
(4) se G for nao-abeliano, entdo seu centro é trivial;

(5)

5

todo subgrupo abeliano nao-trivial estd contido em wum unico subgrupo abeliano
mazximal;

(6) raizes sao tunicas, i.e. x" =y" comn # 0 implica v = y;
(7) quaisquer dois elementos nao-triviais que comutam e sio conjugados devem coincidiry
(8) se G for nao-abeliano, entao sua abelianizac¢ao € infinita;

9) o grupo G € finitamente apresentado;

10) o grupo G € coerente, i.e. cada subgrupo finitamente gerado € finitamente
apresentado (e é um grupo limite);

(11) se G ndao for livre entdo sua dimensao co-homoldgica é max(2,m) onde m € o posto
mazimal de seus subgrupos abelianos;

(12) o congunto de todas as classes de conjugacio de subgrupos abelianos maximais de
posto > 2 € finito.

Podemos agora definir grupos limites no contexto pro-p ou profinito. Seja C a
classe de grupos consistindo de todos os grupos finitos (resp. p-grupos finitos). Definimos

indutivamente as seguintes classes de grupos pro-C:

Go € a classe de todos os grupos pro-C livres de posto finito.

G, (n > 0) é a classe de todos os grupos G,, onde G,, é o produto pro-C livre
amalgamado G,,_; Il | A, satisfazendo:

(i) Cn—1 é um subgrupo préprio prociclico e um fator direto de um grupo
pro-C abeliano livre de posto finito qualquer A,, ;.

(ii) Cn—1 é um subgrupo do grupo G,_; de G,,_; tal que o normalizador em
G,_1 de cada subgrupo prociclico nao-trivial de C),_; coincide com C,,_.

Definigcao. Um grupo pro-C limite G é um subgrupo fechado topologicamente finita-

mente gerado de algum grupo G, de G, (n > 0).
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Observamos que esta definicao faz sentido para qualquer classe nao-vazia de

grupos finitos C fechada sob formagao de subgrupo, quociente e produto direto finito.

A principal razao para as condigdes do item (ii) na definicdo dos grupos G,
é a seguinte. Consideremos em um grupo, um elemento que gere um grupo livre de
posto 1. No caso discreto, o centralizador deste elemento em um grupo livre é ciclico, e
apés fazermos uma extensao de centralizadores o centralizador se torna abeliano. No
caso profinito, o centralizador em um grupo profinito livre é meta-prociclico, e apds
fazermos uma extensao de centralizadores o centralizador se torna meta-abeliano, ou
(prociclico nao-trivial)-por-(diedral pro-), ou ainda pode conter um subgrupo pro-p livre

nao-abeliano. Vide Observacao 2.2.4, Proposicao 2.2.5 e Proposicao 2.2.10.

Observemos agora que, a maioria dos métodos tradicionalmente utilizados para
demonstrar resultados sobre grupos discretos nao podem ser utilizados nos casos profinito
ou pro-p. De plano, um elemento de um grupo profinito nao pode ser expresso como
uma palavra finita nos geradores, isto elimina a possibilidade de utilizar as técnicas
combinatoriais no sentido original. Além disso, quando existem versoes profinitas ou

pro-p dos métodos tradicionais eles nao possuem forca total.

Os instrumentos essenciais da Teoria Combinatorial dos grupos profinitos sao
os Métodos Homologicos e, principalmente, a versao profinita da Teoria de Bass-Serre
(de grupos agindo sobre drvores). Recentemente desenvolvida por O. MEL'NIKOV, L.
RIBES e P. ZALEssKII ([ZM88], [Mel89], [Zal90] e [RZ00a]), a teoria de grupos profinitos
agindo sobre arvores possui sélidas realizagoes e apresenta um bom niimero de problemas

desafiadores (e.g. [Zal95], [RSZ98] e [HZ07]).

Com o objetivo de, brevemente, apresentar e revisar os fundamentos da Teoria
Combinatorial dos grupos profinitos e pro-p que serao evocados ao longo deste trabalho,

escrevemos o Capitulo 1.

No Capitulo 2, introduzimos e iniciamos a investigacao da classe dos grupos pro-

finitos limites. Destacamos os seguintes resultados obtidos.
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Teorema 2.0.1. Seja G um grupo pro-finito limite. Entao:

(2.2.2) o grupo G possui p-dimensao co-homoldgica finita e portanto € livre-de-tor¢ao;
além disso, se G nao for p-projetivo entao cd,(G) = max{2, o,(G)}, onde
a,(G) = sup{ed,(A) | A <. G, A abeliano}.

(2.2.3) os subgrupos fechados nilpotentes de G sao abelianos, e existe um limitante (finito)
uniforme para seus postos.

(2.2.6) sobre um subgrupo fechado qualquer H de G, as sequinte asser¢oes sao equiva-
lentes: (i) H nao contém subgrupo pro-p livre nao-abeliano algum, para cada primo
p; (ii) H € virtualmente solivel; (iii) H possui posto finito; (iv) H € abeliano ou
meta-prociclico projetivo.

(2.2.10) para cada elemento que gera um subgrupo profinito livre de posto 1, o normali-
zador deste subgrupo é abeliano mazximal ou meta-prociclico projetivo.

(2.2.12) se G possui a propriedade comutatividade-transitiva, entio G é abeliano ou pro-p.

Exemplos nao-6bvios de grupos pro-finitos limites podem ser obtidos através do

seguinte resultado, cujo analogo pro-p nao é conhecido.

Proposicao 2.3.2. O completamento profinito de um grupo limite discreto € um grupo

pro-finito limite.

Associado ao Capitulo 2, temos o Apéndice A abordando alguns detalhes sobre a
propriedade Comutatividade-Transitiva, bem como o Apéndice B detalhando a estrutura

dos grupos pro-p virtualmente prociclicos.

No Capitulo 3, fazemos investigacoes exclusivamente sobre grupos pro-p, uti-
lizando-nos fortemente da teoria de grupos pro-p agindo sobre arvores pro-p mencionada
anteriormente. A luz de um admirdvel resultado de W. HERFORT e P. ZALESSKII

(Teorema 3.0.1 - [HZ07, Sec. 5] ou [HZZ11, Sec. 3]) provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.0.2. Seja G = Allg B um produto pro-p livre de A e B com amalgamagao
prociclica C. Suponhamos que o centralizador em G de cada subgrupo fechado nao-trivial
de C' seja um grupo pro-p abeliano livre e contenha C' como um fator direto. Se cada
subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada subgrupo pro-p 2-gerado de B € um grupo pro-p livre

ou um grupo pro-p abeliano livre entdo cada subgrupo pro-p 2-gerado de G também o €.

XVi



Este resultado é uma versao pro-p de um resultado classico de G. BAUMSLAG
[Bau62, Thm. 2| que deu impulso a teoria dos grupos limites. Nosso teorema generaliza
[KZ11, Thm. 7.3], bem como a versao pro-p de [BBau68] para amalgamagdes prociclicas.

Os detalhes estao apresentados na Secao 3.3.

Finalmente no Capitulo 4, encerramos esta tese explicitando algumas das
semelhangas, diferengas e relagdes existentes entre as classes dos grupos (discretos) limites,

pro-p limites e pro-finitos limites, bem como levantando problemas a serem abordados no

futuro préximo.
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Capitulo 1

Preliminares

... los duelos con pan son menos. (Sancho Panza a Don Quijote)

Miguel de Cervantes

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais e também cole-
cionamos alguns resultados bésicos que serao utilizados com certa freqiiéncia no decorrer
do trabalho. Aqui, apenas os resultados que nao encontramos demonstracao na literatura
serao provados. A exposicao deste capitulo estd fortemente baseada nas Referéncias

Bibliograficas listadas na se¢cao Grupos Profinitos.

1.1 Generalidades sobre grupos profinitos e pro-p

Um grupo profinito é um grupo topoldgico o qual é Hausdorff, compacto e
totalmente desconexo. De plano, observamos que dentre os grupos compactos existem dois
extremos: grupos de Lie, os quais ndo possuem subgrupos ‘pequenos’ (i.e. vizinhangas
suficientemente pequenas da identidade nao contém subgrupo nao-trivial algum); e grupos
profinitos, nos quais toda vizinhanga da identidade contém um subgrupo aberto. Uma
definicao equivalente mais expressiva de um grupo profinito é que este é o limite projetivo
de grupos finitos discretos; donde a origem da terminologia, pro-finito. Muitas das

propriedades de grupos finitos se estendem aos grupos profinitos por simples “passagem



ao limite”. E deste modo que podemos definir os grupos pro-p, os subgrupos de Sylow, o

subgrupo de Frattini, etc.

Antes de apresentarmos cada um destes conceitos, faremos agora algumas
observagoes triviais de ordem pratica. Um subgrupo de um grupo profinito é profinito
se, e somente se, ele for fechado. Também por compacidade, um subgrupo é aberto se,
e somente se, ele for fechado e possuir indice finito. E comum denotarmos um subgrupo
fechado (resp. aberto) H de um grupo profinito G por H <. G (resp. H <, G). O
quociente de um grupo profinito por um subgrupo normal fechado é profinito, e é discreto
(e finito) se, e somente se, o subgrupo é aberto. Por consideragoes de topologia geral
elementar, uma aplicacao continua entre um grupo profinito e um espaco topolédgico de
Hausdorff é necessariamente uma aplicagdo fechada (i.e. o operador ‘fecho topoldgico’

comuta com a aplicagao).

Um grupo profinito G é um grupo pro-p se, e somente se, todo subgrupo normal
aberto de GG possui indice igual a uma poténcia do niimero primo p; equivalentemente G é
um limite projetivo de p-grupos finitos (vide [RZ00b, Thm. 2.1.3] para uma caracterizagao
de grupos pro-C em geral). Grupos pro-p estdo para grupos profinitos, assim como p-
grupos estao para grupos finitos; por vezes, um resultado sobre grupos profinitos pode ser

deduzido a partir do resultado vélido para grupos pro-p (para cada primo p).

Dentre os mais fundamentais exemplos de grupos profinitos estao: (a) grupos de
Galois de extensoes galoisianas de corpos comutativos (cf. [NSWO08]); (b) grupos analiticos
p-adicos compactos (cf. [DDMS]); (¢) completamento profinito (resp. pro-p) de um dado
grupo abstrato - o limite projetivo de todos os quocientes finitos (resp. p-grupos finitos)
do grupo dado (¢f. [RZ00b, Sec. 3.2]); (d) grupos duais de Pontryagin de grupos abelianos
de torgao (cf. [RZ00b, Sec. 2.9]).

Seja G um grupo profinito. Dizemos que um subconjunto X de GG é um conjunto
de geradores (topoldgicos) de G, ou que X gera (topologicamente) G se o subgrupo
(algebricamente) gerado por X for denso em G. Quando G possui um subconjunto

finito de geradores (topoldgicos) dizemos que G é um grupo profinito finitamente



gerado; a menor cardinalidade de um conjunto finito de geradores de G sera denotada
por d(G). O subgrupo de Frattini ®(G) de G, é a intersecgao de todos os subgrupos
préprios fechados maximais de G; logo, um subgrupo caracteristico préprio de G, se
G for nao-trivial. Analogamente ao que ocorre com grupos finitos e p-grupos finitos,
o subgrupo de Frattini estd relacionado com elementos (nao-)geradores de um grupo

profinito e desempenha um papel fundamental no estudo de grupos pro-p.

Proposicao 1.1.1 (¢f. [RZ00b, Sec. 2.8]). Seja G um grupo pro-p.
(a) Temos d(G) = d(G/P(Q)).

(b) O quociente G/®(G) é um grupo profinito abeliano p-elementar, donde um espago
vetorial sobre o corpo finito com p elementos IF,,.

(c) Temos ®(G) = GP|G, G, onde G? = (¢* | g € G) ¢ [G,G] € o grupo derivado.

(d) Se v: G — H é um homomorfismo continuo qualquer entre grupos pro-p, entdo

P(@(G)) € O(H).
(e) Se G for um limite inverso de grupos pro-p G;, entio ®(G) = I'&n@(Gi) eG/P(G) =
lim G/ 0(G).

(vide [RZ00b, Sec. 2.8] para resultados sobre grupos profinitos em geral.)

Encerramos esta secao com os conceitos de ordem e subgrupos p-Sylow de grupos

profinitos.

Um numero supernatural é um produto formal Hp p™?) onde p percorre o
conjunto de todos os ndmeros primos e cada n(p) pertence a Zso U {oo} (este com
sua aritmética usual). Definimos o minimo maltiplo comum (mmc) de uma dada
familia {w; = [, p"®9} de nimeros supernaturais por mmc{w;} = I, p™?) onde
n(p) = sup;{n(p,i)}; analogamente, o mdzimo divisor comum (mdc) da dada familia
é mde{w;} = pr" ?) onde n(p) = inf;{n(p,)}.

Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito G. O indice |G : H| de H
em GG é o nimero supernatural |G : H| = mmc{[G/U : HU/U||U € U}, onde U denota

o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G; a ordem de G ¢ |G : 1].

Embora grupos profinitos em geral nao possuam elementos de ordem poténcia de

p, podemos definir subgrupos p-Sylow do mesmo modo como se faz para grupos finitos.



Um subgrupo (fechado) H de G é um subgrupo p-Sylow de G se H é um subgrupo
pro-p maximal de G; ou, equivalentemente, se |H : 1| = [[,I™Y e |G : H| = [], "V,
entdo sempre que m(l) # 0 temos [ = p e sempre que n(l) # 0 temos [ # p. Finalmente
observamos que por “passagem ao limite” os Teoremas de Sylow se estendem para grupos
profinitos: G possui um subgrupo p-Sylow (o qual é o limite projetivo de subgrupos
p-Sylow de seus quocientes finitos); cada subgrupo pro-p de G estd contido em algum
subgrupo p-Sylow de G; e (G age transitivamente sobre o conjunto de todos os seus

subgrupos p-Sylow via conjugacao.

Finalmente, um grupo profinito ¢ um grupo prociclico se todo quociente por
um subgrupo normal aberto é um grupo ciclico; equivalentemente, ¢ um grupo profinito
(topologicamente) por no maximo 1 elemento; ou ainda, é o limite projetivo de grupos
ciclicos finitos. Quando tal grupo é pro-p temos apenas duas possibilidades: ou ciclico
finito, ou topologicamente isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros p-adicos Z,, (vide [DDMS,
Prop. 1.28]). Assim, se G é um grupo profinito e g um elemento de G, definimos o grupo
prociclico C' = @ - 0 menor subgrupo fechado gerado por g. Se C' possui ordem Hp )
e I denota o conjunto dos primos p tais que n(p) = oo, entdo C é isomorfo ao produto

cartesiano de seus subgrupos p-Sylow:
c=]]z x[[z/r"z
pel p¢l
(cf. [Wil98, Prop. 2.4.3] - uma generalizacao do Teorema Chinés dos Restos). Para um

conjunto de primos 7 qualquer, denotamos Hpe7r Z,, por Z,. Quando 7 consiste de todos

os primos, temos que Z, € topologicamente isomorfo ao completamento profinito 7 de 7.

1.2 Co-homologia

Nesta tese nos restringiremos a teoria de co-homologia de grupos profinitos
quando os médulos de coeficientes sao discretos. As principais referéncias para este
assunto sao [Ser62, Chap. I], [Koch70, Chap. 3-7], [Wil98, Chap. 9-11], [RZ00b, Chap.

6-7] e [SW00]. Ao invés de usarmos a maquindaria de funtores derivados, definiremos os



grupos de co-homologia de uma forma mais concreta.

Sejam G um grupo profinito e A um G-mdédulo discreto (i.e. A é um grupo
abeliano discreto sobre o qual existe uma agao continua de G por automorfismos). Para
cada n > 0, seja C"(G,A) o conjunto de todas as aplicagoes continuas do produto
cartesiano G" para A (C°(G, A) = A). Definimos homomorfismos de grupos abelianos
d": C"(G,A) — C"T(G, A) pelas férmulas usuais

(d"¢) (91, - gnt1) = 91+ ©(g2, -+ Gn41)

+Z(_1)i90(gla-~'>gi—1agigi+17gi+2a~~'agn-l-l)
=1

+(=1)"e(g1,- -, 90)

(e (d°) (g1) = g1 — ). Como d"d"~! = 0 para cada n > 1, consideramos os n-ésimos

(n > 0) grupos de co-homologia de G com coeficientes em A:
H"(G,A)=72"(G,A)/B"(G,A)

onde Z"(G,A) = ker(d") e, B(G,A) = Im(d"!) para n > 1 e BY%G,A) = 0.
Claramente, H°(G, A) se identifica com o conjunto A% dos pontos de A fixos por G,

como de costume.

Ao mesmo tempo que estendemos a definicao padrao de co-homologia de grupos

finitos para profinitos, esta ultima se reduz a primeira pelo seguinte resultado.

Proposicao 1.2.1 (¢f. [Wil98, Thm. 9.7.2]). Sejam G um grupo profinito e A um G-

modulo discreto. Para cada n > 0 temos
H"(G,A) =lim H"(G/U, AY) ,
onde U percorre todos os subgrupos normais abertos de G e AV denota o conjunto dos
pontos de A fizos por U.
Em particular, H"(G, A) sao grupos de tor¢ao para cada n > 1.

Finalmente, a p-dimensao co-homolégica de um grupo profinito G, ¢d,(G), é

o infimo dos ntmeros n tais que para cada G-modulo discreto de torcao A e para cada



q > n, a componente p-primaria de H(G, A) é nula; quando nao existe um tal inteiro n,

dizemos que a p-dimensao co-homolégica de G é infinita e denotamos entéo c¢d,(G) = +o0.

1.3 Construcoes livres

Muito da teoria de grupos finitos, quando interpretado da maneira adequada,
pode ser executado para grupos profinitos. Ao mesmo tempo, a categoria dos grupos
profinitos possuem objetos livres — grupos profinitos livres; e isto tras inimeras questoes
da Teoria Combinatorial de Grupos a tona. As principais referéncias para esta secao sao

[RZ00b, Chap. 3, 8 e 9], [FJ05, Chap. 22 e 25] e [Wil98, Chap. 5].
Grupos livres e projetivos

Como neste trabalho lidamos apenas com grupos finitamente gerados, nos
restringimos aos grupos livres de posto finito. O completamento profinito (resp. pro-
p) de um grupo livre (abstrato) de posto finito r é o grupo profinito (resp. pro-p)
livre de posto finito r. Isto, pois este satisfaz a devida propriedade universal de objeto

livre na categoria dos grupos profinitos (resp. pro-p) (¢f. [RZ00b, Prop. 3.3.2]).

Assim como no caso abstrato, subgrupos fechados de indice finito H de um grupo
profinito (resp. pro-p) livre F' sdo profinitos (resp. pro-p) livres e satisfazem a Formula
de Schreier

d(H)—1=[F: H|d(F)-1)
(cf. [RZOOb, Prop. 3.6.2(b)]). Aqui, cabe ressaltarmos o seguinte profundo resultado de

O. MEL’NIKOV.

Teorema 1.3.1 (c¢f. [RZ00b, Thm. 8.6.5]). Seja F' um grupo profinito (resp. pro-p) livre
de posto finito r, com r > 2. Um subgrupo normal fechado de F' € finitamente gerado se,

e somente se, ele possui indice finito em F.

Mais fundamentalmente, todo subgrupo de um grupo livre (abstrato) é um grupo

livre (Teorema de Nielsen-Scherier); isto ndo ocorre ja no grupo profinito livre de posto 1



(e.g. o grupo Z, nao ¢é profinito livre); o andlogo pro-p do referido teorema ¢é conseqiiéncia

do seguinte importante resultado.

Teorema 1.3.2 (¢f. [RZ00b, Thm. 7.7.4]). Seja G um grupo pro-p. As sequintes

assercoes sao equivalentes:

(a) G € um grupo pro-p livre.

(b) a p-dimensdo co-homolégica de G é no mdximo igual a 1.

Na realidade, os grupos pro-p livres sao muito mais simples e se comportam de
maneira mais proxima aos grupos livres abstratos do que os grupos profinitos livres. Isto

se reflete em toda a Teoria Combinatorial de grupos pro-p e profinitos.

Na categoria dos Grupos, os grupos projetivos sao retratos de grupos livres e logo
sao grupos livres, a luz do Teorema de Nielsen-Schreier. Um grupo profinito projetivo
P é um objeto projetivo na categoria dos Grupos profinitos (i.e. cada morfismo P — X
fatora-se através de cada epimorfismo Y — X). Ao contrario do que ocorre com grupos
abstratos ou pro-p, grupos profinitos projetivos podem nao ser livres (e.g. um subgrupo

isomorfo a Z, contido em Z)

Proposicao 1.3.3 (¢f. [RZ00b, Sec. 7.6]). Seja G um grupo profinito. As sequintes

assercoes sao equivalentes:

a) G € um grupo profinito projetivo;

(a)
(b) G € isomorfo a um subgrupo fechado de um grupo profinito livre;
(¢c) para cada primo p, G € p-projetivo (i.e. cd,(G) < 1);

)

(d) para cada primo p, todo p-Sylow de G € pro-p livre.

Os proximos dois resultados serao utilizados no Capitulo 2. Para o primeiro
resultado, relembramos que o posto de um grupo profinito G é o andlogo do posto de Priifer
de um grupo qualquer, e portanto pode ser definido por rk(G) = sup{d(H) | H <. G} .

(O uso deste termo nao causa conflito com o seu tradicional emprego em grupos livres).



Proposicao 1.3.4. Seja G um grupo profinito projetivo. As sequintes assercoes sao

equivalentes:

(i) G nao contém subgrupo pro-p livre nao-abeliano algum, para cada primo p;

)
(ii) G € isomorfo a Z, X Z,, para certos conjuntos disjuntos de primos 7 e p;
(i) G € virtualmente solivel;

)

(iv) G possui posto finito.
Em particular, se G for nilpotente entao G € prociclico.

Demonstracao. (i)=-(ii). Por hipétese, todo subgrupo p-Sylow de G é prociclico. Logo,
os subgrupos p-Sylow de cada quociente finito de G sao ciclicos. Dai, o subgrupo derivado

e a abelianizacao de cada quociente finito de G sao grupos ciclicos de ordens coprimas

(cf. [Rob96, Proof of 10.1.10]). Por [RZ00b, Cor. 1.1.8(b)] e [RZ00b, Prop. 2.2.4], temos

que [G,G] e G/|G, (] sao prociclicos de ordens coprimas. Pela versao do Teorema de

Schur-Zassenhaus para grupos profinitos (¢f. [RZ00b, Thm. 2.3.15]), o resultado segue.
(ii)=-(iii). Nao ha o que se demonstrar.
(ii)=-(iv). Segue do simples fato que a classe dos grupos profinitos de posto finito é fechada

por formacao de extensoes (c¢f. [Wil98, Prop. 8.1.1(b)]).

(ili)=-(i). Seja N um subgrupo solivel normal aberto de G . Seja S um subgrupo p-Sylow
qualquer de G. Entao o subgrupo NNS é prociclico e pro-p livre; donde trivial ou isomorfo

a Z,. Pela Formula de Schreier (p. 6), temos que S é também trivial ou isomorfo a Z,.

(iv)=-(i). Todo subgrupo p-Sylow de G deve ser abeliano. Com efeito, o fecho do subgrupo
gerado por todos os comutadores de um grupo pro-p livre nao-abeliano, nao ¢ um subgrupo

finitamente gerado (cf. Teorema 1.3.1).
Finalmente, se G for nilpotente, decompomos G como produto cartesiano de seus

subgrupos de Sylow (cf. [RZ00b, Prop. 2.3.8]), donde G = Z,, com o0 = 7 U p. O

Lema 1.3.5. Seja G um grupo pro-p livre. Se G possui um subgrupo normal prociclico

nao-trivial, entao G = Z,,.



Demonstracao. Seja N um subgrupo normal prociclico nao-trivial de G. Suponhamos,
por absurdo, que o posto de G seja pelo menos 2. Entao o indice de N em G nao pode

ser infinito (pelo Teorema 1.3.1) nem finito (pela Férmula de Schreier, p. 6). O
Amalgamacoes

Essencialmente existem duas espécies diferentes de amalgamagoes de grupos:
produtos livres com amalgamacoes e HNN-extensoes; estas duas sao construgoes-chaves
e ferramentas essenciais no estudo de grupos infinitos. A idéia geral neste contexto é:
decompor, se possivel, um grupo como uma amalgamacao de seus subgrupos; e entao,
informagcoes sobre este grupo podem ser obtidas das correspondentes informacgoes sobre
esses subgrupos. Assumiremos aqui conhecidas tais construgoes no contexto de grupos
abstratos, as quais serdo denotadas por 11%° ¢ HNN®* (¢f. [MKS66], [LS77], [CZGK93],
[FR99] e [CM82]).

Comecamos discutindo no universo profinito os produtos livres com amal-
gamagoes. Dados trés grupos profinitos (resp. pro-p) Gi, G2 e Gy juntamente com dois
monomorfismos continuos f;: Gp — G; (i € {1,2}), consideramos o produto livre com
amalgamacao G = G II* G, e as imersoes canonicas ¢**: G; — G (i € {1,2}).
Seja N a colecdo de todos os subgrupos normais N de G tais que G*/N é um grupo
finito (resp. p-grupo finito) e (¢*)~1(N) é um subgrupo fechado de G; (i € {1,2}). O
completamento profinito (resp. pro-p) C?‘L\”SN de G%* com respeito a N é o produto
profinito (resp. pro-p) livre de G; e G2 com amalgamacao G,, denotado por
G111, Gs (resp. Gy HI(’;O G2). Quando Gy é trivial, dizemos simplesmente produto profinito
(resp. pro-p) livre. Quando trabalhamos exclusivamente na categoria dos grupos pro-p,

denotamos II? por II, por simplicidade notacional - ja que p fica implicito no contexto.

A justificativa para esta definigdo de produto profinito (resp. pro-p) livre com
amalgamacdo vem do fato que este grupo profinito (resp. pro-p) G construido, é um
pushout na categoria dos grupos profinitos (resp. pro-p) dos monomorfismos dados, isto é:

para quaisquer homomorfismos continuos de grupos profinitos (resp. pro-p) ¢;: G; — K
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(1 € {1,2}) satisfazendo 1y f; = 15 f2, existe um tinico homomorfismo continuo ¢: G — K
/\N

tal que ¥; = ; (i € {1,2}), onde cada ¢; é a composigao G; — G — Gs  das

aplicacoes canonicas

Go L+ Gy

)
P2

G ——G

Y1 N

NE
AN
N
P K

(¢f. [RZOOb, Prop. 9.2.1]). Vide [RZ00b, Chap. 9] para produto pro-C livre com

amalgamagao .

Em contraste com o caso abstrato, em geral pode ocorrer das aplicagoes canonicas
G; — G (1 € {1,2}) nao serem injetivas tanto no caso pro-p quanto profinito; quando
ambas sao injetivas dizemos que o produto livre com amalgamacao é préprio. Por outro
lado, se a imagem candnica de Gy em G coincide com a imagem canénica de Gy (resp.
G5) em G entao G = Gy 1lg, Gy é isomorfo a Gy (resp. G1); nestas situagoes dizemos que

este produto livre amalgamado ¢ ficticio.

Proposicao 1.3.6 ([Rib71, Thm. 2.3]). O produto profinito livre de Gy e Gy com

amalgamacao Gy € proprio se Gy for central em Gy ou Gs.

Proposicao 1.3.7 ([Rib71, Thm. 3.2]). O produto pro-p livre de Gy e Gy com

amalgamacao Gy € proprio se Gy for prociclico.

Os resultados a seguir sao conseqiiéncias imediatas (e podem ser melhor

compreendidos através) da teoria de grupos profinitos agindo sobre arvores profinitas.
Teorema 1.3.8. Seja G = G1 ][, G2 um produto pro-p livre com amalgamagdo proprio.

(a) ([RZ00a, Thm. 4.2(b)]) Seja K um subgrupo finito de G. Entao K C gG;g~' para
algum g € G e algum i € {1,2}.

(b) ([RZ00a, Thm. 4.3(b)]) Seja g € G. Entao G;NgG;g~' C bHb™! para algum b € G,
sempre que 1 <i#j <2 oug¢G,.
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Proposicao 1.3.9 (|[RZ96, Cor. 2.7(ii)]). Sejam G e Go grupos profinitos com um
subgrupo prociclico em comum C, tal que G = Gy Ug Gy seja proprio. Seja ¢ € C'. Entao

temos a sequinte relagdo entre normalizadores Ng({c)) = Ng, ({c)) e Ng,({c)) .

Vale também o resultado analogo pro-p desta proposicao anterior, o qual serd

usado no Capitulo 3.

Vamos definir agora HNN-extensoes. Dado um grupo profinito (resp. pro-p)
H, juntamente com um isomorfismo continuo entre dois de seus subgrupos fechados
f: A — B, consideramos a HNN-extensio G = HNN®*(H, A, B, f,t) e a imersio
canonica ™ : H — G%*. Seja N a colecdo de todos os subgrupos normais N de G
tais que G%*/N é um grupo finito (resp. p-grupo finito) e (¢®*)~}(N) é um subgrupo
fechado de H. O completamento profinito (resp. pro-p) @N de G%* com respeito a N,
juntamente com a imagem ¢(t) da letra estavel ¢ pela aplicacao canonica t: G — @N
¢ a HNN-extensao profinita (resp. pro-p) de H com subgrupos associados A e
B por f, denotada por HNN(H, A, B, f,1(t)) (resp. HNNP(H, A, B, f,.(t))). Quando
trabalhamos exclusivamente na categoria dos grupos pro-p, denotamos HNN? por HNN,
por simplicidade notacional - ja que p fica implicito no contexto; ademais, dependendo da

situagao é comum vermos na literatura os seguintes abusos de notacao: HNN(H, A, f,t),

HNN(H, A, t) ou HNN(H, A, f).

A razado para esta definicdo vem do fato que este grupo profinito (resp. pro-
p) construido, possui a seguinte propriedade universal: para cada grupo profinito (resp.
pro-p) K, para cada k € K e para cada homomorfismo continuo ¢: H — K satisfazendo
k=14 (a)k = 1 (f(a)) para todo a € A, existe um tinico homomorfismo continuo w: G — K
com w(t(t)) = k tal que 1) = gw, onde ¢ é a composicao H — G — (E‘ESN das aplicacoes
canonicas

G = HNN(H, A, B, f,.(1))

/ ~ Jw

(4

H

Em constraste com o caso abstrato, em geral pode ocorrer da aplicacao candnica
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¢: H — G nao ser injetiva tanto no caso pro-p quanto profinito. Quando ¢ é injetiva

dizemos que a HNN-extensao é proépria.

Proposicao 1.3.10 (¢f. [RZ00b, Prop. 9.4.3(2)]). Uma HNN-eztensao pro-p com

subgrupos associados finitos € propria.
Teorema 1.3.11. Seja G = HNN(H, A, f) uma HNN-extensdao pro-p prépria.

(a) ([RZ00a, Thm. 4.2(c)]) Seja K um subgrupo finito de G. Entao K C gHg™' para
algum g € G.

(b) (c¢f. [RZ00a, Thm. 4.3(c)]') Seja g € G. Entao
HNgHg ' CbAb™

para algum b € H U Ht™!, sempre que g € H.

1.4 Grupos agindo sobre arvores

Uma abordagem para se estudar amalgamacoes é puramente combinatorial, via
relagoes e apresentacoes de grupos. Uma segunda abordagem a qual é uma poderosa
técnica geométrica/topolégica foi desenvolvida por J-P. SERRE e H. BAss (c¢f. [Ser80],

[Dic80], [Coh89], [Bau93|, [DD8Y], [Stal3]).

A idéia geral da Teoria de Bass-Serre é a seguinte. Ao analisarmos a agao de
um grupo sobre uma arvore, a estrutura de amalgamacao deste grupo pode ser deduzida.
Mais precisamente, “o que podemos dizer sobre um grupo G agindo sobre uma drvore T
quando conhecemos o grafo quociente G\T bem como todos os estabilizadores de vértices
e arestas?” — o principal resultado de Bass-Serre diz que podemos reconstruir GG a partir

destas informagoes por meio de sucessivas amalgamacoes.

Observamos ainda, que a Teoria de Bass-Serre recupera de modo relativamente
facil os principais teoremas da Teoria Combinatorial de Grupos, e.g. Nielsen-Schreier,
Subgrupo de Kurosh, Howson, Grushko-Neumann, M. Hall. (¢f. [MKS66], [LS77],
[CZGK93|, [FR99], [CM82]).

L A possibilidade de b pertencer a Ht~! infelizmente nao apareceu escrita em [RZ00a, Thm. 4.3(c),
p. 99], mas pode ser deduzida de [ZM88, Thm. 3.12] ou ainda do Teorema 1.4.1(c).
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Agora notamos que, em geral, um elemento de um grupo profinito ou pro-p nao
pode ser expresso como uma palavra finita nos geradores; isto elimina a possibilidade
de utilizar os métodos combinatoriais no sentido original. Como veremos a seguir, a
versao profinita da teoria de Bass-Serre existe mas nao com forga total. Esta teoria
desenvolvida por O. MEL'NIKOV, L. RIBES e P. ZALESSKII ([ZM88], [Mel89], [Zal90],
[RZ96]) é, juntamente com os Métodos Homoldgicos, um dos principais instrumentos da

Teoria Combinatorial de Grupos Profinitos, e portanto da nossa investigacao.

Um grafo profinito consiste de um conjunto compacto totalmente desconexo
nao-vazio I' com um subconjunto distinguido fechado V(T") e duas aplicagoes continuas
do,di: I' = V(I') cujas restri¢oes a V(I') sejam idyy. Os elementos de V(I') sdo
chamados de vértices de I', os elementos de E(I') := I'=V/(I') sdo chamados de arestas
de T, do(e) (resp. di(e)) é chamado de vértice inicial (resp. final) de uma aresta e. Um
morfismo ¢é uma aplicacao a: I' = A entre grafos profinitos tal que d;a = ad; para cada
j € {0,1}. Se « é injetiva (resp. sobrejetiva), dizemos que «(I') é um subgrafo de A

(resp. um quociente de T).

Um grafo profinito I' é conexo se todos os seus quocientes finitos sao grafos

conexos no sentido usual (i.e. a realizacdo geométrica de cada um destes é conexa).

Seja I' um grafo profinito. Denotemos por (E*(I'),*) o espago topoldgico
quociente E*(I') = I'/V(I") com ponto distingiiido * = {V(I')}. Dizemos que I é uma

arvore profinita (resp. pro-p) se:

A1l. T é conexo;

A2. paracada primo [ (resp. paral = p), temos a seguinte seqiiéncia exata de F;-médulos
profinitos livres

0 — F[(E*(D), )] -5 F[V(D)] = F — 0
onde os F;-homomorfismos sao dados por e(v) = 1 para cada v € V(I'), e, d(e)

di(e) — dy(e), onde € é a imagem de uma aresta e € E(I') no quociente E*(I'), e
d(x) =0.

(cf. [ZM88, Lemma 1.16]). [Sugerimos [RZ00b, Sec. 5.2] para detalhes sobre médulos

profinitos livres sobre anéis profinitos, e [Dic80, Prop. 1.1.1, p. 3] como referéncia para o
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caso de grafos abstratos.|

A interseccao de uma familia de subarvores profinitas (resp. pro-p) de uma arvore
profinita (resp. pro-p) é, ou vazia, ou uma &rvore profinita (resp. pro-p). A menor (linica)
subérvore profinita (resp. pro-p) contendo dois vértices v e w serd chamada de a geodésica

conectando v e w e sera denotada por [v, w] (¢f. [RZ00a, p. 83-84]).

Um grupo profinito G age sobre um grafo I' profinito, se a agdao sobre o
espago topolégico subjacente I' é continua e comuta com as aplicagoes dy e dy, (i.e.,
g(d;(m)) = d;(gm), para quaisquer g € G, m € I', j € {0,1}). Denotaremos o subgrupo

dos estabilizadores de um elemento m de I' por stabg(m).

Colecionamos a seguir alguns resultados fundamentais da teoria de grupos

profinitos agindo sobre arvores pro-p(!).

Teorema 1.4.1. Seja G um grupo pro-p agindo sobre uma arvore pro-p T'.

(a) ([RZ00a, Prop. 3.5]) T/G é uma drvore pro-p, onde G = (stabg(v) [v € V(T)).

(b) ([RZ00a, Cor. 3.6]) G/G ¢ um grupo pro-p livre, onde G = (stabg(v) |v € V(T)).

(¢) ([RZ00a, Cor. 3.8]) Se v e w sdo dois vértices distintos de T', entao E([v,w]) # 0 e
stabg(v) N stabg(w)) < stabg(e) para cada e € E([v, w)).

(
(d) ([RZ00a, Thm. 3.9]) Se G € finito, entao G = stabg(v), para algum v € V(T).

A seguinte proposicao asserta uma propriedade de grupos agindo sobre arvores
que nao possui analogo na situacao abstrata, em geral; a principal razao para isto é a

compacidade da arvore.

Proposicao 1.4.2 ([Zal90, Lemma 1.5]). Seja G um grupo profinito agindo sobre uma
arvore profinita T'. Existe uma subdrvore G-invariante minimal nao-vazia D de T'; se D

possut mais de um elemento, D € unica.

Finalmente temos a fundamental tricotomia que descreve os grupos agindo sobre

arvores.
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Teorema 1.4.3 ([Zal90, Thm. 3.1]). Seja G um grupo profinito agindo sobre uma drvore
profinita T'. Entao vale uma das sequintes asser¢oes:

(a) G estabiliza algum vértice de T,

(b) G possui um subgrupo pro-p livre nao-abeliano P tal que P Nstabg(v) = 1, para cada
vértice v de T

(c) existe uma aresta e de T, cujo estabilizador stabg(e) € normal em G, e G /stabg(e) €
isomorfo a: (c.1) um grupo projetivo Z. x7Z,, onde tNp = &; (c.2) um grupo de Frobenius
LnXZ]MZ, onde m nao € divisivel por primo algum de 7 e [k, c| # 1 para cada k € Z,—{0}
e cada ¢ € Z/mZ—{0}; (c.3) um grupo pro-r diedral infinito Z/2Z 101" 7./27, = Z. x 7./ 2Z.,

onde 2 € .

Encerramos o presente capitulo com grupos pro-p fundamentais de grafos finitos
de grupos pro-p, os quais aparecem apenas no Capitulo 3 (e no Apéndice C). Estes grupos
sao generalizagoes das duas importantes construgoes por amalgamacgoes que apresentamos
anteriormente. A melhor referéncia sobre o assunto ainda ¢é o trabalho original [ZMS8S,
Sec. 3|, embora 14 os resultados estejam enunciados apenas para grupos profinitos

fundamentais.

Até o final da presente secao I' serd um grafo finito conexo diferente de um unico
vértice. Um grafo de grupos pro-p (G,I') consiste de uma cole¢do de grupos pro-p
{G(m)|m € I'} e uma colegdo de homomorfismos continuos {9;. : G(e) — G(d;(e))|e €
E(),j € {0,1}}. Dizemos que G(v), v € V(') (resp. G(e), e € E(I')) sdo os grupos-
vértices (resp. grupos-arestas).

Seja T' uma subarvore maximal de I'. Uma T-especializagao (3, 5;) de (G,I)
para um grupo pro-p K consiste de duas aplicagoes f: Uper G(m) — K e f1: ' - K
satisfazendo:

(1) Bigm): G(m) — K é um homomorfismo continuo, Vm € V(I');
(2) () =1, ¥Ym € T:
(3) B1(€) ! Bigtdo(e)) (Qo.e(9))Br(€) = Big(ar(e)) (Ore(9)), Ve € E(T), Vg € Gle).
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O grupo pro-p fundamental de um grafo de grupos pro-p (G,I') com respeito
a uma subédrvore maximal T, consiste de um grupo pro-p G = I11(G,T',T) e uma T-
especializagao (v,14): (G,I') — G satisfazendo a seguinte propriedade universal: para
cada T-especializacao (f,/1): (G,I') — K existe um tnico homomorfismo continuo

w: G — K tal que wv = e wry = f.

G=11,(G,I,T)

~
(1) ~ Jw
~
~
~

<g’ F) (8,81) K

A existéncia de tal grupo pode ser realizada procedendo como anteriormente
(cf. [ZM88, (3.3)]): consideramos a construcao abstrata correspondente; ignoramos a
topologia de cada G(m) e formamos o grupo fundamental abstrato (cf. [Dic80, Sec. 1.4]);
e, completamos este grupo com respeito a uma certa topologia pro-p. Alternativamente,

podemos verificar que o grupo dado pela apresentacao pro-p
G=(X,Y|UV,W),

onde X = {gerG(v)|v € V(I)}, Y = {t.|e € ED)}, U = {relG(v) |v € V(I)}, V =
{t700(9)te01(9) g € G(e),e € E(T')}, e W = {t.| e € E(T)}, satisfaz a propriedade

universal.

A seguir, vamos também supor que cada uma das aplicagoes 0; . bem como cada
uma das aplicagoes canonicas G(m) — 111(G, T, T) sejam injetivas. Com efeito, sempre
podemos substituir os grupos em (G, I") por suas imagens canonicas em I1;(G, ', T); esta
operagao nao altera o grupo II;(G, ', T)) e ficamos assim na situagao desejada.

Para a T-especializacao (v,1v4): (G,T') — I1;(G,T", T) definimos o grafo padrao
do grupo pro-p fundamental de grafos de grupos S = S(G,I",T) do seguinte modo:
S = UperG/v(G(m)) com a topologia da unido disjunta, V(S) = UeviyG/v(G(v)),
do(gv(G(m))) = gv(G(do(m))) e di(gv(G(m))) = gr1(m)v(G(di(m))). Notamos que E(S)

¢ um subconjunto compacto de S.

Analogamente ao que ocorre na Teoria de Bass-Serre, o grupo G = I11(G, ', T
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age naturalmente sobre S = S(G,I',T) por g1(g2v(G(m))) = (g192)v(G(m)), e de modo
que G\S =T; se Gs =m € T, entao o estabilizador de um elemento s de S é conjugado

av(G(m)); e, ografo S = S5(G,I',T) é uma drvore (cf. [ZM88, Prop. 3.8]).

Para a conveniéncia do leitor, explicitamos a construcao da arvore profinita
padrao S sobre a qual um dado produto profinito livre amalgamado préprio G = Alls B
age. Os vértices de S sao todas as classes laterais de G/A e G/B, e as arestas de S sao
todas as classes laterais de G/C'; cada aresta gC “conecta” o vértice inicial gA ao vértice

final ¢B.

gC
gAe——=e gB

Finalmente apresentamos um resultado que serd utilizado no Capitulo 3. A versao

profinita deste resultado esta essencialmente escrita em [BZ11, Prop. 2.2(ii)].

Proposicao 1.4.4. Seja G = HNN(H, A, B,t) uma HNN-extensao pro-p. Se A e B nao
sao conjugados em H, entao Ng(A) = Ng(A) Iy N1 (A).

Demonstracdo. Seja S a arvore pro-p padrao sobre a qual G age. Por restricao, o
normalizador Ng(A) age sobre a subarvore S dos pontos de S fixos por A. Afirmamos
que o grafo quociente Ng(A)\S# é um laco ou um segmento. De fato, se gA é uma aresta
de S4 entdao g € Ng(A); ou seja, temos uma tnica aresta no quociente. Agora, a hipétese
de A e B =t 1At nao serem conjugados em H ¢ equivalente a Ng(A)1H # Ng(A)tH;
donde Ng(A)\S# é um segmento. Da versio pro-p de [ZM89, Prop. 4.4], o resultado

segue. O



Capitulo 2

Grupos pro-finitos limites

The driving force in research is curiosity. When is a particular result true?
Is that the best proof, or is there a more natural or elegant one? What is the

most general context in which the result holds?
Sir Michael Atiyah

No presente capitulo introduzimos a classe dos grupos pro-finitos limites e

iniciamos um estudo de tal classe.

Com o intuito de tornar mais inteligiveis as propriedades, e até mesmo a definicao,
dos grupos pro-finitos limites, apresentamos na primeira secao deste capitulo resultados
que sao validos para construgoes livres mais gerais. Em seguida, provamos resultados

sobre esta nova classe de grupos profinitos e apresentamos alguns exemplos.

Os seguintes teoremas resumem os principais resultados obtidos neste capitulo.

Teorema 2.0.1. Seja G um grupo pro-finito limite. Entao:

(2.2.2) o grupo G possui p-dimensao co-homoldgica finita e portanto € livre-de-tor¢ao;
além disso, se G for p-projetivo entdo cd,(G) = max{2, a,(G)}, onde
a,(G) = sup{cd,(A) | A <. G, A abeliano}.

(2.2.3) os subgrupos fechados nilpotentes de G sao abelianos, e eziste uma limitacao
(finita) uniforme para seus postos.

(2.2.6) sobre um subgrupo fechado qualquer H de G, as segquinte asser¢oes sao equiva-
lentes: (1) H nao contém subgrupo pro-p livre ndo-abeliano algum, para cada primo

18
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p; (ii) H € virtualmente solivel; (iii) H possui posto finito; (iv) H € abeliano ou
meta-prociclico projetivo.

(2.2.10) para cada elemento que gera um subgrupo profinito livre de posto 1, o normali-
zador deste subgrupo é abeliano mazximal ou meta-prociclico projetivo.

(2.2.12) se G possui a propriedade ‘comutatividade-transitiva’, entdo G € abeliano ou
pro-p.

Exemplos nao-6bvios de grupos pro-finitos limites podem ser obtidos através do

seguinte resultado, cujo andlogo pro-p nao é conhecido.

Proposicao 2.3.2. O completamento profinito de um grupo limite discreto € um grupo

pro-finito limite.

Observamos que no Capitulo 4 explicitamos algumas das semelhancas, diferencas

e relagoes existentes entre as classes de grupos limites discretos, pro-p e pro-finitos.

O presente capitulo esta inspirado nas Referéncias Bibliograficas listadas na secao

Grupos Limites e estd baseado no trabalho [KZ11].

2.1 Alguns resultados gerais

Para o primeiro resultado, necessitamos do conceito suficientemente geral de
soma direta (coproduto) de familias de grupos profinitos abelianos indexadas por espagos
profinitos e espacos profinitos com um ponto distinguido, originalmente desenvolvido em
[Mel89]. Além disso, para um nuimero primo p e um G um grupo profinito quaisquer,

definamos

a,(G) = sup{cdy(A) | A <. G, A abeliano} .

Por simplicidade notacional denotaremos stabg(m) por G,,.

Proposicao 2.1.1. Seja G um grupo profinito agindo sobre uma drvore profinita T

Temos que

cd,(G) < sup{cdy(G,),1 4+ cdy(G.) |v e V(T),ec E(T)} . (2.1)
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Em particular, se existe um limitante (finito) para as p-dimensdes co-homolégicas de todos

os estabilizadores de vértices, entao G possui p-dimensao co-homolégica finita.

Além disso, no caso de cada estabilizador de aresta ser prociclico, se para
cada estabilizador de vértice tivermos cd,(G,) = max{2,a,(G,)}, entio cd,(G) =

max{2, a,(G)}.

Demonstracao. Pela dualidade entre co-homologia e homologia (¢f. [RZ00b, Prop. 6.3.6]),
é suficiente mostrar nulidades de homologias. Consideramos a seguinte seqiiéncia exata

associada a arvore T
0 — Z[(EX(T),*)] = Z[V(T)] = Z — 0

(compare com eq. (1.4), p. 13). De acordo com [Mel89, Parag. 1 e 3], podemos reescrever
esta seqiiéncia como
0— GB ®i[[G]] @ G]]@Z[[G]] )—>Z—>0.
(G\E*,*) G\V
Aplicando o tensor completo sobre Z[[G]] com qualquer Z[[G]]—médulo profinito M, e
tomando a seqiiéncia exata de homologia de G para esta seqiiéncia de moédulos de
coeficientes, obtemos a seguinte seqiiéncia de Mayer-Vietoris
.= Hy1 (G, M) — @ H,(G, Z[G] ®Z[[G]] %@H GZ ®Z[[G]] M) —
(G\E* ) G\V

H/(G,M)—......... — Ho(G,M) =0
(cf. [Mel89, Thm. 5.7]).

Agora, o Lema de Shapiro (¢f. [RZ00b, Thm. 6.10.9]) diz que para cada vértice
temos H, (G, ZHG]]@)Z[G M) = H,(Gy, M). Por hipétese, Hy(G,, M) é nulo para ¢ >

cd,(G,). Donde a equacao (2.1) segue.

Finalmente, para a tultima assercao, supomos que os estabilizadores de arestas
sejam prociclicos. Claramente temos max{2, a,(G)} < cd,(G). Por outro lado, usando
novamente a hipétese sobre os estabilizadores de vértices, segue da equagao (2.1) que

cd,(G) < sup{2,cd,(G,) | v e V(T)} = sup{2, a,(Gy) | v € V(T)} < max{2,0,(G)}. O
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Proposicao 2.1.2. Seja P a propriedade de que subgrupos fechados abelianos possuam
posto finito limitado. Seja G um grupo profinito agindo sobre uma drvore profinita T'. Se

cada estabilizador de vértice de G possui a propriedade P entao G também a possui.

Demonstracao. Seja A um subgrupo fechado abeliano de GG. Entao A age sobre T' por
restri¢ao, e aplicamos o Teorema 1.4.3. O caso (b) desse teorema nao pode ocorrer, pois

todo subgrupo de A é abeliano.

Suponhamos primeiramente o caso (a), ou seja, que o grupo A estabiliza algum
vértice de T'. Temos, por definigao (vide p. 16), que A esta contido, a menos de conjugagao

por um elemento de GG, em algum grupo-vértice; logo, por hipétese, o resultado segue.

No caso (c), existe uma aresta e de T tal que stab 4(e) é um subgrupo normal de A
cujo quociente A/staby(e) é isomorfo a: (c.1) Zr X Zy; (¢.2) Zg X Z/MZ; (¢.3) Ly X L] 27.
Donde, A/staba(e) é isomorfo a Z, para algum conjunto o de primos (pois A é abeliano).
Ora, staby(e) é um subgrupo abeliano de um estabilizador de vértice, digamos stab(v).
Portanto, rk(A) < rk(Z,) + rk(staba(e)) < 1 + sup{rk(C) | C' <. stabg(v),C abeliano}
(cf. [Wil98, Prop. 8.1.1(b)]). O

Proposicao 2.1.3. Seja G = G g, Go um produto profinito livre com amalgamagao
prociclica. Suponhamos que Gy seja livre-de-tor¢ao. Seja p um numero primo com p > 2.
Se nenhum produto semidireto Z, X Z, (com respeito a agdes nao-triviais) é subgrupo de

G ou Gay, entao G também nao possui subgrupo isomorfo a tais grupos.

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por absurdo, que H seja um subgrupo de G isomorfo a
algum Z, x Z,. Seja T a arvore profinita padrao sobre a qual o produto amalgamado
proprio G age. Entao H age sobre T' por restri¢ao e aplicamos o Teorema 1.4.3. No caso
(a), H ficaria contido, a menos de conjugagao, em um dos fatores livres; o que nao pode
ocorrer por hipétese. Evidentemente, o caso (b) deste Teorema nao pode ocorrer, pois H

é soluvel.

No caso (c), existe uma aresta e de T tal que staby(e) é um subgrupo normal

de H cujo quociente H/stabpy(e) é isomorfo a Z, ou ao grupo trivial (pois H é pro-p).
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Claramente podemos supor que stabgy(e) # 1 e H/stabg(e) = Z,. Seja H, um conjugado
de staby (e) por um elemento de G, de modo que H, seja um subgrupo de G isomorfo a Z,,.
Seja o Ng(H.) — Aut(H.) a agao por conjugacao de Ng(H,) sobre H.. Relembremos
que Aut(Z,) = Z, x Z/(p — 1)Z, pois p # 2 (¢f. [RZ00b, Thm. 4.4.7(a)]). Se a imagem
a(Ng(H.)) fosse finita, entao a(H) seria trivial; logo H, seria central em H (= Z, xZ,) e
portanto trivial. Caso contrario, afirmamos que Ng, (H.) ou Ng, (H.) conteria Z, x Z,. De
fato, a luz da Proposigao 1.3.9, temos que Ng(H,) é topologicamente gerado por N¢, (H.)
e Ng,(H.); assim, a(Ng, (H.)) e a(Ng,(H.)) ndo podem ser ambos de torgao; como Z, é

projetivo e ambos Ng, (H) e Ng,(H.) contém H., a afirmacao segue. O

Observagao 2.1.4. Se p = 2, o subgrupo Z,xZ, pode aparecer como Ly -por-(Zo X Z/27).
De fato, se N é um subgrupo normal de um grupo pro-p G tal que G/N = Q111P Q)5, entdo
G =7"YQ) 1%, 771(Q2) onde 7 denota a aplica¢io canonica G — G/N.

2.2 Propriedades de grupos pro-finitos limites

Seja C uma classe nao-vazia de grupos finitos fechada sob formagao de subgrupo,
quociente e produto direto finito. Definimos indutivamente as seguintes classes de grupos
pro-C:

Go € a classe de todos os grupos pro-C livres de posto finito.

G, (n > 0) é a classe de todos os grupos G, onde G,, ¢ o produto pro-C livre
amalgamado G, ¢, | A,—1 satisfazendo:

(i) Cp—1 é um subgrupo préprio prociclico e um fator direto de um grupo
pro-C abeliano livre de posto finito qualquer A,, ;.

(ii) C,—1 é um subgrupo do grupo G,,_; de G,_; tal que o normalizador em

(G,,_1 de cada subgrupo prociclico nao-trivial de C),_; coincide com C,,_1.
Definigao 2.2.1. Um grupo pro-C limite G ¢é um subgrupo fechado topologicamente
finitamente gerado de algum grupo G,, de G, (n > 0). O peso de G € o menor tal inteiro

n.

Observamos que, quando C consiste de todos os p-grupos finitos a nossa classe de

grupos pro-C limites coincide precisamente com a classe de grupos originalmente estudada
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em [KZ11]. De fato, a propriedade de grupos limites de o normalizador e o centralizador
de um subgrupo 1-gerado nao-trivial qualquer serem abelianos e coincidirem, se verifica

para tais grupos pro-p ([KZ11, Thm. 5.1]).

Notamos ainda que no caso profinito, as aplicacoes canonicas G,_1 — G, e
A,_1 — G, sao monomorfismos, pela Proposicao 1.3.6. Obviamente, temos que todo
grupo profinito livre de posto finito ou abeliano livre de posto finito ¢ um grupo pro-finito
limite.

Da versao profinita do Teorema 1.3.8(a), temos que cada grupo pro-finito limite

é livre-de-tor¢ao. Na verdade, temos a seguinte propriedade mais forte.

Proposicao 2.2.2. Todo grupo pro-finito limite G possui p-dimensao co-homoldgica finita
e portanto € livre-de-tor¢ao. Além disso, se G nao for p-projetivo entio cd,(G) =

max{2, a,(G)}, onde a,(G) = sup{cd,(A) | A <. G, A abeliano}.

Demonstracao. Seja G um subgrupo fechado de algum grupo G,, de G,,. Se n = 0, temos
cd,(G) < 1. Suponhamos entdo n > 1. Em virtude da primeira assercao da Proposicao

2.1.1, temos

cd,(G) < sup{2, ed, (G NG, 1271, cd,(GNyA, 1y ") |2,y € G} .

Além disso, se G nao for p-projetivo, claramente temos max{2, a,,(G)} < cd,(G).
Para a desigualdade na outra dire¢ao, primeiramente notamos que cd,(G NyA, 1y~ ') <
a,(G). Por indugao temos que cd,(G N 2Gp_127 ) < max{2, o, (G N 2G,_127 1)}, pois
quando n = 1 temos cd,(G NzG,_1z71) < 1. O

Assim, os grupos pro-finitos limites prociclicos sao isomorfos a Z,, para algum
conjunto de primos 7. Quando 7 é vazio, obtemos o unico grupo limite que é pro-finito

limite, o qual é também o tinico grupo finito pro-finito limite, o grupo trivial.

Mais geralmente, sao grupos pro-finitos limites todos os grupos profinitos
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finitamente gerados G abelianos livres-de-torcao, a saber

o=TI (1% -
P \m(p)

com m(p) < d(G).

Observamos que, da seguinte Proposicao 2.2.3, cada subgrupo fechado abeliano
de um grupo pro-finito limite é um subgrupo (topologicamente) finitamente gerado de um
grupo profinito abeliano livre de posto finito; donde um grupo pro-finito limite de peso
no maximo 1. Na verdade, podemos estender a Proposicao 2.1.2 para subgrupos fechados

um pouco mais gerais do que subgrupos nilpotentes de grupos pro-finitos limites.

Diremos que um grupo profinito G satisfaz a condi¢cao do normalizador para
subgrupos fechados, se para cada subgrupo préprio fechado H de G temos que o
normalizador Ng(H) contém prépriamente H. Notemos que para um tal grupo, temos
que: todo subgrupo fechado e todo quociente por um subgrupo normal fechado também
satisfaz a condigao do normalizador para subgrupos fechados; e, existe um tnico subgrupo

p-Sylow para cada primo p, donde subgrupos de Sylow coprimos comutam pontualmente.

Proposigao 2.2.3. Seja G um grupo pro-finito limite. Os subgrupos fechados de G que
satisfazem a condi¢ao do normalizador para subgrupos fechados sao abelianos, e existe um

limitante (finito) uniforme para seus postos.

Demonstracao. Seja A um subgrupo fechado que satisfaca a condicao do normalizador
para subgrupos fechados de um certo grupo GG,,. Se n = 0 entao A é projetivo, e como
cada subgrupo pro-p livre de A deve ser abeliano (¢f. Teorema 1.3.8(b)), temos que
cada subgrupo de Sylow de A ¢é prociclico; donde A = Z, x Z, com 7 e p disjuntos
(cf. Proposigao 1.3.4) e portanto A = Z,,, pois subgrupos de Sylow coprimos comutam

pontualmente.

Suponhamos n > 1. Seja T a arvore profinita padrao sobre a qual o produto
profinito amalgamado préprio GG, age. Entao A age sobre T por restri¢ao e aplicamos o
Teorema 1.4.3; evidentemente, o caso (b) deste Teorema nao pode ocorrer, pela condigao

do normalizador.
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Suponhamos primeiramente o caso (a), ou seja, que o grupo A estabilize algum
vértice de T'. Temos, por definigdo (vide p. 17), que A esta contido, a menos de conjugagao

por um elemento de G,,, em G,_1 ou A,_1; logo, por inducao o resultado segue.

Na outra situagao possivel (o caso (c)), temos A = stab(e) X Z,. Como stab4(e)
estd contido, a menos de conjugacao por um elemento de G,,, em C),_1, temos A = Z. X Z,
e tk(A) < 2. Da condi¢ao de normalizadores de A segue que A é abeliano (pois caso
contrario A conteria um subgrupo isomorfo a Z, X Z, com respeito a uma agao nao-

trivial). O

Grupos limites discretos ou pro-p possuem uma forte relagao de comutatividade:
a comutatividade é transitiva sobre os elementos nao-triviais; ou seja, o centralizador de
cada elemento nao-trivial em tais grupos é abeliano (c¢f. Apéndice A). Desta propriedade

decorrem os seguintes resultados:
(1) grupos limites ndo-abelianos possuem centro trivial;
(2) grupos limites virtualmente abelianos sao abelianos;
(3) grupos limites soltveis sdo abelianos.

Como geralmente se espera, a situacao pro-finita é mais complexa do que a
discreta ou pro-p. No Apéndice A (p. 61), apresentamos um simples exemplo de grupo, a
saber G = Z,y X 7Z,, que ¢ pro-finito limite de peso 0, nao-livre, nao-abeliano e virtualmente
Z.

Antes de provarmos mais resultados, daremos a principal razao para as condigoes
do item (ii) na definigdo dos grupos G,,. Consideremos em um grupo, um elemento que
gere um grupo livre de posto 1. No caso discreto, o centralizador deste elemento em um
grupo livre é ciclico, e apdés fazermos uma extensao de centralizadores o centralizador
se torna abeliano. No caso profinito, o centralizador em um grupo profinito livre é
meta-prociclico, e apds fazermos uma extensao de centralizadores o centralizador se torna
meta-abeliano, ou (prociclico nao-trivial)-por-(diedral pro-m), ou ainda pode conter um

subgrupo pro-p livre nao-abeliano. Vide Proposicao 2.2.5 e Proposigao 2.2.10.
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Observagao 2.2.4. Segue do item (ii) na definigdo de grupos pro-finitos limites (p. 22),
que cada subgrupo prociclico nao-trivial P de C,,_1 possui normalizador em G, abeliano.

Com efeito, a luz da Proposicao 1.3.9 temos

NGn (P) = NGn—l(P) HCn—l NAn—l(P) = Cn_]- ch—l An_l = An_]- .

No préximo resultado veremos como seriam subgrupos soluveis de grupos
profinitos um pouco mais gerais do que grupos pro-finitos limites. Para isto, diremos
que um grupo profinito é um grupo profinito pré-limite se o item (ii) na construcao da
classe de grupos pro-finitos limites fosse apenas ‘C,,_; é um subgrupo auto-normalizante

do grupo G,,_; de G,,_1’.

Proposicao 2.2.5. Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito pré-limite. As

sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) H ndao contém subgrupo pro-p livre nao-abeliano algum, para cada primo p;
(ii) H ¢é virtualmente solivel;

)
)
(iii) H € abeliano ou (prociclico)-por-(extensdao cindida de dois grupos prociclicos);
(iv) H € metabeliano ou (prociclico nao-trivial)-por- (Z, X Z/27).

)

(v) H possui posto finito.

Demonstracao. Seja H um subgrupo fechado virtualmente solivel de algum G,,. Sen = 0,

a Proposicao 1.3.4 encerra a demonstracao.

Suponhamos entao n > 1. Seja T a arvore padrao sobre a qual G, age, e
restrinjamos a agao a H. Sob qualquer uma das condigbes (i)-(v) desta Proposigao,

os Unicos casos do Teorema 1.4.3 que podem ocorrer sdo (a) e (c).

No caso (a), H é um subgrupo de um conjugado de G,_; ou A,_;. Por inducao
sobre n, o resultado segue. No caso (c), existe uma aresta e de T tal que stabg(e) é
um subgrupo normal de H cujo quociente H/staby(e) é isomorfo a: (c.1) Z, X Z,; (¢.2)
Ziw X L] MZs; (¢.3) Zy x Z/27. Notemos que, stabg(e) ¢ um subgrupo de um conjugado

do grupo prociclico C,,_;. Logo, H é poli-prociclico.
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Portanto, valem as condigoes (i), (ii) e (v) e estas sdo duas a duas equivalentes.

Resta mostrarmos que (iii) implica (iv).

(iii)=(iv). Vamos analisar a estrutura de G que é, em principio, Z,-por-(Z, x H), de

acordo com as trés alternativas do caso (c¢) do Teorema 1.4.3.

Caso (c.1). Escrevendo Z, = [],..Z,, consideramos o conjunto my de todos

pET
primos p de 7 tais que Z, ¢ fixo pela acao de Z,, e definimos m = m—my. Assim, Z, =
Liry X Lo, . Logo, G é (Zy -pO1- Ly, ) -pOr-(Zy, -por- Z,). Como o subgrupo normal Z, possui
grupo de automorfismos abeliano (c¢f. [RZ00b, Thm. 4.4.7]), o subgrupo derivado [G, G|
centraliza Z,. Por outro lado, Z, é o subgrupo derivado de Z, x Z, (vide demonstragao

da Proposicao 1.3.4). Logo G é (Z, X Ly, ) -por-(Zx, X Z,).

Caso (c.2). Mutatis mutandis nos argumentos no caso anterior. O conjunto my é
vazio, pois a agao é livre-de-pontos-fixos; e, o subgrupo derivado de Z, X Z/mZ é Z, (pelo
[RZ00b, Lemma 4.6.5] e pelo fato que o subgrupo derivado de um grupo de Frobenius finito
¢ o produto do nicleo de Frobenius pelo derivado do subgrupo de Frobenius). Portanto,

G é (Zy X Zy)-por-Z/mZ, com ¢ nao-vazio.

Caso (c.3). Neste caso, ndo ha como obtermos um grupo metabeliano (cf.

Observagao 2.1.4), e assim G é (prociclico nao-trivial)-por-(diedral pro-). O

Ja observamos anteriomente que existe um grupo pro-finito limite nao-abeliano
virtualmente 7 (¢f. Apéndice A, p. 61). De modo geral, um grupo profinito livre-de-tor¢ao
virtualmente prociclico G € meta-(prociclico) projetivo; e logo € abeliano se, e somente se,
G = Z, para algum conjunto m de primos. Isto segue, por exemplo, da Proposi¢ao B.3
ou do proeminente teorema de SERRE sobre dimensao co-homoldgica de grupos profinitos

(¢f. [RZ0Ob, Thm. 7.3.7(a))).

Corolario 2.2.6. Seja H um subgrupo fechado de um grupo pro-finito limite. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

(i) H nao contém subgrupo pro-p livre nao-abeliano algum, para cada primo p;

(ii) H € virtualmente solivel;
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(iii) H possui posto finito;

(iv) H € abeliano ou meta-prociclico projetivo.

Demonstrac¢ao. Basta chegarmos a condigao (iv). Seja H um subgrupo fechado virtual-
mente soluvel de algum G,,. Seguindo a demonstragao da Proposicao 2.2.5, podemos supor
que n > 1. A simplificagdo ocorre no caso (¢) do Teorema 1.4.3. Se staby(e) = 1, entao a
tnica situacao possivel é (c.1), pois G é livre-de-tor¢ao. Suponhamos staby(e) # 1, e seja
H,, contido em C,,_;, um conjugado do estabilizador de aresta staby(e) por um elemento
de G,. Ora, Ng,(H.) é abeliano, pela Observacao 2.2.4; donde H = Np(stabg(e)) é

abeliano. O

Em particular, temos que os grupos pro-finitos limites satisfazem a p-alternativa
de Tits (i.e. cada subgrupo fechado de um grupo pro-finito limite ou € virtualmente solivel,

ou possui um subgrupo pro-p livre ndo-abeliano).

Corolario 2.2.7. Para qualquer primo p, nenhum produto semidireto Z, X Z, (com

respeito a uma agdo nao-trivial) € um subgrupo de um grupo pro-finito limite. [

Relembramos que um grupo profinito G é analitico p-adico se, e somente, GG
contiver um subgrupo pro-p aberto de posto finito (¢f. [DDMS, Cor. 8.34] ou [RZ00b,
Sec. 2.12.1]). Logo, se G for profinito, analitico p-adico, e livre-de-tor¢ao, temos que G
é um grupo pro-p de posto finito (¢f. [DDMS, Ex. 3.1, p. 58]). Observamos entao o

seguinte resultado.

Corolario 2.2.8. Cada grupo pro-finito limite que € analitico p-ddico deve ser pro-p

abeliano livre de posto finito. O

Diremos que um grupo profinito G é just-infinite! se G for infinito e cada
quociente proprio continuo de G for finito; equivalentemente, cada subgrupo normal nao-
trivial fechado de G é aberto. Como um grupo profinito infinito nao pode ser simples,
a propriedade de ser just-infinite é um analogo natural de simplicidade para grupos

profinitos.

'Uma possivel expressao em portugués seria “um pouquinho no-finito”.
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Corolario 2.2.9. Seja H um subgrupo fechado virtualmente just-infinite de um grupo
pro-finito limite. Se H nao contém subgrupo pro-p livre nao-abeliano algum para cada

primo p, entao H ¢é isomorfo a Z, para algum primo p.

Demonstracao. Basta mostrarmos o resultado para H just-infinite, pois um grupo

profinito livre-de-tor¢ao virtualmente Z, é isomorfo a Z, (cf. Proposicao B.3).

Consideremos primeiramente H projetivo; isto é, H = Z, x Z,. Supondo H

just-infinite, temos H = Z, com p em 7 se 7 for nao-vazio, e p em p caso contrario.

Finalmente, um grupo profinito abeliano just-infinite G qualquer deve ser
isomorfo a Z,. De fato, como G ¢ produto de seus subgrupos de Sylow, temos que G
¢ um grupo pro-p. Usando novamente que G ¢é just-infinite, segue que o subgrupo de
Frattini de GG deve ser aberto e logo G é finitamente gerado. Agora, G nao pode conter
elemento de tor¢ao, ou seja G é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito. Portanto

G deve ser isomorfo a Z,,. O

Voltamos agora a questao da transitividade da comutacao de grupos pro-finitos

limites.

Proposicao 2.2.10. Seja H um subgrupo fechado qualquer de um grupo pro-finito limite,
e seja g um elemento qualquer de H com @ isomorfo a um grupo profinito livre de posto

1. Temos:
(i) o centralizador Cy(g) € abeliano maximal ou meta-prociclico projetivo;

(ii) o normalizador Ny ({g)) € abeliano mazimal ou meta-prociclico projetivo, e abeliano
s0 se coincide com o centralizador.

Demonstragao. (i) Basta mostrarmos o resultado para H = G,. Por simplicidade

notacional, sejam G := G, e C := Cg(g).

Se n = 0, temos que @ ¢ um subgrupo normal do grupo pro-finito projetivo C.
Seja S um subgrupo p-Sylow de C'. Intersectando @ com S, obtemos o subgrupo p-Sylow

de (g). Pelo Lema 1.3.5, temos que S = Z,. Donde C' é meta-prociclico projetivo, pela

Proposicao 1.3.4.
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Suponhamos entao n > 1. Seja T a arvore profinita padrao sobre a qual o produto
amalgamado préprio G, age. Pela Proposicao 1.4.2 existe uma subarvore profinita C-

invariante minimal nao-vazia D. Quando D possui apenas um elemento, existe um

1

elemento r em G, tal que o subgrupo conjugado xCz™" esta contido em G,_; ou A, 1.

Pela hipotese de inducao, segue que C' é abeliano ou meta-prociclico. Suponhamos que D
possua mais de um elemento. O ntcleo K da acao de C' sobre D é um subgrupo de cada
estabilizador de aresta da acao. Como cada estabilizador de aresta esta contido, a menos

de conjugacao por um elemento de G,,, em C,,_1, o grupo K é prociclico.

Se g € K, temos que Cg(g) é abeliano, pela Observagao 2.2.4.

Se g ¢ K, entao @ N K ¢ trivial ou nao. Na ultima situacao o resultado segue,

pois se 1 # z € ({g) N K), temos Cg(g) € Ca(z) e entdo Ng({z)) é abeliano, pela

Observacao 2.2.4. Na primeira situacao, @K /K é um subgrupo de C'/K isomorfo a Z,

e o centralizador Cex((g9)K/K) é C/K. Como C/K age fiel e irredutivelmente sobre

D, temos por [Zal90, Lemma 2.4(d)], que C¢/x((g9)K/K) é projetivo. Pela Proposicao
1.3.4, C' é prociclico-por-(meta-prociclico); donde abeliano ou meta-prociclico projetivo,

pelo Corolério 2.2.6.

(ii) O grupo de automorfismos Aut((g)) é abeliano (cf. [RZ00b, Cor. 4.4.8]); logo,

Ng(@) é metabeliano-por-abeliano, e portanto abeliano ou meta-prociclico projetivo,
pelo Corolario 2.2.6. Obviamente, se existe um elemento z em Ng((g))—Cg(g), entio o

subgrupo (g, z) de Ng({g)) é nao-abeliano. O

Corolario 2.2.11. Em um grupo pro-finito limite, um subgrupo fechado que possua Z

como fator direto deve ser abeliano. O

Para o ultimo resultado desta secao, vamos relembrar conceitos de recobrimentos
de grupos profinitos. Seja G um grupo profinito. Dizemos que um epimorfismo de grupos
profinitos ¢: G — G é um recobrimento projetivo (resp. de Frattini) se, G for projetivo

(resp. ker(y) € ®(G)). Por [FJ05, Prop. 22.6.1] (ou ainda [RZ00b, Lemma 2.8.15]), cada

grupo profinito G possui um epimorfismo p: G — G, unico a menos de isomorfismo, que
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¢ um recobrimento projetivo e de Frattini. Tal recobrimento é chamado de recobrimento

de Frattini universal.

Proposicao 2.2.12. Um grupo pro-finito limite que possui a propriedade comutatividade-

transitiva € abeliano ou pro-p.

Demonstracao. Por simplicidade, um grupo que possui a propriedade ‘comutatividade-
transitiva’ serd chamado de um grupo CT. Seja G um subgrupo profinito finitamente

gerado CT de algum G,,.

Se n = 0, entao G é prociclico ou pro-p livre nao-abeliano. De fato, suponhamos
GG nao-abeliano. Se cada quociente finito de G é um p-grupo, entao G é pro-p livre. Caso
contrario, seja () um quociente finito nao-abeliano de GG com elementos de ordens primas
distintas. Entao, a aplicagdo candnica G — () se fatora sobre o seu recobrimento de
Frattini universal ¢: @ — @ (pois G ¢é projetivo), de modo que G — @ também é um
epimorfismo (pois ker(3) € ®(Q)). Agora, o Frattini ®(Q) ¢ um subgrupo normal aberto,
e @ possui um subgrupo p-Sylow S, nao-trivial; intersectando este com (ID(@) obtemos
um subgrupo p-Sylow de @(é), o qual possui indice finito em S,. Dai, como @(@) é
pronilpotente (cf. [Wil98, Prop. 2.5.1(d)]), subgrupos de Sylow de Q relativos a primos
distintos comutam pontualmente; donde @ é pronilpotente (vide [Wil98, Prop. 2.4.3]).
Por outro lado, sendo @ projetivo, este pode ser visto como um subgrupo de G; logo @

também é CT. Assim, cada subgrupo de Sylow de @ ¢é abeliano; donde @ também o é.

Uma contradicao com a defini¢ao de @

Suponhamos, por inducao sobre n, que o resultado seja verdadeiro para G, ;
(p. 22). Consideramos G,, € G, onde G,, = G,_1 ¢, |, Apq com A, 1 = B,_1 X Cy4

e G,_1 # C,_1 # A,_1. Seja D, 1 um fator direto maximal prociclico nao-trivial de

B,_1 (que pode coincidir com B, 1) e definamos K = (¢D,, 197! |g € G,,). Por [Zal95,
Thm. BJ, K é um grupo pro-finito projetivo. Seja P a intersec¢ao de K com G. Como no
segundo pardgrafo nao usamos o fato que G é finitamente gerado, temos trés possibilidades
para P: pro-p livre nao-abeliano, prociclico nao-trivial, ou trivial. Para concluirmos a

demonstracao, suponhamos doravante que G nao seja pro-p.
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Nao pode ocorrer de P ser pro-p livre nao-abeliano. De fato, como existe um
elemento y em G tal que @ = 74, com q # p, e como G é CT, @ agiria nao-trivialmente
sobre o subgrupo normal P; ou seja, existiria x em P que nao comutaria com y. Logo
o subgrupo W seria C'T, projetivo, nao-abeliano e nao-pro-p; uma contradi¢ao com o

segundo paragrafo.

Suponhamos que P seja prociclico nao-trivial. Tomamos, entao um subgrupo
[-Sylow nao-trivial S de P, o qual é caracteristico em P, e logo normal em G. Se S for
central em G, entao GG deve ser abeliano. Senao, existiria um elemento de G que nao
comutaria com S e logo existiria um subgrupo 7', de ordem poténcia de um primo r,
que nao comutaria com S. Considerariamos entao S. T = Z; X Z,. Se r # [, entao este
produto, e logo G, nao seria CT (¢f. Coroldrio A.4). O caso r = [, ndo poderia ocorrer

pelo Corolario 2.2.7.

Finalmente suponhamos que P = 1. Ora, K é o niucleo do epimorfismo 7: G,, —
Gn1 e, | (Ay-1/D,—1) induzido pela identidade de G,_; e pela aplicagdo canonica
Ap1 — Ay_1/Dp_q1. Entao, G = w(G) e, ou A,_1/D,1 = C,—y ou d(A,—1/Dp_q) <

d(A,_1). Por indugao sobre n e d(A,_1) o resultado segue. O

Notamos que grupos pro-finitos limites nao-abelianos podem possuir centro nao-
trivial. Por exemplo, se p e ¢ sdo primos distintos e ¢ divide max{2,p — 1}, consideramos

o grupo nao-abeliano Z, x Z,.

2.3 Mais exemplos e nao-exemplos

No cléssico artigo [Bau62] sobre grupos residualmente livres, surge a importante
construcao de G. BAUMSLAG conhecida, hoje em dia, por duplo de Baumslag. FEsta
consiste de um produto livre com amalgamacao ciclica auto-normalizante nos fatores
livres, onde estes sao grupos isomorfos. Adicionando uma natural condi¢ao, obtemos que,
assim como nos casos discreto e pro-p, um duplo de Baumslag de um grupo pro-finito

limite é também um grupo pro-finito limite:
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Proposicao 2.3.1. Seja G um grupo pro-finito limite contido em algum grupo G, de
Gn, € seja : G — G um isomorfismo de grupos profinitos. Suponhamos que para cada
subgrupo prociclico nao-trivial D de C tenhamos Ng, (D) = C. Se K € o produto pro-
finito livre com amalgamagao prociclica G, _& G, entdo K € um grupo pro-finito limite

de peso <n+1.

Demonstracao. Definamos G4 = G, l¢, A,, onde C,, := C e A, := C x (t) com t
tal que A, seja profinito abeliano livre de posto 2. Como K é isomorfo ao subgrupo
(G,tGt=1) de G 11, A, temos que K é um subgrupo profinito finitamente gerado de

Gpri1 que satisfaz

NG D):NGn(D)HCn NAn(D):CnHCn An:Ana

n+1(

a luz da Proposicao 1.3.9. O]

O préximo resultado nos fornece exemplos nao-triviais de grupos pro-finitos

limites, cujo analogo pro-p nao é conhecido.

Proposicao 2.3.2. O completamento profinito de um grupo limite discreto € um grupo

pro-finito limite.

Demonstragao. Seja L um subgrupo finitamente gerado de um grupo livre (discreto) Lg.
Temos que o grupo L esté naturalmente contido em ZB. De fato, por [RZ00b, Lemma
3.2.6], basta mostrarmos que a topologia profinita de Lq induz a topologia profinita sobre
L. Agora, um Teorema de M. HALL diz que cada subgrupo finitamente gerado de um
grupo livre é um fator livre de algum subgrupo de indice finito; isto é, existe um subgrupo
de indice finito V' de modo que V = K I1%* [, para algum subgrupo K de Lq. Por [RZ00b,
Lemma 3.1.4(a)], a topologia profinita de Ly induz a topologia profinita sobre V' e, por
[RZ00b, Cor. 3.1.6(a)], a topologia profinita de V' induz a topologia profinita sobre L.

Seja L um subgrupo finitamente gerado do grupo limite discreto L, = L, H%Z:f—l

X,_1, onde Z, 1 é um subgrupo proéprio ciclico e fator direto do grupo abeliano livre de

posto finito X,,_1, e auto-centralizante em L,,_;.
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Afirmamos que f;b = fn: HZ/: )?n: De fato, L, é residualmente livre e
portanto residualmente finito. Além disso, por [RZ96, Lemma 2.1], a topologia profinita de

L,, induz a topologia profinita sobre L, 1, X,,_1 e Z,_1. A afirmacao segue imediatamente

de [RZ00b, Ex. 9.2.7(2)].

Agora, seja Y um subgrupo nao-trivial de Z,,_;. Por [CZ07, Prop. 3.4, Prop. 3.5,

e Lemma 3.3], temos para cada inteiro k que

Na(?) = Ca(?) = CLk(Y) = NLk(Y) :

Assim, o subgrupo Z,_; é autonormalizante em L, ;. Além disso, Y possui normali-
zador em L, abeliano (por comutatividade-transitiva), donde NL/:(}A/) = Zp_1 (vide

Observagao 2.2.4).

Finalmente, argumentando como no primeiro paragrafo, temos que o grupo L estd
naturalmente contido em Z\n Agora, [Wil08, Thm. B] diz que grupos limites retratam-se
virtualmente sobre cada um de seus subgrupos finitamente gerados, ou seja existe um
subgrupo de indice finito V' em L,, que contém L e existe um homomorfismo de grupos
p: V — L tal que pj;, = idy. Assim, V = ker(p) x L. Portanto, a topologia profinita de
L,, induz a topologia profinita sobre V', que por sua vez induz a topologia profinita sobre

L. O

Em particular, o completamento profinito de cada grupo de superficie que nao
seja nao-orientavel de caracteristica de Euler 1, 0 ou —1, é um grupo pro-finito limite.

(cf. [FR99, Sec. 3.5] para grupos de superficies).

Encerramos este capitulo dando exemplos de que, ao contrario do que ocorre para
grupos limites discretos e pro-p, a abelianizacao continua de grupos pro-finitos limites pode

nao ser infinita.

Proposigao 2.3.3. O recobrimento de Frattini universal de um grupo finito simples nao-

abeliano possui abelianizacao continua trivial.

Demonstracao. Seja m: X — Y um recobrimento de Frattini de um grupo profinito Y.
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Entao, um subgrupo fechado Xy de X é igual a X se, e somente se, 7(Xy) =Y. Logo, se

Y é um grupo profinito perfeito, (i.e. Y = [Y,Y]), entdo X também o é. ]



Capitulo 3

Subgrupos 2-gerados de produtos
pro-p livres com amalgamacao
prociclica

Quando le cose diventano troppo complicate, qualche wvolta ha un senso

fermarsi e chiedersi: ho posto la domanda giusta?
Enrico Bombieri

O resultado principal da Teoria de Bass-Serre de grupos agindo sobre arvores
afirma que um grupo G agindo sobre uma arvore T é o grupo fundamental de um grafo
de grupos cujos grupos-vértice e grupos-arestas sao estabilizadores de certos vértices e
arestas de T'. Isto diz que GG pode ser obtido por sucessivas formacoes de produtos livres
com amalgamagao e HNN-extensoes. A versao pro-p deste teorema nao vale em geral
(cf. Apéndice C, Exemplo C.8, p. 68), a saber, um grupo pro-p agindo sobre uma arvore
pro-p nao é necessariamente isomorfo ao grupo pro-p fundamental de um grafo de p-
grupos finitos (provenientes dos estabilizadores). Além disso, o grupo pro-p fundamental
de um grafo profinito de grupos pro-p nao necessariamente se decompoe como um produto
pro-p livre com amalgamacao ou uma HNN-extensao pro-p sobre alguns estabilizadores
de arestas; a razao é que retirando uma aresta do grafo profinito podemos destruir sua
compacidade. Estes dois fatos sao usualmente os principais obstaculos para se demonstrar

teoremas de subgrupos de construcgoes livres na categoria de grupos pro-p.

36
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No Apéndice C apresentamos resultados de W. HERFORT e P. ZALESSKII (cf.
[HZ07, Sec. 5] ou [HZZ11, Sec. 3|) que mostram que os dois resultados da Teoria de Bass-
Serre mencionados anteriormente valem para grupos pro-p finitamente gerados infinitos
agindo virtualmente livremente sobre arvores pro-p, i.e. tais que a restricao da agao sobre

um certo subgrupo aberto seja livre; um tal grupo pro-p é entao virtualmente pro-p livre.

Teorema 3.0.1 (¢f. Apéndice C). Seja G um grupo pro-p finitamente gerado infinito

agindo virtualmente livremente sobre uma drvore pro-p T. Entdo

(C.6) G se decompoe ou como um produto pro-p livre amalgamado ou como uma HNN-
extensao pro-p sobre algum estabilizador de aresta;

(C.7) G € isomorfo ao grupo pro-p fundamental 111(G,T") de um grafo finito conexo de p-

grupos finitos cujos grupos-vértices e grupos-arestas sao isomorfos a estabilizadores
de vértices e arestas de T'.

A luz do Teorema 3.0.1 nés obtemos o resultado principal deste capitulo:

Teorema 3.0.2. Seja G = Allg B um produto pro-p livre de A e B com amalgamacao
prociclica C'. Suponhamos que o centralizador em G de cada subgrupo fechado ndao-trivial
de C' seja um grupo pro-p abeliano livre e contenha C como um fator direto. Se cada
subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada subgrupo pro-p 2-gerado de B € um grupo pro-p livre

ou um grupo pro-p abeliano livre entao cada subgrupo pro-p 2-gerado de G também o €.

Este resultado é uma versao pro-p de um resultado classico de G. BAUMSLAG
[Bau62, Thm. 2| que deu impulso a teoria dos grupos limites. Nosso teorema generaliza
[KZ11, Thm. 7.3], bem como a versao pro-p de [BBau68] para amalgamagoes prociclicas.

Os detalhes estao apresentados na Secao 3.3.

O método da demonstragao consiste em considerarmos a arvore pro-p padrao T’
sobre a qual G age; dai, para um subgrupo pro-p 2-gerado L de G, decompomos o par

(L,T) como um limite inverso de (L,,T,,) satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.0.1.

Notagao. Ao longo deste capitulo, p denota um numero primo arbitrario fixo. Por

razoes estéticas, fazemos algumas simplificacoes nas nossas notagoes. Para x e y em um
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grupo escrevemos y* := x 'yx. Todos os grupos sio pro-p, subgrupos sao fechados e
homomorfisms sdo continuos. Para um subconjunto A de um grupo G' denotamos por (A)
o subgrupo de G (topologicamente) gerado por A e por A% o fecho normal de A em G, i.e.,
o menor subgrupo normal fechado de G contendo A. O conjunto de todos os elementos
de torgao de G é denotado por tor(G). Para um grupo G agindo continuamente sobre
um espaco X denotamos o conjunto dos pontos fixos de G por X% e para cada z € X o

estabilizador pontual por G, (ao invés de stabg(z)). Definimos G:= (G, |z € X).

3.1 Resultados sobre limites inversos

Antes de provarmos seis resultados sobre limites inversos, iniciamos com um
resultado essencial que sera utilizado apds aplicarmos o Teorema 3.0.1 na demonstragao

do Teorema 3.0.2.
Proposicao 3.1.1. Seja G um grupo pro-p 2-gerado.
(a) Se G é um produto pro-p livre com amalgamagao prociclica, entdo um dos seus

fatores livres € prociclico.

(b) Se G é uma HNN-extensao pro-p propria com subgrupos associados prociclicos, entao
seu subgrupo base H é no mdzrimo 2-gerado.

(c) Se G € o grupo pro-p fundamental de uma drvore finita, diferente de um tnico

vértice, de p-grupos finitos tal que todos os grupos-arestas sao ciclicos, entdo: ou
G =KIp R com K ciclico e R finito, ou G = K1lp Mg N, com K e N ciclicos
e M C O(G).

Demonstracao.

(a) Suponhamos que G = A lls B e denotemos por “barra” passar ao quociente de
Frattini. Temos um epimorfismo ébvio de G para o “pushout” induzido P:= A Iz B.
Sejan:= d(A)+d(B). Como C' é prociclico, a imagem M do nicleo da aplicagdo canonica
ATl B — G via a aplicacdo cartesiana AII B — A x B é também prociclica. Esta tltima
aplicacao induz um epimorfismo de G para o grupo pro-p abeliano elementar pelo menos

(n — 1)-gerado (A x B)/M. Portanto, n < 3 e o resultado segue.
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(b) Suponhamos que G = HNN(H, C, f,t) com C' = (c) e denotemos por “barra” passar
ao quociente de Frattini. Se d(H) > 3 entao d(G) > 3, como pode ser visto ao utilizarmos

o epimorfismo 6bvio G — (H x <t))/<f_1éfmil). Logo d(H) < 2.

(c) Seja G = II;(G,T") com grupos-vértices finitos G(v) e grupos-arestas ciclicos G(e).
Afirmamos que I' possui no maximo 3 vértices. De fato, decompondo G sobre uma aresta
e de ', podemos e vamos supor que G(dy(e)) é prociclico pelo item (a); donde dy(e) é um
vértice pendurado de I' (i.e., existe uma tinica aresta incidente ao vértice). Suponhamos
entdo que I' possua pelo menos 3 vértices, e seja a uma aresta de I'—{e} possuindo
vértice inicial ou final v = d;(e); sem perda de generalidade, suponhamos que dy(a) = v.
Entao di(a) é um vértice pendurado com grupo-vértice prociclico G(d;(a)); com efeito,
caso contrario, decompondo G sobre a aresta a obteriamos d(G) > 2, uma contradigao.
Agora, se tivermos um nimero r > 2 de arestas com vértice inicial ou final v entao segue
da apresentacio pro-p de G (p. 16) que este possui um grupo pro-p abeliano livre Z;, como

quociente; isto implica r = 2, donde |V(I")] < 3.

Se |V(I')| =2 entao G = K IIp M com K e M finitos, e, pelo item (a), podemos

supor que K seja ciclico.

Suponhamos finalmente que |V(I')| = 3. Entao G = K IlIp M lIxy N com D e E
ciclicos e K, M, e N finitos. Como a decomposigao de G é prépria, temos d(K LIp M) =
d(M 1z N) = 2 e, usando o item (a), concluimos que K e N devem ser ciclicos. Como

d(G) =2 entdao M C ®(G) segue. O

Para os préximos trés resultados mais técnicos, supomos que os conjuntos parcial-
mente ordenados dirigidos I dos sistemas inversos sejam isomorfos a N. Relembramos
que um subconjunto J de um conjunto parcialmente ordenado qualquer (I, <) é cofinal

se para cada elemento ¢ em [, existe um elemento j em J tal que ¢+ < j.

Proposigao 3.1.2. Seja G o limite inverso de um sistema inverso sobrejetivo {Gj, ;j, I}
de grupos pro-p. Suponhamos que cada G; = HNN(H;, A;, B;,t;) seja uma HNN-eztensao

pro-p com H; finito. Temos:
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(a) Existe um sistema inverso de grupos {H], ;;, J} onde J € um subconjunto cofinal
de I, e cada H] é um conjugado de um subgrupo de H; por um elemento de G;.

(b) Se ¢;;(H;) = H;, entao existe um subconjunto cofinal J de I tal que, existe um
sistema inverso de grupos {Al, ¢, J} com cada Al um conjugado de A; por um
elemento de G;, ou existe um sistema inverso de grupos {B!,yij, J} com cada B!
um conjugado de B; por um elemento de G;.

(c) Se wij(H;) = H; e pi;(A;) =2 Aj, entao G = HNN(H, A, B,t) com H := l‘&lH,f,
A= I'LHA;, e B:= @Bg’.

Demonstrac¢ao. Fixemosle kem I com k < (. Pelo Teorema 1.3.11(a) existe um elemento
-1
gr de Gy, com @y (H;) C H;Zk . Conjugando H;, A;, B; e t; por um elemento g; de gol_kl(gk),

nao alteramos Gy, e obtemos H|, A}, B e t; de modo que ¢y (H]) C Hj.

(a) Para o subconjunto cofinal J de I consistindo de todos os ¢ com k < i obtemos o
sistema inverso desejado {HY, i;, J}.

1

(b) Como A, = H; N Hltl_ e cada gy é sobrejetiva, pelo Teorema 1.3.11(b) temos que
i (A]) esta contido, a menos de conjugagao por elemento h,;l de Hj, em Aj, ou By. Pelo
mesmo argumento oy (B]) esta contido, a menos de conjugagao por elemento de H}, em

A ou By.

Suponhamos que para uma infinidade de indices ¢ e j de I tenhamos que A} sejam
enviados, a menos de conjugacao, para A}. Conjugando H;, A}, Bj e t; por um elemento
h; de ;' (h;) N H] (notemos que tal h; existe pois p;;(H;) = H;), obtemos HJ, AY, B
e tj tais que @;(Aj) estd contido em A’; isto nao altera o grupo G;. Passando a um
subconjunto cofinal, obtemos um sistema inverso {A?, ¢;;, J}.

Caso contrario, existe uma infinidade de indices i e j de I tais que B, sao enviados,

a menos de conjugacio, para B}. Entdo conjugando e passando a um subconjunto cofinal,

: : "
obtemos um sistema inverso {B}', @;;, J}.

(c) Passando a um subconjunto cofinal de I, para cada i temos dois casos: (i) ou A7 e
B! sao conjugados em H/; (ii) ou A” e B! nao sao conjugados em H.

No caso (i), podemos, mediante conjugacao nao alterando G;, supor que A” e BY
) p Y .] s (3 p q 1 7

coincidem. Isto é, obtemos sistemas inversos coincidentes {A7, ¢;;, J} e {B/, pi;, J}.
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No caso (ii), podemos supor que @ (A7) (resp. @;x(Bj)) coincide com Ay ou
By, pois ¢;;(A;) = A;. Agora, nao pode ocorrer de ambos A7 e B/ irem para um mesmo
subgrupo associado de H. De fato, digamos que p;;(A]) = A} = ¢i;(B]'), entao pi;(t;)
normalizaria A, e portanto ;;(t!) ficaria contido no subgrupo préprio (Hj, H, ,’ctg_l% pela
Proposigao 1.4.4; uma contradigao com a sobrejetividade de ¢;;. Portanto, ou ¢;;(AY) C
A e ¢i;(Bl') € Bj, ou ¢;;(A]) C B} e ¢;;(B]) € AJ.. Passando a um subconjunto

cofinal, obtemos sistemas inversos {A7, ;;, J} e { B, ¢;;, J}.

Agora, sejam H := l'ng{, A= @A;’, B = @Bg’ e sejam ¢;: G — G; as

projecoes. Para cada ¢ em [ consideremos o subconjunto
Xi:={m € G|@i(A)7 =pi(B) e Gy = (pi(H), 0i(1:))} -

Claramente cada X; é compacto ndo-vazio, e como X, C X;, existe ¢ em (), X; de modo

que B = A’

O isomorfismo desejado entre HNN(H, A,t) e G segue entao da propriedade

universal de HNN-extensoes pro-p. O

Proposicao 3.1.3. Seja G o limite inverso de um sistema inverso sobrejetivo {G;, ;j, I}
de grupos pro-p G;, cada qual um produto pro-p livre G; = A; 11 B; com A; ciclico e B;
prociclico. Temos:

(a) Se algum B; for infinito, entdo existe um sistema inverso {Aj, p;;, JJ} onde J € um

subcongunto cofinal de I, e cada A, é um conjugado de A; por um elemento de G,

de modo que G = (1&1 AN 1L Z,,

(b) Se cada B; for finito, entdo existem sistemas inversos {A%, pi;, J} e {Bl, @i, J},

onde J é um subconjunto cofinal de I, e cada A (resp. Bi) é um conjugado de A;

(resp. B;) por um elemento de G;, de modo que G = (@ A1 (@ Bj).

Demonstracao.

(a) Seja iy em [ tal que By, = Z,, temos B; = (t;) = Z, para cada i com iy < i. Pelo
Teorema 1.3.8(a), A; é enviado por ¢;; a um conjugado de A;. E de fato, sobrejetivamente;

pois caso contrario, o homomorfismo induzido entre os produtos cartesianos A; x B; —
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A; x Bj nao seria sobrejetivo. Para obtermos o resultado desejado, basta aplicamos a

Proposicao 3.1.2(c) para G; = HNN(A;, 1,¢;).

(b) Como cada B; ¢ finito e cada ¢;; é sobrejetiva, do Teorema 1.3.8(a), obtemos que
fatores livres distintos de G; sao enviados, a menos de conjugacao, a fatores livres distintos
de G;. Logo, existe um subconjunto cofinal J de I de modo que para todos 7, j em J temos
¢ij(A;) = A e ij(B;) = B}’ para certos x;, y; em G;. Assim, apés conjugagoes, obtemos
indutivamente os sistemas inversos desejados { A}, ¢;;, I'} e { B, pi;, I }. O resultado segue

(2 7

de [RZ00b, Lemma 9.1.5]. O

Proposigao 3.1.4. Seja G o limite inverso de um sistema inverso sobrejetivo {Gj, ;j, I}
de grupos pro-p G;. Suponhamos que G; se decomponha como um produto pro-p livre
amalgamado G; = K; lIp, R; com K; ciclico e R; finito ou G; = K; Up, M; g, N;, com
K; e N; ciclicos, M; finito e M; C ®(G;). Entdo, passando a um subconjunto cofinal J de
I, se necessdrio, existem sistemas inversos { K/, ¢;;, J} e {D}, @i;, J} tais que D! C K|,

0ij(Kj) = K}, onde cada K] (resp. D) é um conjugado de K; (resp. D;) por um elemento
de Gl

Demonstragao. Usando o Teorema 1.3.8(a), se G; se decompoe da primeira maneira, ¢;;
envia fatores livres para fatores livres a menos de conjugacao, se da segunda, ¢;; envia
fatores ciclicos para fatores ciclicos a menos de conjugacao. Assim, em ambos os casos,
podemos passar a um subconjunto cofinal J de I tal que para todos i > 7 em J temos
¢i;(K;) € K, para algum g; em G;. Dai, como Kj é ciclico, temos ¢;(K;) = K’
(com efeito, caso contrario ¢;;(K;)% # K]-Gj contradiria a sobrejetividade de ¢;;). Agora
escolhendo g; € w;jl(gj) e tomando K!:= K igi_l, indutivamente obtemos o sistema inverso
desejado {K7, i;, J}. A seguir, tomando D) := Df;l temos D} C K] N MY entéao, pelo
Teorema 1.3.8(b), ¢i;(D;) C K; N w;(M;) C D;bj, para algum b; em K. Escolhendo
b, € gpi’jl(bj) N K! e tomando D/ := D/ " obtemos o outro sistema inverso desejado

{D}, ij, I} O

Encerramos a presente secao com trés lemas gerais simples.
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Lema 3.1.5. Seja G o limite inverso de um sistema inverso {G;, @;;, 1} de grupos pro-p.
Suponhamos que exista uma constante d com d(G;) = d para todo i € I. Se d(G) = d,
entao existe k em I tal que @i, € sobrejetiva para cada i. Em particular, as projecoes

G — G; sao sobrejetivas sempre que © > k.

Demonstragcao. Para cada ¢ € I, seja p;: G — G; a projecao. Suponhamos, por
absurdo, que para cada j em I existisse alguma ¢;; ndo-sobrejetiva. Por [RZ00b,
Prop. 7.7.2], a aplicagdo induzida G;/®(G;) — G;/P(G;) também seria ndo-sobrejetiva;
em particular, ¢;(G)®(G;)/®(G;) seria um subgrupo préprio de G;/®(G;). Como
G/P(G) = @j ©0;(G)®(G,)/®(G,), o quociente G/P(G), e logo G, poderia ser gerado

por d — 1 elementos; uma contradicao.

A tltima afirmacao do Lema segue de [RZ00b, Prop. 1.1.10]. O

Lema 3.1.6. Seja G o limite inverso de um sistema inverso {G, @i, 1} de grupos pro-
p. Suponhamos que ezista uma constante d com d(G;) = d para todo i € I. Sejam
H; subgrupos de G; tais que @;j(H;) C H; para quaisquer i,j de I com j < i. Para o
limite inverso induzido H := @ H;, temos a sequinte iqualdade envolvendo fechos normais

HY = lim H{".

Demonstracao. Definamos K := @HZG Como H C K, temos H® C K, pois K < G.
Logo, basta mostrarmos que K C HY. Agora, o Lema 3.1.6 é verdadeiro quando os
grupos (; sao finitos e existe um limitante suas para as suas ordens. Fixemos n € N.
Entao, como d(G;) = d, existe um limitante para as ordens de todos os G;/P"(G;).
Portanto, lim H{*®"(G;) = HY®"(G), e dai K € H9®"(G). Como, d(G) < d, temos
que G ¢ finitamente gerado, e logo o conjunto {®"(G)},>1 é um sistema fundamental
de vizinhancas da identidade de G (cf. [RZ00b, Prop. 2.8.13]). Donde K C HY como
desejado. O]

Observamos que o lema anterior vale mais geralmente, sem precisarmos supor

que ezxiste uma constante d com d(G;) = d para todo i € I.
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Lema 3.1.7. Seja L um grupo pro-p agindo sobre um espaco topologico compacto ). Seja
((7;)”21 uma cole¢ao de subgrupos normais de L satisfazendo ﬁn\; C ﬁ;, para cadan > 1,
e ﬂ@l ﬁ; = 1. Definamos L,, = L/ﬁ/n e, = (/]Vn\Q Suponhamos que existam subgrupos
Sy de Ly, tais que onm(Sy) C Sy onde @um sao as aplicagoes canonicas. Seja S:= l'LnSn

o limite inverso. Se Q5+ # () para cada n > 1, entdo Q° # 0.

Demonstrag¢ao. Denotemos por ¢,,: L — L, e m,: 2 — 2, as projecoes canonicas. Entao
Q2 2 QS £ (. Portanto Yy, = . 1(Q5" ) £ 0. Ora, Y, = {x € Q| Sx C Uy}, de
modo que Y, ;1 C Y,; da compacidade de © segue que () # (Y, C Q. n

3.2 Resultado Principal

Esta segao é dedicada a demonstragao do Teorema 3.0.2. Assim, doravante,
G := Allg B € um produto pro-p livre de A e B com amalgamagao prociclica C' satisfazendo

as sequintes condigoes:

C1. o centralizador em G de C' é um grupo pro-p abeliano livre e contém C' como um
fator direto.

C2. cada subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada subgrupo pro-p 2-gerado de B é um grupo
pro-p livre ou um pro-p abeliano livre.
Claramente, C2 é uma condicao necessaria para o Teorema 3.0.2. Além disso, é
uma conseqiiéncia do préximo simples resultado que, na presenca de C2, a condigao C1
é equivalente a seguinte condicao:

C1'. o centralizador em G de cada subgrupo prociclico nao-trivial de C' é um grupo pro-p
abeliano livre e contém C' como um fator direto.

Lema 3.2.1. Para cada subgrupo nao-trivial D de C' temos Ng(D) = Ca(D) = Cq(C).

Demonstracdo. Afirmamos que as igualdades que desejamos mostrar valem ao trocarmos

G por A e G por B.

Suponhamos, por absurdo, que Na(D) # Ca(D). Entao, existiria um elemento
a em Ny(D)—Cy(D) e terfamos o subgrupo 2-gerado metabeliano nao-abeliano (a, D);

uma contradi¢ao com C2.
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Por outro lado, se existisse um elemento a em Cy(D)—C4(C), o grupo (a,C)
seria pro-p livre nao-abeliano, por C2. Portanto, (a,C) = (a) II C. Como a € Cx(D),

obterfamos uma contradigdo com o Teorema 1.3.8(b).

Finalmente, pela versao pro-p da Proposicao 1.3.9 temos
Ne(D) = Na(D) e Np(D).
Logo Ng(D) = (N4(D), Ng(D)) = (Ca(C),Cp(C)) C Cs(C), como desejado. O

Agora nds reenunciamos e provamos o Teorema 3.0.2.

Teorema 3.2.2. Seja G = Allg B um produto pro-p livre de A e B com amalgamacgao
prociclica C'. Suponhamos que o centralizador em G de C' seja um grupo pro-p abeliano
livre e contenha C' como um fator direto. Se cada subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada
subgrupo pro-p 2-gerado de B é um grupo pro-p livre ou um grupo pro-p abeliano livre

entao cada subgrupo pro-p 2-gerado de G também o é.

Demonstragao. Seja T a &rvore pro-p padrao sobre a qual G age (vide p. 16) e seja L um
subgrupo pro-p 2-gerado de G. Segue da definicao de 1" que se L estabiliza um vértice
de T', entao L estda a menos de conjugacao em um dos fatores livres de G; donde L é um
grupo pro-p livre ou pro-p abeliano livre, pela hipétese C2. Suponhamos entao que L nao

fixe vértice algum de T'.

Como L ¢ finitamente gerado, temos L = @L/Un onde {U, | n € N} é um
conjunto de subgrupos normais abertos de L com (| U,, = 1. Relembremos nossa notagao
de ﬁn para o subgrupo fechado U, gerado por todos os estabilizadores de vértices com

respeito a agao de U, sobre T

Definindo L,,:= L/ fU; afirmamos que cada L,, age virtualmente livremente sobre
a arvore pro-p /U\;\T . De fato, o grafo quociente (A];\T é uma arvore pro-p pelo Teorema
1.4.1(a), e cada Un/ﬁn ¢ um grupo pro-p livre, pelo Teorema 1.4.1(b). Além disso, se

tivéssemos U, = U, para quase todo n, entao L, seria um grupo finito agindo sobre

f]vn\T; dai, pelo Teorema 1.4.1(d), poderiamos aplicar o Lema 3.1.7 para Q := V(T) e
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S, := L,, obtendo um vértice de T fixo por L = @{Ln, ©nm } onde cada @, é a aplicagao
canonica. Isto contradiriz a suposicao feita no final do primeiro paragrafo. Logo, devemos

ter U, # &Vn, i.e. L, é infinito para quase todo n.

Em virtude do Teorema 3.0.1(C.7), podemos supor que cada L,, é o grupo pro-p
fundamental de um grafo finito conexo I',,, diferente de um tnico vértice, de p-grupos
finitos cujos grupos-vértices (resp. grupos-arestas) sao estabilizadores de certos vértices

(resp. arestas) de /U\,:\T

Agora, como L/ L é um grupo pro-p livre de posto no maximo 2, precisamos
considerar apenas dois casos L = L e L / = Z,; no outro caso, quando d(L/ Z) =2, L
é pro-p livre de posto 2 — pela propriedade de Hopf (¢f. [RZ00b, Prop. 2.5.2]). Vamos

supor que L # 1, caso contrario nao ha o que se demonstrar.
Caso 1. L = L.

Afirmamos que cada I',, é uma arvore. Caso contrario existiria uma aresta e,
em I', de modo que L, = HNN(P,,G(e,),t,) com G(e,) finito. Assim, teriamos um
homomorfismo de L,, sobre Z,; contradizendo L/U, = (tor(L,)) (cf. Teorema 1.4.1(d)).

Entao, pela Proposigao 3.1.1(c), cada grupo L,, possui uma decomposigdo nao-
ficticia L,, = K, IIp, W,, onde K,, sao grupos ciclicos. Aluzda Proposicao 3.1.4, e seguindo
sua notagao, temos sistemas inversos { K}, onm} € {D!, onm} de grupos conjugados de K,

e D,,. Consideremos dois grupos prociclicos K := @Kﬁl e D:= @D;{

Afirmamos que D = 1. Notemos que, como cada D,, é um estabilizador de aresta
com respeito a L,-acao, nés temos D = L N CY para algum g € G. Suponhamos, por
absurdo, que D # 1. A condi¢ao C1’ diz que CY é um fator direto do grupo pro-p
abeliano livre Cg(D), donde D é um fator direto de CL(D), pois Cr(D) = LN Ce(D).
Como o grupo prociclico K contém D, segue que D = K. Agora, a projecao K — K
é sobrejetiva para algum ng suficientemente grande, pelo Lema 3.1.5. Assim D), = K], ;

uma contradi¢cao com a decomposicao nao-ficticia de L,,. A afirmagao esta provada.

Pelo Lema 3.1.6, temos l'&nD;{L” = 1; donde L = @LR/D;{L". Agora, se cada
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L, /D!t é prociclico, entao L é prociclico. Entao, suponhamos que cada L,/ DZL“ seja
2-gerado. Dai, escrevendo L, = K], Ipy W), temos L = glll(K;L/D;: 1L W' /D", Como
K] /D! é 1-gerado, WA/DZWA também o é. Portanto L = Z,11Z, , pela Proposicao 3.1.3.

Nossa demonstracao estd terminada para o Caso 1.
Caso 2. L)L = L.

Para cada n temos Ln/(f//U\;) ~ /L Z, e portanto I', ndo pode ser uma
arvore. Entao escolhemos uma aresta adequada e, de I'),, tomamos A, = T', —{e,},
e apresentamos L, = HNN(K,, D,,t,) com grupo-aresta ciclico D, de e, e K, =

11 (Gnja,, An). Mostraremos a seguir que cada A, é uma arvore.

Sendo L / /Uvn gerado por torgao, como conseqiiéncia do Teorema 1.3.11(a), temos
que Z/[Tn estd contido em K, *"; logo, (tor(L,)) = K,". Por [Zal04, Prop. 1.7(ii)],
K, /{tor(K,)) é um grupo pro-p livre, donde (tor(L,)) possui imagem trivial no quociente
HNN(K,, /(tor(K,)),1,t,) de L,. Assim K, = (tor(K,)). Como K, age sobre a drvore
pro-p ﬁ;\T temos K, = K, (¢f. Teorema 1.4.1(d)); logo, em particular, A,, deve ser uma

arvore.

Passando agora a um subconjunto cofinal de N, se necessario, podemos e vamos
supor que: para cada n ou A,, é um tnico vértice ou A, contém uma aresta. Discutimos

a seguir os dois subcasos.
Subcaso 2(a). Para cada n a drvore A, € um inico vértice.

Temos que K, ¢é finito. Na andlise deste subcaso usaremos fortemente a

Proposicao 3.1.2 e sua notagao.

Pela Proposigao 3.1.2(a), temos um sistema inverso de conjugados K/, dos grupos
K,. Passando novamente a um subconjunto cofinal de N, se necessario, e fazendo uso
do Proposicao 3.1.1(b) podemos e vamos supor para cada n que, ou K/ é ciclico ou

d(K!) = 2. Assim, ou K := lim K, ¢ prociclico ou d(K) = 2.

Se K for prociclico, entdao para cada m existe n > m tal que @, (K)) é

ciclico e logo wum(DL) = gpnm(D;t%). Donde @y, (t)) normaliza ¢, (D)) e logo L,, =
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N, (nm(D5,)). Como L = Hm Ly, temos que D:= lim D}, é normal em L. Sendo E(T)
um L-espaco compacto, tomando no Lema 3.1.7 Q := E(T) e S, := D!, encontramos
e € E(T) com D C L.. Portanto D9 C C para algum g € G. Se D # 1, fazendo uso do

Lema 3.2.1, encontramos que L é pro-p abeliano livre pela condicao C1'.

Se, por outro lado, D = 1, segue do Lema 3.1.6 que @D#M =1lelogo L =
I'&an/Dﬁ{". Observando que L,,/Dim = K,,/(K,, N DE)1I (t,,), a Proposicao 3.1.3

nos dé que L é pro-p livre, pois K é prociclico.

Para terminarmos o Subcaso 2(«) suponhamos agora que d(K) = 2, e assim
d(K!) = 2 para cada n. Logo, pelo Lema 3.1.5 com d = 2, estamos nas condigoes da
Proposi¢ao 3.1.2(b). Portanto temos um sistema inverso de conjugados D! dos grupos
ciclicos D,,, e vamos considerar o grupo prociclico D := @Dg Como d(L) < 2, pelo
argumento do paragrafo anterior, podemos e vamos supor que D # 1. Entao, passando

a um subconjunto cofinal, o Lema 3.1.5 com d = 1, nos permite aplicar a Proposicao

3.1.2(c), e obter que L = HNN(K, D, ).

Ora, pelo Lema 3.1.7, K estabiliza um vértice de T'; logo K esta contido, a
menos de conjugacgao, em A ou B e portanto é pro-p livre ou pro-p abeliano livre, pela
hipdtese C2. No primeiro caso, D ou D' nao estd contido no Frattini ®(K), pois d(L) <
2; assim, D ou D! é um fator livrte de K. Sem perda de generalidade, suponhamos
K = DI E. Sejam d um gerador de D e f(d) o gerador correspondente de D*. Entao
L= (DUEI(t))/(d' f(d)~yPIEE® e gt f(d)~! ¢ &(DUETL(t)) pois (DIE)N(DIIE)! = 1
(vide Teorema 1.3.8(b)). Logo, L é um grupo pro-p livre de posto 2.

Suponhamos entao que K seja um grupo pro-p abeliano livre. Notamos que
HNN(K, D, t) contém o subgrupo nao-abeliano (K, K*). Por outro lado, sendo E(T) um
L-espago compacto, tomando no Lema 3.1.7 Q:= E(T) e S,,:= D,, encontramos e € E(T)
com D C G,. Donde D9 C C para certo g € G. Pela condi¢ao C1’, C(D) seria abeliano

e conteria (K, K'), uma contradigdo. Assim terminamos o Subcaso 2(«).

Subcaso 2(3). Para cada n a drvore A, contém uma aresta.
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Pela Proposi¢ao 3.1.1(c), cada grupo K,, possui uma decomposi¢do nao-ficticia
K, = X, 1 W, onde X, sao grupos ciclicos. Além disso, procedendo como na Proposi¢ao
3.1.4 (mas usando aqui que @, (L,) = Ly,), existe um sistema inverso {X/, pnm} de
conjugados de X,, em K,; e consideramos o grupo prociclico X = ILHX; Temos duas

alternativas: ou X é trivial, ou nao.

Suponhamos primeiramente que X seja trivial. Entao, do Lema 3.1.6, segue
que I'&HX;#’" =1lelogo L = l'&an/X;fm. Agora, temos que L,,/X/Em ¢ uma HNN-
extensao com subgrupos associados ciclicos e grupo base um quociente finito de W,,. De
fato, observemos que K,,/XXm ¢é ciclico (pois K,, = (tor(K,,)) e d(K,,) = 2) e logo
Ly, / X/Em 6 uma HNN-extensio HNN(K,,, Dy, t,,) de um quociente ciclico K, de K,
onde as imagens de D,, e Di" coincidem. Assim, do Subcaso 2(«), L é pro-p livre ou

pro-p abeliano livre.

Finalmente, suponhamos que X seja nao-trivial. Pelo Lema 3.1.5, com d = 1,
obtemos que ¢,,(X,) = X! . Logo, como na Proposi¢ao 3.1.4, existe um sistema inverso
{Z!, onm} de grupos conjugados a Z, em X/; e consideramos o grupo prociclico Z =
@Zﬁ. Temos Z # X, caso contrario pelo Lema 3.1.5 poderiamos encontrar n com
Z" = X/ ; uma contradigdo com a decomposigao nao-ficticia K,, = X,, IlIz, W,,. Tomando
no Lema 3.1.7 Q:= E(T) e S, := Z obtemos e € E(T) com Z C L.. Donde existe
g € G com Z9 C C. Agora, como Z # X, a condi¢ao C1’ implica Z = 1. Portanto
L=limL,/Z;".

Agora, o grupo L, /ZE» pode ser visto como o grupo quociente K, /Z,"" II (t,,)
modulo uma relacao, sendo esta, proveniente da relacao entre os subgrupos associados
da HNN-extensao. De modo preciso, denotemos por “barra” a imagem de um subgrupo
de K,, em Kn/ZnK", e escrevamos K, = A, II B, com A, = Xn/ZnX" = X,/Z, e
B, = W,/Z,""*. O quociente que vamos analisar é (K LT (t,))/(t; ‘dontpdiy  )ErIEn),

onde dy, (resp. dy,) é um gerador de D,, (resp. D).

Pelo Teorema 1.3.8(a), os grupos ciclicos D,, e D,/ estdo contidos, a menos de

conjugacdo por um elemento de K,, em A, ou B,.
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Suponhamos que, a menos de conjugacao, ambos D,, e D,!" nio coincidam com

os fatores livres que os contém. Entdo ambos estdo contidos no Frattini ®(K,) e logo

(- dontndin ) Er ) estd contido em (K, 11 (t,)). Assim, Kn/®(Ky) I (t,)/®((t,))
é um quociente do grupo (K, I1 (t,L))/(t;ld_%tnd_m_l)Ki”H(m. Como d(L,) < 2, temos

que d(K,) = 1 e B, é trivial; donde W,, = Z,. Uma contradi¢do com a decomposi¢ao

nao-ficticia de K,, = X,, Iz, W,,.

Caso contrario, suponhamos sem perda de generalidade, que D, coincida, a
menos de conjugacao, com A,. Trocando A, por um conjugado, se necessario, temos
_ . R —_— —1
D, = A,. Por outro lado, existe um elemento y, em K, tal que dy, = wi

para algum w, pertencendo a D, ou a B,. Tomando z, := thyn temos (K I

(ta))/ (7 ot ndy YERE) = (D, 11 B, 11 (t,)) /(o (tndn  £51)) 5Nt = (D, 11 B, I

(20))/ {donznw; 2y 1Y K1),

Se w, € B,, o quociente desejado é isomorfo ao produto pro-p livre de um
quociente de B, e (z,), ao eliminarmos o gerador dy, de D,,. Como d(L,) < 2, segue da

Proposigao 3.1.3(a) que L é um grupo pro-p livre.

Suponhamos agora que w, seja uma poténcia de dg,. Entdo, z, normaliza o
grupo finito A, em (D, I B, II (2,))/(dopznw; 'z, Y En 1) Denotemos por “linha”
passarmos a um quociente de Frattini, consideremos a seguinte imagem no quociente
desejado (E/ X <zn>')/<zgld_%/z;wgl)mlx<Z">'. Notemos que w!, = don mesta imagem.
Com efeito, como z, age por conjugacao sobre o grupo finito A, temos que z, age
“coprimamente” e portanto trivialmente sobre o grupo A/ = A,,/®(A,). Assim a imagem

considerada ¢ simplesmente K, x (z,). Como d(L,) < 2, B, deve ser trivial. Isto

contradiz a decomposi¢ao nao-ficticia de K,, = X, Il W,,.
Isto conclui a demonstracao do teorema. O
Corolario 3.2.3. Suponhamos que todos os subgrupos 2-gerados abelianos de A e todos

0s subgrupos 2-gerados abelianos de B sejam prociclicos. Entdo cada subgrupo fechado

2-gerado de G € um grupo pro-p livre.
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Demonstracao. Seja L um subgrupo fechado 2-gerado de G. Suponhamos que L seja

pro-p abeliano livre de posto 2.

Seja T a arvore pro-p padrao sobre a qual G age. Entao pela versao pro-p do
Teorema 1.4.3 (¢f. [RZ00a, Thm. 3.18]), temos que ou L estabiliza um vértice de T', ou
existe uma aresta e de 7" tal que L/L, = Z,. Mas L nao pode estabilizar um vértice;
pois caso contrério L seria conjugado a um subgrupo de um dos fatores livres de G (pelo

Teorema 1.3.8(a)), contradizendo a hipétese.

Portanto L/L. = Z,. Como d(L) = 2 temos L. # 1. Conjugando L por um
elemento de GG, podemos e vamos supor que L. esteja contido em C'. Agora, temos
Na(Le) = (C4(C),Cp(C)), pelo Lema 3.2.1; e, a hipotese do coroldrio juntamente com
a condicdo C1 implicam Cy(C) = C = Cp(C). Portanto L = Np(L.) = Z,; uma

contradicao. Logo, pelo Teorema 3.0.2, L deve ser um grupo pro-p livre. O]

3.3 Comparacao com resultados na literatura

Analogo de G. Baumslag

Teorema ([Bau62, Thm. 2|). Seja : F — F um isomorfismo entre grupos livres, e
seja K o produto livre com amalgamacgao ciclica F H“Cbié F. Se Cp(C) C O, entdo cada

subgrupo 2-gerado de K ¢ livre.

Seja C' um subgrupo prociclico nao-trivial de um grupo pro-p livre F. O
normalizador Ng(C) é um grupo pro-p livre de posto 1 contendo o subgrupo normal
aberto C' (¢f Lema 1.3.5). Assim Np(C) = Cp(C) = Z,; em particular, C' é auto-
centralizante em F se, e somente se, C' é um subgrupo prociclico maximal de F'. Entao,
a versao pro-p ipsis litteris do resultado de G. Baumslag é uma conseqiiéncia do nosso

Teorema 3.0.2 e da versao pro-p da relacao entre normalizadores da Proposi¢ao 1.3.9.

Observamos que este andlogo pro-p foi o estudo da tese de doutorado [Sant08].
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Analogo de B. Baumslag

Diremos que um grupo G é 2-livre se cada subgrupo gerado por 2 elementos é
livre. Recordamos que um subgrupo H de um grupo qualquer G é malnormal se para

cada elemento g em G—H temos H NgHg ' = 1.

Teorema ([BBau68)). Seja G = A 114 B um produto livre com amalgamagio. Se M é

malnormal em A e B, e A e B sao 2-livres, entao G € 2-livre.

Para o anédlogo de B. Baumslag com amalgamacao prociclica, notemos que se um
subgrupo prociclico nao-trivial ¢ malnormal entao ele é um subgrupo prociclico maximal.
Agora, seja G = G115, G2 um produto pro-p livre com amalgamacao prociclica onde cada
G; é 2-livre. Seja H um subgrupo prociclico nao-trivial de Gg e fixemos i € {1,2}. Se
N¢,(H) é 1l-gerado entdo ele coincide com Gy, e ndés usamos o Teorema 3.0.2. Caso
contrario, considerarfamos um elemento y de Ng,(H)— H. Da hipétese sobre G;, o

subgrupo 2-gerado F; = (y, H) é pro-p livre; isto nao pode ocorrer pelo Lema 1.3.5.
Subgrupos em produtos pro-p livres

Sejam (7 e Gy grupos pro-p satisfazendo a condicao de que cada um de seus
subgrupos pro-p 2-gerados sejam pro-p livres (resp. sejam pro-p livres ou pro-p abelianos).
Pelas versoes pro-p do Teorema de Kurosh de Subgupo e do Teorema de Grushko-Neumann
(e.g., [Mel89, Thm. 4.3] e [RZ00b, Thm. 9.1.15]), segue que cada subgrupo pro-p 2-gerado
de G = G, [[ G2 é pro-p livre (resp. pro-p livre ou pro-p abeliano).

Grupos pro-p limites

Esta provado em [KZ11, Thm. 7.3] que cada grupo pro-p limite 2-gerado é pro-p
livre ou abeliano. Como as hipéteses do Teorema 3.0.2 (condigoes C1 e C2) sao satisfeitas

(cf. [KZ11, Thm. 5.1]), nosso resultado generaliza [KZ11, Thm. 7.3].
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Um exemplo nao coberto pela literatura

Sejam D um grupo de Démushkin (i.e. um grupo de dualidade de Poincaré
de dimensao 2) nao-solivel e F' um grupo pro-p livre ndo-abeliano de posto finito. Se
G := D1l F, onde C' é um subgrupo prociclico maximal em D e F', entao pelo Corolario
3.2.3 cada subgrupo 2-gerado de G é um grupo pro-p livre. De fato, cada subgrupo 2-
gerado de D é um grupo pro-p livre, e Ng(C') = Np(C) e Np(C) = Clle C = C e cada

subgrupo 2-gerado de D é um grupo pro-p livre. (cf. [Ser94, Ex. 5(b) e Ex. 6, p. 41]).



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Nao chores, meu filho;
Nao chores, que a vida

E luta renhida:

Viver € lutar.

A vida € combate,

Que os fracos abate,
Que os fortes, os bravos
So pode exaltar.

Goncalves Dias

Encerramos esta tese fazendo comparacoes de alguns resultados e mencionando
algumas questoes que surgiram nas investigacoes dos Capitulos 2 e 3. Em particular,
verificamos algumas das semelhancgas, diferencas e relacoes existentes entre os trés tipos

de grupo limites: discretos, pro-p e pro-finitos.

Como enunciados na Introdugao, temos os seguintes resultados sobre grupos

limites discretos.
Proposicao (cf. [AB06, Prop. 1.1]). Seja G um grupo limite. Entdo:

1) o grupo G € livre-de-tor¢ao;,

3

(1)

(2) todo subgrupo abeliano de G € finitamente gerado;

(3) a comutatividade é uma relagao transitiva sobre G—{1};
(4)

4) se G for nao-abeliano, entao seu centro € trivial;

o4
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(5) todo subgrupo abeliano nao-trivial estd contido em wum unico subgrupo abeliano
maximal;

6) raizes sdo unicas, i.e. " =y" comn # 0 implica x = y;
7) quaisquer dois elementos nao-triviais que comutam e sao conjugados devem coincidir;

(
(
(8) se G for nao-abeliano, entao sua abelianiza¢ao € infinita;
(9) o grupo G € finitamente apresentado,

(

10) o grupo G ¢é coerente, i.e. cada subgrupo finitamente gerado € finitamente
apresentado (e é um grupo limite);

(11) se G nao € livre entdo sua dimensao co-homoldgica é max(2,m) onde m € o posto
mazimal de seus subgrupos abelianos;

(12) o congunto de todas as classes de conjugagao de subgrupos abelianos maximais de
posto > 2 ¢ finito.

Evidentemente, a propriedade (1) é vélida para os trés tipos de grupos limites. O

mesmo ocorre para as propriedades (2) e (11) (¢f. Proposicao 2.2.3 e Proposicao 2.2.2).

As propriedades (3), (4), (5), (6) e (7) se verificam também para os grupos pro-p
limites pois elas estao relacionadas com a propriedade ‘CSA’ (vide Apéndice A e [KZ11,
Thm. 5.1]). Quanto a grupos pro-finitos limites, ji no simples exemplo de Brandis-Jarden
(vide p. 61) temos que: o subgrupo <7T_P> estd contido em mais de um subgrupo fechado

abeliano maximal; e, os elementos z e 2™ comutam e sao conjugados. Notemos que este

grupo nao-abeliano possui centro nao-trivial.

Em [Koch10, Cor. 4], a propriedade (8) foi demonstrada. Que esta propriedade
vale para grupos pro-p limites, segue do fato que tais grupos sao extensoes (pro-p livre)-
por-(poli-prociclico livre-de-torgao) (c¢f. [KZ11, Sec. 4]). Por outro lado, existem grupos
pro-finitos limites de peso 0 que sdo nao-abelianos e possuem abelianizacao (continua)

trivial (¢f. Proposicao 2.3.3).

Sobre as propriedades (7) e (8), temos que cada subgrupo fechado finitamente
gerado de um grupo pro-p limite é finitamente apresentado (como grupo pro-p). Isto
segue do fato mais geral que tais grupos sao de tipo FP. (¢f. [KZ11, Cor. 4.2]).

Para grupos pro-finitos, em geral, sabemos que subgrupos abertos dos grupos G, sao
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finitamente apresentados (de fato, paran > 1, G,,_1 e A, sdo finitamente apresentados
e C,_1 é finitamente gerado). Ainda nao esta claro que cada grupo pro-finito limite de

peso > 1 é finitamente apresentado.

Nao conseguimos mostrar a propriedade (10) em geral. Contudo podemos verifica-

la para os grupos profinitos (resp. pro-p) Gy, sob algumas condi¢es adicionais.

Agora, seguindo [KZ11, Sec. 9|, listamos alguns problemas que ainda estao
abertos para grupos pro-finitos ou pro-p limites e que possuem resposta positiva para
grupos (discretos) limites. A seguir, G’ denota sempre um grupo pro-finito ou pro-p
limite.

P1. Grupos limites sao residualmente livres? Ou pelo menos residualmente nilpotente
livre-de-torcao?
P2. Grupos limites satisfazem a propriedade de Howson (i.e. a intersecgao de quaisquer

dois subgrupos finitamente gerados ainda é finitamente gerado)?

P3. Todo grupo limite possui a propriedade LRV (localmente retrato virtual): para cada
subgrupo finitamente gerado H de G existe um subgrupo Vi de indice finito em G
que contém H tal que a inclusao H < Vp possua inversa a esquerda?

P4. Se cada subgrupo abeliano é prociclico de um grupo G nao-prociclico, temos
necessariamente que a deficiéncia de G é > 27

P5. A caracteristica de Euler x(G) é nula se, e somente se, G é abeliano? No caso
profinito, G é de tipo p-FP, e x,(G) < 07?

P6. Os tnicos grupos limites 3-gerados sao o grupo livre de posto 3, o grupo abeliano
livre de posto 3 ou uma extensao de centralizador de um grupo livre de posto 2 (i.e.
(x1, Ty, w3 | 25 w23 = v), onde v é um elemento autocentralizante no grupo livre com
base {x1,z2})? No caso profinito, os tinicos grupos limites 2-gerados sao projetivos
ou abelianos?

Destacamos que um grupo profinito livre nao-abeliano nao pode ser residualmente
soluvel, o que elimina a segunda questao de P1 para grupos pro-finitos limites. Além disso,
P4 possui resposta negativa para grupos pro-finitos limites em geral: grupos profinitos
projetivos possuem deficiéncia nao-negativa. Referente a primeira parte de P6, notemos

que se G = F3, entao d(G) = d(G) = 3, onde G denota o recobrimento de Frattini

uuniversal de G.
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Neste trabalho escrevemos sobre alguns problemas em teoria combinatorial de
grupos profinitos. Na verdade, esta nossa investigagao levantou inimeras questoes, das

quais apenas algumas foram resolvidas e outras serao estudadas apds o doutorado.



Apeéendice A

Comutatividade-Transitiva

O simples conceito da comutatividade ser transitiva sobre elementos nao-triviais,
teve e continua tendo um forte impacto em Teoria dos Grupos, e até mesmo em
outras areas de Algebra. Um grupo com a propriedade comutatividade-transitiva sera

simplesmente chamado de CT.

Quanto a grupos finitos, além dos trabalhos [Wei25] e [Wu98] sobre grupos
soliveis CT, destacamos o trabalho [Suzb7] que mostra que grupos simples CT possuem
ordem par. Este ultimo culminou no célebre teorema de Feit-Thompson sobre a

solubilidade de grupos de ordem impar.

Por outro lado, a principal importancia atualmente de grupos infinitos CT estd
na profunda relagdo com grupos residualmente livres (e.g. Teorema A.9). Dentre alguns
exemplos de grupos CT destacamos: grupos livres, grupos hiperbdlicos livres-de-torcao,
subgrupos de PSL(2,C) (em particular, grupos fuchsianos e kleinianos), monstros de
Tarski, e grupos de tor¢ao a uma relagao (c¢f. [FRO8] para referéncias sobre estes e outros

resultados).

Proposicao A.1. Seja G um grupo qualquer. As sequintes condi¢des sao equivalentes:

58
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(i) a comutatividade € uma relagao transitiva sobre G—{1}:
Va,b,ce G—{1}, [a,b]=1=[b,¢] = [a,c]=1;

(i) para cada elemento nao-trivial g de G o centralizador Cg(g) € abeliano;

(iii) os subgrupos abelianos mazximais distintos de G intersectam-se trivialmente.

Demonstracao.
(i)=(ii). Sejam x e y elementos de Cg(g). Entao [z, g] =1 = [g, y]; logo [z,y] = 1.

(il)=(iil). Sejam M; e M, grupos abelianos maximais distintos. Suponhamos que exista
g € MiN My com g # 1. Tomemos x € M;—(M; N Ms). Entdo existe y € M, tal que
[z, y] # 1; pois caso contrario [x, M| = 1 e o grupo abeliano (z, Ms) conteria propriamente

o subgrupo abeliano maximal M,. Agora, z,y € Cg(g) mas [z, y] # 1; uma contradicao.

(iii)=(i). Sejam a,b,c € G—{1} tais que [a,b] = 1 = [b,c|]. Seja M; o subgrupo abeliano
maximal de G contendo a e b e, seja My o subgrupo abeliano maximal de G contendo b

e c. Como 1 # b e M;N My, temos My = Ms e [a,c] = 1. O

Observacao A.2. Seja G um grupo CT. Temos que:

(i) o centralizador de cada elemento nao-trivial de G € um subgrupo abeliano mazimal de
G; reciprocamente, cada subgrupo abeliano maximal de G # 1 é o centralizador de algum
elemento nao-trivial de G.

(ii) para cada subgrupo abeliano maximal H e cada elemento g de G, o subgrupo H e seu

L coincidem ou se intersectam trivialmente.

conjugado gH g~
(iii) se dois subgrupos abelianos intersectam-se nao-trivialmente, a unidao deles gera um
subgrupo abeliano.

(iv) G € a unido disjunta de seus subgrupos abelianos mazimais.

Colecionamos a seguir algumas propriedades de grupos CT.

Corolario A.3. Um grupo CT nao-abeliano é diretamente indecomponivel.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que G seja um grupo CT nao-abeliano possuindo subgrupos

normais nao-triviais N e @ tais que NN@Q =1 e G = N.(Q. Escolhamos dois elementos
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quaisquer n em N—{1} e g em @ —{1}. Como cada elemento de N comuta com cada
elemento de @, temos que N C Cg(q) e @ C Cg(n). Logo, G é um produto direto de

grupos abelianos, donde abeliano; uma contradicao. ]

Corolario A.4. Um grupo CT ou € abeliano ou possui centro trivial.

Demonstragao. Seja G um grupo CT. Suponhamos que exista um elemento z em Z(G) —

{1}. Para quaisquer z,y € G temos [z, z] = 1 = [z, y], donde [z,y] = 1. O

Corolario A.5. Um grupo CT livre-de-tor¢ao € virtualmente abeliano se, e somente se,

for abeliano.

Demonstracao. Seja G um grupo CT livre-de-torcao virtualmente abeliano. Seja H um
subgrupo abeliano maximal de indice finito em G. Suponhamos que G seja nao-abeliano e
tomemos g € G—H. Como G ¢ livre-de-tor¢ao, existe um inteiro k > 1 tal que g* € H—{1}.
Assim para qualquer h em H temos [h, g*] = 1 = [¢*, g, donde [h, g] = 1. Portanto (H, g)

é um subgrupo abeliano de G; contradizendo a maximalidade de H. O

Corolario A.6. Sejam a e b elementos de um grupo CT liwwre-de-tor¢ao. Para quaisquer
m e n inteiros nao-nulos temos:

(i) se a™ = b" entao [a,b] = 1;

(ii) se a™ = 0™ entdo a = b, i.e. raizes de elementos, quando existem, sdo unicas;

(iii) se a™b™ = b"a™ entao [a,b] = 1.

Demonstracao. (i) Os comutadores [a,a™], [a™,b"] e [b",b] s@o triviais. Como o grupo é
livre-de-torgao, pela transitividade da comutacao, temos [a,b] = 1.

(ii) Do item (i) segue que (ab™!)" = a"b™™ = 1, donde a = b.

(iii) Por simples manipulagao, podemos supor que m e n sejam positivos. Entdo a™ =
ba™b™" = (b"ab~™)™, donde a = b"ab™" pelo item (ii). Logo, b" = ab™a™! = (aba™')" e

b = aba~! pela mesma razao. Portanto [a,b] = 1. O

No estudo de grupos totalmente residualmente livres, a seguinte propriedade

desempenha um papel fundamental.
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Definicao A.7. Dizemos que um grupo G é CSA se G satisfaz uma das sequintes
condicoes equivalentes:

(i) cada subgrupo abeliano maximal de G é malnormal;

(i) o centralizador de cada elemento nao-trivial de G é abeliano e malnormal;
(iii) para quaisquer a,b,c,g,h € G—{1} temos: [a,b] = [b,c] = 1 implica [a,c] = 1 e,

lg, hgh™] = 1 implica [g,h] = 1.

Claramente cada grupo CSA é CT. Em particular, cada subgrupo de um grupo
CSA ainda é CSA. Por outro lado, segue da defini¢ao que, cada grupo abeliano é CSA;

donde, os grupos CSA realmente interessantes sao os CSA nao-abelianos.

Observacao A.8. Seja G um grupo CSA nao-abeliano. Temos que:
(i) cada subgrupo normal nao-trivial de G € também CSA nao-abeliano; em particular, G

nao possut subgrupo solivel nao-abeliano;
(ii) G € infinito, pois sua tinica involugao € 1.

(iii) cada subgrupo de indice finito de G é ainda CSA ndo-abeliano.

Ressaltamos o importante resultado de A. GAGLIONE e D. SPELLMAN e,

independentemente, V. REMESLENNIKOV.

Teorema A.9 ([GS95],[Rem95]). Um grupo residualmente livre é CT se, e somente se,
¢ CSA.

O exemplo de Brandis-Jarden ([Jar82, Ex. 5])

Finalmente, apresentamos um grupo profinito livre-de-tor¢ao, nao-livre, e que

contém 7Z como um subgrupo préprio aberto.

Consideremos um primo p e definamos para cada primo [ um elemento «; do

grupo aditivo Z; da seguinte maneira:

se p divide (I — 1) entao oy # 1;

se p nao divide (I — 1) entao oy = 1.
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Entéo o = (o) € [[,Z; = Z e temos of = 1. Consideremos agora uma copia
multiplicativa de Z, gerada por um elemento 7 e tomemos uma cépia multiplicativa de

[ 11z, Zi gerada por um elemento z. Definamos uma agao de () sobre (z) pela férmula

e seja G' o correspondente produto semidireto, G = Z,y X Z,,.
Temos 2™ = 2" = z, donde o subgrupo aberto (7P) de (r) (o qual é também

isomorfo a Z,), age trivialmente sobre (z). Portanto, o subgrupo (z7?) de indice p de G é

isomorfo a Z. Mostraremos que G ¢ livre-de-tor¢ao. De fato, cada elemento g € GG pode

ser escrito unicamente como g = v, onde = € (z) e v € (m). Assim

Se ¢" =1, entao v" = 1, donde v = 1 e portanto g = 1. Além disso, notemos que o grupo

profinito 2-gerado G nao é profinito livre, por exemplo pela Férmula de Schreier (p. 6).



Apeéendice B

Grupos virtualmente prociclicos

Na Teoria de Grupos Infinitos, empregamos o advérbio wvirtualmente para
modificar uma propriedade de modo que ela necessite valer para algum subgrupo de
indice finito. Tratando-se de grupos topolédgicos, dada uma propriedade P, dizemos que
um grupo profinito é virtualmente P se existe um subgrupo fechado de indice finito que

possua a propriedade P.

Assim, uma possivel primeira direcao para entendermos alguns grupos infinitos
nao necessariamente abelianos é compreender os grupos profinitos grupos virtualmente
prociclicos. Temos a seguinte versao pro-p do resultado bem conhecido para grupos

(abstratos) virtualmente ciclicos.

Proposicao B.1. Seja G um grupo pro-p. Entdo G € virtualmente prociclico se, e
somente se, G for isomorfo a um dos sequintes tipos de grupos:

(i) finito;

(ii) finito-por-Z,;

(iii) finito-por-(Zo x Z/27Z), onde 7 /27 age sobre Zs por inversao.
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Demonstragao. Obviamente os grupos do tipo (i) sao virtualmente prociclicos. Como
extensoes do tipo finito-por-Z, cindem (pois Z, é projetivo), e os grupos (virtualmente
prociclicos)-por-finitos sao virtualmente prociclicos, temos que os grupos do tipo (ii) e

(iii) sdo virtualmente prociclicos.

Agora, suponhamos que G seja virtualmente (prociclico infinito); caso contrério
G seria finito!. Considerando interseccoes de conjugados, seja N um subgrupo normal de
indice finito em G que seja isomorfo a Z,. Claramente G age por conjugagao sobre N e

seja K o nucleo desta acao; entao N é um subgrupo central de K, pois N ¢é abeliano.

Pelo Teorema de Schur (¢f. [Suz82, Chap. 2, Thm. 9.8]), [K, K| é finito. Entao

a imagem inversa T de tor(K/[K, K]) pela aplicacao candénica K — K/[K, K] é tor(K);

assim 7" é um subgrupo normal finito de G. Logo, G/T é uma extensao de K/T por G/K.

Sendo N livre-de-torcéo, temos que K/[K, K] é virtualmente N; donde, (K/
[K, K])/tor(K/[K, K]) e portanto K/T é isomorfo a Z,. Por outro lado, G/K é isomorfo
a um p-subgrupo finito de Aut(N), e portanto ou trivial ou isomorfo a Z/27 (cf. [RZ00b,
Thm. 4.4.7]). Além disso, temos que uma extensao Zy por Z/2Z, ou é 7 x 7./27, ou é

7 X 7./]27. com Z/27 agindo sobre Zy por inversao.

Portanto, ou G é finito-por-Z,, ou finito-por-(Z x Z/2Z) e logo finito-por-Z,, ou
finito-por-(Zy x Z/27). O

Corolario B.2. Se G for um grupo pro-p virtualmente prociclico, entao G/{tor(G)) €

pro-p livre de posto no mdximo 1.

Demonstragao. Se G for do tipo (i) ou (ii), ndo hd o que se demonstrar. Suponhamos
entdo que exista um subgrupo normal finito T de G tal que G/T = Zy x Z/27. Temos
que tor(G/T) = tor(G)T/T, pois T é finito; donde (G/T)/{tor(G/T)) = G/{tor(G)).
Como (Zy xZ/27) = ZJ2 112 Z/2, temos (Zy x Z/27Z) = (tor(Zy x Z/27)), pelo Teorema
1.3.8(a). O resultado segue. O

LAqui cabe a anedota: grupos finitos sdo virtualmente triviais!
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Proposicao B.3. Se G for um grupo profinito virtualmente prociclico, entao G/{tor(G))

¢ meta-prociclico projetivo.

Demonstragao. Seja S um subgrupo p-Sylow de G. Entao S(tor(G))/(tor(G)) é um
subgrupo p-Sylow de G/(tor(G)), e um quociente de S/(tor(S)). Pelo Corolario B.2,
cada subgrupo p-Sylow de G//(tor(G)) é prociclico. Donde G ¢ isomorfo a Z, x Z,, para

certos conjuntos disjuntos de primos 7 e p, pela Proposicao 1.3.4. [

Observamos que estes dois tultimos resultados seguem, mais geralmente, do
resultado principal de [Zal04]: se G for um grupo profinito virtualmente projetivo, entdo

G/(tor(G)) € projetivo.

Encerramos este apéndice descrevendo os grupos pro-finitos limites virtualmente

nilpotentes.

Exemplo B.4. Um grupo profinito abeliano possui um subgrupo prociclico de indice finito
se, e somente se, este subgrupo prociclico € um fator direto com complemento finito. Seja
P um subgrupo prociclico de indice finito de um grupo profinito abeliano GG, e denotemos
por G, (resp. P,) o p-Sylow subgrupo de G (resp. P). Pela Proposi¢ao B.1, G, = P, x F},,
para algum p-subgrupo finito F},. Consideremos o conjunto finito o de todos os nimeros

primos que dividem [G : P]. Entao, para cada primo p que nao pertence a o temos

Gy = Py, pois |G, : PN G,| = [PG,: P|. Portanto G =[], G, = P x ([[,¢, F})-

Exemplo B.5. Para dois conjuntos disjuntos de primos 7 e p, o grupo G = Z, X Z, é
virtualmente prociclico se, e somente se, o nicleo K da a¢ao por conjugagdao de Z, sobre
Z € aberto em Z,. De fato, se K for aberto, entdo KZ, é prociclico e (G : KZ,| = [Z, :
K]. Reciprocamente, seja P um subgrupo prociclico de indice finito de GG. Consideremos
o conjunto finito o de todos os nimeros primos que dividem [G : P], e escrevamos Z, =
Ling X Lg, com g = T—0 € T = 7N 0. Agora, [Zy, : Zp, N P| = [Z, P : P] =1 ou seja
Ly, € P; como P é abeliano, temos PNZ, C Cz,(Zx,); logo [Z, : Cz,(Zy,)] ¢ finito. Por
outro lado, como m; ¢ finito temos que [Z, : Cz,(Z,,)] é finito. Portanto [Z, : K] ¢ finito,

pois a ac¢ao original é por conjugacao.



Apeéendice C

Teoremas de decomposicao para
grupos pro-p agindo sobre arvores

pro-p

Seguindo as notagdes do Capitulo 3, enunciamos aqui os resultados de [HZ07, Sec.
5] e [HZZ11, Sec. 3]. Nao apresentamos suas demonstragoes mas ao menos descrevemos

a interdependéncia légica deles:

C|.7
C.6
RN
C.4 C5
RN
C.2 C3

Lema C.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado nao-trivial agindo sobre um grafo
profinito conexo I'. Suponhamos que A seja um subgrafo conexo de I' tal que GA = T.
Entao existe um conjunto minimal de geradores X de G de modo que A NxzA # () para

cada x em X.

Lema C.2. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado infinito agindo sobre uma drvore
pro-p T'. Suponhamos que T contenha uma subdrvore pro-p D tal que GD = T FEntdo
existe um conjunto minimal de geradores X de um retrato de G/(NJ em G de modo que

DnNxD # 0 para cada x em X.
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Lema C.3. Seja G um grupo pro-p agindo fiel e irredutivelmente sobre uma drvore pro-
p T. Suponhamos que G. seja um estabilizador de aresta minimal e que o conjunto de

arestas GE(TY) seja aberto em T. Entdao T—GE(TC) é uma floresta pro-p.

Além disso, seja T o grafo quociente obtido por colapsarmos componentes conezas
distintas de T—GE(TC) para pontos distintos. Entio T é uma drvore pro-p sobre a qual

G age fiel e irredutivelmente, e T = GT%.

Lema C.4. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado agindo fiel e irredutivelmente e
virtualmente livremente sobre uma drvore pro-p T'. Entao existem uma drvore pro-p D,
uma aresta e de D, um subconjunto finito V. de D%, e um subconjunto finito X de G tais

que:

(a) G age fielmente sobre D;

(b) todos os estabilizadores de arestas sao dois-a-dois conjugados; em particular,

D = GDC;
(c) para todos vi,vy € V., Gvy = Guy implica v1 = vy,

(d) X gera livremente um subgrupo pro-p livre H tal que para Go:= (G, | v € V') temos
G=(Go,H) e HNG§ =1;

(e) para cada x € X, temos

Lema C.5. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado agindo sobre uma drvore pro-p T
Suponhamos que todos os estabilizadores sejam finitos e que todos os estabilizadores de
arestas sejam dois-a-dois conjugados. Suponhamos ainda que existam uma aresta e € T

e um subconjunto finito V de T tais que:
(i) para todos vi,ve € V', Gu; = Guy implique vy = vg;

(ii) G seja gerado pelos Gy, v € V.

Se F' é um subgrupo normal aberto pro-p livre de G, entao

rank(F) — 1 = [G : F] (%-Zﬁ) |

veV
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Teorema C.6. Um grupo pro-p finitamente gerado infinito agindo virtualmente livre-
mente sobre uma drvore pro-p se decompoe como um produto pro-p livre amalgamado ou

como uma HNN-extensdao pro-p sobre algum estabilizador de aresta.

Teorema C.7. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado agindo virtualmente livremente
sobre uma drvore pro-p T. Entao G € isomorfo ao grupo pro-p fundamental de um grafo
finito conexo de p-grupos finitos cujos grupos-vértices e grupos-arestas sao isomorfos a

estabilizadores de vértices e arestas de T'.

A seguir apresentamos o menor exemplo de um grupo pro-p contavelmente gerado
infinito agindo virtualmente livremente sobre uma arvore que nao satisfaz as conclusoes

dos teoremas C.6 e C.7.

Exemplo C.8. Sejam A e B grupos de ordem 2 e Gy = (A x B,t | A" = B) uma HNN-
extensao pro-2 de A x B com subgrupos associados A e B. Notamos que G possui um
automorfismo ¢ de ordem 2 que troca A e B e inverte t. Seja G = Gy X (¢) o holomorfo
relativo. Definamos Hy = (tor(Gy)) e H = Hy x {(¢). Como Gy age sobre sua drvore
pro-2 padrao com estabilizadores de vértice finitos, o mesmo ocorre para H. O resultado
principal em [HZ10] mostra que H nao se decompoe como grupo pro-2 fundamental de
um grafo profinito de 2-grupos finitos. Sua demonstracao mostra também que H nao
se decompoe como produto pro-2 livre com amalgamacao ou como HNN-extensao pro-2

sobre um grupo finito.
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