
Universidade de Braśılia
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Não poderia deixar de mencionar o Prof. Alexei Krassilnikov pelas muitas lições soviéticas
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Resumo

Nesta tese introduzimos e investigamos uma classe de grupos pro-finitos análoga

à importante classe dos grupos limites: grupos pro-finitos limites. Nosso trabalho faz uso

de métodos homológicos e da teoria de grupos agindo sobre árvores. Exatamente com

estas ferramentas, a classe dos grupos pro-p limites foi originalmente estudada em [KZ11]

por D. Kochloukova e P. Zalesskii. Analisamos algumas das semelhanças, diferenças e

relações existentes entre os três tipos de grupo limites: discretos, pro-p e pro-finitos. Além

disso, em nossa investigação provamos que, sob certa condição, produtos pro-p livres com

amalgamações proćıclicas herdam de seus fatores livres a propriedade de cada subgrupo

2-gerado ser pro-p livre. Isto generaliza resultados pro-p conhecidos, bem como análogos

pro-p de resultados clássicos da Teoria Combinatorial de Grupos.

Palavras chaves: Teoria Combinatorial de Grupos, grupos limites, métodos ho-

mológicos, grupos agindo sobre árvores, grupos profinitos, grupos pro-p.



Abstract

In this thesis we introduce and investigate a class of pro-finite groups analogous

to the important class of limit groups: limit pro-finite groups. Our work makes use of

homological methods and the theory of groups acting on trees. Exactly with these tools,

the class of limit pro-p groups was originally studied in [KZ11] by D. Kochloukova and P.

Zalesskii. We analyze some similarities, differences and relations among the three types of

limit groups: discrete, pro-p and pro-finite. Moreover, in our investigation we prove under

a certain condition that free pro-p products with procyclic amalgamation inherit from its

free factors the property of each 2-generated subgroup being free pro-p. This generalizes

known pro-p results, as well as some pro-p analogues of classical results in Combinatorial

Group Theory.

Key words: Combinatorial Group Theory, limit groups, homological methods, groups

acting on trees, profinite groups, pro-p groups.
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Introdução

L’amour pour principe et l’ordre pour base; le progrès pour but.
Auguste Comte

Nesta tese de doutorado em Teoria de Grupos as investigações são realizadas

em um universo particular importante e interessante: o dos Grupos Profinitos. Eviden-

temente, muito da teoria de grupos finitos, quando interpretado da maneira adequada,

pode ser executado nos grupos profinitos. E, ao mesmo tempo, a categoria dos grupos

profinitos possui objetos livres (grupos profinitos livres); isto trás inúmeras questões da

Teoria Combinatorial de Grupos à tona.

Os grupos profinitos surgiram como grupos de Galois de extensões infinitas

de corpos, no final do século XIX, e foram inicialmente estudados visando aplicações

em Aritmética (cf. [Ser62], [Koch70], [Sha72], [FJ05] e [NSW08]). Vale ressaltar que

enquanto há três décadas atrás suas investigações eram de certa forma remotas, hoje

em dia grupos profinitos podem ser vistos como uma tendência em matemática. Mais

especificamente, grupos profinitos têm sido fortemente empregados em investigações em

Geometria Algébrica, em Teoria Algébrica dos Números, e ainda em aplicações fora da

Matemática Pura, por exemplo em Teoria de Linguagem Formais (ciência da computação)

e em Teoria de Renormalização (f́ısica teórica).

Um grupo profinito G é um grupo topológico que é Hausdorff, compacto e

totalmente desconexo. Uma definição equivalente mais expressiva é que G é o limite

projetivo de grupos finitos. Muitas das propriedades dos grupos finitos se estendem aos

grupos profinitos por simples “passagem ao limite”; é assim que se definem os grupos
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pro-p (limites projetivos de p-grupos finitos), os grupos de Sylow, etc.

Em 2007, D. Kochloukova e P. Zalesski (vide [KZ11]) iniciaram o estudo

de um análogo pro-p de uma importante classe de grupos discretos: a dos grupos limites.

É crucial agora apresentarmos a classe original dos grupos limites e descrever algumas de

suas propriedades, para assim compreendermos os resultados obtidos nos casos pro-p e

profinitos e, especialmente, os problemas abordados neste trabalho.

Grupos limites foram introduzidos por Z. Sela no primeiro de uma série de

artigos ([Sel01], et seq.) contendo sua solução do proeminente Problema de Tarski sobre

a teoria elementar de grupos livres (cf. [BMS02]). Na realidade, dentre os grupos

finitamente gerados, grupos limites constituem uma classe longamente estudada sob os

nomes: grupos totalmente residualmente livres, grupos ω-residualmente livres e grupos

∃-livres. Nesse mesmo artigo, Sela estabelece o seguinte: Um grupo finitamente gerado

é um grupo limite se, e somente se, ele é totalmente residualmente livre.

Um grupo G é totalmente residualmente livre se para qualquer coleção finita

de elementos não-triviais g1, . . . , gn de G existe um homomorfismo ϕ de G sobre um

grupo livre F tal que ϕ(g1), . . . , ϕ(gn) são elementos não-triviais de F . Os primeiros

exemplos finitamente gerados não-livres de grupos limites foram dados pelos irmãos

G. Baumslag e B. Baumslag na década de 1960, em estudos sobre propriedades

residuais de grupos. Eles obtiveram grupos totalmente residualmente livres por meio de

extensões de centralizadores de grupos livres (cf. [Bau62] e [BBau67]). Uma extensão de

centralizador de um grupo G é um produto livre com amalgamação da forma G∗C (C×B)

onde C é o centralizador de um elemento de G e B é um grupo abeliano livre finitamente

gerado. De fato, eles mostraram o seguinte resultado: Se F é um grupo livre e C é

um subgrupo ćıclico auto-normalizante de F , então para cada grupo abeliano livre B, a

extensão de centralizador F ∗C (C × B) é totalmente residualmente livre.

Sob outro ponto de vista, a classificação dos grupos finitamente gerados que são

existencialmente equivalentes a um grupo livre, está intimamente relacionada ao Problema

de Tarski mencionado anteriormente. Dizemos que um grupo é um grupo ∃-livre se sua
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teoria existencial coincide com a teoria existencial de um grupo livre. Esta definição foi

dada por V. Remeslennikov, em [Rem89], onde ele enuncia o seguinte resultado: Um

grupo finitamente gerado é ∃-livre se, e somente se, ele é totalmente residualmente livre.

Por outro lado, O. Kharlampovich e A. Myasnikov também obtiveram

uma solução para o Problema de Tarski (cf. [KhM98a], [KhM98b] e [KhM06]), ao

desenvolverem: a geometria algébrica sobre grupos livres, a teoria de grupos exponenciais

livres, e a maquinária de Makanin–Razborov para lidar com equações sobre grupos livres.

É crucial para a nossa abordagem sobre os grupos profinitos e pro-p limites o seguinte

resultado deles: Um grupo finitamente gerado é totalmente residualmente livre se, e

somente se, ele é um subgrupo de sucessivas extensões de centralizadores a partir de um

grupo livre.

Resumindo as proposições anteriores, temos:

Teorema (Caracterizações de grupos limites). Seja G um grupo finitamente gerado. As

seguintes asserções são equivalentes:

1. G é um grupo limite (no sentido de Sela).

2. G é um grupo totalmente residualmente livre.

3. G possui a mesma teoria existencial de um grupo livre.

4. G é um subgrupo de sucessivas extensões de centralizadores a partir de um grupo livre.

Grupos livres de postos finitos e grupos abelianos livres de postos finitos são

claramente exemplos de grupos limites. O produto direto de dois grupos livres não-

abelianos de mesmo posto finito é residualmente livre mas não é limite. Um exemplo não

tão trivial de um grupo limite é o grupo fundamental Mg de qualquer superf́ıcie conexa

fechada (compacta e sem fronteira) orientável de gênero g ≥ 2; este exemplo dá substância

à tradição em Teoria Combinatorial de Grupos que, dentre os grupos não-livres, Mg é o

que mais se assemelha aos grupos livres.

Antes de entrarmos no universo profinito de análogos de grupos limites, listamos

algumas propriedades dos grupos limites.
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Proposição (cf. [AB06, Prop. 1.1]). Seja G um grupo limite. Então:

(1) o grupo G é livre-de-torção;

(2) todo subgrupo abeliano de G é finitamente gerado;

(3) a comutatividade é uma relação transitiva sobre G−{1};

(4) se G for não-abeliano, então seu centro é trivial;

(5) todo subgrupo abeliano não-trivial está contido em um único subgrupo abeliano
maximal;

(6) ráızes são únicas, i.e. xn = yn com n �= 0 implica x = y;

(7) quaisquer dois elementos não-triviais que comutam e são conjugados devem coincidir;

(8) se G for não-abeliano, então sua abelianização é infinita;

(9) o grupo G é finitamente apresentado;

(10) o grupo G é coerente, i.e. cada subgrupo finitamente gerado é finitamente
apresentado (e é um grupo limite);

(11) se G não for livre então sua dimensão co-homológica é max(2,m) onde m é o posto
maximal de seus subgrupos abelianos;

(12) o conjunto de todas as classes de conjugação de subgrupos abelianos maximais de
posto ≥ 2 é finito.

Podemos agora definir grupos limites no contexto pro-p ou profinito. Seja C a

classe de grupos consistindo de todos os grupos finitos (resp. p-grupos finitos). Definimos

indutivamente as seguintes classes de grupos pro-C:

G0 é a classe de todos os grupos pro-C livres de posto finito.

Gn (n > 0) é a classe de todos os grupos Gn, onde Gn é o produto pro-C livre
amalgamado Gn−1 �Cn−1 An−1 satisfazendo:

(i) Cn−1 é um subgrupo próprio proćıclico e um fator direto de um grupo
pro-C abeliano livre de posto finito qualquer An−1.

(ii) Cn−1 é um subgrupo do grupo Gn−1 de Gn−1 tal que o normalizador em
Gn−1 de cada subgrupo proćıclico não-trivial de Cn−1 coincide com Cn−1.

Definição. Um grupo pro-C limite G é um subgrupo fechado topologicamente finita-

mente gerado de algum grupo Gn de Gn (n ≥ 0).
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Observamos que esta definição faz sentido para qualquer classe não-vazia de

grupos finitos C fechada sob formação de subgrupo, quociente e produto direto finito.

A principal razão para as condições do item (ii) na definição dos grupos Gn

é a seguinte. Consideremos em um grupo, um elemento que gere um grupo livre de

posto 1. No caso discreto, o centralizador deste elemento em um grupo livre é ćıclico, e

após fazermos uma extensão de centralizadores o centralizador se torna abeliano. No

caso profinito, o centralizador em um grupo profinito livre é meta-proćıclico, e após

fazermos uma extensão de centralizadores o centralizador se torna meta-abeliano, ou

(proćıclico não-trivial)-por-(diedral pro-π), ou ainda pode conter um subgrupo pro-p livre

não-abeliano. Vide Observação 2.2.4, Proposição 2.2.5 e Proposição 2.2.10.

Observemos agora que, a maioria dos métodos tradicionalmente utilizados para

demonstrar resultados sobre grupos discretos não podem ser utilizados nos casos profinito

ou pro-p. De plano, um elemento de um grupo profinito não pode ser expresso como

uma palavra finita nos geradores, isto elimina a possibilidade de utilizar as técnicas

combinatoriais no sentido original. Além disso, quando existem versões profinitas ou

pro-p dos métodos tradicionais eles não possuem força total.

Os instrumentos essenciais da Teoria Combinatorial dos grupos profinitos são

os Métodos Homológicos e, principalmente, a versão profinita da Teoria de Bass-Serre

(de grupos agindo sobre árvores). Recentemente desenvolvida por O. Mel’nikov, L.

Ribes e P. Zalesskii ([ZM88], [Mel89], [Zal90] e [RZ00a]), a teoria de grupos profinitos

agindo sobre árvores possui sólidas realizações e apresenta um bom número de problemas

desafiadores (e.g. [Zal95], [RSZ98] e [HZ07]).

Com o objetivo de, brevemente, apresentar e revisar os fundamentos da Teoria

Combinatorial dos grupos profinitos e pro-p que serão evocados ao longo deste trabalho,

escrevemos o Caṕıtulo 1.

No Caṕıtulo 2, introduzimos e iniciamos a investigação da classe dos grupos pro-

finitos limites. Destacamos os seguintes resultados obtidos.
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Teorema 2.0.1. Seja G um grupo pro-finito limite. Então:

(2.2.2) o grupo G possui p-dimensão co-homológica finita e portanto é livre-de-torção;
além disso, se G não for p-projetivo então cdp(G) = max{2, αp(G)}, onde
αp(G) = sup{cdp(A) | A ≤c G,A abeliano}.

(2.2.3) os subgrupos fechados nilpotentes de G são abelianos, e existe um limitante (finito)
uniforme para seus postos.

(2.2.6) sobre um subgrupo fechado qualquer H de G, as seguinte asserções são equiva-
lentes: (i) H não contém subgrupo pro-p livre não-abeliano algum, para cada primo
p; (ii) H é virtualmente solúvel; (iii) H possui posto finito; (iv) H é abeliano ou
meta-proćıclico projetivo.

(2.2.10) para cada elemento que gera um subgrupo profinito livre de posto 1, o normali-
zador deste subgrupo é abeliano maximal ou meta-proćıclico projetivo.

(2.2.12) se G possui a propriedade comutatividade-transitiva, então G é abeliano ou pro-p.

Exemplos não-óbvios de grupos pro-finitos limites podem ser obtidos através do

seguinte resultado, cujo análogo pro-p não é conhecido.

Proposição 2.3.2. O completamento profinito de um grupo limite discreto é um grupo

pro-finito limite.

Associado ao Caṕıtulo 2, temos o Apêndice A abordando alguns detalhes sobre a

propriedade Comutatividade-Transitiva, bem como o Apêndice B detalhando a estrutura

dos grupos pro-p virtualmente proćıclicos.

No Caṕıtulo 3, fazemos investigações exclusivamente sobre grupos pro-p, uti-

lizando-nos fortemente da teoria de grupos pro-p agindo sobre árvores pro-p mencionada

anteriormente. À luz de um admirável resultado de W. Herfort e P. Zalesskii

(Teorema 3.0.1 - [HZ07, Sec. 5] ou [HZZ11, Sec. 3]) provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.0.2. Seja G = A �C B um produto pro-p livre de A e B com amalgamação

proćıclica C. Suponhamos que o centralizador em G de cada subgrupo fechado não-trivial

de C seja um grupo pro-p abeliano livre e contenha C como um fator direto. Se cada

subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada subgrupo pro-p 2-gerado de B é um grupo pro-p livre

ou um grupo pro-p abeliano livre então cada subgrupo pro-p 2-gerado de G também o é.
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Este resultado é uma versão pro-p de um resultado clássico de G. Baumslag

[Bau62, Thm. 2] que deu impulso à teoria dos grupos limites. Nosso teorema generaliza

[KZ11, Thm. 7.3], bem como a versão pro-p de [BBau68] para amalgamações proćıclicas.

Os detalhes estão apresentados na Seção 3.3.

Finalmente no Caṕıtulo 4, encerramos esta tese explicitando algumas das

semelhanças, diferenças e relações existentes entre as classes dos grupos (discretos) limites,

pro-p limites e pro-finitos limites, bem como levantando problemas a serem abordados no

futuro próximo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

... los duelos con pan son menos. (Sancho Panza a Don Quijote)

Miguel de Cervantes

Neste caṕıtulo apresentamos alguns conceitos fundamentais e também cole-

cionamos alguns resultados básicos que serão utilizados com certa freqüência no decorrer

do trabalho. Aqui, apenas os resultados que não encontramos demonstração na literatura

serão provados. A exposição deste caṕıtulo está fortemente baseada nas Referências

Bibliográficas listadas na seção Grupos Profinitos.

1.1 Generalidades sobre grupos profinitos e pro-p

Um grupo profinito é um grupo topológico o qual é Hausdorff, compacto e

totalmente desconexo. De plano, observamos que dentre os grupos compactos existem dois

extremos: grupos de Lie, os quais não possuem subgrupos ‘pequenos’ (i.e. vizinhanças

suficientemente pequenas da identidade não contêm subgrupo não-trivial algum); e grupos

profinitos, nos quais toda vizinhança da identidade contém um subgrupo aberto. Uma

definição equivalente mais expressiva de um grupo profinito é que este é o limite projetivo

de grupos finitos discretos; donde a origem da terminologia, pro-finito. Muitas das

propriedades de grupos finitos se estendem aos grupos profinitos por simples “passagem
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ao limite”. É deste modo que podemos definir os grupos pro-p, os subgrupos de Sylow, o

subgrupo de Frattini, etc.

Antes de apresentarmos cada um destes conceitos, faremos agora algumas

observações triviais de ordem prática. Um subgrupo de um grupo profinito é profinito

se, e somente se, ele for fechado. Também por compacidade, um subgrupo é aberto se,

e somente se, ele for fechado e possuir ı́ndice finito. É comum denotarmos um subgrupo

fechado (resp. aberto) H de um grupo profinito G por H ≤c G (resp. H ≤o G). O

quociente de um grupo profinito por um subgrupo normal fechado é profinito, e é discreto

(e finito) se, e somente se, o subgrupo é aberto. Por considerações de topologia geral

elementar, uma aplicação cont́ınua entre um grupo profinito e um espaço topológico de

Hausdorff é necessariamente uma aplicação fechada (i.e. o operador ‘fecho topológico’

comuta com a aplicação).

Um grupo profinito G é um grupo pro-p se, e somente se, todo subgrupo normal

aberto de G possui ı́ndice igual a uma potência do número primo p; equivalentemente G é

um limite projetivo de p-grupos finitos (vide [RZ00b, Thm. 2.1.3] para uma caracterização

de grupos pro-C em geral). Grupos pro-p estão para grupos profinitos, assim como p-

grupos estão para grupos finitos; por vezes, um resultado sobre grupos profinitos pode ser

deduzido a partir do resultado válido para grupos pro-p (para cada primo p).

Dentre os mais fundamentais exemplos de grupos profinitos estão: (a) grupos de

Galois de extensões galoisianas de corpos comutativos (cf. [NSW08]); (b) grupos anaĺıticos

p-ádicos compactos (cf. [DDMS]); (c) completamento profinito (resp. pro-p) de um dado

grupo abstrato - o limite projetivo de todos os quocientes finitos (resp. p-grupos finitos)

do grupo dado (cf. [RZ00b, Sec. 3.2]); (d) grupos duais de Pontryagin de grupos abelianos

de torção (cf. [RZ00b, Sec. 2.9]).

Seja G um grupo profinito. Dizemos que um subconjunto X de G é um conjunto

de geradores (topológicos) de G, ou que X gera (topologicamente) G se o subgrupo

(algebricamente) gerado por X for denso em G. Quando G possui um subconjunto

finito de geradores (topológicos) dizemos que G é um grupo profinito finitamente
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gerado; a menor cardinalidade de um conjunto finito de geradores de G será denotada

por d(G). O subgrupo de Frattini Φ(G) de G, é a intersecção de todos os subgrupos

próprios fechados maximais de G; logo, um subgrupo caracteŕıstico próprio de G, se

G for não-trivial. Analogamente ao que ocorre com grupos finitos e p-grupos finitos,

o subgrupo de Frattini está relacionado com elementos (não-)geradores de um grupo

profinito e desempenha um papel fundamental no estudo de grupos pro-p.

Proposição 1.1.1 (cf. [RZ00b, Sec. 2.8]). Seja G um grupo pro-p.

(a) Temos d(G) = d(G/Φ(G)).

(b) O quociente G/Φ(G) é um grupo profinito abeliano p-elementar, donde um espaço
vetorial sobre o corpo finito com p elementos Fp.

(c) Temos Φ(G) = Gp[G,G], onde Gp = �gp | g ∈ G� e [G,G] é o grupo derivado.

(d) Se ψ : G → H é um homomorfismo cont́ınuo qualquer entre grupos pro-p, então
ψ(Φ(G)) ⊆ Φ(H).

(e) Se G for um limite inverso de grupos pro-p Gi, então Φ(G) ∼= lim
←−

Φ(Gi) e G/Φ(G) ∼=
lim
←−

Gi/Φ(Gi).

(vide [RZ00b, Sec. 2.8] para resultados sobre grupos profinitos em geral.)

Encerramos esta seção com os conceitos de ordem e subgrupos p-Sylow de grupos

profinitos.

Um número supernatural é um produto formal
�

p p
n(p), onde p percorre o

conjunto de todos os números primos e cada n(p) pertence a Z≥0 ∪ {∞} (este com

sua aritmética usual). Definimos o mı́nimo múltiplo comum (mmc) de uma dada

famı́lia {ωi =
�

p p
n(p,i)} de números supernaturais por mmc{ωi} =

�
p p

n(p), onde

n(p) = supi{n(p, i)}; analogamente, o máximo divisor comum (mdc) da dada famı́lia

é mdc{ωi} =
�

p p
n(p), onde n(p) = infi{n(p, i)}.

Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito G. O ı́ndice |G : H| de H

em G é o número supernatural |G : H| = mmc{[G/U : HU/U ] |U ∈ U}, onde U denota

o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G; a ordem de G é |G : 1|.

Embora grupos profinitos em geral não possuam elementos de ordem potência de

p, podemos definir subgrupos p-Sylow do mesmo modo como se faz para grupos finitos.
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Um subgrupo (fechado) H de G é um subgrupo p-Sylow de G se H é um subgrupo

pro-p maximal de G; ou, equivalentemente, se |H : 1| =
�

l l
m(l) e |G : H| =

�
l l

n(l),

então sempre que m(l) �= 0 temos l = p e sempre que n(l) �= 0 temos l �= p. Finalmente

observamos que por “passagem ao limite” os Teoremas de Sylow se estendem para grupos

profinitos: G possui um subgrupo p-Sylow (o qual é o limite projetivo de subgrupos

p-Sylow de seus quocientes finitos); cada subgrupo pro-p de G está contido em algum

subgrupo p-Sylow de G; e G age transitivamente sobre o conjunto de todos os seus

subgrupos p-Sylow via conjugação.

Finalmente, um grupo profinito é um grupo proćıclico se todo quociente por

um subgrupo normal aberto é um grupo ćıclico; equivalentemente, é um grupo profinito

(topologicamente) por no máximo 1 elemento; ou ainda, é o limite projetivo de grupos

ćıclicos finitos. Quando tal grupo é pro-p temos apenas duas possibilidades: ou ćıclico

finito, ou topologicamente isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros p-ádicos Zp (vide [DDMS,

Prop. 1.28]). Assim, se G é um grupo profinito e g um elemento de G, definimos o grupo

proćıclico C = �g� - o menor subgrupo fechado gerado por g. Se C possui ordem
�

p p
n(p)

e I denota o conjunto dos primos p tais que n(p) = ∞, então C é isomorfo ao produto

cartesiano de seus subgrupos p-Sylow:

C ∼=
�

p∈I

Zp ×
�

p/∈I

Z/pn(p)Z

(cf. [Wil98, Prop. 2.4.3] - uma generalização do Teorema Chinês dos Restos). Para um

conjunto de primos π qualquer, denotamos
�

p∈π Zp por Zπ. Quando π consiste de todos

os primos, temos que Zπ é topologicamente isomorfo ao completamento profinito �Z de Z.

1.2 Co-homologia

Nesta tese nos restringiremos à teoria de co-homologia de grupos profinitos

quando os módulos de coeficientes são discretos. As principais referências para este

assunto são [Ser62, Chap. I], [Koch70, Chap. 3-7], [Wil98, Chap. 9-11], [RZ00b, Chap.

6-7] e [SW00]. Ao invés de usarmos a maquinária de funtores derivados, definiremos os
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grupos de co-homologia de uma forma mais concreta.

Sejam G um grupo profinito e A um G-módulo discreto (i.e. A é um grupo

abeliano discreto sobre o qual existe uma ação cont́ınua de G por automorfismos). Para

cada n ≥ 0, seja Cn(G,A) o conjunto de todas as aplicações cont́ınuas do produto

cartesiano Gn para A (C0(G,A) = A). Definimos homomorfismos de grupos abelianos

dn : Cn(G,A)→ Cn+1(G,A) pelas fórmulas usuais

(dnϕ) (g1, . . . , gn+1) = g1 · ϕ(g2, . . . , gn+1)

+

n�

i=1

(−1)iϕ(g1, . . . , gi−1, gigi+1, gi+2, . . . , gn+1)

+ (−1)n+1ϕ(g1, . . . , gn)

(e (d0ϕ) (g1) = g1ϕ − ϕ). Como dndn−1 = 0 para cada n ≥ 1, consideramos os n-ésimos

(n ≥ 0) grupos de co-homologia de G com coeficientes em A:

Hn(G,A) = Zn(G,A)/Bn(G,A) ,

onde Zn(G,A) = ker(dn) e, Bn(G,A) = Im(dn−1) para n ≥ 1 e B0(G,A) = 0.

Claramente, H0(G,A) se identifica com o conjunto AG dos pontos de A fixos por G,

como de costume.

Ao mesmo tempo que estendemos a definição padrão de co-homologia de grupos

finitos para profinitos, esta última se reduz à primeira pelo seguinte resultado.

Proposição 1.2.1 (cf. [Wil98, Thm. 9.7.2]). Sejam G um grupo profinito e A um G-

módulo discreto. Para cada n ≥ 0 temos

Hn(G,A) = lim
−→

Hn(G/U,AU) ,

onde U percorre todos os subgrupos normais abertos de G e AU denota o conjunto dos

pontos de A fixos por U .

Em particular, Hn(G,A) são grupos de torção para cada n ≥ 1.

Finalmente, a p-dimensão co-homológica de um grupo profinito G, cdp(G), é

o ı́nfimo dos números n tais que para cada G-módulo discreto de torção A e para cada
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q > n, a componente p-primária de Hq(G,A) é nula; quando não existe um tal inteiro n,

dizemos que a p-dimensão co-homológica de G é infinita e denotamos então cdp(G) = +∞.

1.3 Construções livres

Muito da teoria de grupos finitos, quando interpretado da maneira adequada,

pode ser executado para grupos profinitos. Ao mesmo tempo, a categoria dos grupos

profinitos possuem objetos livres – grupos profinitos livres; e isto trás inúmeras questões

da Teoria Combinatorial de Grupos à tona. As principais referências para esta seção são

[RZ00b, Chap. 3, 8 e 9], [FJ05, Chap. 22 e 25] e [Wil98, Chap. 5].

Grupos livres e projetivos

Como neste trabalho lidamos apenas com grupos finitamente gerados, nos

restringimos aos grupos livres de posto finito. O completamento profinito (resp. pro-

p) de um grupo livre (abstrato) de posto finito r é o grupo profinito (resp. pro-p)

livre de posto finito r. Isto, pois este satisfaz a devida propriedade universal de objeto

livre na categoria dos grupos profinitos (resp. pro-p) (cf. [RZ00b, Prop. 3.3.2]).

Assim como no caso abstrato, subgrupos fechados de ı́ndice finito H de um grupo

profinito (resp. pro-p) livre F são profinitos (resp. pro-p) livres e satisfazem a Fórmula

de Schreier

d(H)− 1 = [F : H](d(F )− 1)

(cf. [RZ00b, Prop. 3.6.2(b)]). Aqui, cabe ressaltarmos o seguinte profundo resultado de

O. Mel’nikov.

Teorema 1.3.1 (cf. [RZ00b, Thm. 8.6.5]). Seja F um grupo profinito (resp. pro-p) livre

de posto finito r, com r ≥ 2. Um subgrupo normal fechado de F é finitamente gerado se,

e somente se, ele possui ı́ndice finito em F .

Mais fundamentalmente, todo subgrupo de um grupo livre (abstrato) é um grupo

livre (Teorema de Nielsen-Scherier); isto não ocorre já no grupo profinito livre de posto 1
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(e.g. o grupo Zp não é profinito livre); o análogo pro-p do referido teorema é conseqüência

do seguinte importante resultado.

Teorema 1.3.2 (cf. [RZ00b, Thm. 7.7.4]). Seja G um grupo pro-p. As seguintes

asserções são equivalentes:

(a) G é um grupo pro-p livre.

(b) a p-dimensão co-homológica de G é no máximo igual a 1.

Na realidade, os grupos pro-p livres são muito mais simples e se comportam de

maneira mais próxima aos grupos livres abstratos do que os grupos profinitos livres. Isto

se reflete em toda a Teoria Combinatorial de grupos pro-p e profinitos.

Na categoria dos Grupos, os grupos projetivos são retratos de grupos livres e logo

são grupos livres, à luz do Teorema de Nielsen-Schreier. Um grupo profinito projetivo

P é um objeto projetivo na categoria dos Grupos profinitos (i.e. cada morfismo P → X

fatora-se através de cada epimorfismo Y → X). Ao contrário do que ocorre com grupos

abstratos ou pro-p, grupos profinitos projetivos podem não ser livres (e.g. um subgrupo

isomorfo a Zp contido em �Z).

Proposição 1.3.3 (cf. [RZ00b, Sec. 7.6]). Seja G um grupo profinito. As seguintes

asserções são equivalentes:

(a) G é um grupo profinito projetivo;

(b) G é isomorfo a um subgrupo fechado de um grupo profinito livre;

(c) para cada primo p, G é p-projetivo (i.e. cdp(G) ≤ 1);

(d) para cada primo p, todo p-Sylow de G é pro-p livre.

Os próximos dois resultados serão utilizados no Caṕıtulo 2. Para o primeiro

resultado, relembramos que o posto de um grupo profinito G é o análogo do posto de Prüfer

de um grupo qualquer, e portanto pode ser definido por rk(G) = sup{d(H) |H ≤c G} .

(O uso deste termo não causa conflito com o seu tradicional emprego em grupos livres).
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Proposição 1.3.4. Seja G um grupo profinito projetivo. As seguintes asserções são

equivalentes:

(i) G não contém subgrupo pro-p livre não-abeliano algum, para cada primo p;

(ii) G é isomorfo a Zπ � Zρ, para certos conjuntos disjuntos de primos π e ρ;

(iii) G é virtualmente solúvel;

(iv) G possui posto finito.

Em particular, se G for nilpotente então G é proćıclico.

Demonstração. (i)⇒(ii). Por hipótese, todo subgrupo p-Sylow de G é proćıclico. Logo,

os subgrupos p-Sylow de cada quociente finito de G são ćıclicos. Dáı, o subgrupo derivado

e a abelianização de cada quociente finito de G são grupos ćıclicos de ordens coprimas

(cf. [Rob96, Proof of 10.1.10]). Por [RZ00b, Cor. 1.1.8(b)] e [RZ00b, Prop. 2.2.4], temos

que [G,G] e G/[G,G] são proćıclicos de ordens coprimas. Pela versão do Teorema de

Schur-Zassenhaus para grupos profinitos (cf. [RZ00b, Thm. 2.3.15]), o resultado segue.

(ii)⇒(iii). Não há o que se demonstrar.

(ii)⇒(iv). Segue do simples fato que a classe dos grupos profinitos de posto finito é fechada

por formação de extensões (cf. [Wil98, Prop. 8.1.1(b)]).

(iii)⇒(i). Seja N um subgrupo solúvel normal aberto de G . Seja S um subgrupo p-Sylow

qualquer de G. Então o subgrupo N∩S é proćıclico e pro-p livre; donde trivial ou isomorfo

a Zp. Pela Fórmula de Schreier (p. 6), temos que S é também trivial ou isomorfo a Zp.

(iv)⇒(i). Todo subgrupo p-Sylow de G deve ser abeliano. Com efeito, o fecho do subgrupo

gerado por todos os comutadores de um grupo pro-p livre não-abeliano, não é um subgrupo

finitamente gerado (cf. Teorema 1.3.1).

Finalmente, se G for nilpotente, decompomos G como produto cartesiano de seus

subgrupos de Sylow (cf. [RZ00b, Prop. 2.3.8]), donde G ∼= Zσ, com σ = π ∪ ρ.

Lema 1.3.5. Seja G um grupo pro-p livre. Se G possui um subgrupo normal proćıclico

não-trivial, então G ∼= Zp.
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Demonstração. Seja N um subgrupo normal proćıclico não-trivial de G. Suponhamos,

por absurdo, que o posto de G seja pelo menos 2. Então o ı́ndice de N em G não pode

ser infinito (pelo Teorema 1.3.1) nem finito (pela Fórmula de Schreier, p. 6).

Amalgamações

Essencialmente existem duas espécies diferentes de amalgamações de grupos:

produtos livres com amalgamações e HNN-extensões; estas duas são construções-chaves

e ferramentas essenciais no estudo de grupos infinitos. A idéia geral neste contexto é:

decompor, se posśıvel, um grupo como uma amalgamação de seus subgrupos; e então,

informações sobre este grupo podem ser obtidas das correspondentes informações sobre

esses subgrupos. Assumiremos aqui conhecidas tais construções no contexto de grupos

abstratos, as quais serão denotadas por �abs e HNNabs (cf. [MKS66], [LS77], [CZGK93],

[FR99] e [CM82]).

Começamos discutindo no universo profinito os produtos livres com amal-

gamações. Dados três grupos profinitos (resp. pro-p) G1, G2 e G0 juntamente com dois

monomorfismos cont́ınuos fi : G0 → Gi (i ∈ {1, 2}), consideramos o produto livre com

amalgamação Gabs = G1 �
abs
G0

G2 e as imersões canônicas ϕabs
i : Gi → Gabs (i ∈ {1, 2}).

Seja N a coleção de todos os subgrupos normais N de Gabs tais que Gabs/N é um grupo

finito (resp. p-grupo finito) e (ϕabs
i )−1(N) é um subgrupo fechado de Gi (i ∈ {1, 2}). O

completamento profinito (resp. pro-p) �Gabs
N

de Gabs com respeito a N é o produto

profinito (resp. pro-p) livre de G1 e G2 com amalgamação G0, denotado por

G1�G0G2 (resp. G1�
p
G0

G2). Quando G0 é trivial, dizemos simplesmente produto profinito

(resp. pro-p) livre. Quando trabalhamos exclusivamente na categoria dos grupos pro-p,

denotamos �p por �, por simplicidade notacional - já que p fica impĺıcito no contexto.

A justificativa para esta definição de produto profinito (resp. pro-p) livre com

amalgamação vem do fato que este grupo profinito (resp. pro-p) G constrúıdo, é um

pushout na categoria dos grupos profinitos (resp. pro-p) dos monomorfismos dados, isto é:

para quaisquer homomorfismos cont́ınuos de grupos profinitos (resp. pro-p) ψi : Gi → K
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(i ∈ {1, 2}) satisfazendo ψ1f1 = ψ2f2, existe um único homomorfismo cont́ınuo ψ : G→ K

tal que ψϕi = ψi (i ∈ {1, 2}), onde cada ϕi é a composição Gi → Gabs → �Gabs
N

das

aplicações canônicas

G0

f1
��

f2 �� G2

ϕ2

�� ψ2

��

G1 ϕ1

��

ψ1
��

G
∃!ψ

��
K

(cf. [RZ00b, Prop. 9.2.1]). Vide [RZ00b, Chap. 9] para produto pro-C livre com

amalgamação .

Em contraste com o caso abstrato, em geral pode ocorrer das aplicações canônicas

Gi → G (i ∈ {1, 2}) não serem injetivas tanto no caso pro-p quanto profinito; quando

ambas são injetivas dizemos que o produto livre com amalgamação é próprio. Por outro

lado, se a imagem canônica de G0 em G coincide com a imagem canônica de G1 (resp.

G2) em G então G = G1�G0 G2 é isomorfo a G2 (resp. G1); nestas situações dizemos que

este produto livre amalgamado é fict́ıcio.

Proposição 1.3.6 ([Rib71, Thm. 2.3]). O produto profinito livre de G1 e G2 com

amalgamação G0 é próprio se G0 for central em G1 ou G2.

Proposição 1.3.7 ([Rib71, Thm. 3.2]). O produto pro-p livre de G1 e G2 com

amalgamação G0 é próprio se G0 for proćıclico.

Os resultados a seguir são conseqüências imediatas (e podem ser melhor

compreendidos através) da teoria de grupos profinitos agindo sobre árvores profinitas.

Teorema 1.3.8. Seja G = G1

�
H G2 um produto pro-p livre com amalgamação próprio.

(a) ([RZ00a, Thm. 4.2(b)]) Seja K um subgrupo finito de G. Então K ⊆ gGig
−1 para

algum g ∈ G e algum i ∈ {1, 2}.

(b) ([RZ00a, Thm. 4.3(b)]) Seja g ∈ G. Então Gi∩gGjg
−1 ⊆ bHb−1 para algum b ∈ Gi,

sempre que 1 ≤ i �= j ≤ 2 ou g �∈ Gi.
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Proposição 1.3.9 ([RZ96, Cor. 2.7(ii)]). Sejam G1 e G2 grupos profinitos com um

subgrupo proćıclico em comum C, tal que G = G1�C G2 seja próprio. Seja c ∈ C. Então

temos a seguinte relação entre normalizadores NG(�c�) = NG1(�c�)�C NG2(�c�) .

Vale também o resultado análogo pro-p desta proposição anterior, o qual será

usado no Caṕıtulo 3.

Vamos definir agora HNN-extensões. Dado um grupo profinito (resp. pro-p)

H, juntamente com um isomorfismo cont́ınuo entre dois de seus subgrupos fechados

f : A → B, consideramos a HNN-extensão Gabs = HNNabs(H,A,B, f, t) e a imersão

canônica ϕabs : H → Gabs. Seja N a coleção de todos os subgrupos normais N de Gabs

tais que Gabs/N é um grupo finito (resp. p-grupo finito) e (ϕabs)−1(N) é um subgrupo

fechado de H. O completamento profinito (resp. pro-p) �Gabs
N

de Gabs com respeito a N ,

juntamente com a imagem ι(t) da letra estável t pela aplicação canônica ι : Gabs → �Gabs
N
,

é a HNN-extensão profinita (resp. pro-p) de H com subgrupos associados A e

B por f , denotada por HNN(H,A,B, f, ι(t)) (resp. HNNp(H,A,B, f, ι(t))). Quando

trabalhamos exclusivamente na categoria dos grupos pro-p, denotamos HNNp por HNN,

por simplicidade notacional - já que p fica impĺıcito no contexto; ademais, dependendo da

situação é comum vermos na literatura os seguintes abusos de notação: HNN(H,A, f, t),

HNN(H,A, t) ou HNN(H,A, f).

A razão para esta definição vem do fato que este grupo profinito (resp. pro-

p) constrúıdo, possui a seguinte propriedade universal: para cada grupo profinito (resp.

pro-p) K, para cada k ∈ K e para cada homomorfismo cont́ınuo ψ : H → K satisfazendo

k−1ψ(a)k = ψ(f(a)) para todo a ∈ A, existe um único homomorfismo cont́ınuo ω : G→ K

com ω(ι(t)) = k tal que ψ = ϕω, onde ϕ é a composição H → Gabs → �Gabs
N

das aplicações

canônicas

G = HNN(H,A,B, f, ι(t))

∃!ω

��
H

ϕ

��

ψ
�� K

Em constraste com o caso abstrato, em geral pode ocorrer da aplicação canônica
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ϕ : H → G não ser injetiva tanto no caso pro-p quanto profinito. Quando ϕ é injetiva

dizemos que a HNN-extensão é própria.

Proposição 1.3.10 (cf. [RZ00b, Prop. 9.4.3(2)]). Uma HNN-extensão pro-p com

subgrupos associados finitos é própria.

Teorema 1.3.11. Seja G = HNN(H,A, f) uma HNN-extensão pro-p própria.

(a) ([RZ00a, Thm. 4.2(c)]) Seja K um subgrupo finito de G. Então K ⊆ gHg−1 para
algum g ∈ G.

(b) (cf. [RZ00a, Thm. 4.3(c)]1) Seja g ∈ G. Então

H ∩ gHg−1 ⊆ bAb−1

para algum b ∈ H ∪Ht−1, sempre que g �∈ H.

1.4 Grupos agindo sobre árvores

Uma abordagem para se estudar amalgamações é puramente combinatorial, via

relações e apresentações de grupos. Uma segunda abordagem a qual é uma poderosa

técnica geométrica/topológica foi desenvolvida por J-P. Serre e H. Bass (cf. [Ser80],

[Dic80], [Coh89], [Bau93], [DD89], [Sta83]).

A idéia geral da Teoria de Bass-Serre é a seguinte. Ao analisarmos a ação de

um grupo sobre uma árvore, a estrutura de amalgamação deste grupo pode ser deduzida.

Mais precisamente, “o que podemos dizer sobre um grupo G agindo sobre uma árvore T

quando conhecemos o grafo quociente G\T bem como todos os estabilizadores de vértices

e arestas?” − o principal resultado de Bass-Serre diz que podemos reconstruir G a partir

destas informações por meio de sucessivas amalgamações.

Observamos ainda, que a Teoria de Bass-Serre recupera de modo relativamente

fácil os principais teoremas da Teoria Combinatorial de Grupos, e.g. Nielsen-Schreier,

Subgrupo de Kurosh, Howson, Grushko-Neumann, M. Hall. (cf. [MKS66], [LS77],

[CZGK93], [FR99], [CM82]).

1 A possibilidade de b pertencer a Ht−1 infelizmente não apareceu escrita em [RZ00a, Thm. 4.3(c),
p. 99], mas pode ser deduzida de [ZM88, Thm. 3.12] ou ainda do Teorema 1.4.1(c).
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Agora notamos que, em geral, um elemento de um grupo profinito ou pro-p não

pode ser expresso como uma palavra finita nos geradores; isto elimina a possibilidade

de utilizar os métodos combinatoriais no sentido original. Como veremos a seguir, a

versão profinita da teoria de Bass-Serre existe mas não com força total. Esta teoria

desenvolvida por O. Mel’nikov, L. Ribes e P. Zalesskii ([ZM88], [Mel89], [Zal90],

[RZ96]) é, juntamente com os Métodos Homológicos, um dos principais instrumentos da

Teoria Combinatorial de Grupos Profinitos, e portanto da nossa investigação.

Um grafo profinito consiste de um conjunto compacto totalmente desconexo

não-vazio Γ com um subconjunto distinguido fechado V (Γ) e duas aplicações cont́ınuas

d0, d1 : Γ → V (Γ) cujas restrições a V (Γ) sejam idV (Γ). Os elementos de V (Γ) são

chamados de vértices de Γ, os elementos de E(Γ) := Γ−V (Γ) são chamados de arestas

de Γ, d0(e) (resp. d1(e)) é chamado de vértice inicial (resp. final) de uma aresta e. Um

morfismo é uma aplicação α : Γ→ Δ entre grafos profinitos tal que djα = αdj para cada

j ∈ {0, 1}. Se α é injetiva (resp. sobrejetiva), dizemos que α(Γ) é um subgrafo de Δ

(resp. um quociente de Γ).

Um grafo profinito Γ é conexo se todos os seus quocientes finitos são grafos

conexos no sentido usual (i.e. a realização geométrica de cada um destes é conexa).

Seja Γ um grafo profinito. Denotemos por (E∗(Γ), ∗) o espaço topológico

quociente E∗(Γ) = Γ/V (Γ) com ponto distingüido ∗ = {V (Γ)}. Dizemos que Γ é uma

árvore profinita (resp. pro-p) se:

A1. Γ é conexo;

A2. para cada primo l (resp. para l = p), temos a seguinte seqüência exata de Fl-módulos
profinitos livres

0 −→ Fl[[(E
∗(Γ), ∗)]]

d
−→ Fl[[V (Γ)]]

ε
−→ Fl −→ 0

onde os Fl-homomorfismos são dados por ε(v) = 1 para cada v ∈ V (Γ), e, d(ē) =
d1(e) − d0(e), onde ē é a imagem de uma aresta e ∈ E(Γ) no quociente E∗(Γ), e
d(∗) = 0.

(cf. [ZM88, Lemma 1.16]). [Sugerimos [RZ00b, Sec. 5.2] para detalhes sobre módulos

profinitos livres sobre anéis profinitos, e [Dic80, Prop. I.1.1, p. 3] como referência para o
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caso de grafos abstratos.]

A intersecção de uma famı́lia de subárvores profinitas (resp. pro-p) de uma árvore

profinita (resp. pro-p) é, ou vazia, ou uma árvore profinita (resp. pro-p). A menor (única)

subárvore profinita (resp. pro-p) contendo dois vértices v e w será chamada de a geodésica

conectando v e w e será denotada por [v, w] (cf. [RZ00a, p. 83-84]).

Um grupo profinito G age sobre um grafo Γ profinito, se a ação sobre o

espaço topológico subjacente Γ é cont́ınua e comuta com as aplicações d0 e d1, (i.e.,

g(dj(m)) = dj(gm), para quaisquer g ∈ G, m ∈ Γ, j ∈ {0, 1}). Denotaremos o subgrupo

dos estabilizadores de um elemento m de Γ por stabG(m).

Colecionamos a seguir alguns resultados fundamentais da teoria de grupos

profinitos agindo sobre árvores pro-p(!).

Teorema 1.4.1. Seja G um grupo pro-p agindo sobre uma árvore pro-p T .

(a) ([RZ00a, Prop. 3.5]) T/ �G é uma árvore pro-p, onde �G = �stabG(v) | v ∈ V (T )�.

(b) ([RZ00a, Cor. 3.6]) G/ �G é um grupo pro-p livre, onde �G = �stabG(v) | v ∈ V (T )�.

(c) ([RZ00a, Cor. 3.8]) Se v e w são dois vértices distintos de T , então E([v, w]) �= ∅ e
(stabG(v) ∩ stabG(w)) ≤ stabG(e) para cada e ∈ E([v, w]).

(d) ([RZ00a, Thm. 3.9]) Se G é finito, então G = stabG(v), para algum v ∈ V (T ).

A seguinte proposição asserta uma propriedade de grupos agindo sobre árvores

que não possui análogo na situação abstrata, em geral; a principal razão para isto é a

compacidade da árvore.

Proposição 1.4.2 ([Zal90, Lemma 1.5]). Seja G um grupo profinito agindo sobre uma

árvore profinita T . Existe uma subárvore G-invariante minimal não-vazia D de T ; se D

possui mais de um elemento, D é única.

Finalmente temos a fundamental tricotomia que descreve os grupos agindo sobre

árvores.
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Teorema 1.4.3 ([Zal90, Thm. 3.1]). Seja G um grupo profinito agindo sobre uma árvore

profinita T . Então vale uma das seguintes asserções:

(a) G estabiliza algum vértice de T ,

(b) G possui um subgrupo pro-p livre não-abeliano P tal que P ∩ stabG(v) = 1, para cada

vértice v de T .

(c) existe uma aresta e de T , cujo estabilizador stabG(e) é normal em G, e G/stabG(e) é

isomorfo a: (c.1) um grupo projetivo Zπ�Zρ, onde π∩ρ = ∅; (c.2) um grupo de Frobenius

Zπ�Z/mZ, onde m não é diviśıvel por primo algum de π e [k, c] �= 1 para cada k ∈ Zπ−{0}

e cada c ∈ Z/mZ−{0}; (c.3) um grupo pro-π diedral infinito Z/2Z�πZ/2Z ∼= Zπ�Z/2Z,

onde 2 ∈ π.

Encerramos o presente caṕıtulo com grupos pro-p fundamentais de grafos finitos

de grupos pro-p, os quais aparecem apenas no Caṕıtulo 3 (e no Apêndice C). Estes grupos

são generalizações das duas importantes construções por amalgamações que apresentamos

anteriormente. A melhor referência sobre o assunto ainda é o trabalho original [ZM88,

Sec. 3], embora lá os resultados estejam enunciados apenas para grupos profinitos

fundamentais.

Até o final da presente seção Γ será um grafo finito conexo diferente de um único

vértice. Um grafo de grupos pro-p (G,Γ) consiste de uma coleção de grupos pro-p

{G(m) |m ∈ Γ} e uma coleção de homomorfismos cont́ınuos {∂j,e : G(e) → G(dj(e)) | e ∈

E(Γ), j ∈ {0, 1}}. Dizemos que G(v), v ∈ V (Γ) (resp. G(e), e ∈ E(Γ)) são os grupos-

vértices (resp. grupos-arestas).

Seja T uma subárvore maximal de Γ. Uma T -especialização (β, β1) de (G,Γ)

para um grupo pro-p K consiste de duas aplicações β : ∪m∈Γ G(m) → K e β1 : Γ → K

satisfazendo:

(1) β|G(m) : G(m)→ K é um homomorfismo cont́ınuo, ∀m ∈ V (Γ);

(2) β1(m) = 1, ∀m ∈ T ;

(3) β1(e)
−1β|G(d0(e))(∂0,e(g))β1(e) = β|G(d1(e))(∂1,e(g)), ∀ e ∈ E(Γ), ∀ g ∈ G(e).
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O grupo pro-p fundamental de um grafo de grupos pro-p (G,Γ) com respeito

a uma subárvore maximal T , consiste de um grupo pro-p G = Π1(G,Γ, T ) e uma T -

especialização (ν, ν1) : (G,Γ) → G satisfazendo a seguinte propriedade universal: para

cada T -especialização (β, β1) : (G,Γ) → K existe um único homomorfismo cont́ınuo

ω : G→ K tal que ων = β e ων1 = β1.

G = Π1(G,Γ, T )

∃!ω

��
(G,Γ)

(ν,ν1)
��

(β,β1)
�� K

A existência de tal grupo pode ser realizada procedendo como anteriormente

(cf. [ZM88, (3.3)]): consideramos a construção abstrata correspondente; ignoramos a

topologia de cada G(m) e formamos o grupo fundamental abstrato (cf. [Dic80, Sec. I.4]);

e, completamos este grupo com respeito a uma certa topologia pro-p. Alternativamente,

podemos verificar que o grupo dado pela apresentação pro-p

G = �X, Y | U, V,W � ,

onde X = {gerG(v) | v ∈ V (Γ)}, Y = {te | e ∈ E(Γ)}, U = {relG(v) | v ∈ V (Γ)}, V =

{t−1
e ∂0,e(g)te∂1,e(g)

−1 | g ∈ G(e), e ∈ E(Γ)}, e W = {te | e ∈ E(T )}, satisfaz a propriedade

universal.

A seguir, vamos também supor que cada uma das aplicações ∂j,e bem como cada

uma das aplicações canônicas G(m) → Π1(G,Γ, T ) sejam injetivas. Com efeito, sempre

podemos substituir os grupos em (G,Γ) por suas imagens canônicas em Π1(G,Γ, T ); esta

operação não altera o grupo Π1(G,Γ, T ) e ficamos assim na situação desejada.

Para a T -especialização (ν, ν1) : (G,Γ) → Π1(G,Γ, T ) definimos o grafo padrão

do grupo pro-p fundamental de grafos de grupos S = S(G,Γ, T ) do seguinte modo:

S = ∪m∈ΓG/ν(G(m)) com a topologia da união disjunta, V (S) = ∪v∈V (Γ)G/ν(G(v)),

d0(gν(G(m))) = gν(G(d0(m))) e d1(gν(G(m))) = gν1(m)ν(G(d1(m))). Notamos que E(S)

é um subconjunto compacto de S.

Analogamente ao que ocorre na Teoria de Bass-Serre, o grupo G = Π1(G,Γ, T )
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age naturalmente sobre S = S(G,Γ, T ) por g1(g2ν(G(m))) = (g1g2)ν(G(m)), e de modo

que G\S = Γ; se Gs = m ∈ Γ, então o estabilizador de um elemento s de S é conjugado

a ν(G(m)); e, o grafo S = S(G,Γ, T ) é uma árvore (cf. [ZM88, Prop. 3.8]).

Para a conveniência do leitor, explicitamos a construção da árvore profinita

padrão S sobre a qual um dado produto profinito livre amalgamado próprio G = A�C B

age. Os vértices de S são todas as classes laterais de G/A e G/B, e as arestas de S são

todas as classes laterais de G/C; cada aresta gC “conecta” o vértice inicial gA ao vértice

final gB.

� �>gA gB
gC

Finalmente apresentamos um resultado que será utilizado no Caṕıtulo 3. A versão

profinita deste resultado está essencialmente escrita em [BZ11, Prop. 2.2(ii)].

Proposição 1.4.4. Seja G = HNN(H,A,B, t) uma HNN-extensão pro-p. Se A e B não

são conjugados em H, então NG(A) = NH(A)�A NHt−1 (A).

Demonstração. Seja S a árvore pro-p padrão sobre a qual G age. Por restrição, o

normalizador NG(A) age sobre a subárvore SA dos pontos de S fixos por A. Afirmamos

que o grafo quociente NG(A)\SA é um laço ou um segmento. De fato, se gA é uma aresta

de SA então g ∈ NG(A); ou seja, temos uma única aresta no quociente. Agora, a hipótese

de A e B = t−1At não serem conjugados em H é equivalente a NG(A)1H �= NG(A)tH;

donde NG(A)\SA é um segmento. Da versão pro-p de [ZM89, Prop. 4.4], o resultado

segue.



Caṕıtulo 2

Grupos pro-finitos limites

The driving force in research is curiosity. When is a particular result true?

Is that the best proof, or is there a more natural or elegant one? What is the

most general context in which the result holds?
Sir Michael Atiyah

No presente caṕıtulo introduzimos a classe dos grupos pro-finitos limites e

iniciamos um estudo de tal classe.

Com o intuito de tornar mais inteliǵıveis as propriedades, e até mesmo a definição,

dos grupos pro-finitos limites, apresentamos na primeira seção deste caṕıtulo resultados

que são válidos para construções livres mais gerais. Em seguida, provamos resultados

sobre esta nova classe de grupos profinitos e apresentamos alguns exemplos.

Os seguintes teoremas resumem os principais resultados obtidos neste caṕıtulo.

Teorema 2.0.1. Seja G um grupo pro-finito limite. Então:

(2.2.2) o grupo G possui p-dimensão co-homológica finita e portanto é livre-de-torção;
além disso, se G for p-projetivo então cdp(G) = max{2, αp(G)}, onde
αp(G) = sup{cdp(A) | A ≤c G,A abeliano}.

(2.2.3) os subgrupos fechados nilpotentes de G são abelianos, e existe uma limitação
(finita) uniforme para seus postos.

(2.2.6) sobre um subgrupo fechado qualquer H de G, as seguinte asserções são equiva-
lentes: (i) H não contém subgrupo pro-p livre não-abeliano algum, para cada primo

18
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p; (ii) H é virtualmente solúvel; (iii) H possui posto finito; (iv) H é abeliano ou
meta-proćıclico projetivo.

(2.2.10) para cada elemento que gera um subgrupo profinito livre de posto 1, o normali-
zador deste subgrupo é abeliano maximal ou meta-proćıclico projetivo.

(2.2.12) se G possui a propriedade ‘comutatividade-transitiva’, então G é abeliano ou
pro-p.

Exemplos não-óbvios de grupos pro-finitos limites podem ser obtidos através do

seguinte resultado, cujo análogo pro-p não é conhecido.

Proposição 2.3.2. O completamento profinito de um grupo limite discreto é um grupo

pro-finito limite.

Observamos que no Caṕıtulo 4 explicitamos algumas das semelhanças, diferenças

e relações existentes entre as classes de grupos limites discretos, pro-p e pro-finitos.

O presente caṕıtulo está inspirado nas Referências Bibliográficas listadas na seção

Grupos Limites e está baseado no trabalho [KZ11].

2.1 Alguns resultados gerais

Para o primeiro resultado, necessitamos do conceito suficientemente geral de

soma direta (coproduto) de famı́lias de grupos profinitos abelianos indexadas por espaços

profinitos e espaços profinitos com um ponto distinguido, originalmente desenvolvido em

[Mel89]. Além disso, para um número primo p e um G um grupo profinito quaisquer,

definamos

αp(G) = sup{cdp(A) | A ≤c G,A abeliano} .

Por simplicidade notacional denotaremos stabG(m) por Gm.

Proposição 2.1.1. Seja G um grupo profinito agindo sobre uma árvore profinita T .

Temos que

cdp(G) ≤ sup{cdp(Gv), 1 + cdp(Ge) | v ∈ V (T ), e ∈ E(T )} . (2.1)
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Em particular, se existe um limitante (finito) para as p-dimensões co-homológicas de todos

os estabilizadores de vértices, então G possui p-dimensão co-homológica finita.

Além disso, no caso de cada estabilizador de aresta ser proćıclico, se para

cada estabilizador de vértice tivermos cdp(Gv) = max{2, αp(Gv)}, então cdp(G) =

max{2, αp(G)}.

Demonstração. Pela dualidade entre co-homologia e homologia (cf. [RZ00b, Prop. 6.3.6]),

é suficiente mostrar nulidades de homologias. Consideramos a seguinte seqüência exata

associada à árvore T

0→ �Z[[(E∗(T ), ∗)]]→ �Z[[V (T )]]→ �Z→ 0

(compare com eq. (1.4), p. 13). De acordo com [Mel89, Parag. 1 e 3], podemos reescrever

esta seqüência como

0→
�

(G\E∗,∗)

(�Z[[G]]�⊗�Z[[Ge]]
�Z)→

�

G\V

(�Z[[G]]�⊗�Z[[Gv ]]
�Z)→ �Z→ 0 .

Aplicando o tensor completo sobre �Z[[G]] com qualquer �Z[[G]]-módulo profinito M , e

tomando a seqüência exata de homologia de G para esta seqüência de módulos de

coeficientes, obtemos a seguinte seqüência de Mayer-Vietoris

. . .→ Hq+1(G,M)→
�

(G\E∗,∗)

Hq(G, �Z[[G]]�⊗�Z[[Ge]]
M)→

�

G\V

Hq(G, �Z[[G]]�⊗�Z[[Gv ]]
M)→

→ Hq(G,M)→ . . . . . . . . .→ H0(G,M)→ 0

(cf. [Mel89, Thm. 5.7]).

Agora, o Lema de Shapiro (cf. [RZ00b, Thm. 6.10.9]) diz que para cada vértice

temos Hn(G, �Z[[G]]�⊗�Z[[Gv ]]
M) ∼= Hn(Gv,M). Por hipótese, Hq(Gv,M) é nulo para q >

cdp(Gv). Donde a equação (2.1) segue.

Finalmente, para a última asserção, supomos que os estabilizadores de arestas

sejam proćıclicos. Claramente temos max{2, αp(G)} ≤ cdp(G). Por outro lado, usando

novamente a hipótese sobre os estabilizadores de vértices, segue da equação (2.1) que

cdp(G) ≤ sup{2, cdp(Gv) | v ∈ V (T )} = sup{2, αp(Gv) | v ∈ V (T )} ≤ max{2, αp(G)}.
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Proposição 2.1.2. Seja P a propriedade de que subgrupos fechados abelianos possuam

posto finito limitado. Seja G um grupo profinito agindo sobre uma árvore profinita T . Se

cada estabilizador de vértice de G possui a propriedade P então G também a possui.

Demonstração. Seja A um subgrupo fechado abeliano de G. Então A age sobre T por

restrição, e aplicamos o Teorema 1.4.3. O caso (b) desse teorema não pode ocorrer, pois

todo subgrupo de A é abeliano.

Suponhamos primeiramente o caso (a), ou seja, que o grupo A estabiliza algum

vértice de T . Temos, por definição (vide p. 16), que A está contido, a menos de conjugação

por um elemento de G, em algum grupo-vértice; logo, por hipótese, o resultado segue.

No caso (c), existe uma aresta e de T tal que stabA(e) é um subgrupo normal de A

cujo quociente A/stabA(e) é isomorfo a: (c.1) Zπ�Zρ; (c.2) Zπ�Z/mZ; (c.3) Zπ�Z/2Z.

Donde, A/stabA(e) é isomorfo a Zσ para algum conjunto σ de primos (pois A é abeliano).

Ora, stabA(e) é um subgrupo abeliano de um estabilizador de vértice, digamos stabA(v).

Portanto, rk(A) ≤ rk(Zσ) + rk(stabA(e)) ≤ 1 + sup{rk(C) | C ≤c stabG(v), C abeliano}

(cf. [Wil98, Prop. 8.1.1(b)]).

Proposição 2.1.3. Seja G = G1 �G0 G2 um produto profinito livre com amalgamação

proćıclica. Suponhamos que G0 seja livre-de-torção. Seja p um número primo com p > 2.

Se nenhum produto semidireto Zp � Zp (com respeito a ações não-triviais) é subgrupo de

G1 ou G2, então G também não possui subgrupo isomorfo a tais grupos.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que H seja um subgrupo de G isomorfo a

algum Zp � Zp. Seja T a árvore profinita padrão sobre a qual o produto amalgamado

próprio G age. Então H age sobre T por restrição e aplicamos o Teorema 1.4.3. No caso

(a), H ficaria contido, a menos de conjugação, em um dos fatores livres; o que não pode

ocorrer por hipótese. Evidentemente, o caso (b) deste Teorema não pode ocorrer, pois H

é solúvel.

No caso (c), existe uma aresta e de T tal que stabH(e) é um subgrupo normal

de H cujo quociente H/stabH(e) é isomorfo a Zp ou ao grupo trivial (pois H é pro-p).
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Claramente podemos supor que stabH(e) �= 1 e H/stabH(e) ∼= Zp. Seja He um conjugado

de stabH(e) por um elemento de G, de modo que He seja um subgrupo de G0 isomorfo a Zp.

Seja α : NG(He) → Aut(He) a ação por conjugação de NG(He) sobre He. Relembremos

que Aut(Zp) ∼= Zp × Z/(p − 1)Z, pois p �= 2 (cf. [RZ00b, Thm. 4.4.7(a)]). Se a imagem

α(NG(He)) fosse finita, então α(H) seria trivial; logo He seria central em H (∼= Zp�Zp) e

portanto trivial. Caso contrário, afirmamos que NG1(He) ou NG2(He) conteria Zp�Zp. De

fato, à luz da Proposição 1.3.9, temos que NG(He) é topologicamente gerado por NG1(He)

e NG2(He); assim, α(NG1(He)) e α(NG2(He)) não podem ser ambos de torção; como Zp é

projetivo e ambos NG1(He) e NG2(He) contêm He, a afirmação segue.

Observação 2.1.4. Se p = 2, o subgrupo Zp�Zp pode aparecer como Z2 -por-(Z2�Z/2Z).

De fato, se N é um subgrupo normal de um grupo pro-p G tal que G/N ∼= Q1�
pQ2, então

G = π−1(Q1)�
p
N π−1(Q2) onde π denota a aplicação canônica G→ G/N .

2.2 Propriedades de grupos pro-finitos limites

Seja C uma classe não-vazia de grupos finitos fechada sob formação de subgrupo,

quociente e produto direto finito. Definimos indutivamente as seguintes classes de grupos

pro-C:

G0 é a classe de todos os grupos pro-C livres de posto finito.

Gn (n > 0) é a classe de todos os grupos Gn, onde Gn é o produto pro-C livre
amalgamado Gn−1 �Cn−1 An−1 satisfazendo:

(i) Cn−1 é um subgrupo próprio proćıclico e um fator direto de um grupo
pro-C abeliano livre de posto finito qualquer An−1.

(ii) Cn−1 é um subgrupo do grupo Gn−1 de Gn−1 tal que o normalizador em
Gn−1 de cada subgrupo proćıclico não-trivial de Cn−1 coincide com Cn−1.

Definição 2.2.1. Um grupo pro-C limite G é um subgrupo fechado topologicamente

finitamente gerado de algum grupo Gn de Gn (n ≥ 0). O peso de G é o menor tal inteiro

n.

Observamos que, quando C consiste de todos os p-grupos finitos a nossa classe de

grupos pro-C limites coincide precisamente com a classe de grupos originalmente estudada
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em [KZ11]. De fato, a propriedade de grupos limites de o normalizador e o centralizador

de um subgrupo 1-gerado não-trivial qualquer serem abelianos e coincidirem, se verifica

para tais grupos pro-p ([KZ11, Thm. 5.1]).

Notamos ainda que no caso profinito, as aplicações canônicas Gn−1 → Gn e

An−1 → Gn são monomorfismos, pela Proposição 1.3.6. Obviamente, temos que todo

grupo profinito livre de posto finito ou abeliano livre de posto finito é um grupo pro-finito

limite.

Da versão profinita do Teorema 1.3.8(a), temos que cada grupo pro-finito limite

é livre-de-torção. Na verdade, temos a seguinte propriedade mais forte.

Proposição 2.2.2. Todo grupo pro-finito limite G possui p-dimensão co-homológica finita

e portanto é livre-de-torção. Além disso, se G não for p-projetivo então cdp(G) =

max{2, αp(G)}, onde αp(G) = sup{cdp(A) | A ≤c G,A abeliano}.

Demonstração. Seja G um subgrupo fechado de algum grupo Gn de Gn. Se n = 0, temos

cdp(G) ≤ 1. Suponhamos então n ≥ 1. Em virtude da primeira asserção da Proposição

2.1.1, temos

cdp(G) ≤ sup{2, cdp(G ∩ xGn−1x
−1), cdp(G ∩ yAn−1y

−1) | x, y ∈ Gn} .

Além disso, se G não for p-projetivo, claramente temos max{2, αp(G)} ≤ cdp(G).

Para a desigualdade na outra direção, primeiramente notamos que cdp(G ∩ yAn−1y
−1) ≤

αp(G). Por indução temos que cdp(G ∩ xGn−1x
−1) ≤ max{2, αp(G ∩ xGn−1x

−1)}, pois

quando n = 1 temos cdp(G ∩ xGn−1x
−1) ≤ 1.

Assim, os grupos pro-finitos limites proćıclicos são isomorfos a Zπ, para algum

conjunto de primos π. Quando π é vazio, obtemos o único grupo limite que é pro-finito

limite, o qual é também o único grupo finito pro-finito limite, o grupo trivial.

Mais geralmente, são grupos pro-finitos limites todos os grupos profinitos
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finitamente gerados G abelianos livres-de-torção, a saber

G ∼=
�

p




�

m(p)

Zp



 ,

com m(p) ≤ d(G).

Observamos que, da seguinte Proposição 2.2.3, cada subgrupo fechado abeliano

de um grupo pro-finito limite é um subgrupo (topologicamente) finitamente gerado de um

grupo profinito abeliano livre de posto finito; donde um grupo pro-finito limite de peso

no máximo 1. Na verdade, podemos estender a Proposição 2.1.2 para subgrupos fechados

um pouco mais gerais do que subgrupos nilpotentes de grupos pro-finitos limites.

Diremos que um grupo profinito G satisfaz a condição do normalizador para

subgrupos fechados, se para cada subgrupo próprio fechado H de G temos que o

normalizador NG(H) contém própriamente H. Notemos que para um tal grupo, temos

que: todo subgrupo fechado e todo quociente por um subgrupo normal fechado também

satisfaz a condição do normalizador para subgrupos fechados; e, existe um único subgrupo

p-Sylow para cada primo p, donde subgrupos de Sylow coprimos comutam pontualmente.

Proposição 2.2.3. Seja G um grupo pro-finito limite. Os subgrupos fechados de G que

satisfazem a condição do normalizador para subgrupos fechados são abelianos, e existe um

limitante (finito) uniforme para seus postos.

Demonstração. Seja A um subgrupo fechado que satisfaça a condição do normalizador

para subgrupos fechados de um certo grupo Gn. Se n = 0 então A é projetivo, e como

cada subgrupo pro-p livre de A deve ser abeliano (cf. Teorema 1.3.8(b)), temos que

cada subgrupo de Sylow de A é proćıclico; donde A ∼= Zπ � Zρ com π e ρ disjuntos

(cf. Proposição 1.3.4) e portanto A ∼= Zπ∪ρ, pois subgrupos de Sylow coprimos comutam

pontualmente.

Suponhamos n ≥ 1. Seja T a árvore profinita padrão sobre a qual o produto

profinito amalgamado próprio Gn age. Então A age sobre T por restrição e aplicamos o

Teorema 1.4.3; evidentemente, o caso (b) deste Teorema não pode ocorrer, pela condição

do normalizador.
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Suponhamos primeiramente o caso (a), ou seja, que o grupo A estabilize algum

vértice de T . Temos, por definição (vide p. 17), que A está contido, a menos de conjugação

por um elemento de Gn, em Gn−1 ou An−1; logo, por indução o resultado segue.

Na outra situação posśıvel (o caso (c)), temos A ∼= stabA(e)�Zσ. Como stabA(e)

está contido, a menos de conjugação por um elemento de Gn, em Cn−1, temos A ∼= Zτ�Zσ

e rk(A) ≤ 2. Da condição de normalizadores de A segue que A é abeliano (pois caso

contrário A conteria um subgrupo isomorfo a Zp � Zq com respeito a uma ação não-

trivial).

Grupos limites discretos ou pro-p possuem uma forte relação de comutatividade:

a comutatividade é transitiva sobre os elementos não-triviais; ou seja, o centralizador de

cada elemento não-trivial em tais grupos é abeliano (cf. Apêndice A). Desta propriedade

decorrem os seguintes resultados:

(1) grupos limites não-abelianos possuem centro trivial;

(2) grupos limites virtualmente abelianos são abelianos;

(3) grupos limites solúveis são abelianos.

Como geralmente se espera, a situação pro-finita é mais complexa do que a

discreta ou pro-p. No Apêndice A (p. 61), apresentamos um simples exemplo de grupo, a

saber G ∼= Zp��Zp, que é pro-finito limite de peso 0, não-livre, não-abeliano e virtualmente

�Z.

Antes de provarmos mais resultados, daremos a principal razão para as condições

do item (ii) na definição dos grupos Gn. Consideremos em um grupo, um elemento que

gere um grupo livre de posto 1. No caso discreto, o centralizador deste elemento em um

grupo livre é ćıclico, e após fazermos uma extensão de centralizadores o centralizador

se torna abeliano. No caso profinito, o centralizador em um grupo profinito livre é

meta-proćıclico, e após fazermos uma extensão de centralizadores o centralizador se torna

meta-abeliano, ou (proćıclico não-trivial)-por-(diedral pro-π), ou ainda pode conter um

subgrupo pro-p livre não-abeliano. Vide Proposição 2.2.5 e Proposição 2.2.10.
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Observação 2.2.4. Segue do item (ii) na definição de grupos pro-finitos limites (p. 22),

que cada subgrupo proćıclico não-trivial P de Cn−1 possui normalizador em Gn abeliano.

Com efeito, à luz da Proposição 1.3.9 temos

NGn(P ) = NGn−1(P )�Cn−1 NAn−1(P ) = Cn−1 �Cn−1 An−1 = An−1 .

No próximo resultado veremos como seriam subgrupos solúveis de grupos

profinitos um pouco mais gerais do que grupos pro-finitos limites. Para isto, diremos

que um grupo profinito é um grupo profinito pré-limite se o item (ii) na construção da

classe de grupos pro-finitos limites fosse apenas ‘Cn−1 é um subgrupo auto-normalizante

do grupo Gn−1 de Gn−1’.

Proposição 2.2.5. Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito pré-limite. As

seguintes condições são equivalentes:

(i) H não contém subgrupo pro-p livre não-abeliano algum, para cada primo p;

(ii) H é virtualmente solúvel;

(iii) H é abeliano ou (proćıclico)-por-(extensão cindida de dois grupos proćıclicos);

(iv) H é metabeliano ou (proćıclico não-trivial)-por- (Zπ � Z/2Z).

(v) H possui posto finito.

Demonstração. Seja H um subgrupo fechado virtualmente solúvel de algum Gn. Se n = 0,

a Proposição 1.3.4 encerra a demonstração.

Suponhamos então n ≥ 1. Seja T a árvore padrão sobre a qual Gn age, e

restrinjamos a ação a H. Sob qualquer uma das condições (i)-(v) desta Proposição,

os únicos casos do Teorema 1.4.3 que podem ocorrer são (a) e (c).

No caso (a), H é um subgrupo de um conjugado de Gn−1 ou An−1. Por indução

sobre n, o resultado segue. No caso (c), existe uma aresta e de T tal que stabH(e) é

um subgrupo normal de H cujo quociente H/stabH(e) é isomorfo a: (c.1) Zπ � Zρ; (c.2)

Zπ � Z/mZ; (c.3) Zπ � Z/2Z. Notemos que, stabH(e) é um subgrupo de um conjugado

do grupo proćıclico Cn−1. Logo, H é poli-proćıclico.
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Portanto, valem as condições (i), (ii) e (v) e estas são duas a duas equivalentes.

Resta mostrarmos que (iii) implica (iv).

(iii)⇒(iv). Vamos analisar a estrutura de G que é, em prinćıpio, Zσ -por-(Zπ � H), de

acordo com as três alternativas do caso (c) do Teorema 1.4.3.

Caso (c.1). Escrevendo Zπ =
�

p∈π Zp, consideramos o conjunto π0 de todos

primos p de π tais que Zp é fixo pela ação de Zρ, e definimos π1 = π−π0. Assim, Zπ =

Zπ0×Zπ1 . Logo, G é (Zσ -por-Zπ1) -por-(Zπ0 -por-Zρ). Como o subgrupo normal Zσ possui

grupo de automorfismos abeliano (cf. [RZ00b, Thm. 4.4.7]), o subgrupo derivado [G,G]

centraliza Zσ. Por outro lado, Zπ é o subgrupo derivado de Zπ � Zρ (vide demonstração

da Proposição 1.3.4). Logo G é (Zσ × Zπ1) -por-(Zπ0 × Zρ).

Caso (c.2). Mutatis mutandis nos argumentos no caso anterior. O conjunto π0 é

vazio, pois a ação é livre-de-pontos-fixos; e, o subgrupo derivado de Zπ�Z/mZ é Zπ (pelo

[RZ00b, Lemma 4.6.5] e pelo fato que o subgrupo derivado de um grupo de Frobenius finito

é o produto do núcleo de Frobenius pelo derivado do subgrupo de Frobenius). Portanto,

G é (Zσ × Zπ) -por-Z/mZ, com σ não-vazio.

Caso (c.3). Neste caso, não há como obtermos um grupo metabeliano (cf.

Observação 2.1.4), e assim G é (proćıclico não-trivial)-por-(diedral pro-π).

Já observamos anteriomente que existe um grupo pro-finito limite não-abeliano

virtualmente �Z (cf. Apêndice A, p. 61). De modo geral, um grupo profinito livre-de-torção

virtualmente proćıclico G é meta-(proćıclico) projetivo; e logo é abeliano se, e somente se,

G ∼= Zπ para algum conjunto π de primos. Isto segue, por exemplo, da Proposição B.3

ou do proeminente teorema de Serre sobre dimensão co-homológica de grupos profinitos

(cf. [RZ00b, Thm. 7.3.7(a)]).

Corolário 2.2.6. Seja H um subgrupo fechado de um grupo pro-finito limite. As seguintes

condições são equivalentes:

(i) H não contém subgrupo pro-p livre não-abeliano algum, para cada primo p;

(ii) H é virtualmente solúvel;
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(iii) H possui posto finito;

(iv) H é abeliano ou meta-proćıclico projetivo.

Demonstração. Basta chegarmos à condição (iv). Seja H um subgrupo fechado virtual-

mente solúvel de algum Gn. Seguindo a demonstração da Proposição 2.2.5, podemos supor

que n ≥ 1. A simplificação ocorre no caso (c) do Teorema 1.4.3. Se stabH(e) = 1, então a

única situação posśıvel é (c.1), pois G é livre-de-torção. Suponhamos stabH(e) �= 1, e seja

He, contido em Cn−1, um conjugado do estabilizador de aresta stabH(e) por um elemento

de Gn. Ora, NGn(He) é abeliano, pela Observação 2.2.4; donde H = NH(stabH(e)) é

abeliano.

Em particular, temos que os grupos pro-finitos limites satisfazem a p-alternativa

de Tits (i.e. cada subgrupo fechado de um grupo pro-finito limite ou é virtualmente solúvel,

ou possui um subgrupo pro-p livre não-abeliano).

Corolário 2.2.7. Para qualquer primo p, nenhum produto semidireto Zp � Zp (com

respeito a uma ação não-trivial) é um subgrupo de um grupo pro-finito limite.

Relembramos que um grupo profinito G é anaĺıtico p-ádico se, e somente, G

contiver um subgrupo pro-p aberto de posto finito (cf. [DDMS, Cor. 8.34] ou [RZ00b,

Sec. 2.12.1]). Logo, se G for profinito, anaĺıtico p-ádico, e livre-de-torção, temos que G

é um grupo pro-p de posto finito (cf. [DDMS, Ex. 3.1, p. 58]). Observamos então o

seguinte resultado.

Corolário 2.2.8. Cada grupo pro-finito limite que é anaĺıtico p-ádico deve ser pro-p

abeliano livre de posto finito.

Diremos que um grupo profinito G é just-infinite1 se G for infinito e cada

quociente próprio cont́ınuo de G for finito; equivalentemente, cada subgrupo normal não-

trivial fechado de G é aberto. Como um grupo profinito infinito não pode ser simples,

a propriedade de ser just-infinite é um análogo natural de simplicidade para grupos

profinitos.

1Uma posśıvel expressão em português seria “um pouquinho não-finito”.
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Corolário 2.2.9. Seja H um subgrupo fechado virtualmente just-infinite de um grupo

pro-finito limite. Se H não contém subgrupo pro-p livre não-abeliano algum para cada

primo p, então H é isomorfo a Zp para algum primo p.

Demonstração. Basta mostrarmos o resultado para H just-infinite, pois um grupo

profinito livre-de-torção virtualmente Zp é isomorfo a Zp (cf. Proposição B.3).

Consideremos primeiramente H projetivo; isto é, H ∼= Zπ � Zρ. Supondo H

just-infinite, temos H ∼= Zp com p em π se π for não-vazio, e p em ρ caso contrário.

Finalmente, um grupo profinito abeliano just-infinite G qualquer deve ser

isomorfo a Zp. De fato, como G é produto de seus subgrupos de Sylow, temos que G

é um grupo pro-p. Usando novamente que G é just-infinite, segue que o subgrupo de

Frattini de G deve ser aberto e logo G é finitamente gerado. Agora, G não pode conter

elemento de torção, ou seja G é um grupo pro-p abeliano livre de posto finito. Portanto

G deve ser isomorfo a Zp.

Voltamos agora à questão da transitividade da comutação de grupos pro-finitos

limites.

Proposição 2.2.10. Seja H um subgrupo fechado qualquer de um grupo pro-finito limite,

e seja g um elemento qualquer de H com �g� isomorfo a um grupo profinito livre de posto

1. Temos:

(i) o centralizador CH(g) é abeliano maximal ou meta-proćıclico projetivo;

(ii) o normalizador NH(�g�) é abeliano maximal ou meta-proćıclico projetivo, e abeliano
só se coincide com o centralizador.

Demonstração. (i) Basta mostrarmos o resultado para H = Gn. Por simplicidade

notacional, sejam G := Gn e C := CG(g).

Se n = 0, temos que �g� é um subgrupo normal do grupo pro-finito projetivo C.

Seja S um subgrupo p-Sylow de C. Intersectando �g� com S, obtemos o subgrupo p-Sylow

de �g�. Pelo Lema 1.3.5, temos que S ∼= Zp. Donde C é meta-proćıclico projetivo, pela

Proposição 1.3.4.
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Suponhamos então n ≥ 1. Seja T a árvore profinita padrão sobre a qual o produto

amalgamado próprio Gn age. Pela Proposição 1.4.2 existe uma subárvore profinita C-

invariante minimal não-vazia D. Quando D possui apenas um elemento, existe um

elemento x em Gn tal que o subgrupo conjugado xCx−1 está contido em Gn−1 ou An−1.

Pela hipótese de indução, segue que C é abeliano ou meta-proćıclico. Suponhamos que D

possua mais de um elemento. O núcleo K da ação de C sobre D é um subgrupo de cada

estabilizador de aresta da ação. Como cada estabilizador de aresta está contido, a menos

de conjugação por um elemento de Gn, em Cn−1, o grupo K é proćıclico.

Se g ∈ K, temos que CG(g) é abeliano, pela Observação 2.2.4.

Se g �∈ K, então �g� ∩K é trivial ou não. Na última situação o resultado segue,

pois se 1 �= x ∈ (�g� ∩ K), temos CG(g) ⊆ CG(x) e então NG(�x�) é abeliano, pela

Observação 2.2.4. Na primeira situação, �g�K/K é um subgrupo de C/K isomorfo a �Z,

e o centralizador CC/K(�g�K/K) é C/K. Como C/K age fiel e irredutivelmente sobre

D, temos por [Zal90, Lemma 2.4(d)], que CC/K(�g�K/K) é projetivo. Pela Proposição

1.3.4, C é proćıclico-por-(meta-proćıclico); donde abeliano ou meta-proćıclico projetivo,

pelo Corolário 2.2.6.

(ii) O grupo de automorfismos Aut(�g�) é abeliano (cf. [RZ00b, Cor. 4.4.8]); logo,

NG(�g�) é metabeliano-por-abeliano, e portanto abeliano ou meta-proćıclico projetivo,

pelo Corolário 2.2.6. Obviamente, se existe um elemento x em NG(�g�)−CG(g), então o

subgrupo �g, x� de NG(�g�) é não-abeliano.

Corolário 2.2.11. Em um grupo pro-finito limite, um subgrupo fechado que possua �Z

como fator direto deve ser abeliano.

Para o último resultado desta seção, vamos relembrar conceitos de recobrimentos

de grupos profinitos. Seja G um grupo profinito. Dizemos que um epimorfismo de grupos

profinitos ϕ : �G → G é um recobrimento projetivo (resp. de Frattini) se, �G for projetivo

(resp. ker(ϕ) ⊆ Φ( �G)). Por [FJ05, Prop. 22.6.1] (ou ainda [RZ00b, Lemma 2.8.15]), cada

grupo profinito G possui um epimorfismo �ϕ : �G→ G, único a menos de isomorfismo, que
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é um recobrimento projetivo e de Frattini. Tal recobrimento é chamado de recobrimento

de Frattini universal.

Proposição 2.2.12. Um grupo pro-finito limite que possui a propriedade comutatividade-

transitiva é abeliano ou pro-p.

Demonstração. Por simplicidade, um grupo que possui a propriedade ‘comutatividade-

transitiva’ será chamado de um grupo CT. Seja G um subgrupo profinito finitamente

gerado CT de algum Gn.

Se n = 0, então G é proćıclico ou pro-p livre não-abeliano. De fato, suponhamos

G não-abeliano. Se cada quociente finito de G é um p-grupo, então G é pro-p livre. Caso

contrário, seja Q um quociente finito não-abeliano de G com elementos de ordens primas

distintas. Então, a aplicação canônica G → Q se fatora sobre o seu recobrimento de

Frattini universal �ϕ : �Q → Q (pois G é projetivo), de modo que G → �Q também é um

epimorfismo (pois ker(�ϕ) ⊆ Φ( �Q)). Agora, o Frattini Φ( �Q) é um subgrupo normal aberto,

e �Q possui um subgrupo p-Sylow Sp não-trivial; intersectando este com Φ( �Q) obtemos

um subgrupo p-Sylow de Φ( �Q), o qual possui ı́ndice finito em Sp. Dáı, como Φ( �Q) é

pronilpotente (cf. [Wil98, Prop. 2.5.1(d)]), subgrupos de Sylow de �Q relativos a primos

distintos comutam pontualmente; donde �Q é pronilpotente (vide [Wil98, Prop. 2.4.3]).

Por outro lado, sendo �Q projetivo, este pode ser visto como um subgrupo de G; logo �Q

também é CT. Assim, cada subgrupo de Sylow de �Q é abeliano; donde �Q também o é.

Uma contradição com a definição de �Q.

Suponhamos, por indução sobre n, que o resultado seja verdadeiro para Gn−1

(p. 22). Consideramos Gn ∈ Gn onde Gn = Gn−1 �Cn−1 An−1 com An−1 = Bn−1 × Cn−1

e Gn−1 �= Cn−1 �= An−1. Seja Dn−1 um fator direto maximal proćıclico não-trivial de

Bn−1 (que pode coincidir com Bn−1) e definamos K = �gDn−1g−1 | g ∈ Gn�. Por [Zal95,

Thm. B], K é um grupo pro-finito projetivo. Seja P a intersecção de K com G. Como no

segundo parágrafo não usamos o fato que G é finitamente gerado, temos três possibilidades

para P : pro-p livre não-abeliano, proćıclico não-trivial, ou trivial. Para concluirmos a

demonstração, suponhamos doravante que G não seja pro-p.
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Não pode ocorrer de P ser pro-p livre não-abeliano. De fato, como existe um

elemento y em G tal que �y� ∼= Zq com q �= p, e como G é CT, �y� agiria não-trivialmente

sobre o subgrupo normal P ; ou seja, existiria x em P que não comutaria com y. Logo

o subgrupo �x, y� seria CT, projetivo, não-abeliano e não-pro-p; uma contradição com o

segundo parágrafo.

Suponhamos que P seja proćıclico não-trivial. Tomamos, então um subgrupo

l-Sylow não-trivial S de P , o qual é caracteŕıstico em P , e logo normal em G. Se S for

central em G, então G deve ser abeliano. Senão, existiria um elemento de G que não

comutaria com S e logo existiria um subgrupo T , de ordem potência de um primo r,

que não comutaria com S. Consideraŕıamos então S.T ∼= Zl � Zr. Se r �= l, então este

produto, e logo G, não seria CT (cf. Corolário A.4). O caso r = l, não poderia ocorrer

pelo Corolário 2.2.7.

Finalmente suponhamos que P = 1. Ora, K é o núcleo do epimorfismo π : Gn →

Gn−1 �Cn−1 (An−1/Dn−1) induzido pela identidade de Gn−1 e pela aplicação canônica

An−1 → An−1/Dn−1. Então, G ∼= π(G) e, ou An−1/Dn−1
∼= Cn−1 ou d(An−1/Dn−1) <

d(An−1). Por indução sobre n e d(An−1) o resultado segue.

Notamos que grupos pro-finitos limites não-abelianos podem possuir centro não-

trivial. Por exemplo, se p e q são primos distintos e q divide max{2, p− 1}, consideramos

o grupo não-abeliano Zp � Zq.

2.3 Mais exemplos e não-exemplos

No clássico artigo [Bau62] sobre grupos residualmente livres, surge a importante

construção de G. Baumslag conhecida, hoje em dia, por duplo de Baumslag. Esta

consiste de um produto livre com amalgamação ćıclica auto-normalizante nos fatores

livres, onde estes são grupos isomorfos. Adicionando uma natural condição, obtemos que,

assim como nos casos discreto e pro-p, um duplo de Baumslag de um grupo pro-finito

limite é também um grupo pro-finito limite:
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Proposição 2.3.1. Seja G um grupo pro-finito limite contido em algum grupo Gn de

Gn, e seja : G → G um isomorfismo de grupos profinitos. Suponhamos que para cada

subgrupo proćıclico não-trivial D de C tenhamos NGn(D) = C. Se K é o produto pro-

finito livre com amalgamação proćıclica G�C=C G, então K é um grupo pro-finito limite

de peso ≤ n + 1.

Demonstração. Definamos Gn+1 := Gn �Cn An, onde Cn := C e An := C × �t� com t

tal que An seja profinito abeliano livre de posto 2. Como K é isomorfo ao subgrupo

�G, tGt−1� de G �Cn An, temos que K é um subgrupo profinito finitamente gerado de

Gn+1 que satisfaz

NGn+1(D) = NGn(D)�Cn NAn(D) = Cn �Cn An = An ,

à luz da Proposição 1.3.9.

O próximo resultado nos fornece exemplos não-triviais de grupos pro-finitos

limites, cujo análogo pro-p não é conhecido.

Proposição 2.3.2. O completamento profinito de um grupo limite discreto é um grupo

pro-finito limite.

Demonstração. Seja L um subgrupo finitamente gerado de um grupo livre (discreto) L0.

Temos que o grupo �L está naturalmente contido em �L0. De fato, por [RZ00b, Lemma

3.2.6], basta mostrarmos que a topologia profinita de L0 induz a topologia profinita sobre

L. Agora, um Teorema de M. Hall diz que cada subgrupo finitamente gerado de um

grupo livre é um fator livre de algum subgrupo de ı́ndice finito; isto é, existe um subgrupo

de ı́ndice finito V de modo que V = K�absL, para algum subgrupo K de L0. Por [RZ00b,

Lemma 3.1.4(a)], a topologia profinita de L0 induz a topologia profinita sobre V e, por

[RZ00b, Cor. 3.1.6(a)], a topologia profinita de V induz a topologia profinita sobre L.

Seja L um subgrupo finitamente gerado do grupo limite discreto Ln = Ln−1�
abs
Zn−1

Xn−1, onde Zn−1 é um subgrupo próprio ćıclico e fator direto do grupo abeliano livre de

posto finito Xn−1, e auto-centralizante em Ln−1.



34

Afirmamos que �Ln = �Ln−1 ��Zn−1

�Xn−1. De fato, Ln é residualmente livre e

portanto residualmente finito. Além disso, por [RZ96, Lemma 2.1], a topologia profinita de

Ln induz a topologia profinita sobre Ln−1, Xn−1 e Zn−1. A afirmação segue imediatamente

de [RZ00b, Ex. 9.2.7(2)].

Agora, seja Y um subgrupo não-trivial de Zn−1. Por [CZ07, Prop. 3.4, Prop. 3.5,

e Lemma 3.3], temos para cada inteiro k que

N�Lk
(Y ) = C�Lk

(Y ) = CLk
(Y ) = NLk

(Y ) .

Assim, o subgrupo �Zn−1 é autonormalizante em �Ln−1. Além disso, �Y possui normali-

zador em �Ln abeliano (por comutatividade-transitiva), donde N�Ln−1
(�Y ) = �Zn−1 (vide

Observação 2.2.4).

Finalmente, argumentando como no primeiro parágrafo, temos que o grupo �L está

naturalmente contido em �Ln. Agora, [Wil08, Thm. B] diz que grupos limites retratam-se

virtualmente sobre cada um de seus subgrupos finitamente gerados, ou seja existe um

subgrupo de ı́ndice finito V em Ln que contém L e existe um homomorfismo de grupos

ρ : V → L tal que ρ|L = idL. Assim, V ∼= ker(ρ) � L. Portanto, a topologia profinita de

Ln induz a topologia profinita sobre V , que por sua vez induz a topologia profinita sobre

L.

Em particular, o completamento profinito de cada grupo de superf́ıcie que não

seja não-orientável de caracteŕıstica de Euler 1, 0 ou −1, é um grupo pro-finito limite.

(cf. [FR99, Sec. 3.5] para grupos de superf́ıcies).

Encerramos este caṕıtulo dando exemplos de que, ao contrário do que ocorre para

grupos limites discretos e pro-p, a abelianização cont́ınua de grupos pro-finitos limites pode

não ser infinita.

Proposição 2.3.3. O recobrimento de Frattini universal de um grupo finito simples não-

abeliano possui abelianização cont́ınua trivial.

Demonstração. Seja π : X → Y um recobrimento de Frattini de um grupo profinito Y .
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Então, um subgrupo fechado X0 de X é igual a X se, e somente se, π(X0) = Y . Logo, se

Y é um grupo profinito perfeito, (i.e. Y = [Y, Y ]), então X também o é.



Caṕıtulo 3

Subgrupos 2-gerados de produtos
pro-p livres com amalgamação
proćıclica

Quando le cose diventano troppo complicate, qualche volta ha un senso

fermarsi e chiedersi: ho posto la domanda giusta?
Enrico Bombieri

O resultado principal da Teoria de Bass-Serre de grupos agindo sobre árvores

afirma que um grupo G agindo sobre uma árvore T é o grupo fundamental de um grafo

de grupos cujos grupos-vértice e grupos-arestas são estabilizadores de certos vértices e

arestas de T . Isto diz que G pode ser obtido por sucessivas formações de produtos livres

com amalgamação e HNN-extensões. A versão pro-p deste teorema não vale em geral

(cf. Apêndice C, Exemplo C.8, p. 68), a saber, um grupo pro-p agindo sobre uma árvore

pro-p não é necessariamente isomorfo ao grupo pro-p fundamental de um grafo de p-

grupos finitos (provenientes dos estabilizadores). Além disso, o grupo pro-p fundamental

de um grafo profinito de grupos pro-p não necessariamente se decompõe como um produto

pro-p livre com amalgamação ou uma HNN-extensão pro-p sobre alguns estabilizadores

de arestas; a razão é que retirando uma aresta do grafo profinito podemos destruir sua

compacidade. Estes dois fatos são usualmente os principais obstáculos para se demonstrar

teoremas de subgrupos de construções livres na categoria de grupos pro-p.

36
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No Apêndice C apresentamos resultados de W. Herfort e P. Zalesskii (cf.

[HZ07, Sec. 5] ou [HZZ11, Sec. 3]) que mostram que os dois resultados da Teoria de Bass-

Serre mencionados anteriormente valem para grupos pro-p finitamente gerados infinitos

agindo virtualmente livremente sobre árvores pro-p, i.e. tais que a restrição da ação sobre

um certo subgrupo aberto seja livre; um tal grupo pro-p é então virtualmente pro-p livre.

Teorema 3.0.1 (cf. Apêndice C). Seja G um grupo pro-p finitamente gerado infinito

agindo virtualmente livremente sobre uma árvore pro-p T . Então

(C.6) G se decompõe ou como um produto pro-p livre amalgamado ou como uma HNN-
extensão pro-p sobre algum estabilizador de aresta;

(C.7) G é isomorfo ao grupo pro-p fundamental Π1(G,Γ) de um grafo finito conexo de p-
grupos finitos cujos grupos-vértices e grupos-arestas são isomorfos a estabilizadores
de vértices e arestas de T .

À luz do Teorema 3.0.1 nós obtemos o resultado principal deste caṕıtulo:

Teorema 3.0.2. Seja G = A �C B um produto pro-p livre de A e B com amalgamação

proćıclica C. Suponhamos que o centralizador em G de cada subgrupo fechado não-trivial

de C seja um grupo pro-p abeliano livre e contenha C como um fator direto. Se cada

subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada subgrupo pro-p 2-gerado de B é um grupo pro-p livre

ou um grupo pro-p abeliano livre então cada subgrupo pro-p 2-gerado de G também o é.

Este resultado é uma versão pro-p de um resultado clássico de G. Baumslag

[Bau62, Thm. 2] que deu impulso à teoria dos grupos limites. Nosso teorema generaliza

[KZ11, Thm. 7.3], bem como a versão pro-p de [BBau68] para amalgamações proćıclicas.

Os detalhes estão apresentados na Seção 3.3.

O método da demonstração consiste em considerarmos a árvore pro-p padrão T

sobre a qual G age; dáı, para um subgrupo pro-p 2-gerado L de G, decompomos o par

(L, T ) como um limite inverso de (Ln, Tn) satisfazendo as hipóteses do Teorema 3.0.1.

Notação. Ao longo deste caṕıtulo, p denota um número primo arbitrário fixo. Por

razões estéticas, fazemos algumas simplificações nas nossas notações. Para x e y em um
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grupo escrevemos yx := x−1yx. Todos os grupos são pro-p, subgrupos são fechados e

homomorfisms são cont́ınuos. Para um subconjunto A de um grupo G denotamos por �A�

o subgrupo de G (topologicamente) gerado por A e por AG o fecho normal de A em G, i.e.,

o menor subgrupo normal fechado de G contendo A. O conjunto de todos os elementos

de torção de G é denotado por tor(G). Para um grupo G agindo continuamente sobre

um espaço X denotamos o conjunto dos pontos fixos de G por XG e para cada x ∈ X o

estabilizador pontual por Gx (ao invés de stabG(x)). Definimos �G := �Gx | x ∈ X�.

3.1 Resultados sobre limites inversos

Antes de provarmos seis resultados sobre limites inversos, iniciamos com um

resultado essencial que será utilizado após aplicarmos o Teorema 3.0.1 na demonstração

do Teorema 3.0.2.

Proposição 3.1.1. Seja G um grupo pro-p 2-gerado.

(a) Se G é um produto pro-p livre com amalgamação proćıclica, então um dos seus
fatores livres é proćıclico.

(b) Se G é uma HNN-extensão pro-p própria com subgrupos associados proćıclicos, então
seu subgrupo base H é no máximo 2-gerado.

(c) Se G é o grupo pro-p fundamental de uma árvore finita, diferente de um único
vértice, de p-grupos finitos tal que todos os grupos-arestas são ćıclicos, então: ou
G = K �D R com K ćıclico e R finito, ou G = K �D M �E N , com K e N ćıclicos
e M ⊆ Φ(G).

Demonstração.

(a) Suponhamos que G = A �C B e denotemos por “barra” passar ao quociente de

Frattini. Temos um epimorfismo óbvio de G para o “pushout” induzido P := A �C B.

Seja n := d(A)+d(B). Como C é proćıclico, a imagem M do núcleo da aplicação canônica

A�B → G via a aplicação cartesiana A�B → A×B é também proćıclica. Esta última

aplicação induz um epimorfismo de G para o grupo pro-p abeliano elementar pelo menos

(n− 1)-gerado (A× B)/M . Portanto, n ≤ 3 e o resultado segue.
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(b) Suponhamos que G = HNN(H,C, f, t) com C = �c� e denotemos por “barra” passar

ao quociente de Frattini. Se d(H) ≥ 3 então d(G) ≥ 3, como pode ser visto ao utilizarmos

o epimorfismo óbvio G→ (H × �t�)/�t
−1

ctf(c)
−1
�. Logo d(H) ≤ 2.

(c) Seja G = Π1(G,Γ) com grupos-vértices finitos G(v) e grupos-arestas ćıclicos G(e).

Afirmamos que Γ possui no máximo 3 vértices. De fato, decompondo G sobre uma aresta

e de Γ, podemos e vamos supor que G(d0(e)) é proćıclico pelo item (a); donde d0(e) é um

vértice pendurado de Γ (i.e., existe uma única aresta incidente ao vértice). Suponhamos

então que Γ possua pelo menos 3 vértices, e seja a uma aresta de Γ−{e} possuindo

vértice inicial ou final v = d1(e); sem perda de generalidade, suponhamos que d0(a) = v.

Então d1(a) é um vértice pendurado com grupo-vértice proćıclico G(d1(a)); com efeito,

caso contrário, decompondo G sobre a aresta a obteŕıamos d(G) > 2, uma contradição.

Agora, se tivermos um número r ≥ 2 de arestas com vértice inicial ou final v então segue

da apresentação pro-p de G (p. 16) que este possui um grupo pro-p abeliano livre Zr
p como

quociente; isto implica r = 2, donde |V (Γ)| ≤ 3.

Se |V (Γ)| = 2 então G = K �D M com K e M finitos, e, pelo item (a), podemos

supor que K seja ćıclico.

Suponhamos finalmente que |V (Γ)| = 3. Então G = K �D M �E N com D e E

ćıclicos e K, M , e N finitos. Como a decomposição de G é própria, temos d(K �D M) =

d(M �E N) = 2 e, usando o item (a), conclúımos que K e N devem ser ćıclicos. Como

d(G) = 2 então M ⊆ Φ(G) segue.

Para os próximos três resultados mais técnicos, supomos que os conjuntos parcial-

mente ordenados dirigidos I dos sistemas inversos sejam isomorfos a N. Relembramos

que um subconjunto J de um conjunto parcialmente ordenado qualquer (I,≤) é cofinal

se para cada elemento i em I, existe um elemento j em J tal que i ≤ j.

Proposição 3.1.2. Seja G o limite inverso de um sistema inverso sobrejetivo {Gi, ϕij, I}

de grupos pro-p. Suponhamos que cada Gi = HNN(Hi, Ai, Bi, ti) seja uma HNN-extensão

pro-p com Hi finito. Temos:
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(a) Existe um sistema inverso de grupos {H �
i, ϕij, J} onde J é um subconjunto cofinal

de I, e cada H �
i é um conjugado de um subgrupo de Hi por um elemento de Gi.

(b) Se ϕij(Hi) ∼= Hj, então existe um subconjunto cofinal J de I tal que, existe um
sistema inverso de grupos {A��

i , ϕij, J} com cada A��
i um conjugado de Ai por um

elemento de Gi, ou existe um sistema inverso de grupos {B��
i , ϕij, J} com cada B��

i
um conjugado de Bi por um elemento de Gi.

(c) Se ϕij(Hi) ∼= Hj e ϕij(Ai) ∼= Aj, então G ∼= HNN(H,A,B, t) com H := lim
←−

H �
i,

A := lim
←−

A��
i e B := lim

←−
B��

i .

Demonstração. Fixemos l e k em I com k ≤ l. Pelo Teorema 1.3.11(a) existe um elemento

gk de Gk com ϕlk(Hl) ⊆ H
g−1
k

k . Conjugando Hl, Al, Bl e tl por um elemento gl de ϕ−1
lk (gk),

não alteramos Gl, e obtemos H �
l , A

�
l, B

�
l e t�l de modo que ϕlk(H

�
l) ⊆ H �

k.

(a) Para o subconjunto cofinal J de I consistindo de todos os i com k ≤ i obtemos o

sistema inverso desejado {H �
i, ϕij, J}.

(b) Como Al = Hl ∩ H
t−1
l
l e cada ϕlk é sobrejetiva, pelo Teorema 1.3.11(b) temos que

ϕlk(A
�
l) está contido, a menos de conjugação por elemento h−1

k de H �
k, em Ak ou Bk. Pelo

mesmo argumento ϕlk(B
�
l) está contido, a menos de conjugação por elemento de H �

k, em

Ak ou Bk.

Suponhamos que para uma infinidade de ı́ndices i e j de I tenhamos que A�
i sejam

enviados, a menos de conjugação, para A�
j. Conjugando H �

i, A
�
i, B

�
i e t�i por um elemento

hi de ϕ−1
ij (hj) ∩ H �

i (notemos que tal hi existe pois ϕij(Hi) ∼= Hj), obtemos H �
i, A��

i , B��
i

e t��i tais que ϕij(A
��
i ) está contido em A�

j; isto não altera o grupo Gi. Passando a um

subconjunto cofinal, obtemos um sistema inverso {A��
i , ϕij, J}.

Caso contrário, existe uma infinidade de ı́ndices i e j de I tais que B�
i são enviados,

a menos de conjugação, para B�
j. Então conjugando e passando a um subconjunto cofinal,

obtemos um sistema inverso {B��
i , ϕij, J}.

(c) Passando a um subconjunto cofinal de I, para cada i temos dois casos: (i) ou A��
i e

B��
i são conjugados em H �

i; (ii) ou A��
i e B��

i não são conjugados em H �
i.

No caso (i), podemos, mediante conjugação não alterando Gi, supor que A��
i e B��

i

coincidem. Isto é, obtemos sistemas inversos coincidentes {A��
i , ϕij, J} e {B��

i , ϕij, J}.
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No caso (ii), podemos supor que ϕjk(A
��
j ) (resp. ϕjk(B

��
j )) coincide com Ak ou

Bk, pois ϕij(Ai) ∼= Aj. Agora, não pode ocorrer de ambos A��
i e B��

i irem para um mesmo

subgrupo associado de H �
j. De fato, digamos que ϕij(A

��
i ) = A��

j = ϕij(B
��
i ), então ϕij(t

��
i )

normalizaria Ak e portanto ϕij(t
��
i ) ficaria contido no subgrupo próprio �H �

k, H
�
k
t��−1
k �, pela

Proposição 1.4.4; uma contradição com a sobrejetividade de ϕij. Portanto, ou ϕij(A
��
i ) ⊆

A��
j e ϕij(B

��
i ) ⊆ B��

j , ou ϕij(A
��
i ) ⊆ B��

j e ϕij(B
��
i ) ⊆ A��

j .. Passando a um subconjunto

cofinal, obtemos sistemas inversos {A��
i , ϕij, J} e {B��

i , ϕij, J}.

Agora, sejam H := lim
←−

H �
i, A := lim

←−
A��

i , B := lim
←−

B��
i e sejam ϕi : G → Gi as

projeções. Para cada i em I consideremos o subconjunto

Xi := {τi ∈ G |ϕi(A)ϕi(τi)=ϕi(B) e Gi = �ϕi(H), ϕi(τi)�} .

Claramente cada Xi é compacto não-vazio, e como Xi+1 ⊆ Xi, existe t em
�

i Xi de modo

que B = At.

O isomorfismo desejado entre HNN(H,A, t) e G segue então da propriedade

universal de HNN-extensões pro-p.

Proposição 3.1.3. Seja G o limite inverso de um sistema inverso sobrejetivo {Gi, ϕij, I}

de grupos pro-p Gi, cada qual um produto pro-p livre Gi = Ai � Bi com Ai ćıclico e Bi

proćıclico. Temos:

(a) Se algum Bi for infinito, então existe um sistema inverso {A�
i, ϕij, J} onde J é um

subconjunto cofinal de I, e cada A�
i é um conjugado de Ai por um elemento de Gi,

de modo que G ∼=
�
lim
←−

A�
i

�
� Zp.

(b) Se cada Bi for finito, então existem sistemas inversos {A�
i, ϕij, J} e {B

�
i, ϕij, J},

onde J é um subconjunto cofinal de I, e cada A�
i (resp. B�

i) é um conjugado de Ai

(resp. Bi) por um elemento de Gi, de modo que G ∼=
�
lim
←−

A�
i

�
�
�
lim
←−

B�
i

�
.

Demonstração.

(a) Seja i0 em I tal que Bi0
∼= Zp, temos Bi = �ti� ∼= Zp para cada i com i0 ≤ i. Pelo

Teorema 1.3.8(a), Ai é enviado por ϕij a um conjugado de Aj. E de fato, sobrejetivamente;

pois caso contrário, o homomorfismo induzido entre os produtos cartesianos Ai × Bi →
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Aj × Bj não seria sobrejetivo. Para obtermos o resultado desejado, basta aplicamos a

Proposição 3.1.2(c) para Gi = HNN(Ai, 1, ti).

(b) Como cada Bi é finito e cada ϕij é sobrejetiva, do Teorema 1.3.8(a), obtemos que

fatores livres distintos de Gi são enviados, a menos de conjugação, a fatores livres distintos

de Gj. Logo, existe um subconjunto cofinal J de I de modo que para todos i, j em J temos

ϕij(Ai) = A
xj
j e ϕij(Bi) = B

yj
j para certos xj, yj em Gj. Assim, após conjugações, obtemos

indutivamente os sistemas inversos desejados {A�
i, ϕij, I} e {B�

i, ϕij, I}. O resultado segue

de [RZ00b, Lemma 9.1.5].

Proposição 3.1.4. Seja G o limite inverso de um sistema inverso sobrejetivo {Gi, ϕij, I}

de grupos pro-p Gi. Suponhamos que Gi se decomponha como um produto pro-p livre

amalgamado Gi = Ki �Di
Ri com Ki ćıclico e Ri finito ou Gi = Ki �Di

Mi �Ei
Ni, com

Ki e Ni ćıclicos, Mi finito e Mi ⊆ Φ(Gi). Então, passando a um subconjunto cofinal J de

I, se necessário, existem sistemas inversos {K �
i, ϕij, J} e {D

��
i , ϕij, J} tais que D��

i ⊆ K �
i,

ϕij(K
�
i) = K �

j, onde cada K �
i (resp. D��

i ) é um conjugado de Ki (resp. Di) por um elemento

de Gi.

Demonstração. Usando o Teorema 1.3.8(a), se Gi se decompõe da primeira maneira, ϕij

envia fatores livres para fatores livres a menos de conjugação, se da segunda, ϕij envia

fatores ćıclicos para fatores ćıclicos a menos de conjugação. Assim, em ambos os casos,

podemos passar a um subconjunto cofinal J de I tal que para todos i ≥ j em J temos

ϕij(Ki) ⊆ K
gj
j , para algum gj em Gj. Dáı, como Kj é ćıclico, temos ϕij(Ki) = K

gj
j

(com efeito, caso contrário ϕij(Ki)
Gj �= K

Gj

j contradiria a sobrejetividade de ϕij). Agora

escolhendo gi ∈ ϕ−1
ij (gj) e tomando K �

i := K
g−1
i

i , indutivamente obtemos o sistema inverso

desejado {K �
i, ϕij, J}. A seguir, tomando D�

i := D
g−1
i

i temos D�
i ⊆ K �

i ∩M gi
i ; então, pelo

Teorema 1.3.8(b), ϕij(D
�
i) ⊆ Kj ∩ ϕij(Mi) ⊆ D�

j
bj , para algum bj em K �

j. Escolhendo

bi ∈ ϕ−1
ij (bj) ∩ K �

i e tomando D��
i := D�

i
b−1
i obtemos o outro sistema inverso desejado

{D��
i , ϕij, I}.

Encerramos a presente seção com três lemas gerais simples.
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Lema 3.1.5. Seja G o limite inverso de um sistema inverso {Gi, ϕij, I} de grupos pro-p.

Suponhamos que exista uma constante d com d(Gi) = d para todo i ∈ I. Se d(G) = d,

então existe k em I tal que ϕik é sobrejetiva para cada i. Em particular, as projeções

G→ Gi são sobrejetivas sempre que i ≥ k.

Demonstração. Para cada i ∈ I, seja ϕi : G → Gi a projeção. Suponhamos, por

absurdo, que para cada j em I existisse alguma ϕij não-sobrejetiva. Por [RZ00b,

Prop. 7.7.2], a aplicação induzida Gi/Φ(Gi) → Gj/Φ(Gj) também seria não-sobrejetiva;

em particular, ϕj(G)Φ(Gj)/Φ(Gj) seria um subgrupo próprio de Gj/Φ(Gj). Como

G/Φ(G) = lim
←−j

ϕj(G)Φ(Gj)/Φ(Gj), o quociente G/Φ(G), e logo G, poderia ser gerado

por d− 1 elementos; uma contradição.

A última afirmação do Lema segue de [RZ00b, Prop. 1.1.10].

Lema 3.1.6. Seja G o limite inverso de um sistema inverso {Gi, ϕij, I} de grupos pro-

p. Suponhamos que exista uma constante d com d(Gi) = d para todo i ∈ I. Sejam

Hi subgrupos de Gi tais que ϕij(Hi) ⊆ Hj para quaisquer i, j de I com j ≤ i. Para o

limite inverso induzido H := lim
←−

Hi, temos a seguinte igualdade envolvendo fechos normais

HG = lim
←−

HGi
i .

Demonstração. Definamos K := lim
←−

HGi
i . Como H ⊆ K, temos HG ⊆ K, pois K � G.

Logo, basta mostrarmos que K ⊆ HG. Agora, o Lema 3.1.6 é verdadeiro quando os

grupos Gi são finitos e existe um limitante suas para as suas ordens. Fixemos n ∈ N.

Então, como d(Gi) = d, existe um limitante para as ordens de todos os Gi/Φ
n(Gi).

Portanto, lim
←−

HGi
i Φn(Gi) = HGΦn(G), e dáı K ⊆ HGΦn(G). Como, d(G) ≤ d, temos

que G é finitamente gerado, e logo o conjunto {Φn(G)}n≥1 é um sistema fundamental

de vizinhanças da identidade de G (cf. [RZ00b, Prop. 2.8.13]). Donde K ⊆ HG, como

desejado.

Observamos que o lema anterior vale mais geralmente, sem precisarmos supor

que existe uma constante d com d(Gi) = d para todo i ∈ I.
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Lema 3.1.7. Seja L um grupo pro-p agindo sobre um espaço topológico compacto Ω. Seja

(�Un)n≥1 uma coleção de subgrupos normais de L satisfazendo �Un+1 ⊆ �Un, para cada n ≥ 1,

e
�

n≥1
�Un = 1. Definamos Ln = L/�Un e Ωn = �Un\Ω. Suponhamos que existam subgrupos

Sn de Ln tais que ϕnm(Sn) ⊆ Sm onde ϕnm são as aplicações canônicas. Seja S := lim
←−

Sn

o limite inverso. Se ΩSn
n �= ∅ para cada n ≥ 1, então ΩS �= ∅.

Demonstração. Denotemos por ϕn : L→ Ln e πn : Ω→ Ωn as projeções canônicas. Então

Ω
ϕn(S)
n ⊇ ΩSn

n �= ∅. Portanto Yn := π−1
n (Ω

ϕn(S)
n ) �= ∅. Ora, Yn = {x ∈ Ω | Sx ⊆ �Unx}, de

modo que Yn+1 ⊆ Yn; da compacidade de Ω segue que ∅ �=
�

Yn ⊆ ΩS.

3.2 Resultado Principal

Esta seção é dedicada à demonstração do Teorema 3.0.2. Assim, doravante,

G := A�CB é um produto pro-p livre de A e B com amalgamação proćıclica C satisfazendo

as seguintes condições:

C1. o centralizador em G de C é um grupo pro-p abeliano livre e contém C como um
fator direto.

C2. cada subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada subgrupo pro-p 2-gerado de B é um grupo
pro-p livre ou um pro-p abeliano livre.

Claramente, C2 é uma condição necessária para o Teorema 3.0.2. Além disso, é

uma conseqüência do próximo simples resultado que, na presença de C2, a condição C1

é equivalente à seguinte condição:

C1�. o centralizador em G de cada subgrupo proćıclico não-trivial de C é um grupo pro-p
abeliano livre e contém C como um fator direto.

Lema 3.2.1. Para cada subgrupo não-trivial D de C temos NG(D) = CG(D) = CG(C).

Demonstração. Afirmamos que as igualdades que desejamos mostrar valem ao trocarmos

G por A e G por B.

Suponhamos, por absurdo, que NA(D) �= CA(D). Então, existiria um elemento

a em NA(D)−CA(D) e teŕıamos o subgrupo 2-gerado metabeliano não-abeliano �a,D�;

uma contradição com C2.
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Por outro lado, se existisse um elemento a em CA(D)−CA(C), o grupo �a, C�

seria pro-p livre não-abeliano, por C2. Portanto, �a, C� = �a� � C. Como a ∈ CA(D),

obteŕıamos uma contradição com o Teorema 1.3.8(b).

Finalmente, pela versão pro-p da Proposição 1.3.9 temos

NG(D) = NA(D)�C NB(D) .

Logo NG(D) = �NA(D), NB(D)� = �CA(C), CB(C)� ⊆ CG(C), como desejado.

Agora nós reenunciamos e provamos o Teorema 3.0.2.

Teorema 3.2.2. Seja G = A �C B um produto pro-p livre de A e B com amalgamação

proćıclica C. Suponhamos que o centralizador em G de C seja um grupo pro-p abeliano

livre e contenha C como um fator direto. Se cada subgrupo pro-p 2-gerado de A e cada

subgrupo pro-p 2-gerado de B é um grupo pro-p livre ou um grupo pro-p abeliano livre

então cada subgrupo pro-p 2-gerado de G também o é.

Demonstração. Seja T a árvore pro-p padrão sobre a qual G age (vide p. 16) e seja L um

subgrupo pro-p 2-gerado de G. Segue da definição de T que se L estabiliza um vértice

de T , então L está a menos de conjugação em um dos fatores livres de G; donde L é um

grupo pro-p livre ou pro-p abeliano livre, pela hipótese C2. Suponhamos então que L não

fixe vértice algum de T .

Como L é finitamente gerado, temos L ∼= lim
←−

L/Un onde {Un | n ∈ N} é um

conjunto de subgrupos normais abertos de L com
�

Un = 1. Relembremos nossa notação

de �Un para o subgrupo fechado Un gerado por todos os estabilizadores de vértices com

respeito à ação de Un sobre T .

Definindo Ln := L/�Un afirmamos que cada Ln age virtualmente livremente sobre

a árvore pro-p �Un\T . De fato, o grafo quociente �Un\T é uma árvore pro-p pelo Teorema

1.4.1(a), e cada Un/�Un é um grupo pro-p livre, pelo Teorema 1.4.1(b). Além disso, se

tivéssemos Un = �Un para quase todo n, então Ln seria um grupo finito agindo sobre

�Un\T ; dáı, pelo Teorema 1.4.1(d), podeŕıamos aplicar o Lema 3.1.7 para Ω := V (T ) e
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Sn := Ln, obtendo um vértice de T fixo por L ∼= lim
←−
{Ln, ϕnm} onde cada ϕnm é a aplicação

canônica. Isto contradiriz a suposição feita no final do primeiro parágrafo. Logo, devemos

ter Un �= �Un, i.e. Ln é infinito para quase todo n.

Em virtude do Teorema 3.0.1(C.7), podemos supor que cada Ln é o grupo pro-p

fundamental de um grafo finito conexo Γn, diferente de um único vértice, de p-grupos

finitos cujos grupos-vértices (resp. grupos-arestas) são estabilizadores de certos vértices

(resp. arestas) de �Un\T .

Agora, como L/�L é um grupo pro-p livre de posto no máximo 2, precisamos

considerar apenas dois casos L = �L e L/�L ∼= Zp; no outro caso, quando d(L/�L) = 2, L

é pro-p livre de posto 2 – pela propriedade de Hopf (cf. [RZ00b, Prop. 2.5.2]). Vamos

supor que �L �= 1, caso contrário não há o que se demonstrar.

Caso 1. L = �L.

Afirmamos que cada Γn é uma árvore. Caso contrário existiria uma aresta en

em Γn de modo que Ln = HNN(Pn, G(en), tn) com G(en) finito. Assim, teŕıamos um

homomorfismo de Ln sobre Zp; contradizendo �L/�Un = �tor(Ln)� (cf. Teorema 1.4.1(d)).

Então, pela Proposição 3.1.1(c), cada grupo Ln possui uma decomposição não-

fict́ıcia Ln = Kn�DnWn onde Kn são grupos ćıclicos. À luz da Proposição 3.1.4, e seguindo

sua notação, temos sistemas inversos {K �
n, ϕnm} e {D��

n, ϕnm} de grupos conjugados de Kn

e Dn. Consideremos dois grupos proćıclicos K := lim
←−

K �
n e D := lim

←−
D��

n.

Afirmamos que D = 1. Notemos que, como cada Dn é um estabilizador de aresta

com respeito à Ln-ação, nós temos D = L ∩ Cg para algum g ∈ G. Suponhamos, por

absurdo, que D �= 1. A condição C1� diz que Cg é um fator direto do grupo pro-p

abeliano livre CG(D), donde D é um fator direto de CL(D), pois CL(D) = L ∩ CG(D).

Como o grupo proćıclico K contém D, segue que D = K. Agora, a projeção K → K �
n0

é sobrejetiva para algum n0 suficientemente grande, pelo Lema 3.1.5. Assim D��
n0

= K �
n0
;

uma contradição com a decomposição não-fict́ıcia de Ln0 . A afirmação está provada.

Pelo Lema 3.1.6, temos lim
←−

D��
n
Ln = 1; donde L ∼= lim

←−
Ln/D

��
n
Ln . Agora, se cada
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Ln/D
��Ln
n é proćıclico, então L é proćıclico. Então, suponhamos que cada Ln/D

��
n
Ln seja

2-gerado. Dáı, escrevendo Ln
∼= K �

n �D��
n
W �

n temos L ∼= lim
←−

(K �
n/D

��
n �W �

n/D
��
n
W �

n). Como

K �
n/D

��
n é 1-gerado, W �

n/D
��
n
W �

n também o é. Portanto L ∼= Zp�Zp , pela Proposição 3.1.3.

Nossa demonstração está terminada para o Caso 1.

Caso 2. L/�L ∼= Zp.

Para cada n temos Ln/(�L/�Un) ∼= L/�L ∼= Zp e portanto Γn não pode ser uma

árvore. Então escolhemos uma aresta adequada en de Γn, tomamos Δn := Γn−{en},

e apresentamos Ln = HNN(Kn, Dn, tn) com grupo-aresta ćıclico Dn de en e Kn =

Π1(Gn|Δn
,Δn). Mostraremos a seguir que cada Δn é uma árvore.

Sendo �L/�Un gerado por torção, como conseqüência do Teorema 1.3.11(a), temos

que �L/�Un está contido em Kn
Ln ; logo, �tor(Ln)� = Kn

Ln . Por [Zal04, Prop. 1.7(ii)],

Kn/�tor(Kn)� é um grupo pro-p livre, donde �tor(Ln)� possui imagem trivial no quociente

HNN(Kn/�tor(Kn)�, 1, tn) de Ln. Assim Kn = �tor(Kn)�. Como Kn age sobre a árvore

pro-p �Un\T temos Kn = �Kn (cf. Teorema 1.4.1(d)); logo, em particular, Δn deve ser uma

árvore.

Passando agora a um subconjunto cofinal de N, se necessário, podemos e vamos

supor que: para cada n ou Δn é um único vértice ou Δn contém uma aresta. Discutimos

a seguir os dois subcasos.

Subcaso 2(α). Para cada n a árvore Δn é um único vértice.

Temos que Kn é finito. Na análise deste subcaso usaremos fortemente a

Proposição 3.1.2 e sua notação.

Pela Proposição 3.1.2(a), temos um sistema inverso de conjugados K �
n dos grupos

Kn. Passando novamente a um subconjunto cofinal de N, se necessário, e fazendo uso

do Proposição 3.1.1(b) podemos e vamos supor para cada n que, ou K �
n é ćıclico ou

d(K �
n) = 2. Assim, ou K := lim

←−
K �

n é proćıclico ou d(K) = 2.

Se K for proćıclico, então para cada m existe n > m tal que ϕnm(K �
n) é

ćıclico e logo ϕnm(D�
n) = ϕnm(D

� t�n
n ). Donde ϕnm(t�n) normaliza ϕnm(D�

n) e logo Lm =
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NLm(ϕnm(D�
n)). Como L = lim

←−
Lm temos que D := lim

←−
D�

m é normal em L. Sendo E(T )

um L-espaço compacto, tomando no Lema 3.1.7 Ω := E(T ) e Sn := D�
n, encontramos

e ∈ E(T ) com D ⊆ Le. Portanto Dg ⊆ C para algum g ∈ G. Se D �= 1, fazendo uso do

Lema 3.2.1, encontramos que L é pro-p abeliano livre pela condição C1�.

Se, por outro lado, D = 1, segue do Lema 3.1.6 que lim
←−

DLm
m = 1 e logo L =

lim
←−

Lm/DLm
m . Observando que Lm/DLm

m = Km/(Km ∩ DLm
m ) � �tm�, a Proposição 3.1.3

nos dá que L é pro-p livre, pois K é proćıclico.

Para terminarmos o Subcaso 2(α) suponhamos agora que d(K) = 2, e assim

d(K �
n) = 2 para cada n. Logo, pelo Lema 3.1.5 com d = 2, estamos nas condições da

Proposição 3.1.2(b). Portanto temos um sistema inverso de conjugados D��
n dos grupos

ćıclicos Dn, e vamos considerar o grupo proćıclico D := lim
←−

D��
n. Como d(L) ≤ 2, pelo

argumento do parágrafo anterior, podemos e vamos supor que D �= 1. Então, passando

a um subconjunto cofinal, o Lema 3.1.5 com d = 1, nos permite aplicar a Proposição

3.1.2(c), e obter que L ∼= HNN(K,D, t).

Ora, pelo Lema 3.1.7, K estabiliza um vértice de T ; logo K está contido, a

menos de conjugação, em A ou B e portanto é pro-p livre ou pro-p abeliano livre, pela

hipótese C2. No primeiro caso, D ou Dt não está contido no Frattini Φ(K), pois d(L) ≤

2; assim, D ou Dt é um fator livre de K. Sem perda de generalidade, suponhamos

K = D � E. Sejam d um gerador de D e f(d) o gerador correspondente de Dt. Então

L ∼= (D�E��t�)/�dtf(d)−1�D�E��t� e dtf(d)−1 �∈ Φ(D�E��t�) pois (D�E)∩(D�E)t = 1

(vide Teorema 1.3.8(b)). Logo, L é um grupo pro-p livre de posto 2.

Suponhamos então que K seja um grupo pro-p abeliano livre. Notamos que

HNN(K,D, t) contém o subgrupo não-abeliano �K,Kt�. Por outro lado, sendo E(T ) um

L-espaço compacto, tomando no Lema 3.1.7 Ω:= E(T ) e Sn := Dn encontramos e ∈ E(T )

com D ⊆ Ge. Donde Dg ⊆ C para certo g ∈ G. Pela condição C1�, CG(D) seria abeliano

e conteria �K,Kt�, uma contradição. Assim terminamos o Subcaso 2(α).

Subcaso 2(β). Para cada n a árvore Δn contém uma aresta.
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Pela Proposição 3.1.1(c), cada grupo Kn possui uma decomposição não-fict́ıcia

Kn = Xn�ZnWn onde Xn são grupos ćıclicos. Além disso, procedendo como na Proposição

3.1.4 (mas usando aqui que ϕnm(Ln) = Lm), existe um sistema inverso {X �
n, ϕnm} de

conjugados de Xn em Kn; e consideramos o grupo proćıclico X = lim
←−

X �
n. Temos duas

alternativas: ou X é trivial, ou não.

Suponhamos primeiramente que X seja trivial. Então, do Lema 3.1.6, segue

que lim
←−

X �Lm
m = 1 e logo L ∼= lim

←−
Lm/X �Lm

m . Agora, temos que Lm/X �Lm
m é uma HNN-

extensão com subgrupos associados ćıclicos e grupo base um quociente finito de Wn. De

fato, observemos que Km/XKm
m é ćıclico (pois Km = �tor(Km)� e d(Km) = 2) e logo

Lm/X �Lm
m é uma HNN-extensão HNN(K̄m, D̄m, tm) de um quociente ćıclico K̄m de Km

onde as imagens de Dm e Dtm
m coincidem. Assim, do Subcaso 2(α), L é pro-p livre ou

pro-p abeliano livre.

Finalmente, suponhamos que X seja não-trivial. Pelo Lema 3.1.5, com d = 1,

obtemos que ϕnm(X �
n) = X �

m. Logo, como na Proposição 3.1.4, existe um sistema inverso

{Z ��
n, ϕnm} de grupos conjugados a Zn em X �

n; e consideramos o grupo proćıclico Z =

lim
←−

Z ��
n. Temos Z �= X, caso contrário pelo Lema 3.1.5 podeŕıamos encontrar n com

Z ��
n = X �

n; uma contradição com a decomposição não-fict́ıcia Kn = Xn �Zn Wn. Tomando

no Lema 3.1.7 Ω := E(T ) e Sn := Z ��
n obtemos e ∈ E(T ) com Z ⊆ Le. Donde existe

g ∈ G com Zg ⊆ C. Agora, como Z �= X, a condição C1� implica Z = 1. Portanto

L ∼= lim
←−

Ln/Z
Ln
n .

Agora, o grupo Ln/Z
Ln
n pode ser visto como o grupo quociente Kn/Zn

Kn � �tn�

módulo uma relação, sendo esta, proveniente da relação entre os subgrupos associados

da HNN-extensão. De modo preciso, denotemos por “barra” a imagem de um subgrupo

de Kn em Kn/Zn
Kn , e escrevamos Kn = An � Bn com An

∼= Xn/Zn
Xn = Xn/Zn e

Bn
∼= Wn/Zn

Wn . O quociente que vamos analisar é (Kn � �tn�)/�t
−1
n d0ntnd1n

−1
�Kn��tn�,

onde d0n (resp. d1n) é um gerador de Dn (resp. Dn
tn).

Pelo Teorema 1.3.8(a), os grupos ćıclicos Dn e Dn
tn estão contidos, a menos de

conjugação por um elemento de Kn, em An ou Bn.
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Suponhamos que, a menos de conjugação, ambos Dn e Dn
tn não coincidam com

os fatores livres que os contém. Então ambos estão contidos no Frattini Φ(Kn) e logo

�t−1
n d0ntnd1n

−1
�Kn��tn� está contido em Φ(Kn � �tn�). Assim, Kn/Φ(Kn) � �tn�/Φ(�tn�)

é um quociente do grupo (Kn � �tn�)/�t
−1
n d0ntnd1n

−1
�Kn��tn�. Como d(Ln) ≤ 2, temos

que d(Kn) = 1 e Bn é trivial; donde Wn = Zn. Uma contradição com a decomposição

não-fict́ıcia de Kn = Xn �Zn Wn.

Caso contrário, suponhamos sem perda de generalidade, que Dn coincida, a

menos de conjugação, com An. Trocando An por um conjugado, se necessário, temos

Dn = An. Por outro lado, existe um elemento yn em Kn tal que d1n = wy−1
n

n

para algum wn pertencendo a Dn ou a Bn. Tomando zn := tnyn temos (Kn �

�tn�)/�t
−1
n d0ntnd1n

−1
�Kn��tn� = (Dn � Bn � �tn�)/�d0n(tnd1n

−1
t−1
n )�Kn��tn� ∼= (Dn � Bn �

�zn�)/�d0nznw
−1
n z−1

n �Kn��zn�.

Se wn ∈ Bn, o quociente desejado é isomorfo ao produto pro-p livre de um

quociente de Bn e �zn�, ao eliminarmos o gerador d0n de Dn. Como d(Ln) ≤ 2, segue da

Proposição 3.1.3(a) que L é um grupo pro-p livre.

Suponhamos agora que wn seja uma potência de d0n. Então, zn normaliza o

grupo finito An em (Dn � Bn � �zn�)/�d0nznw
−1
n z−1

n �Kn��zn�. Denotemos por “linha”

passarmos a um quociente de Frattini, consideremos a seguinte imagem no quociente

desejado (Kn
�
× �zn�

�)/�z�−1
n d0n

�
z�nw

�−1
n �Kn

�
×�zn�� . Notemos que w�

n = d0n
�
nesta imagem.

Com efeito, como zn age por conjugação sobre o grupo finito An temos que zn age

“coprimamente” e portanto trivialmente sobre o grupo A�
n = An/Φ(An). Assim a imagem

considerada é simplesmente Kn
�
× �zn�

�. Como d(Ln) ≤ 2, Bn deve ser trivial. Isto

contradiz a decomposição não-fict́ıcia de Kn = Xn �Zn Wn.

Isto conclui a demonstração do teorema.

Corolário 3.2.3. Suponhamos que todos os subgrupos 2-gerados abelianos de A e todos

os subgrupos 2-gerados abelianos de B sejam proćıclicos. Então cada subgrupo fechado

2-gerado de G é um grupo pro-p livre.
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Demonstração. Seja L um subgrupo fechado 2-gerado de G. Suponhamos que L seja

pro-p abeliano livre de posto 2.

Seja T a árvore pro-p padrão sobre a qual G age. Então pela versão pro-p do

Teorema 1.4.3 (cf. [RZ00a, Thm. 3.18]), temos que ou L estabiliza um vértice de T , ou

existe uma aresta e de T tal que L/Le
∼= Zp. Mas L não pode estabilizar um vértice;

pois caso contrário L seria conjugado a um subgrupo de um dos fatores livres de G (pelo

Teorema 1.3.8(a)), contradizendo a hipótese.

Portanto L/Le
∼= Zp. Como d(L) = 2 temos Le �= 1. Conjugando L por um

elemento de G, podemos e vamos supor que Le esteja contido em C. Agora, temos

NG(Le) = �CA(C), CB(C)�, pelo Lema 3.2.1; e, a hiṕotese do corolário juntamente com

a condição C1 implicam CA(C) = C = CB(C). Portanto L = NL(Le) ∼= Zp; uma

contradição. Logo, pelo Teorema 3.0.2, L deve ser um grupo pro-p livre.

3.3 Comparação com resultados na literatura

Análogo de G. Baumslag

Teorema ([Bau62, Thm. 2]). Seja : F → F um isomorfismo entre grupos livres, e

seja K o produto livre com amalgamação ćıclica F �abs
C=C

F . Se CF (C) ⊆ C, então cada

subgrupo 2-gerado de K é livre.

Seja C um subgrupo proćıclico não-trivial de um grupo pro-p livre F . O

normalizador NF (C) é um grupo pro-p livre de posto 1 contendo o subgrupo normal

aberto C (cf. Lema 1.3.5). Assim NF (C) = CF (C) ∼= Zp; em particular, C é auto-

centralizante em F se, e somente se, C é um subgrupo proćıclico maximal de F . Então,

a versão pro-p ipsis litteris do resultado de G. Baumslag é uma conseqüência do nosso

Teorema 3.0.2 e da versão pro-p da relação entre normalizadores da Proposição 1.3.9.

Observamos que este análogo pro-p foi o estudo da tese de doutorado [Sant08].
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Análogo de B. Baumslag

Diremos que um grupo G é 2-livre se cada subgrupo gerado por 2 elementos é

livre. Recordamos que um subgrupo H de um grupo qualquer G é malnormal se para

cada elemento g em G−H temos H ∩ gHg−1 = 1.

Teorema ([BBau68]). Seja G = A �abs
M B um produto livre com amalgamação. Se M é

malnormal em A e B, e A e B são 2-livres, então G é 2-livre.

Para o análogo de B. Baumslag com amalgamação proćıclica, notemos que se um

subgrupo proćıclico não-trivial é malnormal então ele é um subgrupo proćıclico maximal.

Agora, seja G = G1�G0G2 um produto pro-p livre com amalgamação proćıclica onde cada

Gi é 2-livre. Seja H um subgrupo proćıclico não-trivial de G0 e fixemos i ∈ {1, 2}. Se

NGi
(H) é 1-gerado então ele coincide com G0, e nós usamos o Teorema 3.0.2. Caso

contrário, consideraŕıamos um elemento y de NGi
(H)−H. Da hipótese sobre Gi, o

subgrupo 2-gerado Fi = �y,H� é pro-p livre; isto não pode ocorrer pelo Lema 1.3.5.

Subgrupos em produtos pro-p livres

Sejam G1 e G2 grupos pro-p satisfazendo a condição de que cada um de seus

subgrupos pro-p 2-gerados sejam pro-p livres (resp. sejam pro-p livres ou pro-p abelianos).

Pelas versões pro-p do Teorema de Kurosh de Subgupo e do Teorema de Grushko-Neumann

(e.g., [Mel89, Thm. 4.3] e [RZ00b, Thm. 9.1.15]), segue que cada subgrupo pro-p 2-gerado

de G = G1

�
G2 é pro-p livre (resp. pro-p livre ou pro-p abeliano).

Grupos pro-p limites

Está provado em [KZ11, Thm. 7.3] que cada grupo pro-p limite 2-gerado é pro-p

livre ou abeliano. Como as hipóteses do Teorema 3.0.2 (condições C1 e C2) são satisfeitas

(cf. [KZ11, Thm. 5.1]), nosso resultado generaliza [KZ11, Thm. 7.3].
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Um exemplo não coberto pela literatura

Sejam D um grupo de Dëmushkin (i.e. um grupo de dualidade de Poincaré

de dimensão 2) não-solúvel e F um grupo pro-p livre não-abeliano de posto finito. Se

G := D�C F , onde C é um subgrupo proćıclico maximal em D e F , então pelo Corolário

3.2.3 cada subgrupo 2-gerado de G é um grupo pro-p livre. De fato, cada subgrupo 2-

gerado de D é um grupo pro-p livre, e NG(C) = ND(C)�C NF (C) = C �C C = C e cada

subgrupo 2-gerado de D é um grupo pro-p livre. (cf. [Ser94, Ex. 5(b) e Ex. 6, p. 41]).



Caṕıtulo 4

Considerações Finais

Não chores, meu filho;
Não chores, que a vida
É luta renhida:
Viver é lutar.
A vida é combate,
Que os fracos abate,
Que os fortes, os bravos
Só pode exaltar.

Gonçalves Dias

Encerramos esta tese fazendo comparações de alguns resultados e mencionando

algumas questões que surgiram nas investigações dos Caṕıtulos 2 e 3. Em particular,

verificamos algumas das semelhanças, diferenças e relações existentes entre os três tipos

de grupo limites: discretos, pro-p e pro-finitos.

Como enunciados na Introdução, temos os seguintes resultados sobre grupos

limites discretos.

Proposição (cf. [AB06, Prop. 1.1]). Seja G um grupo limite. Então:

(1) o grupo G é livre-de-torção;

(2) todo subgrupo abeliano de G é finitamente gerado;

(3) a comutatividade é uma relação transitiva sobre G−{1};

(4) se G for não-abeliano, então seu centro é trivial;
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(5) todo subgrupo abeliano não-trivial está contido em um único subgrupo abeliano
maximal;

(6) ráızes são únicas, i.e. xn = yn com n �= 0 implica x = y;

(7) quaisquer dois elementos não-triviais que comutam e são conjugados devem coincidir;

(8) se G for não-abeliano, então sua abelianização é infinita;

(9) o grupo G é finitamente apresentado;

(10) o grupo G é coerente, i.e. cada subgrupo finitamente gerado é finitamente
apresentado (e é um grupo limite);

(11) se G não é livre então sua dimensão co-homológica é max(2,m) onde m é o posto
maximal de seus subgrupos abelianos;

(12) o conjunto de todas as classes de conjugação de subgrupos abelianos maximais de
posto ≥ 2 é finito.

Evidentemente, a propriedade (1) é válida para os três tipos de grupos limites. O

mesmo ocorre para as propriedades (2) e (11) (cf. Proposição 2.2.3 e Proposição 2.2.2).

As propriedades (3), (4), (5), (6) e (7) se verificam também para os grupos pro-p

limites pois elas estão relacionadas com a propriedade ‘CSA’ (vide Apêndice A e [KZ11,

Thm. 5.1]). Quanto a grupos pro-finitos limites, já no simples exemplo de Brandis-Jarden

(vide p. 61) temos que: o subgrupo �πp� está contido em mais de um subgrupo fechado

abeliano maximal; e, os elementos z e zπ comutam e são conjugados. Notemos que este

grupo não-abeliano possui centro não-trivial.

Em [Koch10, Cor. 4], a propriedade (8) foi demonstrada. Que esta propriedade

vale para grupos pro-p limites, segue do fato que tais grupos são extensões (pro-p livre)-

por-(poli-proćıclico livre-de-torção) (cf. [KZ11, Sec. 4]). Por outro lado, existem grupos

pro-finitos limites de peso 0 que são não-abelianos e possuem abelianização (cont́ınua)

trivial (cf. Proposição 2.3.3).

Sobre as propriedades (7) e (8), temos que cada subgrupo fechado finitamente

gerado de um grupo pro-p limite é finitamente apresentado (como grupo pro-p). Isto

segue do fato mais geral que tais grupos são de tipo FP∞ (cf. [KZ11, Cor. 4.2]).

Para grupos pro-finitos, em geral, sabemos que subgrupos abertos dos grupos Gn são
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finitamente apresentados (de fato, para n ≥ 1, Gn−1 e An−1 são finitamente apresentados

e Cn−1 é finitamente gerado). Ainda não está claro que cada grupo pro-finito limite de

peso ≥ 1 é finitamente apresentado.

Não conseguimos mostrar a propriedade (10) em geral. Contudo podemos verificá-

la para os grupos profinitos (resp. pro-p) Gn, sob algumas condições adicionais.

Agora, seguindo [KZ11, Sec. 9], listamos alguns problemas que ainda estão

abertos para grupos pro-finitos ou pro-p limites e que possuem resposta positiva para

grupos (discretos) limites. A seguir, G denota sempre um grupo pro-finito ou pro-p

limite.

P1. Grupos limites são residualmente livres? Ou pelo menos residualmente nilpotente
livre-de-torção?

P2. Grupos limites satisfazem a propriedade de Howson (i.e. a intersecção de quaisquer
dois subgrupos finitamente gerados ainda é finitamente gerado)?

P3. Todo grupo limite possui a propriedade LRV (localmente retrato virtual): para cada
subgrupo finitamente gerado H de G existe um subgrupo VH de ı́ndice finito em G
que contém H tal que a inclusão H �→ VH possua inversa à esquerda?

P4. Se cada subgrupo abeliano é prociclico de um grupo G não-proćıclico, temos
necessariamente que a deficiência de G é ≥ 2?

P5. A caracteŕıstica de Euler χ(G) é nula se, e somente se, G é abeliano? No caso
profinito, G é de tipo p-FP∞ e χp(G) ≤ 0?

P6. Os únicos grupos limites 3-gerados são o grupo livre de posto 3, o grupo abeliano
livre de posto 3 ou uma extensão de centralizador de um grupo livre de posto 2 (i.e.
�x1, x2, x3 | x

−1
3 vx3 = v�, onde v é um elemento autocentralizante no grupo livre com

base {x1, x2})? No caso profinito, os únicos grupos limites 2-gerados são projetivos
ou abelianos?

Destacamos que um grupo profinito livre não-abeliano não pode ser residualmente

solúvel, o que elimina a segunda questão deP1 para grupos pro-finitos limites. Além disso,

P4 possui resposta negativa para grupos pro-finitos limites em geral: grupos profinitos

projetivos possuem deficiência não-negativa. Referente à primeira parte de P6, notemos

que se G = F3
p, então d( �G) = d(G) = 3, onde �G denota o recobrimento de Frattini

uuniversal de G.
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Neste trabalho escrevemos sobre alguns problemas em teoria combinatorial de

grupos profinitos. Na verdade, esta nossa investigação levantou inúmeras questões, das

quais apenas algumas foram resolvidas e outras serão estudadas após o doutorado.



Apêndice A

Comutatividade-Transitiva

O simples conceito da comutatividade ser transitiva sobre elementos não-triviais,

teve e cont́ınua tendo um forte impacto em Teoria dos Grupos, e até mesmo em

outras áreas de Álgebra. Um grupo com a propriedade comutatividade-transitiva será

simplesmente chamado de CT.

Quanto a grupos finitos, além dos trabalhos [Wei25] e [Wu98] sobre grupos

solúveis CT, destacamos o trabalho [Suz57] que mostra que grupos simples CT possuem

ordem par. Este último culminou no célebre teorema de Feit-Thompson sobre a

solubilidade de grupos de ordem ı́mpar.

Por outro lado, a principal importância atualmente de grupos infinitos CT está

na profunda relação com grupos residualmente livres (e.g. Teorema A.9). Dentre alguns

exemplos de grupos CT destacamos: grupos livres, grupos hiperbólicos livres-de-torção,

subgrupos de PSL(2,C) (em particular, grupos fuchsianos e kleinianos), monstros de

Tarski, e grupos de torção a uma relação (cf. [FR08] para referências sobre estes e outros

resultados).

Proposição A.1. Seja G um grupo qualquer. As seguintes condições são equivalentes:
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(i) a comutatividade é uma relação transitiva sobre G−{1}:

∀ a, b, c ∈ G−{1} , [a, b] = 1 = [b, c] =⇒ [a, c] = 1 ;

(ii) para cada elemento não-trivial g de G o centralizador CG(g) é abeliano;

(iii) os subgrupos abelianos maximais distintos de G intersectam-se trivialmente.

Demonstração.

(i)⇒(ii). Sejam x e y elementos de CG(g). Então [x, g] = 1 = [g, y]; logo [x, y] = 1.

(ii)⇒(iii). Sejam M1 e M2 grupos abelianos maximais distintos. Suponhamos que exista

g ∈ M1 ∩M2 com g �= 1. Tomemos x ∈ M1−(M1 ∩M2). Então existe y ∈ M2 tal que

[x, y] �= 1; pois caso contrário [x,M2] = 1 e o grupo abeliano �x,M2� conteria propriamente

o subgrupo abeliano maximal M2. Agora, x, y ∈ CG(g) mas [x, y] �= 1; uma contradição.

(iii)⇒(i). Sejam a, b, c ∈ G−{1} tais que [a, b] = 1 = [b, c]. Seja M1 o subgrupo abeliano

maximal de G contendo a e b e, seja M2 o subgrupo abeliano maximal de G contendo b

e c. Como 1 �= b ∈M1 ∩M2, temos M1 = M2 e [a, c] = 1.

Observação A.2. Seja G um grupo CT. Temos que:

(i) o centralizador de cada elemento não-trivial de G é um subgrupo abeliano maximal de

G; reciprocamente, cada subgrupo abeliano maximal de G �= 1 é o centralizador de algum

elemento não-trivial de G.

(ii) para cada subgrupo abeliano maximal H e cada elemento g de G, o subgrupo H e seu

conjugado gHg−1 coincidem ou se intersectam trivialmente.

(iii) se dois subgrupos abelianos intersectam-se não-trivialmente, a união deles gera um

subgrupo abeliano.

(iv) G é a união disjunta de seus subgrupos abelianos maximais.

Colecionamos a seguir algumas propriedades de grupos CT.

Corolário A.3. Um grupo CT não-abeliano é diretamente indecompońıvel.

Demonstração. Suponhamos que G seja um grupo CT não-abeliano possuindo subgrupos

normais não-triviais N e Q tais que N ∩ Q = 1 e G = N.Q. Escolhamos dois elementos
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quaisquer n em N−{1} e q em Q−{1}. Como cada elemento de N comuta com cada

elemento de Q, temos que N ⊆ CG(q) e Q ⊆ CG(n). Logo, G é um produto direto de

grupos abelianos, donde abeliano; uma contradição.

Corolário A.4. Um grupo CT ou é abeliano ou possui centro trivial.

Demonstração. Seja G um grupo CT. Suponhamos que exista um elemento z em Z(G)−

{1}. Para quaisquer x, y ∈ G temos [x, z] = 1 = [z, y], donde [x, y] = 1.

Corolário A.5. Um grupo CT livre-de-torção é virtualmente abeliano se, e somente se,

for abeliano.

Demonstração. Seja G um grupo CT livre-de-torção virtualmente abeliano. Seja H um

subgrupo abeliano maximal de ı́ndice finito em G. Suponhamos que G seja não-abeliano e

tomemos g ∈ G−H. Como G é livre-de-torção, existe um inteiro k > 1 tal que gk ∈ H−{1}.

Assim para qualquer h em H temos [h, gk] = 1 = [gk, g], donde [h, g] = 1. Portanto �H, g�

é um subgrupo abeliano de G; contradizendo a maximalidade de H.

Corolário A.6. Sejam a e b elementos de um grupo CT livre-de-torção. Para quaisquer

m e n inteiros não-nulos temos:

(i) se am = bn então [a, b] = 1;

(ii) se an = bn então a = b, i.e. ráızes de elementos, quando existem, são únicas;

(iii) se ambn = bnam então [a, b] = 1.

Demonstração. (i) Os comutadores [a, am], [am, bn] e [bn, b] são triviais. Como o grupo é

livre-de-torção, pela transitividade da comutação, temos [a, b] = 1.

(ii) Do item (i) segue que (ab−1)n = anb−n = 1, donde a = b.

(iii) Por simples manipulação, podemos supor que m e n sejam positivos. Então am =

bnamb−n = (bnab−n)m, donde a = bnab−n pelo item (ii). Logo, bn = abna−1 = (aba−1)n e

b = aba−1 pela mesma razão. Portanto [a, b] = 1.

No estudo de grupos totalmente residualmente livres, a seguinte propriedade

desempenha um papel fundamental.
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Definição A.7. Dizemos que um grupo G é CSA se G satisfaz uma das seguintes

condições equivalentes:

(i) cada subgrupo abeliano maximal de G é malnormal;

(ii) o centralizador de cada elemento não-trivial de G é abeliano e malnormal;

(iii) para quaisquer a, b, c, g, h ∈ G−{1} temos: [a, b] = [b, c] = 1 implica [a, c] = 1 e,

[g, hgh−1] = 1 implica [g, h] = 1.

Claramente cada grupo CSA é CT. Em particular, cada subgrupo de um grupo

CSA ainda é CSA. Por outro lado, segue da definição que, cada grupo abeliano é CSA;

donde, os grupos CSA realmente interessantes são os CSA não-abelianos.

Observação A.8. Seja G um grupo CSA não-abeliano. Temos que:

(i) cada subgrupo normal não-trivial de G é também CSA não-abeliano; em particular, G

não possui subgrupo solúvel não-abeliano;

(ii) G é infinito, pois sua única involução é 1.

(iii) cada subgrupo de ı́ndice finito de G é ainda CSA não-abeliano.

Ressaltamos o importante resultado de A. Gaglione e D. Spellman e,

independentemente, V. Remeslennikov.

Teorema A.9 ([GS95],[Rem95]). Um grupo residualmente livre é CT se, e somente se,

é CSA.

O exemplo de Brandis-Jarden ([Jar82, Ex. 5])

Finalmente, apresentamos um grupo profinito livre-de-torção, não-livre, e que

contém �Z como um subgrupo próprio aberto.

Consideremos um primo p e definamos para cada primo l um elemento αl do

grupo aditivo Zl da seguinte maneira:

se p divide (l − 1) então αl �= 1;

se p não divide (l − 1) então αl = 1.
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Então α = (αl) ∈
�

l Zl
∼= �Z e temos αp = 1. Consideremos agora uma cópia

multiplicativa de Zp gerada por um elemento π e tomemos uma cópia multiplicativa de
�

l �=p Zl gerada por um elemento z. Definamos uma ação de �π� sobre �z� pela fórmula

zπ = zα

e seja G o correspondente produto semidireto, G ∼= Zp� � Zp.

Temos zπ
p
= zα

p
= z, donde o subgrupo aberto �πp� de �π� (o qual é também

isomorfo a Zp), age trivialmente sobre �z�. Portanto, o subgrupo �zπp� de ı́ndice p de G é

isomorfo a �Z. Mostraremos que G é livre-de-torção. De fato, cada elemento g ∈ G pode

ser escrito unicamente como g = νx, onde x ∈ �z� e ν ∈ �π�. Assim

gn = νnxνn−1

xνn−2

. . . x .

Se gn = 1, então νn = 1, donde ν = 1 e portanto g = 1. Além disso, notemos que o grupo

profinito 2-gerado G não é profinito livre, por exemplo pela Fórmula de Schreier (p. 6).



Apêndice B

Grupos virtualmente proćıclicos

Na Teoria de Grupos Infinitos, empregamos o advérbio virtualmente para

modificar uma propriedade de modo que ela necessite valer para algum subgrupo de

ı́ndice finito. Tratando-se de grupos topológicos, dada uma propriedade P , dizemos que

um grupo profinito é virtualmente P se existe um subgrupo fechado de ı́ndice finito que

possua a propriedade P .

Assim, uma posśıvel primeira direção para entendermos alguns grupos infinitos

não necessariamente abelianos é compreender os grupos profinitos grupos virtualmente

proćıclicos. Temos a seguinte versão pro-p do resultado bem conhecido para grupos

(abstratos) virtualmente ćıclicos.

Proposição B.1. Seja G um grupo pro-p. Então G é virtualmente proćıclico se, e

somente se, G for isomorfo a um dos seguintes tipos de grupos:

(i) finito;

(ii) finito-por-Zp;

(iii) finito-por-(Z2 � Z/2Z), onde Z/2Z age sobre Z2 por inversão.
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Demonstração. Obviamente os grupos do tipo (i) são virtualmente proćıclicos. Como

extensões do tipo finito-por-Zp cindem (pois Zp é projetivo), e os grupos (virtualmente

proćıclicos)-por-finitos são virtualmente proćıclicos, temos que os grupos do tipo (ii) e

(iii) são virtualmente proćıclicos.

Agora, suponhamos que G seja virtualmente (proćıclico infinito); caso contrário

G seria finito1. Considerando intersecções de conjugados, seja N um subgrupo normal de

ı́ndice finito em G que seja isomorfo a Zp. Claramente G age por conjugação sobre N e

seja K o núcleo desta ação; então N é um subgrupo central de K, pois N é abeliano.

Pelo Teorema de Schur (cf. [Suz82, Chap. 2, Thm. 9.8]), [K,K] é finito. Então

a imagem inversa T de tor(K/[K,K]) pela aplicação canônica K → K/[K,K] é tor(K);

assim T é um subgrupo normal finito de G. Logo, G/T é uma extensão de K/T por G/K.

Sendo N livre-de-torção, temos que K/[K,K] é virtualmente N ; donde, (K/

[K,K])/ tor(K/[K,K]) e portanto K/T é isomorfo a Zp. Por outro lado, G/K é isomorfo

a um p-subgrupo finito de Aut(N), e portanto ou trivial ou isomorfo a Z/2Z (cf. [RZ00b,

Thm. 4.4.7]). Além disso, temos que uma extensão Z2 por Z/2Z, ou é Z × Z/2Z, ou é

Z � Z/2Z com Z/2Z agindo sobre Z2 por inversão.

Portanto, ou G é finito-por-Zp, ou finito-por-(Z× Z/2Z) e logo finito-por-Z2, ou

finito-por-(Z2 � Z/2Z).

Corolário B.2. Se G for um grupo pro-p virtualmente proćıclico, então G/�tor(G)� é

pro-p livre de posto no máximo 1.

Demonstração. Se G for do tipo (i) ou (ii), não há o que se demonstrar. Suponhamos

então que exista um subgrupo normal finito T de G tal que G/T ∼= Z2 � Z/2Z. Temos

que tor(G/T ) = tor(G)T/T , pois T é finito; donde (G/T )/�tor(G/T )� ∼= G/�tor(G)�.

Como (Z2 �Z/2Z) ∼= Z/2�2 Z/2, temos (Z2 �Z/2Z) = �tor(Z2 � Z/2Z)�, pelo Teorema

1.3.8(a). O resultado segue.

1Aqui cabe a anedota: grupos finitos são virtualmente triviais!
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Proposição B.3. Se G for um grupo profinito virtualmente proćıclico, então G/�tor(G)�

é meta-proćıclico projetivo.

Demonstração. Seja S um subgrupo p-Sylow de G. Então S�tor(G)�/�tor(G)� é um

subgrupo p-Sylow de G/�tor(G)�, e um quociente de S/�tor(S)�. Pelo Corolário B.2,

cada subgrupo p-Sylow de G/�tor(G)� é proćıclico. Donde G é isomorfo a Zπ � Zρ, para

certos conjuntos disjuntos de primos π e ρ, pela Proposição 1.3.4.

Observamos que estes dois últimos resultados seguem, mais geralmente, do

resultado principal de [Zal04]: se G for um grupo profinito virtualmente projetivo, então

G/�tor(G)� é projetivo.

Encerramos este apêndice descrevendo os grupos pro-finitos limites virtualmente

nilpotentes.

Exemplo B.4. Um grupo profinito abeliano possui um subgrupo proćıclico de ı́ndice finito

se, e somente se, este subgrupo proćıclico é um fator direto com complemento finito. Seja

P um subgrupo proćıclico de ı́ndice finito de um grupo profinito abeliano G, e denotemos

por Gp (resp. Pp) o p-Sylow subgrupo de G (resp. P ). Pela Proposição B.1, Gp = Pp×Fp,

para algum p-subgrupo finito Fp. Consideremos o conjunto finito σ de todos os números

primos que dividem [G : P ]. Então, para cada primo p que não pertence a σ temos

Gp = Pp, pois [Gp : P ∩Gp] = [PGp : P ]. Portanto G =
�

p Gp = P × (
�

p∈σ Fp).

Exemplo B.5. Para dois conjuntos disjuntos de primos π e ρ, o grupo G = Zπ � Zρ é

virtualmente proćıclico se, e somente se, o núcleo K da ação por conjugação de Zρ sobre

Zπ é aberto em Zρ. De fato, se K for aberto, então KZπ é proćıclico e [G : KZπ] = [Zρ :

K]. Reciprocamente, seja P um subgrupo proćıclico de ı́ndice finito de G. Consideremos

o conjunto finito σ de todos os números primos que dividem [G : P ], e escrevamos Zπ =

Zπ0 × Zπ1 com π0 = π−σ e π1 = π ∩ σ. Agora, [Zπ0 : Zπ0 ∩ P ] = [Zπ0P : P ] = 1 ou seja

Zπ0 ⊆ P ; como P é abeliano, temos P ∩ Zρ ⊆ CZρ(Zπ0); logo [Zρ : CZρ(Zπ0)] é finito. Por

outro lado, como π1 é finito temos que [Zρ : CZρ(Zπ1)] é finito. Portanto [Zρ : K] é finito,

pois a ação original é por conjugação.



Apêndice C

Teoremas de decomposição para
grupos pro-p agindo sobre árvores
pro-p

Seguindo as notações do Caṕıtulo 3, enunciamos aqui os resultados de [HZ07, Sec.

5] e [HZZ11, Sec. 3]. Não apresentamos suas demonstrações mas ao menos descrevemos

a interdependência lógica deles:

C.7

C.6

C.4 C.5

C.2 C.3

C.1

Lema C.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado não-trivial agindo sobre um grafo

profinito conexo Γ. Suponhamos que Δ seja um subgrafo conexo de Γ tal que GΔ = Γ.

Então existe um conjunto minimal de geradores X de G de modo que Δ ∩ xΔ �= ∅ para

cada x em X.

Lema C.2. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado infinito agindo sobre uma árvore

pro-p T . Suponhamos que T contenha uma subárvore pro-p D tal que GD = T Então

existe um conjunto minimal de geradores X de um retrato de G/ �G em G de modo que

D ∩ xD �= ∅ para cada x em X.
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Lema C.3. Seja G um grupo pro-p agindo fiel e irredutivelmente sobre uma árvore pro-

p T . Suponhamos que Ge seja um estabilizador de aresta minimal e que o conjunto de

arestas GE(TGe) seja aberto em T . Então T−GE(TGe) é uma floresta pro-p.

Além disso, seja T o grafo quociente obtido por colapsarmos componentes conexas

distintas de T−GE(TGe) para pontos distintos. Então T é uma árvore pro-p sobre a qual

G age fiel e irredutivelmente, e T = GT
Ge
.

Lema C.4. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado agindo fiel e irredutivelmente e

virtualmente livremente sobre uma árvore pro-p T . Então existem uma árvore pro-p D,

uma aresta e de D, um subconjunto finito V de DGe, e um subconjunto finito X de G tais

que:

(a) G age fielmente sobre D;

(b) todos os estabilizadores de arestas são dois-a-dois conjugados; em particular,
D = GDGe;

(c) para todos v1, v2 ∈ V , Gv1 = Gv2 implica v1 = v2;

(d) X gera livremente um subgrupo pro-p livre H tal que para G0 := �Gv | v ∈ V � temos
G = �G0, H� e H ∩GG

0 = 1;

(e) para cada x ∈ X, temos

Gx
e ⊆

�

v∈V

Gv .

Lema C.5. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado agindo sobre uma árvore pro-p T .

Suponhamos que todos os estabilizadores sejam finitos e que todos os estabilizadores de

arestas sejam dois-a-dois conjugados. Suponhamos ainda que existam uma aresta e ∈ T

e um subconjunto finito V de TGe tais que:

(i) para todos v1, v2 ∈ V , Gv1 = Gv2 implique v1 = v2;

(ii) G seja gerado pelos Gv, v ∈ V .

Se F é um subgrupo normal aberto pro-p livre de G, então

rank(F )− 1 = [G : F ]

�
|V | − 1

|Ge|
−
�

v∈V

1

|Gv|

�

.
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Teorema C.6. Um grupo pro-p finitamente gerado infinito agindo virtualmente livre-

mente sobre uma árvore pro-p se decompõe como um produto pro-p livre amalgamado ou

como uma HNN-extensão pro-p sobre algum estabilizador de aresta.

Teorema C.7. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado agindo virtualmente livremente

sobre uma árvore pro-p T . Então G é isomorfo ao grupo pro-p fundamental de um grafo

finito conexo de p-grupos finitos cujos grupos-vértices e grupos-arestas são isomorfos a

estabilizadores de vértices e arestas de T .

A seguir apresentamos o menor exemplo de um grupo pro-p contavelmente gerado

infinito agindo virtualmente livremente sobre uma árvore que não satisfaz as conclusões

dos teoremas C.6 e C.7.

Exemplo C.8. Sejam A e B grupos de ordem 2 e G0 = �A× B, t | At = B� uma HNN-

extensão pro-2 de A × B com subgrupos associados A e B. Notamos que G0 possui um

automorfismo ϕ de ordem 2 que troca A e B e inverte t. Seja G = G0 � �ϕ� o holomorfo

relativo. Definamos H0 = �tor(G0)� e H = H0 � �ϕ�. Como G0 age sobre sua árvore

pro-2 padrão com estabilizadores de vértice finitos, o mesmo ocorre para H. O resultado

principal em [HZ10] mostra que H não se decompõe como grupo pro-2 fundamental de

um grafo profinito de 2-grupos finitos. Sua demonstração mostra também que H não

se decompõe como produto pro-2 livre com amalgamação ou como HNN-extensão pro-2

sobre um grupo finito.
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