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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência de pontos críticos que mudam de sinal para
uma classe de funcionais definidos em espaços de Hilbert. Na prova dos resultados usamos
Teoria de Enlace. Como aplicação, obtemos soluções que mudam de sinal para o problema

(P )

{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave e medida finita, e f é
assintoticamente linear no infinito.
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Abstract

In this work, we study the existence of sign-changing critical points to a class of
functionals defined on Hilbert spaces. For the proof of the results we use Linking Theory.
As applications we obtain sign-changing solutions for the problem

(P )

{
−∆u = f(x, u), in Ω,

u = 0, on ∂Ω,

where Ω ⊂ RN is a bounded domain with smooth boundary and finite measure, and f is
asymptotically linear at infinity.
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Introdução

Soluções que mudam de sinal para equações elípticas não lineares têm atraído muito
a atenção nos últimos 20 anos. Um das razões para esse fato é que elas aparecem
naturalmente em modelos matemáticos da Física e da Biologia.

Por exemplo, na Biologia podemos citar as soluções de sistemas que modelam a
estabilidade entre duas espécies que competem entre si. Quando os parâmetros de
interação tendem ao infinito, as soluções para o sistema apresentam um fenômeno de
agregação. Em particular, se a equação limite possui solução que muda de sinal não
degenerativa, então os limites das duas componentes da solução positiva do sistema
possuem suporte disjuntos que são os fechos de domínios nodais de soluções que mudam
de sinal.

Na Física, podemos citar as soluções de sistemas que aparecem no estudo de
ondas estacionárias em uma mistura de condensados do tipo Bose-Einstein em dois ou
mais diferentes estados hiperfinos. Além disso, destacamos um interessante ponto de
investigação que consiste na estabilidade de Equações de Schrödinger não lineares.

As estruturas de soluções que mudam de sinal são mais ricas do que as estruturas
de soluções positivas e negativas para equações elípticas lineares e não lineares. Por
exemplo, considerando o problema de autovalor de operadores elípticos de segunda ordem
em um domínio limitado com condição de fronteira nula, observamos que as autofunções
associadas aos autovalores distintos do primeiro possuem a propriedade de mudar de sinal.

Em comparação com as soluções positivas e negativas, as soluções que mudam de sinal
possuem propriedades qualitativas mais delicadas. Assim, o seu estudo mostra-se como
um interessante desafio matemático.

Nos últimos 20 anos, vários métodos foram desenvolvidos no estudo de soluções que
mudam de sinal para equações diferenciais parciais elípticas lineares e não lineares.
Na verdade, o estudo de tais soluções tem estimulado o desenvolvimento de novas e
sofisticadas técnicas no Cálculo das Variações e na Teoria dos Pontos Críticos. Dentre
elas, destacamos os métodos baseados na técnica da variedade de Nehari, na Teoria de
Morse e na Teoria de Enlace (em inglês “Linking”).
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Neste trabalho, usamos a Teoria de Enlace para obter soluções que mudam de sinal
para o problema

(P )

{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, e f é assintoticamente linear
no infinito.

Sob certas condições sobre f , vários autores mostraram a existência de soluções não
triviais. Durante os últimos anos, o problema (P) tem sido amplamente investigado na
direção de mostrar a existência de uma solução que muda de sinal. Existe na literatura
uma vasta lista de trabalhos nessa linha de pesquisa.

Usando a Teoria do Grau, Hofer em [15] mostrou a existência de uma solução que muda
de sinal para uma classe de funções f . Considerando f com crescimento superlinear e
subcrítico no infinito, Bartsch et al [3, 4] usaram argumentos de enlace e do tipo Morse
para mostrar que o problema (P) possui uma solução que muda de sinal. A Teoria de
Ljusternik-Schnirelmann foi estabelecida em Li e Wang [16] para o estudo de soluções que
mudam de sinal associado a um funcional par. Alguns teoremas do tipo enlace também
foram obtidos em espaços de Hilbert parcialmente ordenados. Em 2007, Liu e Wang [17]
mostraram a existência de soluções que mudam de sinal para os casos em que f tem
crescimento sublinear, crítico e subcrítico no infinito.

Considerando o caso em que Ω = RN a questão de existência de uma tal solução é
mais delicada. De fato, uma dificuldade é a perda de compacidade, ou seja, a imersão
H1(RN) ↪→ Lp(RN) com 2 < p < 2∗ não é compacta. Nessa direção destacamos os
trabalhos de Zou [32, 33] no qual o autor utiliza Teoria de Enlace e o de Bartsch e Wang
[3], em que os autores construíram uma série de problemas de Dirichlet na bola e então
expandiram a bola para todo o espaço.

Este trabalho está baseado principalmente em Zou [31]. No que segue, apresentamos
a estrutura da dissertação, ressaltando os principais resultados por seção.

No Seção 1.1, apresentamos a definição de Schechter-Tintarev [23] para enlace entre
certos conjuntos que é adotada neste trabalho. Destacamos que ao longo do século XX,
outras definições foram apresentadas, das quais gostaríamos de destacar os trabalhos de
Brézis e Nirenberg [7], Rabinowitz [19], Silva [28] e Willem [30]. No entanto, existiam
algumas desvantagens nas definições anteriores, se comparada com a definição de Shechter-
Tintarev. Ressaltamos ainda que, Schetcher e Zou nos trabalhos [25, 26] apresentaram
uma outra definição de enlace mais geral na qual inclui a classe de todos os conjuntos que
formam um enlace segundo a definição de Schetcher-Tintarev, isto é, existem conjuntos
que enlaçam no sentido de Schetcher-Zou e no entanto, não enlaçam no sentido de
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Schetcher-Tintarev.
Na Seção 1.2, apresentamos alguns exemplos de conjuntos que enlaçam. Para mais

exemplos, recomendamos a leitura dos trabalhos de Schetcher [20, 21, 22] e Schetcher e
Zou [25].

Na Seção 2.1, obtemos uma relação entre a teoria abstrata de enlace e os pontos críticos
que mudam de sinal para uma classe de funcionais de classe C1 definidos em espaços de
Hilbert. Mais precisamente, provamos os Teoremas A e B. Destacamos que, devido a
quantidade de definições que são necessárias para a compreensão destes teoremas, não os
apresentamos nesse momento, mas no Capítulo 2. Na Seção 2.2, conseguimos variações
dos resultados obtidos na Seção 2.1, a saber os Teoremas A’ e B’.

Estes resultados abstratos são aplicados no Capítulo 3, onde obtemos soluções que
mudam de sinal para o problema (P), em que algumas condições sobre f são impostas.
No que segue, apresentamos algumas condições.

(B0) f : Ω× R→ R é contínua;

(B1) f(x, t)t ≥ 0 para x ∈ Ω, t ∈ R, e

lim
t→0

f(x, t)

t
= 0, uniformemente para x ∈ Ω;

Estamos interessados no caso em que f é assintoticamente linear no infinito, isto é,

lim
t→±∞

f(x, t)

t
= k±(x).

Vamos considerar três situações distintas.

lim
t→+∞

f(x, t)

t
:= β+(x) e lim

t→−∞

f(x, t)

t
:= β−(x); (1)

lim inf
|t|→∞

f(x, t)

t
:= L(x) e lim sup

|t|→∞

f(x, t)

t
:= K(x); (2)

lim inf
t→±∞

f(x, t)

t
:= θ±(x) e lim sup

t→±∞

f(x, t)

t
:= ϑ±(x), (3)

uniformemente para x ∈ Ω.
Seja

0 < λ1 < λ2 < . . . < λk < . . .
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a sequência de autovalores distintos para o problema de autovalores{
−∆u = λu, em Ω,

u = 0, em ∂Ω.

No que segue, consideramos ainda a condição

(B2) existe c0 > 0 tal que

F (x, t) :=

∫ t

0

f(x, s)ds ≥ λk−1

2
t2 − c0

2
, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

Usando a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), com 2 < p < 2∗, obtemos uma constante Λp > 1

tal que
|u|p ≤ Λp‖u‖, ∀ u ∈ H1

0 (Ω).

Veremos no Capítulo 3 que considerando α ∈ (0, 1) satisfazendo

1

p
= (1− α)

(
N − 2

2N

)
+
α

2
,

obtemos uma constante cp > 1 tal que

|u|p ≤ cp‖u‖α|u|1−α2 , ∀ u ∈ H1
0 (Ω).

Além disso, supondo que as condições (B0) e (B1) são válidas, e f satisfaz (1), (2) ou (3),
veremos que existe Dp > 1 tal que

|F (x, t)| ≤ λ1

4
|t|2 +Dp|t|p, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R,

em que 2 < p < 2∗.
Em todos os nossos resultados consideramos a seguinte condição

(B3) sejam Λp, cp e Dp definidos como acima. Considerando

T1 := min
{
λ

(1−α)(p−2)
k , λ

(1−α)
k

}
, T2 := min

{
1

64D2
p

, (8Dp)
−1/(p−2)

}
e

Λ∗p := min

{
1

4Λ2
pc

(p−2)
p

, (4Λ2
pc

(p−2)
p )−1/(p−2)

}
,

então supomos que

c0 ≤
1

4|Ω|
(Λ∗p)

2T1T2,
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em que c0 é dado na condição (B2).

Na Seção 3.1, provamos o seguinte resultado de não ressonância.

Teorema 3.1. Suponha que as condições (B0)− (B3) sejam válidas e que f satisfaz (1)
com

λk < β±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω.

Se β+(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω ou β−(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω, então o problema
(P) possui uma solução que muda de sinal.

Na Seção 3.2, considerando uma hipótese adicional sobre f , permitimos que o problema
seja ressonante, isto é, que um dos limites assintóticos coincide com um autovalor. A
hipótese adicional é a condição de não-quadraticidade, introduzida por Costa e Magalhães
em [10], a saber

(B4) vale o seguinte limite

lim
|t|→∞

(f(x, t)t− 2F (x, t)) =∞, ∀ x ∈ Ω.

Teorema 3.2. Suponha que as condições (B0)− (B4) sejam válidas e que f satisfaz (1)
com

λk < β±(x), ∀ x ∈ Ω.

Então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Na Seção 3.3, obtemos o seguinte resultado de dupla ressonância.

Teorema 3.3. Suponha que as condições (B0)− (B4) sejam válidas e f satisfaz (2) com

λk ≤ L(x) ≤ K(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω.

Se L 6≡ λk, então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Vamos denotar por Vk ⊂ H1
0 (Ω) o seguinte subespaço

Vk := Ker(−∆− λ1Id)⊕ . . .⊕Ker(−∆− λkId),

em que k > 1 é um número natural. Na Seção 3.4 fazemos uso das seguintes condições:

(B5) existe c0 > 0 tal que

2F (x, t) ≥ max{λk−1t
2, θ+(x)(t+)2 + θ−(x)(t−)2} − c0, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R;
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(B6)

‖v‖2 ≤
∫

Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx, ∀ v ∈ Vk;

(B7) ϑ±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω;

(B7)’ λk ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω;

(B8) nenhuma autofunção associada ao autovalor λk+1 satisfaz

−∆u = ϑ+(x)u+ − ϑ−(x)u−;

(B9) não existe função em Vk \ {0} que satisfaça

−∆u = θ+(x)u+ − θ−(x)u−;

(B9)’ nenhuma autofunção associada a λk satisfaz

−∆u = θ+(x)u+ − θ−(x)u−.

A seguir, apresentamos os principais resultados obtidos na Seção 3.4.

Teorema 3.4. Suponha que as condições (B0), (B1), (B3) e (B5) sejam válidas e f

satisfaz (3). Suponha ainda que para cada par de números a+ e b− no intervalo (λk, λk+1)

existam a− < λk e b+ > λk+1 tais que

a± ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ b±, ∀ x ∈ Ω.

Então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Teorema 3.5. Suponha que as condições (B0), (B1), (B3) e (B5)− (B9) sejam válidas e
f satisfaz (3). Então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Teorema 3.6. Suponha que as condições (B0), (B1), (B3), (B5), (B7)’, (B8) e (B9)’
sejam válidas e f satisfaz (3). Então o problema (P) possui uma solução que muda de
sinal.

Os resultados de existência para os Teoremas 3.4− 3.6 são conhecidos (c.f. Berestycki
e deFigueiredo [5], Các [8], Furtado et al [12, 13] e Habets [14]). No entanto, nesses
trabalhos o sinal das soluções não foi determinado.



Capítulo

1
O conceito de enlace

Uma maneira clássica de obter pontos críticos para um determinado funcional I é
procurar pelos candidatos naturais, ou seja, os pontos de máximo ou mínimo. Isto é
possível desde que o funcional seja limitado superiormente ou inferiormente. No entanto,
quando não nos deparamos com essa situação, não existe uma maneira padrão para
encontrarmos os pontos críticos.

Uma ideia que se mostrou bastante eficaz para abordar essa questão foi a teoria de
enlace (em inglês “ linking”). Ao longo do século XX, foram apresentadas várias definições
de enlace entre certos conjuntos, das quais gostaríamos de destacar aquelas apresentadas
em Brézis e Nirenberg [7], Rabinowitz [19], Schechter e Tintarev [23], Silva [28] e Willem
[30].

Neste capítulo, apresentamos o conceito de enlace introduzido por Shechter e Tintarev
[23], visando estabelecer uma relação entre a teoria clássica de enlace e a mudança de sinal
dos pontos críticos de um determinado funcional. Além disso, apresentamos algumas
condições para encontrarmos uma estrutura de enlace entre conjuntos.

Ao longo do capítulo, o conjunto E denota um espaço de Hilbert com o produto interno
〈· , · 〉 e a norma associada ‖· ‖.

1.1 A definição de Schechter-Tintarev

Definimos o conjunto Φ de tal maneira que os seus elementos Γ ∈ Φ devem satisfazer
as seguintes propriedades:

(P1) Γ(· , · ) ∈ C([0, 1]× E,E);

(P2) Γ(0, · ) = Id, em que Id : E → E é a aplicação identidade;

(P3) Γ(t, · ) é um homeomorfismo de E em E para cada t ∈ [0, 1);
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(P4) existe x0 ∈ E tal que Γ(1, x) = x0, para todo x ∈ E;

(P5) Γ(t, x)→ x0 quando t→ 1, uniformemente em subconjuntos limitados de E.

Note que o conjunto Φ é não-vazio, pois a aplicação Γ : [0, 1] × E → E definida por
Γ(t, x) = (1− t)x pertence a Φ.

Definimos abaixo o conceito que será chave para os resultados deste trabalho.

Definição 1.1 (Schechter-Tintarev [23]). Sejam A,B ⊂ E. Dizemos que A enlaça B se
A ∩B = ∅ e, para cada Γ ∈ Φ, existe t ∈ [0, 1] tal que Γ(t, A) ∩B 6= ∅.

Nas definições anteriores de enlace, de uma maneira geral, o conjunto A precisava ser
compacto e ser a fronteira de uma variedadeM. Os matemáticos diziam que A enlaçava
B se

A ∩B = ∅,

e para toda aplicação φ deM em E que restrita a A coincide com a identidade, tivéssemos

φ(A) ∩B 6= ∅.

Existem algumas desvantagens com respeito a essa definição. Primeiro, é necessário
que A seja compacto e, além do mais, que seja a fronteira de uma variedade. Segundo, o
enlace vai depender da variedade M. Por fim, não existe a garantia de que em espaços
de dimensão infinita exista a possibilidade de simetria, ou seja, se A enlaça B, então B
enlaça A. Assim, a classe de conjuntos que poderiam ser enlaçados segundo essa definição
é mais restrita.

Em seguida, apresentamos um resultado que é de grande utilidade para garantir o
enlace entre certos tipos de conjuntos.

Proposição 1.2. Sejam H ∈ C(E,RN), Ω ⊂ RN um aberto limitado, e Q ⊂ E tal que
H̃ = H|Q é um homeomorfismo de Q em Ω. Se p ∈ Ω, então H̃−1(∂Ω) enlaça o conjunto
H−1(p).

Demonstração. Suponha, por contradição, que H̃−1(∂Ω) não enlaça o conjunto H−1(p).
Observando que H̃ é um homeomorfismo de Q em Ω, e lembrando que homeomorfismos
preservam pontos interiores, obtemos que se p ∈ Ω, então

H̃−1(∂Ω) ∩H−1(p) = ∅.

Nessas condições, existe Γ ∈ Φ tal que

Γ(t, H̃−1(∂Ω)) ∩H−1(p) = ∅, ∀ t ∈ [0, 1], (1.1)
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o que implica que

H(Γ(t, H̃−1(∂Ω))) ∩ {p} = ∅, ∀ t ∈ [0, 1]. (1.2)

De fato, se não fosse assim, então p ∈ H(Γ(t0, H̃
−1(∂Ω))) para algum t0 ∈ [0, 1]. Assim,

Γ(t0, H̃
−1(∂Ω)) ∩H−1(p) 6= ∅, e obteríamos uma contradição com (1.1).

Em seguida, seja
Θ(t) := H ◦ Γ(t, · ) ◦ H̃−1. (1.3)

Usando a continuidade de H e Γ, junto com o fato de H̃ ser um homeomorfismo, obtemos
que Θ(t) ∈ C(Ω,RN) para cada t ∈ [0, 1]. Além do mais,

Θ(0) = H ◦ Γ(0, · ) ◦ H̃−1 = H ◦ H̃−1 = Id em Ω.

Como Γ ∈ Φ, segue que existe x0 ∈ E tal que Γ(1, E) = x0. Observe que H(x0) 6= p pois,
se fosse o contrário, teríamos

∅ 6= H(x0) ∩ {p} = H(Γ(1, H̃−1(∂Ω))) ∩ {p} = ∅,

o que é um absurdo. Logo

Θ(1)x = H(Γ(1, H̃−1(x))) = H(x0) 6= p, ∀ x ∈ Ω.

Dessa forma, está bem definido o grau topológico de Brouwer para a tríade (Θ(t),Ω, p).
Uma vez que Θ(0) = Id e p ∈ Ω, podemos usar (1.2) e a invariância por homotopia para
obter

deg(Θ(1),Ω, p) = deg(Θ(0),Ω, p) = 1,

e concluir que a equação Θ(1)x = p possui uma solução x ∈ Ω. Porém, Θ(1)x 6= p, e
portanto obtemos uma contradição. Isso implica que H̃−1(∂Ω) enlaça H−1(p).

Um problema na Definição 1.1 que ainda permanece, se comparada com as versões
antigas, é que em espaços de dimensão infinita não temos o sentido de simetria para o
enlace entre conjuntos, ou seja, se A enlaça B, então B enlaça A. No entanto, sob certas
condições podemos contornar essa situação. É isso o que garante nossa próxima

Proposição 1.3. Sejam A,B ⊂ E fechados e limitados com E \A conexo por caminhos.
Se A enlaça B, então B enlaça A.

Demonstração. Suponha, por contradição, que B não enlaça A. Dessa forma, como
A ∩B = ∅, existe Γ ∈ Φ tal que

Γ(t, B) ∩ A = ∅, ∀ t ∈ [0, 1]. (1.4)
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Usando (P4) existe x0 ∈ E tal que Γ(1, E) = {x0}, e daí x0 /∈ A (pois se fosse o contrário
como B ⊂ E, teríamos que a interseção em (1.4) seria não vazia). Por A ser fechado e
limitado, podemos assumir que A ⊂ BR(x0), em que BR(x0) é a bola fechada no espaço
E centrada em x0. Sendo E \ A conexo por caminhos, existe um caminho γ ligando o
ponto x0 /∈ A ao ponto x1 /∈ BR(x0). Considere

2ε := min{dist(γ([0, 1]), A), dist(x1, BR(x0))} > 0. (1.5)

Como Γ(1, E) = {x0} e Γ é contínua na primeira variável, podemos escolher t0 ∈ [0, 1)

suficientemente próximo de 1, satisfazendo

Γ(t0, B) ⊂ Bε(x0). (1.6)

Reparametrize γ de tal modo que o caminho seja dado por γ(t), t0 ≤ t ≤ 1, γ(t0) = x0 e
γ(1) = x1.

Figura 1.
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Observe que se p ∈ (Γ(t0, B)+γ(t)−x0)∩A para algum t ∈ [t0, 1], então p = b̂+γ(t)−x0

com b̂ ∈ Γ(t0, B) e p ∈ A, e portanto

dist(γ([0, 1]), A) ≤ ‖γ(t)− p‖ = ‖b̂− x0‖ < ε,

o que é uma contradição com (1.5). Logo,

(Γ(t0, B) + γ(t)− x0) ∩ A = ∅, ∀ t ∈ [t0, 1]. (1.7)

Por outro lado, se p̂ ∈ (Γ(t0, B)+x1−x0)∩BR(x0), então p̂ = b̂+x1−x0 com b̂ ∈ Γ(t0, B)

e p̂ ∈ BR(x0), e portanto

dist(x1, BR(x0)) ≤ ‖p̂− x1‖ = ‖b̂− x0‖ < ε,

e novamente temos uma contradição com (1.5). Logo,

(Γ(t0, B) + x1 − x0) ∩BR(x0) = ∅. (1.8)

Defina

Γ1(t, x) :=

{
Γ(t, x), se t ∈ [0, t0],

Γ(t0, x)− x0 + γ(t), se t ∈ [t0, 1].

Como consequência de (1.4) e (1.7), concluímos que Γ1(t, B)∩A = ∅ para todo t ∈ [0, 1].
Lembrando que Γ ∈ Φ, temos que Γ−1

1 está bem definida. Assim, pelas observações
anteriores obtemos que

B ∩ Γ−1
1 (t, A) = ∅, ∀ t ∈ [0, 1]. (1.9)

Usando (1.8) obtemos que
Γ1(1, B) ∩BR(x0) = ∅. (1.10)

Afirmamos que existe Γ2 ∈ Φ tal que Γ2(t, BR(x0)) ⊂ BR(x0) para todo t ∈ [0, 1]. De
fato, se 0 está em BR(x0), então tome Γ2(t, u) = (1− t)u, e para o caso em que 0 não está
em BR(x0), então basta tomar Γ2(t, u) = (1− t)u+ tx0. Defina

Γ3(t, · ) :=

{
Γ−1

1 (2t, · ), se t ∈ [0, 1/2],

Γ−1
1 (1,Γ2(2t− 1, · )), se t ∈ (1/2, 1].

Vamos verificar que Γ3 ∈ Φ. Primeiramente, observe que como Γ2 ∈ Φ, segue que
Γ2(0, · ) = Id, e em seguida, calculando limt→1/2+ Γ3(t, · ) e, usando o fato que Γ−1

1 está
bem definida, obtemos que Γ3(· , · ) ∈ C([0, 1] × E,E) e portanto Γ3 satisfaz (P1). Para
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verificar (P2), use o fato que Γ ∈ Φ para concluir que

Γ3(0, · ) = Γ−1
1 (0, · ) = Γ−1(0, · ) = Id.

A propriedade (P3) é verificada pelo fato de Γ1(· , · ) ser um homeomorfismo. Para verificar
(P4) note que, para todo x ∈ E,

Γ3(1, x) = Γ−1
1 (1,Γ2(1, x)) = Γ−1

1 (1, x) =: x̂, para algum x̂ ∈ E.

Use a continuidade de Γ−1
1 e o fato que Γ2 ∈ Φ para obter a validade de (P5), e todas

essas observações mostram que Γ3 está em Φ.
Por fim, note que se t ∈ [0, 1/2], então segue de (1.9) que

B ∩ Γ3(t, A) = ∅.

Além disso, como consequência de (1.10) temos que B ∩ Γ−1
1 (1, BR(x0)) = ∅, e usando o

fato que A ⊂ BR(x0) e Γ2(t, BR(x0)) ⊂ BR(x0) segue que, se t ∈ (1/2, 1], então

B ∩ Γ3(t, A) = B ∩ Γ−1
1 (1,Γ2([0, 1], A)) ⊂ B ∩ Γ−1

1 (1, BR(x0)) = ∅.

Portanto, construímos uma aplicação Γ3 ∈ Φ com a propriedade de que

B ∩ Γ3(t, A) = ∅, ∀ t ∈ [0, 1],

o que contradiz o fato de que A enlaça B. Essa contradição mostra que B enlaça A.

1.2 Alguns exemplos de enlace

Com o objetivo de tornar mais claro a definição de enlace vista anteriormente,
apresentamos vários exemplos de conjuntos que enlaçam.

Lema 1.1. Sejam V,W ⊂ E subespaços fechados com E = V ⊕W e dimV <∞. Sejam
ainda 0 < ρ < R e w0 ∈ W com ‖w0‖ = 1,

A := {u = sw0 + v : v ∈ V, s ≥ 0, ‖u‖ = R} ∪ [V ∩BR(0)]

e
B := W ∩ ∂Bρ(0).

Então A enlaça B e B enlaça A.
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Demonstração. Uma vez que k := dimV < ∞, podemos identificar V com o espaço
euclidiano RN . Seja

Q := {u = v + sw0 : v ∈ V, s ≥ 0, ‖u‖ ≤ R},

e observe que a fronteira de Q em Rk+1 é exatamente o conjunto A.
Para cada u ∈ E, vamos escrever u = v + w com v ∈ V e w ∈ W . Defina a função

F : E → E por

F (u) = F (v + w) := v + ‖w‖w0.

Para cada u ∈ Q temos que

F (u) = v + ‖sw0‖w0 = v + sw0 = u,

ou seja, F
∣∣
Q

= Id. Além disso,

F−1(ρw0) = {u ∈ E : F (u) = ρw0}

= {u ∈ E : v + ‖w‖w0 = ρw0}

= {u ∈ E : v = 0 e ‖w‖ = ρ}

= W ∩ ∂Bρ(0) = B.

Após essas observações, note que estamos nas condições da Proposição 1.2 e portanto
concluímos que A enlaça B. Por outro lado, A e B são subconjuntos fechados e limitados
de E e, além do mais, E \ A é conexo por caminhos. Portanto, pela Proposição 1.3, B
enlaça A.

Lema 1.2. Sejam V,W ⊂ E subsespaços fechados com E = V ⊕W e dimV < ∞. Se
A := ∂BR(0) ∩ V e B := W , então A enlaça B.

Demonstração. Seja k := dimV e identifique V com o espaço euclidiano Rk. Defina

M := BR(0) ∩ V e Q := M.

Para cada u ∈ E escreva u = v +w, com v ∈ V,w ∈ W e defina a projeção de E sobre V
por

F (u) = F (v + w) := v.

Note que se u ∈ M ⊂ V , então F (u) = u. Por outro lado, se u ∈ M , então existe
(un) ⊂M tal que un → u. Usando a continuidade da projeção obtemos que

un = F (un)→ F (u) = u,
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e isso mostra que F
∣∣
Q

= Id. Além disso,

F−1(0) = {u = v + w ∈ E : F (u) = 0} = {u = v + w ∈ E : v = 0} = W.

Portanto, segue da Proposição 1.2 que A enlaça B.

Lema 1.3. Sejam B ⊂ E aberto e A := {a, b} tais que a ∈ B e b /∈ B. Então A enlaça
∂B.

Demonstração. Considerando Γ ∈ Φ, segue que existe x0 ∈ E tal que Γ(1, E) = x0. Logo,
Γ(t, a) é uma curva em E ligando o ponto a ao ponto x0. Analogamente, Γ(t, b) é uma
curva em E ligando o ponto b ao ponto x0. Dessa forma, se x0 /∈ B, então Γ(t, a) intersecta
∂B. Por outro lado, se x0 ∈ B, então Γ(t, b) intersecta ∂B. Portanto, A enlaça ∂B.

Figura 2.

Lema 1.4. Sejam V,W ⊂ E subespaços fechados com E = V ⊕ W , W = V ⊥ e
dimV <∞. Sejam ainda 0 < δ < R e v0 ∈ V tal que ‖v0‖ = 1. Se

A := ∂BR(0) ∩ V

e
B := {u ∈ W : ‖u‖ ≥ δ} ∪ {u = sv0 + w : w ∈ W, s ≥ 0, ‖u‖ = δ},
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então A enlaça B.

Demonstração. Seja Q = BR(0) ∩ V e decomponha E na seguinte forma

E = Ṽ ⊕ Rv0 ⊕W.

Para cada u ∈ E escreva u = ṽ + sv0 + w, com ṽ ∈ Ṽ , w ∈ W, s ∈ R, e defina

H(u) =

{
ṽ + (s+ δ − (δ2 − ‖w‖2)1/2)v0, se ‖w‖ < δ,

ṽ + (s+ δ)v0, se ‖w‖ ≥ δ.

Note que H está bem definida e é contínua, pois

lim
‖w‖→δ−

H(u) = ṽ + (s+ δ − (δ2 − |δ|2)1/2)v0 = ṽ + (s+ δ)v0.

Seja u ∈ Q. Visto que V = Ṽ ⊕ Rv0, segue que u = ṽ + sv0, e por termos w = 0 na
decomposição de u, obtemos que

H(u) = ṽ + (s+ δ − (δ2 − 02)1/2)v0 = ṽ + sv0 = u,

ou seja, H
∣∣
Q

= Id.
Além disso, afirmamos que H−1(δv0) = B. De fato, seja u = ṽ + sv0 + w com

u ∈ H−1(δv0). Se ‖w‖ < δ, então

ṽ + (s+ δ − (δ2 − ‖w‖2)1/2)v0 = δv0,

o que implica que ṽ = 0 e s2 = δ2 − ‖w‖2 com s ≥ 0. Usando o fato que ‖v0‖ = 1 e
W = V ⊥, obtemos que

‖sv0 + w‖2 = 〈sv0 + w, sv0 + w〉

= s2‖v0‖2 + 2s〈v0, w〉+ ‖w‖2

= s2 + ‖w‖2

= δ2,

o que mostra que ‖sv0 + w‖ = δ. Por outro lado, se ‖w‖ ≥ δ, então ṽ + (s + δ)v0 = δv0,
e daí ṽ = 0 e s = 0, o que implica que u = w. Essas informações nos garantem que
H−1(δv0) = B. Feita todas essas observações, perceba que estamos nas condições da
Proposição 1.2 para concluir que A enlaça B.

Lema 1.5. Sejam V,W ⊂ E subespaços fechados com E = V ⊕ W , W = V ⊥ e
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dimV <∞. Sejam ainda 0 < δ < R1 e v0 ∈ V tal que ‖v0‖ = 1. Se

A := ∂BR(0) ∩W

e
B := {u = sv0 + w : s ≤ 0, w ∈ W, δ ≤ ‖w‖ ≤ R1} ∪

∪{u = sv0 + w : w ∈ W, s ≥ 0, ‖u‖ = δ},

então A enlaça B.

Demonstração. Seja Q = BR(0) ∩ V e decomponha E na seguinte forma

E = Ṽ ⊕ Rv0 ⊕W.

Para cada u ∈ E escreva u = ṽ + sv0 + w, com ṽ ∈ Ṽ , e defina

H(u) =


ṽ + (s+ δ − (δ2 − ‖w‖2)1/2)v0, se ‖w‖ ≤ δ,

ṽ + (s+ δ)v0 +
‖w‖ − δ
R1 − δ

(s2 + 1)v0, se δ < ‖w‖ ≤ R1,

ṽ + (s2 + s+ 1 + δ)v0, se ‖w‖ ≥ R1.

Sem muitas dificuldades mostra-se que H está bem definida e é contínua, bastando para
isso analisar H(u) quando ‖w‖ → δ± e ‖w‖ → R±1 . Seguindo o mesmo raciocínio
apresentado na demonstração do Lema 1.4, obtém-se que H

∣∣
Q

= Id e H−1(δv0) = B.
Mais uma vez, usando a Proposição 1.2 concluímos que A enlaça B.

Proposição 1.4. Seja Ω ⊂ E um aberto limitado e B ⊂ Ω não vazio. Então ∂Ω enlaça
B.

Demonstração. Suponha, por contradição, que ∂Ω não enlaça B. Como ∂Ω ∩ B = ∅,
segue que existe Γ ∈ Φ tal que

Γ(t, ∂Ω) ∩B = ∅, ∀ t ∈ [0, 1]. (1.11)

Decorre da definição de Φ que existe x0 ∈ E tal que

Γ(1, ∂Ω) := x0. (1.12)

Evidentemente, x0 /∈ B.
Afirmamos que, se v ∈ B, então

‖Γ−1(t, v)‖ → ∞ quando t→ 1. (1.13)
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De fato, se (1.13) fosse falso, então teríamos que Γ−1([0, 1], v) seria um conjunto limitado.
Usando a propriedade (P5), obteríamos que

v = Γ(t,Γ−1(t, v))→ x0 quando t→ 1,

o que é um absurdo, pois v ∈ B e x0 /∈ B.
Segue de (1.13) e da limitação de Ω que Γ−1(t, v) /∈ Ω para t próximo de 1. Observe

que v = Γ−1(0, v) ∈ B ⊂ Ω.
Afirmamos que existe t0 ∈ (0, 1) tal que

Γ−1(t0, v) ∈ ∂Ω. (1.14)

De fato, defina

t0 := sup{t ∈ [0, 1] : Γ−1(s, v) ∈ Ω, para todo s ∈ [0, t)}.

Logo Γ−1(t0, v) /∈ Ω, pois caso contrário existiria ε > 0 suficientemente pequeno tal que
Γ−1(t, v) ∈ Ω para cada t ∈ (t0 − ε, t0 + ε), o que seria uma contradição com a definição
de t0.

Figura 3.
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Dessa forma, usando o fato que Γ−1(t, · ) é contínua em [0, 1)×E, e fazendo t→ t0 segue
que

Ω 3 Γ−1(t, v)→ Γ−1(t0, v).

Assim, (1.14) é verdadeira, e isso implica que v ∈ Γ(t0, ∂Ω). No entanto, este fato é uma
contradição com (1.11). Portanto, ∂Ω enlaça B.

Lema 1.6. Suponha que exista em E uma norma ‖· ‖? tal que ‖u‖? ≤ C?‖u‖ para todo
u ∈ E, em que C? > 0 é uma constante. Além disso, assuma que ‖un − u∗‖? → 0 sempre
que un ⇀ u∗ em (E, ‖· ‖). Sejam V,W ⊂ E subespaços fechados com E = V ⊕ W e
dimV <∞. Sejam ainda 0 < ρ < R, D? > 0, p > 2 e w0 ∈ W com ‖w0‖ = 1, tais que

Rp−2‖w0‖p? +
R‖w0‖?

1 +D?‖w0‖?
> ρ. (1.15)

Se
A := {u = sw0 + v : v ∈ V, s ≥ 0, ‖u‖ = R} ∪ [V ∩BR(0)]

e
B :=

{
u ∈ W :

‖u‖p?
‖u‖2

+
‖u‖‖u‖?

‖u‖+D?‖u‖?
= ρ

}
,

então A enlaça B.

Demonstração. Primeiramente, afirmamos que A ∩ B = ∅. De fato, suponha que exista
u ∈ A ∩ B. Se u = sw0 + v com ‖u‖ = R e u ∈ B, então temos que v = 0 e s = R.
Usando (1.15) segue que

ρ =
‖u‖p?
‖u‖2

+
‖u‖‖u‖?

‖u‖+D?‖u‖?

=
Rp‖w0‖p?
R2

+
R2‖w0‖?

R +D?R‖w0‖?

= Rp−2‖w0‖p? +
R‖w0‖?

1 +D?‖w0‖?
> ρ,

o que é um absurdo. Por outro lado, se u ∈ V ∩BR(0), então u ∈ V , o que implica que u
não pode estar em B. Assim, temos que A ∩ B = ∅. Seguindo as ideias já apresentadas
anteriormente, vamos identificar V com o espaço euclidiano Rk e definir

Q := {u = sw0 + v : v ∈ V, s ≥ 0, ‖u‖ ≤ R}.

Então A = ∂Q em Rk+1.
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Para cada u ∈ E escreva u = v + w ∈ E, com v ∈ V,w ∈ W , e defina

ξ(u) :=


‖u‖p?
‖u‖2

+
‖u‖‖u‖?

‖u‖+D?‖u‖?
, se u 6= 0,

0, se u = 0.

Seja (un) ⊂ E com un → 0. Usando o fato que ‖u‖? ≤ C?‖u‖ e p > 2 temos que

|ξ(un)| = ‖un‖
p
?

‖un‖2
+

‖un‖‖un‖?
‖un‖+D?‖un‖?

≤ C2
?‖un‖p−2

? +
‖un‖?

1 +D?
‖un‖?
‖un‖

→ 0,

o que implica que ξ : E → E é contínua.
Defina a aplicação F : E → E por

F (u) = F (v + w) = v + ξ(w)w0.

Note que se u 6= 0, então segue da definição de ξ que

F−1(ρw0) = {u = v + w ∈ E : F (u) = ρw0}

= {u = v + w ∈ E : v + ξ(w)w0 = ρw0}

= {u = v + w ∈ E : ξ(w) = ρ e v = 0}

=

{
u ∈ W :

‖u‖p?
‖u‖2

+
‖u‖‖u‖?

‖u‖+D?‖u‖?
= ρ

}
= B,

o que mostra que F−1(ρw0) = B. Observe que para cada u = v + sw0 ∈ Q, temos que
s ∈ [0, R] e F (u) = v + ξ(sw0)w0. Além disso, como w0 6= 0 segue que ξ(sw0) = 0 se, e
somente se s = 0. Caso contrário, escrevemos

ξ(sw0) = sp−2‖w0‖p?
‖w0‖2

+ s
‖w0‖‖w0‖?

‖w0‖+D?‖w0‖?
:= asp−2 + sb,

em que a, b > 0 são duas constantes dependendo apenas de w0. Logo, F0 = F
∣∣
Q

é um homeomorfismo de Q no fecho de um subconjunto aberto limitado Ω de Rk+1.
Considerando ρw0 ∈ Ω, segue da Proposição 1.2 que F−1

0 (∂Ω) = ∂Q enlaça o conjunto
F−1(ρw0) = B, ou seja, A enlaça B.



Capítulo

2
Pontos críticos que mudam de sinal via

Teoria de Enlace

Neste capítulo a relação entre a teoria abstrata de enlace e a mudança de sinal dos
pontos críticos de um determinado funcional é estabelecida. Usamos a estrutura de enlace
apresentada anteriormente para obter resultados abstratos que, sob certas condições,
fornecem pontos críticos que mudam de sinal para funcionais definidos em espaços de
Hilbert.

Durante o capítulo, o conjunto E é um espaço de Hilbert com o produto interno 〈· , · 〉
e a norma associada ‖· ‖.

2.1 Uma relação entre os pontos críticos e o enlace

Seja I : E → R um funcional de classe C1, com gradiente I ′(u) da forma

I ′(u) = κ(u)u− J(u), (2.1)

em que κ(u) : E → [1/2, 1] é uma aplicação localmente Lipschitz, e J : E → E é um
operador compacto.

Definição 2.1. Dizemos que I ∈ C1(E,R) satisfaz a condição de Cerami, denotada por
(Ce), se toda sequência (un) ⊂ E tal que

sup
n
|I(un)| <∞ e lim

n→∞
‖I ′(un)‖(1 + ‖un‖) = 0 (2.2)

possui uma subsequência convergente. Se c ∈ R, dizemos que I satisfaz a condição de
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Cerami no nível c, denotada por (Ce)c, se toda sequência (un) ⊂ E tal que

lim
n→∞

I(un) = c e lim
n→∞

‖I ′(un)‖(1 + ‖un‖) = 0 (2.3)

possui uma subsequência convergente.

Suponha que I ∈ C1(E,R) é tal que o seu gradiente I ′ é da forma I ′ = Id − J ,
com J sendo um operador compacto. Nesse caso, a verificação da condição de Cerami
é equivalente a mostrar que toda sequência satisfazendo (2.2) é limitada. De fato,
suponha que a derivada de I é como acima e seja (un) ⊂ E uma sequência limitada
satisfazendo (2.2). Como (un) é limitada e J é um operador compacto, para alguma
subsequência (unj) ⊂ (un) temos que J(unj) → u. Usando a limitação de (un) obtemos
que limj→∞ I

′(unj) = 0, e daí

lim
j→∞

unj = lim
j→∞

(I ′(unj)− J(unj)) = u,

o que mostra que I satisfaz (Ce).
Para a, b, c ∈ R vamos definir os seguintes conjuntos

K[a, b] := {u ∈ E : I ′(u) = 0, a ≤ I(u) ≤ b},

e
Ic := {u ∈ E : I(u) ≤ c}.

Além disso, considerando T ⊂ E e δ > 0 definimos

(T )δ := {u ∈ E : dist(u, T ) ≤ δ}.

Lema 2.1. Se I satisfaz (Ce)c para todo c ∈ [a, b], então o conjunto K[a, b] é compacto.

Demonstração. Seja (un) ⊂ K[a, b]. Daí, I ′(un) = 0 e a ≤ I(un) ≤ b para todo n ∈ N.
Logo, a sequência (un) é como em (2.2) e, por I satisfazer (Ce)c, temos que (un) possui
uma sequência convergente, que denotamos ainda por un. Logo un → u e, utilizando o
fato que I ∈ C1(E,R), obtemos que I ′(un)→ I ′(u) e I(un)→ I(u), ou seja,

I ′(u) = 0 e a ≤ I(u) ≤ b,

o que mostra que u ∈ K[a, b]. Assim, K[a, b] é sequencialmente compacto, sendo portanto
compacto.
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No que segue, definimos

K := {u ∈ E : I ′(u) = 0} e Ẽ := E \ K.

Introduzimos abaixo a definição que ajudará no estudo do problema de Cauchy para as
provas dos resultados deste capítulo.

Definição 2.2. Dizemos que v ∈ E é um vetor pseudo-gradiente para I no ponto u ∈ Ẽ
se
(PG1) ‖v(u)‖ ≤ 2‖I ′(u)‖;
(PG2) 〈I ′(u), v(u)〉 ≥ 1

2
‖I ′(u)‖2.

Um campo pseudo-gradiente para I é uma aplicação localmente Lipschitz V : Ẽ → E tal
que, para cada u ∈ Ẽ, o vetor V (u) é um pseudo-gradiente para I em u.

Dado u ∈ Ẽ é sempre possível obter um vetor pseudo-gradiente para I em u. Basta
considerar w ∈ E tal que ‖w‖ = 1 e I ′(u)w ≥ 2

3
‖I ′(u)‖ e definir

v =
3

2
‖I ′(u)‖w.

Um cálculo direto mostra que o vetor acima satisfaz (PG1) e (PG2). Não é díficil ver que
a construção acima pode ser ligeiramente modificada de modo a obter um outro vetor
pseudo-gradiente. Desse modo, não temos a unicidade para o vetor pseudo-gradiente.
Mais ainda, mostra-se que qualquer combinação convexa de vetores (campos) pseudo-
gradiente ainda possui essa mesma propriedade.

Se V é um campo pseudo-gradiente, então o seguinte problema de Cauchy
dσ(t, u)

dt
= −V (σ(t, u)),

σ(0, u) = u ∈ Ẽ,

possui uma única solução (chamada de fluxo) σ : [0, T (u))→ E, em que T (u) ∈ (0,∞] é
o tempo máximo de existência do fluxo com valor inicial u.

Seja P ⊂ E um convexo fechado tal que P \ {0} 6= ∅. Para δ > 0 dado, defina

±D(δ) := {u ∈ E : dist(u,±P) < δ}, (2.4)

D∗ := D(δ) ∪ (−D(δ)) (2.5)

e
S := E \ D∗. (2.6)
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Sem muitas dificuldades, mostramos que ±D(δ) são conjuntos convexos, D∗ é aberto,
±P ⊂ ±D(δ/2) ⊂ ±D(δ), e S é um conjunto fechado. Daqui por diante, consideramos a
seguinte condição:

(A1) Existe δ > 0 suficientemente pequeno tal que J(±D(δ)) ⊂ ±D(δ/2).

A condição (A1) foi apresentada pela primeira vez no trabalho de Conti, Merizzi e
Terracini [9]. Nos últimos anos, essa ideia de vizinhança do cone satisfazendo (A1) vem
sendo bastante utilizada nos trabalhos de Bartsch, Liu e Wang, Schechter e Zou, entre
outros.

A seguir, apresentamos um resultado que, sob certas condições nos fornece a existência
de um campo pseudo-gradiente, que é usado no estudo do problema de Cauchy nas
demonstrações dos teoremas deste capítulo. Destacamos que as ideias da sua prova
apareceram pela primeira vez no trabalho de Sun [29]. No entanto, neste trabalho o
autor assume que

J(∂D(δ)) ⊂ D(δ) e I ′ := Id− J.

Lema 2.2. Seja I ∈ C1(E,R) com gradiente I ′ da forma (2.1), e suponha que a condição
(A1) seja válida. Então existe uma aplicação localmente Lipschitz L0 : Ẽ → E tal que
L0(±D(δ) ∩ Ẽ) ⊂ ±D(δ/2) e a aplicação V : Ẽ → E definida por V (u) := κ(u)u− L0 é
um campo pseudo-gradiente para o funcional I. Além disso, V e L0 podem ser escolhidos
ímpares, desde que I e κ sejam pares.

Demonstração. Baseado na definição do conjunto Ẽ, observamos que ‖I ′(v)‖ 6= 0 para
qualquer v ∈ Ẽ. Supondo v fixado, definimos

Ωv :=

{
u ∈ Ẽ : ‖I ′(u)‖ > 1

2
‖I ′(v)‖, ‖J(u)− J(v)‖ < 1

8
‖I ′(v)‖

}
.

Primeiramente observe que Ωv 6= ∅, pois v ∈ Ωv. Além disso, por I ′ ser uma função
contínua, existe uma vizinhança Vv de v ∈ Ẽ tal que Vv ⊂ Ωv, o que mostra que o
conjunto Ωv é aberto. Assim, {Ωv : v ∈ Ẽ} forma uma cobertura aberta de Ẽ. Por Ẽ ser
um espaço métrico, logo paracompacto, concluímos que a cobertura aberta {Ωv : v ∈ Ẽ}
possui um refinamento localmente finito, digamos {Ω̃λ : λ ∈ Λ}, em que Λ é um conjunto
de índices.

Dado λ ∈ Λ, apenas um dos seguintes casos pode acontecer:

(1) Ω̃λ ∩ D(δ) = ∅ e Ω̃λ ∩ (−D(δ)) = ∅;

(2) Ω̃λ ∩ D(δ) 6= ∅ e Ω̃λ ∩ (−D(δ)) = ∅;

(3) Ω̃λ ∩ D(δ) = ∅ e Ω̃λ ∩ (−D(δ)) 6= ∅;
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(4) Ω̃λ ∩ D(δ) ∩ (−D(δ)) 6= ∅;

(5) Ω̃λ ∩ D(δ) 6= ∅, Ω̃λ ∩ (−D(δ)) 6= ∅ e Ω̃λ ∩ D(δ) ∩ (−D(δ)) 6= ∅.

Se o item (5) acontece, então retiramos Ω̃λ da cobertura, e colocamos no seu lugar o
conjunto {Ω̃λ\D(δ)} ∪ {Ω̃λ\(−D(δ))}. Dessa forma, conseguimos uma nova cobertura na
qual os abertos satisfazem somente uma das condições (1) − (4). Vamos denotar ainda
por {Ω̃λ : λ ∈ Λ} essa nova cobertura.

Figura 4.

Para cada λ ∈ Λ e u ∈ Ẽ defina

αλ(u) := dist(u, Ẽ\Ω̃λ) e φλ(u) :=
αλ(u)∑

λ∈Λ

αλ(u)
.
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Por Ω̃λ ser um refinamento localmente finito, segue que existe um número finito de
conjuntos Ω̃λ que interceptam um vizinhança de u ∈ Ẽ. Logo o denominador de φλ
não pode assumir o valor 0. Pela mesma razão, o denominador é uma soma finita, e
isso mostra que φλ está bem definida. Além disso, 0 ≤ φλ(u) ≤ 1, e por se tratar
do quociente de funções que são localmente Lipschitz, temos que φλ : Ẽ → E é uma
aplicação localmente Lipschitz. Para cada λ ∈ Λ, tome aλ da seguinte forma

(i) se acontece o caso (1), então escolha aλ ∈ Ω̃λ;

(ii) se acontece o caso (2), então escolha aλ ∈ Ω̃λ ∩ D(δ);

(iii) se acontece o caso (3), então escolha aλ ∈ Ω̃λ ∩ (−D(δ));

(iv) se acontece o caso (4), então escolha aλ ∈ Ω̃λ ∩ D(δ) ∩ (−D(δ)).

Defina a aplicação L0 : Ẽ → E por

L0(u) :=
∑
λ∈Λ

φλ(u)J(aλ). (2.7)

Como Ω̃λ é um refinamento localmente finito de Ẽ, a soma em (2.7) percorre apenas um
número finito de índices λ ∈ Λ. Logo, usando o fato que φλ é localmente Lipschitz e
Jλ(aλ) não depende de u ∈ Ẽ, temos que L0 é a soma finita de funções que são localmente
Lipschitz, e isso implica que L0 é localmente Lipschitz. Definimos também V : Ẽ → E

por
V (u) := κ(u)u− L0(u). (2.8)

Uma vez contruídas as funções L0 e V , o nosso objetivo a partir de agora é mostrar
que elas satisfazem as condições enunciadas no Lema 2.2. Para isso, considere u ∈ Ẽ.
Existe apenas um número finito de índices λ1, . . . , λk tais que u ∈ Ω̃λ1 ∩ . . . ∩ Ω̃λk . Além
do mais, para cada λj ∈ Λ existe wj ∈ Ẽ tal que Ω̃λj ⊂ Ωwj com j = 1, . . . , k. Logo,

L0(u) =
k∑
j=1

φλj(u)J(aλj),

em que aλj ∈ Ω̃λj com j = 1, . . . , k. Usando o fato que u ∈ Ω̃λj para cada j = 1, . . . , k,
obtemos que

‖J(u)− J(aλj)‖ = ‖J(u)− J(wj) + J(wj)− J(aλj)‖

≤ ‖J(u)− J(wj)‖+ ‖J(wj)− J(aλj)‖

≤ 1

4
‖I ′(wj)‖ ≤

1

2
‖I ′(u)‖. (2.9)
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Como consequência de (2.9) e usando o fato que
∑k

j=1 φλj(u) = 1, temos que

‖J(u)− L0(u)‖ =

∥∥∥∥∥J(u)−
k∑
j=1

φλj(u)J(aλj)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

φλj(u)(J(u)− J(aλj)

∥∥∥∥∥
≤ 1

2
‖I ′(u)‖.

Logo,

‖V (u)‖ = ‖κ(u)u− L0(u)‖

≤ ‖κ(u)u− J(u)‖+ ‖J(u)− L0(u)‖

≤ ‖I ′(u)‖+
1

2
‖I ′(u)‖

=
3

2
‖I ′(u)‖. (2.10)

Observe que |〈I ′(u), J(u)− L0(u)〉| ≤ 1
2
‖I ′(u)‖2. Daí,

〈I ′(u), V (u)〉 = 〈I ′(u), κ(u)u− J(u) + J(u)− L0(u)〉

= ‖I ′(u)‖2 + 〈I ′(u), J(u)− L0(u)〉

≥ 1

2
‖I ′(u)‖2. (2.11)

As desigualdades (2.10) e (2.11) implicam que V é um campo pseudo-gradiente para o
funcional I.

A seguir, mostramos que L0(±D(δ) ∩ Ẽ) ⊂ ±D(δ/2). Considerando u ∈ D(δ) ∩ Ẽ,
temos que existem λ1, . . . , λk ∈ Λ tais que u ∈ Ω̃λ1 ∩ . . . ∩ Ω̃λk . Logo,

L0(u) =
k∑
j=1

φλj(u)J(aλj),

em que u ∈ Ω̃λj ∩ D(δ) para cada j = 1, . . . , k. Pela definição de aλ temos que
aλj ∈ Ω̃λj ∩ D(δ), e usando a condição (A1) segue que J(aλj) ∈ D(δ/2). Por D(δ/2)

ser um conjunto convexo, segue que qualquer combinação convexa dos seus elementos
ainda está em D(δ/2), o que implica que L0(D(δ) ∩ Ẽ) ⊂ D(δ/2). De maneira análoga,
concluímos que L0((−D(δ)) ∩ Ẽ) ⊂ (−D(δ/2)).

A fim de mostrar que L0 e V podem ser escolhidas ímpares, sempre que I e κ forem
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pares, defina as aplicações L0, V : Ẽ → E por

L0(u) :=
1

2
(L0(u)− L0(−u)) e V := κ(u)u− L0(u),

respectivamente. Dessa forma, L0 e V são funções ímpares e localmente Lipschitz.
Para provar que L0(D(δ) ∩ Ẽ) ⊂ (D(δ/2)) consideramos u ∈ D(δ) ∩ Ẽ. Assim, temos

que −u ∈ (−D(δ)) ∩ Ẽ e, como consequência dos resultados anteriores segue que

L0(u) ∈ D(δ/2) e − L0(−u) ∈ D(δ/2).

Por D(δ/2) ser um conjunto convexo, concluímos que

L0(u) :=
1

2
L0(u) +

1

2
(−L0(−u)) ∈ D(δ/2).

Dessa forma, seguindo a mesma ideia, concluímos que para u ∈ ±D(δ) ∩ Ẽ vale

L0(u) :=
1

2
L0(u) +

1

2
(−L0(−u)) ∈ ±D(δ/2).

Por fim, note que o fato de I ser par, implica que I ′ é uma função ímpar. Logo

‖V ‖ = ‖κ(u)u− L0(u)‖

=

∥∥∥∥1

2
κ(u)u− 1

2
L0(u)− 1

2
κ(−u)(−u) +

1

2
L0(−u)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

2
V (u)− 1

2
V (−u)

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥V (u)

2

∥∥∥∥+

∥∥∥∥V (−u)

2

∥∥∥∥
≤ 2‖I ′(u)‖2, (2.12)

e

〈I ′(u), V (u)〉 =

〈
I ′(u),

V (u)

2
− V (−u)

2

〉
≥ 1

2
‖I ′(u)‖. (2.13)

Portanto, as desigualdades (2.12) e (2.13) implicam que V é um vetor pseudo-gradiente
para o funcional I.

A partir de agora vamos denotar por P um cone de E, ou seja, P ⊂ E é um subconjunto
convexo fechado satisfazendo
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(C1) P \ {0} 6= ∅;

(C2) P + P ⊂ P ;

(C3) tP ⊂ P para todo t ≥ 0;

(C4) P ∩ (−P) = {0}.

Considere o seguinte campo de vetores

W (u) :=
(1 + ‖u‖)2V (u)

(1 + ‖u‖)2‖V (u)‖2 + 1
, u ∈ Ẽ, (2.14)

em que V é a aplicação localmente Lipschitz fornecida pelo Lema 2.2. Temos que W é
um campo localmente Lipschitz em Ẽ. Observe que

‖W (u)‖ ≤ ‖u‖+ 1, para todo u ∈ Ẽ. (2.15)

De fato, para u ∈ Ẽ e t := ‖u‖+ 1 obtemos que

t2‖V (u)‖2 − t‖V (u)‖+ 1 ≥ 0

com discriminante ∆ = −3‖V (u)‖2 ≤ 0, e isso mostra que (2.15) é verdadeira.
Defina

Φ∗ := {Γ ∈ Φ : Γ(t,D∗) ⊂ D∗}. (2.16)

Então Γ(t, u) = (1− t)u ∈ Φ∗, e portanto Φ∗ 6= ∅.

Figura 5.
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Teorema A. Seja I ∈ C1(E,R) com gradiente da forma (2.1) e suponha que a condição
(A1) seja válida. Sejam ainda A ⊂ E um subconjunto compacto e B ⊂ S um subconjunto
fechado. Suponha ainda que A enlaça B e

a0 := sup
u∈A

I(u) ≤ b0 := inf
u∈B

I(u)

e defina
d∗ := inf

Γ∈Φ∗
sup

u∈Γ([0,1],A)∩S
I(u).

Então

d∗ ∈

[
b0, sup

(t,u)∈[0,1]×A
I((1− t)u)

]
.

Além disso, se I satisfaz (Ce)c para algum

c ∈

[
b0, sup

(t,u)∈[0,1]×A
I((1− t)u)

]
,

então para todo ε > 0 temos que

K[d∗ − ε, d∗ + ε] ∩ (E\(−P ∪ P)) 6= ∅.

Além do mais, se d∗ = b0, então K[d∗, d∗] ⊂ B.

Demonstração. Como A enlaça B e B ⊂ S, obtemos que Γ([0, 1], A) ∩ S 6= ∅, e isso
mostra que d∗ está bem definido. Além disso, visto que a aplicação Γ(t, u) = (1− t)u está
em Φ∗, obtemos

d∗ = inf
Γ∈Φ∗

sup
u∈Γ([0,1],A)∩S

I(u) ≤ sup
(t,u)∈[0,1]×A

I((1− t)u). (2.17)

Por outro lado, como A enlaça B, existe b ∈ Γ(t, A) ∩ B para algum t ∈ [0, 1]. Dessa
forma, como B ⊂ S segue que

b0 = inf
u∈B

I(u) ≤ I(b) ≤ sup
u∈Γ([0,1],A)∩B

I(u) ≤ sup
u∈Γ([0,1],A)∩S

I(u),

o que implica que
b0 ≤ inf

Γ∈Φ∗
sup

u∈Γ([0,1],A)∩S
I(u). (2.18)

De (2.17) e (2.18) concluímos que

d∗ ∈

[
b0, sup

(t,u)∈[0,1]×A
I((1− t)u)

]
.
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Vamos considerar primeiro o caso em que d∗ > b0. Suponha, por contradição, que

K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0] ∩ (E\(−P ∪ P)) = ∅,

para algum ε0 > 0. Consequentemente,

K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0] ⊂ (−P ∪ P).

Caso 1. K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0] 6= ∅.

Pelo Lema 2.1, o conjunto K[d∗− ε0, d
∗+ ε0] é compacto. Sendo S = E \D∗ um conjunto

fechado com K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0] ∩ S = ∅, temos que

δ0 := dist(K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0],S) > 0.

Afirmamos que existe ε > 0 tal que

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2 + 1
≥ ε, (2.19)

sempre que u ∈ I−1([d∗ − ε, d∗ + ε])\(K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0])δ0/2. De fato, se (2.19) não fosse

verdadeira, então existiria uma sequência (un) tal que d∗ − 1/n ≤ I(un) ≤ d∗ + 1/n e
un /∈ (K[d∗ − ε0, d

∗ + ε0])δ0/2 para todo n ∈ N com

(1 + ‖un‖)2‖I ′(un)‖2

(1 + ‖un‖)2‖I ′(un)‖2 + 1
<

1

n
,

o que implica que

I(un)→ d∗ e (1 + ‖un‖)‖I ′(un)‖ < 1√
n− 1

n→∞−−−−−→ 0.

Como b0 < d∗, temos que I satisfaz (Ce)d∗ . Logo, a menos de subsequência, podemos
assumir que un → u. Usando o fato que I ′(un) = 0, segue que I ′(u) = 0, e da
continuidade do funcional I, segue que I(un) → I(u), o que mostra que I(u) = d∗,
ou seja, u ∈ (K[d∗ − ε0, d

∗ + ε0])δ0/2, e obtemos uma contradição.
Observe que a desigualdade (2.19) continua válida se diminuirmos o valor de ε. Logo,

podemos supor que
ε < min{d∗ − b0, ε0/3}. (2.20)

Segue de (2.19) e da definição de W dada em (2.14) que

I ′(u)W (u) = I ′(u)
(1 + ‖u‖)2V (u)

(1 + ‖u‖)2‖V (u)‖2 + 1
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≥ 1

2

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2

(1 + ‖u‖)2‖V (u)‖2 + 1

≥ 1

2

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2

4(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2 + 1

≥ 1

8

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2 + 1

≥ ε

8
, (2.21)

para todo u ∈ I−1([d∗ − ε, d∗ + ε])\(K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0])δ0/2.

Sejam

Ω1 := {u ∈ E : |I(u)− d∗| ≥ 3ε}, Ω2 := {u ∈ E : |I(u)− d∗| ≤ 2ε}

e ϑ : E → R dada por

ϑ(u) :=
dist(u,Ω1)

dist(u,Ω1) + dist(u,Ω2)
. (2.22)

Pelo Lema 3.13 do Apêndice, a função ϑ está bem definida e é localmente Lipschitz.
Seja β : E → [0, 1] uma aplicação localmente Lipschitz satisfazendo

β(u) =

{
1, se u ∈ E\(K[d∗ − ε0, d

∗ + ε0])δ0/2,

0, se u ∈ (K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0])δ0/3,

(2.23)

e W : E → E a aplicação localmente Lipschitz definida por

W (u) :=

{
ϑ(u)β(u)W (u), se u ∈ Ẽ,

0, se u /∈ Ẽ.
(2.24)

Considere o seguinte problema de Cauchy

(PC)u


dϕ(t, u)

dt
= −W (ϕ(t, u)),

ϕ(0, u) = u.

Como W é localmente Lipschitz, temos que (PC)u possui uma única solução contínua
ϕ(·, u) definida em um intervalo maximal (t−(u), t+(u)).

Afirmação 1. t+(u) = +∞ e t−(u) = −∞ .

Suponha, por contradição, que t+(u) < +∞. Considere (tn) ⊂ (t−(u), t+(u)) uma
sequência tal que tn → t+(u). Segue de (2.15) que ‖W (u)‖ ≤ ‖u‖+ 1 para todo u ∈ E, o
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que implica que

‖ϕ(tm, u)− ϕ(tn, u)‖ =

∥∥∥∥∫ tm

tn

dϕ(s, u)

ds
ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ tm

tn

W (ϕ(s, u))ds

∥∥∥∥
≤
∫ tm

tn

∥∥W (ϕ(s, u))
∥∥ ds

≤ (‖u‖+ 1)|tm − tn|
m,n→∞−−−−−−→ 0,

pois (tn) ⊂ R é uma sequência de Cauchy. Dessa forma, (ϕ(tn, u)) é uma sequência
de Cauchy em E. Logo, ϕ(tn, u) converge para algum ũ ∈ E quando tn → t+(u).
Considerando agora o problema de Cauchy

(PC)ũ


dϕ(t, u)

dt
= −W (ϕ(t, u)),

ϕ(t+(u), u) = ũ,

obtemos uma solução contínua ϕ̃(·, u) definida no intervalo (t+(u) − δ, t+(u) + δ), para
algum δ > 0. Pela unicidade de ϕ(·, u) no intervalo (t−(u), t+(u)), temos que ϕ̃ deve
coincidir com ϕ no intervalo (t+(u) − δ, t+(u)). Ou seja, podemos estender ϕ(·, u)

continuamente no intervalo (t+(u), t+(u) + δ) de forma que essa extensão seja solução da
EDO em (PC)u. Mas isto é absurdo, pois o intervalo (t−(u), t+(u)) é maximal. Portanto,
t+(u) = +∞. Analogamente, mostramos que t−(u) = −∞. A dependência contínua de
soluções do problema (PC)u com relação ao dado inicial implica que ϕ ∈ C(R× E,E).

Se ϕ(t, u) ∈ Ẽ então, como Ẽ é aberto, podemos usar (PC)u, (2.21) e as definições de
ϑ e β para obter

dI(ϕ(t, u))

dt
= I ′(ϕ(t, u))

dϕ(t, u)

dt

= −I ′(ϕ(t, u))ϑ(ϕ(t, u))β(ϕ(t, u))W (ϕ(t, u))

≤ −ϑ(ϕ(t, u))β(ϕ(t, u))

8

(1 + ‖ϕ(t, u)‖)2‖I ′(ϕ(t, u))‖2

(1 + ‖ϕ(t, u)‖)2‖I ′(ϕ(t, u))‖2 + 1

≤ 0.

Observe que o resultado acima também é válido se ϕ(t, u) /∈ Ẽ. Logo a função I(ϕ(· , u))

é não-crescente.
Pela definição de d∗, existe Γ ∈ Φ∗ tal que

(Γ([0, 1], A) ∩ S) ⊂ Id
∗+ε.

Note que se u ∈ Γ([0, 1], A) ∩ S, então u ∈ Id∗+ε. Por outro lado, se u ∈ Γ([0, 1], A) com
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u /∈ S, temos que u ∈ D∗. Essas observações mostram que Γ([0, 1], A) ⊂
(
Id
∗+ε ∪D∗

)
.

Defina
A1 := Γ([0, 1], A).

Afirmação 2. Existe T1 > 0 tal que ϕ(T1, A1) ⊂
(
Id
∗−ε/4 ∪D∗

)
.

A demonstração da Afirmação 2 está baseada nos seguintes fatos:

Afirmação 2.1. Se u ∈ D∗, então ϕ(t, u) ∈ D∗ para todo t ≥ 0.

Afirmação 2.2. Se u ∈ A1 e u /∈ D∗, então existe Tu > 0 tal que ϕ(Tu, u) ∈ Id∗−ε/2∪D∗.

Vamos assumir que as duas afirmações acima são verdadeiras e provar a Afirmação 2

como segue. Como consequência da Afirmação 2.2, podemos usar a continuidade de ϕ
para obter uma vizinhança Uu de u tal que ϕ(Tu, Uu) ⊂ Id

∗−ε/3∪D∗. Por A1 ser compacto
e D∗ ser aberto, temos que A1 \ D∗ é compacto. Assim, dada uma cobertura aberta de
A1 \ D∗, conseguimos extrair uma subcobertura finita formada pelas vizinhanças Uu′s, de
onde obtemos T1 > 0 a ser o máximo dos Tu′s em cada uma das vizinhanças Uu′s tal que
ϕ(T1, A1 \ D∗) ⊂ Id

∗−ε/4 ∪ D∗. Portanto,

ϕ(T1, A1) ⊂ Id
∗−ε/4 ∪ D∗. (2.25)

Vamos agora provar as Afirmações 2.1 e 2.2.

Prova da Afirmação 2.1. Inicialmente lembremos que D∗ = D(δ) ∪ (−D(δ)). Seja
u ∈ D(δ) e suponha, por contradição, que exista t0 > 0 tal que ϕ(t0, u) /∈ D(δ). Por
D(δ) ser aberto, existe uma vizinhança Vu de u tal que Vu ⊂ D(δ), e utilizando a teoria de
equações diferenciais ordinárias em espaços de Banach, podemos encontrar um vizinhança
Vϕ(t0,u) de ϕ(t0, u) tal que ϕ(t0, · ) : Vu → Vϕ(t0,u) é um homeomorfismo (c.f. [11, pg. 67]).
Como ϕ(t0, u) /∈ D(δ), podemos tomar w ∈ Vϕ(t0,u) \ D(δ), de modo que exista v ∈ Vu

tal que ϕ(t0, v) = w. Logo, podemos encontrar t1 ∈ (0, t0) tal que ϕ(t1, v) ∈ ∂D(δ) e
ϕ(t, v) /∈ D(δ) para todo t ∈ (t1, t0].
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Figura 6.

Por outro lado, para z ∈ D(δ) ∩ K, segue que W (z) = 0 e

dist(z + λ(−W (z)),D(δ) = 0, ∀ λ > 0. (2.26)

Para z ∈ D(δ)∩Ẽ, podemos usar o Lema 2.2 para garantir que L0(z) ∈ D(δ). Lembrando
as definições de V,W e W em (2.8), (2.14) e (2.24), respectivamente, e usando a
propriedade do cone P : xP + yP ⊂ (P + P) ⊂ P , para quaisquer x, y ≥ 0, temos
que

dist(z + λ(−W (z)),P)

= dist
(
z − λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2V (z)

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
,P
)
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= dist
(

(1− λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2κ(z)

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
)z +

λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
L0(z),P

)

≤ dist
(

(1− λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2κ(z)

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
)z +

λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
L0(z),

(1− λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2κ(z)

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
)P +

λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
P
)

≤
(

1− λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2κ(z)

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1

)
dist(z,P) +

λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1
dist(L0(z),P)

≤
(

1− λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2κ(z)

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1

)
δ +

λϑ(z)β(z)(1 + ‖z‖)2

(1 + ‖z‖)2‖V (z)‖2 + 1

δ

2

≤ δ,

para λ > 0 suficientemente pequeno, em que usamos o fato que k(z) ≥ 1/2. Isto mostra
que z + λ(−W (z)) ∈ D(δ) para λ > 0 suficientemente pequeno. Logo,

dist(z + λ(−W (z)),D(δ)) = 0, ∀ λ > 0 suficientemente pequeno. (2.27)

De (2.26) e (2.27), segue que

lim
λ→0+

dist(z + λ(−W (z)),D(δ))

λ
= 0, ∀ z ∈ D(δ).

Considere o seguinte problema de Cauchy
dϕ(t, ϕ(t1, v))

dt
= −W (t, ϕ(t1, v)),

ϕ(0, ϕ(t1, v)) = ϕ(t1, v) ∈ D(δ),

que possui solução única ϕ(t, ϕ(t1, v)). Pelo Lema 3.14 do Apêndice, existe δ̃ > 0 tal que

ϕ(t, ϕ(t1, v)) ∈ D(δ), ∀ t ∈ [0, δ̃).

Pela propriedade de semigrupo, ϕ(t, v) ∈ D(δ) para todo t ∈ [t1, t1 + δ̃), o que é uma
contradição com a definição de t1, e essa contradição mostra que ϕ(t, u) ∈ D(δ) para
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todo t ≥ 0. Tomando agora u ∈ −D(δ), podemos argumentar de maneira análoga para
concluir que ϕ(t, u) ∈ −D(δ) para todo t ≥ 0.

Prova da Afirmação 2.2. Primeiramente note que A1 = Γ([0, 1], A) ⊂ Id
∗+ε ∪ D∗.

Assim, se u ∈ A1 e u /∈ D∗, então I(u) ≤ d∗ + ε. Observe que se I(u) ≤ d∗ − ε, então

I(ϕ(t, u)) ≤ I(ϕ(0, u)) = I(u) ≤ d∗ − ε, ∀ t ≥ 0,

e não há nada a provar. Assim, podemos supor que I(u) ≥ d∗ − ε, o que implica que
u ∈ I−1[d∗ − ε, d∗ + ε]. Se

dist(ϕ([0,∞), u),K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0]) ≤ δ0/2,

então existe algum tu tal que dist(ϕ(tu, u),S) ≥ δ0/4, ou seja, ϕ(tu, u) ∈ D∗. Desse modo
podemos ainda supor que

dist(ϕ([0,∞), u),K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0]) > δ0/2 > 0. (2.28)

Figura 7.

Suponha que I(ϕ(t, u)) > d∗− ε para todo t ≥ 0, pois caso contrário já obtemos o que
queremos. Assim, usando (2.19), (2.22) e (2.23) temos que

(1 + ‖ϕ(t, u)‖)2‖I ′(ϕ(t, u))‖2

(1 + ‖ϕ(t, u)‖)2‖I ′(ϕ(t, u))‖2 + 1
≥ ε e ϑ(ϕ(t, u)) = β(ϕ(t, u)) = 1, (2.29)

para todo t ≥ 0. Logo,

I(ϕ(24, u)) = I(ϕ(0, u)) +

∫ 24

0

dI(ϕ(t, u))

dt
dt

= I(u) +

∫ 24

0

I ′(ϕ(t, u))
dϕ(t, u)

dt
dt
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= I(u)−
∫ 24

0

ϑ(ϕ(t, u))β(ϕ(t, u))I ′(ϕ(t, u))W (ϕ(t, u))dt

≤ I(u)− 3ε

≤ d∗ + ε− 3ε = d∗ − 2ε. (2.30)

Combinando os resultados acima, concluímos que para u ∈ A1 e u /∈ D∗, existe Tu > 0

tal que
ϕ(Tu, u) ∈ Id∗−ε/2 ∪ D∗.

Defina

Γ∗(t, u) :=

{
ϕ(2T1s, u), se s ∈ [0, 1/2],

ϕ(T1,Γ(2s− 1, u)), se s ∈ [1/2, 1].

Seguindo as ideias já apresentadas neste trabalho, mostra-se que Γ∗ ∈ Φ. Para verificar
que Γ∗ ∈ Φ∗, vamos mostrar que Γ∗(t,D∗) ⊂ D∗. Sejam s ∈ [0, 1/2] e u ∈ D∗. Assim,
Γ∗(s, u) = ϕ(2T1s, u) ∈ D∗, pois se u ∈ D∗, então ϕ(t, u) ∈ D∗ para qualquer t ≥ 0. Por
outro lado, se s ∈ [1/2, 1] e u ∈ D∗, então

Γ∗(s, u) = ϕ(T1,Γ(2s− 1, u)) = ϕ(T1, u),

para algum u ∈ D∗, pois Γ ∈ Φ∗, e isso mostra que Γ∗ ⊂ Φ∗.
Lembrando que I(ϕ(· , u)) é não-crescente, observe que se u = ϕ(2T1s, û) e û ∈ A,

então obtemos que I(u) ≤ I(û) ≤ a0. Assim, usando o fato que ε < min{d∗ − b0, ε0/3}
segue que, se s ∈ [0, 1/2], então

Γ∗(s, A) ∩ S = ϕ(2T1s, A) ∩ S

⊂ Ia0 ∩ S

⊂ Ib0 ∩ S

⊂ Id
∗−ε ∩ S

⊂ Id
∗−ε/4 ∩ S

⊂ Id
∗−ε/4.

Por outro lado, usando o fato que S = E \ D∗, segue que, se s ∈ [1/2, 1], então

Γ∗(s, A) ∩ S = ϕ(T1,Γ(2s− 1, A)) ∩ S

= ϕ(T1,Γ([0, 1], A)) ∩ S

= ϕ(T1, A1) ∩ S

⊂ (Id
∗−ε/4 ∪ D∗) ∩ S

⊂ Id
∗−ε/4 ∩ S

⊂ Id
∗−ε/4.
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Portanto, I(Γ∗([0, 1], A) ∩ S) ≤ d∗ − ε/4, o que é uma contradição com a definição de d∗.
Isso conclui a prova no caso em que d∗ > b0 e K[d∗ − ε0, d

∗ + ε0] 6= ∅.

Caso 2. K[d∗ − ε0, d
∗ + ε0] = ∅.

Note que (2.23) ainda continua válida com (K[d∗− ε0, d
∗+ ε0])δ0/2 = ∅ e β(u) ≡ 1. Não é

difícil mostrar mostrar que (2.29) e (2.30) ainda valem nesse caso. Assim, independente
de K[d∗−ε0, d

∗+ε0] ser vazio ou não, temos que a Afirmação 2 é verdadeira. Dessa forma,
podemos proceder como no Caso 1 para obter uma contradição. Isso conclui a prova do
Teorema A no caso em que d∗ > b0.

Vamos agora considerar o caso em que d∗ = b0. Como B ⊂ S = E \ D∗, é suficiente
provar que K[d∗, d∗] ∩ B 6= ∅. Suponha, por contradição, que K[d∗, d∗] ∩ B = ∅. Então
existem ε1, ε2, ε3 tais que

(1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2

1 + (1 + ‖u‖)2‖I ′(u)‖2
≥ ε1, sempre que |I(u)− d∗| < ε2 e dist(u,B) < ε3. (2.31)

De fato, se (2.31) não fosse verdadeira, então existiria uma sequência (un) com

|I(un)− d∗| < 1/n, dist(un, B) < 1/n

e
(1 + ‖un‖)2‖I ′(un)‖2

1 + (1 + ‖un‖)2‖I ′(un)‖2
<

1

n
.

Consequentemente,

(1 + ‖un‖)‖I ′(un)‖ → 0, I(un)→ d∗ e dist(un, B)→ 0 quando n→∞.

Logo, a menos de subsequência, podemos assumir que un → u. Note que I ′(un) → 0, e
usando a continuidade de I e da função distância, obtemos que I(u) = d∗ e dist(u,B) = 0,
o que mostra que u ∈ K[d∗, d∗]∩B, e obtemos uma contradição. Observe que (2.31) ainda
continua válida se diminuirmos o valor de ε2. Assim, podemos supor que

ε2 <
ε1ε3

16
. (2.32)

Sejam
Ω3 := {u ∈ E : dist(u,B) ≤ ε3/2, |I(u)− d∗| ≤ ε2/2}

e
Ω4 := {u ∈ E : dist(u,B) ≤ ε3/3, |I(u)− d∗| ≤ ε2/3}.
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Escolha Γ ∈ Φ∗ tal que
sup

u∈Γ([0,1],A)∩S
I(u) ≤ d∗ +

ε2

3
.

Como A enlaça B e B ⊂ S, podemos encontrar u0 ∈ Γ([0, 1], A) ∩B ∩ S 6= ∅. Daí,

b0 ≤ I(u0) ≤ sup
u∈Γ([0,1],A)∩B∩S

I(u) ≤ sup
u∈Γ([0,1],A)∩S

I(u) ≤ d∗ +
ε2

3
,

e isso mostra que u0 ∈ Ω4 ⊂ Ω3.
Seja ϑ1 : E → R dada por

ϑ1(u) =
dist(u,E \ Ω3)

dist(u,E \ Ω3) + dist(u,Ω4)
.

Um argumento semelhante ao usado no Lema 3.13 do Apêndice garante que a função ϑ1

está bem definida. Considere o problema de Cauchy
dϕ(t, u)

dt
= −ϑ1(ϕ(t, u))W (ϕ(t, u)),

ϕ(0, u) = u ∈ E,

que possui solução única contínua em E. Observe que

dI(ϕ(t, u))

dt
= I ′(ϕ(t, u))

dϕ(t, u)

dt

= −ϑ1(ϕ(t, u))I ′(ϕ(t, u))W (ϕ(t, u))

≤ −ε1

8
ϑ1(ϕ(t, u)),

e isso mostra que I(ϕ(· , u)) é não-crescente.
Se u ∈ Id∗+ε2/3, então

I(ϕ(t, u)) ≤ I(ϕ(0, u)) = I(u) ≤ d∗ +
ε2

3
, ∀ t ≥ 0.

Se existe t ≤ ε3/4 tal que ϕ(t, u) /∈ Ω4, então uma das seguintes possibilidades acontece:

(i) dist(ϕ(t, u), B) >
ε3

3
;

(ii) I(ϕ(t, u)) < d∗ − ε2

3
.

Observe que se ocorre (i), então ϕ(t, u) /∈ B para todo t ∈ [0, ε3/4]. Por outro lado, como
d∗ = b0, obtemos a mesma conclusão para o caso em que (ii) ocorre. Se ϕ(t, u) ∈ Ω4 para
todo t ∈ [0, ε3/4], então

I
(
ϕ
(ε3

4
, u
))

= I(ϕ(0, u)) +

∫ ε3/4

0

dI(ϕ(t, u))

dt
dt
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≤ I(u)− ε1

8

∫ ε3/4

0

ϑ1(ϕ(t, u))dt

≤ d∗ +
ε2

3
− ε1ε3

32

≤ d∗ − ε2

6
= b0 −

ε2

6
.

Ou seja, ϕ(ε3/4, u) /∈ B ou ϕ(t, u) /∈ B para todo t ∈ [0, ε3/4] e cada u ∈ Id∗+ε2/3. A fim
de concluir a prova do teorema destacamos a seguinte

Afirmação 3. Para quaisquer u ∈ A e t ∈ [0, ε3/4] temos que ϕ(t, u) /∈ B.

Vamos assumir que a afirmação acima é verdadeira e concluir a demonstração do Teorema
A como segue. Como consequência da Afirmação 3 e das observações precedentes,
concluímos que

ϕ([0, ε3/4], A) ∩B = ∅.

Defina

Γ̃(t, u) :=

{
ϕ(2tε3/4, u), t ∈ [0, 1/2],

ϕ(ε3/4,Γ(2t− 1, u)), t ∈ [1/2, 1].

Seguindo as ideias apresentadas anteriormente, mostra-se que Γ̃ ∈ Φ. Com isso,
concluímos que Γ̃([0, 1], A) ∩ B = ∅, o que é uma contradição com o fato de que A
enlaça B. Portanto, o resultado do teorema segue.

Vamos agora provar a Afirmação 3.

Prova da Afirmação 3. Primeiramente observe que se u ∈ A e u /∈ S, então u ∈ D∗.
Utilizando um argumento similar ao da prova da Afirmação 2.1 obtemos que ϕ(t, u) ∈ D∗.
Logo, ϕ(t, u) /∈ B ⊂ S para todo t ≥ 0. Dessa forma, vamos considerar apenas o caso em
u ∈ A ∩ S. Pelas observações já feitas, temos que ϕ(ε3/4, u) /∈ B. Além disso, usando
(2.31) e o fato que a0 ≤ b0 = d∗ obtemos que

I(ϕ(t, u)) ≤ I(u)− ε1

8

∫ t

0

ϑ1(ϕ(s, u))ds

≤ a0 −
ε1

8

∫ t

0

ϑ1(ϕ(s, u))ds

≤ d∗ − ε1

8

∫ t

0

ϑ1(ϕ(s, u))ds.

Se ϕ(t, u) ∈ B, então I(ϕ(t, u)) ≥ b0 = d∗, e daí

ε1

8

∫ t

0

ϑ1(ϕ(s, u))ds ≤ 0,

o que mostra que ϑ1(ϕ(s, u)) ≡ 0 para todo s ∈ [0, t]. Este fato implica que
ϕ(s, u) ∈ E \ Ω3, e uma vez que Ω4 ⊂ Ω3, segue que ϕ(s, u) /∈ Ω4 para todo s ∈ [0, t].
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Consequentemente, I(ϕ(s, u)) < d∗ − ε2/3 ou dist(ϕ(s, u), B) > ε3/3 para todo s ∈ [0, t].
Em ambos os casos obtemos que ϕ(t, u) /∈ B, e isso prova que ϕ([0, ε3/4], A)∩B = ∅.

Teorema B. Seja I ∈ C1(E,R) com gradiente da forma (2.1), e suponha que a condição
(A1) seja válida. Suponha ainda que E = V ⊕W com 1 < dimV <∞ e
(I1) existe α > 0 tal que I(v) ≤ α, para todo v ∈ V ;
(I2) existe ρ > 0 tal que I(w) ≥ α, para todo w ∈ B := {w ∈ W : ‖w‖ = ρ} ⊂ S;
(I3) existem T0 > 0 e w0 ∈ W com ‖w0‖ = 1 tais que I(sw0 + v) ≤ T0 para todo
s ≥ 0, v ∈ V .
Se I satisfaz (Ce)c para algum c > 0, então existe uma sequência (un) ⊂ E \ (−P ∪ P)

tal que

I ′(un)→ 0, I ′(un) =
Tn
n
un e I(un)→ c,

em que (Tn) ⊂ R é uma sequência limitada e c ∈ [α/2, 2T0].

Demonstração. Defina uma aplicação ψ ∈ C∞(R) de tal modo que

1) ψ(x) = 0, para todo x ∈ (−∞, 1/2);

2) ψ(x) = 1, para todo x ∈ (1,+∞);

3) 0 ≤ ψ(x) ≤ 1, para todo x ∈ R.

Dado u ∈ E, vamos escrever u = v + w com v ∈ V e w ∈ W . Considere, para cada
n ∈ N, o funcional In : E → R dado por

In(u) := I(u)−
(
T0 +

1

n

)
ψ

(
‖u‖2

n

)
. (2.33)

Derivando a expressão acima temos que

I ′n(u) = I ′(u)− 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′
(
‖u‖2

n

)
u

n
.

Usando a limitação de ψ′ e a definição de norma de um operador linear, obtemos que

‖I ′(u)− I ′n(u)‖ ≤ c1

n
, (2.34)

para alguma constante c1 > 0.

Afirmação 1. O funcional In satisfaz (Ce) no nível c se n é suficientemente grande.

De fato, seja (uk) uma sequência de Cerami no nível c para o funcional In, ou seja,

In(uk)→ c e (1 + ‖uk‖)‖I ′n(uk)‖ → 0 quando k →∞.
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Observe que é sempre possível extrair uma subsequência de (uk), que ainda denotamos
por (uk), tal que uma das seguintes opções acontece:

(a)
‖uk‖2

n
> 1;

(b)
‖uk‖2

n
≤ 1.

Se acontece o caso (a), então ψ′(‖uk‖2/n) = 0. Assim, temos que I ′n(uk) = I ′(uk) e isto
implica que

(1 + ‖uk‖)I ′n(uk) = (1 + ‖uk‖)I ′(uk)→ 0.

Além disso,

I(uk) = In(uk) +

(
T0 +

1

n

)
ψ

(
‖uk‖2

n

)
k→∞−−−−→ c+ T0 +

1

n
,

o que mostra que (uk) é um sequência de Cerami para I. Logo, (uk) possui uma
subsequência convergente.

Por outro lado, se o caso (b) ocorre, então (uk) é limitada. Dessa forma, podemos usar
essa limitação para garantir que limk→∞ I

′
n(uk) = 0, ou seja,

I ′(uk)− 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′
(
‖uk‖2

n

)
uk
n
→ 0 quando k →∞. (2.35)

Definindo b : E → R por

b(u) := κ(u)− 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′
(
‖u‖2

n

)
1

n
,

podemos usar o fato que κ(u) ∈ [1/2, 1], a limitação de ψ′ e tomar n suficientemente
grande de tal modo que exista δ0 > 0 tal que

b(u) ≥ δ0 > 0. (2.36)

Lembrando que o gradiente de I é da forma

I ′(u) = κ(u)u− J(u),

podemos usar (2.35) para garantir que

b(uk)uk − J(uk) = κ(uk)uk − 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′
(
‖uk‖2

n

)
uk
n
− J(uk)

= I ′(uk)− 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′
(
‖uk‖2

n

)
uk
n
→ 0.
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Por (uk) ser uma sequência limitada e J um operador compacto, existe uma subsequência
de (uk), que ainda denotamos por (uk), tal que (J(uk)) converge. Observando a definição
de b, segue que (b(uk)) também converge. Além disso, note que

b(uk)uk − J(uk) = ok(1).

Dessa forma, podemos usar (2.36) e obter que

uk =
ok(1)

b(uk)
+
J(uk)

b(uk)
= ok(1) +

J(uk)

b(uk)
,

o que mostra que (uk) converge.
Daqui por diante vamos supor que n > 2ρ2, em que ρ > 0 é dado por (I2). Desse

modo, temos que ψ(‖w‖2/n) = 0 para todo w ∈ B. Logo, In(w) = I(w) ≥ α para todo
w ∈ B e portanto

b0 := inf
u∈B

In(u) ≥ α. (2.37)

Seja Rn := n1/2 e observe que, para n grande, temos que Rn > ρ. Definindo

An := {u = sw0 + v : v ∈ V, s ≥ 0, ‖u‖ = Rn} ∪ [V ∩BRn(0)],

podemos usar o Lema 1.1 para garantir que An enlaça o conjunto B. No que segue, vamos
verificar que o funcional In e os conjuntos An e B satisfazem as condições do Teorema A.
De fato, observe que B ⊂ S é fechado e An ⊂ E é compacto. Suponha que s ≥ 0 e v ∈ V
são tais que ‖sw0 + v‖ = Rn. Então, como ψ(1) = 1, podemos usar a hipótese (I3) para
garantir que

In(sw0 + v) = I(sw0 + v)−
(
T0 +

1

n

)
ψ

(
‖sw0 + v‖2

n

)
≤ − 1

n
< α. (2.38)

Por outro lado, se v ∈ V ∩BRn(0), então

In(v) = I(v)−
(
T0 +

1

n

)
ψ

(
‖v‖2

n

)
≤ I(v) ≤ α, (2.39)

por (I1). Segue de (2.37)-(2.39) que

a0 := sup
u∈An

In(u) ≤ α ≤ b0 = inf
u∈B

In(u).

Dessa forma, segue do Teorema A que, para todo ε > 0, existe un ∈ E \ (−P ∪P) tal que

I ′n(un) = 0 e α− ε ≤ b0 ≤ In(un) ≤ sup
(t,un)∈[0,1]×An

In((1− t)un).
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Tomando ε = α/2, temos que

I ′n(un) = 0 e In(un) ∈

[
α/2, sup

(t,un)∈[0,1]×An
In((1− t)un)

]
. (2.40)

Usando (2.34) segue que

‖I ′(un)‖ = ‖I ′(un)− I ′n(un)‖ ≤ c1

n
→ 0.

Considerando un ∈ An e t ∈ [0, 1] temos dois casos a analisar. No primeiro caso temos
que, se un = sv + w0 com v ∈ V e s ≥ 0, então

(1− t)un = (1− t)(sw0 + v) = (1− t)sw0 + (1− t)v = ŝw0 + v̂,

em que ŝ ≥ 0 e v̂ ∈ V . Para o segundo, temos que se un ∈ V ∩BRn(0), então

(1− t)un = (1− t)v = v,

em que v ∈ V . Logo, como In(u) ≤ I(u) para todo u ∈ E, usando (I3) temos que

sup
(t,un)∈[0,1]×An

In((1− t)un) ≤ sup
(t,un)∈[0,1]×An

I((1− t)un) ≤ T0.

Portanto, segue que

α/2 ≤ In(un) ≤ I(un) ≤ In(un) + T0 +
1

n

≤ sup
(t,un)∈[0,1]×An

In((1− t)un) + T0 +
1

n

≤ 2T0 +
1

n
,

e fazendo n→∞ concluímos que I(un)→ c ∈ [α/2, 2T0]. Por fim, escreva

I ′(un) = I ′(un)− I ′n(un) = 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′

(
‖un‖
n

2
)
un
n

=
Tn
n
un,

em que a sequência (Tn) é dada por

Tn := 2

(
T0 +

1

n

)
ψ′

(
‖un‖
n

2
)
.

Como (Tn) ⊂ R é limitada o teorema está provado.
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2.2 Uma variação dos Teoremas A e B

Nesta seção, vamos supor que exista em E uma outra norma ‖· ‖? tal que ‖u‖? ≤ C?‖u‖
para todo u ∈ E, em que C? > 0 é uma constante. Além disso, assumimos que
‖un − u∗‖? → 0 sempre que un ⇀ u∗ fracamente em (E, ‖· ‖). Observamos que com
essa nova norma o espaço E não precisa herdar a estrutura hilbertiana.

Sejam V,W ⊂ E subespaços fechados com W = V ⊥ e dimV < ∞. Suponha ainda
que (W \ {0})∩ (−P ∪P) = ∅, ou seja, os elementos não triviais de W mudam de sinal.
Sejam ainda 0 < ρ < R, D? > 0, p > 2 e w0 ∈ W com ‖w0‖ = 1 tais que

Rp−2‖w0‖p? +
R‖w0‖?

1 +D?‖w0‖?
> ρ.

Defina
A := {u = v + sw0 : v ∈ V, s ≥ 0, ‖u‖ = R} ∪ [V ∩BR(0)]

e
B :=

{
u ∈ W :

‖u‖p?
‖u‖2

+
‖u‖‖u‖?

‖u‖+D?‖u‖?
= ρ

}
.

Então, pelo Lema 1.6, A enlaça o conjunto B. Escolha a? ∈ R de modo que

a? > sup
(t,u)∈[0,1]×A

I((1− t)u) + 2, (2.41)

e defina
B? := B ∩ Ia? . (2.42)

Para verificar que o conjunto B? é não-vazio, escolha Γ(t, u) = (1 − t)u ∈ Φ∗. Usando o
fato que Φ∗ ⊂ Φ e A enlaça B, concluímos que existe (t, a) ∈ [0, 1]×A tal que Γ(t, a) ∈ B.
Além disso,

I((1− t)a) < sup
(t,u)∈[0,1]×A

I(u) + 2 < a?,

o que implica que Γ(t, a) ∈ Ia? . Logo B? := B ∩ Ia? 6= ∅.
Motivados pelas observações anteriores, introduzimos uma outra classe de aplicações

para as quais, sob certas condições, obtemos as mesmas conclusões dos Teoremas A e B.
Seja

Φ∗∗ := {Γ ∈ Φ∗ : Γ([0, 1], A) ⊂ Ia?}, (2.43)

que claramente é não-vazio, visto que Γ(t, u) = (1− t)u ∈ Φ∗ ∩ Φ∗∗.

Lema 2.3. Existe C > 0 tal que ‖u‖? ≤ C para todo u ∈ B.
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Demonstração. Seja (uk) ⊂ B. Note que se ‖uk‖? →∞, então ‖uk‖ → ∞. Portanto,

ρ =
‖uk‖p?
‖uk‖

+
‖uk‖‖uk‖?

‖uk‖+D?‖uk‖?
→∞

quando k →∞, o que é um absurdo.

No que segue fazemos uso da seguinte condição.

(A2) Assuma que para a, b > 0, existe uma constante c = c(a, b) > 0 tal que

I(u) ≤ a e ‖u‖? ≤ b⇒ ‖u‖ ≤ c.

A fim de obter os principais resultados dessa seção, é de grande utilidade o seguinte

Lema 2.4. Suponha que a condição (A2) seja válida, e seja B? := B ∩ Ia? em que a? é
definido em (2.41). Então

δ1 := dist(B?,P) > 0.

Demonstração. Suponha, por contradição, que dist(B?,P) = 0. Então existem sequências
(un) ⊂ B? e (pn) ⊂ P tais que ‖un − pn‖ → 0. Como (un) ⊂ B, segue do Lema 2.3 que
existe b > 0 tal que ‖un‖? ≤ b, e do fato de que (un) ⊂ Ia? segue que I(un) ≤ a?.
Assim, usando a condição (A2), existe c = (a?, b) > 0 tal que ‖un‖ ≤ c. Logo, (un)

é uma sequência limitada em (E, ‖· ‖) e portanto em (E, ‖· ‖?), o que implica que (pn)

também é limitada em (E, ‖· ‖) e (E, ‖· ‖?). Passando a uma subsequência se necessário,
podemos supor que un ⇀ u∗ ∈ B? e pn ⇀ p∗ ∈ P fracamente em (E, ‖· ‖). Lembrando
das considerações anteriores, temos que essas observações implicam que un → u∗ em
(E, ‖· ‖?). Como un ⇀ u∗, segue que

〈un, u〉 → 〈u∗, u〉, ∀ u ∈ E.

Em particular,
0 = 〈un, v〉 → 〈u∗, v〉, ∀ v ∈ V,

o que mostra que u∗ ∈ V ⊥ = W .

Afirmação 1. u∗ 6= 0.

Suponha, por contradição, que u∗ = 0. Como ‖un − u∗‖? → 0, segue que

(1) se ‖un‖?/‖un‖ → 0, então

ρ =
‖un‖p?
‖un‖2

+
‖un‖‖un‖?

‖un‖+D?‖un‖?
= ‖un‖p−2

?

(
‖un‖?
‖un‖

)2

+
‖un‖?

1 +D?

(
‖un‖?
‖un‖

) → 0,
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e obtemos uma contradição;

(2) se lim inf ‖un‖?/‖un‖ > 0, então o mesmo cálculo acima mostra que ρ = 0.

Visto que u∗ 6= 0, observamos que

‖un − pn‖? ≤ C?‖un − pn‖ → 0 e ‖un − u∗‖? → 0,

o que implica que u∗ = p∗. No entanto, isso é uma contradição com o fato de que
(W \ {0}) ∩ (−P ∪ P) = ∅.

A seguir, apresentamos os principais resultados dessa seção.

Teorema A’. Seja I ∈ C1(E,R) com gradiente I ′ da forma (2.1). Suponha que as
condições (A1) e (A2) sejam válidas e que

a0 := sup
u∈A

I(u) ≤ b?0 := inf
u∈B?

I(u).

Se
d∗ := inf

Γ∈Φ∗∗
sup

u∈Γ([0,1],A)∩S
I(u),

então

d∗ ∈

[
b?0, sup

(t,u)∈[0,1]×A
I((1− t)u)

]
.

Além disso, se I satisfaz (Ce)c para algum

c ∈

[
b?0, sup

(t,u)∈[0,1]×A
I((1− t)u)

]
,

então para todo ε > 0 temos que

K[d∗ − ε, d∗ + ε] ∩ (E\(−P ∪ P)) 6= ∅.

Além do mais, se d∗ = b?0, então K[d∗, d∗] ⊂ B?.

Baseado no Lema 2.4, podemos assumir que B? ⊂ S = E\D∗ com o δ > 0 da condição
(A1) suficientemente pequeno.

Teorema B’. Suponha que a condição (A2) seja válida. Então, trocando o conjunto B
pelo conjunto B? definido em (2.42), o Teorema B ainda continua válido.

Observamos que as demonstrações dos Teoremas A’ e B’ são análogas às dos Teoremas
A e B, respectivamente, bastando para isso trocar o conjunto B por B?. No Teorema B’,
procedendo como na prova do Teorema B, usamos o Teorema A’ com o conjunto B?.



Capítulo

3
Aplicações

Neste capítulo vamos usar os Teorema A’ e B’ apresentados no Capítulo 2, para mostrar
a existência de soluções que mudam de sinal para problema

(P )

{
−∆u = f(x, u), em Ω,

u = 0, em ∂Ω,

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave.
Ao longo do capítulo, consideramos E o espaço de Sobolev H1

0 (Ω) com o produto
interno

〈u, v〉 :=

∫
Ω

∇u∇vdx,

com u, v ∈ E e norma ‖u‖ := 〈u, u〉1/2. Além disso, consideramos em Lp(Ω) a norma

|u|p :=

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

.

Para o estudo do problema (P), algumas hipóteses sobre f são impostas. Durante o
capítulo, vamos assumir que

(B0) f : Ω× R→ R é contínua;

(B1) f(x, t)t ≥ 0 para x ∈ Ω, t ∈ R, e

lim
t→0

f(x, t)

t
= 0, uniformemente para x ∈ Ω.

Estamos interessados no caso em que f é assintoticamente linear no infinito, isto é,

lim
t→±∞

f(x, t)

t
= k±(x).
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Vamos considerar três situações distintas.

lim
t→+∞

f(x, t)

t
:= β+(x) e lim

t→−∞

f(x, t)

t
:= β−(x); (3.1)

lim inf
|t|→∞

f(x, t)

t
:= L(x) e lim sup

|t|→∞

f(x, t)

t
:= K(x); (3.2)

lim inf
t→±∞

f(x, t)

t
:= θ±(x) e lim sup

t→±∞

f(x, t)

t
:= ϑ±(x), (3.3)

uniformemente para x ∈ Ω.

Lema 3.1. Suponha que as condições (B0) e (B1) sejam válidas. Suponha ainda que
ocorre (3.1), (3.2) ou (3.3) com as funções limites em L∞(Ω). Então dado ε > 0 e
2 ≤ p < 2∗, existe Cε > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ ε|t|+ Cε|t|p−1, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R. (3.4)

Em particular, existe Λ0 > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ Λ0|t| e |F (x, t)| ≤ Λ0

2
|t|2, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R. (3.5)

Demonstração. Inicialmente, suponha que (3.1) seja válida e considere o caso em que
p = 2. Dado ε > 0, podemos usar a condição (B1) para obter δ > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ ε|t|, ∀ x ∈ Ω, |t| < δ, (3.6)

e portanto
|F (x, t)| ≤ ε

2
|t|2, ∀ x ∈ Ω, |t| < δ. (3.7)

Usando (3.1), segue que dado ε > 0, existe R = R(ε) > 0 tal que∣∣∣∣f(x, t)

t
− β+(x)

∣∣∣∣ < ε, ∀ x ∈ Ω, t > R,

o que implica que

|f(x, t)| < (β+(x) + ε)t, ∀ x ∈ Ω, t > R. (3.8)

Para δ < t < R, usamos a continuidade de f para obter M > 0 tal que

|f(x, t)| ≤M. (3.9)
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Logo, para x ∈ Ω e t > δ segue de (3.8) e (3.9) que

|f(x, t)| ≤ (β+(x) + ε)t+M < Kt,

em que K = |β+|∞ + ε+ M
δ
. De maneira análoga, podemos usar novamente (3.1) e obter

que
|f(x, t)| < K̃|t|, ∀ x ∈ Ω, t < −δ.

Com essas observações, concluímos que existe uma constante Λ0 > 0 tal que

|f(x, t)| ≤ Λ0|t|, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

Integrando a expressão anterior obtemos que

|F (x, t)| ≤ Λ0

2
|t|2, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

No que segue, consideramos o caso em que 2 < p < 2∗. Usando (3.1) temos que

lim
|t|→∞

f(x, t)

tp−1
= 0,

uniformemente para x ∈ Ω. Assim, dado ε > 0, existe R > 0 tal que

|f(x, t)| < ε|t|p−1, ∀ x ∈ Ω, |t| > R.

Para δ < |t| < R, usamos a continuidade de f para obter M > 0 tal que

|f(x, t)| ≤M.

Logo, para x ∈ Ω e δ < |t| < R segue que

|f(x, t)| ≤ ε|t|p−1 +M ≤ Cε|t|p−1, (3.10)

em que Cε = ε+ M
δp−1 . Assim, podemos usar (3.6) e (3.10) para concluir que

|f(x, t)| ≤ ε|t|+ Cε|t|p−1, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

Por fim destacamos que nos casos em que (3.2) e (3.3) são válidos a prova é feita de
maneira análoga, e portanto o resultado acima continua válido.
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Para o problema (P) associamos o funcional I : E → R dado por

I(u) :=
‖u‖
2

2

−
∫

Ω

F (x, u)dx.

Usando o Lema 3.15 do Apêndice temos que I ∈ C1(E,R) com derivada

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, ∀ u, v ∈ E.

Observe que
I ′(u) = u− J(u),

com J(u) ∈ E ′ dado por

J(u)v :=

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ u, v ∈ E.

Segue do Lema 3.15 do Apêndice que J é um operador compacto.
Ao longo do capítulo, consideramos o cone das funções não negativas em E, a saber

P := {u ∈ E : u(x) ≥ 0 q.t.p. em Ω}.

Além disso, definimos

±D(µ0) := {u ∈ E : dist(u,±P) < µ0}.

Com o objetivo de verificar a condição (A1) do capítulo anterior, provamos o seguinte

Lema 3.2. Suponha que as condições (B0) e (B1) sejam válidas. Então existe µ0 > 0

suficientemente pequeno tal que J(±D(µ0)) ⊂ ±D(µ0/2).

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que existe µ0 > 0 pequeno tal que

dist(J(u),−P) <
µ0

2
,

para cada u ∈ −D(µ0). Para o caso em que u ∈ D(µ0) a prova é análoga. Para cada
u ∈ E temos que

|u+|2 = |u− (−u−)|2 = min
w∈(−P)

|u− w|2.

De fato, por P ser um subconjunto convexo fechado do espaço de Hilbert E, pelo Lema
3.16 do Apêndice é suficiente mostrarmos que

〈u− (−u−), v − u−〉L2(Ω) ≤ 0, ∀ v ∈ −P ,
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o que é óbvio, pois se v ∈ −P , então

〈u− (−u−), v − u−〉L2(Ω) = 〈u+, v − u−〉L2(Ω) =

∫
Ω

u+vdx ≤ 0.

Assim, usando a desigualdade de Poincaré, temos que

|u+|2 = min
w∈(−P)

|u− w|2

≤ 1

λ
1/2
1

min
w∈(−P)

‖u− w‖

≤ 1

λ
1/2
1

dist(u,−P). (3.11)

Usando (3.4), temos que para cada ε > 0 suficientemente pequeno existe Cε > 0 tal que

f(x, t)t ≤ εt2 + Cε|t|p, x ∈ Ω, t ∈ R. (3.12)

Considerando J(u) = v, temos que

dist(v,−P) = inf
z∈P
‖v − (−z)‖

= inf
z∈P
‖v + z‖

≤ ‖v + v−‖ = ‖v+‖

e

dist(v,−P)‖v+‖ ≤ ‖v+‖2

= 〈v, v+〉

=

∫
Ω

f(x, u)v+dx.

Além disso, podemos usar a condição (B1) para obter que se u(x) ≤ 0, então f(x, u) ≤ 0.
Logo, temos que∫

Ω

f(x, u)v+dx =

∫
{x∈Ω:u(x)>0}

f(x, u)v+dx+

∫
{x∈Ω:u(x)≤0}

f(x, u)v+dx

≤
∫
{x∈Ω:u(x)>0}

f(x, u+)v+dx

=

∫
Ω

f(x, u+)v+dx.

Observe que, se escolhermos p < 3, podemos usar a desigualdade de Hölder com expoentes
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s := 2/(p− 1) > 1 e s′ := 2/(3− p), juntamente com a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Ls

′
(Ω) e (3.11)

para obter que

∫
Ω

|u+|p−1|v+|dx ≤
(∫

Ω

|u+|2dx
) p−1

2
(∫

Ω

|v+|s′dx
) 1

s′

≤ Cdist(u,−P)p−1‖v+‖.

Usando (3.12) e a observação acima, temos que∫
Ω

f(x, u+)v+dx ≤
∫

Ω

(ε|u+|+ Cε|u+|p−1)|v+|dx

≤
(

2

5
dist(u,−P) + C(dist(u,−P))p−1

)
‖v+‖.

Isso implica que

dist(J(u),−P) ≤ 2

5
dist(u,−P) + C(dist(u,−P))p−1.

Logo, para cada u ∈ −D(µ0) existe µ0 > 0 pequeno tal que dist(J(u),−P) < µ0/2, o que
conclui a prova do lema.

Seja
0 < λ1 < λ2 < . . . < λk < . . .

a sequência de autovalores distintos para o problema de autovalores{
−∆u = λu, em Ω,

u = 0, em ∂Ω.

É importante destacar que o primeiro autovalor λ1 é simples, ou seja, dimKer(−∆ −
λ1Id) = 1 e a autofunção ϕ1 associada ao autovalor λ1 possui sinal definido, digamos
positivo. Além disso, cada λk possui multiplicidade finita e as demais autofunções ϕk
associadas a λk mudam de sinal. No que segue, denotamos por Vk ⊂ H1

0 (Ω) o seguinte
subespaço

Vk := Ker(−∆− λ1Id)⊕ . . .⊕Ker(−∆− λkId),

em que k > 1 é um número natural. Vamos decompor o espaço E da seguinte forma

E = Vk−1 ⊕ V ⊥k−1.

Observe que todas as funções em V ⊥1 mudam de sinal. De fato, seja w ∈ V ⊥1 e lembre que
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a seguinte equação é satisfeita no sentido fraco

−∆ϕ1 = λ1ϕ1.

Logo, para todo w ∈ V ⊥1 , temos que∫
Ω

∇ϕ1∇wdx = λ1

∫
Ω

ϕ1wdx.

Usando a ortogonalidade das autofunções em E, temos que

λ1

∫
Ω

ϕ1wdx = 0.

Como ϕ1 > 0, a igualdade acima implica que w muda de sinal.
A caracterização variacional dos autovalores nos fornece as seguintes desigualdades{

‖v‖2 ≤ λk|v|2, ∀ v ∈ Vk,
λk+1|w|22 ≤ ‖w‖2, ∀ w ∈ V ⊥k .

(3.13)

Em particular, temos a desigualdade de Poincaré

|u|22 ≤
1

λ1

‖u‖2, ∀ u ∈ E. (3.14)

Agora, estamos prontos para introduzir a condição

(B2) existe c0 > 0 tal que

F (x, t) ≥ λk−1

2
t2 − c0

2
, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

No que segue, vamos fazer algumas observações para impor uma condição que é usada
em todos os teoremas apresentados neste capítulo.

Inicialmente, observe que podemos usar a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), com 2 < p < 2∗,

para obter uma constante Λp > 1 tal que

|u|p ≤ Λp‖u‖, ∀ u ∈ E. (3.15)

Considerando u ∈ E e fixado p ∈ (2, 2∗) podemos usar as desigualdades 1/2∗ < 1/p < 1/2

para obter α ∈ (0, 1) tal que

1

p
= (1− α)

(
N − 2

2N

)
+
α

2
. (3.16)
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Segue então da desigualdade de Hölder que

∫
Ω

|u|pdx =

∫
Ω

|u|αp|u|(1−α)pdx ≤
(∫

Ω

|u|αp
2∗
αpdx

)αp
2∗
(∫

Ω

|u|(1−α)p 2
(1−α)pdx

) (1−α)p
2

,

ou seja,
|u|p ≤ |u|α2∗|u|1−α2 .

Usando a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω), temos que existe cp > 1 tal que

|u|p ≤ cp‖u‖α|u|1−α2 , ∀ u ∈ E. (3.17)

Observe que, usando o Lema 3.1 com ε = λ1/2 temos que

|F (x, t)| ≤ λ1

4
|t|2 +Dp|t|p, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R, (3.18)

em que 2 < p < 2∗.
Para enunciar os nossos primeiros resultados, apresentamos a condição

(B3) sejam Λp, cp eDp satisfazendo (3.15), (3.17) e (3.18), respectivamente. Considerando

T1 := min
{
λ

(1−α)(p−2)
k , λ

(1−α)
k

}
, T2 := min

{
1

64D2
p

, (8Dp)
−1/(p−2)

}
e

Λ∗p := min

{
1

4Λ2
pc

(p−2)
p

, (4Λ2
pc

(p−2)
p )−1/(p−2)

}
,

então supomos que

c0 ≤
1

4|Ω|
(Λ∗p)

2T1T2,

em que c0 é dado na condição (B2).

Teorema 3.1. Suponha que as condições (B0)− (B3) sejam válidas e que f satisfaz (3.1)
com

λk < β±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω.

Se β+(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω ou β−(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω, então o problema
(P) possui uma solução que muda de sinal.

No nosso próximo resultado, considerando a hipótese de não quadraticidade de Costa-
Magalhães [10], permitimos que o problema (P) seja ressonante.
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(B4) vale o seguinte limite

lim
|t|→∞

(f(x, t)t− 2F (x, t)) =∞, ∀ x ∈ Ω.

Teorema 3.2. Suponha que as condições (B0)− (B4) sejam válidas e que f satisfaz (3.1)
com

λk < β±(x), ∀ x ∈ Ω.

Então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Considerando f satisfazendo (3.2) obtemos um resultado de dupla ressonância. Nessa
direção, para os resultados de existência podemos citar [5, 12, 13]. No entanto, nestes
trabalhos o sinal da solução não foi determinado.

Teorema 3.3. Suponha que as condições (B0) − (B4) sejam válidas e f satisfaz (3.2)
com

λk ≤ L(x) ≤ K(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω.

Se L 6≡ λk, então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

A estratégia usada para provar os Teoremas 3.1-3.3 é mostrar que para determinados
conjuntos A, B? e o funcional I associado ao problema (P), temos que todas as condições
impostas pelo Teorema A’ são satisfeitas.

No que segue, consideramos as condições

(B5) existe c0 > 0 tal que

2F (x, t) ≥ max{λk−1t
2, θ+(x)(t+)2 + θ−(x)(t−)2} − c0, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R;

(B6)

‖v‖2 ≤
∫

Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx, ∀ v ∈ Vk;

(B7) ϑ±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω;

(B7)’ λk ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω;

(B8) nenhuma autofunção associada ao autovalor λk+1 satisfaz

−∆u = ϑ+(x)u+ − ϑ−(x)u−;
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(B9) não existe função em Vk \ {0} que satisfaça

−∆u = θ+(x)u+ − θ−(x)u−;

(B9)’ nenhuma autofunção associada a λk satisfaz

−∆u = θ+(x)u+ − θ−(x)u−.

Teorema 3.4. Suponha que as condições (B0), (B1), (B3) e (B5) sejam válidas e f

satisfaz (3.3). Suponha ainda que para cada par de números a+ e b− no intervalo (λk, λk+1)

existam a− < λk e b+ > λk+1 tais que

a± ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ b±, ∀ x ∈ Ω.

Então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Teorema 3.5. Suponha que as condições (B0), (B1), (B3) e (B5)− (B9) sejam válidas e
f satisfaz (3.3). Então o problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Teorema 3.6. Suponha que as condições (B0), (B1), (B3), (B5), (B7)’, (B8) e (B9)’
sejam válidas e f satisfaz (3.3). Então o problema (P) possui uma solução que muda de
sinal.

Os resultados de existência para os Teoremas 3.4-3.6 são conhecidos (c.f. Berestycki
e deFigueiredo [5], Các [8], Furtado et al [12, 13] e Habets [14]). No entanto, nesses
trabalhos o sinal das soluções não foi determinado.

Para provar os Teoremas 3.4-3.6 mostramos que, para o conjunto B? definido na Seção
3.1 e o funcional I associado ao problema (P), todas as condições geométricas do Teorema
B’ são satisfeitas.

3.1 Um problema não ressonante

Nesta seção, provamos o Teorema 3.1. Destacamos que a sua prova é feita em vários
passos, onde vamos obter resultados que nos permitem usar o Teorema A’.

Lema 3.3. Suponha que as condições (B0) e (B1) sejam válidas e que f satisfaz (3.1)
com

λk < β±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω.

Se β+(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω ou β−(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω, então I(v) → −∞
quando ‖v‖ → ∞, v ∈ Vk.
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Demonstração. Dado ε > 0, podemos usar (3.1) para obter R1 = R1(ε) > 0 tal que

f(x, t) > (β+(x)− ε)t, ∀ x ∈ Ω, t > R1.

Assim, se t > R1, então

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds =

∫ R1

0

f(x, s)ds+

∫ t

R1

f(x, s)ds

≥ F (x,R1) + (β+(x)− ε) t
2

2

− (β+(x)− ε)R
2
1

2

≥ (β+(x)− ε) t
2

2

− c1.

para alguma constante c1 > 0. Podemos usar a continuidade de F para escrever

F (x, t) ≥ (β+(x)− ε) t
2

2

− c2, ∀ x ∈ Ω, t ≥ 0.

De maneira análoga, podemos usar novamente (3.1) e a condição (B1) para obtermos
c3 > 0 tal que

F (x, t) ≥ (β−(x)− ε) t
2

2

− c3, ∀ x ∈ Ω, t < 0.

Logo, existe c > 0 tal que

F (x, t) ≥ (min{β−(x), β+(x)} − ε) t
2

2

− c, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R. (3.19)

Dessa forma, podemos usar (3.19) e a desigualdade de Poincaré para concluir que,
para todo v ∈ Vk, vale

I(v) =
‖v‖
2

2

−
∫

Ω

F (x, v)dx

≤ ‖v‖
2

2

−
∫

Ω

(min{β−(x), β+(x)} − ε) |v|
2

2

dx+

∫
Ω

cdx

=
‖v‖
2

2

− 1

2

∫
Ω

min{β−(x), β+(x)}|v|2dx+
ε

2

∫
Ω

|v|2dx+ c|Ω|

≤ ‖v‖
2

2

− 1

2

∫
Ω

min{β−(x), β+(x)}|v|2dx+
ε

2λ1

‖v‖2 + c|Ω|.

Definindo
C(x) := min{β−(x), β+(x)},
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temos que C(x) > λk para todo x ∈ Ω e portanto segue do Lema 3.17 do Apêndice que

‖v‖2 −
∫

Ω

C(x)v2dx ≤ −δ‖v‖2,

em que δ > 0. Logo,

I(v) ≤ −δ
2
‖v‖2 +

ε

2λ1

‖v‖2 + c|Ω|

=
‖v‖
2

2(
−δ +

ε

λ1

)
+ c|Ω|.

Escolhendo ε < δλ1, concluímos que

lim
‖v‖→∞,v∈Vk

I(v) = −∞.

Observamos que o resultado acima ainda continua válido se considerarmos apenas que

λk < β±(x), ∀ x ∈ Ω.

Lema 3.4. Suponha que a condição (B2) seja válida. Então

I(v) ≤ c0|Ω|
2

, ∀ v ∈ Vk−1.

Demonstração. Basta usar (B2) e a desigualdade variacional para v ∈ Vk−1 e concluir que

I(v) =
‖v‖
2

2

−
∫

Ω

F (x, v)dx

≤ ‖v‖
2

2

− 1

2

∫
Ω

λk−1v
2dx+

1

2

∫
Ω

c0dx

≤ c0|Ω|
2

.

Lembrando da expressão de α ∈ (0, 1) em (3.16), vamos definir, para 2 < p < 2∗, a
aplicação ξ : E → E dada por

ξ(u) =


|u|pp
‖u‖2

+
‖u‖|u|p

‖u‖+ λβk |u|p
, se u 6= 0,

0, se u = 0,
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em que β = (1− α)(p− 2). Além disso, a partir de agora, para ρ > 0 vamos considerar o
seguinte conjunto

B := {u ∈ V ⊥k−1 : ξ(u) = ρ}.

Lema 3.5. A aplicação ξ é contínua e

λ
β/2
k

4Λ2
pc
p−2
p

ρ ≤ max{‖u‖, ‖u‖p−2}, ∀ u ∈ B.

Demonstração. A continuidade de ξ segue de argumentos já apresentados anteriormente.
Para a segunda parte, considerando u ∈ B podemos usar (3.15) e o fato que

2(‖u‖λβk |u|p)
1/2 ≤ ‖u‖+ λβk |u|p

para obter que

ρ =
|u|pp
‖u‖2

+
‖u‖|u|p

‖u‖+ λβk |u|p

≤ |u|p−2
p

( |u|2p
‖u‖2

)
+

‖u‖|u|p
2(‖u‖λβk |u|p)1/2

≤ Λ2
p|u|p−2

p +
(‖u‖|u|p)1/2

2λ
β/2
k

≤ Λ2
p|u|p−2

p +
Λ

1/2
p ‖u‖
2λ

β/2
k

.

Observando que para u ∈ V ⊥k−1 vale a seguinte desigualdade variacional

λk|u|22 ≤ ‖u‖2, (3.20)

podemos usar (3.17) e (3.20) para obter que

|u|p−2
p ≤ cp−2

p ‖u‖α(p−2)|u|(1−α)(p−2)
2

≤ cp−2
p ‖u‖p−2λ

−(1−α)(p−2)/2
k .

Assim, lembrando que Λp > 1 e cp > 1, segue que

ρ ≤ Λ2
pc
p−2
p ‖u‖p−2λ

−β/2
k +

Λ
1/2
p ‖u‖
2λ

β/2
k

≤
Λ2
pc
p−2
p ‖u‖p−2

λ
β/2
k

+
Λ2
pc
p−2
p ‖u‖

2λ
β/2
k
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≤
2Λ2

pc
p−2
p ‖u‖p−2

λ
β/2
k

+
2Λ2

pc
p−2
p ‖u‖
λ
β/2
k

≤
4Λ2

pc
p−2
p

λ
β/2
k

max
{
‖u‖p−2, ‖u‖

}
,

o que implica que
λ
β/2
k

4Λ2
pc
p−2
p

ρ ≤ max
{
‖u‖, ‖u‖p−2

}
. (3.21)

Lema 3.6. Para cada u ∈ B temos que

‖u‖ ≥ Λ∗p min
{
λ

(1−α)(p−2)/2
k , λ

(1−α)/2
k

}
min

{
ρ, ρ1/(p−2)

}
.

Demonstração. Defina

Aλk,ρ := min
{
λ

(1−α)(p−2)/2
k , λ

(1−α)/2
k

}
min

{
ρ, ρ1/(p−2)

}
min

{
1

4Λ2
pc
p−2
p

, (4Λ2
pc
p−2
p )−1/(p−2)

}
.

Assim, segue de (3.21) que

Aλk,ρ ≤ λ
(1−α)(p−2)/2
k ρ

1

4Λ2
pc
p−2
p

≤ max
{
‖u‖, ‖u‖p−2

}
.

Observe que se 0 < ‖u‖ < 1, então temos pela expressão acima que

Aλk,ρ ≤ max
{
‖u‖, ‖u‖p−2

}
= ‖u‖.

Por outro lado, segue novamente da definição de Aλk,ρ que

Aλk,ρ ≤ λ
(1−α)/2
k ρ1/(p−2) 1(

4Λ2
pc
p−2
p

)1/(p−2)
.

Assim, se ‖u‖ ≥ 1, então segue da expressão acima e de (3.21) que

Aλk,ρ ≤
(
max

{
‖u‖, ‖u‖p−2

}) 1
p−2 =

(
‖u‖p−2

) 1
p−2 = ‖u‖,

o que conclui o lema.

Lema 3.7. Suponha que as condições (B0)−(B3) sejam válidas. Então, para todo u ∈ B,
temos que

I(u) ≥ c0|Ω|
2

.
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Demonstração. Inicialmente, observe que se u ∈ B, então

ρ =
|u|pp
‖u‖2

+
‖u‖|u|p

‖u‖+ λβk |u|p
≥
|u|pp
‖u‖2

. (3.22)

Lembrando que

F (x, t) ≤ λ1

4
|t|2 +Dp|t|p, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R,

podemos usar a desigualdade de Poincaré e (3.22) para obter que

I(u) =
‖u‖
2

2

−
∫

Ω

F (x, u)dx

≥ ‖u‖
2

2

− λ1

4
|u|22 −Dp|u|pp

≥ ‖u‖
4

2

−Dp|u|pp

= ‖u‖2

(
1

4
−Dp

|u|pp
‖u‖2

)
≥ ‖u‖2

(
1

4
−Dpρ

)
.

Em seguida, tomando ρ = 1/8Dp temos que

I(u) ≥ ‖u‖
2

8
.

Por fim, lembrando que

T1 = min
{
λ

(1−α)(p−2)
k , λ

(1−α)
k

}
e T2 = min

{
1

64D2
p

, (8Dp)
−1/(p−2)

}
,

podemos usar o Lema 3.6 e a condição (B3) para concluir que

I(u) ≥ 1

8
(Λ∗p)

2T1T2 ≥
c0|Ω|

2
.

Lema 3.8. Suponha que as condições (B0) e (B1) sejam válidas e f satisfaz (3.1) com

λk < β±(x) ≤ λk+1, ∀ x ∈ Ω.

Se β+(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω ou β−(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω, então o funcional I
satisfaz a condição de Cerami.
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Demonstração. Seja (un) ⊂ E uma sequência de Cerami para o funcional I, isto é,

I(un)→ c e (1 + ‖un‖)‖I ′(un)‖ → 0.

Como já visto anteriormente, devido ao fato do gradiente de I ser da forma Id − J com
J sendo um operador compacto, é suficiente provarmos que a sequência (un) é limitada.
Usando um argumento de contradição, vamos supor que (un) não seja limitada. Logo, a
menos de subsequência, podemos supor que ‖un‖ → ∞ quando n→∞. Definindo

zn :=
un
‖un‖

,

temos que (zn) é uma sequência limitada em E, o que implica que, a menos de
subsequência, devemos ter

zn ⇀ z, fracamente em E,

zn → z, em Lp(Ω) para p ∈ (2, 2∗),

zn(x)→ z(x), q.t.p. em Ω,

|zn(x)| ≤ Ψr(x) q.t.p. em Ω com r ∈ (2, 2∗) e Ψr ∈ Lr(Ω).

(3.23)

Fixada φ ∈ C∞0 (Ω), temos que

on(1) = I ′(un)φ = 〈un, φ〉 −
∫

Ω

f(x, un)φdx.

Dividindo a expressão acima por ‖un‖, obtemos

on(1) = 〈zn, φ〉 −
∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
φdx. (3.24)

A convergência fraca em (3.23) implica que 〈zn, φ〉 → 〈z, φ〉. Além disso, usando as
limitações em (3.5) e em (3.23) segue que∣∣∣∣f(x, un)

‖un‖
φ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(x, zn‖un‖)
zn‖un‖

znφ

∣∣∣∣ ≤ Λ0|zn||φ|∞ ≤ Λ0Ψ1(x)|φ|∞, q.t.p. em Ω,

com Λ0Ψ1|φ|∞ ∈ L1(Ω). Escreva Ω = Ω− ∪ Ω0 ∪ Ω+, em que

Ω− := {x ∈ Ω : z(x) < 0}, Ω0 := {x ∈ Ω : z(x) = 0}

e
Ω+ := {x ∈ Ω : z(x) > 0}.
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Lembremos ainda que

lim
t→+∞

f(x, t)

t
= β+(x) e lim

t→−∞

f(x, t)

t
= β−(x).

Note que, se x ∈ Ω+, então zn(x)‖un‖ → ∞. Assim, os limites acima implicam que

lim
n→∞

f(x, un)

‖un‖
φ = lim

n→∞

f(x, zn(x)‖un‖)
zn(x)‖un‖

znφ = β+(x)zφ, q.t.p. em Ω+

e
lim
n→∞

f(x, un)

‖un‖
φ = lim

n→∞

f(x, zn(x)‖un‖)
zn(x)‖un‖

znφ = β−(x)zφ, q.t.p. em Ω−.

Por fim, se x ∈ Ω0, então a desigualdade (3.5) nos garante que

lim
n→∞

f(x, un)

‖un‖
φ = 0.

Assim, podemos usar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e passar a
expressão (3.24) ao limite para concluir que

〈z, φ〉 =

∫
Ω+

β+(x)zφdx+

∫
Ω−

β−(x)zφdx

=

∫
Ω

(β+(x)z+ − β−(x)z−)φdx, ∀ φ ∈ C∞0 (Ω). (3.25)

Por densidade, a expressão acima vale para φ ∈ E. Logo, a função z ∈ E satisfaz, no
sentido fraco, o problema{

−∆z = β+(x)z+ − β−(x)z−, em Ω,

z = 0, em ∂Ω.

Observe que

on(1) =
I(un)

‖un‖2
=

1

2
−
∫

Ω

F (x, un)

‖un‖2
dx. (3.26)

Usando as limitações (3.5) e (3.23) segue que∣∣∣∣F (x, un)

‖un‖2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F (x, zn‖un‖)
z2
n‖un‖2

z2
n

∣∣∣∣ ≤ Λ0

2
|zn|2 ≤

Λ0

2
Ψ2(x), q.t.p. em Ω,

com Λ0

2
Ψ2 ∈ L1(Ω). Usando a regra de L’Hôpital temos que

lim
t→±∞

2F (x, t)

t2
= lim

t→±∞

f(x, t)

t
= β±(x).
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Desse modo, podemos proceder como acima para obter

lim
n→∞

F (x, un)

‖un‖2
=

1

2
lim
n→∞

2F (x, zn‖un‖)
z2
n‖zn‖2

z2
n =

1

2
β+(x)z2, q.t.p. em Ω+,

lim
n→∞

F (x, un)

‖un‖2
=

1

2
β−(x)z2, q.t.p. em Ω−

e
lim
n→∞

F (x, un)

‖un‖2
= 0, q.t.p. em Ω0.

Logo, podemos usar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e passar a
expressão (3.26) ao limite para concluir que

1

2
=

1

2

∫
Ω+

β+(x)z2dx+
1

2

∫
Ω−

β−(x)z2dx

=
1

2

∫
Ω

(
β+(x)(z+)2 + β−(x)(z−)2

)
dx,

o que mostra que
∫

Ω
β+(z+)2 + β−(z−)2dx = 1. Tomando φ = z em (3.25), segue que

‖z‖2 =

∫
Ω

(β+z
+ − β−z−)(z+ − z−)dx

=

∫
Ω

(
β+(z+)2 + β−(z−)2

)
dx = 1,

e isso implica que z 6= 0.
Defina

q(x) :=

{
β+(x), se z(x) ≥ 0,

β−(x), se z(x) < 0.

Para z ∈ E, escrevemos z = v + w com v ∈ Vk e w ∈ V ⊥k . Logo z satisfaz{
−∆z = q(x)z, em Ω,

z = 0, em ∂Ω.

Observe que a formulação variacional desse problema é dada por

〈z, φ〉 =

∫
Ω

q(x)zφdx, ∀ φ ∈ C∞0 (Ω).

Tomando φ = v − w na expressão acima, obtemos que

‖v‖2 − ‖w‖2 =

∫
Ω

q(x)v2dx−
∫

Ω

q(x)w2dx.
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Usando a igualdade acima, a definição de q e as desigualdades variacionais em Vk e V ⊥k ,
segue que

0 ≤ ‖w‖2 − λk+1|w|22

≤ ‖w‖2 −
∫

Ω

q(x)w2dx

= ‖v‖2 −
∫

Ω

q(x)v2dx

≤ ‖v‖2 − λk|v|22 ≤ 0.

Isso implica que∫
Ω

q(x)v2dx =

∫
Ω

λkv
2dx e

∫
Ω

q(x)w2dx =

∫
Ω

λk+1w
2dx.

Assim, temos que v = 0, pois se v 6= 0, então q(x) = λk, o que é um absurdo com o fato
de que β±(x) > λk para todo x ∈ Ω. Por outro lado, como z 6= 0 temos que w 6= 0. Logo

0 ≤
∫

Ω

(λk+1 − q(x))(z+)2dx =

∫
Ω

(q(x)− λk+1)(z−)2dx ≤ 0,

o que mostra que∫
Ω

(q(x)− λk+1)(z+)2dx = 0 e
∫

Ω

(q(x)− λk+1)(z−)2dx = 0. (3.27)

Como q(x) < λk+1 para todo x ∈ Ω, segue que z+ = 0 em Ω. Dessa forma, z = −z−

satisfaz o problema {
−∆z = β−(x)z, em Ω,

z = 0, em ∂Ω.

Uma vez que β−(x) ≤ λk+1 para todo x ∈ Ω, temos que se β−(x) = λk+1 em Ω, então z é
uma autofunção com sinal definido associada ao autovalor λk+1, o que não pode acontecer.
Por outro lado, se β−(x) < λk+1 em Ω, então segue de (3.27) que z− = 0, o que implica
que z = 0, o que é um absurdo. Logo, (un) é limitada e portanto o funcional I satisfaz a
condição de Cerami.

A seguir, apresentamos os conjuntos A e B? para os quais aplicaremos o Teorema A’.
Seja

A := {u = v + sϕk : v ∈ Vk−1, s ≥ 0, ‖u‖ = R} ∪ [Vk−1 ∩BR(0)],
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em que ϕk é uma autofunção normalizada associada ao autovalor λk. Escolhendo

a? > sup
(t,u)∈[0,1]×A

I((1− t)u) + 2,

definimos
B? := B ∩ Ia? ,

em que

B :=

{
u ∈ V ⊥k−1 :

|u|pp
‖u‖2

+
‖u‖|u|p

‖u‖+ λβk |u|p
= ρ

}
,

com ρ < R. Pelo Lema 1.6, temos que A enlaça o conjunto B. Nos Lemas 2.3 e 2.4
trocamos ‖· ‖? por |· |p. Então, pelo Lema 2.4, segue que existe δ1 > 0 tal que

δ1 := dist(B?,P) > 0.

Estamos prontos para a

Prova do Teorema 3.1. Primeiramente, observe que o Lema 3.2 implica na condição
(A1) do Teorema A’. Em seguida, vamos verificar que a condição (A2) é satisfeita. De
fato, suponha que a, b ∈ R são tais que

I(u) ≤ a e |u|p ≤ b.

Usando (3.18) e a imersão Lp(Ω) ↪→ L2(Ω), com 2 < p < 2∗, obtemos

‖u‖2 = 2I(u) + 2

∫
Ω

F (x, u)dx

≤ 2a+ 2

∫
Ω

(
λ1

4
|u|2 +Dp|u|p

)
dx

≤ 2a+ c̃|u|2p + D̃p|u|pp
≤ 2a+ d̃b2 + D̃pb

p = c(a, b),

o que mostra que (A2) é satisfeita.
No que segue, vamos mostrar que

sup
u∈A

I(u) ≤ c0|Ω|
2

,

em que c0 > 0 é dado em (B2). De fato, se u = sϕk + v ∈ A com v ∈ Vk−1, s ≥ 0 e
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‖u‖ = R, então, como u ∈ Vk, segue do Lema 3.3 que

I(u) ≤ c0|Ω|
2

.

Por outro lado, se u ∈ Vk−1 ∩ BR(0) ⊂ Vk−1, então a desigualdade acima ainda é válida,
de acordo com o Lema 3.4. Logo,

a0 := sup
u∈A

I(u) ≤ c0|Ω|
2

.

Lembrando que B? = B ∩ Ia? ⊂ B, o Lema 3.7 garante que

b?0 := inf
u∈B?

I(u) ≥ inf
u∈B

I(u) ≥ c0|Ω|
2

.

Logo,
a0 = sup

u∈A
I(u) ≤ b?0 = inf

u∈B?
I(u).

Por fim, o Lema 3.8 nos garante que o funcional I satisfaz a condição de Cerami. Dessa
forma, todas as condições do Teorema A’ são satisfeitas. Logo, para todo ε > 0 temos
que existe u ∈ E \ (−P ∪ P) tal que

I ′(u) = 0 e I(u) ∈

[
b∗0 − ε, sup

(t,u)∈[0,1]×A
I((1− t)u) + ε

]
,

o que implica que u é um ponto crítico do funcional I que muda de sinal, e portanto o
problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

3.2 Um problema ressonante

Nessa seção vamos provar o Teorema 3.2. Considere os conjuntos A e B? como na prova
do Teorema 3.1. Observe que a condição (A1) imposta pelo Teorema A’ é satisfeita pelo
Lema 3.2 e a condição (A2) segue dos mesmos argumentos apresentados anteriormente.
Além disso, os Lemas 3.3 e 3.4 garantem que as condições geométricas para o conjunto
A são satisfeitas, e o Lema 3.7 garante que a condição geométrica para o conjunto B?

é satisfeita. Para concluir a prova do teorema, resta provar que o fucional I satisfaz a
condição de Cerami. Para tanto, seja (un) ⊂ E uma sequência de Cerami para o funcional
I, isto é,

I(un)→ c e (1 + ‖un‖)‖I ′(un)‖ → 0.
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Desse modo, I ′(un)un → 0 quando n→∞, e portanto

2c+ on(1) = 2I(un)− I ′(un)un =

∫
Ω

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx. (3.28)

Usando a limitação em (3.5), temos que

1

2
‖un‖2 = c+ on(1) +

∫
Ω

F (x, un)dx ≤ c+ on(1) +

∫
Ω

Λ0

2
u2
ndx. (3.29)

Suponha, por contradição, que (un) não seja limitada. Logo, a menos de subsequência,
temos que ‖un‖ → ∞ quando n→∞. Definindo

zn :=
un
‖un‖

,

temos que (zn) é um sequência limitada em E. Logo, a menos de subsequência, podemos
supor que zn converge fraco para z em E, forte em L2(Ω) e q.t.p. em Ω. Assim, dividindo
a expresão (3.29) por ‖un‖2 obtemos que

1 ≤ lim
n→∞

∫
Ω

u2
n

‖un‖2
dx =

∫
Ω

z2dx,

o que implica que z 6= 0. Dessa forma, definindo o conjunto

Ω̃ := {x ∈ Ω : z(x) 6= 0},

temos que Ω̃ possui medida positiva. Além disso

|un(x)|2 = |zn(x)|2‖un(x)‖2 →∞, q.t.p. em Ω̃.

Podemos usar a condição (B4) para garantir que, dado M > 0, existe R > 0 tal que

f(x, t)t− 2F (x, t) > M, ∀ x ∈ Ω, |t| > R.

Usando a continuidade de f(x, t)t− 2F (x, t) em Ω× [−R,R], segue que existe C > 0 tal
que

f(x, t)t− 2F (x, t) > −C, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R.

Logo,∫
Ω

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx =

=

∫
Ω\Ω̃

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx+

∫
Ω̃

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx



Seção 3.3 • Problema duplamente ressonante 70

≥ −
∫

Ω\Ω̃
Cdx+

∫
Ω̃

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx

= −C|Ω \ Ω̃|+
∫

Ω̃

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx.

Por fim, usando o Lema de Fatou e a condição (B4), temos que

lim inf
n→∞

∫
Ω

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx ≥

≥ −C|Ω \ Ω̃|+ lim inf
n→∞

∫
Ω̃

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx

≥ −C|Ω \ Ω̃|+
∫

Ω̃

lim inf
n→∞

[f(x, un)un − 2F (x, un)]dx

= +∞,

o que é uma contradição com (3.28). Logo, (un) é limitada, e portanto I satisfaz a
condição de Cerami. Dessa forma, todas as condições do Teorema A’ são satisfeitas e
portanto existe uma solução u que muda de sinal para o problema (P).

3.3 Problema duplamente ressonante

Nessa seção vamos provar o Teorema 3.3. Inicialmente, observe que a condição (A1) é
satisfeita pelo Lema 3.2 e a condição (A2) é verificada de maneira análoga à apresentada
na prova do Teorema 3.1. Além disso, considerando os conjuntos A e B? como definidos na
prova do Teorema 3.1, temos que a condição geométrica do conjunto B? para o Teorema
A’ é satisfeita pelo Lema 3.7 e a condição de Cerami é satisfeita usando um argumento
idêntico ao apresentado na prova do Teorema 3.2. Assim, para aplicarmos o Teorema A’,
resta mostrar que as condições geométricas do conjunto A são satisfeitas para o Teorema
A’. Para isso, precisamos da seguinte

Afirmação 1. I(v)→ −∞ quando ‖v‖ → ∞ para todo v ∈ Vk.

Supondo que a afirmação acima é verdadeira, podemos proceder como na prova dos
Teoremas 3.1 e 3.2 para garantir que todas as condições do Teorema A’ são satisfeitas e,
consequentemente, podemos concluir que o problema (P) possui uma solução que muda
de sinal.

Prova da Afirmação 1. Uma vez que L(x) ≥ λk com L 6≡ λk, podemos usar o Lema
3.17 do Apêndice para garantir que existe δ > 0 tal que

‖v‖2 −
∫

Ω

L(x)v2dx ≤ −δ‖v‖2, ∀ v ∈ Vk. (3.30)
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Além disso, segue de (3.2) que, dado ε > 0, existe R > 0 tal que

L(x)− ε ≤ 2F (x, t)

t2
, ∀ x ∈ Ω, |t| > R,

ou seja,

L(x)
t

2

2

− ε t
2

2

≤ F (x, t), ∀ x ∈ Ω, |t| > R.

Em seguida, podemos usar a continuidade de F em Ω× [−R,R] para concluir que

L(x)
t

2

2

− F (x, t) ≤ ε
t

2

2

+ C, ∀ x ∈ Ω, t ∈ R

Consequentemente, podemos usar a expresão acima, (3.30) e a desigualdade de Poincaré
para obter que

I(v) =
1

2
‖v‖2 − 1

2

∫
Ω

L(x)v2dx+

∫
Ω

(
L(x)

v

2

2

− F (x, v)

)
dx

≤ −δ
2
‖v‖2 +

∫
Ω

(
1

2
εv2 + C

)
dx

≤ ‖v‖2

(
−δ

2
+

ε

2λ1

)
+ C|Ω|.

Tomando ε < δλ1, concluímos que

lim
‖v‖→∞,v∈Vk

I(v) = −∞.

3.4 Problemas com não linearidade do tipo salto no

infinito

Nessa seção apresentamos as provas dos Teoremas 3.4, 3.5 e 3.6. Para isso alguns
lemas são necessários.

Lema 3.9. Para cada par de números a+ e b− no intervalo (λk, λk+1), existem a− < λk

e b+ > λk+1 tais que

‖v‖2 <

∫
Ω

[a+(v+)2 + a−(v−)2]dx, ∀ v ∈ Vk \ {0} (3.31)

e
‖w‖2 >

∫
Ω

[b+(w+)2 + b−(w−)2]dx, ∀ w ∈ V ⊥k \ {0}. (3.32)
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Demonstração. Primeiramente, vamos provar que vale (3.31). Para iso, defina

Σ := {v ∈ Vk : |v|2 = 1}

e
g(v) := ‖v‖2 −

∫
Ω

a+(v+)2dx−
∫

Ω

λk(v
−)2dx.

Como dimVk <∞, segue que o valor

m0 := max
v∈Σ

g(v)

é atingido em algum ponto z ∈ Σ. Dessa forma, usamos a desigualdade variacional em Vk

e o fato que λk < a+ para garantir que

m0 = ‖z‖2 −
∫

Ω

a+(z+)2dx−
∫

Ω

λk(z
−)2dx

= ‖z‖2 −
∫

Ω

λkz
2 +

∫
Ω

(λk − a+)(z+)2dx

≤ 0.

Afirmamos que m0 < 0. De fato, como z 6= 0, note que se

‖z‖2 −
∫

Ω

λkz
2 = 0,

então z é uma autofunção associada a λk. Lembrando que λk > λ1, concluímos que z
muda de sinal. Logo, z+ 6≡ 0 e usando o fato que a+ > λk segue que∫

Ω

(λk − a+)(z+)2dx < 0.

Por outro lado, se ∫
Ω

(λk − a+)(z+)2dx = 0,

então temos que z+ ≡ 0, o que mostra que z não muda de sinal, e portanto

‖z‖2 −
∫

Ω

λkz
2 < 0.

Essas observações mostram que m0 < 0. Assim, para qualquer v ∈ Vk \ {0} podemos
aplicar a função g em v/|v|2 e obter que

‖v‖2 −
∫

Ω

[a+(v+)2 + a−(v−)2]dx ≤ m0|v|22 +

∫
Ω

(λk − a−)(v−)2dx
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= (m0 + λk − a−)|v|22 − (λk − a−)|v+|22
≤ (m0 + λk − a−)|v|22
< 0,

desde que λk +m0 < a− < λk. Tal escolha é possível pois m0 < 0.
Para provar (3.32) defina

Σ̃ := {w ∈ V ⊥k : |w|2 = 1}

e
d0 := inf

w∈Σ̃

(
‖w‖2 −

∫
Ω

λk+1(w+)2dx−
∫

Ω

b−(w−)2dx

)
.

Usando a desigualdade variacional em V ⊥k , temos que para qualquer w ∈ V ⊥k

‖w‖2−
∫

Ω

λk+1(w+)2dx−
∫

Ω

b−(w−)2dx = ‖w‖2−
∫

Ω

λk+1(w)2dx+

∫
Ω

(λk+1−b−)(w−)2dx ≥ 0,

o que implica que d0 ≥ 0. Note ainda que, para mostrarmos (3.32), é suficiente verificar
que d0 > 0. De fato, se d0 > 0, então para qualquer w ∈ V ⊥k \ {0} temos que

‖w‖2 −
∫

Ω

[b+(w+)2 + b−(w−)2]dx ≥ d0|w|22 + (λk+1 − b+)|w−|2

= (d0 + λk+1 − b+)|w|22 − (λk+1 − b+)|v+|22
≥ (d0 + λk+1 − b+)|w|22 > 0,

desde que λk+1 < b+ < λk+1 + d0. Tal escolha é sempre possível se d0 > 0. Para mostrar
que d0 > 0, vamos supor, por contradição, que exista uma sequência (wn) ⊂ V ⊥k com
|wn|2 = 1 tal que

dn := ‖wn‖2 − λk+1

∫
Ω

w2
ndx+

∫
Ω

(λk+1 − b−)(w−n )2dx→ 0.

Logo,
‖wn‖2 ≤ dn + λk+1,

o que mostra que (wn) é uma sequência limitada em E. Assim, a menos de subsequência,
podemos supor que (wn) converge fraco para w em E e forte em L2(Ω). Consequentemente
temos que |w|2 = 1. Em seguida, usando o fato de que a função ‖· ‖2 é fracamente
sequencialmente semicontínua inferiormente, a convergência forte em L2(Ω) e w−n → w−
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em L2(Ω), segue que

0 ≤ ‖w‖2 − λk+1

∫
Ω

w2dx+

∫
Ω

(λk+1 − b−)(w−)2dx ≤ lim inf
n→∞

dn = 0. (3.33)

Por fim, usando a desigualdade variacional em V ⊥k temos que∫
Ω

(λk+1 − b−)(w−)2dx ≤ 0.

Uma vez que b− < λk+1 segue que∫
Ω

(λk+1 − b−)(w−)2dx = 0,

o que implica que w− ≡ 0. Dessa forma, podemos usar essa última observação e novamente
a desigualdade variacional em V ⊥k para garantir que a expressão (3.33) se reduz a

‖w‖2 =

∫
Ω

λk+1w
2dx.

Lembrando que |w|2 = 1, ou seja, w 6≡ 0, podemos usar a igualdade acima para garantir
que w é uma autofunção não negativa associada a λk+1, o que é um absurdo visto que as
autofunções associadas ao autovalor λk+1 mudam de sinal.

Lema 3.10. Suponha que f satisfaz (3.3). Suponha ainda que para cada par de números
a+ e b− no intervalo (λk, λk+1) existam a− < λk e b+ > λk+1 tais que

a± ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ b±, ∀ x ∈ Ω.

Então o funcional I satisfaz a condição de Cerami.

Demonstração. Seja (un) uma sequência de Cerami do funcional I. É suficiente
mostrarmos que (un) é limitada. Argumentando por contradição vamos supor que, a
menos de subsequência, ‖un‖ → ∞ quando n→∞. Definindo

zn :=
un
‖un‖

temos que (zn) é uma sequência limitada em E. Logo, a menos de subsequência, podemos
supor que 

zn ⇀ z, fracamente em E,

zn → z, em L2(Ω),

zn(x)→ z(x), q.t.p. em Ω,

|zn(x)| ≤ Ψ2(x) q.t.p. em Ω e Ψ2 ∈ L2(Ω).

(3.34)
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Definindo
Φn(x) :=

f(x, un)

‖un‖
(3.35)

podemos usar (3.5) para garantir que, para x ∈ Ω fixado, temos que

|Φ(x, un)| ≤ Λ0|zn| ≤ Λ0Ψ2(x), q.t.p. em Ω, (3.36)

e isso mostra que (Φn)n∈N é limitada em L2(Ω). Assim, a menos de subsequência, podemos
supor que

Φn ⇀ Φ, fracamente em L2(Ω). (3.37)

Agora, lembremos que

lim inf
t→±∞

f(x, t)

t
= θ±(x) e lim sup

t→±∞

f(x, t)

t
= ϑ±(x).

Assim, se x ∈ Ω+ = {x ∈ Ω : z(x) > 0}, podemos usar (3.34) para garantir que

lim inf
n→∞

Φn(x) = lim inf
n→∞

f(x, zn‖un‖)
zn‖un‖

zn = z(x)θ+(x)

e
lim sup
n→∞

Φn(x) = lim sup
n→∞

f(x, zn‖un‖)
zn‖un‖

zn = z(x)ϑ+(x).

Observe que, como
lim inf
n→∞

Φn(x) = z(x)θ+(x)

uniformemente para x ∈ Ω+, segue que dado ε > 0, existe n0 > 0 tal que

Φn(x) ≥ z(x)θ+(x)− ε, sempre que n ≥ n0.

Uma vez que Φn ⇀ Φ, podemos usar o Lema 3.18 do Apêndice para garantir que

Φ(x) ≥ z(x)θ+(x)− ε.

Logo,
z(x)θ+(x)− ε ≤ Φ(x) ≤ z(x)ϑ+(x) + ε, q.t.p. em Ω+.

Fazendo ε→ 0 temos que

z(x)θ+(x) ≤ Φ(x) ≤ z(x)ϑ+(x), q.t.p. em Ω+. (3.38)

Por outro lado, se x ∈ Ω− = {x ∈ Ω : z(x) < 0}, então usamos novamente (3.36) para
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garantir que

lim inf
n→∞

Φn(x) = lim inf
n→∞

f(x, zn‖un‖)
zn‖un‖

zn = − lim sup
n→∞

f(x, zn‖un‖)
zn‖un‖

(−zn) = z(x)ϑ−(x).

Logo,
z(x)ϑ−(x) ≤ Φ(x) ≤ z(x)θ−(x), q.t.p. em Ω−. (3.39)

Além disso, note que se x ∈ Ω0 = {x ∈ Ω : z(x) = 0}, então segue de (3.34) e (3.36) que

lim inf
n→∞

Φn(x) = lim sup
n→∞

Φn(x) = 0. (3.40)

Definindo

q(x) :=


Φ(x)

z(x)
, se x ∈ Ω− ∪ Ω+,

0, se x ∈ Ω0,

podemos concluir que

θ+(x) ≤ q(x) ≤ ϑ+(x), q.t.p. em Ω+ (3.41)

e
θ−(x) ≤ q(x) ≤ ϑ−(x), q.t.p. em Ω−. (3.42)

Fixada φ ∈ C∞0 (Ω), temos que

on(1) = I ′(un)φ = 〈un, φ〉 −
∫

Ω

f(x, un)φdx. (3.43)

Dividindo a expressão acima por ‖un‖ obtemos

on(1) = 〈zn, φ〉 −
∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
φdx. (3.44)

Usando a convergência fraca em (3.34) temos que 〈zn, φ〉 → 〈z, φ〉. Note ainda que,

Φn(x)→ 0 q.t.p. em Ω0

e (Φn) é limitada em L2(Ω0). Assim, podemos aplicar o Lema 3.19 do Apêndice para
garantir que

Φn ⇀ 0, em L2(Ω0).

Logo, ∫
Ω

Φn(x)φdx =

∫
Ω−∪Ω+

Φn(x)φdx+

∫
Ω0

Φn(x)φdx
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=

∫
Ω

Φn(x)φχΩ−∪Ω+dx+

∫
Ω0

Φn(x)φdx

−→
∫

Ω

Φ(x)φdx,

quando n→∞. Passando a expressão (3.44) ao limite, obtemos que

0 = 〈z, φ〉 −
∫

Ω

Φ(x)φdx = 〈z, φ〉 −
∫

Ω

q(x)zφdx. (3.45)

Assim, z ∈ E é solução para o problema{
−∆z = q(x)z, em Ω,

z = 0, em ∂Ω.

Escrevendo z = v + w com v ∈ Vk e w ∈ V ⊥k , podemos tomar φ = v − w em (3.45) para
garantir que

‖v‖2 − ‖w‖2 =

∫
Ω

q(x)v2dx−
∫

Ω

q(x)w2dx. (3.46)

Lembrando que
a± ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ b±, q.t.p. em Ω,

podemos usar o Lema 3.9 para obter que

‖v‖2 <

∫
Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx, ∀ v ∈ Vk \ {0} (3.47)

e
‖w‖2 >

∫
Ω

[ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2]dx, ∀ w ∈ V ⊥k \ {0}. (3.48)

Observe que usando (3.41), (3.42) e (3.46)-(3.48), temos que

0 ≤
∫

Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx− ‖v‖2

≤
∫

Ω

q(x)v2dx− ‖v‖2

=

∫
Ω

q(x)w2dx− ‖w‖2

≤
∫

Ω

[ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2]dx− ‖w‖2

≤ 0,

o que implica que ∫
Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx = ‖v‖2 (3.49)
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e ∫
Ω

[ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2]dx = ‖w‖2. (3.50)

Dessa forma, podemos usar as expressões (3.47) e (3.48) mais uma vez, para obter que
v = w = 0, e isso implica que z = 0. Por fim, note que tomando φ = un/‖un‖2 em (3.43)
segue que

on(1) = I ′(un)
un
‖un‖2

= 1−
∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
zn(x)dx = 1−

∫
Ω

Φn(x)zn(x)dx. (3.51)

Como Φn ⇀ Φ em L2(Ω) e zn → 0 converge forte em L2(Ω), então temos que∫
Ω

Φnzndx→
∫

Ω

Φzdx = 0.

Passando a expressão (3.51) ao limite obtemos que 0 = 1. Essa contradição mostra que
(un) é limitada, e portanto o funcional I satisfaz a condição de Cerami.

Agora, estamos prontos para obter a nossa

Prova do Teorema 3.4. Inicialmente, observe que a condição (A1) segue do Lema 3.2
e a condição (A2) é verificada de maneira idêntica à apresentada na prova do Teorema
3.1. No que segue, vamos verificar que as condições (I1), (I2) e (I3) do Teorema B’ são
satisfeitas para os conjuntos B? := B ∩ Ia? , V := Vk−1 e W := V ⊥. Para verificar (I1),
note que pelo Lema 3.4 temos que

I(v) ≤ c0|Ω|
2

, ∀ v ∈ Vk−1,

e tomando α = c0|Ω|/2 mostramos que a condição (I1) é satisfeita. Observe que a condição
(B5) implica na condição (B2). Logo, pelo Lema 3.7 temos que

I(w) ≥ c0|Ω|
2

, ∀ w ∈ B.

Como B? ⊂ B, segue que

I(w) ≥ c0|Ω|
2

, ∀ w ∈ B?,

o que mostra que a condição (I2) é satisfeita. Para verificar a condição (I3), considere
u = sϕk + v, em que v ∈ Vk−1 e s ≥ 0. Usando a condição (B5) temos que

I(u) =
‖u‖
2

2

−
∫

Ω

F (x, u)dx

≤ ‖u‖
2

2

− 1

2

∫
Ω

(
max

{
λk−1u

2, θ+(x)(u+)2 + θ−(x)(u−)2
}
− c0

)
dx.
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Considerando u como definido anteriormente, temos que u ∈ Vk. Assim, podemos usar a
desigualdade (3.31) no Lema 3.9 para garantir que

I(u) ≤ ‖u‖
2

2

−
∫

Ω

[
θ+(x)(u+)2 + θ−(x)(u−)2

]
dx+

c0|Ω|
2

≤ c0|Ω|
2

.

Logo, a condição (I3) é satisfeita. Pelo Lema 3.10, o funcional I satisfaz a condição de
Cerami. Assim, todas as condições to Teorema B’ são satisfeitas. Como consequência,
existe uma sequência (un) ⊂ E \ (−P ∪ P) tal que

I ′(un)→ 0 e I(un) ∈
[
c0|Ω|

4
, c0|Ω|

]
.

Aplicando o Lema 3.10 temos que (un) possui uma subsequência convergente para u.
Denotando ainda por (un) essa subsequência convergente, temos que

I ′(u) = 0 e I(u) ∈
[
c0|Ω|

4
, c0|Ω|

]
.

Afirmamos que u muda de sinal. De fato, note que

on(1) = I ′(un)un = ‖un‖2 −
∫

Ω

f(x, un)undx.

Usando a limitação em (3.4), segue que para todo ε > 0 temos que

‖u+
n ‖2 =

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx+ on(1) ≤ ε|u+
n |22 + C|u+

n |pp + on(1).

No que segue, usamos a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), com 2 < p < 2∗, para concluir que

‖u+
n ‖2 ≤ εD‖u+

n ‖2 + C1‖u+
n ‖p + on(1).

Escolhendo ε > 0 de tal modo que εD < 1, segue que existe δ0 > 0 tal que

0 < δ0 ≤ ‖u+
n ‖p−2 + on(1).

Usando o mesmo argumento acima, mostramos que existe δ1 > 0 tal que ‖u−n ‖p−2 ≥ δ1 > 0.
Como u±n → u±, concluímos que o limite u da sequência un muda de sinal, e portanto o
problema (P) possui uma solução que muda de sinal.

Lema 3.11. Suponha que f satisfaz (3.3). Suponha ainda que as condições (B6)− (B9)
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sejam válidas. Então o funcional I satisfaz a condição de Cerami.

Demonstração. Seja (un) ⊂ E uma sequência de Cerami para o funcional I. Suponha,
por contradição, que (un) não seja limitada. Logo, a menos de subsequência, temos que
‖un‖ → ∞ quando n→∞. Definindo

zn :=
un
‖un‖

temos que (zn) é uma sequência limitada em E. Logo, a menos de subsequência, podemos
supor que 

zn ⇀ z, fracamente em E,

zn → z, em L2(Ω),

zn(x)→ z(x), q.t.p. em Ω,

|zn(x)| ≤ Ψ2(x) q.t.p. em Ω e Ψ2 ∈ L2(Ω).

Definindo
Φn(x) =

f(x, un)

‖un‖

segue que Φn ⇀ Φ em L2(Ω). Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para
concluir que

z(x)θ+(x) ≤ Φ(x) ≤ z(x)ϑ+(x), q.t.p. em Ω+

e
z(x)ϑ−(x) ≤ Φ(x) ≤ z(x)θ−(x), q.t.p. em Ω−.

Definindo

q(x) =


Φ(x)

z(x)
, se x ∈ Ω− ∪ Ω+,

0, se x ∈ Ω0,

podemos concluir que

θ+(x) ≤ q(x) ≤ ϑ+(x), q.t.p. em Ω+

e
θ−(x) ≤ q(x) ≤ ϑ−(x), q.t.p. em Ω−.

Fixada φ ∈ C∞0 (Ω), temos que

on(1) = I ′(un)φ = 〈un, φ〉 −
∫

Ω

f(x, un)φdx. (3.52)
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Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para garantir que

0 = 〈z, φ〉 −
∫

Ω

Φ(x)φdx = 〈z, φ〉 −
∫

Ω

q(x)zφdx.

Escrevendo z = v + w com v ∈ Vk e w ∈ V ⊥k , podemos tomar φ = v − w na expressão
acima e concluir que

‖v‖2 − ‖w‖2 =

∫
Ω

q(x)v2dx−
∫

Ω

q(x)w2dx. (3.53)

Usando as condições (B6), (B7) e a desigualdade variacional em V ⊥k temos que

‖v‖2 ≤
∫

Ω

[
θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2

]
dx, ∀ v ∈ Vk

e
‖w‖2 ≥ λk+1|w|22 ≥

∫
Ω

[
ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2

]
dx, ∀ w ∈ V ⊥k .

Mais uma vez, podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para concluir que∫
Ω

[
θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2

]
dx = ‖v‖2

e ∫
Ω

[
ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2

]
dx = ‖w‖2.

Usando a condição (B7) e a desigualdade variacional em V ⊥k temos que

λk+1|w|22 ≥
∫

Ω

[ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2]dx = ‖w‖2 ≥ λk+1|w|22.

Observe que, se w 6= 0, então w é uma autofunção associada a λk+1 e, podemos usar a
expressão anterior para obter que∫

Ω

(λk+1 − ϑ+(x))(w+)2dx =

∫
Ω

(ϑ−(x)− λk+1)(w−)2dx.

Logo, temos que se w(x) > 0, então ϑ+(x) = λk+1 para todo x ∈ Ω+ e se w(x) < 0, então
ϑ−(x) = λk+1 para todo x ∈ Ω−. Dessa forma, temos que

−∆w = λk+1w = ϑ+(x)w+ − ϑ−(x)w−,

o que contraria a condição (B8). Portanto, devemos ter que w = 0. Logo, a expressão
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(3.53) se reduz a ∫
Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx =

∫
Ω

q(x)v2dx,

o que implica que q(x) = θ+(x) se v(x) > 0 e q(x) = θ−(x) se v(x) < 0. Dessa forma,
temos que

−∆v = q(x)v = θ+(x)v+ − θ−(x)v−.

No entanto, usando a condição (B9) devemos ter que v = 0, o que implica portanto que
z = 0. Por fim, tomando φ = un/‖un‖2 em (3.52) segue que

on(1) = 1−
∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
zn(x)dx = 1−

∫
Ω

Φn(x)zn(x)dx.

Como Φn ⇀ Φ em L2(Ω) e zn → 0 converge forte em L2(Ω), então passamos a expressão
acima ao limite para obter que 0 = 1. Essa contradição mostra que (un) é limitada, e
portanto o funcional I satisfaz a condição de Cerami.

Lema 3.12. Suponha que f satisfaz (3.3). Suponha ainda que as condições (B7)’, (B8)
e (B9)’ sejam válidas. Então o funcional I satisfaz a condição de Cerami.

Demonstração. Seja (un) ⊂ E uma sequência de Cerami para o funcional I. Suponha,
por contradição, que (un) não seja limitada. Logo, a menos de subsequência, temos que
‖un‖ → ∞ quando n→∞. Definindo

zn :=
un
‖un‖

temos que (zn) é uma sequência limitada em E. Logo, a menos de subsequência, podemos
supor que 

zn ⇀ z, fracamente em E,

zn → z, em L2(Ω),

zn(x)→ z(x), q.t.p. em Ω,

|zn(x)| ≤ Ψ2(x) q.t.p. em Ω e Ψ2 ∈ L2(Ω).

Definindo
Φn(x) =

f(x, un)

‖un‖

segue que Φn ⇀ Φ em L2(Ω). Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para
concluir que

z(x)θ+(x) ≤ Φ(x) ≤ z(x)ϑ+(x), q.t.p. em Ω+

e
z(x)ϑ−(x) ≤ Φ(x) ≤ z(x)θ−(x), q.t.p. em Ω−.
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Definindo

q(x) =


Φ(x)

z(x)
, se x ∈ Ω− ∪ Ω+,

0, se x ∈ Ω0,

podemos concluir que

θ+(x) ≤ q(x) ≤ ϑ+(x), q.t.p. em Ω+

e
θ−(x) ≤ q(x) ≤ ϑ−(x), q.t.p. em Ω−.

Fixada φ ∈ C∞0 (Ω), temos que

on(1) = I ′(un)φ = 〈un, φ〉 −
∫

Ω

f(x, un)φdx. (3.54)

Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para garantir que

0 = 〈z, φ〉 −
∫

Ω

Φ(x)φdx = 〈z, φ〉 −
∫

Ω

q(x)zφdx.

Escrevendo z = v + w com v ∈ Vk e w ∈ V ⊥k , podemos tomar φ = v − w na expressão
acima e concluir que

‖v‖2 − ‖w‖2 =

∫
Ω

q(x)v2dx−
∫

Ω

q(x)w2dx.

Lembrando a condição (B7)’, segue que

λk ≤ θ±(x) ≤ ϑ±(x) ≤ λk+1, q.t.p. em Ω.

Podemos usar as desigualdades variacionais em Vk e V ⊥k para obter que

‖v‖2 ≤
∫

Ω

λkv
2dx

=

∫
Ω

λk((v
+)2 + (v−)2)dx

≤
∫

Ω

[θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2]dx, ∀ v ∈ Vk

e

‖w‖2 ≥
∫

Ω

λk+1w
2dx

=

∫
Ω

λk((w
+)2 + (w−)2)dx
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≥
∫

Ω

[ϑ+(w+)2 + ϑ−(w−)2]dx, ∀ w ∈ V ⊥k .

Mais uma vez, podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para concluir que∫
Ω

[
θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2

]
dx = ‖v‖2

e ∫
Ω

[
ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2

]
dx = ‖w‖2.

Usando a condição (B7)’ e a desigualdade variacional em V ⊥k temos que

λk+1|w|22 ≥
∫

Ω

[
ϑ+(x)(w+)2 + ϑ−(x)(w−)2

]
dx = ‖w‖2 ≥ λk+1|w|22.

Observe que, se w 6= 0, então w é uma autofunção associada a λk+1 e, podemos usar a
expressão anterior para obter que∫

Ω

(λk+1 − ϑ+(x))(w+)2dx =

∫
Ω

(ϑ−(x)− λk+1)(w−)2dx.

Logo, temos que se w(x) > 0, então ϑ+(x) = λk+1 para todo x ∈ Ω+ e se w(x) < 0, então
ϑ−(x) = λk+1 para todo x ∈ Ω−. Dessa forma, temos que

−∆w = λk+1w = ϑ+(x)w+ − ϑ−(x)w−,

o que contradiz a condição (B8). Portanto, devemos ter w = 0. Mais uma vez, podemos
usar a condição (B7)’ e a desigualdade variacional em Vk para garantir que

λk|v|22 ≤
∫

Ω

[
θ+(x)(v+)2 + θ−(x)(v−)2

]
dx = ‖v‖2 ≤ λk|v|22.

Note que, se v 6= 0, então v é uma autofunção associada a λk e, podemos usar a expressão
anterior para obter que∫

Ω

(λk − θ+(x))(v+)2dx =

∫
Ω

(θ−(x)− λk)(v−)2dx.

Consequentemente, temos que se v(x) > 0, então θ+(x) = λk para todo x ∈ Ω+ e se
v(x) < 0, então θ−(x) = λk para todo x ∈ Ω−. Dessa forma, temos que

−∆v = λkv = θ+(x)v+ − θ−(x)v−,

o que contradiz a condição (B9)’. Logo, devemos ter v = 0, o que implica que z = 0. Por
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fim, tomando φ = un/‖un‖2 em (3.54) segue que

on(1) = 1−
∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
zn(x)dx = 1−

∫
Ω

Φn(x)zn(x)dx.

Como Φn ⇀ Φ em L2(Ω) e zn → 0 converge forte em L2(Ω), então passamos a expressão
acima ao limite para obter que 0 = 1. Essa contradição mostra que (un) é limitada, e
portanto o funcional I satisfaz a condição de Cerami.

Prova dos Teoremas 3.5 e 3.6. Seguindo a prova do Teorema 3.4, temos que todas as
condições do Teorema B’ são verificadas. Como consequência, conseguimos uma sequência
(un) ⊂ E \ (−P ∪ P) tal que

I ′(un)→ 0 e I(un) ∈
[
c0|Ω|

4
, c0|Ω|

]
.

Aplicando os Lemas 3.11 e 3.12 temos que (un) possui uma subsequência convergente para
u. Denotando ainda por (un) essa subsequência convergente, temos que

I ′(u) = 0 e I(u) ∈
[
c0|Ω|

4
, c0|Ω|

]
.

Procedendo como na prova do Teorema 3.4 mostramos que u muda de sinal. Portanto, o
problema (P) possui uma solução que muda de sinal.



Apêndice

A seguir, apresentamos alguns resultados que facilitam a compreensão do trabalho
desenvolvido nessa dissertação.

Lema 3.13. Sejam A,B ⊂ E conjuntos fechados não-vazios tais que A ∩B = ∅. Então
a aplicação

ϑ(u) =
dist(u,A)

dist(u,A) + dist(u,B)

está bem definida e é localmente Lipschitz.

Demonstração. A fim de verificar que ϑ está bem definida, vamos mostrar que o seu
denominador é sempre positivo. Suponha, por contradição, que dist(u,A)+dist(u,B) = 0.
Como dist(u,A) = 0 e A é um conjunto fechado, temos que u ∈ A, e analogamente, u ∈ B,
o que é um contradição. Logo ϑ está bem definida.

Observe agora que 0 ≤ ϑ ≤ 1, ϑ ≡ 1 em B e ϑ ≡ 0 em A. Além disso, note que dado
um conjunto C ⊂ E, a função distância u 7→ dist(u,C), com v ∈ E, é Lipschitz. De fato,
sejam u, v ∈ E. Para todo w ∈ C, usamos a desigualdade triangular para obter

‖u− w‖ ≤ ‖u− v‖+ ‖v − w‖.

Tomando o ínfimo em w ∈ C dos dois lados da desigualdade, obtemos

dist(u,C) ≤ ‖u− v‖+ dist(v, C),

ou seja,
dist(u,C)− dist(v, C) ≤ ‖u− v‖.

Analogamente, obtemos

dist(v, C)− dist(u,C) ≤ ‖u− v‖.
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Logo,
|dist(u,C)− dist(v, C)| ≤ ‖u− v‖,

e isso mostra que a função distância é Lipschitz.
Agora, fixe u ∈ E. Como dist(u,A) + dist(u,B) > 0 e a função distância é contínua,

pois é lipschitziana, então existe uma vizinhança Vu de u tal que dist(v, A) + dist(v,B) ≥
1
Ku

> 0, para todo v ∈ Vu e para alguma constante Ku > 0. Sendo assim, para quaisquer
v, w ∈ Vu obtemos

|ϑ(v)− ϑ(w)| =

∣∣∣∣∣ dist(v,A)

dist(v, A) + dist(v,B)
− dist(w,A)

dist(w,A) + dist(w,B)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ dist(v, A)dist(w,B)− dist(w,A)dist(v,B)

[dist(v,A) + dist(v,B)][dist(w,A) + dist(w,B)]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣dist(w,B)[dist(v,A)− dist(w,A)] + dist(w,A)[dist(w,B)− dist(v,B)]

[dist(v,A) + dist(v,B)][dist(w,A) + dist(w,B)]

∣∣∣∣∣
≤ dist(w,B)|dist(v,A)− dist(w,A)|+ dist(w,A)|dist(w,B)− dist(v,B)|

[dist(v, A) + dist(v,B)][dist(w,A) + dist(w,B)]

≤ ‖v − w‖[dist(w,B)− dist(w,A)]

[dist(v, A) + dist(v,B)][dist(w,A) + dist(w,B)]

=
‖v − w‖

[dist(v,A) + dist(v,B)]

≤ Ku‖v − w‖.

Portanto, ϑ é localmente Lipschitz.

O seguinte lema pode ser encontrado em [6, Teorema 1] ou ainda em [11, Teorema 4.1].

Lema 3.14. Sejam E um espaço de Banach,M⊂ E um subconjunto convexo fechado e
H :M→ E uma aplicação localmente Lipschitz tais que

lim
λ→0+

dist(u+ λH(u),M)

λ
= 0, ∀ u ∈M.
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Então para algum u0 ∈M dado, existe δ > 0 tal que o problema de valor inicial
dϕ(t, u0)

dt
= W (ϕ(t, u0))

ϕ(0, u0) = u0,

possui única solução ϕ(t, u0) definida em [0, δ). Além disso, ϕ(t, u0) ∈ M para todo
t ∈ [0, δ).

Lema 3.15. Suponha que as condições (B0) e (B1) sejam válidas. Suponha ainda que
f satisfaz (3.1), (3.2) ou (3.3) com as funções limites em L∞(Ω). Então o funcional I
associado ao problema (P) é de classe C1 em H1

0 (Ω) com

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx, ∀ u, v ∈ H1
0 (Ω).

Além disso, definindo

J(u)v :=

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ u, v ∈ H1
0 (Ω),

temos que J é um operador compacto.

Demonstração. Inicialmente, definindo

J0(u) :=
‖u‖
2

2

, ∀ u ∈ H1
0 (Ω),

vamos mostrar que J0 e J são de classe C1 em H1
0 (Ω), e portanto I ∈ C1(H1

0 (Ω),R). É
suficiente mostrarmos a existência da derivada de Gâteaux. Para tanto, dado u ∈ H1

0 (Ω),
para cada v ∈ H1

0 (Ω) temos que

lim
t→0

J0(u+ tv)− J0(u)

t
=

1

2
lim
t→0

‖u+ tv‖2 − ‖u‖2

t

=
1

2
lim
t→0

[2〈u, v〉 − t‖v‖2]

= 〈u, v〉,

em que 〈·, ·〉 é o produto interno em H1
0 (Ω). Isso mostra que a derivada de Gâteaux para

J0 existe e é dada por
J ′0(u)v = 〈u, v〉.

Para mostrar a continuidade, considere (un) ⊂ H1
0 (Ω) com un → u em H1

0 (Ω). Dado
ε > 0 e v ∈ H1

0 (Ω) com ‖v‖ ≤ 1, temos que, para n suficientemente grande,

|(J ′0(un)− J ′0(u))v| = |J ′0(un − u)v|
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= |〈un − u, v〉|

≤ ‖un − u‖‖v‖

≤ ε,

o que implica que

‖J ′0(un)− J ′0(u)‖H1
0 (Ω)′ = sup

v∈H1
0 (Ω),‖v‖≤1

|(J ′0(un)− J ′0(u))v| ≤ ε.

Logo,
‖J ′0(un)− J ′0(u)‖H1

0 (Ω)′ → 0,

quando n→∞, o que mostra que J ′0 é contínuo e portanto J0 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Para a segunda parte, fixados u, v ∈ H1
0 (Ω) e t ∈ [0, 1], segue do Teorema do Valor

Médio que
F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
= f(x, u+ θtv)v,

em que F (x, s) =
∫ s

0
f(x, y)dy. Vamos provar que f(x, u + θtv)v é limitada por uma

função em L1(Ω). Para tanto, note que (3.4) implica que

|f(x, u+ θtv)v| ≤ c1|u+ θtv||v|+ c2|u+ θtv|p−1|v|.

Usando a desigualdade de Young com expoentes p e p′, temos que

|u+ θtv|p−1|v| ≤ |u+ θtv|p′(p−1)

p′
+
|v|p

p

≤ 2p−1(|u|p + |θt|p|v|p)
p′

+
|v|p

p

= c3|u|p + c4|v|p ∈ L1(Ω).

Logo,
|f(x, u+ θtv)v| ≤ g(x) ∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que

lim
t→0

∫
Ω

F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
dx = lim

t→0

∫
Ω

f(x, u+ θtv)vdx

=

∫
Ω

lim
t→0

f(x, u+ θtv)vdx

=

∫
Ω

f(x, u)vdx.
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Lembrando que

J(u)v =

∫
Ω

f(x, u)vdx, ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

segue que J é um operador linear e

|J(u)v| =
∣∣∣∣∫

Ω

f(x, u)vdx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f(x, u)v|dx

≤
∫

Ω

(c1|u|+ c2|u|p−1)|v|dx

≤ c1|u|p′ |v|p + c2|u|p−1
p′ |v|p.

Usando a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), temos que

|J(u)v| ≤ c3‖v‖, ∀ u ∈ H1
0 (Ω),

o que mostra que J(u) ∈ Lp(Ω)′.
No que segue, vamos mostrar que J é contínua em u. Para isso, seja (un) ⊂ H1

0 (Ω) tal
que un → u em H1

0 (Ω). Usando a desigualdade de Hölder e a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω),

segue que

|(J(un)− J(u))v| =
∣∣∣∣∫

Ω

(f(x, un)− f(x, u))vdx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)||v|dx

≤ |f(x, un)− f(x, u)|p′ |v|p
≤ c4|f(x, un)− f(x, u)|p′‖v‖.

Note ainda que, para cada u ∈ Lp(Ω) temos que f(x, u(x)) é contínua em Lp
′
(Ω). Assim,

dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

|(J(un)− J(u))v| ≤ ε‖v‖, sempre que n ≥ n0.

Logo,

lim
n→∞

‖J(un)− J(u)‖H1
0 (Ω)′ = lim

n→∞
sup
‖v‖6=0

|(J(un)− J(u))v|
‖v‖

= 0,

o que implica que J é contínuo em u. Como J0 ∈ C1(H1
0 (Ω),R) concluímos que

I ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Por fim, vamos mostrar que J é compacto. Seja (un) um sequência limitada. Logo, a
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menos de subsequência, temos que

un → u, em Lp(Ω).

Como f(x, un) converge para f(x, u) em Lp
′
(Ω) e o operador J é linear e limitado, segue

dos argumentos anteriores que
J(un)→ J(u),

o que implica que J é compacto.

Lema 3.16. Seja H um espaço de Hilbert e ∅ 6= M ⊂ H um subconjunto convexo fechado.
Então para cada h ∈ H existe um único elemento m ∈M tal que

‖h−m‖ = min
v∈M
‖h− v‖ = dist(h,M). (3.55)

Além disso, m é caracterizado pela propriedade de que

〈h−m, v −m〉H ≤ 0 ∀ v ∈M. (3.56)

Demonstração. Seja (vn) ⊂M uma sequência minimizante para (3.55), isto é,

dn = ‖h− vn‖ → d = inf
v∈M
‖h− v‖.

Afirmação 1. (vn) é uma sequência de Cauchy.

De fato, pela lei do paralelogramo sabemos que∥∥∥∥a+ b

2

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥a− b2

∥∥∥∥2

=
1

2
(‖a‖2 + ‖b‖2) ∀ a, b ∈ H.

Assim, tomando a = h− vn e b = h− vm segue que∥∥∥∥h− vn + vm
2

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥vn − vm2

∥∥∥∥2

=
1

2
(d2
n + d2

m).

Como vn+vm
2
∈ H temos que

∥∥h− vn+vm
2

∥∥2 ≥ d. Logo∥∥∥∥vn − vm2

∥∥∥∥2

≤ 1

2
(d2
n + d2

m)− d2,

o que implica que
lim

n,m→∞
‖vn − vm‖ = 0.

Portanto, (vn) converge para algum elemento m ∈M com d = ‖h−m‖.
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A seguir, mostramos a equivalência entre (3.55) e (3.56). Suponha que m ∈M satisfaz
(3.55) e considere m ∈M . Por M ser convexo temos que

v = (1− t)m+ tm ∈M, ∀ t ∈ [0, 1].

Logo
‖h−m‖ ≤ ‖h− [(1− t)m+ tm]‖ = ‖(h−m)− t(m−m)‖,

e daí
‖h−m‖2 ≤ ‖h−m‖2 − 2t〈h−m,m−m〉H + t2‖m−m‖2,

o que implica que 2〈h −m,m −m〉H ≤ t‖m −m‖2 para todo t ∈ [0, 1]. Fazendo t → 0

obtemos (3.56).
Reciprocamente, suponha que m satisfaz (3.56). Então temos que

‖m− h‖2 − ‖v − h‖2 = 2〈h−m, v −m〉H − ‖m− v‖2 ≤ 0 ∀ v ∈ H,

o que implica que vale (3.55).
Para a unicidade, suponha que existam m1 e m2 satisfazendo (3.56). Assim, temos

que
〈h−m1, v −m1〉H ≤ 0 ∀ v ∈M (3.57)

e
〈h−m2, v −m2〉H ≤ 0 ∀ v ∈M. (3.58)

Tomando v = m2 em (3.57) e v = m1 em (3.58) segue que

〈m1 −m2,m1 −m2〉H = 〈m1 − h+ h−m2,m1 −m2〉H
= 〈m1 − h,m1 −m2〉H + 〈h−m2,m1 −m2〉H
≤ 0,

o que mostra que m1 = m2.

Lema 3.17. Suponha C ∈ L∞(Ω) é tal que C(x) > λk para todo x ∈ Ω. Então existe
δ > 0 tal que

‖v‖2 −
∫

Ω

C(x)|v|2dx ≤ −δ‖v‖2, ∀ v ∈ Vk.

O resultado ainda vale se C(x) ≥ λk e C 6≡ λk.

Demonstração. Defina

g(v) := ‖v‖2 −
∫

Ω

C(x)|v|2dx
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e considere o conjunto
Σ := {v ∈ Vk : ‖v‖ = 1}.

Como dimVk <∞ segue que existe algum v ∈ Σ tal que

max
v∈Σ

g(v) = g(v).

Usando a desigualdade variacional em Vk segue que

g(v) ≤
∫

Ω

[λk − C(x)]v2dx ≤ 0, ∀ v ∈ Σ.

Afirmação 1. g(v) < 0.

Suponha, por contradição, que g(v) = 0. Assim, usando a desigualdade variacional
em Vk obtemos que

0 = ‖v‖2 −
∫

Ω

C(x)|v|2dx ≤
∫

Ω

(λk − C(x))|v|2dx ≤ ‖u‖2 − λk|u|22 ≤ 0.

Logo ∫
Ω

(λk − C(x))|v|2dx = 0, (3.59)

o que implica que v = 0, de onde segue a contradição com o fato de que ‖v‖ = 1. Portanto,
existe δ > 0 tal que g(v) < −δ. Em seguida, aplicando a função g em v/‖v‖ concluímos
que

‖v‖2 −
∫

Ω

C(x)|v|2dx ≤ −δ‖v‖2, ∀ v ∈ Vk.

No caso em que C(x) ≥ λk e C 6≡ λk a expressão (3.59) implica que v = 0 em todo o
conjunto {x ∈ Ω : C(x) > λk}. Dessa forma, v é uma λk-autofunção que se anula em um
conjunto de medida positiva. Como v ∈ (−∆ + λkId), o príncipio da continuação única
nos garante que v = 0. A prova agora é igual a anterior.

Lema 3.18. Seja (fn) uma sequência de funções mensuravéis tais que fn ≥ 0. Se fn ⇀ f

em L2(Ω), então f ≥ 0.

Demonstração. Observe que

0 ≤
∫

Ω

fnf
−dx = 〈fn, f−〉L2(Ω) → 〈f, f−〉L2(Ω) =

∫
Ω

ff−dx.

Logo,

0 ≤
∫

Ω

ff−dx = −
∫

Ω

(f−)2dx.
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Como f− ≥ 0, devemos ter ∫
Ω

(f−)2dx = 0,

o que implica que f− ≡ 0. Portanto, f = f+ ≥ 0.

O seguinte resultado pode ser encontrado em [18, Lema 4.8].

Lema 3.19. Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e considere (fn) ⊂ Lp(Ω). Se (fn) é
limitada em Lp(Ω) e fn(x)→ f(x) q.t.p. em Ω, então fn ⇀ f em Lp(Ω).
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