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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de pontos criticos que mudam de sinal para
uma classe de funcionais definidos em espacos de Hilbert. Na prova dos resultados usamos
Teoria de Enlace. Como aplicagao, obtemos solu¢oes que mudam de sinal para o problema

—Au = f(z,u), em
(P) { U 0, em OS2,

em que 2 C RY é um dominio limitado com fronteira suave e medida finita, e f &
assintoticamente linear no infinito.
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Abstract

In this work, we study the existence of sign-changing critical points to a class of
functionals defined on Hilbert spaces. For the proof of the results we use Linking Theory.
As applications we obtain sign-changing solutions for the problem

—Au = f(z,u), inQ,
(P) { u = 0, on 0f),

where Q C RY is a bounded domain with smooth boundary and finite measure, and f is
asymptotically linear at infinity.
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Introducao

Solugoes que mudam de sinal para equagoes elipticas nao lineares tém atraido muito
a atencao nos ultimos 20 anos. Um das razoes para esse fato é que elas aparecem
naturalmente em modelos mateméticos da Fisica e da Biologia.

Por exemplo, na Biologia podemos citar as solugoes de sistemas que modelam a
estabilidade entre duas espécies que competem entre si. Quando os parametros de
interacao tendem ao infinito, as solugoes para o sistema apresentam um fenémeno de
agregacao. Em particular, se a equacao limite possui solucao que muda de sinal nao
degenerativa, entao os limites das duas componentes da solugao positiva do sistema
possuem suporte disjuntos que sao os fechos de dominios nodais de solugoes que mudam
de sinal.

Na Fisica, podemos citar as solugoes de sistemas que aparecem no estudo de
ondas estacionarias em uma mistura de condensados do tipo Bose-Einstein em dois ou
mais diferentes estados hiperfinos. Além disso, destacamos um interessante ponto de
investigagao que consiste na estabilidade de Equacoes de Schrodinger nao lineares.

As estruturas de solu¢bes que mudam de sinal sao mais ricas do que as estruturas
de solugoes positivas e negativas para equacgoes elipticas lineares e nao lineares. Por
exemplo, considerando o problema de autovalor de operadores elipticos de segunda ordem
em um dominio limitado com condicao de fronteira nula, observamos que as autofungoes
associadas aos autovalores distintos do primeiro possuem a propriedade de mudar de sinal.

Em comparacao com as solugoes positivas e negativas, as solugoes que mudam de sinal
possuem propriedades qualitativas mais delicadas. Assim, o seu estudo mostra-se como
um interessante desafio matematico.

Nos tltimos 20 anos, varios métodos foram desenvolvidos no estudo de solugoes que
mudam de sinal para equacoes diferenciais parciais elipticas lineares e nao lineares.
Na verdade, o estudo de tais solugoes tem estimulado o desenvolvimento de novas e
sofisticadas técnicas no Célculo das Variagoes e na Teoria dos Pontos Criticos. Dentre
elas, destacamos os métodos baseados na técnica da variedade de Nehari, na Teoria de

Morse e na Teoria de Enlace (em inglés “ Linking”).
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Neste trabalho, usamos a Teoria de Enlace para obter solugoes que mudam de sinal

para o problema

—Au = f(xz,u), em
u = 0, em 02,

em que 2 C RY é um dominio limitado com fronteira suave, e f é assintoticamente linear
no infinito.

Sob certas condicoes sobre f, varios autores mostraram a existéncia de solu¢oes nao
triviais. Durante os tltimos anos, o problema (P) tem sido amplamente investigado na
direcao de mostrar a existéncia de uma solucao que muda de sinal. Existe na literatura
uma vasta lista de trabalhos nessa linha de pesquisa.

Usando a Teoria do Grau, Hofer em [15] mostrou a existéncia de uma solugao que muda
de sinal para uma classe de fungdes f. Considerando f com crescimento superlinear e
subcritico no infinito, Bartsch et al |3, 4] usaram argumentos de enlace e do tipo Morse
para mostrar que o problema (P) possui uma solu¢do que muda de sinal. A Teoria de
Ljusternik-Schnirelmann foi estabelecida em Li e Wang [16] para o estudo de solugoes que
mudam de sinal associado a um funcional par. Alguns teoremas do tipo enlace também
foram obtidos em espagos de Hilbert parcialmente ordenados. Em 2007, Liu e Wang [17]
mostraram a existéncia de solucoes que mudam de sinal para os casos em que f tem
crescimento sublinear, critico e subcritico no infinito.

Considerando o caso em que 2 = RY a questdo de existéncia de uma tal solucdo é
mais delicada. De fato, uma dificuldade é a perda de compacidade, ou seja, a imersao
H'(RY) < LP(RY) com 2 < p < 2* ndo é compacta. Nessa diregio destacamos os
trabalhos de Zou [32, 33] no qual o autor utiliza Teoria de Enlace e o de Bartsch e Wang
[3], em que os autores construiram uma série de problemas de Dirichlet na bola e entao
expandiram a bola para todo o espaco.

Este trabalho esté baseado principalmente em Zou [31]. No que segue, apresentamos
a estrutura da dissertagao, ressaltando os principais resultados por secao.

No Segao 1.1, apresentamos a defini¢ao de Schechter-Tintarev [23] para enlace entre
certos conjuntos que ¢ adotada neste trabalho. Destacamos que ao longo do século XX,
outras defini¢coes foram apresentadas, das quais gostariamos de destacar os trabalhos de
Brézis e Nirenberg [7], Rabinowitz [19], Silva [28] e Willem [30]. No entanto, existiam
algumas desvantagens nas definigoes anteriores, se comparada com a defini¢gao de Shechter-
Tintarev. Ressaltamos ainda que, Schetcher e Zou nos trabalhos |25, 26| apresentaram
uma outra definicao de enlace mais geral na qual inclui a classe de todos os conjuntos que
formam um enlace segundo a definicao de Schetcher-Tintarev, isto é, existem conjuntos

que enlacam no sentido de Schetcher-Zou e no entanto, nao enlacam no sentido de
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Schetcher-Tintarev.

Na Secao 1.2, apresentamos alguns exemplos de conjuntos que enlacam. Para mais
exemplos, recomendamos a leitura dos trabalhos de Schetcher |20, 21, 22| e Schetcher e
Zou [25].

Na Se¢ao 2.1, obtemos uma relagao entre a teoria abstrata de enlace e os pontos criticos
que mudam de sinal para uma classe de funcionais de classe C' definidos em espacos de
Hilbert. Mais precisamente, provamos os Teoremas A e B. Destacamos que, devido a
quantidade de defini¢oes que sao necessarias para a compreensao destes teoremas, nao os
apresentamos nesse momento, mas no Capitulo 2. Na Secao 2.2, conseguimos variagoes
dos resultados obtidos na Sec¢ao 2.1, a saber os Teoremas A’ e B’.

Estes resultados abstratos sao aplicados no Capitulo 3, onde obtemos soluc¢oes que
mudam de sinal para o problema (P), em que algumas condigdes sobre f sao impostas.

No que segue, apresentamos algumas condigoes.
(BO) f:Q xR — R & continua;

(B1) f(z,t)t >0 parax € Q, t e R, e

x,t
lim M = 0, uniformemente para x € €Q;
t—0 t

Estamos interessados no caso em que f é assintoticamente linear no infinito, isto ¢,

G
Jim T = k().
Vamos considerar trés situacoes distintas.
o flxt) o flat) ,

t£+moo = Be(x) e tlgf_noo = B-(x); (1)
lim inf f(z,) = L(z) e limsup fa.t) K(z); (2)

[t| =00 |t]—00 t
lim inf f(,t) :=0.(x) e limsup f(z,) =04(x), (3)
t—Foo t—+o0 t

uniformemente para x € ().
Seja
O<)\1<>\2<...<)\k<...
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a sequéncia de autovalores distintos para o problema de autovalores

—Au = MAu, em ),
u = 0, em 0.

No que segue, consideramos ainda a condigao

(B2) existe ¢y > 0 tal que

F(z,t) = [ f(x,s)ds> )\k_th—— VzeQ teR.

Usando a imersao Hj(2) < LP(2), com 2 < p < 2*, obtemos uma constante A, > 1
tal que
ul, < Apllull, ¥V u € Hy().

Veremos no Capitulo 3 que considerando « € (0, 1) satisfazendo

1 N -2 e}
Z=(1- A =
obtemos uma constante ¢, > 1 tal que
[ulp < cpllull®fuly™, ¥ u € Hy().

Além disso, supondo que as condigoes (B0) e (B1) sao validas, e f satisfaz (1), (2) ou (3),

veremos que existe D, > 1 tal que
AL, 2 »
[F(z,t)] < TP+ Dyt Y2eq teR,

em que 2 < p < 2.

Em todos os nossos resultados consideramos a seguinte condigao

(B3) sejam A, ¢, e D, definidos como acima. Considerando

. 1—a)(p—2 11—« . 1 — —
lezmln{)\,(C ) ),)\,(C )}, TQ::mln{64D§,(8Dp) Y 2)}

1
A =min{ ——, (4A20(p_2))_1/(p_2) ,
P {4A§C](Dp—2) pCp

entao supomos que
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em que ¢y ¢ dado na condigao (B2).
Na Secao 3.1, provamos o seguinte resultado de nao ressonancia.

Teorema 3.1. Suponha que as condi¢oes (BO) — (B3) sejam vdlidas e que f satisfaz (1)
com

M < Ba(x) < Ngyr, Ve

Se fi(x) < A1 para todo x € Q ou f_(x) < Agy1 para todo x € ), entdo o problema

(P) possui uma solugao que muda de sinal.

Na Secao 3.2, considerando uma hipétese adicional sobre f, permitimos que o problema
seja ressonante, isto é, que um dos limites assintoticos coincide com um autovalor. A
hipotese adicional é a condi¢ao de nao-quadraticidade, introduzida por Costa e Magalhaes

em [10], a saber

(B4) vale o seguinte limite

lim (f(z,t)t —2F(z,t)) =00, Vax €.

[t| =00

Teorema 3.2. Suponha que as condi¢oes (BO) — (B4) sejam vdlidas e que f satisfaz (1)
com

)\k<ﬁi(l‘), Vz e
Entao o problema (P) possui uma solugao que muda de sinal.
Na Secao 3.3, obtemos o seguinte resultado de dupla ressonéncia.

Teorema 3.3. Suponha que as condigoes (B0) — (B4) sejam vdlidas e f satisfaz (2) com
A < L(z) < K(2) < Mg, Vel

Se L # A, entdo o problema (P) possui uma solugdo que muda de sinal.

Vamos denotar por Vi, C Hj () o seguinte subespago
Vi == Ker(—A — \1d) & ... & Ker(—A — A\gId),

em que k > 1 é um nimero natural. Na Secao 3.4 fazemos uso das seguintes condicgoes:

(B5) existe ¢p > 0 tal que

2F (x,t) > max{\, 12,0, ()t +0_(2)(t)*} —co, VT €EQ tER,
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(B6)
[v|* < /Q[9+<£L’)(U+)2 +0_(z)(v7)Ydr, Y wvE Vi

(B7) 19:|:(ZL’) < >\k+17 Ve Q;
(B7)7 A < Oi(x) < 19:&(1‘) < >\k+17 Ve

(B8) nenhuma autofungao associada ao autovalor Az, satisfaz

—Au =9 (x)u" —I9_(x)u;

(B9) nao existe fungao em Vj \ {0} que satisfaga

—Au =0, (z)ut —0_(x)u;

(B9)’ nenhuma autofungao associada a \; satisfaz

—Au=0,(x)ut —0_(z)u".

A seguir, apresentamos os principais resultados obtidos na Secao 3.4.

Teorema 3.4. Suponha que as condigoes (B0), (B1l), (B3) e (B5) sejam wvdlidas e f
satisfaz (3). Suponha ainda que para cada par de nimeros ay e b_ no intervalo (Mg, A1)

existam a_ < A\, e by > Mgy tais que
ax < Oi(r) < Vi(x) <bs, Vze

Entao o problema (P) possui uma solugdo que muda de sinal.

Teorema 3.5. Suponha que as condigoes (B0), (B1), (B3) e (B5) — (B9) sejam vdlidas e

f satisfaz (3). Entao o problema (P) possui uma solugdo que muda de sinal.

Teorema 3.6. Suponha que as condigées (B0), (B1), (B3), (B5), (B7)’, (B8) e (B9)’
sejam vdlidas e f satisfaz (3). Entao o problema (P) possui uma solu¢iao que muda de
sinal.

Os resultados de existéncia para os Teoremas 3.4 — 3.6 s@o conhecidos (c.f. Berestycki
e deFigueiredo [5], Cac [8], Furtado et al [12, 13| e Habets [14]). No entanto, nesses

trabalhos o sinal das solugoes nao foi determinado.




Capitulo

1

O concelto de enlace

Uma maneira classica de obter pontos criticos para um determinado funcional I é
procurar pelos candidatos naturais, ou seja, os pontos de maximo ou minimo. Isto é
possivel desde que o funcional seja limitado superiormente ou inferiormente. No entanto,
quando nao nos deparamos com essa situagao, nao existe uma maneira padrao para
encontrarmos os pontos criticos.

Uma ideia que se mostrou bastante eficaz para abordar essa questao foi a teoria de
enlace (em inglés “linking”’). Ao longo do século XX, foram apresentadas varias definigbes
de enlace entre certos conjuntos, das quais gostariamos de destacar aquelas apresentadas
em Brézis e Nirenberg 7], Rabinowitz [19], Schechter e Tintarev 23], Silva [28] e Willem
[30].

Neste capitulo, apresentamos o conceito de enlace introduzido por Shechter e Tintarev
[23], visando estabelecer uma relagao entre a teoria classica de enlace e a mudanga de sinal
dos pontos criticos de um determinado funcional. Além disso, apresentamos algumas
condicoes para encontrarmos uma estrutura de enlace entre conjuntos.

Ao longo do capitulo, o conjunto F denota um espaco de Hilbert com o produto interno

(-,+) e a norma associada ||- ||.

1.1 A definicao de Schechter-Tintarev

Definimos o conjunto ¢ de tal maneira que os seus elementos I' € & devem satisfazer

as seguintes propriedades:
(P2) T'(0,-) =1d, em que Id : E — E é a aplicacao identidade;

(P3) T'(t,-) ¢ um homeomorfismo de F em F para cada t € [0,1);
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(P4) existe zg € E tal que I'(1, z) = zo, para todo = € E}

(P5) I'(t,z) — x¢ quando t — 1, uniformemente em subconjuntos limitados de E.

Note que o conjunto ® é nao-vazio, pois a aplicagao I' : [0,1] X E — E definida por
['(t,x) = (1 — t)z pertence a P.

Definimos abaixo o conceito que sera chave para os resultados deste trabalho.

Definigao 1.1 (Schechter-Tintarev [23]). Sejam A, B C E. Dizemos que A enlagca B se
ANB =@ e, para cada I' € O, eziste t € [0,1] tal que I'(t, A) N B # .

Nas defini¢oes anteriores de enlace, de uma maneira geral, o conjunto A precisava ser
compacto e ser a fronteira de uma variedade M. Os matematicos diziam que A enlagava
B se

ANB =g,
e para toda aplicagao ¢ de M em E que restrita a A coincide com a identidade, tivéssemos
»(A)N B # @.

Existem algumas desvantagens com respeito a essa definicao. Primeiro, é necessario
que A seja compacto e, além do mais, que seja a fronteira de uma variedade. Segundo, o
enlace vai depender da variedade M. Por fim, nao existe a garantia de que em espagos
de dimensao infinita exista a possibilidade de simetria, ou seja, se A enlaga B, entao B
enlaca A. Assim, a classe de conjuntos que poderiam ser enlagados segundo essa defini¢ao
é mais restrita.

Em seguida, apresentamos um resultado que ¢ de grande utilidade para garantir o

enlace entre certos tipos de conjuntos.

Proposigao 1.2. Sejam H € C(E,RY), Q C RY um aberto limitado, e Q C E tal que
H= H|q ¢ um homeomorfismo de Q em Q. Se p € Q, entdo ﬁ_l((?Q) enlaca o conjunto

H(p).

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que f[‘l(aQ) nao enlaga o conjunto H~!(p).
Observando que H ¢ um homeomorfismo de Q em Q, e lembrando que homeomorfismos

preservam pontos interiores, obtemos que se p € €, entao
H Y00 NH (p) = 2.
Nessas condigoes, existe [' € ® tal que

I(t, H(0Q)NH (p) =2, VYtelo1] (1.1)
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o que implica que

HT @t H Y0 n{p} =2, Vtel0,1] (1.2)

De fato, se nao fosse assim, entao p € H(I'(to, H (0R))) para algum t, € [0,1]. Assim,
T (to, H™1(09)) N H™(p) # @, e obterfamos uma contradigio com (1.1).
Em seguida, seja

O(t):=Hol(t,-)oH " (1.3)

Usando a continuidade de H e I', junto com o fato de H ser um homeomorfismo, obtemos
que O(t) € C(Q,RY) para cada t € [0,1]. Além do mais,

O0)=Hol(0,-)oH'=HoH "' =1Id em €.
Como I' € ®, segue que existe xg € F tal que I'(1, F) = z. Observe que H(xq) # p pois,
se fosse o contrario, teriamos

@ # H(wo) N {p} = HT(1, H(02))) n{p} = 2,
o que é um absurdo. Logo

Oz =HTQ1,H  (z) =H(zo) #p, Vel

Dessa forma, estd bem definido o grau topolégico de Brouwer para a triade (©(t), €2, p).
Uma vez que ©(0) = Id e p € 2, podemos usar (1.2) e a invaridncia por homotopia para

obter
deg(©(1), €2, p) = deg(0(0), 2, p) =1,
e concluir que a equacao ©(1)x = p possui uma solugdo x € Q. Porém, ©O(1)x # p, e

portanto obtemos uma contradicao. Isso implica que H ~1(0R) enlaga H'(p). O

Um problema na Definigao 1.1 que ainda permanece, se comparada com as versoes
antigas, é que em espagos de dimensao infinita nao temos o sentido de simetria para o
enlace entre conjuntos, ou seja, se A enlaca B, entao B enlaga A. No entanto, sob certas

condicoes podemos contornar essa situacao. E isso o que garante nossa proxima

Proposicao 1.3. Sejam A, B C E fechados e limitados com E\ A conexo por caminhos.
Se A enlaca B, entao B enlaca A.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradicao, que B nao enlaca A. Dessa forma, como
AN B =g, existe I' € ® tal que

I'(t,B)NA=g@, Ytelo1]. (1.4)
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Usando (P4) existe zg € E tal que I'(1, E) = {x¢}, e dai g ¢ A (pois se fosse o contrario
como B C FE, terfamos que a interse¢ao em (1.4) seria nao vazia). Por A ser fechado e
limitado, podemos assumir que A C m, em que m é a bola fechada no espaco
E centrada em xy. Sendo E \ A conexo por caminhos, existe um caminho 7 ligando o

ponto xy ¢ A ao ponto x; ¢ Bgr(zo). Considere

2¢e := min{dist(y([0, 1]), A), dist(z1, Br(zo))} > 0. (1.5)

Como I'(1, E) = {zo} e I' ¢ continua na primeira variavel, podemos escolher ¢, € [0,1)

suficientemente proximo de 1, satisfazendo
I'(to, B) C B-(0). (1.6)

Reparametrize v de tal modo que o caminho seja dado por y(t), to <t <1, y(ty) = xo €
v(1) = 1.

Figura 1.
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Observe que se p € (I(to, B)+7(t)—x0)NA para algum ¢ € [to, 1], entdo p = b+(t)—zg
com b € ['(ty, B) e p € A, e portanto

dist(y([0,1]), 4) < [[y(t) = pll = [Ib = zo]| <,
o que ¢ uma contradigao com (1.5). Logo,

(D(to, B) +7(t) —20) NA =2, Vte [t 1]. (1.7)

Por outro lado, se p € (I'(to, B) +x1 — ) N Br(q), entdo p = b+x; —xo com b € T(ty, B)
e p € Br(xg), e portanto

dist (21, Br(zo)) < || — x| = ||b— w0 <,

e novamente temos uma contradi¢ao com (1.5). Logo,

(F(to, B) +x1 — ZE()) N BR(I'()> = . (18)
Defina
Lyt a) = { [(t,x), se t € [0,to],
[(to, x) —xo +(t), set € [to,1].

Como consequéncia de (1.4) e (1.7), concluimos que I'1(¢, B) N A = @ para todo t € [0, 1].
Lembrando que I' € ®, temos que I'|' estd bem definida. Assim, pelas observacdes

anteriores obtemos que
BNITYt,A) =2, Vtelo1]. (1.9)

Usando (1.8) obtemos que

Ty(1, B) N Brlxo) = 2. (1.10)

Afirmamos que existe I'y € ® tal que I's(t, Br(zo)) C Bgr(zo) para todo t € [0,1]. De
fato, se 0 estda em Bpg(xy), entao tome I's(t,u) = (1 —t)u, e para o caso em que 0 ndo esta

em Bg(xg), entdao basta tomar I'y(t,u) = (1 — t)u + txy. Defina

Lyt ) = rytet, ), setel0,1/2],
T PN L T2t — 1, 1)), set e (1/2,1).

Vamos verificar que I's € ®. Primeiramente, observe que como I'y € &, segue que
['5(0,-) = Id, e em seguida, calculando lim,_,;/o+ I's(Z,-) e, usando o fato que ;! esta
bem definida, obtemos que I's(-,-) € C([0,1] x E, E) e portanto I'y satisfaz (P1). Para
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verificar (P2), use o fato que I' € ® para concluir que
I3(0,-) =T7%0,-) =T"Y0, ) =Id.

A propriedade (P3) é verificada pelo fato de I'y (-, - ) ser um homeomorfismo. Para verificar

(P4) note que, para todo z € E,
[3(1,2) =T7H(1,Ty(1,2)) =T74(1,7) =: &, para algum & € E.

Use a continuidade de I';* e o fato que I'y € ® para obter a validade de (P5), e todas
essas observacoes mostram que I's estd em ®.

Por fim, note que se t € [0, 1/2], entao segue de (1.9) que
BNTIs(t,A) =o.

Além disso, como consequéncia de (1.10) temos que BN I7Y(1, Br(x)) = @, e usando o

fato que A C Bgr(zo) e I'a(t, Br(zo)) C Br(zo) segue que, se t € (1/2,1], entao

BNTs(t,A) = BNT;Y(1,T5([0,1],4)) € BNT{Y(1, Br(x)) = 2.
Portanto, construimos uma aplicacao I's € & com a propriedade de que
BnNTIs(t,A) =2, Vtelo,1],

o que contradiz o fato de que A enlaca B. Essa contradicao mostra que B enlaca A. [

1.2 Alguns exemplos de enlace

Com o objetivo de tornar mais claro a definicao de enlace vista anteriormente,

apresentamos varios exemplos de conjuntos que enlacam.

Lema 1.1. Sejam V,W C E subespacos fechados com E =V & W edimV < co. Sejam
ainda 0 < p < R ewyg € W com |Jwy] =1,

A={u=swg+v:veV,s>0,lul|=R}U[VNBg(0)]

B : =W NoB,(0).

Entao A enlaca B e B enlaca A.
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Demonstra¢ao. Uma vez que k := dimV < oo, podemos identificar V' com o espago

euclidiano RY. Seja
Q:={u=v+swy:veV,s>0,|ul| <R}

e observe que a fronteira de Q em R**! é exatamente o conjunto A.
Para cada u € E, vamos escrever u = v +w com v € V e w € W. Defina a fungao
F:FE — E por

F(u) = Fv+ w) := v + ||w||wy.

Para cada u € () temos que
F(u) = v+ ||swo||lwe = v + swy = u,
ou seja, F 0= Id. Além disso,

F Y pwy) = {u € E: F(u) = pwy}
={ue FE: v+ ||wlw = pwo}
={ueFE:v=0c¢|w|=p}
=WnNoB,(0) = B.

Apos essas observagoes, note que estamos nas condi¢oes da Proposi¢ao 1.2 e portanto
concluimos que A enlaga B. Por outro lado, A e B sao subconjuntos fechados e limitados
de E e, além do mais, £\ A é conexo por caminhos. Portanto, pela Proposi¢ao 1.3, B
enlaca A. m

Lema 1.2. Sejam V,W C E subsespacos fechados com EE =V & W edimV < oco. Se
A:=0Br(0)NV e B:=W, entao A enlaca B.

Demonstracdo. Seja k := dim V e identifique V' com o espaco euclidiano R¥. Defina
M :=Br(0)NV e Q:=M.

Para cada u € E escreva u = v+ w, com v € V,w € W e defina a projecao de E sobre V'
por
F(u)=Flv+w):=wv.

Note que se w € M C V, entdo F(u) = u. Por outro lado, se u € M, entdo existe

(un) C M tal que u,, — u. Usando a continuidade da proje¢ao obtemos que

Uy, = F(u,) — F(u) = u,
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e isso mostra que F‘Q = Id. Além disso,
F'0)={u=v+weE:Flu)=0}={u=v+weE:v=0}=W.

Portanto, segue da Proposicao 1.2 que A enlaca B. O

Lema 1.3. Sejam B C E aberto e A := {a,b} tais que a € B e b ¢ B. Entio A enlaca
0B.

Demonstragao. Considerando I' € @, segue que existe g € F tal que I'(1, F) = zy. Logo,
['(t,a) é uma curva em E ligando o ponto a ao ponto xy. Analogamente, I'(¢,b) é uma
curva em F ligando o ponto b ao ponto xy. Dessa forma, se zy ¢ B, entao I'(t, a) intersecta
0B. Por outro lado, se xg € B, entao I'(,b) intersecta B. Portanto, A enlaga 0B.

E

Figura 2.

Lema 1.4. Sejam V,W C E subespacos fechados com E = V @ W, W = V* e
dimV < oo. Sejam ainda 0 < 6 < R e vg € V tal que ||vo|| = 1. Se

A= 8BR<O> nv

Bi={ueW:|ul| >0} U{u=sv+w:weW,s>0,|ul =d},
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entao A enlaca B.

Demonstragao. Seja QQ = Br(0) NV e decomponha F na seguinte forma
E = ‘7 ) RUO ) w.
Para cada u € E escreva u = v + svg + w, com v € ‘7,w e W,s € R, e defina

U+ (s4+ 68— (62— ||w||>)Y?)vg, se |Jw| <6,
H(u) =9 _
v+ (s+ 9)vo, se |lw| > 9.

Note que H esta bem definida e é continua, pois

lim H(u) =04 (s+6 — (62 = [0|)Y?)vg = T+ (s + 6)wo.

flwll—6-

Seja u € ). Visto que V = Ve Rug, segue que u = v + Svg, e por termos w = 0 na

decomposicao de u, obtemos que
Hu) =7+ (s4+6 — (6% = 0)Y?)vy = 0 + svp = u,

ou seja, H}Q = Id.
Além disso, afirmamos que H '(dvg) = B. De fato, seja u = U + svg + w com

u € H™ ' (0vg). Se ||w| < 6, entdo
T+ (546 — (6% — [Jw]|)?)ve = Svo,

o que implica que ¥ = 0 e s> = §? — ||w||* com s > 0. Usando o fato que ||vo]| = 1 e
W = V1, obtemos que

l|svo + wl|? = (svy + w, svy + w)
= 5°[lvoll* + 2s{vo, w) + [Jwl|*
= fu?

o que mostra que |[svg + w|| = 4. Por outro lado, se ||w|| > 4, entdao v + (s + §)vg = dvy,
edai v = 0e s =0, o que implica que u = w. Essas informagoes nos garantem que
H~'(6vy) = B. Feita todas essas observagoes, perceba que estamos nas condigoes da

Proposi¢ao 1.2 para concluir que A enlaca B. O

Lema 1.5. Sejam V,W C E subespacos fechados com E = V @ W, W = V=+ e
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dimV < co. Sejam ainda 0 < § < Ry e vy € V tal que ||vg]] = 1. Se

A:=0BR(0)NW

B:={u=svp+w:s<0,weW,d<|w|<R}U
U{u =svg+w:weW,s>0,|ul =d},
entao A enlaca B.

Demonstragao. Seja QQ = Br(0) NV e decomponha F na seguinte forma
E=V®Ruy®W.

Para cada u € E escreva u = v + svg + w, com v € V', e defina

Ut (s 40— (82 = [lw][*)"/*)o, se [Jw]] <4,
- -0

H(u) = v+(s+5)vo+‘|g1”—_5(32+1)v0, se & < |jw| < Ry,
U+ (s + s+ 1+ d)vy, se Jw|| > Ry.

Sem muitas dificuldades mostra-se que H esta bem definida e é continua, bastando para
isso analisar H(u) quando |w| — 6% e ||w|| — Rf. Seguindo o mesmo raciocinio
apresentado na demonstragao do Lema 1.4, obtém-se que H | 0= Id e H *(6vy) = B.

Mais uma vez, usando a Proposicao 1.2 concluimos que A enlaca B. O

Proposigao 1.4. Seja 2 C E um aberto limitado e B C ) nao vazio. Entao 0S) enlaca
B.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que 0§ nao enlaga B. Como 00N B = &,
segue que existe I' € ® tal que

Lt,o)NnB=gw, VYtelol]. (1.11)
Decorre da definicao de ® que existe xg € E tal que
I'(1,09) := xy. (1.12)

Evidentemente, z ¢ B.

Afirmamos que, se v € B, entao

IT(¢,v)|| = oo quando ¢t — 1. (1.13)
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De fato, se (1.13) fosse falso, entao terfamos que I'"*([0, 1], v) seria um conjunto limitado.

Usando a propriedade (P5), obteriamos que
v="T(tT""tv)) = zy quando t — 1,

o que é um absurdo, pois v € B e xy ¢ B.

Segue de (1.13) e da limitacao de Q que I'"(¢,v) ¢ Q para t proximo de 1. Observe
que v =T"10,v) € B C Q.

Afirmamos que existe to € (0,1) tal que

I (tg,v) € ON. (1.14)
De fato, defina
to :=sup{t € [0,1] : T"'(s,v) € Q, para todo s € [0,1)}.

Logo I'"!(ty,v) ¢ Q, pois caso contrario existiria € > 0 suficientemente pequeno tal que
[~1(t,v) € Q para cada t € (ty — &,tg + €), 0 que seria uma contradigao com a defini¢ao
de to.

E

Figura 3.
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Dessa forma, usando o fato que I'"(¢,-) é continua em [0, 1) x F, e fazendo t — ¢, segue
que
Q3T t,v) = T (to,v).

Assim, (1.14) é verdadeira, e isso implica que v € I'(¢y,02). No entanto, este fato é uma

contradi¢ao com (1.11). Portanto, 02 enlaga B. O

Lema 1.6. Suponha que ezista em E uma norma |- ||« tal que ||ull, < Cy||lu| para todo
u € E, em que Cy, >0 é uma constante. Além disso, assuma que ||u, — u*||x — 0 sempre
que u, — u* em (E,|-||). Sejam V,W C E subespagos fechados com E =V & W e
dimV < co. Sejam ainda 0 < p < R, D, >0,p>2 ewy €W com ||wg|| =1, tais que

_ Rl|wol|«
RP2 Py — 7 > 1.15
||w0”* 1+D*||w0||* P ( )
Se
A={u=swp+v:veV,s>0,|ul|=R}U[VNBg(0)]
e

[ e[l }
B = {u eWw: =+ =py,
lull® flull + Dyflull.

entao A enlaca B.
Demonstra¢ao. Primeiramente, afirmamos que A N B = &. De fato, suponha que exista

u€ ANDB. Seu = swy+ v com |jul| = R e u € B, entdo temos que v =0 e s = R.

Usando (1.15) segue que

_ Jullf [JwllfJull«
Jull*  [Jull + Dallull
_ BPJlwollf R2|Jwolls
R R+ D.R|uwl,
_ Rwoll«
= RP2||wpl|? + ——
|| OH 1+D*||w0||*

> p,

o que é um absurdo. Por outro lado, se u € V' N Bg(0), entdao u € V', o que implica que u
nao pode estar em B. Assim, temos que AN B = &. Seguindo as ideias ja apresentadas

anteriormente, vamos identificar V' com o espaco euclidiano R¥ e definir
Q:={u=swy+v:veV,s>0,/|ul <R}

Entdao A = 9Q em R¥!,
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Para cada v € F escrevau=v+w € E, com v € V,w € W, e defina

[l £ [[ul[[[ull«
+ , se u#0,

Eu) =g lull®  flull + Dulfull
0, se u=0.

Seja (u,) C E com u, — 0. Usando o fato que |Ju|, < Cy|lu| e p > 2 temos que

laalle lanllfaall
u =
Sl = P T Tl + Dalual
U
< g+ ey
1+ D, el

o que implica que & : ¥ — E é continua.

Defina a aplicacao F': E — E por
Flu) = F(v+w) = v+ §(w)wo.
Note que se u # 0, entao segue da defini¢ao de £ que

F Y pwy) ={u=v+w e E: F(u) = pwy}
={u=v+we E:v+&w)wy = pwy}
={u=v+weFE:{(w)=pev=0}

p
~fuew L il _ )

el Jull + Duflull.

- B,

o que mostra que F~!(pwy) = B. Observe que para cada u = v + swy € @, temos que
s € [0,R] e F(u) = v+ &(swy)wy. Além disso, como wy # 0 segue que £(swy) = 0 se, e

somente se s = (. Caso contrério, escrevemos

o [lwoll¥ [[woll|wol|« >
E(swy) = sP2 = as’" " + sb,
10 =" P * Tl + Dl
em que a,b > 0 sao duas constantes dependendo apenas de wy. Logo, Fy = F

Q
¢ um homeomorfismo de @ no fecho de um subconjunto aberto limitado Q de R¥+!.

Considerando pwy € 2, segue da Proposicao 1.2 que F; '(952) = dQ enlaca o conjunto
F~Y(pwy) = B, ou seja, A enlaca B. O




Capitulo

2

Pontos criticos que mudam de sinal via

Teoria de Enlace

Neste capitulo a relagao entre a teoria abstrata de enlace e a mudanca de sinal dos
pontos criticos de um determinado funcional é estabelecida. Usamos a estrutura de enlace
apresentada anteriormente para obter resultados abstratos que, sob certas condicoes,
fornecem pontos criticos que mudam de sinal para funcionais definidos em espagos de
Hilbert.

Durante o capitulo, o conjunto F é um espacgo de Hilbert com o produto interno (-, -)

e a norma associada ||-||.

2.1 Uma relagao entre os pontos criticos e o enlace
Seja I : E — R um funcional de classe C', com gradiente I'(u) da forma
I'(u) = k(u)u — J(u), (2.1)

em que k(u) : £ — [1/2,1] ¢ uma aplicacdo localmente Lipschitz, e J : E — E ¢é um

operador compacto.

Definigao 2.1. Dizemos que I € C'(E,R) satisfaz a condigao de Cerami, denotada por
(Ce), se toda sequéncia (u,) C E tal que

sup | (un)| <00 e Jim [I1(un)[(1+ ffunll) = 0 (2.2)

possui uma subsequéncia convergente. Se ¢ € R, dizemos que I satisfaz a condicao de
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Cerami no nivel ¢, denotada por (Ce),, se toda sequéncia (u,) C E tal que

lim I(u,) =c e lm ||[I'(u,)|[(1 + ||un]|) =0 (2.3)
n—oo

n—oo

possui uma subsequéncia convergente.

Suponha que I € C'(E,R) ¢ tal que o seu gradiente I’ ¢ da forma I’ = Id — J,
com J sendo um operador compacto. Nesse caso, a verificacao da condi¢cao de Cerami
é equivalente a mostrar que toda sequéncia satisfazendo (2.2) é limitada. De fato,
suponha que a derivada de I é como acima e seja (u,) C F uma sequéncia limitada
satisfazendo (2.2). Como (u,) é limitada e J é um operador compacto, para alguma
subsequeéncia (uy,;) C (un) temos que .J(u,;) — u. Usando a limitacao de (u,) obtemos
que lim; oo I'(uy,) = 0, e dai

jli_>I£10 Un; = Jli_)rgo(]/(un].) - J(unj)) = u,
o que mostra que [ satisfaz (Ce).

Para a, b, c € R vamos definir os seguintes conjuntos

Além disso, considerando T' C E e § > 0 definimos
(T)s :={u € E :dist(u,T) < 6}.

Lema 2.1. Se I satisfaz (Ce). para todo ¢ € |a,b], entao o conjunto Kla,b] é compacto.

Demonstracao. Seja (u,) C Kla,b]. Dai, I'(u,) =0 ¢ a < I(u,) < b para todo n € N.
Logo, a sequéncia (u,) é como em (2.2) e, por I satisfazer (Ce)., temos que (u,) possui
uma sequéncia convergente, que denotamos ainda por u,. Logo u, — wu e, utilizando o
fato que I € C'(E,R), obtemos que I'(u,) — I'(u) e I(u,) — I(u), ou seja,

I'uy=0 e a<I(u)<b,

o que mostra que u € K[a,b]. Assim, Kla, b] é sequencialmente compacto, sendo portanto

compacto. ]
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No que segue, definimos
K={ueE:I'uy=0} e E:=E\K.

Introduzimos abaixo a definicao que ajudara no estudo do problema de Cauchy para as

provas dos resultados deste capitulo.

Definicao 2.2. Dizemos que v € E € um vetor pseudo-gradiente para I no ponto u € E
se

(PGT) [Jo(u)]| < 2HI’(U1)H;

(PG2) (I'(w),v(w) = SII'(w)]*

Um campo pseudo-gradiente para I € uma aplicacao localmente LipschitzV : E — E tal

que, para cada u € E, o vetor V(u) € um pseudo-gradiente para I em u.

Dado u € E é sempre possivel obter um vetor pseudo-gradiente para I em u. Basta

considerar w € E tal que [|w]| =1 ¢ I'(u)w > 2||I'(u)|| e definir
3
v =gl (W)[lw.

Um célculo direto mostra que o vetor acima satisfaz (PG1) e (PG2). Nao ¢ dificil ver que
a construcao acima pode ser ligeiramente modificada de modo a obter um outro vetor
pseudo-gradiente. Desse modo, nao temos a unicidade para o vetor pseudo-gradiente.
Mais ainda, mostra-se que qualquer combinagao convexa de vetores (campos) pseudo-
gradiente ainda possui essa mesma propriedade.
Se V' é um campo pseudo-gradiente, entao o seguinte problema de Cauchy
W~ Viotw),
o(0,u) = uek,

possui uma unica solu¢do (chamada de fluxo) o : [0,7(u)) — E, em que T'(u) € (0,00] é
o tempo maximo de existéncia do fluxo com valor inicial .

Seja P C E um convexo fechado tal que P\ {0} # @. Para § > 0 dado, defina

+D(0) :={u € E : dist(u, £P) < ¢}, (2.4)

D* .= D(8) U (~D(5)) (2.5)

S:=E\ D" (2.6)
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Sem muitas dificuldades, mostramos que £D(d) sdo conjuntos convexos, D* é aberto,
+P C £D(§/2) C £D(6), e S é um conjunto fechado. Daqui por diante, consideramos a

seguinte condicao:
(A1) Existe § > 0 suficientemente pequeno tal que J(£D(9)) C £D(5/2).

A condigao (A1) foi apresentada pela primeira vez no trabalho de Conti, Merizzi e
Terracini [9]. Nos tltimos anos, essa ideia de vizinhanca do cone satisfazendo (Al) vem
sendo bastante utilizada nos trabalhos de Bartsch, Liu e Wang, Schechter e Zou, entre
outros.

A seguir, apresentamos um resultado que, sob certas condigdes nos fornece a existéncia
de um campo pseudo-gradiente, que é usado no estudo do problema de Cauchy nas
demonstracgoes dos teoremas deste capitulo. Destacamos que as ideias da sua prova
apareceram pela primeira vez no trabalho de Sun [29]. No entanto, neste trabalho o

autor assume que
J(OD()) c D) e I':=Id-—J.

Lema 2.2. Seja I € CY(E,R) com gradiente I' da forma (2.1), e suponha que a condigao
(A1) seja vilida. Entao existe uma aplicagao localmente Lipschitz Ly : E — E tal que
Lo(£D(8) N E) C £D(5/2) e a aplicacio V : E — E definida por V(u) := r(u)u — Ly ¢
um campo pseudo-gradiente para o funcional I. Além disso, V e Lo podem ser escolhidos

impares, desde que I e Kk sejam pares.

Demonstragio. Baseado na definigao do conjunto E, observamos que ||I'(v)|| # 0 para

qualquer v € E. Supondo v fixado, definimos

0, = {ue BEs 0wl > 5100 16 - S0 < Lol |

Primeiramente observe que €2, # &, pois v € €),. Além disso, por I’ ser uma funcao
continua, existe uma vizinhanca V, de v € E tal que V, C €,, o que mostra que o
conjunto 2, é aberto. Assim, {Q, : v € E} forma uma cobertura aberta de E. Por E ser
um espago métrico, logo paracompacto, concluimos que a cobertura aberta {Q, : v € E}
possui um refinamento localmente finito, digamos {ﬁ A A €A} em que A é um conjunto
de indices.

Dado A € A, apenas um dos seguintes casos pode acontecer:

(1) WNDB) =2 e QN(=D()) = 2;
(2) LNDE)£@ e N (-D() =2;
3) WNDB) =2 e QN (=D(H)) # o;
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(4) 02N D(8) N (=D(9)) # 2;
(5) WNDB) £, LN(-DE)#2 e QUNDE)N(=D0)) £ 2.

Se o item (5) acontece, entdo retiramos 2, da cobertura, e colocamos no seu lugar o
conjunto {fvb\\ (0)}u {52,\\(—2)(5))} Dessa forma, conseguimos uma nova cobertura na
qual os abertos satisfazem somente uma das condigoes (1) — (4). Vamos denotar ainda

por {€, : A € A} essa nova cobertura.

E

Figura 4.

Para cada A\ € A e u € E defina

ax(u) = dist(u, E\Qy) ¢ oa(u) := _aw)

ax(u)
AEA
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Por QA ser um refinamento localmente finito, segue que existe um ntmero finito de
conjuntos R que interceptam um vizinhanca de u € E. Logo o denominador de ¢,
nao pode assumir o valor 0. Pela mesma razao, o denominador é uma soma finita, e
isso mostra que ¢, estd bem definida. Além disso, 0 < ¢y(u) < 1, e por se tratar
do quociente de func¢oes que sao localmente Lipschitz, temos que ¢, : E — E & uma

aplicacao localmente Lipschitz. Para cada A € A, tome a, da seguinte forma
(i) se acontece o caso (1), entdo escolha ay € (y;
(i) se acontece o caso (2), entdo escolha ay € 2, N D()):

(iii) se acontece o caso (3), entao escolha ay € 2y N (=D(6));

(iv) se acontece o caso (4), entdo escolha ay € 2, N D(8) N (=D(4)).

Defina a aplicacao Ly : E—E por

Lo(u) := > ¢x(u)J(ay). (2.7)

AEA

Como 2y é um refinamento localmente finito de E, a soma em (2.7) percorre apenas um
numero finito de indices A\ € A. Logo, usando o fato que ¢, é localmente Lipschitz e
Jx(ay) nao depende de u € E , temos que Ly ¢é a soma finita de fungoes que sao localmente
Lipschitz, e isso implica que Ly é localmente Lipschitz. Definimos também V' : E—>E
por

V(u) = k(u)u — Lo(u). (2.8)

Uma vez contruidas as fungoes Ly e V', 0 nosso objetivo a partir de agora é mostrar
que elas satisfazem as condigoes enunciadas no Lema 2.2. Para isso, considere u € E.
Existe apenas um ndimero finito de indices Ay, ..., A tais que u € 2y, N...NQ,,. Além

do mais, para cada \; € A existe w; € E tal que QA]. C Qy, com j=1,... k. Logo,

em que ay; € QA], com j =1,..., k. Usando o fato que u € Q)\j para cada 3 = 1,...,k,

obtemos que

11760) = (ar )l = 1) = Tu) + Tws) = Tas, )|
< () = TGl + 17 Gw) = T(a,)|
< LIl < S, (29)
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Como consequéncia de (2.9) e usando o fato que Z§:1 ¢z, (u) = 1, temos que

17 (u) = Lo(u)[| = ||J(u) — Z% (u)J(ax;)

= |22 60, () () = T(an)

< Il
Logo,
IV ()l = () — Low)]
< In(u)u — ()] + 17(w) — Low)]

< 1@+ 57w

= 21wl (210)
Observe que [(I'(u), J(u) — Lo(u))| < 5|[I'(w)]|*. Dai,

(I'(w), V(u)) = (I'(w), k(w)u — J(u) + J(u) = Lo(u))
= |1 (u)|I* + {1 (u), J (u) — Lo(u))

1
> 2| (211)
As desigualdades (2.10) e (2.11) implicam que V' é um campo pseudo-gradiente para o
funcional I.

A seguir, mostramos que Lo(£D(8) N E) € +D(5/2). Considerando u € D(5) N E,
temos que existem Aq,..., A\ € A tais que u € ﬁ/\l N...N ﬁ,\k. Logo,

Lo(u) = Z r, (1) I (ay,),

em que u € SNl,\]. N D(6) para cada j = 1,...,k. Pela definicdo de a, temos que
ax, € ﬁ,\j N D(d), e usando a condicao (Al) segue que J(ay,) € D(6/2). Por D(6/2)
ser um conjunto convexo, segue que qualquer combinagao convexa dos seus elementos
ainda estd em D(6/2), o que implica que Lo(D(6) N E) € D(6/2). De maneira analoga,
conclufmos que Ly((=D(8)) N E) C (=D(5/2)).

A fim de mostrar que Lo e V podem ser escolhidas impares, sempre que I e k forem
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pares, defina as aplicacdes Lo, V : E—E por

To(u) := %(Lo(u) S Lo(—w) e V= s(uu— To(u),

respectivamente. Dessa forma, Ly e V sdo funcdes impares e localmente Lipschitz.
Para provar que Lo(D(8) N E) C (D(6/2)) consideramos u € D(5) N E. Assim, temos

que —u < (—'D(é)) N E €, Como consequéncia dos resultados anteriores segue que

Por D(§/2) ser um conjunto convexo, concluimos que

To(u) = %Lo(u) + %(—Lg(—u)) € D(5/2).

Dessa forma, seguindo a mesma ideia, concluimos que para u € +=D(J) N E vale
— 1 1

Por fim, note que o fato de I ser par, implica que I’ é uma funcdo impar. Logo

IVIE = lls(u)u — Lo(u)]
= || 30— 5 Eolew) — S (—u) + & Lo(—u)
= |5V - 5V(-u)
< |7y HV(Q_U) ’
< 2 ()|, (2.12)

(I'(u), V(u) = <[/(u),V;u>_v<2_u>>

1
2 Sl (2.13)
Portanto, as desigualdades (2.12) e (2.13) implicam que V' é um vetor pseudo-gradiente
para o funcional I. |

A partir de agora vamos denotar por P um cone de E, ou seja, P C E é um subconjunto

convexo fechado satisfazendo
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(C1) P\{0} # &;
(C2) P+PCP;
(C3) tP C P para todo t > 0;
(C4) PN (—P)={0}.
Considere o seguinte campo de vetores

(1 + flul)*V (u) =

e iy 1 T T R 21

em que V é a aplicagao localmente Lipschitz fornecida pelo Lema 2.2. Temos que W é

um campo localmente Lipschitz em E. Observe que
W (u)|| < |lull + 1, para todo u € E. (2.15)
De fato, para u € E ¢ t := ||u| + 1 obtemos que

V) = V()] +1>0

com discriminante A = —3||V (u)]]? < 0, e isso mostra que (2.15) ¢ verdadeira.
Defina

& :={I € ®:I(t,D") C D*}. (2.16)

Entao I'(t,u) = (1 — t)u € ®*, e portanto ¢* # &.

Figura 5.
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Teorema A. Seja I € C'(E,R) com gradiente da forma (2.1) e suponha que a condi¢io
(A1) seja vdlida. Sejam ainda A C E um subconjunto compacto e B C S um subconjunto

fechado. Suponha ainda que A enlaga B e

ag :=sup I(u) < by := inf I(u)

wEA u€B
e defina
d* := inf sup I(u).
Pe®* 4er((o,1],4A)nS (W)
Entao

d e [bo, sup  I((1— t)u)] .

(t,u)€[0,1]x A

Além disso, se I satisfaz (Ce), para algum

t,u)€[0,1]x A

c€ |bp, sup I((1—-t)u)|,
(
entao para todo € > 0 temos que
Kld*—e,d"+e|N(E\(-PUP)) # 2.

Além do mais, se d* = by, entao K[d*,d*] C B.
Demonstra¢ao. Como A enlaga B e B C S, obtemos que I'([0,1],A) NS # &, e isso
mostra que d* estd bem definido. Além disso, visto que a aplicagao I'(t,u) = (1 —t)u esta

em ®*, obtemos

d* = inf sup  I(u) < sup I((1—t)u). (2.17)
Fe®* e ((0,1],4)nS (t,u)€[0,1]x A
Por outro lado, como A enlaga B, existe b € I'(t, A) N B para algum ¢ € [0, 1]. Dessa
forma, como B C § segue que

bo = inf I(u) < I(b) < sup  I(u) < sup  I(u),

u€B uer([0,1],A)NB wel([0,1],A)NS

o que implica que

by < inf sup I(u). 2.18
° Te®* e ((0,1],4)NS (W) ( )

De (2.17) e (2.18) concluimos que

d € |by, sup I((1—1t)u)
(t;u)€[0,1]x A
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Vamos considerar primeiro o caso em que d* > by. Suponha, por contradi¢ao, que
Kld* —go,d" + o] N (E\(-PUP)) =,
para algum ¢y > 0. Consequentemente,
Kld* —eo,d" +e0) C (=P UP).

Caso 1. K[d* — gg,d* + &) # @.

Pelo Lema 2.1, o conjunto K[d* — e, d* + &¢] é compacto. Sendo S = E'\ D* um conjunto
fechado com K[d* — gy, d* 4+ €] NS = &, temos que

(50 = dlSt(K[d* — €O,d* + 50],8) > 0.

Afirmamos que existe € > 0 tal que

A+ a2l
At DT +1 = (2.19)

sempre que u € [ ([d* — €, d* + 2])\(K[d* — €0, d* + £0))s5,/2- De fato, se (2.19) nao fosse
verdadeira, entdo existiria uma sequéncia (u,) tal que d* — 1/n < I(u,) < d*+1/n e

u, ¢ (K[d* — €0, d" + €0])s,/2 para todo n € N com

(L [fun D[ () [® 1
(A Nun D (un) 2+ 1 0

o que implica que

1 n—oo

Vn—1

Como by < d*, temos que I satisfaz (Ce),.. Logo, a menos de subsequéncia, podemos

I(un) = d” e (1 un|)IT (un)| <

assumir que u, — u. Usando o fato que I'(u,) = 0, segue que I'(u) = 0, e da
continuidade do funcional I, segue que I(u,) — I(u), o que mostra que I(u) = d¥,
ou seja, u € (K[d* — eg,d" + €o])s,/2, € obtemos uma contradicao.

Observe que a desigualdade (2.19) continua valida se diminuirmos o valor de . Logo,

podemos supor que
g < mln{d* — bo, 60/3}. (220)

Segue de (2.19) e da definicao de W dada em (2.14) que

(1 + flul)*V (u)

FW ) =T S v R 11
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1 (L )2 )
2(L+ a2V ()] + 1
1 (1 )2 )

2401+ [ul? I @)]? + 1
1 (L [l )
8
€
8

(T a1 () [* +1

> E (221)
para todo u € I ([d* — &, d* + &])\(K[d* — €0, d* + £0))s2-
Sejam
O ={ueE:|l(u)—d| >3}, Q:={ueckE:|l(u)—d| <2}
e v : EF — R dada por
dist(u, ) (2.22)

Hu) == .
(v) dist(u, Q1) + dist(u, Q)
Pelo Lema 3.13 do Apéndice, a funcao ¢ estd bem definida e é localmente Lipschitz.

Seja B : E — [0, 1] uma aplicagao localmente Lipschitz satisfazendo

Blu) = { 1, se ue€ E\(K[d* — eo,d" + £0])s /2, (2.23)

O, se u € (K[d* — &o, d* + 80])50/3,
e W : E — E a aplicacdo localmente Lipschitz definida por

W(u) := { WUWWW(US’ 22 Z;g (2.24)

Considere o seguinte problema de Cauchy

do(t,u) —
(PC)u dt = _W(@(tvu)%

e(0,u) = u.

Como W ¢é localmente Lipschitz, temos que (PC'), possui uma tnica solugdo continua

(-, u) definida em um intervalo maximal (¢~ (u), t*(u)).
Afirmacao 1. t7(u) = 400 et (u) = —oc0 .

Suponha, por contradigao, que t*(u) < 4oo. Considere (t,) C (¢t (u),t*(u)) uma
sequéncia tal que t, — t*(u). Segue de (2.15) que ||[W (u)|| < ||u|| + 1 para todo u € E, o
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que implica que

lp(tm, w) = @(tn, w)|| =

,u))ds

< | HW«o(s,u))H ds

m,n—ro0

< (lull + D[t = tn| ———0,

pois (t,) C R é uma sequéncia de Cauchy. Dessa forma, (¢(t,,u)) é uma sequéncia
de Cauchy em E. Logo, ¢(t,,u) converge para algum @ € FE quando t, — tT(u).
Considerando agora o problema de Cauchy

d@(tau) Y17

= W t7 )

(PC)a dt (olt, w))

ot (u),u) = 4,

obtemos uma solugao continua ¢(-,u) definida no intervalo (t*(u) — §,t"(u) + ¢), para
algum 0 > 0. Pela unicidade de ¢(-,u) no intervalo (¢~ (u),t"(u)), temos que ¢ deve
coincidir com ¢ no intervalo (t*(u) — d,¢t7(u)). Ou seja, podemos estender o(-,u)
continuamente no intervalo (¢*(u), t*(u) + J) de forma que essa extensao seja solugao da
EDO em (PC),. Mas isto é absurdo, pois o intervalo (¢~ (u), " (u)) é maximal. Portanto,
t*(u) = +00. Analogamente, mostramos que ¢t~ (u) = —oo. A dependéncia continua de
solugoes do problema (PC'), com relagdao ao dado inicial implica que ¢ € C(R x E| F).

Se (t,u) € E entdo, como E ¢ aberto, podemos usar (PC),, (2.21) e as defini¢oes de
1 e B para obter

d[(go(;;f,u)) _ P(p(t, up 22

= —1"(p(t, u))V(p(t, w)) Be(t, u)) W (p(t, u))
|

) )
Ot w)Blo(t,w) (1 + llp(t, w)D I (et w)|?
N 8 (1 + [l ) D[ (ot w))]* + 1

<0.

Observe que o resultado acima também ¢ valido se (t,u) ¢ E. Logo a funcio I(p(-,u))
¢ nao-crescente.

Pela definicao de d*, existe I' € ®* tal que
(I([0,1],4)NS) C I +=.

Note que se u € I'([0,1], A) NS, entdo u € I *¢. Por outro lado, se u € I'([0,1], A) com
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u ¢ S, temos que u € D*. Essas observa¢oes mostram que I'([0, 1], A) C (175U D*).
Defina
Ay :=T([0,1], A).

Afirmacgao 2. FEziste T} > 0 tal que (T, Ay) C (Id*_g/4 U D).
A demonstragao da Afirmagao 2 esta baseada nos seguintes fatos:
Afirmagao 2.1. Se u € D*, entao ¢(t,u) € D* para todo t > 0.
Afirmacao 2.2. Seu € Ay eu ¢ D*, entdo existe T, > 0 tal que p(T,,u) € I¥~/2UD*,

Vamos assumir que as duas afirmacoes acima sao verdadeiras e provar a Afirmacao 2
como segue. Como consequéncia da Afirmagao 2.2, podemos usar a continuidade de ¢
para obter uma vizinhanca U, de u tal que (T, U,) C 1% ~5/3UD*. Por A, ser compacto
e D* ser aberto, temos que A; \ D* é compacto. Assim, dada uma cobertura aberta de
Ay \ D*, conseguimos extrair uma subcobertura finita formada pelas vizinhangas Uy, de
onde obtemos 77 > 0 a ser o maximo dos T,/s em cada uma das vizinhancgas U,/ tal que
(T, Ay \ D*) C I~/ U D*. Portanto,

(T, Ay) C 1T =AU D (2.25)

Vamos agora provar as Afirmagoes 2.1 e 2.2.

Prova da Afirmagao 2.1. Inicialmente lembremos que D* = D(§) U (—D(J)). Seja
u € D(J) e suponha, por contradigao, que exista to > 0 tal que p(to,u) ¢ D(5). Por
D(0) ser aberto, existe uma vizinhanga V,, de u tal que V,, C D(J), e utilizando a teoria de
equagoes diferenciais ordinarias em espagos de Banach, podemos encontrar um vizinhanca
Vi(towy de @(to, u) tal que p(to,-) : Vi = Vito,u) € um homeomorfismo (c.f. [11, pg. 67]).
Como ¢(tg,u) ¢ D(8), podemos tomar w € Vi, \ D(6), de modo que exista v € V,
tal que ¢(tg,v) = w. Logo, podemos encontrar t; € (0,%y) tal que p(t;,v) € 9D(6) e

o(t,v) ¢ D(6) para todo t € (t1,to).
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Figura 6.

Por outro lado, para z € D(8) N K, segue que W(z) =0 e

dist(z + A\(-W(2)),D(6) =0, VYV A>0. (2.26)

Para z € D(0) N E, podemos usar o Lema 2.2 para garantir que Lo(z) € D(8). Lembrando
as definicoes de VW e W em (2.8), (2.14) e (2.24), respectivamente, e usando a
propriedade do cone P : P + yP C (P + P) C P, para quaisquer z,y > 0, temos
que

dist(z + A(=W(2)), P)

i MEBE V()
= dist(: = S )
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il MEBEOA )R, WS+,
= dist((1 = T v L T VR 1)
o MEBEA L PR, MWEBEA P
< dist (1~ G T T VR 1!

M(2)B(2) (1 + [|12[1)*~ (=)

O Ve R 1

)P +

MI()B() (L + [12])?
VAR )

A (2)B(2)(1 + ||=]1)*
(L4 =DV (IZ +1

- (1 C M()B(R)(A + 21)%k(2) dist(Lo(2), P)

I+ [zDAV())>+1 )dist(sz) +

_ M()B) (A A [[2])*k(2) M(2)B(2) (1 + |[2[)* 0
= <1 L+ [lz[D*[V())* +1 >6+ (L [lz[D*[V()? + 12

<9

— Y

para A > 0 suficientemente pequeno, em que usamos o fato que k(z) > 1/2. Isto mostra

que z + A(—=W(z)) € D(J) para A > 0 suficientemente pequeno. Logo,

dist(z + A(=W(2)),D(6)) =0, ¥V X > 0 suficientemente pequeno. (2.27)

De (2.26) e (2.27), segue que

m dist(z + )\(—)I\/V(z)), @) _o. v.cpp)

Considere o seguinte problema de Cauchy

{ dgp(tﬂp(tbv)) _ Y17
dt
¢(0,0(t1,v)) = @(t1,v) € D(9),

que possui solucao unica (¢, p(t1,v)). Pelo Lema 3.14 do Apéndice, existe 5> 0 tal que

o(t,p(t1,v)) € D(§), Vtelo,d).

Pela propriedade de semigrupo, ¢(t,v) € D(J) para todo ¢t € [t1,t1 + d), o que é uma

contradigdo com a definigdo de t;, e essa contradigdo mostra que @(t,u) € D(J) para
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todo ¢t > 0. Tomando agora u € —D(J), podemos argumentar de maneira analoga para

concluir que ¢(t,u) € —D(J) para todo t > 0.

Prova da Afirmagao 2.2. Primeiramente note que A; = I'([0,1],A) Cc I+ U D*.
Assim, se u € Ay e u ¢ D*, entao I(u) < d* +&. Observe que se I(u) < d* — g, entao

I(o(t,u)) < I(p(0,u) =I(u) <d"—&, Vt>0,

e nao ha nada a provar. Assim, podemos supor que I(u) > d* — &, o que implica que
we I d —gd +2]. Se

dist(¢([0, 00),u), Kld* — g9, d* + €0]) < 0o/2,
entdo existe algum ¢, tal que dist(o(t,,u),S) > dp/4, ou seja, p(t,, u) € D*. Desse modo

podemos ainda supor que

dist (([0, 00), u), K[d* — o, d" + £]) > 60/2 > 0. (2.28)

A,

Figura 7.

Suponha que I(¢(t,u)) > d* — para todo t > 0, pois caso contrario ja obtemos o que

queremos. Assim, usando (2.19), (2.22) e (2.23) temos que

(1+ flo(t, w) D" (o, w)|1*

(1 + [l (t, w DT (o (8, w)) [ + 1 e dp(tu) =Ble(t,u) =1,  (2.29)

v
o]

para todo t > 0. Logo,
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= I(u) —/O Do (t, w) Be(t, u)) I'((t, w))W (p(t, u))dt

< I(u) — 38

<d+z-3E=d - 2% (2.30)

Combinando os resultados acima, concluimos que para u € A; e u ¢ D*, existe T,, > 0
tal que
o(T,,u) € IYE2yD"

Defina
(1) = ©(2Tys,u), se s € [0,1/2],
o(T1,T'(2s — 1,u)), sesell/2,1].

Seguindo as ideias ja apresentadas neste trabalho, mostra-se que I'* € ®. Para verificar
que I'* € ®* vamos mostrar que ['*(t, D*) C D*. Sejam s € [0,1/2] e u € D*. Assim,
(s,u) = p(211s,u) € D*, pois se u € D*, entdo p(t,u) € D* para qualquer t > 0. Por
outro lado, se s € [1/2,1] e u € D*, entao

[(s,u) = o(T1,T'(2s — 1,u)) = p(T1, ),

para algum u € D*, pois I' € ®*, e isso mostra que I'* C d*.
Lembrando que I(¢(-,u)) é nao-crescente, observe que se u = ¢(2T1s,1) e 4 € A,
entdo obtemos que I(u) < I(i) < ag. Assim, usando o fato que € < min{d* — by, £9/3}

segue que, se s € [0,1/2], entao

I'(s,A)NS = p(2T15,A) NS
cl*ns
cl™ns
cI™FnS
cIFns
c e

Por outro lado, usando o fato que S = E \ D*, segue que, se s € [1/2,1], entao

(s, A)NS = (T1,T'(2s - 1,A)) NS
o(11,1([0,1],A)) NS
=p(T1,A)NS

c (I uDHNnS

cI NS

c e
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Portanto, I(I'*([0,1], A)N'S) < d* —&/4, o que é uma contradigdo com a defini¢ao de d*.

Isso conclui a prova no caso em que d* > by e K[d* — g¢, d* + 9] # 2.
Caso 2. K[d* — g, d" + &9] = 2.

Note que (2.23) ainda continua valida com (K[d* — e, d* +€o])s,/2 = @ € B(u) = 1. Nao é
dificil mostrar mostrar que (2.29) e (2.30) ainda valem nesse caso. Assim, independente
de K[d* —e, d* 4o ser vazio ou ndo, temos que a Afirmagao 2 ¢ verdadeira. Dessa forma,
podemos proceder como no Caso 1 para obter uma contradi¢ao. Isso conclui a prova do
Teorema A no caso em que d* > by.

Vamos agora considerar o caso em que d* = by. Como B C § = E \ D*, é suficiente
provar que K[d*,d*] N B # @&. Suponha, por contradi¢ao, que K[d*,d*] N B = &. Entao

existem €1, €9, €3 tais que

(L fuD)* N (w)* ‘ :
>¢e1, sempre que |[(u) —d"| < ey edist(u, B) <e3. (2.31)
L (1 [Jul 21 ()12

De fato, se (2.31) nao fosse verdadeira, entdo existiria uma sequéncia (u,) com

| (u,) —d*| <1/n, dist(u,, B) <1/n

(L [Jun D2 (a) [ 1

< —.
L (L a2 (un) 12

Consequentemente,
1+ |lu DI (w )|l = 0, I(u,) —d* e dist(u,, B) =0 quando n — oo.

Logo, a menos de subsequéncia, podemos assumir que u, — u. Note que I'(u,) — 0, e
usando a continuidade de I e da fun¢ao distancia, obtemos que I(u) = d* e dist(u, B) = 0,
o que mostra que u € K[d*, d*]N B, e obtemos uma contradigao. Observe que (2.31) ainda

continua véalida se diminuirmos o valor de 5. Assim, podemos supor que

E1€3
—_— 2.32
€2 < 16 (2.32)
Sejam
Q3 :={u e E :dist(u, B) <e3/2, |I(u) —d"| <e9/2}
e

Q:={ue E :dist(u, B) <e3/3, |[I(u) —d*| <ey/3}.
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Escolha I' € ®* tal que

sup  I(u) Sd*—i-g—Q.
wel([0,1],A)nS 3

Como A enlaca B e B C S, podemos encontrar ug € I'([0,1], A) N BN S # &. Dai,

bo < I(up) < sup Iw)<  sup  Iu)<d + 2,
u€el'([0,1],A)NBNS w€el([0,1],4)NS 3

e isso mostra que ug € 2y C Q3.
Seja ¥, : E — R dada por

dist(u, £\ Q3)

91(u) = .
1) = Sist(a, B\ g + dist(w, 1)

Um argumento semelhante ao usado no Lema 3.13 do Apéndice garante que a fungao v,

estd bem definida. Considere o problema de Cauchy

dsog;w = — 01 (p(t, W))W (p(t,w)),

e(0,u) =u€eE,

que possui solu¢ao tnica continua em F. Observe que

dI(o(t, u))
dt

= (ol ) 0

= =01t u)) ({1, )W (1, w)
< —Vi(p(t ),

e isso mostra que I(¢(-,u)) é ndo-crescente.

Se u € 1T +%2/3 entdo

I(p(t,u)) < I(p(0,u)) = I(u) < d* + %2 Vt>0.

Se existe ¢ < e3/4 tal que p(t,u) ¢ €y, entdo uma das seguintes possibilidades acontece:

(i) dist(o(F, u), B) > %3;

(i) I(o(F ) < d"— %2

Observe que se ocorre (i), entao p(t,u) ¢ B para todo t € [0,e3/4]. Por outro lado, como
d* = by, obtemos a mesma conclusao para o caso em que (ii) ocorre. Se ¢(t,u) € €4 para
todo ¢ € [0,e3/4], entao

(o (%)) = oo, + [ EE),
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€1 e3/4

<H-3 [ et

9 €1€3
< d* _ s
- 3 32

E9 £9
<d'—-—==by— —
= 6 ' 6

Ou seja, p(e3/4,u) ¢ B ou ¢(t,u) ¢ B para todo t € [0,e3/4] e cada u € I +52/3. A fim

de concluir a prova do teorema destacamos a seguinte
Afirmacao 3. Para quaisquer u € A et € [0,e5/4] temos que ¢(t,u) ¢ B.

Vamos assumir que a afirmagao acima é verdadeira e concluir a demonstracao do Teorema
A como segue. Como consequéncia da Afirmacao 3 e das observagoes precedentes,

concluimos que
©([0,e3/4], A)N B = 2.

Defina
T'(t, u) ::{ p(2tes/4, u), te0,1/2],
o(es/4, 02t — 1,u)), te[1/2,1].

Seguindo as ideias apresentadas anteriormente, mostra-se que I € & Com isso,
concluimos que f([(), 1],A) N B = &, o que ¢ uma contradigdo com o fato de que A
enlaca B. Portanto, o resultado do teorema segue.

Vamos agora provar a Afirmagao 3.

Prova da Afirmagao 3. Primeiramente observe que se u € A e u ¢ S, entdo u € D*.
Utilizando um argumento similar ao da prova da Afirmagao 2.1 obtemos que ¢(t,u) € D*.
Logo, ¢(t,u) ¢ B C S para todo t > 0. Dessa forma, vamos considerar apenas o caso em
u € ANS. Pelas observagoes ja feitas, temos que p(e3/4,u) ¢ B. Além disso, usando
(2.31) e o fato que ay < by = d* obtemos que

Tplton) < 1) = 3 [ oa(e(s)is
< ag _% (s, w))ds
gw—%—g%@@wwk

Se p(t,u) € B, entao I(p(t,u)) > by = d*, e dai
t
E 191(90(57 U))dS < 07
8 Jo
o que mostra que Y(p(s,u)) = 0 para todo s € [0,f]. Este fato implica que

o(s,u) € E\ Q3, e uma vez que Q4 C 3, segue que ¢(s,u) ¢ 4 para todo s € [0,1].
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Consequentemente, (¢(s,u)) < d* — e5/3 ou dist(p(s,u), B) > £3/3 para todo s € [0, t].
Em ambos os casos obtemos que ¢(t,u) ¢ B, e isso prova que ¢([0,e3/4], A)NB =@. O

Teorema B. Seja I € C'(E,R) com gradiente da forma (2.1), e suponha que a condigio
(A1) seja vdlida. Suponha ainda que E=V & W com 1 <dimV < oo e

(1) existe a > 0 tal que I(v) < a, para todo v € V;

(1) existe p > 0 tal que I(w) > «, para todo w € B :={w € W : ||w|| = p} C S;

(I3) existem Ty > 0 e wg € W com |wy|| = 1 tais que I(swy + v) < Ty para todo
s>0,veV.

Se I satisfaz (Ce), para algum c > 0, entdo existe uma sequéncia (u,) C E\ (=P UP)

tal que

T,
I'u,) =0, I'uy)=—"u, e I(u,) —c
n

em que (T,) C R é uma sequéncia limitada e c € [a/2,2Ty).
Demonstragao. Defina uma aplicagao ¢ € C*°(R) de tal modo que
1) ¥(x) =0, para todo z € (—o0, 1/2);

2) ¢¥(x) =1, para todo x € (1,4+00);

3) 0 <1(x) <1, para todo z € R.

Dado u € FE, vamos escrever u = v+ w com v € V e w € W. Considere, para cada

n € N, o funcional [,, : £ — R dado por

Io(u) == I(u) — (To + %) n (W) . (2.33)

n

Derivando a expressao acima temos que
1 2
zuwszya(n+—)v<kﬂ>3
n n n
Usando a limitacao de ¢’ e a definicao de norma de um operador linear, obtemos que
/ / €1
I17/(w) = I (w) < 2, (234)

para alguma constante c¢; > 0.
Afirmagao 1. O funcional I, satisfaz (Ce) no nivel ¢ se n é suficientemente grande.

De fato, seja (ux) uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o funcional I,,, ou seja,

Lj(ug) > ¢ e (14 |ug])|I),(u)]] =0 quando k — oc.
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Observe que é sempre possivel extrair uma subsequéncia de (uy), que ainda denotamos

por (ug), tal que uma das seguintes opgoes acontece:

2

)
n

<1

Se acontece o caso (a), entdo ¢'(||ux|/?/n) = 0. Assim, temos que I, (uy) = I'(uy) e isto
implica que
(14 [lurl) L (ur) = (1 A+ [luel) I (ur) — 0.

Além disso,

1 R 1
[(uk):In(uk)—i— TD+E w n C+TO+E’

o que mostra que (ug) é um sequéncia de Cerami para I. Logo, (ux) possui uma
subsequéncia convergente.
Por outro lado, se o caso (b) ocorre, entao (uy) ¢ limitada. Dessa forma, podemos usar

essa limitacdo para garantir que limy_, I (ux) = 0, ou seja,

Iz LN ol ue
(ug) — 2 To—i‘ﬁ P —— g—>0 quando k — oo. (2.35)

n

Definindo b : E — R por

b(u) := k(u) — 2 (To + %) (g (%) %

podemos usar o fato que k(u) € [1/2,1], a limitagdo de ¢’ e tomar n suficientemente

grande de tal modo que exista dp > 0 tal que
b(u) > 6o > 0. (2.36)
Lembrando que o gradiente de I é da forma
I'(u) = k(u)u — J(u),

podemos usar (2.35) para garantir que

blur ) — J(ug) = K (up)up — 2 (TD + %) " ( ”“’“”2> U Ju)
— I'(uy) -2 (TD + %) v <”“’“”2> % 0.
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Por (uy) ser uma sequéncia limitada e J um operador compacto, existe uma subsequéncia
de (ug), que ainda denotamos por (uy), tal que (J(uy)) converge. Observando a definigao

de b, segue que (b(ux)) também converge. Além disso, note que
up)uk — J (ur) = ox(1).

obter que

Dessa forma, podemos usar (2.3

U = = Ok(1)+

o que mostra que (uy) converge.

Daqui por diante vamos supor que n > 2p% em que p > 0 é dado por (I). Desse
modo, temos que ¥ (||w||*/n) = 0 para todo w € B. Logo, I,(w) = I(w) > « para todo
w € B e portanto

by := inf I,(u) > «a. (2.37)

ueB

Seja R, := n'/? e observe que, para n grande, temos que R,, > p. Definindo
A, ={u=swg+v:veV,s>0,lull =R, } U[V N Bg,(0)],

podemos usar o Lema 1.1 para garantir que A, enlaca o conjunto B. No que segue, vamos
verificar que o funcional I,, e os conjuntos A,, e B satisfazem as condi¢oes do Teorema A.
De fato, observe que B C S é fechado e A,, C E é compacto. Suponha que s > 0ev eV
sao tais que ||swy + v|| = R,. Entdo, como ¢ (1) = 1, podemos usar a hipotese (I3) para

garantir que

< a. (2.38)

I, (swo 4+ v) = I(swy +v) — (TO + %) Y (M) < 1

n n

Por outro lado, se v € VN Bg, (0), entao

L(v) = I(v) — (TO + 1) " (“”” ) <I() <a, (2.39)
por (I1). Segue de (2.37)-(2.39) que

ag := sup I,(u) < a < by = inf I,,(u).
ucAy, ueB

Dessa forma, segue do Teorema A que, para todo € > 0, existe u, € E\ (=P UP) tal que

I(u) =0 e a—e<b<I(u) <  sup  L((1—tuy,).
(t7un)€[0,1} XAn
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Tomando € = «/2, temos que

I'(u,) =0 e I,(u,) € |a/2, sup L((1 = t)uy,)| - (2.40)
(t,un)€[0,1]x Ap,

Usando (2.34) segue que
1 ()| = (11" () = Iy (ua) || < % — 0.

Considerando u, € A, et € [0, 1] temos dois casos a analisar. No primeiro caso temos

que, se U, = sv+ wp com v € V e s > 0, entao
(1 —=t)u, = (1 —t)(swo +v) = (1 —t)swo + (1 — t)v = Swy + 0,
em que § > 0e v € V. Para o segundo, temos que se u, € VN m, entao
(1—tu, =(1—-t)v="1,
em que U € V. Logo, como I,,(u) < I(u) para todo u € E, usando (I3) temos que

sup L,((1=t)u,) < sup I((1 = t)u,) < Tp.
(t,un)€[0,1]x Ap, (t,un)€[0,1]x Ay,

Portanto, segue que
1
n
1

< sup L,((1 = t)u,) + To+ —
(t,un)€[0,1]x Ay, n

1
<27y + —,
n

e fazendo n — oo concluimos que I(u,) — ¢ € [a/2,2Tp]. Por fim, escreva

2
I/(un) _ I’(un) — Ir/z(un) =9 <TO + %) 1// (HunH ) Un — %un,

n n

em que a sequéncia (T},) é dada por

T, =2 (Tg + l) Y <M2> .
n n

Como (7)) C R ¢é limitada o teorema esta provado. O
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2.2 Uma variacao dos Teoremas A e B

Nesta se¢@o, vamos supor que exista em £ uma outra norma ||- ||, tal que [jull, < Cy|ull
para todo u € E, em que C, > 0 é uma constante. Além disso, assumimos que
|un — u*|l, — 0 sempre que u, — u* fracamente em (F,||-||). Observamos que com
essa nova norma o espaco F nao precisa herdar a estrutura hilbertiana.

Sejam V,W C E subespacos fechados com W = V+ e dimV < oco. Suponha ainda
que (W\{0})N(=PUP) =g, ou seja, os elementos nao triviais de W mudam de sinal.

Sejam ainda 0 < p < R, D, >0, p > 2 e wy € W com ||wyg|| =1 tais que

Rljwol«

RP{Jwol? + ———— > p.
|| 0”* 1+D*”wDH*

Defina

A={u=v+swy:veV,s>0,|ul|=R}U[VNBg(0)]

] £ ] [ ]«
B = {u eWw: =+ =pr.
[ull> * full + Dalfull

Entao, pelo Lema 1.6, A enlaga o conjunto B. Escolha a, € R de modo que

a,> sup I((1—tu)+2, (2.41)
(t;u)€[0,1]x A
e defina
B* = DBNI*. (2.42)

Para verificar que o conjunto B* é nao-vazio, escolha I'(t,u) = (1 — t)u € ®*. Usando o
fato que ®* C ® e A enlaga B, concluimos que existe (¢,a) € [0,1] x A tal que I'(¢,a) € B.
Além disso,

I(1—=t)a) < sup I(u)+2 < a,
(t,u)€l0,1]x A

o que implica que I'(¢,a) € I**. Logo B* := BN 1% # @.

Motivados pelas observagoes anteriores, introduzimos uma outra classe de aplicagoes
para as quais, sob certas condigoes, obtemos as mesmas conclusoes dos Teoremas A e B.
Seja

o :={l'e ®*: T'([0,1], A) C I**}, (2.43)

que claramente é nao-vazio, visto que I'(t,u) = (1 — t)u € &* N P**.

Lema 2.3. Eziste C > 0 tal que ||ul|, < C para todo u € B.
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Demonstracao. Seja (u) C B. Note que se ||ug||« — oo, entdo |Jug|| — co. Portanto,

2 [ |||«
p= + — 00
Jurll [kl + D*|lull«
quando k — oo, o que é um absurdo. O

No que segue fazemos uso da seguinte condigao.

(A2) Assuma que para a,b > 0, existe uma constante ¢ = c(a, b) > 0 tal que

Iu)<a e Jul+<b=|u| <ec

A fim de obter os principais resultados dessa secao, é de grande utilidade o seguinte

Lema 2.4. Suponha que a condigao (A2) seja vdlida, e seja B* :== BN I* em que a, é
definido em (2.41). Entao
0y := dist(B*,P) > 0.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que dist(B*, P) = 0. Entao existem sequéncias
(u,) C B* e (p,) C P tais que ||u, — pu|| = 0. Como (u,) C B, segue do Lema 2.3 que
existe b > 0 tal que |ju,|« < b, e do fato de que (u,) C I* segue que I(u,) < a.
Assim, usando a condi¢do (A2), existe ¢ = (a4, b) > 0 tal que |lu,|| < ¢. Logo, (uy)
¢ uma sequéncia limitada em (£, ||-||) e portanto em (E, ||-|+), o que implica que (p,)
também ¢é limitada em (E, ||-]|) e (E, || ||x). Passando a uma subsequéncia se necessario,
podemos supor que u,, — u* € B* e p, — p* € P fracamente em (E, |- ||). Lembrando
das consideracoes anteriores, temos que essas observagoes implicam que u,, — u* em

(E, ] [|s). Como u, — u*, segue que
(Up,u) = (u*,u), VuekE.
Em particular,
0= (up,v) = (u*,v), VwvevV,
o que mostra que u* € V+ =W.
Afirmacao 1. u* # 0.
Suponha, por contradi¢ao, que u* = 0. Como |lu, — u*||, — 0, segue que

(1) se [[unll«/llun]l = 0O, entao

_ [[un? 4 [ | |22 ]| _ Huan72 [y 2+ (e
2 D *
[unll® * [[unll + Dallunll« [ L4 . (Nl
"\

— 0,
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e obtemos uma contradicao;

(2) se liminf ||uy,||/||w.]| > 0, entdo o mesmo célculo acima mostra que p = 0.

Visto que u* # 0, observamos que

Hun_an* < C*“un_pn“ —0 e ||Un_U*H*_>Ov

*

o que implica que u* = p*. No entanto, isso é uma contradicao com o fato de que
(WA{O}H)N(=PUP)=2. O

A seguir, apresentamos os principais resultados dessa secao.

Teorema A’. Seja I € CY(E,R) com gradiente I' da forma (2.1). Suponha que as
condigoes (A1) e (A2) sejam vdlidas e que

ag :=sup I(u) < by := inf I(u).
u€EA ueB*

Se

d* = inf sup  I(u),
Pe®™ 4er([o,1],4)NS (

entao

d e [bg, sup  I((1— t)u)] :

(t,u)€[0,1]x A
Além disso, se I satisfaz (Ce), para algum

ce [bg, sup  I((1— t)u)] ,
(

tu)€l0,1]x A

entao para todo € > 0 temos que
Kld* —e,d"+e]N(E\(-PUP)) # 2.

Além do mais, se d* = b, entiao K[d*,d*] C B*.

Baseado no Lema 2.4, podemos assumir que B* C § = E\D* com 0 6 > 0 da condigao

(A1) suficientemente pequeno.

Teorema B’. Suponha que a condigio (A2) seja vilida. Entao, trocando o conjunto B

pelo congunto B* definido em (2.42), o Teorema B ainda continua vdlido.

Observamos que as demonstragoes dos Teoremas A’ e B’ sao analogas as dos Teoremas
A e B, respectivamente, bastando para isso trocar o conjunto B por B*. No Teorema B’,

procedendo como na prova do Teorema B, usamos o Teorema A’ com o conjunto B*.




Capitulo

3

Aplicacoes

Neste capitulo vamos usar os Teorema A’ e B” apresentados no Capitulo 2, para mostrar

a existéncia de solugoes que mudam de sinal para problema

—Au = f(xz,u), em
u = 0, em 02,

em que 0 C RY é um dominio limitado com fronteira suave.
Ao longo do capitulo, consideramos E o espago de Sobolev H}(€) com o produto

interno
(u,v) ::/Vqudx,
Q

1/2

com u,v € E e norma ||u|| := (u,u)'/*. Além disso, consideramos em LP({2) a norma

1/p
ul, = (/ |u|pdx> :
Q

Para o estudo do problema (P), algumas hipoteses sobre f sao impostas. Durante o

capitulo, vamos assumir que
(BO) f: QxR — R & continua;

(B1) f(z,t)t >0 parax € Q, t e R, e

lim —f(m’ 2

=0, uniformemente para x € Q.
t—0 t

Estamos interessados no caso em que f é assintoticamente linear no infinito, isto é,

lim _f(m, 2

t—+oo t
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Vamos considerar trés situagoes distintas.

am T80 gy e i T8 ), (3.)
l}rln inf f(z,) = L(x) e limsup G = K(z); (3.2)
t|—o0 |t o0
lim inf f(z,t) :=0.(z) e limsup f(,) =94 (z), (3.3)
t—+o0 t—=400 t

uniformemente para x € €).

Lema 3.1. Suponha que as condigoes (B0) e (Bl) sejam wvdlidas. Suponha ainda que
ocorre (3.1), (3.2) ou (3.83) com as fungoes limites em L>®(Q2). Entao dado ¢ > 0 e
2 <p< 2, existe C. >0 tal que

|f(z, )] <elt|+CJtP™!, VaeQ, teR (3.4)
Em particular, existe Ag > 0 tal que
A
fla I <ot] e |[Flzn <P, veeq teR (3.5)

Demonstragao. Inicialmente, suponha que (3.1) seja valida e considere o caso em que

p = 2. Dado ¢ > 0, podemos usar a condi¢ao (B1) para obter ¢ > 0 tal que
Sl <eltl, Yaen <6 (3.6)

e portanto
|F(z,4)] < gw?, Vaeq, |t <o (3.7)

Usando (3.1), segue que dado € > 0, existe R = R(¢) > 0 tal que

t
‘ﬂi’ ) —Bi(x)|<e, VzeQ, t>R,
o que implica que
|f(z, )] < (By(z)+e)t, VaxeQ t>R. (3.8)

Para 0 <t < R, usamos a continuidade de f para obter M > 0 tal que

|f(z,t)] < M. (3.9)
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Logo, para z € Q e t > § segue de (3.8) e (3.9) que
[f (@, )] < (By(x) +e)t + M < Kt,

em que K = [B4]s + & + & De maneira analoga, podemos usar novamente (3.1) e obter
que
\fz,t)| < Klt], VzeQ t<—d.

Com essas observacgoes, concluimos que existe uma constante Ay > 0 tal que
|f(x, )| < Aglt|], Vaxe teR
Integrando a expressao anterior obtemos que
Ao o
|F(z,t)] < 7|t| , VaxeQ, teR.

No que segue, consideramos o caso em que 2 < p < 2*. Usando (3.1) temos que

S

[t|]—o0 tP~1

=0,
uniformemente para x € ). Assim, dado € > 0, existe R > 0 tal que
|f(z, t)| <elt|™!, VzeQ, |t|>R
Para § < [t| < R, usamos a continuidade de f para obter M > 0 tal que
|f(z,t)| < M.

Logo, para z € Q e § < |t| < R segue que

|f(z, )] < et + M < Ot (3.10)
em que C. = ¢ + %. Assim, podemos usar (3.6) e (3.10) para concluir que

|f(z,t)| <elt]| + CtfP™, VaeQ, teR.

Por fim destacamos que nos casos em que (3.2) e (3.3) sdo validos a prova ¢é feita de

maneira analoga, e portanto o resultado acima continua valido. O
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Para o problema (P) associamos o funcional [ : E — R dado por

2
]

I(u) = —/QF(x,u)dac.

Usando o Lema 3.15 do Apéndice temos que I € C'(E,R) com derivada

I'(u)v = / Vqudx—/f(x,u)vdx, Vu, veFE.
Q Q
Observe que
I'(u) = u— J(u),

com J(u) € E' dado por
J(u)v = / flz,u)vdx, Y u, veEk.
Q

Segue do Lema 3.15 do Apéndice que J é um operador compacto.

Ao longo do capitulo, consideramos o cone das fungdes nao negativas em FE, a saber
P:={ue E :u(x)>0qtp em Q}.
Além disso, definimos
+D(po) :={u € E : dist(u, £P) < po}.

Com o objetivo de verificar a condigao (A1) do capitulo anterior, provamos o seguinte

Lema 3.2. Suponha que as condi¢oes (BO) e (Bl) sejam wvdlidas. Entao existe g > 0
suficientemente pequeno tal que J(£D(ug)) C £D(1o/2).

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que existe po > 0 pequeno tal que

dist(J(u), —P) < %

para cada u € —D(up). Para o caso em que u € D(pg) a prova ¢ analoga. Para cada
u € E temos que
Ty =

lu lu—(—u")|e = min)|u—w[2.

we(—P
De fato, por P ser um subconjunto convexo fechado do espaco de Hilbert E, pelo Lema

3.16 do Apéndice é suficiente mostrarmos que

(u—(—u"),v—u" )2 <0, VYwve-P,
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o que é 6bvio, pois se v € —P, entao
(u—(—u"),v—u" )2 = (U, 0 —u )20 = / uvdr < 0.
Q

Assim, usando a desigualdade de Poincaré, temos que

+|2:

|u min |u — wly
—P)

we(
<L mi | |
—= min u—w
- )\}/2 we(—P)

r ..
< Wdlst(u, —P). (3.11)
1
Usando (3.4), temos que para cada € > 0 suficientemente pequeno existe C. > 0 tal que
flz, )t <et? + C.|t], reN, teR. (3.12)

Considerando J(u) = v, temos que

dist(v, —=P) = 211617f3 v — (—=2)]

= inf ||v + z||
2€P

< o+l = [l

dist(v, =P)|Jv*|| < Jlvt|?

= (v,0")
:/Qf(a:,u)v*dx.

Além disso, podemos usar a condi¢ao (B1) para obter que se u(x) < 0, entao f(z,u) < 0.

Logo, temos que

/f(x,u)v+dx:/ f(:v,u)v+dx+/ f(x,u)vtdr
Q {zeQ:u(z)>0} {ze:u(x)<0}

< / flx,uM)vtde
{z€Q:u(z)>0}

- )
= / flz,uMvtde.
Q

Observe que, se escolhermos p < 3, podemos usar a desigualdade de Holder com expoentes
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s:=2/(p—1)>1es :=2/(3—p), juntamente com a imersdo H}(Q) — L*(Q) e (3.11)

para obter que
p—1
2 , s
/|u+|p_1|v+|dx§ (/ |u+|2dx> (/ |v+|sdx)
Q Q Q

< Cdist(u, —P)* ot

[

Usando (3.12) e a observagao acima, temos que

/f(x,u+)v+dx < /(6|u+| + Colut P H ot |de
Q Q

< (gdist(u, —P) + C(dist(u, —P))PI) o™
Isso implica que
dist(J (u), =P) < ;dist(u, —P) + C(dist(u, —P))P~L.

Logo, para cada u € —D(ug) existe pp > 0 pequeno tal que dist(J(u), —P) < po/2, o que

conclui a prova do lema. O
Seja
D<A < <. .. << ...

a sequéncia de autovalores distintos para o problema de autovalores

—Au = Mu, em (),
u = 0, em Of.

E importante destacar que o primeiro autovalor \; ¢ simples, ou seja, dim Ker(—A —
AMld) = 1 e a autofuncao ¢; associada ao autovalor A; possui sinal definido, digamos
positivo. Além disso, cada A, possui multiplicidade finita e as demais autofungoes
associadas a A\, mudam de sinal. No que segue, denotamos por V;, C HJ(f2) o seguinte
subespaco

Vi = Ker(—A — \1d) & ... & Ker(—A — \gId),

em que k > 1 é um nimero natural. Vamos decompor o espaco E da seguinte forma
E=V,,10V,.

Observe que todas as fungoes em V- mudam de sinal. De fato, seja w € V- e lembre que
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a seguinte equacao é satisfeita no sentido fraco
—Apr = A1

Logo, para todo w € Vi1, temos que

/V%dex:)\l/(plwdx.
Q Q

Usando a ortogonalidade das autofungoes em F, temos que

/\1/g01wdx =0.
Q

Como @7 > 0, a igualdade acima implica que w muda de sinal.

A caracterizacao variacional dos autovalores nos fornece as seguintes desigualdades

2 < Mo, Vv eV,
ealol < wl? Vwe Ve
Em particular, temos a desigualdade de Poincaré
g 1 2
WBSXWW, VueE. (3.14)
1

Agora, estamos prontos para introduzir a condi¢ao

(B2) existe ¢y > 0 tal que

t?— =, VzeQ teR.

No que segue, vamos fazer algumas observagoes para impor uma condi¢ao que é usada
em todos os teoremas apresentados neste capitulo.
Inicialmente, observe que podemos usar a imersao HJ(Q2) — LP(Q), com 2 < p < 2%,

para obter uma constante A, > 1 tal que
lulp, < Apllull, VwueE. (3.15)

Considerando u € E e fixado p € (2,2*) podemos usar as desigualdades 1/2* < 1/p < 1/2
para obter a € (0, 1) tal que

1_ (1-a) <M) ey (3.16)
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Segue entao da desigualdade de Holder que

/|u|pd:r:/ [ P ] P < (/ |u|apipdx)
Q Q Q

ou seja,

a (1—a)p

* T2
(/ |u|(1—a)p(12a)pdx) 7
Q

k=

|u’p <l|u Ul%_a-

O
Usando a imersao H}(Q2) < L* (Q2), temos que existe ¢, > 1 tal que
lul, < cp||u||°‘|u|§_a, VuekE. (3.17)
Observe que, usando o Lema 3.1 com € = \;/2 temos que
|F(z,t)] < %|t|2+Dp|t|p, VeeQ, teR, (3.18)

em que 2 < p < 2%

Para enunciar os nossos primeiros resultados, apresentamos a condicao

(B3) sejam A, ¢, e D, satisfazendo (3.15), (3.17) e (3.18), respectivamente. Considerando

. 1—o)(p—2 l1-o . 1 — —
Ty := mln{)\,(g E=2) ¢ )}, T = mm{64—D§’(8Dp) /v 2)}

1

Af = min { ———— (4A2clP=2)~ V=2 4
P {4A12,cz(,p =2 Pr

entao supomos que

1
< —— (AT
00_4‘(2'( p) 142,

em que ¢y ¢ dado na condigao (B2).
Teorema 3.1. Suponha que as condi¢oes (BO) — (B3) sejam vdlidas e que f satisfaz (3.1)

com

M < Pe(x) < N, Vel

Se Bi(x) < Aky1 para todo x € Q ou f_(x) < Mey1 para todo x € Q, entdao o problema

(P) possui uma solug¢do que muda de sinal.

No nosso proximo resultado, considerando a hipétese de nao quadraticidade de Costa-

Magalhaes [10], permitimos que o problema (P) seja ressonante.
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(B4) vale o seguinte limite

lim (f(x,t)t —2F(x,t)) =00, Vel

[t| =00

Teorema 3.2. Suponha que as condi¢oes (BO) — (B4) sejam vdlidas e que f satisfaz (3.1)
com

)\k<ﬁ:l:($)y Ve

Entao o problema (P) possui uma solu¢ao que muda de sinal.

Considerando f satisfazendo (3.2) obtemos um resultado de dupla ressonancia. Nessa
dire¢@o, para os resultados de existéncia podemos citar [5, 12, 13]. No entanto, nestes

trabalhos o sinal da solugao nao foi determinado.

Teorema 3.3. Suponha que as condigoes (B0) — (B4) sejam vdlidas e f satisfaz (3.2)
com
A < Lz) < K(z) < Apr, Vel

Se L # A\, entao o problema (P) possui uma solugdo que muda de sinal.

A estratégia usada para provar os Teoremas 3.1-3.3 é mostrar que para determinados
conjuntos A, B* e o funcional I associado ao problema (P), temos que todas as condigoes
impostas pelo Teorema A’ sao satisfeitas.

No que segue, consideramos as condicoes

(B5) existe ¢g > 0 tal que
2F (x,t) > max{\,_11%, 0, ()t )2 +0_(2)(t)*} —cp, V2 €EQ tER,

(B6)
lv]* < /Q[9+(56)(v+)2 +0_(z)(v7))dz, Vo€ Vi

(B7) 19:|:(ZL') < Agr1, Vel
(B7), A < Qi(x) < 19:&(1‘) < )\k?"rl? Ve

(B8) nenhuma autofungdo associada ao autovalor A\, satisfaz

—Au =9 (x)ut —I9_(x)u;
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(B9) nao existe fungao em Vj \ {0} que satisfaca

—Au =0 (x)u’ —O_(z)u;

(B9)’ nenhuma autofungao associada a A satisfaz

—Au=0,(x)ut —0_(z)u".

Teorema 3.4. Suponha que as condi¢oes (BO), (Bl), (B3) e (B5) sejam wvdlidas e f
satisfaz (3.3). Suponha ainda que para cada par de nimeros ay e b_ no intervalo (Ag, \g11)

existam a_ < A\ e by > Agyq tais que
a4 Sei(iﬂ) Sﬁi@?) < by, VxeQ.

Entao o problema (P) possui uma solu¢ao que muda de sinal.

Teorema 3.5. Suponha que as condigoes (B0), (B1), (B3) e (B5) — (B9) sejam vdlidas e

f satisfaz (3.3). Entao o problema (P) possui uma solu¢ao que muda de sinal.

Teorema 3.6. Suponha que as condi¢oes (B0), (B1), (B3), (B5), (B7)’, (B8) e (B9)’
sejam vdlidas e [ satisfaz (3.3). Entdo o problema (P) possui uma solu¢io que muda de

sinal.

Os resultados de existéncia para os Teoremas 3.4-3.6 sdo conhecidos (c.f. Berestycki
e deFigueiredo [5], Cac [8], Furtado et al [12, 13] e Habets [14]). No entanto, nesses
trabalhos o sinal das solugoes nao foi determinado.

Para provar os Teoremas 3.4-3.6 mostramos que, para o conjunto B* definido na Secao
3.1 e o funcional I associado ao problema (P), todas as condi¢oes geométricas do Teorema

B’ sao satisfeitas.

3.1 Um problema nao ressonante

Nesta secao, provamos o Teorema 3.1. Destacamos que a sua prova é feita em vérios

passos, onde vamos obter resultados que nos permitem usar o Teorema A’.

Lema 3.3. Suponha que as condigées (BO) e (B1) sejam vdlidas e que f satisfaz (3.1)
com
A < Bi(z) < Xpr, Vel

Se By(x) < Apy1 para todo x € Q ou f_(x) < A\py1 para todo x € 2, entao I(v) — —o0
quando ||v]| = oo, v € V.
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Demonstragao. Dado € > 0, podemos usar (3.1) para obter Ry = R;(¢) > 0 tal que
flz,t) > (Be(z) —e)t, VaxeQ, t>R.

Assim, se t > R;, entao

¢ R ¢
F(m,t):/o f(x,s)ds = f(x,s)ds + ; f(x,s)ds

0

szJﬁwwﬂd@—sg —Wﬂﬂ‘fﬁ}
> (B() — )% — e

para alguma constante ¢; > 0. Podemos usar a continuidade de F' para escrever

t2
F(xat)2(5+(x)_5>§ —c, VazeQ t=>0.

De maneira analoga, podemos usar novamente (3.1) e a condi¢do (B1) para obtermos

c3 > 0 tal que

t2
F(x,t) > (B_(x) —5)5 —c3, YVzeQ t<O.
Logo, existe ¢ > 0 tal que
t2
F(z,t) > (min{f_(x),B+(z)} —¢)= —¢, VaeQ, teR. (3.19)

2

Dessa forma, podemos usar (3.19) e a desigualdade de Poincaré para concluir que,

para todo v € Vj, vale

mw:%y—LF@mm
<1 | minga (). 5, ()} - S [ s
15 =3 | min{B-@). @Yo + 5 [ oo+ gl
BV =5 [ min{5-(@), B @} lde + S0l + el

Definindo
C(z) == min{B_(z), B+ (2)},
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temos que C'(x) > A\, para todo = € Q) e portanto segue do Lema 3.17 do Apéndice que

WW—LcmﬁM§4mm

em que 0 > 0. Logo,

4]
1) < —gllvll + gyl + el

o] ® 3
=L (—0+— Q.
5 5+)\1 + ¢|Q]

Escolhendo € < 0\, concluimos que

I(v) = —oc.

[|v]||—=00,0E V)

O

Observamos que o resultado acima ainda continua valido se considerarmos apenas que
Ak < ﬁi(x), YV x e

Lema 3.4. Suponha que a condi¢io (B2) seja vdlida. Entao

col€|
I <
(v) < 5

VUEV}C,L

Demonstragao. Basta usar (B2) e a desigualdade variacional para v € Vi_; e concluir que

2
ol

I(v) 3 /QF(:E,v)dx

lol* 1 2, 1
S —_— — = )\k_ﬂl dx + = C()dﬂ?
2 2/, 2 Jo

col€|
o

IN

]

Lembrando da expressao de a € (0,1) em (3.16), vamos definir, para 2 < p < 2%, a
aplicagao ¢ : £ — E dada por

Julp [[ul[Julp
Ew) =4 lull®  flull + Alul,
0, se u =0,

se u # 0,
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em que 5= (1 —a)(p—2). Além disso, a partir de agora, para p > 0 vamos considerar o

seguinte conjunto

Lema 3.5. A aplicagcao & € continua e

B/2

Togmp < max{ul, ul”?), Vue B
p-P

Demonstracao. A continuidade de & segue de argumentos ja apresentados anteriormente.

Para a segunda parte, considerando u € B podemos usar (3.15) e o fato que
2([|ul| A lulp) " < Jlull + Aluly

para obter que

_ el ]

Sl |+ Al

< |u|£72 < Wﬁ ) + [[wllul,
lall?) " 2(al| Al )12
(feell )2
2072
Ay
IV

2 |p—2

< Ajulb™ +
20 |p—2

< Ajlulh™= +

Observando que para u € V;- | vale a seguinte desigualdade variacional
Melulz < [lull?, (3.20)
podemos usar (3.17) e (3.20) para obter que

_ _ alp— 1— —2
uly ™ < 2?2l

_ — —(1—a)(p—2)/2
< Cg 2||u||p 2/\k( )(p—2)/ ‘

Assim, lembrando que A, > 1 e ¢, > 1, segue que
1/2
Ay ]
IV
2 p—2 —2 2 p—2
ApellullP - A lul

= 5/2 B/2
AL/ 2\

p < A2 2|lufP=20, 7 +
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2 p—2 —2 2 p—2
205 P72 |ulfP 200 P2 |u|

- B/2 B/2
A Ay
AN2 P2 B
< — 55— max {{Ju|", [lull},
Ak
o que implica que

A ,
e < max {|Jul JulP?) (321)

p-P

Lema 3.6. Para cada u € B temos que
HUH > A; min {)\l(glfa)(p72)/2’ )\l(clfa)/2} min {,0, pl/(P*Q)} _
Demonstracao. Defina

1
AN2ch2

Ay, = min {)\21704)(1772)/27 )\1(91701)/2} min {p, pl/(pfz)} min{ (4A§C22)1/(p2)} .

Assim, segue de (3.21) que

1 .
< max {[uf], [Ju]"7*} .

(1-a)(p—2)/2

Observe que se 0 < |[lu]| < 1, entao temos pela expressao acima que

Asp < max {[Jul], ul"*} = |Jul.

Por outro lado, segue novamente da definigao de A, , que

1

Ay, < )\Igl—a)/2p1/(p—2) —
k (4/\12)0?_2)1/(}) 2)

Assim, se ||u]| > 1, ent@o segue da expressao acima e de (3.21) que
1 oy L
Axp < (max {[Jull, [[ullP2 )77 = (|ful”~*) = = [ull,

o que conclui o lema. O

Lema 3.7. Suponha que as condigoes (BO) — (B3) sejam vdlidas. Entao, para todo u € B,

temos que
Q
I(u) > 00’2 J
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Demonstragao. Inicialmente, observe que se u € B, entao

_ ([l [l [uly

el Ml Tl

(3.22)
Lembrando que
A
ﬂ@ogij+gma VzeQ, tek,

podemos usar a desigualdade de Poincaré e (3.22) para obter que

Ll
~ 1 (5~ Do)
T T

1
>l (5 - D).

Em seguida, tomando p = 1/8D, temos que

lul?

I(u) = =2

Por fim, lembrando que
. 1—a)(p—2 11—« . 1 — —
T :mm{)\/,(c ) ),/\](C )} e Tz:mm{64—Dg’(8Dp> 1/(p—2) 7

podemos usar o Lema 3.6 e a condigao (B3) para concluir que

1 co|2
ungmyﬂnzogy

]

Lema 3.8. Suponha que as condi¢oes (B0) e (B1) sejam vdlidas e f satisfaz (3.1) com
A < 5:|:([E) < >‘k+1> Vx e

Se B(x) < Apy1 para todo x € Q ou f_(x) < A\py1 para todo x € ), entao o funcional I

satisfaz a condi¢ao de Cerami.
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Demonstragao. Seja (u,) C E uma sequéncia de Cerami para o funcional /, isto é,
I{un) = ¢ e (14 |lun| D[ (un)l] — 0.

Como ja visto anteriormente, devido ao fato do gradiente de I ser da forma Id — J com
J sendo um operador compacto, é suficiente provarmos que a sequéncia (u,) é limitada.
Usando um argumento de contradi¢ao, vamos supor que (u,) nao seja limitada. Logo, a

menos de subsequéncia, podemos supor que ||u,| — oo quando n — oo. Definindo

temos que (z,) é uma sequéncia limitada em F, o que implica que, a menos de

subsequéncia, devemos ter

Zn — 2, fracamente em F,
Zn = 2, em LP(Q) para p € (2,2%), (3.23)
zn(x) = 2(x),  q.t.p. em Q,
|zn(2)] < U, (z) qt.p. em Q comr € (2,2%) e ¥, € L"(Q).
Fixada ¢ € C§°(2), temos que
on(1) = I'(un) o = (un, ¢ /f T, Uy ) pd.
Dividindo a expressao acima por ||u,||, obtemos
fx%
on(1) = (2, 0 (3.24)
Tl ?

A convergéncia fraca em (3.23) implica que (z,,¢) — (z,¢). Além disso, usando as
limitagoes em (3.5) e em (3.23) segue que

¢ S AO’ZnH(b‘oo S AO\Dl(x)’(Mooa qtp €m Qa

n

fxw ‘ S (@, zn]|unl])

com AgWUy|d|e € LY(Q). Escreva Q =Q_UQ U Q, em que

_i={re:z(x) <0}, Qy:={reQ:z(zx)=0}

Qp ={x e Q:z(zx) >0}
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Lembremos ainda que

lim flz,?) =fy(zr) e lim flat) _

t——+o0 t t——00

Note que, se € Q, entdo z,(x)||u,| — co. Assim, os limites acima implicam que

lim f(x,un)¢ = lim f(:B,Zn($)||un||)Zn¢: Bi(x)z¢, q.t.p. em
n=oo |y | n=0o 2y () ||un|

e
lim f($,un)¢ = lim f(IIJ,Zn(iU)HUnH)ZMb: f_(x)z¢, q.t.p. em Q_.
n=oo|lug | n=oo zn (@) [ un |

Por fim, se z € Qp, entdo a desigualdade (3.5) nos garante que

lim f(@, un)

n=oo ||uy||

¢ =0.

Assim, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e passar a

expressao (3.24) ao limite para concluir que
(.0) = | Bewyode+ | 5(@)z0da
= [ = @) )ods, Vo CT@), (3.25)

Por densidade, a expressao acima vale para ¢ € E. Logo, a funcao z € F satisfaz, no

sentido fraco, o problema

SAz = Bu(e)st - B(x)z, emQ
z = 0, em 0f2.

Observe que

on(1) = Him) _ 1 —/Qde. (3.26)

lunl> 2 [

A A
< 70|Zn|2 < 70\112(33), q.t.p. em €,

n

2F (z,t
lim (z.1) _

t—+oo 12 T 5 Foo t
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Desse modo, podemos proceder como acima para obter

1
im T 22 = B, (0)2%, q.t.p. em €,

1 = -f_(x)z*, qt.p. em Q_
noo flupl? 2
¢ F
lim (a:,u;) =0, q.t.p. em Q.
oo |[up|

Logo, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e passar a

expressao (3.26) ao limite para concluir que

o=> | Biw)tde+ 3] @
L (o e )

o que mostra que [, f4(27)? + f_(27)%dx = 1. Tomando ¢ = z em (3.25), segue que

nzn2=l[}ﬁ+z+—-@_z-xZ+—-z1dx
= [ (Bule P + B de =1

e isso implica que z # 0.
Defina

L] B ses) 20
1) { B_(z), sez(x)<DO.

Para 2z € E, escrevemos z = v +w com v € Vj, e w € V;1. Logo z satisfaz

—Az = q(z)z, em
z = 0, em Of.

Observe que a formulacao variacional desse problema é dada por

<a@=4¢www,v¢eaﬂm.

Tomando ¢ = v — w na expressao acima, obtemos que

nﬂ%wmﬁzfam&M—/ﬁwmwm
Q Q
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Usando a igualdade acima, a defini¢do de ¢ e as desigualdades variacionais em Vj, e V-,

segue que
0 <l = Al
< ol - [ awutds
Q
= ol - [ ata)eids
Q

< [lol]* = Aulol} < 0.

Isso implica que

/q(m)dex:/)\kUde e /q(az)dea::/)\kHdeas.
Q Q Q Q

Assim, temos que v = 0, pois se v # 0, entao g(x) = A, 0 que é um absurdo com o fato

de que fBi(z) > A\ para todo x € Q. Por outro lado, como z # 0 temos que w # 0. Logo

0< / r — g(2))(2+)?de = / (4(2) — Megr) (= )2z <0,

Q

0 que mostra que

/Q(q(a;) — M) (zT)P2dr =0 e /Q(q(x) — Aey1)(27)dz = 0. (3.27)

Como ¢(z) < A\py1 para todo x € Q, segue que z7 = 0 em 2. Dessa forma, z = —z~

satisfaz o problema

—Az = [_(x)z, em
z = 0, em 0.

Uma vez que B_(z) < gy para todo x € 2, temos que se f_(x) = A\g41 em €2, entdo z é
uma autofuncao com sinal definido associada ao autovalor A\;;1, 0 que nao pode acontecer.
Por outro lado, se f_(x) < A\gy1 em Q, entao segue de (3.27) que z~ = 0, o que implica
que z = 0, o que é um absurdo. Logo, (u,) é limitada e portanto o funcional I satisfaz a

condicao de Cerami. O

A seguir, apresentamos os conjuntos A e B* para os quais aplicaremos o Teorema A’.

Seja

A={u=v+spr:v € Vi1,s>0,ul| = R} U[Vr_1N Bg(0)],
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em que @ ¢ uma autofungao normalizada associada ao autovalor A\;. Escolhendo

a,> sup I((1—1t)u)+2,
(t,u)€[0,1] x A

definimos

B*:= BNI™,

em que

Julp ull|u
Bi=SueVy :—5+ | |||B|p =},
el Jlull + Xlul,

com p < R. Pelo Lema 1.6, temos que A enlaga o conjunto B. Nos Lemas 2.3 e 2.4

trocamos || ||, por |- |,. Entao, pelo Lema 2.4, segue que existe d; > 0 tal que
41 := dist(B*, P) > 0.

Estamos prontos para a

Prova do Teorema 3.1. Primeiramente, observe que o Lema 3.2 implica na condic¢ao
(A1) do Teorema A’. Em seguida, vamos verificar que a condi¢ao (A2) ¢é satisfeita. De
fato, suponha que a,b € R sao tais que

Iu)<a e |ul,<b.

Usando (3.18) e a imersao LP(Q2) < L?*(2), com 2 < p < 2*, obtemos

lull2 = 27(u) + Q/QF(x,u)da:

A
< 2a+ 2/ (—1]u\2 + Dp\u]p> dx
o \ 4

< 2a + clul; + ﬁp|u|£
< 2a + db* + ﬁpbp = ¢(a,b),

o que mostra que (A2) é satisfeita.

No que segue, vamos mostrar que

Q
sup I(u) < <12,
ucA 2

em que ¢g > 0 é dado em (B2). De fato, se u = spp +v € Acomv € Vi1, s > 0e




Secao 3.2 ¢ Um problema ressonante 68

|u|| = R, entdo, como u € Vj, segue do Lema 3.3 que

CQ|Q|
1 < .
(w) < 2%

Por outro lado, se u € Vi_1 N Br(0) C Vi_1, entdo a desigualdade acima ainda é valida,
de acordo com o Lema 3.4. Logo,
co|Q2|

ag :=sup I (u) < .
ucA 2

Lembrando que B* = BN 1% C B, o Lema 3.7 garante que

N . . col$2|
= > > — .

= 2 ) =

Logo,

ap =sup I(u) < bj = inf I(u).

Por fim, o Lema 3.8 nos garante que o funcional [ satisfaz a condigao de Cerami. Dessa
forma, todas as condi¢bes do Teorema A’ sao satisfeitas. Logo, para todo € > 0 temos
que existe u € E'\ (=P UP) tal que

I'uy=0 e I(u e |byj—e, sup I((1—thu)+el,
(t,u)€[0,1]x A
o que implica que u é um ponto critico do funcional I que muda de sinal, e portanto o

problema (P) possui uma solugdo que muda de sinal.

3.2 Um problema ressonante

Nessa se¢ao vamos provar o Teorema 3.2. Considere os conjuntos A e B* como na prova
do Teorema 3.1. Observe que a condigao (A1) imposta pelo Teorema A’ é satisfeita pelo
Lema 3.2 e a condigao (A2) segue dos mesmos argumentos apresentados anteriormente.
Além disso, os Lemas 3.3 e 3.4 garantem que as condigdes geométricas para o conjunto
A sao satisfeitas, e o Lema 3.7 garante que a condi¢ao geométrica para o conjunto B*
é satisfeita. Para concluir a prova do teorema, resta provar que o fucional I satisfaz a
condigao de Cerami. Para tanto, seja (u,) C F uma sequéncia de Cerami para o funcional
1, isto é,

Iup) = ¢ e (14 [lual) ' (un)] — 0.
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Desse modo, I'(uy,)u,, — 0 quando n — oo, e portanto

2¢+ 0,(1) = 21 (up) — I'(up)u, = /Q[f(x,un)un — 2F(z,uy,)|dx. (3.28)

Usando a limitagao em (3.5), temos que

1
Nun|* = ¢+ 0, (1) +
2

A
F(x,u,)dr < c+o0,(1) + / %uidw. (3.29)
Q Q

Suponha, por contradi¢do, que (u,) nao seja limitada. Logo, a menos de subsequéncia,

temos que ||u,| — oo quando n — co. Definindo

Unp
Zn = o7,
[

temos que (z,) é um sequéncia limitada em F. Logo, a menos de subsequéncia, podemos
supor que 2, converge fraco para z em FE, forte em L*(Q) e q.t.p. em €. Assim, dividindo

a expresao (3.29) por |lu,|* obtemos que

u2
1< lim / s dr = / 22dw,
n—00 Jq [[u| Q
o que implica que z # 0. Dessa forma, definindo o conjunto
Q:={reQ:z(x)#0},
temos que Q possui medida positiva. Além disso
|un(2)[* = |20 (@) *lun(@)[|* = 00, q.t.p. em €.
Podemos usar a condi¢ao (B4) para garantir que, dado M > 0, existe R > 0 tal que
flz,t)t = 2F (z,t) > M, VxzeQ, |t|>R.

Usando a continuidade de f(x,t)t — 2F(x,t) em Q x [—R, R|, segue que existe C' > 0 tal
que
f(z,t)t —=2F(z,t) > —-C, Vze teR

Logo,
/Q[f(x, Up )y, — 2F (2, uy,)]de =
= [ [t = 2F G ulde + [ (o) — 2P (o))
O\Q

Q
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Q

> /Q\S~2 Cdzx + / (2, ) n — 2F (2, up)]dz

= —C|0\ Q| + /[f(x,un)un — 2F (z,uy,)|dz.

Q

Por fim, usando o Lema de Fatou e a condigao (B4), temos que

n—o0

lim inf/[f(x,un)un — 2F (z,up)|dx >
0

> —CQ\ Q| +lim inf/[f(a:, U )t — 2F (2, uy, )|
n—oo

Q
> —C10\ Q| + /~ lim inf[f(x, u,)u, — 2F (z,u,)|dx
Q n— o0

= +OO7

o que é uma contradi¢do com (3.28). Logo, (u,) ¢ limitada, e portanto I satisfaz a
condigao de Cerami. Dessa forma, todas as condi¢oes do Teorema A’ sao satisfeitas e

portanto existe uma solu¢ao u que muda de sinal para o problema (P).

3.3 Problema duplamente ressonante

Nessa se¢ao vamos provar o Teorema 3.3. Inicialmente, observe que a condigao (A1) é
satisfeita pelo Lema 3.2 e a condigao (A2) é verificada de maneira aniloga & apresentada
na prova do Teorema 3.1. Além disso, considerando os conjuntos A e B* como definidos na
prova do Teorema 3.1, temos que a condi¢ao geométrica do conjunto B* para o Teorema
A’ ¢é satisfeita pelo Lema 3.7 e a condigdo de Cerami ¢é satisfeita usando um argumento
idéntico ao apresentado na prova do Teorema 3.2. Assim, para aplicarmos o Teorema A’,
resta mostrar que as condi¢oes geométricas do conjunto A sao satisfeitas para o Teorema

A’. Para isso, precisamos da seguinte
Afirmagao 1. I(v) - —oo quando ||v|| — oo para todo v € V.

Supondo que a afirmacao acima é verdadeira, podemos proceder como na prova dos
Teoremas 3.1 e 3.2 para garantir que todas as condi¢des do Teorema A’ sao satisfeitas e,
consequentemente, podemos concluir que o problema (P) possui uma solugao que muda

de sinal.

Prova da Afirmacao 1. Uma vez que L(x) > Ay com L # )i, podemos usar o Lema

3.17 do Apéndice para garantir que existe d > 0 tal que

ok —/QL(:c)v2dx < 5o, VveV (3.30)
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Além disso, segue de (3.2) que, dado € > 0, existe R > 0 tal que

2F (x,t
L) —e<2E@Y  yicq p>R
t2
ou seja,
t2 2
L(x)§ —5 < F(z,t), YzeQ, |t|>R.

Em seguida, podemos usar a continuidade de F' em Q x [—R, R] para concluir que

t2 2

t
L(x)= —F(:mt)gsé +C, VzeQ telR

2

Consequentemente, podemos usar a expresao acima, (3.30) e a desigualdade de Poincaré

para obter que

HM:EMW—;AMQHM+A(M@§—F@@)M

IN
|
|

) 1
2Hv|]2 + / (5502 + C’) dx
Q

) €
2 —_— —_—
vl ( 2+2)\1> + Q).

IA

Tomando € < d\{, concluimos que

im  I(v) = —o0.
[Jv]|—o0,0EV

3.4 Problemas com nao linearidade do tipo salto no

infinito

Nessa secao apresentamos as provas dos Teoremas 3.4, 3.5 e 3.6. Para isso alguns

lemas sdo necessarios.

Lema 3.9. Para cada par de nimeros ay e b_ no intervalo (Mg, Ap+1), existem a_ < \g

e by > Agy1 tais que

|w%lyMW+mwww v e Vi\ {0}

WW>LMWW+MWYW,VwH%H%

(3.31)

(3.32)
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Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos provar que vale (3.31). Para iso, defina

Yo={veV,:|vp=1}

9(v) = Jolf? - / 0y (v*)2dz — / M(v™)2d.

Como dim V}, < oo, segue que o valor

Mo = max g(v)

é atingido em algum ponto z € ¥. Dessa forma, usamos a desigualdade variacional em V

e o fato que Ay < a, para garantir que
mo = || z||? —/a+(z+)2dx—/)\k(z_)2dw
Q

Q
= ||ZH2 — / A2+ /(/\k — a+)(z+)2dx
Q Q
< 0.

Afirmamos que mg < 0. De fato, como z # 0, note que se

||z|]2—/)\k2220,
(9]

entdao z ¢ uma autofuncao associada a \;. Lembrando que A\, > \;, concluimos que z

muda de sinal. Logo, 2™ # 0 e usando o fato que a, > A\ segue que

/Q()\k —ay)(z%)dz < 0.

Por outro lado, se
/()\k —ay)(z")%dx =0,
Q

entao temos que 2zt = 0, 0o que mostra que z nao muda de sinal, e portanto

1212 = / M2 < 0.
Q

Essas observagoes mostram que my < 0. Assim, para qualquer v € Vj \ {0} podemos

aplicar a func¢do g em v/|v|y e obter que

Joll? - / 0 () + a_ (v )z < moluf? + / (e — a_) (v )da

Q
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= (mo + M — a_)|v]3 — (A — a_)|v™[3
< (mo+ A\ — a,)|v|§

<0,

desde que A\ +my < a_ < Ag. Tal escolha é possivel pois mg < 0.
Para provar (3.32) defina

So={we Vi |wy=1}

do = inf (||w||2—//\k+1(w+)2dx—/b_(w_)2dx).
weD Q Q

Usando a desigualdade variacional em V-, temos que para qualquer w € V-

o]~ / O / b_(w)2da = ][>~ / Mo ()2t / (e —b_)(w™)?de > 0,
Q Q Q

Q

o que implica que dy > 0. Note ainda que, para mostrarmos (3.32), é suficiente verificar

que dy > 0. De fato, se dy > 0, entao para qualquer w € V;+\ {0} temos que

Jeoll? - / b (w)? 4 b_(w Pde > dolwl? + (Aeer — by [

= (do + M1 — b)) [w]3 = N — ) [v[3
> (do + Ay1 = by)|wl3 > 0,

desde que Agi1 < by < Aga1 + do. Tal escolha é sempre possivel se dy > 0. Para mostrar
que dy > 0, vamos supor, por contradigao, que exista uma sequéncia (w,) C V;- com

|wy,|2 = 1 tal que

=l = s [ wddet [ (s = b)) 0,
Q Q

Logo,
[wnll® < dn + Aita,

o que mostra que (w,) ¢ uma sequéncia limitada em E. Assim, a menos de subsequéncia,
podemos supor que (w,) converge fraco para w em E e forte em L?(Q). Consequentemente
temos que |w|]s = 1. Em seguida, usando o fato de que a fungao [|-||? ¢ fracamente

sequencialmente semicontinua inferiormente, a convergéncia forte em L*(Q) e w, — w™
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em L?(Q), segue que

0 < ||w|* = Aesa /Q widr + /Q()\kH —b_)(w™)?*dz < liminfd, = 0. (3.33)

n—oo

Por fim, usando a desigualdade variacional em V- temos que

/()\k—H —b_)(w™)*dz <0.
Q

Uma vez que b_ < A\g41 segue que

/Qwﬂ —b)(w)de =0,

o que implica que w~ = 0. Dessa forma, podemos usar essa tltima observacao e novamente

a desigualdade variacional em V' para garantir que a expressao (3.33) se reduz a

Hw||2:/g)\k+1w2dx.

Lembrando que |w|s = 1, ou seja, w # 0, podemos usar a igualdade acima para garantir
que w é uma autofuncao nao negativa associada a A\p;1, 0 que é um absurdo visto que as

autofuncgoes associadas ao autovalor Ay, mudam de sinal. O

Lema 3.10. Suponha que [ satisfaz (3.8). Suponha ainda que para cada par de nimeros

ay e b_ no intervalo (A, A1) existam a_ < \g € by > Ay tais que
ar < Oi(r) < Vi(r) <bs, Vze

Entao o funcional I satisfaz a condicao de Cerami.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia de Cerami do funcional I. E suficiente
mostrarmos que (u,) ¢ limitada. Argumentando por contradigdo vamos supor que, a

menos de subsequéncia, ||u,|| — oo quando n — oco. Definindo

Up

 lual

Zn -

temos que (z,) é uma sequéncia limitada em E. Logo, a menos de subsequéncia, podemos
supor que
Zn — 2, fracamente em F,
Zn — 2, em L2(Q),
" 1) (3.34)
zn(x) = 2(x),  q.t.p. em Q,

|z, (2)] < Wy(z) q.t.p. em Qe Uy € L2(Q).
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Definindo A )
T,u
P, () == —~ (3.35)
[ |
podemos usar (3.5) para garantir que, para = € € fixado, temos que
|D(z,un)| < Aolzn] < AgWa(z), q.t.p. em (3.36)

e isso mostra que (®,,),en ¢ limitada em L?(£2). Assim, a menos de subsequéncia, podemos

supor que
®, — ®, fracamente em L*(Q). (3.37)
Agora, lembremos que
Sl t) . flz,t) _
lil_l)lilglof = Oi(x) e htlil:illop = Uy (z).

Assim, se z € Qy = {z € Q: z(z) > 0}, podemos usar (3.34) para garantir que

hﬂiﬂf P, () = ligglf W% = z(x)0,(x)
e
f(@, 2| unl])

zn = z(x)04 ().

lim sup ®,,(z) = lim sup

Observe que, como
liminf ®,(z) = z(x)0.(x)

n—0o0

uniformemente para x € (1, segue que dado ¢ > 0, existe nyg > 0 tal que
D, (x) > z(x)f4(x) —e, sempre que n > nyg.
Uma vez que ®,, — @, podemos usar o Lema 3.18 do Apéndice para garantir que
O(z) > 2(x)04(v) —e.

Logo,
2(2)04(z) —e < P(z) < z(x)d(z) +e, q.t.p. em Q.

Fazendo € — 0 temos que
2(x)0 () < P(z) < z(x)Vy(x), q.t.p. em Q. (3.38)

Por outro lado, se z € Q_ = {x € Q: z(x) < 0}, entdo usamos novamente (3.36) para
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garantir que

liminf ®,(x) = liminf —————*%2, = —limsup —————=(—z,) = z(z)9_(z).
n—+00 (@) n—oo Zn ||tn | n—00 Zn ||t | ( ) (z)0-(z)
Logo,

2(x)0_(z) < ®(x) < z(z)0_(x), q.t.p. em Q_. (3.39)

Além disso, note que se x € Qy = {z € Q: z(z) = 0}, entdo segue de (3.34) e (3.36) que

lim inf ®,,(z) = limsup ®,,(z) = 0. (3.40)
n—0oo n—00
Definindo o
(:E), sex € Q_UQ,,
q(z) == z(x)
0, se x € ,

podemos concluir que

0.(x) <q(x) <V4(x), qt.p. emQy (3.41)
e

0_(z) <q(z)<I_(x), qt.p.em_. (3.42)

Fixada ¢ € C§°(£2), temos que
on(1) = I'(un) o = (un, ¢ /f T, up)pd. (3.43)

Dividindo a expressao acima por ||u,|| obtemos

1) = )~ [ fla ) , (3.44)

fual ©

Usando a convergéncia fraca em (3.34) temos que (z,,¢) — (z,¢). Note ainda que,
®,(r) -0 q.t.p. em Q

e (®,) ¢ limitada em L?()). Assim, podemos aplicar o Lema 3.19 do Apéndice para
garantir que

®,, —0, em L*(Q).

Logo,

/Q B, (x)pdx = /Q L El@odr /Q (o)




Secao 3.4 e Problemas com nao linearidade do tipo salto no infinito 7

:/Q)n(x)gbxgug+dx+/ b, (x)pdx
Q Qo
—>/Q<P(m)gz§dx,

quando n — oo. Passando a expressao (3.44) ao limite, obtemos que

0= (2 6)— / B(z)pdr = (2, 6) — / o(z)20d. (3.45)
Q Q
Assim, z € E é solu¢ao para o problema

—Az = q(x)z, em Q,
z = 0, em 0f).

Escrevendo z = v+ w com v € V;, e w € Vi, podemos tomar ¢ = v — w em (3.45) para

garantir que
ol — JJw]l? = / g de - / o(x)wdr. (3.46)

Lembrando que

podemos usar o Lema 3.9 para obter que

lvll* < /9[9+(37)(v+)2 +0_(z)(v7))dz, Vv e Vi\{0} (3.47)

o] > / [0 (@) (w*)? + 0_(2)(w))dr, ¥ w € Vit \ {0}, (3.48)
Observe que usando (3.41), (3.42) e (3.46)-(3.48), temos que
0< / 02 (2)(w)? + 0_(2) (v ))d — o]
< / g(@)dz — o]
- / g(@)w?ds — w|?
< / [0 () (w2 + () (w ]d — o]

<0

Y

o que implica que

/9[9+(x)(v+)2 +0-(z)(v")*)dz = [lv||* (3.49)
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/9[19+(96)(w+)2 +0-(z)(w”)*]dx = [|wl]*. (3.50)

Dessa forma, podemos usar as expressoes (3.47) e (3.48) mais uma vez, para obter que
v=w =0, e isso implica que z = 0. Por fim, note que tomando ¢ = u,/|u,||* em (3.43)

segue que

= — f i un €T = T2\ T )ax
on(1) = I'(uy) ||un||2 ~1 2)dz =1 — /Qcpn( Ve(@)dz.  (351)

Tl

Como @, — ® em L?(2) e 2, — 0 converge forte em L?(£2), entdo temos que

/@nzndx — / Pzdxr = 0.
Q Q

Passando a expressao (3.51) ao limite obtemos que 0 = 1. Essa contradigdo mostra que

(uy,) € limitada, e portanto o funcional I satisfaz a condigao de Cerami. O]
Agora, estamos prontos para obter a nossa

Prova do Teorema 3.4. Inicialmente, observe que a condigao (A1) segue do Lema 3.2
e a condigao (A2) é verificada de maneira idéntica & apresentada na prova do Teorema
3.1. No que segue, vamos verificar que as condigoes (11), (I2) e (I3) do Teorema B’ sdo
satisfeitas para os conjuntos B* := BN I, V :=V,_; e W := V+. Para verificar (I),

note que pelo Lema 3.4 temos que

I(U) < COIQ’

, YveV,_q,
="y v k—1

e tomando o = ¢|2|/2 mostramos que a condigao (1) é satisfeita. Observe que a condigao

(B5) implica na condic@o (B2). Logo, pelo Lema 3.7 temos que

Q
I(w) > C°|2 | vwesn
Como B* C B, segue que
Q
I(w) > 60‘2 |, vV w e B,

o que mostra que a condigao (I) é satisfeita. Para verificar a condigao (I3), considere

u=spr+v,emquev € Vi1 es>0. Usando a condigao (B5) temos que

](u):@ —/QF(x,u)dx

2
g

= 9 5/9 (max {Xe_1u®, 04 (2)(u)? + 6_(2)(u")*} — o) da.
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Considerando u como definido anteriormente, temos que u € V. Assim, podemos usar a

desigualdade (3.31) no Lema 3.9 para garantir que

1 < 1 “/£[0+<x>@ﬁ>2—%9<x>ﬁt>2}dx*-5%§H
co|Q2
< .

Logo, a condicao (I3) é satisfeita. Pelo Lema 3.10, o funcional I satisfaz a condigao de
Cerami. Assim, todas as condigoes to Teorema B’ sao satisfeitas. Como consequéncia,

existe uma sequéncia (u,) C E\ (=P U P) tal que

col€|
4

I'(uy) =0 e I(un)el ,c0|m].

Aplicando o Lema 3.10 temos que (u,) possui uma subsequéncia convergente para u.

Denotando ainda por (u,,) essa subsequéncia convergente, temos que

I'(u)=0 e I(u)e[colle,cdm].

Afirmamos que v muda de sinal. De fato, note que
0n(1) = T'(un)ty = Jun? - / £ (s un)undi.
Q
Usando a limitagdo em (3.4), segue que para todo € > 0 temos que
st 1* = /Qf(%UZ)UIdﬂS +ou(1) < eluf s + Clut[p + 0a(1).
No que segue, usamos a imersao H}(Q) < LP(Q), com 2 < p < 2*, para concluir que
it 12 < el |2 + Crll 7 + oa(1).
Escolhendo € > 0 de tal modo que D < 1, segue que existe oy > 0 tal que
0 < &0 < [lu]|P~2 + on(1).

Usando o mesmo argumento acima, mostramos que existe d; > 0 tal que ||u,, |[P2 > &; > 0.
Como uF — u*, concluimos que o limite u da sequéncia u, muda de sinal, e portanto o

problema (P) possui uma solugdo que muda de sinal.

Lema 3.11. Suponha que [ satisfaz (3.3). Suponha ainda que as condigoes (B6) — (B9)
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sejam vdlidas. Entao o funcional I satisfaz a condi¢ao de Cerams.

Demonstragao. Seja (u,) C E uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Suponha,
por contradi¢do, que (u,) nao seja limitada. Logo, a menos de subsequéncia, temos que

|un|| — oo quando n — co. Definindo

Up,

Al

Zn -

temos que (z,) ¢ uma sequéncia limitada em F. Logo, a menos de subsequéncia, podemos

supor que
Zn — 2, fracamente em F,
Zn = 2, em L*(Q),
zn(x) = 2(x),  q.t.p. em Q,
|2, (2)] < Wo(z) q.t.p. em Qe Uy € L3(Q).
Definindo
o, (z) = f(@, un)

segue que ®, — ® em L?(Q). Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para
concluir que
2(z)01(x) < P(z) < z(x)d(x), qt.p. em Qy

2(z)0_(z) < ®(x) < z(z)0_(x), q.t.p. em Q_.

Definindo

sex e _UQ,,
0, se x € (),

podemos concluir que

on(1) = I'(un)$ = (un, 9) — | f(z,un)dz. (3.52)
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Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para garantir que

0=(2.6) ~ [ @e)ods = (2.0) - [ ata)zod.

Escrevendo 2z = v +w com v € Vj, e w € V-, podemos tomar ¢ = v — w na expressao

acima e concluir que
ol =l = [ atwo*ds ~ [ gfa)utds (3.59
Q Q

Usando as condigoes (B6), (B7) e a desigualdade variacional em V- temos que

Io]l? < /Q [0, (2)(0")? + 0_(2)(w )] de, Vv e Vi

ol = Aualolf > [ [0 @) +0- @)@ ] de, Vw e

Mais uma vez, podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para concluir que

/Q [0, (2) (") + 0 () (0] dar = [[o]]

/Q [0 (2) (w*)? + 9_(2)(w)?] dz = o]

Usando a condigdo (B7) e a desigualdade variacional em V- temos que
Meawly > A[0+($)(w+)2 +0-(2)(w™)Jde = [[wl* = A w3

Observe que, se w # 0, entao w é uma autofuncao associada a Ay, e, podemos usar a

expressao anterior para obter que

/Q()‘kJrl — 4 (2))(wh)dz = /(79(75) = M) (W) da.

Q

Logo, temos que se w(x) > 0, entao U, (x) = Apy1 para todo z € 4 e se w(x) < 0, entdo

Y_(z) = A\g41 para todo z € Q_. Dessa forma, temos que
—Aw = N\pw = 94 (2)wT —I_(2)w,

o que contraria a condi¢ao (B8). Portanto, devemos ter que w = 0. Logo, a expressao
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(3.53) se reduz a

[ @@ + 0@ e = [ g,

o que implica que ¢(z) = 6, (x) se v(z) > 0 e ¢(x) = 0_(z) se v(x) < 0. Dessa forma,
temos que
—Av = q(x)v =0, (x)v" —0_(x)v".

No entanto, usando a condigao (B9) devemos ter que v = 0, o que implica portanto que

z = 0. Por fim, tomando ¢ = u,/||u,||* em (3.52) segue que

/f Tytn) oV = 1—/Q<I>n(as)zn(x)dx.

fuall

Como ®@,, — ® em L?(Q) e 2, — 0 converge forte em L?*(£2), entdo passamos a expressio
acima ao limite para obter que 0 = 1. Essa contradigdo mostra que (u,) é limitada, e

portanto o funcional [ satisfaz a condigao de Cerami. O

Lema 3.12. Suponha que f satisfaz (3.3). Suponha ainda que as condi¢oes (BT7)’, (B8)

e (B9)’ sejam vdlidas. Entao o funcional I satisfaz a condigao de Cerami.

Demonstragao. Seja (u,) C E uma sequéncia de Cerami para o funcional I. Suponha,
por contradi¢do, que (u,) nao seja limitada. Logo, a menos de subsequéncia, temos que

|un|| — oo quando n — oo. Definindo

U,

Zp =
"l

temos que (z,) é uma sequéncia limitada em E. Logo, a menos de subsequéncia, podemos

supor que
Zn — 2, fracamente em F,
Zn = Z, em L?(9),
zn(z) = 2(x), qt.p. em Q)
|20(2)] < Uy(z)  q.t.p. em Qe ¥y € L2(Q).
Definindo
o, (z) = f(z,un)
|

segue que ®, — ® em L*(Q). Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para

concluir que
2(@)04 (1) < O(2) < 2(2)04(2),  qtp. em O,

z2(x)9_(z) < ®(x) < z(x)0_(x), q.t.p. em Q_.
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Definindo

sex € Q_UQ,,
0, se x € (o,

podemos concluir que

0.(z) < q(z) <Vi(x), qtp. emQy
0_(z) <qr)<d_(xr), qt.p.emQ_.
Fixada ¢ € C§°(2), temos que

0u(1) = I'(n)$ = {tn, 8} — / F (@ )il

Podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para garantir que

0= (2,0) ~ [ @a)ods = (2.6) ~ [ gla)sds

(3.54)

Escrevendo z = v +w com v € Vj, e w € V', podemos tomar ¢ = v — w na expressao

acima e concluir que

o2 — Julf? = / o(x)v?de — / g(x)uldz.

Lembrando a condigao (B7)’, segue que

)\k S Hi(x) S lgi(iﬂ) § )\k+17 qtp em ().

Podemos usar as desigualdades variacionais em Vj e V' para obter que

Mk S/)\kUQdQZ
Q

- / M) + (7)) de
Q

< /S)[G+(x)(v+)2 +0_(z)(v")?|dx, VveV,
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> /[19+(w+)2 +0_(w)?de, Y we Vit
Q
Mais uma vez, podemos proceder como na prova do Lema 3.10 para concluir que

/Q [0, (x)(v*)? + 0_(x)(0™)?] da = o]

[ 1@ +0- @) ) do = ol

Usando a condigao (B7)’ e a desigualdade variacional em V- temos que
At |w]; = / [V (@) (w")* + 0 (2)(w™)*] do = [Jw]]* = Aegafwls.
Q

Observe que, se w # 0, entdao w é uma autofungao associada a A\xy; e, podemos usar a

expressao anterior para obter que

[ e = @) ds = [ 0 (0) = o) w7
Q

Q

Logo, temos que se w(x) > 0, entdo ¥, (x) = A\x41 para todo x € Q4 e se w(z) < 0, entdo

Y_(x) = A\g11 para todo z € 2_. Dessa forma, temos que
—Aw = A\pw =4 (2)wt —I9_(x)w,

o que contradiz a condi¢ao (B8). Portanto, devemos ter w = 0. Mais uma vez, podemos

usar a condi¢ao (B7)’ e a desigualdade variacional em Vj, para garantir que
Melvl3 < /Q [0+ () (vF)? + () (v7)?] da = [[o]|* < AeJols.

Note que, se v # 0, entao v é uma autofungao associada a A\, e, podemos usar a expressao

anterior para obter que

/Q (O — 0 (2)) ("2 = / (0_(x) — M) (v )?de.

Q

Consequentemente, temos que se v(z) > 0, entdo 6, (z) = A\, para todo z € €4 e se

v(x) < 0, entdo _(x) = A\, para todo z € 2_. Dessa forma, temos que
—Av = v =0, (z)vT —0_(2)v,

o que contradiz a condi¢ao (B9)’. Logo, devemos ter v = 0, o que implica que z = 0. Por
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fim, tomando ¢ = u, /||u,||* em (3.54) segue que

=1- f T u" (r)dr =1 — / P, (1)z,(7)dx.
Tl o

Como ®,, — ® em L*(Q) e 2z, — 0 converge forte em L?*(f2), entao passamos a expressao

acima ao limite para obter que 0 = 1. Essa contradigdo mostra que (u,) é limitada, e

portanto o funcional [ satisfaz a condigao de Cerami. [

Prova dos Teoremas 3.5 e 3.6. Seguindo a prova do Teorema 3.4, temos que todas as

condigoes do Teorema B’ sao verificadas. Como consequéncia, conseguimos uma sequéncia

(un,) C E\ (=P UP) tal que

QO
() -0 e I(uy)€ {COL ',CO\Q\}.

Aplicando os Lemas 3.11 e 3.12 temos que (u,,) possui uma subsequéncia convergente para

u. Denotando ainda por (u,,) essa subsequéncia convergente, temos que

Procedendo como na prova do Teorema 3.4 mostramos que v muda de sinal. Portanto, o

problema (P) possui uma solu¢ao que muda de sinal.
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A seguir, apresentamos alguns resultados que facilitam a compreensao do trabalho

desenvolvido nessa dissertagao.

Lema 3.13. Sejam A, B C E conjuntos fechados nao-vazios tais que AN B = &. Entao

a aplicagao
dist(u, A)

- dist(u, A) + dist(u, B)

estd bem definida e € localmente Lipschitz.

V(u)

Demonstracao. A fim de verificar que ¢ estd bem definida, vamos mostrar que o seu
denominador é sempre positivo. Suponha, por contradi¢ao, que dist(u, A)+dist(u, B) = 0.
Como dist(u, A) = 0 e A é um conjunto fechado, temos que u € A, e analogamente, u € B,
o que é um contradi¢ao. Logo 1 esta bem definida.

Observe agora que 0 < ¥ <1, 9=1em Bedv =0em A. Além disso, note que dado
um conjunto C' C E, a fungao distancia u — dist(u, C'), com v € E, é Lipschitz. De fato,

sejam u,v € E. Para todo w € C, usamos a desigualdade triangular para obter
lu = wll < flu— o] +[lv—wl|.
Tomando o infimo em w € C' dos dois lados da desigualdade, obtemos
dist(u, C) < ||lu — v|| + dist(v, C),

ou seja,
dist(u, C') — dist(v,C) < ||lu —v||.

Analogamente, obtemos

dist(v, C') — dist(u, C) < ||lu —v||.
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Logo,
|dist(u, C') — dist(v,C)| < |Ju —v||,

e isso mostra que a fungao distancia é Lipschitz.

Agora, fixe u € E. Como dist(u, A) + dist(u, B) > 0 e a fungao distancia é continua,
pois ¢ lipschitziana, entdo existe uma vizinhanca V,, de u tal que dist(v, A) + dist(v, B) >
Kiu > (, para todo v € V,, e para alguma constante K, > 0. Sendo assim, para quaisquer

v,w € V, obtemos

B dist(v, A) dist(w, A)
[9(v) =9 (w)] = dist(v, A) + dist(v, B)  dist(w, A) + dist(w, B)
| dist(v, A)dist(w, B) — dist(w, A)dist(v, B)
| [dist(v, A) + dist (v, B)][dist(w, A) + dist(w, B)]
| dist(w, B)[dist(v, A) — dist(w, A)] + dist(w, A)[dist(w, B) — dist(v, B)]
B [dist(v, A) + dist(v, B)][dist(w, A) + dist(w, B)]
< dist(w, B)|dist(v, A) — dist(w, A)| + dist(w, A)|dist(w, B) — dist(v, B)|
- [dist(v, A) + dist(v, B)][dist(w, A) + dist(w, B)]
< ||lv — wl|[dist(w, B) — dist(w, A)]
~ [dist(v, A) + dist(v, B)|[dist(w, A) + dist(w, B)]
 e—wl
dist(v, A) + dist(v, B)]
< Kyllv —wll.
Portanto, ¥ é localmente Lipschitz. O

O seguinte lema pode ser encontrado em |6, Teorema 1] ou ainda em |11, Teorema 4.1].

Lema 3.14. Sejam E um espaco de Banach, M C E um subconjunto convexo fechado e
H : M — E uma aplicagao localmente Lipschitz tais que
dist AH
i @AW M) _ oy e

A—0t A
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Entao para algum uy € M dado, existe § > 0 tal que o problema de valor inicial

W = W(e(t,up))
©(0,up) = wuo,

possui tnica solu¢ao p(t,ug) definida em [0,9). Além disso, p(t,ug) € M para todo
t €10,0).

Lema 3.15. Suponha que as condigoes (BO) e (B1) sejam wvdlidas. Suponha ainda que
f satisfaz (3.1), (3.2) ou (3.3) com as fungoes limites em L*°(Q2). Entao o funcional I

associado ao problema (P) é de classe C* em H}(Q) com
I’(u)v:/QVqud:c—/Qf(:c,u)vda:, YV ou, ve Hy9Q).
Além disso, definindo
J(u)v = /Qf(a:,u)vdx, Y ou, ve H i),

temos que J € um operador compacto.

Demonstracao. Inicialmente, definindo

2
Jo(u) == ”LQH , Yue Hy9),
vamos mostrar que Jy e J sdo de classe C' em H{(Q2), e portanto I € C'(HI(Q),R). E
suficiente mostrarmos a existéncia da derivada de Gateaux. Para tanto, dado u € Hj (<),
para cada v € H} () temos que

Jo(u + tv) — Jo(u)

lim =

Pl toll? = u?
t—0 t t

1

2 t—0 t

1. 9
= 2 lim(2{u,v) — t]o]’

= <u7 U>7

em que (-, ) ¢ o produto interno em H} (). Isso mostra que a derivada de Gateaux para

Jy existe e é dada por
Jy(w)v = (u,v).

Para mostrar a continuidade, considere (u,) C Hg() com wu, — u em HJ(€). Dado

e>0ev € HNQ) com ||v|| <1, temos que, para n suficientemente grande,

|(Jo(un) = Jo(w))ol = [ Jo(un — u)v|
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= [(un —u,v)]
< Jlun = wllllv]]

<eg,
o que implica que

1 o(un) = Jo()llmaey = sup |(Jo(un) = Jo(u))v| < e.

veHJ(),]lv]|<1

Logo,
10 (un) — Jo ()l 13 () = 0,

quando n — 0o, 0 que mostra que J§ é continuo e portanto Jy € C'(H}(Q), R).
Para a segunda parte, fixados u,v € H3(Q) e t € [0,1], segue do Teorema do Valor

Médio que
F(x,u+tv) — F(z,u
( t) (z,0) = f(z,u+ Otv)v,
em que F(z,s) fo x,y)dy. Vamos provar que f(z,u + ftv)v é limitada por uma

fungao em L'(2). Para tanto, note que (3.4) implica que
|f(z,u + 0tv)v| < cilu+ Otv||v] + caolu + Oto[P~ o).

Usando a desigualdade de Young com expoentes p e p, temos que

lu 4 Oto[P' =1 |y
/ + o
p p
20~ (Jul” + [6¢[of”) | |vf”
/ + o
p p
= c3|ul? + cq|v|? € LH(Q).

lu + Otv|P~ o] <

Logo,
|f(z,u+ Otv)v| < g(x) € LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

lim F(z,u+tv) — F(z,u)
t—=0 Jqo t

x—hm/f x,u + Otv)vdz

/ lim f(z,u 4+ Otv)vdz
o -0

= /Q f(z,u)vdx.
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Lembrando que

J(u)v = /Qf(x,u)vdx, Vv € Hy(S),

segue que J é um operador linear e

|/ (u)v| =

/Qf(x,u)vdx
< [ Ve s

< [ (alul+ calup~lolds
< cilulylvl, + eafuly " [vl,.
Usando a imersdao Hj(Q2) < LP(f2), temos que
[T (o] < esllvll, ¥ u € Hy(),
o que mostra que J(u) € LP(Q)".
No que segue, vamos mostrar que J ¢ continua em u. Para isso, seja (u,) C H}(Q) tal

que u, — u em H}(Q). Usando a desigualdade de Holder e a imersao H}(Q) — LP(Q),

segue que

|( (un) = J(u))v] =

<

/(f(xaun) - f(l‘,U))’Ud{L‘
Q
|

(@) = flw,w)folde

< ‘f(SU,Un) - f(xvu)’p'lvyp

< cal f (@, un) = f (2, u) |y lv]l-

Note ainda que, para cada u € LP(Q) temos que f(x,u(x)) é continua em L (Q). Assim,

dado £ > 0, existe ng € N tal que
|(J(uy) — J(u))v| <e|lvl], sempre que n > ny.

Logo,

ltn [} (u,) = () gy = lim sup 1L ZTCDVT_

n—o0 n—oo ||v||750 ||U||

o que implica que J ¢é continuo em u. Como Jy € C'(H}(Q),R) concluimos que
I € C'(H}(Q),R).

Por fim, vamos mostrar que J é compacto. Seja (u,) um sequéncia limitada. Logo, a
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menos de subsequéncia, temos que
u, —u, em LP(§2).

Como f(z,u,) converge para f(z,u) em LP () e o operador .J ¢ linear e limitado, segue
dos argumentos anteriores que

J(un) = J(u),
o que implica que J é compacto. O

Lema 3.16. Seja H um espago de Hilbert e @ # M C H um subconjunto convezxo fechado.

Entao para cada h € H existe um unico elemento m € M tal que
Ilh —ml| zgiﬂl}ﬂh—vn = dist(h, M). (3.55)
Além disso, m € caracterizado pela propriedade de que
(h—m,v—m)y <0 VYuvebll. (3.56)
Demonstracao. Seja (v,) C M uma sequéncia minimizante para (3.55), isto é,
dp = [|h = v = d = inf [|h — o]
Afirmacgao 1. (v,) é uma sequéncia de Cauchy.

De fato, pela lei do paralelogramo sabemos que

2 2

a—>b
2

a+b
2

1
= 5(llal®+1pl*) ¥ abeH

Assim, tomando a = h — v, e b= h — v, segue que

2 2 1
= §(di +d2).

Uy, + U,

2

Up — U

h —
| :

Como 25t € H temos que Hh - ”"JF%W > d. Logo

2

Up — 0 1
T < 22 dR ) = P
o que implica que
lim ||v, —v,| = 0.
n,m—00

Portanto, (v,) converge para algum elemento m € M com d = ||h — m].




Apéndice 92

A seguir, mostramos a equivaléncia entre (3.55) e (3.56). Suponha que m € M satisfaz

3.55) e considere T € M. Por M ser convexo temos que
(3.55) q
v=>_1—-tym+tme M, Vtel01].
Logo
[h =ml|l < |[h=[(1 = t)m+tm]|| = [|(h —m) —t(m —m)],

e daf

I =m|* < | = m|]® = 2t(h — m, T — m)y + ][ — m|]?,

o que implica que 2(h — m,m — m)y < t|m — m||* para todo t € [0,1]. Fazendo t — 0
obtemos (3.56).

Reciprocamente, suponha que m satisfaz (3.56). Entao temos que
lm —h|[* — [lv—h|> = 2(h —m,v —m)yg — [[m —|> <O Vwvedl,

o que implica que vale (3.55).
Para a unicidade, suponha que existam m; e mqy satisfazendo (3.56). Assim, temos
que
(h—my,v—my)g <0 YveM (3.57)

(h—mo,v—mo)y <0 VoveM. (3.58)
Tomando v = my em (3.57) e v = my em (3.58) segue que

(my —ma,my —mae)g = (my —h+h—ma,m; —ma)y

= <m1 —h,m1 —m2>H+ <h—m2,m1 —m2>H
<0,

0 que mostra que m; = my. O]

Lema 3.17. Suponha C' € L*(Q2) € tal que C(x) > A para todo x € §). Entao existe
0 >0 tal que

ol = [ C@loPds < ~slel?, ¥ oe Vi
Q
O resultado ainda vale se C(x) > \g e C # A.

Demonstracao. Defina

mw:MW—LaMWm
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e considere o conjunto

Yi={veVi:|v|=1}

Como dim V}, < oo segue que existe algum v € X tal que

max g(v) = g(v)-

Usando a desigualdade variacional em V} segue que

g(v) < /Q[)\k — C(z)]v?dr <0, VYove.

Afirmacao 1. g(v) < 0.

Suponha, por contradigao, que ¢g(v) = 0. Assim, usando a desigualdade variacional

em V) obtemos que
0= ol - / C(@)[ofde < / (e — Cl@))olda < Jul® - AJul} < 0,
[9] Q
Logo

/Q (O — C(2))[dz = 0, (3.59)

o que implica que T = 0, de onde segue a contradigao com o fato de que ||v]| = 1. Portanto,
existe § > 0 tal que g(v) < —0. Em seguida, aplicando a fun¢ao g em v/||v|| concluimos
que

ol - / C@)oPdz < —6[ul?, ¥ ve Vi

No caso em que C(z) > A\ e C #Z A\ a expressao (3.59) implica que 7 = 0 em todo o
conjunto {z € Q: C(z) > Ar}. Dessa forma, v ¢ uma A\g-autofun¢do que se anula em um
conjunto de medida positiva. Como 7 € (—A + A¢Id), o principio da continuagao tnica

nos garante que v = 0. A prova agora é igual a anterior. O

Lema 3.18. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes mensuravéis tais que f, > 0. Se f, = f
em L*(2), entio f > 0.

Demonstragcao. Observe que

0< /Q fof e = (o f Vi = (o f i = /Q fida.

Logo,

0 < / ffde= - / (/).
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Como f~ > 0, devemos ter

/Q (f7)%dz =0,

o que implica que f~ = 0. Portanto, f = f* > 0. n
O seguinte resultado pode ser encontrado em [18, Lema 4.§].

Lema 3.19. Seja Q@ C RY um aberto limitado e considere (f,) C LP(2). Se (f,) €
limitada em LP(Q) e f,(x) — f(z) ¢.t.p. em Q, entao f, — f em LP(Q).
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