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RESUMO

A capacidade de se prever e determinar o momento e local correto de iniciacdo de uma
trinca ductil é de grande importancia e aplicabilidade na industria de uma forma geral.
Inimeros processos de fabricacdo e critérios de projeto mecénico adotam modelos
elasto-plasticos e com dano acoplado, como condicdo inicial e de otimizacdo da
descricdo do comportamento de materiais ducteis. Pesquisas realizadas nas Ultimas
décadas mostram que a capacidade preditiva destes modelos é fortemente dependente da
condigé@o de calibracdo utilizada para determinacdo dos parametros materiais. Assim,
neste trabalho, busca-se aperfeicoar o modelo de dano de Lemaitre, que é baseado na
Mecénica do Dano Continuo e aplicado a materiais ducteis, no que se refere a reducéo
de sua dependéncia da condicdo de calibracdo. Para isto, sugere-se a criacdo de uma
chamada funcéo denominador de dano, de maneira a substituir o denominador de dano
que é se apresenta como uma constante material na lei de evolucdo de dano
originalmente proposta por Lemaitre. Como primeira etapa do trabalho, faz-se uma
revisdo dos conceitos da mecéanica do continuo, da termodindmica dos sélidos e da
modelagdo constitutiva. Posteriormente, uma analise do modelo original de Lemaitre,
com dano e endurecimento isotropicos, é feita, levando em consideracdo seus aspectos
matematicos e numéricos. Através de simulagdes numeéricas preliminares, demonstra-se
a imprecisdo do modelo quando utilizado em condicGes reais distantes do ponto
utilizado para calibracdo dos parametros materiais. Desta forma, é sugerida a criagdo de
uma funcdo denominadora de dano, dependente tanto do nivel de triaxialidade quanto
do terceiro invariante normalizado, e acoplada a lei de evolucdo da variavel de dano,
como originalmente sugerido por Lemaitre. Apds o acoplamento, é feito um novo
estudo da consisténcia termodindmica da nova formulagdo, no que se refere ao seu
potencial de estado e potencial de dissipacdo. Um novo modelo de integracdo numérica
implicito é sugerido, levando em consideracdo agora, uma lei de fluxo plastico, obtida
através da plasticidade associativa e também ndo-associativa. O modelo implicito é
entdo implementado em uma ferramenta académica de elementos finitos, juntamente
com sua matriz tangente consistente. Para se avaliar a robustez da nova proposicao,
simulac¢fes numéricas sdo feitas, levando em consideragdo dois tipos de materiais, como
um liga de aluminio 2024-T351 e 0 aco 1045, e corpos de prova que simulem estados de
tensdo dentro das regides de alta e baixa triaxialidade. Por fim, através de uma
comparacdo entre 0s resultados numericamente obtidos e dados experimentais
disponiveis na literatura, mostra-se a reducdo da dependéncia do modelo, a sua melhoria
e aplicabilidade em largas faixas de triaxialidade. Parametros como o nivel de
deslocamento na fratura, a evolucdo do parametro de dano, o nivel de deformacéo
plastica na fratura e a capacidade de determinar o potencial local de inicio da fratura
ductil s&o avaliados.

Palavras-chave: triaxialidade, ponto de calibracdo, mecénica do dano, fratura ductil.
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ABSTRACT

The ability to predict and determine the correct fracture onset and displacement at
fracture initiation is of paramount importance and applicability in the industry in
general. Many manufacturing processes and project criteria rely on elasto-plastic
models coupled with damage, as the initial condition and optimization of the description
of the behavior of ductile materials. Research studies in recent decades have shown that
the predictive ability of these models is strongly dependent on the condition of
calibration used to determine material parameters. Thus, this thesis seeks to improve the
damage evolution law of Lemaitre’s model, which is based on Continuum Damage
Mechanics and applied on ductile materials, with regard to reducing its dependence on
the calibration point. To this end, creation of a function called the function of damage
denominator is suggested in order to replace the denominator of damage that is a
constant and is presented in the evolution damage law originally proposed by Lemaitre.
As the first stage of the work, a review of the concepts of Continuum Mechanics,
Thermodynamics of Solids and Constitutive Modeling Theory is conducted.
Subsequently, an analysis of the original Lemaitre’s model with isotropic hardening and
damage is done, taking into account its mathematical and numerical aspects. Through
preliminary numerical simulations, the inaccuracy of the original model when it is used
under conditions far from the calibration point of material parameters is demonstrated.
Thus, creation of a function of damage denominator is demonstrated, dependent on both
stress triaxiality and the normalized third invariant of the deviatoric stress, and coupled
in the evolution law of a damage variable, as originally suggested by Lemaitre. Once the
coupling procedure is completed, a new study is conducted based on the thermodynamic
consistency of the new formulation, with regard to its state potential and mechanical
dissipation. A new implicit numerical integration algorithm is suggested, now taking
into account a plastic flow rule, obtained through both associative and non-associative
plasticity. The implicit model is then implemented in an academic finite element
environment, along with its consistent tangent matrix. To assess the robustness of this
new proposition, numerical simulations are made, taking into account two types of
materials, such as aluminum alloy 2024-T351 and 1045 steel, and specimens that
simulate a state of tension within the regions of high and low stress triaxiality. Finally,
through a comparison between the numerical results and experimental data available in
the literature, the reduction of dependence on the model, its improvement and broad
applicability in a wide range of stress triaxiality is demonstrated. Parameters such as the
level of the displacement at fracture, the evolution of damage parameter, the level of
equivalent plastic strain at fracture and the ability to determine the potential site to crack
formation are further evaluated.

Keywords: triaxiality, calibration point, damage mechanics, ductile fracture.
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1. INTRODUCAO

A previsdo correta do inicio da fratura em materiais ddcteis tornou-se, nos Gltimos
anos, um assunto de grande importancia para setores competitivos das industrias
automotiva, aeroespacial, naval, militar, entre outras (Andrade Pires, 2005; Bai, 2008).
Por exemplo, a reducdo de peso em estruturas veiculares como chassis e carrocerias,
sem a perda de performance e competitividade, tem utilizado critérios de projeto que
partem da determinacdo do correto momento e local para o inicio de uma trinca. Desta
forma, a concepcdo de novos produtos exige um planejamento cuidadoso de cada etapa

necessaria ao seu desenvolvimento, otimizacdo e fabricacéo.

Nas Ultimas duas décadas, observou-se um aumento substancial na
conscientizacdo do meio industrial, do grande potencial existente na aplicacdo de
métodos cientificos, durante a concepcdo destes novos produtos. Em cada etapa, €
necessario garantir que os produtos desenvolvidos e 0s processos aplicados sejam
otimizados, especialmente em setores competitivos da inddstria, como a metaldrgica, e,
simultaneamente, satisfagcam a funcionalidade e o baixo custo de producdo. Para superar
o0s problemas encontrados durante as fases de desenvolvimento e projeto, e ainda manter
uma vantagem competitiva, € muito importante estar constantemente atualizado com os

mais recentes progressos cientificos e tecnoldgicos.

Desde o final da década de sessenta, inUmeros modelos matematicos foram
formulados no sentido de descrever, de maneira satisfatoria, 0 comportamento macro e
microscopico da fratura ductil em materiais metélicos, como o0 aco, as ligas de aluminio,
etc. Modelos como o de McClintock (1968), que assume o vazio dentro de uma matriz
metalica na forma de um cilindro, o proposto por Rice e Tracey (1969), que considera o
vazio como uma esfera perfeita, o de Gurson-Tvergaard-Needleman (1975 e 1984), que
descreve o comportamento elasto-plastico de materiais porosos, o de Lemaitre (1996),
que assume o0s principios da mecanica do dano continuo, os de Oyane (1980), Cockcroft
e Lathan (1968) e Johnson e Cook (1985), que utilizam observacgdes experimentais para
descrever a fratura, sdo alguns dos modelos mais conhecidos na literatura para descrever
0 comportamento elasto-plastico de materiais ducteis. A Figura 1.1 mostra alguns
exemplos da utilizacdo destes modelos matematicos, pela industria de uma forma geral,
para concepcao e otimizacdo de projetos de estruturas metalicas. Tais modelos podem

ser utilizados tanto na caracterizacdo do material (Figura 1.1a), como na analise de



tensdes de componentes mecanicos (Figura 1.1b), na simulacdo da falha de uma
estrutura (Figura 1.1c), na otimizacao de processos de fabricacdo (Figura 1.1d) e/ou de
processos industriais (Figura 1.1e)

(a) (b)

(c) (d)

(€)

Figura 1.1. Exemplos do uso de modelos constitutivos para descrever o
comportamento elasto-plastico de estruturas e componentes mecanicos. Fonte: Bao
(2004), (Bai, 2008) e Stoughton (2011).



1.1. A IMPORTANCIA E EVOLUCAO DA MECANICA DO DANO

Desde o trabalho pioneiro de Kachanov (1958), inGmeros outros
desenvolvimentos em mecanica aplicada foram feitos, no sentido de formular novos
modelos constitutivos que sejam capazes de descrever a degradacdo interna de solidos,
de acordo com os principios da mecanica do continuo. Passado cinco décadas de
pesquisa, significativos progressos foram observados e a chamada Mecénica do Dano
Continuo (MDC) surgiu como uma formulacdo alternativa para a introducdo de novas

variaveis de estado dentro dos modelos constitutivos (Lemaitre, 1985).

O comportamento do material é geralmente modelado por equacdes constitutivas,
levando em consideracdo a sua deterioracdo progressiva. Esses modelos sdo baseados
no pressuposto de que o dano interno inicia-se a partir de micro-trincas e pode ser
eficazmente representado por uma ou mais varidveis internas associadas, que podem ser
grandezas de natureza escalar, vetorial ou tensorial. Essas variaveis, chamadas de
varidveis de dano, podem ser definidas como uma medida de defeitos dentro de um
volume representativo elementar (VRE). A sua evolucdo deve ser definida atraves das
relagbes termodindmicas constitutivas, normalmente representadas por um sistema de
equacOes diferenciais no tempo. Baseada na MDC, varios modelos constitutivos ja
foram propostos, tais como: Lemaitre (1985), para dano causado por escoamento
plastico, Chaboche (1984) e Murakami & Ohmo (1981), para dano por desgaste,
Krajeinovic & Fonseka (1981), para dano fragil, entre outros.

Nos altimos anos, a necessidade de se ter modelos robustos e confidveis para
serem utilizados em projetos de engenharia, aliados ao advento da popularizagcdo dos
computadores digitais, provocou a progressiva evolucdo das técnicas numéricas. As
melhorias constantes dos modelos numéricos e algoritmos associados, conjuntamente
com o aumento significativo da capacidade de processamento versus o custo dos
computadores, provocaram um enorme impacto na aceitacdo de técnicas numéricas
dentro do meio académico e o ambiente industrial. Os métodos numéricos,
principalmente baseados no método de elementos finitos, tém sido continuamente
desenvolvidos e aperfeicoados, tanto para aplicacbes lineares como ndao-lineares.
Particularmente, na solucdo de problemas ndo-lineares da mecéanica dos soélidos,
verificam-se avangos consideraveis em varios topicos desta area de pesquisa. Em muitas

areas, os métodos numeéricos atingiram um grau elevado de capacidade preditiva e, hoje,



sdo de grande ajuda para o projetista e um instrumento essencial para resolucdo de

problemas reais de engenharia.

Durante o desenvolvimento inicial de algoritmos numéricos para a andlise de
tensbes, a descrigdo constitutiva da resposta do material é dominada pelas teorias da
elasticidade e elasto-(visco) plasticidade. Ao longo dos anos, as técnicas de elementos
finitos inicialmente baseados nestes modelos constitutivos foram continuamente
modificadas e adaptadas para fazer face a processos que envolvam deformacgdes mais
complexas, podendo incluir: grandes deflexdes, deformagdes finitas, efeitos viscosos,
entre outros. Em particular, os avangos feitos na simulacdo numérica de problemas de
grandes deformacdes na presenca de deformacoes finitas inelasticas (Peri'C & Owen,
2004), tiveram um grande impacto na simulacdo de processos de conformacao

mecanica.

Apesar desses avancos, varias questdes continuam em aberto, como a modelacdo
de problemas relacionados com falhas (fratura) de material, que resultam da progressiva
deterioracdo micro estrutural associada com grandes deformacdes. Nesses casos, 0
desenvolvimento de novos e mais refinados modelos constitutivos merecem uma analise
cuidadosa e, desta forma, o tema continua a ser uma excelente area de pesquisa e

desenvolvimento.

Existem varios processos tecnoldgicos que muito se beneficiariam de um melhor
conhecimento e quantificacdes dos diferentes fendbmenos fisicos que ocorrem proximos
da ruptura de materiais ducteis. O corte de metais, por exemplo, € um processo
tecnoldgico utilizado na fabricacdo de um vasto nimero de produtos e é atualmente
empregado por um elevado numero de empresas. A importancia deste processo é
salientada pelo fato de que, quase todos os objetos que utilizamos em nossa sociedade
possuem uma ou mais superficies maquinadas. Devido a sua enorme utiliza¢do, a
eficacia deste processo tem um impacto consideravel na qualidade e custo dos produtos
obtidos. Por exemplo, a compreensdo do processo de retirada da apara € de importancia
vital na selecdo do material e projeto de ferramentas, bem como na garantia da preciséo

dimensional e integridade da superficie do produto final.



1.2. OBJETIVO DA TESE

Com base no contexto apresentado, este trabalho tem como objetivo o estudo
detalnado e o aprimoramento do modelo de dano de Lemaitre (1985), com
endurecimento e dano isotropicos. O trabalho se inicia com o estudo do modelo original
de Lemaitre, através de corpos de prova convencionais que resultem em diferentes
niveis de triaxialidade. Com base nos resultados deste estudo, procura-se mostrar a falta
de precisdo desta formulacdo, no que se refere a previsdo do correto momento
(deslocamento) e local potencial para inicio da fratura, quando a condi¢do de
carregamento imposta se apresenta distante do ponto fixado como calibragdo dos
parametros elasto-plasticos e de evolucdo da variavel de dano, como: curva de
endurecimento do material, expoente de dano e denominador de dano. Apds esta analise
preliminar, objetiva-se ajustar o modelo de Lemaitre, no que se refere a sua precisdo e
forte dependéncia do ponto de calibracdo. Para isto, propBe-se a criacdo de uma funcéo
denominadora de dano, em lugar do denominador de dano, que originalmente se

apresenta como uma constante material.

Com esta modificacdo, propde-se também a definicdo de um novo potencial de
estado e potencial de dissipacdo para 0 modelo, mantendo assim a consisténcia
termodinamica da formulacdo. Uma nova lei de evolucdo para a varidvel de dano é
entdo deduzida, bem como para as outras variaveis internas, como deformacao plastica e

variavel associada ao endurecimento isotropico.

Um novo modelo de integracdo numérica é sugerido para a formulagdo proposta,
com base na metodologia da decomposi¢cdo do operador (Simo et al., 1990), e novas
simulacdes numéricas sdo feitas, com o objetivo de demonstrar o ganho preditivo da
nova formulacdo, no que se refere a determinacdo do correto deslocamento na fratura,

bem como o local potencial para inicio da trinca.

1.3. ESCOPO DA TESE

Tendo como objetivo o aprimoramento do modelo de Lemaitre, no que se refere a
sua precisdo e dependéncia do ponto de calibragdo, na previsao da fratura em materiais

ducteis, este trabalho foi dividido nas seguintes partes: No Capitulo 1 é feito um breve



historico da aplicabilidade da modelagem analitica para o projeto de componentes
mecéanicos e da previsdo da falha em materiais metalicos, bem como a evolucéo e
importancia da mecénica do dano. Ja no Capitulo 2 sera feito um breve resumo dos
conceitos relacionados & Mecanica do Continuo, bem como dos fundamentos das leis da
termodinamica e mostrados detalhes da modelacdo constitutiva de materiais ducteis.
Considerando os principais topicos, 0s conceitos da cinematica da deformacéo, tenséo e
equilibrio, leis da termodindmica, teoria constitutiva, principio dos trabalhos virtuais e
modelo de dano ductil de Lemaitre, serdo abordados. No Capitulo 3, € apresentada a
estratégia de solucdo numérica implicita para o modelo original de Lemaitre, que é
baseada na metodologia da decomposicdo do operador, resultando em um chamado
preditor elastico e um corretor plastico. Além disso, o procedimento de calibracdo dos
parametros materiais como a curva de encruamento, 0 expoente de dano e o
denominador de dano, é apresentado, bem como uma série de simulagdes e resultados
numéricos para faixa de triaxialidade compreendida entre 0 e 1, mostrando o
desempenho do modelo original no que se refere a previsao do inicio da fratura ductil.
No Capitulo 4, é discutida a performance do modelo original e sua forte dependéncia da
relacdo entre o ponto de calibracdo escolhido e a condicdo externa de carregamento.
Uma proposta de aprimoramento do modelo de Lemaitre € sugerida, com base na
modificacdo da lei de evolucdo da varidvel isotrépica de dano, no que se refere ao
chamado denominador de dano, que agora passara a ser uma funcdo do nivel de
triaxialidade e do chamado terceiro invariante normalizado. No Capitulo 5, é abordada
uma nova estratégia de integracdo numeérica para 0 modelo aperfeicoado associativo e
ndo associativo, de maneira a se manter o alto desempenho computacional do modelo
original. No Capitulo 6, novas simulacdes numéricas sdo realizadas, levando em
consideracdo dois conjuntos de ensaios experimentais para dois tipos de materiais
distintos. O desempenho da nova proposta é entdo avaliado no que se refere a analise da
curva de reacdo, evolucdo da deformacdo plastica equivalente e variavel de dano, bem
como o contorno do parametro de dano e previsdo do potencial local para inicio da
fratura. No Capitulo 7, sdo mostradas as conclusdes encontradas, com base na
capacidade preditiva da nova formulag&o, assim como séo sugeridos novos topicos para

evolucéo da performance dos modelos com dano acoplado.



2. MECANICA DO CONTINUO, TERMODINAMICA DOS
SOLIDOS E MODELACAO CONSTITUTIVA

2.1. CINEMATICA DE DEFORI\/IAC;AO

Tendo como base a teoria relacionada com a descricdo da cinematica de
deformacéo, esta secdo tem como finalidade apresentar um estudo que compreenda 0s
conceitos de movimento e deformacédo, conforme o que se segue (ver Khan, 1995;
Chadwick, 1999; Spencer, 2004; Bonet et al., 2008).

2.1.1.Configuracao e movimento de corpos continuos

Como ponto de partida, considera-se um espaco Euclidiano tridimensional e um
corpo continuo, representado por ©, na qual uma particula, denotada por p € Q, é
analisada em um dado instante de tempo t. Neste sentido, pode-se estabelecer que a
chamada configuracdo de referéncia seja assumida como a configuracdo inicial e cada
particula material € entdo descrita como uma funcdo das coordenadas de p.
Considerando agora a chamada configuracdo deformada, o corpo continuo €, ocupa a
regido ¢(Q) com fronteira ¢ (dQ) definida ao longo do mapa de deformacédo ¢. Desta
forma, a posi¢do atual da particula p de Q na configuracdo deformada pode ser assim
definida:

x= o), (2.1)

onde x representa a posicao atual (ou corrente), ¢( .) é o chamado mapa de deformacao

e p representa uma particula contida em um corpo continuo.

Por sua vez, o deslocamento da particula p, que aqui € entdo definido pelo vetor

u(p), pode também ser escrito pela relacdo abaixo:

u(p) =@ —p. (2.2)

onde u(.) representa o vetor deslocamento. Contudo, substituindo a Equacdo 2.1 na
Equacdo 2.2, a configuragdo deformada ¢(.), pode também ser reescrita como uma

funcdo da configuracéo inicial e do deslocamento da particula u( .):

x=p+ ulp). (2.3)



A Figura 2.1 representa a configuragdo inicial e deformada do corpo continuo Q,
e também a chamada posicdo referéncia e atual (ou corrente) da particula p,

considerando um deslocamento u(p).

€1

€3

Figura 2.1. Configuragdo de um corpo deformado.

Assumindo agora uma deformacéo rigida como base, entdo a deformacdo de um
corpo continuo Q, preserva a distancia entre todas as particulas materiais do corpo e
pode ser escrita como uma translacdo, uma rotacdo ou uma combinacao de translacdo e
rotacdo. Considerando primeiramente uma translacao rigida, a deformacéo ocorre com o

vetor de deslocamento constante, no qual pode ser representado por:

p(p)=p+ u. (2.4)

Por outro lado, considerando uma translacéo rigida, a deformacdo passa agora a

ser matematicamente representada como:

oP)=q+ R(p—q), (2.5)

onde R representa um tensor ortogonal caracteristico ou o chamado tensor de rotacgdo, e
q representa o ponto no qual o corpo continuo Q é rotacionado. Por outro lado, uma
deformacédo é chamada rigida, considerando translacdo e rotacéo, se, e somente se, ela

puder ser expressa da seguinte forma:

o@P)=9@ + Rp—-1q), (2.6)



onde a equacdo acima representa um mapa de deformacdo para uma translacdo rigida

com deslocamento ¢ (q) — q, sobreposto por uma rotacéo rigida de Q sobre o ponto p.

Considerando também a dependéncia do tempo sob a deformacdo de um corpo
continuo Q, a qual pode ser designada como um movimento do corpo Q. Assim, este
movimento pode ser definido através da fungdo ¢, de modo que em cada instante t, 0
mapa ¢@(-,t) € uma deformacdo do corpo continuo Q. Agora, considerando o

movimento ¢, a posicao x, de uma particula material p, no tempo t, é expressa por:

x= @(pt). 2.7

Similarmente ao que foi desenvolvido para deformacdo independente do tempo, a
configuracdo deformada de um corpo continuo ¢(Q,t), descreve a regido do espaco
tridimensional ocupada pelo corpo ©, no tempo t. Além disso, as posi¢fes atuais (ou
correntes) dessas particulas sdo localizadas, geralmente, através das coordenadas x com
relacdo a uma base Cartesiana alternativa e; (ver Figura 2.1). Considerando o campo de

deslocamento, 0 movimento pode ser entdo expresso por:

p(p.t) =p+ ulpt), (2.8)

onde u(p, t) representa o deslocamento da particula p no tempo t. Desde que em cada
instante t, 0 mapa ¢(-,t) seja um funcdo bijetora por suposicdo, pontos materiais
podem ser escritos como funcdo do lugar que cada um ocupa em um determinado

momento, por:

p=¢ '(xt)=x— ule~'(x1t),t), (2.9)

onde ¢~ representa um mapa de deformacgdo aqui denominado de mapa de referéncia.
Em relacdo a analise, tendo como base uma deformacdo finita, nenhuma suposicédo é
feita considerando a magnitude do deslocamento u(p,t). Na verdade, pode-se até
exceder as dimensdes iniciais do corpo, como no caso de conformagdo mecanica. Por
outro lado, considerando a analise da deformacao infinitesimal, o deslocamento u(p, t)
¢ assumido como sendo pequeno em comparagdo com as dimensdes do corpo continuo

e as mudancas geométricas podem ser, em principio, ignoradas.



Dependéncia do tempo

Para problemas ndo-lineares, a deformacdo no tempo ¢@(p,t), tem que ser
contemplada. Considerando um movimento ¢, termos como a velocidade e a aceleracédo
de uma particula material p, podem ser determinados através da primeira e segunda
derivada do movimento com relacdo ao tempo. A Equacdo 2.10 representa ambos 0s

termos como:

2
x(;:,@:% ; k(p,t)=a(g—?:t) (2.10)

onde x(p, t) e X(p, t) representam, respectivamente, a primeira e a segunda derivada do
movimento com relagdo ao tempo. Usando o mapa de referéncia ¢ 1, as seguintes

funcBes podem ser também definidas:

v(x,t) = x(p (x,t),t) ; axt)=x(e (x1),t), (2.12)

onde v e a denotam a descricdo espacial do campo de velocidade e do campo de

aceleracdo, respectivamente.

2.1.2. Descricdo material e espacial

Considerando deformacdes finitas, uma distin¢ao criteriosa deve ser feita entre 0s
sistemas de coordenadas que sao escolhidos para descrever o comportamento do corpo
continuo Q. Pode-se considerar, por uma questdo de simplicidade, uma quantidade de

tempo escalar dependente, «, definido sobre o corpo Q. Assim:

(@) Descricdo material: se o valor de a é definido como uma funcdo das particulas
materiais, p, e o tempo, t, com relacdo ao dominio  x R3, entdo a pode ser chamado

como um campo material, definido como:

am(p,t). (2.12)

(b) Descricdo espacial: por outro lado, se o valor de a é expresso como uma funcao
de uma posicdo espacial, x, e 0 tempo, t, com relagdo ao dominio ¢,(Q) x R3, entdo a

pode ser chamado como um campo espacial, definido como:

as(x,t). (2.13)
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Considerando ambos, campos vetorial e tensorial, a definicdo acima pode também
ser aplicada. As descricdes material e espacial sdo alternativamente referidas como
descricdes Lagrangeanas e Eulerianas, respectivamente.

Gradiente material e espacial, divergente e derivada no tempo
Ao considerar um campo escalar a, os gradientes material e espacial podem ser
definidos através das equacbes que se seguem:
0 0
Vya = @“m(l’, t) , Vea= aas(x, t) (2.14)
onde V,a e V,a denotam, respectivamente, os gradientes material e espacial, no qual
sdo derivadas de a com relacdo a p e x, tendo como t fixo. Em complemento, os

divergentes material e espacial do campo vetorial r sdo, respectivamente, dados por:

div,r =tr(V,r) ;  diver =tr(V,r). (2.15)

Considerando agora um campo tensorial T, os divergentes material e espacial,

neste caso, sao dados em coordenadas cartesianas por:

(dlva)i =a—pj ; (lexT)i =a—xj (216)

Similarmente, as derivadas no tempo da configuracdo material e espacial de a,
representadas respectivamente por «,, € d,, sdo assim definidas:
9] , d
= aam(p' t) : as = &as(x: t) (217)
A derivada material no tempo &, mede a taxa de mudanca de a para uma

Am

particula material fixa p. Por outro lado, a derivada espacial no tempo &g mede a taxa

de mudanca de a observada através de uma posi¢ao espacial fixa x.

2.1.3.0 gradiente de deformacao

Considere um gradiente de deformagdo do movimento ¢, no qual é definido como
uma relagdo entre quantidades antes da deformacéo e as quantidades correspondentes
ap6s ou durante a deformagdo. Matematicamente, o gradiente de deformacdo é

representado por um tensor de segunda ordem, de acordo com a equacao abaixo:
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ox
Fp.t) = Vpo(p.t) = 5 (2.18)

onde F representa o gradiente de deformacéo. Considerando a Equacédo 2.5, o tensor de

segunda ordem F pode ser escrito como:
F=I1+V,u (2.19)

onde I representa o tensor identidade de segunda ordem. Contudo, o gradiente de
deformacédo também pode ser escrito em funcdo de componentes cartesianas, conforme
mostrado a seguir:

po= g, OU 2.20

onde o termo x; representa as componentes de x;. Além disso, considerando o mapa de

referéncia, o tensor F passa a ser descrito por:
F(x,t) = [Vt (x, )] = [I - V,u] ™! (2.21)

Definido um volume infinitesimal dV, o qual pode ser escrito como funcdo dos
vetores infinitesimais da, db e dc, partindo da particula material p, na chamada
configuragdo de referéncia (ver Figura 2.2). Desta forma, o termo dV é entdo

matematicamente expresso por (da x db).dc.

dv = detF dV

Configuracéo
de referéncia

Figura 2.2. Definigdo do determinante do gradiente de deformacao.

Considerar agora o mapa de deformacdo ¢,, aplicado sobre o volume
infinitesimal dV (ver Figura 2.2). Entdo, o volume infinitesimal deformado pode ser

expresso matematicamente como:

dv = (F da x F db).F dc. (2.22)
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Tomando uso de algumas manipulacdes matematicas, o determinante do gradiente
de deformacdo pode ser entédo descrito pela Equagéo 2.23, no qual representa o volume
apos a deformacéo por unidade de volume de referéncia, matematicamente representado

por:

(Fdax Fdb).Fdc dv
(da x db).dc¢  dV

detF = (2.23)

onde o termo detF representa o determinante do gradiente de deformagéo. Na Mecénica
do Continuo, o termo ] é entdo freqlientemente empregado para representar o

determinante de F. Assim:
J = detF. (2.24)

Desta forma, ao se fazer uma anélise na Equacdo 2.19, é possivel concluir que, se
J = 0, entdo o volume infinitesimal entrou em colapso dentro de uma particula material,
0 que representa uma situacdo fisicamente inaceitavel. Considerando a configuracéo de
referéncia, nesse caso, o gradiente de deformacéo passa a ser igual ao tensor identidade
de segunda ordem, F = I, e, conseqlientemente, o determinante de F €é igual a unidade
J = 1. Desta maneira, a configuracdo com J < 0 ndo pode ser estabelecida, partindo da
configuracdo de referéncia, sem passar em algum momento por / = 0. Assim, para

qualquer configuracdo deformada de um corpo continuo, J satisfaz a condi¢&o:

J>0. (2.25)

Decomposicao isocorica e volumétrica do gradiente de deformacéo

Considerando a decomposicdo do gradiente deformacao, o tensor F também pode,
localmente, ser escrito como uma deformacdo puramente volumétrica seguido por uma
deformacdo isocorica, ou uma deformacdo isocorica seguida por uma deformacdo
puramente volumétrica. Matematicamente, a decomposicdo multiplicativa do gradiente

de deformac&o pode ser assim expressa:
F =Fi5, Fy, = F, Fis (2.26)
onde a deformacgdo puramente volumétrica F,, é definida por:

F,= (detF): 1, (2.27)
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e a componente isocérica Fjs,, a qual também é chamada de volume constante ou

unimodular, € expressa por:

1
Fis, = (detF)s F. (2.28)

E importante destacar que, por definicdo, F, corresponde de fato a uma deformacio

puramente volumétrica, desde que:

143
detF, = [(detF)E] I = detF. (2.29)

Neste caso, F, produz a mesma mudanca de volume que F. Por outro lado, a
componente isocorica, que representa uma deformacdo a volume constante, é expressa

por:

143
detFis, = [(detF)s | detF =1. (2.30)

2.1.4.Decomposicéo polar: alongamentos e rotacéo
O gradiente de deformacgdo F pode ser também decomposto em termos de seus
componentes de alongamento e rotacdo, através da aplicacdo da chamada decomposicédo

polar, a qual é representada por:
F = RU = VR, (2.31)

onde U é o tensor de alongamento a direita, com base na configuracéo de referéncia, e V
é o tensor de alongamento a esquerda, o qual é representado na chamada configuracao
atual (ou corrente). O tensor de segunda ordem R representa um tensor ortogonal
caracteristico, que € um tensor de rotacdo local, conectando ambas as configuracdes. Os
tensores de alongamento a direita e a esquerda podem ser relacionados através do tensor

de rotacdo por:
V = RUR", (2.32)

onde o termo RT representa a transposta do tensor de rotagdo. Além disso, as Equacdes

2.33 e 2.34, abaixo, relacionam os tensores F, U e V, na forma:

U=vC ; V=1b, (2.33)

onde C e b sdao denominados de tensor de Cauchy-Green a direita e a esquerda,

respectivamente. Contudo, ambos os tensores de Cauchy-Green sdo definidos como:
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C=U*>=F'F ; b=V?=FFT, (2.34)

onde, FTrepresenta a transposta do gradiente de deformago.

Ambos os tensores de alongamento, os quais foram designados por U e V, sdo
tensores simétricos. Assim, considerando o chamado “Teorema espectral”, ambos os

tensores admitem a decomposicéo espectral e podem ainda ser escritos como:

3
U= Z AiNi®Ni ; V= Zi3=1 Aini®ni , (235)
i=1

onde o conjunto de parametros {A,,4,,15} sdo os autovalores de U e V chamados de
alongamento principal. Os vetores N; e n; definem os autovetores unitarios de U e V
respectivamente. As triades {N,, N,, N5} e {n,,n,, n;} formam bases ortogonais para o
espaco U de vetores em R3. Eles sdo chamados, respectivamente, por triades
Lagrangeana e Euleriana e definem as direcdes principais Lagrangeana e Euleriana.

Ao efetuar a substituicdo da Equacédo 2.32 na Equacdo 2.35, é possivel determinar
a relacdo entre os autovetores de V e U, o que significa que cada vetor n; se difere do

correspondente N; por uma rotacdo R:

A decomposicdo espectral dos tensores de alongamento a direita e a esquerda
implica que, para qualquer deformacéo, o alongamento local de uma particula material
pode ser sempre expresso como uma superposi¢do de alongamentos ao longo de trés

dire¢cfes mutuamente ortogonais.

2.1.5.Medidas de deformacao

Considerando uma vizinhanca infinitesimal de uma particula material genérica p,
rotacOes puras podem ser distinguidas de alongamento puro por meio da decomposicao
polar do gradiente de deformacdo F. Além disso, sujeitas a acdo de rotacBes puras, as
distancias entre as particulas dentro desta vizinhanca permanecem fixas. Neste caso, a
diferencga entre a vizinhanga deformada de p e sua configuracdo de referéncia € uma

deformacéo rigida.

Por outro lado, o alongamento puro é caracterizado por U ou V e altera a distancia
entre particulas materiais. Para quantificar a deformacéo, que representa o valor de

quanto o tensor U ou V se afasta de uma deformacéo rigida I, alguns tipos de medidas
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de deformacdo sdo definidas. A definicdo de uma medida de deformacdo é um tanto
arbitraria, e uma escolha especifica geralmente € ditada por conveniéncia matemaética e
fisica. Uma familia de tensores de deformacdo Langrangeana, a qual é baseada na triade
Lagrangeana, é expressa por:
£ z{%(um—l), m#0
In[U], m=0

onde m é um namero real e In[U] denota o tensor logaritmico do tensor de alongamento

(2.37)

a direita U. Considerando a decomposicdo espectral, a expressdo acima pode ser

também reescrita como:
E™ =3%7 | f(A)N;®N; , (2.38)

onde o termo f(4;) é definido como se segue:

1
;(Aim—l), m=+0

. 2.39
In[A;], m=0 (2:39)

f) = {

Considerando uma familia de tensores de deformacdo Lagrangeana, tem-se: o
tensor de deformacdo de Green-Lagrange E®, o tensor de deformacéo de Biot, onde
m = 1, e os tensores de deformacdo de Hencky (m = 0) e Almansi (m = —2). Pode-se
verificar que para algum valor de m, o tensor tensdo associado desaparece se, e somente

se, 0 gradiente de deformacédo representar, localmente, uma deformacao rigida:
EM=0oU=I ©F=R. (2.40)

A mesma representacdo estabelecida acima também pode ser aplicada para definir
tensores que mensuram deformacdo ao longo das dire¢bes Eulerianas principais ou
tensores de deformacdo Euleriana. Baseado no tensor de alongamento a esquerda, a
contrapartida Euleriana da familia Lagrangeana de medidas de deformacéo € definida
por:

Loym_
L) _ { ZVT=D, m=0 (2.41)
In[V], m=20

ou, através da triade Euleriana:

3
£m) — Z FQ)n,®n; (2.42)
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Uma relagdo entre tensores de deformacdo Lagrangeana e Euleriana pode ser

possivel e expressa matematicamente atraves da equagédo abaixo:
M = R EMRT (2.43)

A equacdo estabelece que ambos os tensores de deformacao se diferenciam por

uma rotacgéo local R.

2.1.6.Gradiente de velocidade: Taxa de deformacao e decomposicéo
A Equagdo 2.11 representa a velocidade, v(x,t), como uma funcdo das
coordenadas espaciais. A derivada desta expressao em relacdo as coordenadas espaciais

define o chamado tensor de gradiente de velocidade, como se segue:
l=V,v, (2.44)

onde [ representa o tensor do gradiente de velocidade. Tomando méo da regra da

cadeia, o gradiente de velocidade pode ser escrito como:

d 0@\ dp .

= —|— —=FF_1 2.45

Jt (ap) ox (249)
O tensor I pode também ser decomposto em suas partes simétrica e nao-simétrica

“skew”. Ambas as partes sdo nomeadas como tensor da taxa de deformacdo, d, e tensor

rotativo “spin”, w, e sdo definidos como:

d=sym(l) ; w=skew(l). (2.46)

As notacgdes abaixo também sdo usadas para representar ambas as partes do tensor do
gradiente de velocidade:

sym(+) = é[(') +C) 1 5 skew(®) =5[O)-0)]. (2.47)

N~

2.1.7.Movimento de corpo rigido e objetividade sobrepostos

O conceito de objetividade pode ser entendido atraves do estudo do efeito de um
movimento de corpo rigido sobreposto a configuragdo deformada. Do ponto de vista de
um observador parado, para outro rotacionando juntamente com um sélido, muitas

grandezas que descrevem o comportamento do sélido permanecem inalteradas. Tais
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quantidades, como a distancia entre duas particulas ou o estado de tensdo no corpo,

entre outros, sdo ditas a ser objetivo (ver Holzapfel, 2000).

Embora a natureza intrinseca destas quantidades se mantenha inalterada, sua
descricdo espacial pode mudar. Considera-se um vetor elementar dp na configuracéo
inicial que deforma para dx, e subseqiientemente rotaciona para dX, representado na

Figura 2.3.

b
¢ _. &

Figura 2.3. Sobreposicdo de movimento de corpo rigido.

A relacdo entre esses vetores elementares pode ser estabelecia por:
dX = Qdx = QFdp (2.48)

onde @ denota um tensor ortogonal descrevendo a sobreposi¢do da rotacdo de corpo
rigido. Mesmo que o vetor dx seja diferente de dx, suas magnitudes sdo consideradas
iguais. Neste sentido, € possivel dizer que dx é objetiva tomando-se movimentos de
corpo rigido. Essa definicdo é também estendida para algum vetor a que transforma de
acordo com a —» Qa. Da Equacdo 2.48, é possivel notar que os gradientes de

deformacdo, com relacdo as configuracdes atual e rotacionada, sdo relacionados por:
F - QF (2.49)

Desta forma, o proximo passo consiste em estender a definicdo de objetividade,
para tensores de segunda ordem. Tensores de segunda ordem objetiva, G, transformam

como:
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G- QGQ". (2.50)

Obviamente, tensores materiais (definidos na configuracéo referéncia), como C e E,

mantém-se inalterados por sobreposi¢do de movimentos de corpo rigido.

2.2 TENSAO E EQUILIBRIO

Os conceitos de tensdo e equilibrio necessitam ser introduzidos para um corpo
deformavel sujeito a um movimento finito (Bonet et al., 2008, De Souza Neto et al.,
2008). Pode-se constatar que, até a presente secdo, nenhuma referéncia foi feita as
forgas e como elas séo transferidas no ambito dos corpos continuos. Considerando a
descricdo das forcas de superficie, os conceitos de tensdo, bem como as diferentes
formas de quantifica-la, também sdo aqui apresentados. Por exemplo, o axioma de
Cauchy, que é uma importante definicdo para se descrever as forcas de superficies,
estabelece que: Primeiramente, considera-se um corpo © em uma configuracdo
arbitraria deformada. Adota-se entdo §, como sendo uma superficie orientada de Q, com

vetor unitario normal n, em um ponto x (ver Figura 2.4).

Figura 2.4. Forcas de superficies. Tensor de Cauchy.

Assim, o axioma de Cauchy estabelece que: para x, 0 vetor tensdo ¢ depende da
superficie de contato 8, apenas através do vetor unitario n, normal a superficie no ponto
x. Ou seja, tem 0 mesmo valor e a mesma direcao para todas as superficies que passam
por x e que tenham a mesma norma n. Essa forca (por unidade de area) é chamada de

vetor de tensdo de Cauchy e é representado por:
t(n), (2.51)

com dependéncia de x e do tempo omitidas por conveniéncia de notacdo. Se § pertence
a fronteira de Q, entdo o vetor de tensdo de Cauchy representa a forca de contato

exercida pelo meio sobre Q.
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2.2.1 O tensor tensdo de Cauchy
A dependéncia da forca de superficie £ sobre a normal n € linear. Isto implica que

existe um campo de tensdo o (x) no qual o vetor tensdo de Cauchy é dado por:
t(x,n) =oc(x)n. (2.52)
O termo o é entdo chamado de tensor tensdo de Cauchy e é um tensor simétrico, onde:
o=o0", (2.53)

e o termo o7 representa a transposta do tensor tensdo de Cauchy.

TensoOes desviadoras e hidrostatica
Tendo como objetivo a modelagem constitutiva, muitas vezes é conveniente se
decompor o tensor tensdo o em duas partes: sendo uma componente esférica e outra

desviadora, no qual é representado por:
O':S+p], (254)

onde o termo p € um escalar e representa a chamada pressao hidrostatica, que € definida

por:

p = %tr o, (2.55)

e a componente S é um tensor cujo traco € igual a zero e denominado de tensor

desviador, definido como:

sEa—plz[n—§1®1]:a, (2.56)

onde T representa o tensor identidade de quarta ordem. O tensor das tensdes esféricas

pode ser também definido atraves da seguinte operacéo:

pl=2I1QI:0c. (2.57)
A pressdo hidrostatica p pode ser definida como um invariante do tensor tenséo.

Obijetividade do tensor
Uma vez que o tensor das tensdes de Cauchy é de fundamental importancia para o

estabelecimento de qualquer equilibrio ou equacdo constitutiva, é importante saber se o
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é objetiva, como definido previamente. Considerando-se as transformacdes do vetor
normal e do vetor de tracdo implicito no movimento sobreposto de corpo rigido Q
como:

t(A) = Qt(n)

n=0Qn

(2.58)

com a dependéncia de x e do tempo omitidos por conveniéncia notacional. Usando a
relacdo entre o vetor tracdo e o tensor tensdo (Equacdo 2.52), em conjunto com as

quantidades acima (Equacéo 2.58), tem-se que:
o - QaQT . (2.59)

Assim, a rotacdo de o dada pela equacdo acima esta de acordo com a definicédo de

objetividade de um tensor de segunda ordem.

2.2.2 Alternativas para definicdo do tensor tensdo
Inimeras alternativas para definir o tensor tensdo tém sido propostas na literatura.

Muitas destas defini¢es passam a ndo ter um significado fisico:

O tensor tensdo de Kirchhoff: muitas vezes é conveniente se trabalhar com o entdo
chamado tensor tensdo de Kirchhoff, T , 0 qual se diferencia do tensor de Cauchy

apenas razao volumeétrica J, e é entdo escrito como:
T=Jo. (2.60)

Devido a simétrica de o, o tensor tensdo de Kirchhoff é também simétrico.

O primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff: o vetor tracdo £ mede a forca exercida
através da superficie do material por unidade de area deformada. Sabendo que em
muitas situacdes a configuracdo deformada de Q ndo é conhecida previamente, assim,

nestes casos, é conveniente se definir o primeiro tensor tensédo de Piola-Kirchhoff como:
P=JoF . (2.61)

Essa definicdo é derivada a partir do vetor contrapartida # de ¢ que mede, no ponto de
interesse, a forca atual (ou corrente) por unidade de area na configuragdo de referéncia.
O tensor P ¢ comumente denominado como tensdo nominal ou de engenharia. Nota-se

que, diferentemente do tensor de Cauchy, P geralmente € ndo-simétrico.
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O segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff: por outro lado, € possivel escrever um
tensor tensdo material totalmente simétrico, conhecido como o segundo tensor tensdo de
Piola-Kirchhoff, S, e definido por:

S =JF'oFT. (2.62)

Esta definicdo, muitas vezes, representa uma medida de tensdo Util na mecéanica
computacional e na formulacdo de equacbes constitutivas, em particular para sélidos.
Apesar da conveniéncia matematica, ele ndo admite uma interpretacdo fisica em termos

de tenses de superficie.

2.2.3 Os invariantes do tensor tensdo

Os invariantes sdo quantidades cujos valores ndo variam com o sistema de eixos
considerado (Holzapfel, 2000). E habitual se representar os invariantes do tensor das
tensdes (Equagdo 2.54) pela letra “I”” e 0s invariantes do tensor das tenses desviadoras
pela letra “J” (Equagdo 2.56). Assim, o primeiro, segundo e terceiro invariantes do
tensor tenséo e do tensor desviador sdo determinador de acordo com as Equacges 2.63 e
2.64, como se segue:

I, = tr(o)
I, = %[tr(a)2 —tr(o?)] (2.63)
I; = det(o)
e,
j— lS- S
J2=3% (2.64)
J3 = det(S)

E importante destacar que, como o tensor desviador S por definicdo (Equacio 2.56), é
um tensor cujo traco é igual a zero, seu primeiro invariante é necessariamente igual

nulo.

2.3 LEIS FUNDAMENTAIS DA TERMODINAMICA

Para se abordar as leis fundamentais da termodindmica, primeiramente s&o

necessarias introduzir os campos escalares 6, e, s e r definidos sobre Q, o qual denota a
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temperatura, energia interna especifica, entropia especifica e densidade de producao de
calor, respectivamente (ver Spencer, 2004; Bonet et al., 2008, De Souza Neto et al.,
2008). Em adicdo, f e q representam 0s campos vetoriais correspondentes a forga no
corpo (forca por unidade de volume na configuragcdo deformada) e o fluxo de calor,

respectivamente.

2.3.1 Conservagéo da massa
O postulado da conservagdo da massa exige que:

p+pdiv,u=0, (2.65)

onde div, 1 representa o divergente espacial de .

2.3.2 Equilibrio de momento
O equilibrio de momento pode ser representado matematicamente pela equacgéo
abaixo:

div,o+ f=pit emp(Q)

t=on em @(0Q) (2.66)

onde o equilibrio (ou balanco) de momento é expresso na forma local. O termo n é o
vetor unitario normal para fora do limite deformado ¢ (9Q) de Q, £ € o limite do campo
do vetor de tracdo em @(dQ). As equacdes de balanco de momento acima sdo
formuladas na configuracdo espacial (deformada). Equivalentemente, as equagdes
podem ser expressas na configuracdo de referéncia (material) de Q em termos do
primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff, como:
div,P+ f =pit em Q

, (2.67)
t=Pm em 0Q

onde div,, P representa o divergente material, f ¢ a forca de corpo medida por unidade
de volume na configuracdo de referéncia, p é a densidade na configuracdo de referéncia,

no qual pode ser escrita como:
p=Jp, (2.68)

t é a forca de tracdo de superficie por unidade de area na configuraco referéncia e m é

a normal para fora do limite de © com relagdo a sua configuracgao de referéncia.
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2.3.3 Primeira lei da termodinamica
O primeiro principio da termodinamica postula a conservacdo de energia. Antes

de se estabelecer este principio, é conveniente introduzir o seguinte produto:
o:d, (2.69)

no qual representa a energia de tensdo por unidade de volume na configuracdo
deformada de um corpo continuo. O primeiro principio da termodindmica é

matematicamente representado pela equacéo:
pé=o0:d+ pr —div, q. (2.70)

A equagdo acima representa que a taxa de energia interna por unidade de volume na
configuracdo deformada tem que ser igual a soma da energia de tensdo e a producao de
calor por unidade de volume na configuracdo deformada, menos o divergente espacial

do fluxo de calor.

2.3.4 Segunda lei da termodinamica

O segundo principio da termodinadmica postula a irreversibilidade da producao de
entropia e é expresso por meio da seguinte desigualdade:

T

ps +div, [4] -2 > 0 2.71)
6
2.3.5 Desigualdade de Clausius-Duhem

Considerando o primeiro e segundo principios estabelecidos acima, a
desigualdade de Clausius-Duhem é determinada através da combinacdo de ambos os
principios. Com a utilizacdo de algumas manipulacbes matematicas, é possivel se

esCrever.

1
ps + div, [g] — = (pé —gid +dive q) 2 0. 2.72)

A introducdo da energia especifica livre ¥, a qual também é conhecida como

energia especifica de Helmholtz por unidade de massa, € definida como:

Y =e—0s. (2.73)

A Equacdo 2.73 pode ainda ser reescrita de acordo com o que se segue:
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o1 1
div,, [5] = Edlvx 4= 774 V,.0. (2.74)
Assim, substituindo a Equacdo 2.73 na desigualdade de Clausius-Duhem

(Equacéo 2.72) é possivel se determinar:

1
a:d—p(lp+39)—5q.920, (2.75)

onde o termo g é definido como g = V.,.0.

2.4 TEORIA CONSTITUTIVA

Os principios de equilibrio apresentados até agora séo validos para qualquer corpo
continuo, independentemente de que material o corpo € feito. Com o intuito de se
estabelecer uma diferenca entre os varios tipos de materiais, a modelagem constitutiva
deve ser entdo introduzida. Assim, nesta secdo, o uso de varidveis internas para formular
modelos constitutivos de materiais dissipativos é apresentado (ver Khan, 1995; Bonet et
al., 2008, De Souza Neto et al., 2008).

2.4.1 Termodinamica com variaveis internas

Uma forma eficiente para se descrever o comportamento constitutivo dissipativo é
a adocdo da chamada termodindmica com variaveis internas. O ponto de partida deste
estudo esta na hipotese de que em algum instante do processo termodinamico, o estado
termodinamico (definido por o, ¥, s e q), para um dado ponto p, pode ser
completamente determinado através do conhecimento de um namero finito de variaveis
de estado. O estado termodinamico depende somente dos valores instantaneos das
variaveis de estado e ndo dos valores histéricos passados. Essa hipdtese estd
intimamente ligada com a suposicdo da existéncia de um estado (ficticia) de equilibrio
termodinamico conhecido como o estado local que acompanha (Kestin & Bataille,
1977), descrito pelo valor atual (corrente) das varidveis de estado. Em outras palavras,
todo processo é considerado como sendo uma sucessdo de estados de equilibrio.
Portanto, apesar do sucesso da teoria do uso de varidveis internas em numerosos
campos da fisica do continuo, fendbmenos induzidos por rapidas acdes externas (para
escalas de tempo comparadas as vibracdes dos atomos), que envolvem estados distantes
do equilibrio termodindmico, sdo excluidos da representagdo pela teoria de variaveis

internas.
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Variaveis de estado
Assumindo que em algum instante t, o estado termodinamico em um ponto €

definido através do conjunto de variaveis de estado, como:
{F,0,9,a}, (2.76)

onde os termos F,0 e g sdo valores instantdneos do gradiente de deformacéo,
temperatura e gradiente de temperatura. O termo a representa o conjunto de variaveis
internas, em geral, com natureza escalar, vetor ou tensor associadas com 0 mecanismo
de dissipacdo mecénica, @ = a;. Onde k representa 0 nimero de variaveis internas

consideradas no processo.

Potencial termodinamico: Equagéo constitutiva
Seguindo as hipoteses mostradas acima, assume-se que a energia especifica livre

possui a seguinte forma:

Y =¢(F,0,a), (2.77)

de modo, sua taxa de mudan(;a é dada por:

0
t/)——F +—0+-— " ., (2.78)

onde o somatorio em k estd implicito. Nesse caso, usando a seguinte definicdo para a

energia de tenséo:

o:d=0oF T F, (2.79)

pode-se obter a expressao para a desigualdade de Clausius-Duhem, escrita como:

P\ . ('h/) . ay 1
-T _ o _ 1T, _ >

("F P aF) F p( 69)9 P oa, 1920 (2.80)
Equivalentemente, em termos de energia por unidade de volume na configuracao

referéncia, tem-se:

(P—ﬁg—lﬁ):F—p(s+g—l£)9 ﬁa—lp ay — éq.gZO. (2.81)

A Equagdo 2.81 deve ser valida para qualquer par de fungdes {F (t),8(t)}. Isto

implica nas seguintes equagdes constitutivas conhecidas:
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0y 0y
_ ;27 = 2.82

P=rar T (2:82)
para o primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff e a entropia. A Equacdo 2.82 ¢
equivalente as seguintes relacdes constitutivas para os tensores tensdo de Cauchy e

Kirchhoff:

c=-p— F", t=p— FT. (2.83)

Forcas termodinamicas
Para cada variavel interna a; do conjunto de varidveis a, define-se a sua

conjugada forca termodindmica da seguinte forma:

0
Ak:__l/)

= 2.84
P 3a, (2.84)

onde A, representa a forga termodindmica associada a varidvel interna a;. Com essa
definicdo e as identidades (ver Equacdo 2.82), a desigualdade de Clausius-Duhem pode

ser reescrita como:

s, ~Sq.920 (2.85)

Para as proximas definicdes, a seguinte notacdo é adotada para o conjunto de forcas

termodinamicas:

A={A}. (2.86)

Dissipacdo. Evolucdo das variaveis internas
Com o0 objetivo de se caracterizar completamente um modelo constitutivo, leis

complementares associadas com o0s mecanismos de dissipacdo Ssdo requeridas.
~ . . ., . 1 - .
Destacadamente, equagdes constitutivas para as variaveis de fluxo 54 € internas &

devem ser postuladas. Em um caso geral, assume-se que as variaveis de fluxo séo
fungdes dadas das varidveis de estado. Assim, as seguintes equagdes constitutivas sao

entdo postuladas:

a=f(F0,g9a)
(2.87)

1
Eq = h(F,0,g9,a)
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A desigualdade de Clausius-Duhem, agora expressa pela Equacéo 2.85, deve valer
para qualquer processo. Esta exigéncia impde restricdes sobre as formas possiveis para
as funcdes gerais constitutivas f e h da Equacdo 2.87 (ver Coleman & Gurtin, 1967;
Truesdell, 1969). Também é importante mencionar que, quando as variaveis internas de
natureza vetorial ou tensorial estdo presentes, é freqlientemente conveniente se
reescrever a Equacao 2.87 em termos das chamadas taxas objetivas e ndo das derivadas
materiais no tempo de a. Taxas objetivas sdo insensiveis a movimentos de corpo rigido
e podem ser essenciais na definicdo de quadros invariantes das leis de evolugdo para
variaveis que representam estados fisicos associados com as dire¢des de material.

Potencial de dissipacéo: Dissipacdo normal
Uma forma eficaz de garantir que a Equacdo 2.85 seja satisfeita, consiste em

postular a existéncia de um valor escalar potencial de dissipacédo da forma:

E=E2(4,9:F6,a), (2.88)

onde as varidveis de estado F , 6 e a aparecem como parametros. O potencial E é

assumido convexo com relagdo a cada A, e g, ndo negativo e nulo na origem, {4, g9} =

{0, 0}. Em adicdo, a hipotese de dissipagdo normal é introduzida, o que implica que as

variaveis de fluxo podem ser determinadas através das seguintes leis:
d= 1 0=

— , _q — — .
04 0 dg

ay = (2.89)

Um modelo constitutivo, que é definido pelas Equacdes 2.77, 2.82 e 2.89, satisfaz,
em principio, a desigualdade de dissipacdo. No entanto, deve-se notar que a descri¢ao
constitutiva por meio de potenciais convexos, como descritos acima, ndo € uma
conseqliéncia da termodinamica, mas sim uma ferramenta para a formulacdo de
equacOes constitutivas sem violar as leis da termodindmica. Exemplos de modelos
constitutivos suportados pela evidéncia experimental, que ndo admitem a representagédo

por meio de potenciais de dissipacao, sdo discutidos por Onat & Leckie (1988).

2.4.2 Abordagens fenomenoldgicas e micro-mecanicas
O sucesso de um modelo constitutivo formulado para descrever o comportamento

de um determinado material depende fundamentalmente da escolha de um conjunto
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adequado de variaveis internas. Considerando que nenhum modelo plausivel seja geral
o suficiente para descrever a resposta de um material em todos os processos, deve-se ter
em mente que a escolha de variaveis internas deve ser guiada ndo sé pelo material
especifico em questdo, mas também as variaveis de processo material. Em geral, devido
a dificuldade na identificacdo dos mecanismos de dissipacdo de base, a escolha do
conjunto apropriado de variveis internas € um pouco sutil e tende a ser enviesada pelas
preferéncias e experiéncia do pesquisador.

Pode-se dizer que a modelagem constitutiva por meio de variaveis internas se
baseia tanto em uma abordagem micro-mecéanica e/ou fenomenologica. A abordagem
micro-mecénica envolve a determinacdo dos mecanismos e variaveis relacionadas em
niveis atdmicos, moleculares ou cristalinos. Em geral, essas varidveis sdo quantidades
discretas em seus continuos (macroscopica) ou em contrapartida podem ser definidas
por meio de técnicas de homogeneizacdo. Por outro lado, a abordagem fenomenoldgica
é baseada no estudo da resposta de um volume elementar representativo, o que significa
que o elemento da matéria é grande o suficiente para ser considerado como um continuo
homogéneo. As varidveis internas, neste caso, sdo diretamente associadas com o0
comportamento dissipativo observado em um nivel macroscopico, em termos de
quantidades continuas (como a deformacdo, a tensdo, a temperatura, etc.). Apesar da
natureza macroscopica de teorias derivadas com base na metodologia fenomenoldgica,
deve-se esperar que "boas variaveis internas fenomenolodgicas sejam de alguma forma

relacionadas com subjacentes mecanismos microscépicos (de Souza Neto et al., 2005a).

2.4.3 A teoria puramente mecéanica

Efeitos térmicos sdo ignorados em toda teoria constitutiva associada a este
trabalho. Portanto, neste caso € conveniente resumir 0 conjunto de variaveis internas
baseadas em equacgOes constitutivas puramente mecanicas. Ao se remover 0s termos
térmicos da teoria mostrada na secdo acima, chega-se ao seguinte conjunto de equagdes

constitutivas puramente mecanicas:

¥ = Y(F, @)

_ 9
P=p_ (2.90)
i = f(F,a)
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onde se tem o potencial termodinamico , o primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff

P e ataxa de evolugdo das varidveis internas c.

2.4.4 Problema constitutivo de valor inicial

Um problema basico constitutivo é definido da seguinte forma: "Dada o historico
do gradiente de deformacao (e o histdrico do gradiente de temperatura e a temperatura,
se os efeitos térmicos sdo considerados), encontrar a energia livre e a tensdo (mais
entropia e fluxo de calor, no caso termo-mecanico), de acordo com a lei constitutiva”.
Se a abordagem da variavel interna é adotada na formulacdo das equagdes constitutivas,
0 problema constitutivo genérico reduz-se a um problema mecanico de valor inicial,

COMO Se segue:

Problema 2.4.1 (O problema constitutivo mecéanico de valor inicial)
Dados os valores iniciais das variaveis internas a(t,) e o histérico do gradiente de

deformacéo

F(t) te [tyt], (2.91)

determinar as funcbes P(t) e a(t), para a primeira tensdo de Piola-Kirchhoff e o
conjunto de variaveis internas, tais como as equagdes constitutivas:
_o0y
p_

dFl, (2.92)
a(t) = f(F(t), a(t))

P(t) =

sejam satisfeitas para t € [t,,t].

25 EQUILIBRIO NA FORMA FRACA: PRINCIPIO DOS
TRABALHOS VIRTUAIS

A forma forte (local ou diferencial) do equilibrio de momento foi estabelecida na
secdo 2.3 pelas equacbes 2.66 e 2.67. Nesta secdo, as equacdes de equilibrio (ou
balango) seréo estabelecidas em sua correspondente forma fraca (global ou integral). O
estabelecimento do equilibrio fraco — o principio dos trabalhos virtuais — é fundamental
para a definicdo de um problema inicial de contorno bésico e é o ponto inicial de

problemas de elementos finitos (ver Bonet et al., 2008; De Souza Neto et al., 2008).
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Novamente, considera-se o corpo €, no qual ocupa a regido & c R3 com fronteira
dQ em sua configuracdo de referéncia, submetido as forcas de corpo em seu interior e
forcas de superficie em sua fronteira. Em sua configuracdo deformada, © ocupa a regido

@(Q) com fronteira @ (0Q) definida ao longo do mapa de deformacao ¢.

2.5.1 Configuracao espacial
A versdo espacial do principio dos trabalhos virtuais estabelece que “o corpo €
esta em equilibrio se, e somente se, 0 seu campo de tensdo de Cauchy, a, satisfaz a
equacao:
j l6:V,n — (f — pi).n]ldv — j tnda=0 Vnev, (2.93)
Q) p(0Q)
onde f e t séo forcas de corpo por unidade de volume deformado e forcas de superficies

por unidade de area deformada e V é o espaco de deslocamentos virtuais de Q, o que

significa que o espago de suficientemente regulares deslocamentos arbitrarios.

n:e(Q) —-U." (2.94)

2.5.2 Configuracgédo material

As equacOes dos trabalhos virtuais podem ser equivalentemente expressas na
configuracdo de referéncia de Q. A versdo material correspondente dos principios dos
trabalhos virtuais (ou de referéncia) estabelece que Q estd em equilibrio se, e somente

se, 0 campo da primeira tensdo de Piola-Kirchhoff, P, satisfaz:

f[P:Vpn—(f—ﬁii).n]dv—f tnda=0 Vnev, (2.95)
Q 0Q

onde f = J f é a forca de corpo na configuragio de referéncia e t é a forca de superficie
por unidade de area na configuracdo de referéncia. Portanto, o espago do deslocamento
virtual de Q é definido como o espaco suficientemente regular de um campo de

deslocamento arbitréario:
7.0 —U. (2.96)

A versdo material da equacgdo dos trabalhos virtuais é obtida introduzindo, em sua

contrapartida espacial, as identidades:
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1 -1
o= 7PFT V.a=V,aF (2.97)
onde a segunda expressdo é valida para um campo vetorial genérico a, e fazendo uso da

relacdo padréo (Gurtin, 1981):

f a(x)dv - f J@a(@@®)) dv (2.98)
o(Q) Q

valido para qualquer campo escalar a.

2.6 MODELO DE DANO DE LEMAITRE

A descrigdo detalhada do modelo de dano ddctil de Lemaitre (ver Lemaitre,
1985:1996), com endurecimento cinematico e isotrépico e dano isotropico, €

apresentada a seguir.

2.6.1 Potencial de estado e relagdes de estado

O ponto de partida desta teoria baseia-se na hipdtese de existéncia de um potencial
de estado ou potencial termodindmico, do qual sdo derivadas as leis de estado. A
energia livre de Helmholtz é adotada como potencial termodinamico e pode ser entdo

definida, neste caso, como uma funcéo do conjunto de variaveis {€¢, r, 8, D} na forma:

Y =y, B,D), (2.99)

onde &° representa o tensor das deformacdes elasticas, r e D sdo varidveis internas
escalares associadas, respectivamente, com o0 endurecimento isotrépico e dano
isotropico. O tensor de segunda ordem B € a variavel interna relacionada ao
endurecimento cinematico. Através da Tabela 2.1, pode-se observar as variaveis de
estado e suas respectivas forgas termodinamicas associadas.

Neste caso, assume-se 0 processo como sendo isotérmico, entdo a escolha das
variaveis internas depende do fenémeno fisico em estudo (elasticidade, endurecimento

isotrdpico e cinematico e dano).
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Tabela 2.1. Variaveis de estado para a teoria de dano isotrdpico.

i . Variaveis de estado Variaveis
Mecanismo Tipo : -
Observavel Internas  associadas
i e
Elasticidade Tensorial P -
- . , )
Plasticidade Tensorial e .
Endurecimento isotropico Escalar r R
Endurecimento cinemético 1 ¢nsora B X
Escalar D v

Dano

Sob a hipotese de o dano afetar somente o comportamento elastico, a energia livre
de Helmholtz pode ser expressa através da decomposicao aditiva de dois potenciais de

estado correspondentes, dados por:

W(e®,r, B, D) = Y4 (e°,D) + P (7, B) (2.100)

onde ¥¢% e y? sdo, respectivamente, a contribuicdo devido a elasticidade-dano e devido
a plasticidade na energia liberada. O potencial de estado associado a elasticidade-dano é

definido como:

1
pyet(e8,D) = S&:(1—-D)D: &, (2.101)

onde D representa o tensor de elasticidade padrdo. Uma prova classica (Chaboche,
2007) permite eliminar todos os processos reversiveis da desigualdade de Clausius-
Duhem e, portanto, as relacdes de estado sdo dadas por:

a4, D)
0= = (- DDt (2102)

no qual representa a lei elastica linear ou lei de Hooke. Equivalentemente, a lei elastica

danificada pode ser escrita como:

& =D:ee, (2.103)

onde & ¢ chamado de tensor tensdo efetivo, sendo relacionado com o tensor tensdo de

Cauchy atraves da expressdo:
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0. (2.104)

7=1-D

A forca termodindmica associada com a varidvel interna de dano, Y, também

deriva do potencial de estado, devido a elasticidade-dano e pode ser escrito como:

ed(ge

Y =
oD 2

ou, utilizando o inverso da lei eléstica tensdo/deformacéo, tem-se:

y::—gaum-%a. (2.106)

Depois de algumas manipulagcbes matematicas, é possivel escrever Y como uma funcgéo

da pressao hidrostética, p, e da tensdo equivalente de von Mises, q:

q* p?

=661 =D " 2k(1 = D)Z|’

(2.107)

onde G =E/2(1+v) representa 0 médulo de cisalhamento e K = E/3(1 —2v)
representa 0 modulo volumétrico. O termo v é o coeficiente de Poisson e E é o médulo
de Young. Também, pode-se demonstrar que -Y € igual a metade da energia de
deformacdo elastica liberada devido a evolucdo do dano para uma tensdo fixa
(Chaboche, 2007). Partindo da lei eléstica e sua diferenciacdo, tem-se:
~ oD
do = D:de® +——:£°dD = 0. (2.108)
oD
Sabendo que D = (1 — D) D e rearranjando matematicamente, a Equacéo 2.108 pode
ser entdo escrita como:

dD
e _ oe _ 2.109
de =¢ 1 ( )

Definindo agora a variacdo da energia elastica, para uma tensdo constante, tem-se:

dW¢é = o:de®, (2.110)

e usando a defini¢cdo da Equacéo 2.109, ¢ suficiente para se calcular que:
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dD
1-D

2.111
D (2.111)

1-D

=¢g%(1-D)D: &

= g¢:D:e¢dD

E finalmente, partindo da definicdo da Equacgdo 2.105, é possivel escrever:

_ldwe
2dD

(2.112)

Assim, da Equagdo 2.112, o termo -Y pode também ser chamado de taxa de
densidade de energia de deformacdo liberada devido ao dano, que € igual a metade da
variacdo da densidade de energia de (Lemaitre, 1996). Isto também corresponde a taxa
de energia de deformacéo liberada por uma trinca, /, comumente usada na teoria basica
da Mecanica da Fratura.

Em relacdo ao potencial de estado plastico Y?(r, B), ele pode ser considerado
como a soma de diferentes contribui¢Bes relacionadas ao endurecimento isotrépico e

cinematico. Assim, o potencial de estado plastico é dado pela soma de termos:

pYP(r, B) = p (1) + %B:ﬁ, (2.113)

onde a é uma constante material associada ao endurecimento cinematico, e a
contribuicdo devido ao endurecimento isotropico, ¥!(r), é uma funcdo escalar
arbitréaria de varidvel interna isotrépica, r. Assim, é possivel se postular as relacdes de
estado para as forcas termodindmicas associadas ao endurecimento isotropico e

cinematico, R e X, respectivamente, associadas com as variaveis internas como:

__oYP(r, B oY'(r)
P T RO (2.114)
L W) '
=P ~

onde X é entdo chamado de tensor “back-stress”.

2.6.2 Potencial de dissipacéo e equagdes de evolucao associadas
Tendo-se todo o estado e as correspondentes variaveis associadas definidas, este

segundo potencial dara as relagfes constitutivas cinematicas para descrever a evolugéo
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do fenémeno (Lemaitre, 1996). A existéncia de um potencial de dissipacdo Unico, ¥, é
entdo assumido na qual, usando a regra da normalidade, as equacdes de evolucdo para
todas as varidveis internas sdo derivadas. Contudo, antes de se apresentar a expressao
explicita para o potencial de dissipacdo, podem-se estabelecer algumas restri¢cbes para
sua formulacdo. Selecionando trés fendmenos fisicos como endurecimento isotrépico,
endurecimento cinematico e dano, a dissipacao intrinseca deve satisfazer o segundo

principio da termodinamica, escrito na forma:

0:6°P —X:B—Rir—YD >0 (2.115)

Levando em consideracdo a definicdo das forcas termodinamicas associadas a
cada variavel interna. Pode-se reescrever a desigualdade acima assumindo que a mesma
pode ser decomposta em dois termos, nomeadamente, dissipacdo plastica e dissipagdo
do dano, respectivamente, dados por:

0:6° —X:B—Rir >0

_ (2.116)
—YD >0

Como mostrado na Equacdo 2.116, a desigualdade deveria ser identicamente
verificada para cada mecanismo de dissipacdo selecionado. Como -Y é uma funcéo
quadratica positiva (ver Equacio 2.107), a taxa do dano D também deve ser uma funcéo
ndo negativa. Isso significa que a variavel de dano somente leva em consideracdo a
degradacdo progressiva de materiais, ndo sendo possivel nenhum tipo de recuperacgéo de
energia. Portanto, satisfazendo, em principio, essa restricio e a desigualdade de
dissipacdo, é assumido a existéncia de um pseudo-potencial de dissipacdo (com valor

escalar) ¥*, que é funcéo das taxas de mudancas das variaveis internas:

Y+ =w*(P,7,8,D,€%7,B8,D), (2.117)

onde variaveis internas sdo consideradas como variaveis do processo neste pseudo-
potencial. Usando agora a transformacdo de Legendre-Fenschel, um equivalente
pseudo-potencial de dissipacdo complementar ¥ pode ser postulado. Este pseudo-
potencial é tambem uma funcdo com valores escalares, continuo, ndo negativo e

convexo com relacdo a cada forga termodinamica:

Y =WY(o,R X,Y,%1,B,D). (2.118)
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Usando a abordagem de um potencial de dissipacdo Unico, esse potencial de
dissipacdo complementar € dado pela decomposi¢do aditiva dos potenciais de

endurecimento WP e dano W¢ na forma:

s+1

b s _y
Poprppld — g4 X: X (—) , 2119
+ N7 R B TP A (2.119)

onde a, b, S e s sdo constantes materiais e ® é a funcdo de escoamento de von Mises
escrita na forma:

V32(S—X)

(0, X,R,D) =55

— (0p + R(1)), (2.120)
e g, € o valor inicial da tensdo de escoamento do material. De acordo com a hipdtese da
normalidade generalizada, o escoamento pléstico € dado por:

oW

cP — _— =
€ ”aa

YN, (2.121)

tendo o termo N representado o chamado vetor de fluxo que e é expresso de acordo com

0 modelo de Lemaitre por:

3 $-X)
e j; (= Dlis ~ X (2122

A evolucdo das varidveis internas associadas ao endurecimento isotropico e

cinematico, 7 e B, sdo:

. oY
r=—y—=Yv
. oR (2.123)
B =75 =7(aN — bX)
e a lei de evolucdo do dano € dada por:
. Ry V-7
=y — = — 2.124
D=7v%y 1—D(S)' (2.124)

onde y é o parametro plastico, o qual deve satisfazer a lei de complementaridade da

plasticidade, independente da taxa:

y=0,d<0;,y®=0. (2.125)
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Para complementar a descri¢do formal da elasto-plasticidade acoplada com dano,
é importante se definir a taxa de deformacéo plastica equivalente €7, no qual tem que
estd de acordo com o critério de escoamento adotado. Para o critério de von Mises, e

assumindo a equivaléncia da taxa do trabalho plastico, tem-se:

WP =g: &P = q£P . (2.126)

Usando a Equacéo 2.121 e a definicdo da tensdo equivalente de von Mises, tem-se:

3
q= Es:s=,/3 . (2.127)

A taxa da deformacdo plastica equivalente é calculada da equivaléncia da Equacao
2.126 como:

& =—" (2.128)

Assim, usando a Equacdo 2.124 e a Equacédo 2.128, a lei de evolucdo do dano pode ser

reescrita como:

D=g" <_—Y)S . (2.129)

2.6.3 Inicio do dano em materiais ducteis

Em materiais dlcteis é observado que para valores baixos de deformacéo plastica,
a degradacdo aparente do material € limitada (pequena) e, portanto, os seus efeitos nas
propriedades fisicas podem ser entdo negligenciados. Tomando como exemplo um caso
de tracdo pura monoténica, é assumido gque a degradacdo interna ou 0 dano somente tem
seu crescimento iniciado quando certo nivel de deformacdo plastica acumulada é
atingido (Lemaitre, 1996). Desde que a equacdo de evolucdo do dano seja governada
pela taxa da deformacdo plastica equivalente, é entdo l6gico se determinar esse limiar,
baseado na propria deformacdo pléastica equivalente. Esse valor critico é denotado por
“limiar do dano” &5 e corresponde a deformagdo pléstica equivalente abaixo da qual
ndo ocorre dano por micro-trincas. Embora esse limiar dependa do tipo de carregamento
aplicado e do tipo de dano, € geralmente considerado um parametro material,

identificado a partir de um ensaio uniaxial monotdnico. Desta forma, esse “limiar do
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dano” ¢ introduzido na lei de evolu¢do do dano através do uso de uma fungao indicativa
H, como:

. ) S O

D = Yoy = gv (T) H(eP — ), (2.130)
onde H é a funcgdo indicativa e é definida como:

sea<0

sea>0 (2.131)

H(e? —&b) = H(a) = {(1)'

onde a = &P — &b,

2.6.4 Critério do dano critico

Existem inumeras formas possiveis de se definir a localizacdo e a iniciacdo de
uma trinca na escala mesoscopica. A maneira mais simples e de solucdo mais pratica é
usar o chamado critério de dano critico, o qual estabelece que uma trinca mesoscopica

seja iniciada quando o valor do dano atinge um valor critico (Lemaitre, 2005).

D >D,. (2.132)

O termo D, € considerando uma constante material. Embora seu valor seja de dificil

determinacdo, para muitos materiais, o valor de dano critico esta na faixa de 0.2 a 0.5.

2.7 DEFINICAO DE RAZAO DE TRIAXIALIDADE, TERCEIRO
INVARIANTE NORMALIZADO E ANGULO DE LODE

No estudo da elasto-plasticidade, alguns parametros s&o comumente citados na
definicdo do estado de tensdo de um ponto material. Dentre 0s parametros e conceitos
mais importantes, pode-se destacar a chamada pressao hidrostatica, p, (ver Equacgdo
2.55) que é igual ao traco do tensor tensao e a tensdo equivalente de von Mises, g, que €
uma fungdo do segundo invariante do tensor desviador, como definido pela Equacéo
2.127. A razdo entre estes dois parametros elasto-plasticos define a chamada razdo de
triaxialidade, que de acordo com alguns autores (ver Bai, 2008; Bai et al., 2007) é

responsavel por estabelecer o tamanho do regime elastico do material.
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p
n=-, 2.133
p (2.133)

onde n representa a razdo de triaxialidade.
Outro parametro elasto-plastico bastante relevante é o chamado terceiro invariante

do tensor desviador, r, (ver Equacao 2.64), que pode ser escrito também na forma:
1 1
27 /3 27 \'/3
r=(Gdets) =(3) - (2139

O mesmo pode ser escrito na forma normalizada atraves da razéo entre r e a chamada

tensdo equivalente de von Mises, como se segue:

- (’”)3 _ 5 dets (2.135)

q e

onde ¢ representa o chamado terceiro invariante normalizado do tensor desviador.
Através do parametro ¢ pode-se definir agora, o chamado angulo de Lode, que o angulo
formado entre a projecao do tensor desviador no plano 7 ¢ a linha de cisalhamento puro
(ver Bai, 2008; Malcher et al., 2011):

1
6= §arccosf , (2.136)

onde @ representa 0 chamado angulo de Lode. A sua forma normalizada, 8, pode ser
determinador atraves da expressdo, a seguir:

60

0=1——. (2.137)
T

Para alguns autores (ver Bai, 2008; Bai et al., 2007), o angulo de Lode, € o parametro
elasto-plastico responsavel por controlar a forma da superficie de escoamento do
material.

A razdo de triaxialidade ¢ um parametro elasto-plastico que pode ser utilizada

para definicdo de um carregamento predominantemente de compressao, onde se tem a

chamada regido de triaxialidade negativa (—§ <n< 0), predominantemente
cisalhante, onde se tem a regido de baixa triaxialidade (0 <n< é) e
predominantemente de tracdo, ou regido de alta triaxialidade (77 > é) Além disso, o

tipo de carregamento também pode ser definido em fungdo do valor do terceiro
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invariante normalizado e do valor do angulo de Lode. Para regido de carregamento
cisalhante predominante, o valor de £ =0 e 8 = 0. Contudo para regides de alta
triaxialidade, ou de carregamento cisalhante predominante, tem-se que § =1e 6 = 1.
A Figura 2.5 apresenta o comportamento da razdo de triaxialidade e do terceiro

invariante normalizado, de acordo com o tipo de carregamento aplicado.

n Tragdo Estado plano de Barra
o (0] ~ I
biaxial o deformagdo cilindrica
¢ — (tragdo) entalhada @

(tragdo)

0.5 -
Estado plano de tensdo

\

Estado plano de

Cisalhamento
puro

Compressao

) deformacgdo
0.5 <-> Barra
& cilindrica Estado plano d —0
o enta/had? deformacédo Compresséo
a | (compresséo) (compressdo) . biaxial |
1 0.5 0 0.5 n 1
0

Figura 2.5. Representacéo do estado de tensdo inicial em fungdo de £ e 6.
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3. ESTRATEGIA NUMERICA, CALIBRACAO E SIMULACAO
DO MODELO DE DANO ORIGINAL DE LEMAITRE

Neste capitulo sera abordada a estratégia numérica para integracdao implicita do
modelo de dano isotropico original de Lemaitre (1985), bem como os procedimentos
para calibragdo dos parametros materiais requeridos pelo mesmo, tais como a curva de
endurecimento isotropico, expoente de dano, denominador de dano e dano critico. Por
fim, simulagdes numéricas sdo feitas, com intuito de se demonstrar a capacidade
preditiva do modelo, no que se refere a determinacéo do deslocamento na fratura, bem

como a indicacao do local potencial para inicio de uma trinca.
3.1 ESTRATEGIA NUMERICA

A integracdo numérica das equacdes constitutivas do modelo elasto-plastico com
dano isotrépico de Lemaitre é baseado em uma estratégia de mapeamento de retorno
que foi originalmente proposta por Benallal et al. (1988) e, Doghri e Billardon (1995)
considerando a hipotese de pequenas deformacfes e mais tarde, expandido por varios
pesquisadores, considerando grandes deformacbes (De Souza Neto, 1994:1998;
Saanouni, 2000). O algoritmo de integracdo originalmente proposto conduzia a um
sistema ndo linear com quinze equacdes escalares, no caso de um problema em trés
dimens6es, que era solucionado iterativamente de acordo com o método de Newton-
Rapshon. Explorando o procedimento padrdo de mapeamento de retorno (Simo, 1998),
o algoritmo de integracdo numérica originalmente proposto para 0 modelo de Lemaitre
foi reduzido para a solucdo de um sistema ndo linear de duas equacgdes, em um caso
completamente isotropico (Saanouni, 2007). Uma simplificagdo maior para 0 mesmo foi
sugerida por De Souza Neto (2002), considerando a resolucdo de somente uma equacgéo
escalar ndo linear com o multiplicador plastico, y, como Unica varidvel a ser
determinada. Este ultimo algoritmo de retorno desconsidera o efeito do endurecimento

cinematico.

O uso de modelos constitutivos dependentes da trajetéria, como é o caso do
modelo original de Lemaitre, invariavelmente leva a necessidade de formulagdo de
algoritmos para integracdo numérica das equagdes de evolugdo. O problema entéo
consiste em formular procedimentos de integracdo numérica que sejam capazes de

atualizar as variaveis internas conhecidas, geralmente denominadas por o, no tempo
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t,, para obter as varidveis internas o,,; no tempo t,,,, onde o incremento de
deformacdo Ae se assume conhecido. Alem disso, a discretizagdo das equagdes
constitutivas dentro do chamado pseudo-tempo [t,, t,+1] € aplicada ao modelo,
baseado no esquema de Euler implicito (Simo e Hughes, 1998). Desde que o modelo
seja implementado em programa académico de elementos finitos para um carregamento
quase-estatico, é necessario também se derivar a matriz tangente consistente com o

algoritmo de integracéo.

O procedimento de atualizacdo das tensdes, no qual é baseado na chamada
metodologia da decomposicéo do operador (Simo e Hughes, 1998; De Souza Neto et
al., 2008), € especialmente adequado para a integracdo numérica do problema de
evolugdo e tém sido amplamente utilizados na plasticidade computacional. Esse método
consiste em dividir o problema em duas partes: um preditor elastico, aonde o problema
é assumido ser completamente elastico e um corretor plastico, no qual um sistema de
equacoes residuais formado pela lei elastica, a funcdo de escoamento e as equacdes de
evolucdo é resolvido, tomando os valores obtidos na construcdo do preditor eléstico
como valores iniciais do problema. No caso da funcdo de escoamento ser violada, o
chamado corretor plastico € entdo inicializado e o0 método de Newton-Raphson é usado
para se resolver o conjunto de equacgdes ndo lineares discretizado. O método de Newton-
Raphson ¢ escolhido para solucionar o problema devido ao fato de se atingir uma taxa
quadréatica de convergéncia para a solucéo.

3.1.1 Algoritmo de atualizagdo das tensdes e variaveis internas

Na plasticidade computacional, o algoritmo de atualizacdo é também comumente
chamado de algoritmo de mapeamento de retorno e a sua construcdo requer 0s seguintes
passos: conhecidos os valores da deformacéo elastica, € e do conjunto das varidveis
internas a,,, no inicio do intervalo do pseudo-tempo [t,, t,+1], € dado também o
incremento de deformacao prescrito, Ag, para este intervalo, o chamado estado tentativa

elastico pode ser entdo construido, como:

etrial _ e
Eni1 - = &p + As

trial _ . € trial trial
On+1 = 1- Dn)]D)' €n+1 324.1 = Sﬁ (3.1)
trial _ trial _
Ry+i = Ry Dyv1 =Dy
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onde 274! representa o tensor das tensdes tentativa, £/ ,"*" é o tensor das deformagdes

plasticas tentativa, RY % é a variavel interna associada ao endurecimento isotropico
tentativa e DLW é a variavel de dano tentativa.
O tensor das tensdes tentativas pode ser entdo decomposto em uma parte

desviadora e outra hidrostatica:

Sirial = (1 - Dy)26 5514, pratt = A -DK el51,  (3.2)

onde SIi4l e ptridl representam, respectivamente a componente desviadora e a
hidrostatica do tensor das tensfes tentativas. As constantes G e K representam as
constantes de Lamé e sdo denominadas de modulo de cisalhamento e modulo
volumétrico, respectivamente. Os termos £ (74l ¢ g€ il representam as componentes
desviadoras e volumétrica do tensor das deformacdes elasticas tentativa.

O proximo passo entdo esta em verificar se o estado tentativa construido acima,
se encontra dentro ou fora do limite elastico do material. Para isto, a funcdo de
escoamento é determinada com base nos termos definidos acima. Para o modelo de

Lemaitre, a funcdo de escoamento é entdo determinada como:

trial

¢ trial _ q

i=p, ) (3:3)

onde o termo g% representa a tensdo equivalente de von Mises que é definida em

funcdo da contribuicdo desviadora do tensor das tensdes tentativa gt =

3 i i . . . .
Esfl’;ﬁ‘lu: trial A lei de encruamento do material é aqui representada pelo termo

gy (R,) que passa a ser uma fungéo da variavel de endurecimento isotropico, R,,. A

expressao que defini a evolucdo do limite de escoamento do material em funcdo de R,

¢ escrita como:

Gy(Rn) =09+ HRy , (3.4)

onde H representa 0 modulo de endurecimento isotropico, que é uma propriedade

material.
Caso ¢l seja menor ou igual a zero, isto significa que o incremento de

deformacéo prescrito inicialmente é realmente totalmente elastico e o estado tentativa
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construido passa entdo a ser considerado o estado real do material, ()., = (*)&i4,

Porém, caso ¢4 seja maior que zero, entdo é possivel constatar que o material se
encontra dentro do regime plastico e que o incremento de deformacdo prescrito, que
inicialmente foi considerado elastico, possui uma parcela plastica. Desta forma, ha a
necessidade de se corrigir o estado tentativa construido acima.

A correcdo do estado tentativa é feita a partir da remocdo do incremento de
deformacdo plastica de dentro da deformacdo elastica tentativa, que pode ser entdo

eXpresso por:

e _ cetrial
En+1 = Eny1 — AP . (35)

Para 0 modelo original de Lemaitre, o incremento de deformacdo pléstica é entdo
definido através da Equacdo 2.118. Assim, substituindo esta expressdo na equagdo

acima, temos:

E Sn+1
2(1 = Dpy)lISnsall”

e _ getrial
En+1 = Enf1 — A]/

(3.6)

onde Ay representa o multiplicador plastico e ||S,,1|| € a norma da parte desviadora do
tensor tensdo. E importante destacar, que neste trabalho, o efeito cinematico no
encruamento do material é desprezado.

A atualizacdo das variaveis isotrépicas de dano e encruamento podem ser obtidas

através das equacdes a sequir:

Ryt =Ry, — Ay, (3.7)

N

D =D, +—2 (_Y)
n+1 — “n (1 _ Dn+1) S ) (38)

onde S e s representam o denominador e expoente de dano, respectivamente.
Por fim, a funcdo de escoamento atualizada é entdo determinada através do estado

real no pseudo-tempo t,,.,, de acordo com a expressao:
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3
yZontaiSnet (3.9)

b1 = 1-D,,, —0yo —HR, —HAy =0 .

Verifica-se entdo, analisando as Equacfes 3.6, 3.8 e 3.9 que para se determinar o
estado real do material, h4 a necessidade de se resolver um sistema ndo-linear de
equacdes, onde se tem como variaveis &5, 1, D11 € Ay.

O sistema ndo-linear formado pelas Equaces 3.6, 3.8 e 3.9 pode ser considerado,
para um estado geral de tensdo (problema tridimensional), como um sistema com oito
variaveis e oito equacgdes. Porém, através de uma analise criteriosa e manipulacfes
matematicas, pode-se reduzir este sistema de oito incognitas para um sistema ndo-linear
com apenas duas incognitas de caracteristica escalar. Para se chegar a esta
simplificagdo, primeiramente, tem-se que substituir a Equagdo 3.6 na chamada Lei de

Hooke com dano acoplado, que pode ser expresso por:

. 3 Sn+1
0,1 =1 =D, D: [g8lrial — Ay [ - .
2(1 = Do )lISpaa (3.10)
Considerando que o tensor das deformagbes elasticas também pode ser
decomposto em uma parte desviadora e outra volumétrica, €€ = &5+ eSl, e

manipulando matematicamente a Equacao 3.10, pode-se concluir que:

. 38
Sne1 = (1= Dn1)26 51718 — 2GAY |57 (3.11)
2[1Spall
Pr+1 = (1= Dpy)K &5 755 (3.12)

Definindo ST = 26 €519 e que SETi4 é proporcional a S, 4, a Equagdo 3.11

pode ser re-escrita como:

trlal
Sper = (1 = Doy )8 — 262y |2 ?ZL (3.13)
2 ||S5stl
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Sabendo que et = /3/2 ||SE4Y|| e reagrupando os termos da Equagdo 3.13,
pode-se entdo encontrar uma equacdo de atualizagdo para o termo desviador do tensor

tensdo, em funcdo do estado tentativa, como:

3GAy\ -, ..
Sn+1 = (1 —Dpy1 — W) Sflrlclu : (3.14)

Através desta equacdo, pode-se também determinar uma expressdao para a

atualizacao da equacdo equivalente de von Mises:

’3 s
n+1 = Esn+1:sn+1 =(1- Dn+1)qtnal —3GAy . (3.15)

Substituindo a equacéo acima na Equacédo 3.9, pode-se entdo definir a equacdo de

consisténcia plastica em funcédo do D,,,, € Ay, como:

3GAy

(D ,A]/) — ptrial _
¢Tl+1 n+1 q (1 _ Dn+1)

—o,(R, +4y) =0 . (3.16)

Da mesma forma, a Equacdo 3.8 pode ser re-escrita, considerando a energia

liberada devido ao dano, —Y, como uma fun¢édo do D,,,, € Ay:

i 2
[(1 = Dp)G™ e —3G6AY]"  $2,4
6G(1— Dy, ,)2 2K

—Y(Dpyy, Ay) = (3.17)

onde p,4, = K €219, Desta forma, chega-se a um sistema de duas equagbes nao-
lineares, formado por 3.16 e 3.8, com caracteristicas escalares.

Definindo agora, o conceito de integridade material como:
w=1-D. (3.18)

Assim, de posse da Equacdo 3.16 e do conceito de integridade material definido

acima, pode-se escrever a seguinte expressao:

3GAy
qtrial — 0, (Rn + A]/) ’ (319)

Wny1 =1 =Dpyq =
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Novamente, combinando as Equacdes 3.16 e 3.17, a energia liberada devido ao

dano pode ser re-escrita como uma fung¢do somente do multiplicador plastico, Ay, como:

[y R+ 80" | s

3.20
6G 2K (3.20)

—Y(4y) =

Finalmente, combinando e manipulando matematicamente as Equacdes 3.19, 3.20
e 3.8, chega-se a uma equacdo ndo-linear, cuja varidvel é somente o chamado

multiplicador plastico:

A -Y(Aap)\’
F(Ay) = wpy1(Qy) — 0, + wm]g Ay)< i y)> =0. (3.21)

Assim, o sistema ndo-linear de oito equagdes e oito incognitas que inicialmente
deveria ser solucionado dentro do chamado algoritmo de mapeamento de retorno, é
entdo simplificado para uma Unica equacdo escalar. Apos a resolucdo da mesma, e
determinado o valor de Ay, as outras varidveis do processo necessitam ser atualizadas,
como: variavel de dano, varidvel de endurecimento isotopico, as contribuicdes
hidrostéatica e desviadoras do tensor tensdo, entre outras. O algoritmo de atualizacdo das
tensbes, para o modelo original de Lemaitre é convenientemente resumido na Tabela
3.1

48



Tabela 3.1. Algoritmo de atualizacéo das tensdes e varidveis internas associado ao
modelo de Lemaitre. De Souza Neto (2002).

(i) Determinar o estado tentativa: Dado o incremento de deformacdo Ac e as
variaveis de estado no pseudo-tempo t,,:

trial trial _

trial _ . .
g i =e+0e 5 R =R, ;o Dpyat =
Ctrial _ etrial . ~ — etrial . ~tnal trial
Sn+1 = 2GEn1 5 Pne1 = Kéyns1 5 nit \[Hsnﬂ |/ = Dr)

(if) Verificar a admissibilidade plastica:
Se ptrial = girial _ gtrial(pirial) < o entdo
(Dps1 = (I (passo elastico) e va para (V)

Caso contrario, va para (iii)

(iii) Algoritmo de retorno (passo plastico): Resolver o sistema de equacgdes abaixo
para Ay, usando o método de Newton-Raphson.

F(AY) = w(Ay) — w, + — <—Y(AV)>

w(Ay) S
onde,
3G. Ay

w(Ay)=1-D = -
( )/) n+1 qfly:(lll _O'y(Rn+A)/)

[Gy(R +A)/)] +ﬁn+12

—Y(ay) = 6G 2K

(iv) Atualizar a outras varidveis de estado:

Rnuy1 = Ry + Ay

Pn+1 = W(AY) Ppiq ) Gn+1 = 0(Ay) O-y(Rn+1)
_ An+1 otrial
Sn+1 = ~trial nt1 ) Ons1 = Snt1 + Pl
n+1
1

e e trial
8n+1 ZG Sn+1 + 3 S'U n+1 I

(v) Fim
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3.1.2 Operador tangente consistente
Tomando como base a implementagdo implicita do modelo descrito acima em um
desenvolvimento de elementos finitos, o operador tangente consistente com o algoritmo
de integracdo € requerido para se construir a chamada matriz de rigidez. Considerando
um caso elastico, ou seja, quando o fluxo plastico é igual a zero dentro de um passo
especifico, o operador tangente no tempo t, ., passa a ser simplesmente o operador
elastico danificado, descrito por:
Be=—"D. (3.22)
1-D '
Por outro lado, em um caso elasto-plastico, ou seja, quando se assume a existéncia
do fluxo pléastico, o operador tangente, escrito por D¢? ¢ definido como:
~ do

DeP =
d‘c—‘n+1

: (3.23)

onde @ representa a funcdo algoritmica constitutiva implicita para a atualizacdo das
tensdes, definida pela algoritmo de retorno descrito acima. O procedimento para
computacdo do modulo tangente consistente elasto-plastico para o0 modelo de Lemaitre,
foi originalmente discutido por Benallal et al. (1988). Posteriormente, De Souza Neto et
al. (2002) propds uma expressdo fechada para este operador D€P, que pode ser

observada a seguir:

1 _ _ _ _
DeP = g [n —3I® 1] +bSpi1 @ Spy1 +CSpps @I+ dI @S,y +el QI (3.24)

onde I representa o tensor identidade de quarta ordem e S,,; € 0 tensor desviador

normalizado S,,.1/|S,+11|. Os parametros a, b, c, d e e sdo definidos como:

_ 2Gwn+10-y(Rn+1)
a= ~trial !
An+1
a)n+10-y (Rn+1)
b= 2G [alen+1 + a40y(Rn+1) - ~trial ’
n+1

(3.25)

¢ = K [%/3[arHnr + 030, (Rn11)],

d =26 /2/3 Prs10a,

e = K(wn+1 + a3ﬁn+1) ’
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Com os termos a4, a,, as € a, dados por:

1 Wnt1 1 <_Y(A”)s]

a, = — — —_——
bOF|gEe — oy (Rpyy) 3G\ S
~ ~tri -1
4 = — S pn+1[q;rlr+lclll - Gy(Rn+1)] —Y(A)/) °
2 3GSKF S ’ (3.26)
as = aza)' ,
L= aw Wnt1
4 — W1 T i ,
%tlcrulu - O'y(Rn+1)
eainda F'e w’ definidos por:
ey (ZY@DY | s H oy Rey )3 — 0y Rui)] (=Y (APY'™
3G S 9G?s S ‘
(3.27)

3G + wy1H

51517:(111 — Oy (Rn+1)

w =

3.2 CALIBRACAO DOS PARAMETROS MATERIAIS

Neste item, serdo descritos 0s procedimentos necessarios para calibracdo e
obtengdo dos parametros materiais, requeridos para o modelo de Lemaitre. Tal
calibracéo € feita com base em resultados experimentais obtidos para um ensaio classico
de tracdo em um corpo de prova cilindrico liso, onde a curva forca versus o
deslocamento é entdo determinada. Utiliza-se, neste caso, um corpo de prova fabricado
de aluminio 2024-T351, onde as propriedades materiais basicas séo listadas a seguir:

Tabela 3.2. Propriedades materiais basicas para a liga de aluminio 2024-T351.

Descrigéo Simbolo Valor
Maodulo de Elasticidade E 72.400[MPa]
Coeficiente de Poisson v 0.33
Tensé&o de escoamento inicial 0o 352.00 [MPa]

As dimensdes do corpo de prova cilindrico liso sdo apresentadas a seguir, bem

como a discretizagdo espacial do mesmo.
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Figura 3.1. (a) Geometria do corpo de prova cilindrico liso (dimens6es em mm) e (b)
discretizacdo espacial da regido de ensaio. Reproduzido de Teng (2008).
Na discretizacdo da regido de ensaio, elementos quadrilaterais de oito nés, com
quarto pontos de Gauss, sdo adotados. Um total de 1800 elementos é usado, seguido de
um total de 5581 nds. O tamanho da &rea de ensaio € igual a 25.4 mm. Devido a

simetria do problema, somente 1/4 do corpo de prova é discretizado.

Considerando os procedimentos para inicio das simulacdes numéricas, €
indispensavel se obter agora as propriedades materiais, como: curva de encruamento do
material, valor de dano critico, bem como os parametros de dano (expoente e
denominador de dano) requeridos na lei de evolucdo desta variavel interna, segundo o
modelo de Lemaitre. Assim, a estratégia empregada para se calibrar tais parametros
materiais, inicia-se a partir de resultados experimentais para um corpo de prova
cilindrico liso, onde se determina o deslocamento experimental para a fratura do corpo
de prova (us = 6.65 mm) juntamente com sua curva de reacdo (forca versus
deslocamento), e um método inverso de otimizacdo de parametros. Na Figura 3.2, sdo
mostradas as curvas de reacdo experimental e numérica, obtida através do modelo de
Lemaitre e apds a aplicacdo de um metodo inverso de identificagdo de parametros.
Como se pode verificar, as curvas, experimental e numérica, apresentam-se com um

nivel de concordancia bem satisfatério.
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Figura 3.2. (a) Curva de reacdo obtida através do modelo de Lemaitre. (b) Parametro de
dano critico, calibrado para uy = 6.65 mm.

Os resultados do procedimento de calibracdo para a curva de encruamento pode
ser observado através da Figura 3.3. A curva de encruamento ndo-danificada
determinada para o modelo de Lemaitre, apresenta-se com um crescimento mais

assintética do que a curva obtida para o modelo de von Mises (curva danificada).

1200

11001

B Curva ndo danificada (Lemaitre)
35 * Curva danificada

0 0‘.2 04 0.6
Def.Plas.Eq.
Figura 3.3. Curva de encruamento para 0 modelo de Lemaitre.

08 1

O valor critico para a variavel de dano foi também obtida a partir da simulacdo do
corpo de prova liso. Todos 0s parametros materiais necessarios para execucdo do

modelo de dano sdo convenientemente listados na Tabela 3.3.

Tabela 3.3. Parametros de dano calibrados para o modelo original de Lemaitre
(aluminio 2024-T351).

Descricéo Simbolo Valor
Expoente de dano s 1
Denominador de dano S 6 [MPa]

Dano critico D, 0.26

53



3.3 GEOMETRIA E DISCRETIZACAO DOS CORPOS DE PROVA

Neste item, as geometrias dos corpos de prova no qual serdo utilizados durante as
simulacdes numéricas sdo apresentados, bem como a discretizacdo espacial dos
mesmos. A Figura 3.4 mostra as dimensdes dos corpos de prova cilindricos entalhados,
com raios de entalhe de R =4mm e R = 12 mm, que serdo utilizados para testes
numéricos considerando altos niveis de triaxialidade, bem como mostra as dimensdes
do corpo de prova chamado de “borboleta” (ver Bai, 2008), que sera aqui utilizado para

simulacdes considerando condi¢cBes de cisalhamento puro ou baixo nivel de

triaxialidade.
‘ 30.20 ‘ 0.1 |
7
| kg N g
3 3 =
o B B B T 9 - - — —
s s
60.40 60.34
@ (b)
T 14.000
1,000
3,000
RS.000
R1.625
A=A B-B
Detail
(©)

Figura 3.4. Geometria para os corpos de prova. (a) barra cilindrica entalhada
R = 4 mm, (b) barra cilindrica entalhada R = 12 mm e (c) corpo de prova “borboleta”.

Dimensdes em mm.

54



E importante ressaltar que o corpo de prova utilizado no procedimento de
calibracdo, também serd utilizado para avaliagdo da capacidade preditiva do modelo de
Lemaitre.

Considerando a capacidade de se descrever o comportamento mecanico, bem
como a previsdo da fratura duactil, os corpos de prova destacados acima sdo
discretizados espacialmente, levando em consideracdo um refinamento adequado da
regido ao redor da secéo de ensaio. A Figura 3.5 apresenta a malha de elementos finitos
determinada para as duas barras cilindricas entalhadas, aonde somente 1/4 do problema
é apresentado, devido a sua simetria. Em ambos os casos, um total de 1800 elementos
quadrilaterais quadraticos, seguido de 5581 nds. O tamanho da &rea de ensaio € igual

a25.4mm

12.7 12777

T T T 17

I

//////!!!!!

77 // A A
N A A
I A

T
Y S S

\\LX

0 7.5

(@) (b)

Figura 3.5. Malha de elementos finitos quadrilateral de oito nés. (a) barra cilindrica

entalhada R = 4 mm, (b) barra cilindrica entalhada R = 12 mm.
Ja para o corpo de prova “borboleta”, uma malha tridimensional de elementos

finitos é utilizada, com 2432 elementos de vinte nés, seguindo de 12681 nds. Neste

caso, é utilizada uma estratégia de integracdo reduzida com nove pontos de Gauss.
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3.4 RESULTADOS NUMERICOS

Apos os procedimentos de calibracdo dos pardmetros materiais necessarios para
utilizacdo do modelo de Lemaitre, e que sdo apresentados na Tabela 3.3, neste paragrafo
sdo descritas as etapas necessarias para realizacdo das simulacdes numeéricas, levando
em consideracdo todos os corpos de prova discretizados previamente. A Figura 3.7
apresenta a configuracao inicial dos testes realizados, levando em consideracdo o nivel

de triaxialidade de cada ensaio.

NN N

n = 0.00 n =0.33 n =047 n =074

Figura 3.7. Quadro com a distribuicdo dos corpos de prova testados, de acordo

com o nivel de triaxialidade.

Observa-se que as simulacdes partem de uma condicdo de cisalhamento puro,

n = 0.00, utilizando para isto um corpo de prova do tipo “borboleta”. A seguir,
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utilizam-se corpos de prova do tipo barras cilindricas sujeitas a carregamento de tracao
pura, e com diferentes niveis de triaxialidade. A triaxialidade, neste caso, ¢é estabelecida
de acordo com o nivel de entalhe do corpo. Para a barra lisa, o nivel de triaxialidade
inicial é estabelecido em n =0.33, ja para as barras entalhadas, tem-se niveis de
triaxialidade variando de n = 0.47 e n = 0.74, para entalhes de R=4 mm e R=12 mm,
respectivamente.

Para todos os corpos de prova, as simulacdes numéricas foram realizadas até o
ponto onde a varidvel de dano atingisse o seu valor critico, calibrado previamente
(D, = 0.26). Inicialmente, compara¢Ges entre as curvas de reacdo numéricas e
experimentais sdo feitas, destacando o nivel de deslocamento para a fratura obtido
numericamente e experimentalmente. A Figura 3.8 apresenta as curvas “forga versus
deslocamento” para cada corpo de prova. Observa-se que de acordo com o modelo de
Lemaitre, para a barra cilindrica lisa, que possui um nivel de triaxialidade de n = 0.33,
0 deslocamento critico numericamente encontrado € exatamente igual ao
experimentalmente medido, ur = 6.65mm (ver Figura 3.8b). Este resultado &
justificado pelo fato deste corpo de prova ser utilizado aqui como referéncia para
calibracdo de todos os parametros materiais (ver item 3.2). Analisando a curva
encontrada para o corpo de prova “borboleta”, n = 0.00, verifica-se que o deslocamento
critico numérico é menor que o experimentalmente medido (ver Figura 3.8a). Nesta
condicdo, 0 modelo de Lemaitre se comporta conservativo, prevendo assim o inicio da
falha do material antes do experimentalmente observado. Ja para os corpos de prova
entalhados, em ambos os casos, 0 modelo de Lemaitre resulta em deslocamentos
criticos maiores que os experimentalmente determinados (ver Figura 3.8c e 3.8d). Nesta
condicdo, o modelo constitutivo prevé o inicio da falha do material, apés o valor
experimentalmente observado. Neste ultimo caso, observa-se também que a diferenca
entre 0s resultados numéricos e experimentais se acentua para condi¢cdes de
triaxialidade mais elevada, variando de 23% de diferenca quando se tem um entalhe de
R=12 mm e n = 0.47 para 41.6% de diferenca quando se tem um entalhe de R=4 mm e
n = 0.74.
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Figura 3.8. Curvas forca versus deslocamento para diferentes corpos de prova e

condicdes de carregamento aplicado.

Outra maneira de se avaliar a capacidade preditiva deste modelo, no que se refere
a determinacdo numérica do nivel de deslocamento para a fratura, é através da evolucéo
da variavel de dano. A Figura 3.9 apresenta a evolucdo desta variavel interna para cada
condicdo testada. Observa-se novamente que para a barra cilindrica lisa, que foi
utilizada aqui como ponto de calibracdo dos parametros materiais, o valor critico de
dano é atingido para um nivel de deslocamento muito préximo ao experimentalmente
observado (ver Figura 3.9b). Ja para o corpo de prova “borboleta”, sujeito a
cisalhamento puro, verifica-se que o dano critico € atingido de forma prematura, ou seja,

para um nivel de deslocamento muito inferior ao experimental, indicando um
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comportamento prematuro do modelo de Lemaitre, quando submetido a estas condic¢des

de carregamento (ver Figura 3.9a). Por outro lado, quando avaliados os resultados

encontrados para as barras cilindricas entalhadas, verifica-se que a variavel de dano

atinge seu ponto critico para deslocamentos maiores que 0s experimentalmente

avaliados. No caso da barra entalhada R=12 mm, observa-se uma diferenca de 23%

entre o deslocamento experimental e 0 numérico. J& no caso da barra entalhada R=4

mm, tem-se uma diferengca mais acentuada, na ordem dos 41.6 % (ver Figura 3.9c e

3.9d).
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Figura 3.9. Evolugdo da variavel de dano e da deformacdo pléastica equivalente

para diferentes corpos de prova e condi¢des de carregamento aplicado.
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Desta forma, pode-se concluir que a precisdo do modelo de dano de Lemaitre, no
que se refere & capacidade de se determinar o correto deslocamento para a fratura do
material, estd diretamente relacionada com a proximidade ou ndo do ponto de
calibracdo. Para condicGes de carregamento avaliadas, proxima do ponto de calibracéo,
ou seja, triaxialidade igual a n = 0.33, a capacidade preditiva do modelo é muito boa.
Porém, para condicdes de carregamento afastadas do ponto de calibracdo, o modelo
perde precisdo, podendo prever a falha prematuramente, quando, por exemplo, se tem
n < 0.33, ou prever o inicio da falha de forma tardia, n > 0.33. A Tabela 3.4 apresenta

de forma resumida, os resultados encontrados para o deslocamento na fratura.

Tabela 3.4. Deslocamento para a fratura numérico e experimental.

Deslocamento Deslocamento Erro %

Corpo de prova Triaxialidade experimental (1) numérico (2) (2)-(2)

Borboleta 0.00 1.21 mm 0.97 mm -24,7%

Barra lisa 0.33 6.65 mm 6.65 mm 0%
Barra R = 12 mm 0.47 1.40 mm 1.82 mm 23%
Barra R = 4 mm 0.74 0.70 mm 1.20 mm 41,6%

Através da Figura 3.9, é possivel também se verificar o comportamento da
deformacéo plastica equivalente, em funcdo do nivel de triaxialidade aplicado. Observa-
se que para a condicdo de cisalhamento puro, n = 0.00, o nivel de deformacédo

encontrado, para a fratura foi de e}’ = 0.63. J& para as barras cilindricas, os valores
criticos encontrados foram ef = 0.57, ¢/ = 0.49 e ¢f = 0.39, paran = 0.33,n = 0.47

e n = 0.74, respectivamente. Desta forma, constata-se que de acordo com o modelo de
Lemaitre, a deformacdo plastica equivalente sempre decresce com o aumento da
triaxialidade. Observagdes experimentais mostram que (ver Bao, 2003) para a liga de
aluminio 2024-T351, a deformacdo na fratura cresce inicialmente com o aumento da
triaxialidade, quando se esta na faixa de baixo nivel de triaxialidade (0 <7 < 0.33),ea
mesma decresce com o aumento da triaxialidade, quando se tem altos niveis de
triaxialidade (n = 0.33).

Outra forma de se avaliar a capacidade preditiva de um modelo constitutivo esta
na avaliacdo da sua capacidade de prever o correto local para inicio de uma trinca. Neste
caso, o inicio da falha do material é estabelecido quando alguma regido discretizada
atinge o valor de dano critico, calibrado previamente, e neste caso igual a D, = 0.26. A

Figura 3.10 apresenta o contorno da variavel de dano ao longo da malha de elementos
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finitos, para cada corpo de prova estudado. Através de observacdes experimentais (ver
Bai, 2008), constata-se que o corpo de prova “borboleta” apresenta a borda da regido de
ensaio como ponto de inicio de uma trinca. Ja para os corpos de prova cilindricos,
experimentalmente € observado (ver Bai, 2008) que a regido central dos mesmos é o
local de inicio da fratura ductil. Avaliando assim, os resultados numéricos apresentados
na Figura 3.10, constata-se que mesmo para condi¢cOes de triaxialidade afastadas da
condicdo de calibracdo, n = 0.33, 0 modelo de Lemaitre ndo perde a sua capacidade

preditiva, no que se refere a determinagao do correto local para inicio da falha.
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Figura 3.10. Contorno da variavel de dano ao longo da malha de elementos finitos,

para os diferentes corpos de prova avaliados.

61



4. APERFEICOAMENTO DO MODELO DE LEMAITRE PARA
REDUCAO DA DEPENDENCIA DO PONTO DE
CALIBRACAO

Neste capitulo ser& proposta uma nova formulacgdo para a lei de evolugdo de dano
de Lemaitre, tendo como base a cria¢do de uma chamada fun¢do denominador de dano,
que sera dependente do nivel de triaxialidade e do terceiro invariante normalizado,
parametros estes definidor pelas Equagbes 2.133 e 2.135. Esta funcdo, baseada em
observacgdes fenomenoldgicas, substituird o denominador de dano, presente na lei de
evolucdo original de Lemaitre, que por sua vez, € uma constante, calibrada com base em
resultados experimentais, de um corpo de prova liso sujeito a tragdo pura. Com a criacao
desta funcdo denominador de dano, pretende-se aumentar a precisdo do modelo de dano
de Lemaitre, no que se refere a capacidade de prever o correto nivel de deslocamento

que configure o inicio da fratura ductil do material.

Como foi analisado no Capitulo 3, 0 modelo de Lemaitre perde sua precisdo, no
que se refere a capacidade preditiva, quando a condicdo de carregamento aplicada,
apresenta-se afastada do ponto escolhido como condicdo de calibragdo dos parametros
materiais, como curva de encruamento e parametros de dano (denominador e expoente
de dano). Este modelo de dano pode entdo se comportar de maneira prematura,
prevendo o inicio de uma trinca, anteriormente ao observado experimentalmente,
quando a condicdo de carregamento aplicada apresenta um nivel de triaxialidade menor
que a do ponto de calibracdo escolhido. J&, quando a condi¢do de carregamento
estudada, apresenta um nivel de triaxialidade maior que a do ponto de calibracdo, o
modelo de dano pode entdo prever o inicio da falha do material de forma tardia, quando
comparada as observacdes experimentais presentes na literatura. A Figura 4.1 apresenta
0 comportamento do modelo de dano de Lemaitre, de acordo com o nivel de
triaxialidade do histérico de carregamento aplicado e do ponto de calibracéo.
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Previsdo prematura do inicio n =0.33 Previsdo tardia do inicio da
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N3 = -

baixa triaxialidade nivel de alta triaxialidade
triaxialidade

Figura 4.1. Comportamento do modelo de Lemaitre quanto da dependéncia do ponto
de calibragédo

4.1. O EFEITO DO DENOMINADOR DE DANO NA PRECISAO
DO MODELO DE LEMAITRE

Atraveés de comparagdes quantitativas entre resultados numéricos e experimentais,
no capitulo anterior, mostrou-se a perda de precisdo do modelo de dano de Lemaitre no
que se refere a correta determinacdo do deslocamento para a fratura em materiais
ducteis. Porém, com base em observacdes do comportamento elasto-pléstico destes
materiais, constate-se que o chamado denominador de dano possui uma forte influéncia
na lei de evolucdo da variavel de dano, inicialmente postulada por Lemaitre. A
imprecisdo preditiva do modelo é reduzida, na medida em que se adotam valores
especificos para o denominador de dano, de acordo com a condicdo de carregamento
imposta, seja ela nas redondezas ou distante do ponto de calibracéo adotado.

A Figura 4.2 apresenta a evolucdo da variavel de dano para os mesmos corpos de
prova analisados no capitulo 3. Neste caso, usa-se como referencia o valor inicialmente
calibrado para o denominador de dano (ver Tabela 3.3) e também um novo valor,
determinado de forma que o valor de dano critico seja atingindo no mesmo instante em
que se aplica o deslocamento experimentalmente observado para a fratura. Para a
condicéo de cisalhamento puro, ha a necessidade de se aplicar um denominador de dano
maior que o calibrado anteriormente. Com este aumento no denominador, a taxa de
evolucédo do dano é reduzida, fazendo com que o modelo deixe de prever a inicia¢do da

fratura de forma prematura. Ja para os corpos de prova entalhados, o comportamento é
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exatamente o contrario. Ha a necessidade, neste caso, de se reduzir o valor do
denominador de dano, causando assim, um aumento na taxa de evolugdo da varidvel de

dano, fazendo com que o modelo deixe de prever o inicio da falha de forma tardia.
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Figura 4.2. Evolugéo da variavel de dano para S calibrado tradicionalmente e S
calibrado para cada condicéo de carregamento.
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Assim, mostra-se que este denominador de dano, na verdade, possui uma forte
dependéncia da razdo de triaxialidade e, portanto ndo pode ser considerado um valor
constante para qualquer condigdo aplicada. A Figura 4.3, mostra a relagdo entre o
denominador de dano e razdo de triaxialidade. Este comportamento sugere um
aperfeicoamento na lei de evolucdo da varidvel de dano, proposta inicialmente por
Lemaitre. H& a tendéncia de se substituir o valor constante calibrado para o
denominador de dano, for uma fungdo denominador de dano, que seja capaz de detectar
a condicdo de carregamento aplicada e determinar um valor otimizado para o

denominador.

A criacdo de uma funcdo denominador de dano pode resultar também, na
necessidade de se utilizar mais de um ponto de calibracdo para se definir a correta

relacdo entre o denominador e a razéo de triaxialidade.

B Denominador de Dano

: //// | | | n
s N R
s/ //// \\X i \\\ -

0 0.1 0.2 0.33 04 0 5 0.6 0.7 0.8
triaxialidade

4
\/

Figura 4.3. Relacdo de dependéncia entre o denominador de dano e a razédo de
triaxialidade.

4.2. A FUNCAO DENOMINADOR DE DANO

Através da Figura 4.3, observa-se que o denominador de dano decresce com o
aumento da triaxialidade, independente da regido estudada. Assim, na tentativa de se
criar uma funcdo que retrate tal caracteristica e necessite de um menor numero de
pontos de calibragdo para ser definida, as regides de alta e baixa triaxialidade serdo

estudadas separadamente.



4.2.1.Regido de alta triaxialidade: Tragdo predominante (n > 0.33)

Assim, para a regido de alta triaxialidade, é sugerida uma funcdo onde se utilize
somente 0s parametros materiais calibrados tradicionalmente, ou seja, através dos
resultados experimentais obtidos com base em um ensaio de tragdo pura em um corpo
de prova cilindrico liso. A seguinte expressdo é entdo fenomenologicamente sugerida,

como:

a

S(m) = 3l (4.1)

onde S(n) representa a funcdo denominador de dano para a regido de alta triaxialidade,
n € a razdo de triaxialidade e a representa o parametro material a ser calibrado, ou
ainda, representa o valor do denominador de dano calibrado através de um corpo de
prova cilindrico liso ou n = 0.33. A Equacédo 4.1 pode ser melhor escrita e interpretada

por:

n) = S0.33

=3 4.2)

onde S,33 representa o denominador de dano calibrado tradicionamente através do

corpo de prova cilindrico liso sujeito a tracdo pura.

4.2.2.Regido de baixa triaxialidade: Cisalhamento predominante (0 < n < 0.33)

Para a regido de baixa triaxialidade, sugere-se utilizar a condi¢édo de cisalhamento
puro, n = 0.0, como um segundo ponto de calibragdo. Assim, a seguinte equacao

fenomenoldgica pode ser definida:

$(@) =b(1-¢9), (4.3)

onde S(&) representa a funcdo denominador de dano para a regido de baixa
triaxialidade, ¢ é o terceiro invariante normalizado do tensor desviador e b representa
um parametro material a ser calibrado, ou ainda, ¢ o valor do denominador de dano,

calibrado para condicdo de cisalhamento puro.

O terceiro invariante normalizado é determinado através da equacdo, a seguir:

66



_ (¥7/y) dets (4.4)

§ :
q3

onde S representa o tensor das tensfes de desvio e g € a tensdo equivalente de von

Mises, que é definida por ¢ = 1/(3/2)S:S. Novamente, a Equagdo 4.3 pode ser melhor

interpretada quando escrita como:

5'(8() = 50.0(1 - 52) ’ (4-5)

onde Sy, representa o denominador de dano calibrado através de um ensaio sob

cisalhamento puro.

Para que a funcdo denominador de dano seja, agora, aplicavel a toda faixa de
razdo de triaxialidade, as equacbes 4.2 e 4.5 precisam ser acopladas, mantendo o
comportamento ja observado. A fungdo denominador de dano resultante serd entdo
dependente, tanto da razdo de triaxialidade, quanto do terceiro invariante normalizado.
A expressdo a seguir, representa o acoplamento do comportamento do denominador de

dano, dentro das regides de baixa e alta triaxialidade.

S0.33

3l + 32 (1 - £2)
0.0

S, &) = (4.6)

A funcdo denominador de dano requer dois pontos de calibracdo para sua correta
definicdo. H& necessidade de se determinar os valores otimizados de S para um
carregamento de cisalhamento puro, S, , € para um carregamento de tracdo puro em um

corpo de prova cilindrico liso, S 33.

Esta funcdo assumira valores da seguinte forma: em condi¢bes de cisalhamento
puro, tem-se o par razdo de triaxialidade e terceiro invariante normalizado, ambos iguais
a zero. Assim, substituindo estes valores na Equacdo 4.6, obtém se exatamente o valor
de S,,. Por outro lado, em condi¢bes de alta triaxialidade, o denominador de dano
assumird valores menores ou iguais a S,3;3. Graficamente, a funcdo pode ser
representada através da Figura 4.4, dentro do espaco denominador de dano, razéo de

triaxialidade e terceiro invariante normalizado.
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denominador de dano

0.4 06
triaxialidade

o terceiro
invariante

0.8 1 -1

Figura 4.4. Comportamento grafico da funcdo denominador de dano.

Para um estado plano de tensdo, o comportamento da fun¢do denominador pode

ser dado através da Figura 4.5. Neste caso, observa-se também o decréscimo do valor

numérico do denominador, com

0o aumento do nivel de triaxialidade. Este

comportamento pode ser também comparado com o verificado na Figura 4.3, onde se

tem os valores do denominador de dano obtidos através de um procedimento de

calibracéo.

©
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T

&

regiéio de baixa
triaxialidade

n (&) B
T T T

denominador de dano [MPa]

o

regido de alta

i
]
]
]
i
i
]
]
I
i
i
]
i triaxialidade
I

i

i

0.2

(=)

0.33. . 0.6 0‘.8 1
triaxialidade

Figura 4.5. Funcdo denominador de dano. Projecéo para estado plano de tensé&o.

A Tabela 4.2 apresenta uma comparagdo entre os valores para o denominador,

obtidos através da curva calibrada (Figura 4.3) e da curva obtida através da nova fungéo

denominador, sugerida (Figura 4.5). Nesta comparacdo, tém-se os valores calibrados e
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sugeridos muito préximos, garantindo assim um bom comportamento para a lei de

evolugéo do dano.

Tabela 4.1. Comparacéo entre os valores de S determinados através de calibracéo e
atraves da funcdo denominador.

Corpo de prova n & S (calibrado) S (funcéo 4.6)
Borboleta 0.00 0.0 8.3 8,3
Barra lisa 0.33 1.0 6.0 6.0
Barra entalhada, R=12 mm 0.47 1.0 4.1 4.2
Barra entalhada, R=4 mm 0.74 1.0 2.8 2.7

4.3. ACOPLAMENTO DA FUNCAO DENOMINADOR E EVOLUCAO DO
DANO

A lei de evolucdo do dano para 0 modelo original de Lemaitre é descrita através
da Equacdo 2.124 ou em funcédo da taxa da deformacdo plastica equivalente, de acordo
com a Equacdo 2.129. Desta forma, introduzindo a fun¢do denominador de dano
S(n, &), como descrita anteriormente, nesta lei de evolugdo, no lugar da constante

material S, tem-se:

.y [ =Y
D=—"— ,
1-D1LS(, %)

onde S(n, &) representam a funcdo denominador de dano, definida de acordo com a

(4.7)

Equacdo 4.6. O parametro s € o chamado expoente de dano, no qual geralmente é igual

a unidade para a maioria dos materiais ducteis.

Com esta modificacdo aplicada ao modelo de dano original de Lemaitre e
assumindo novamente a abordagem da existéncia de um potencial de dissipacdo Unico
dado pela decomposicdo aditiva dos potenciais de endurecimento ¥ e dano ¥?, e
definido inicialmente pela Equagdo 2.119, a nova contribui¢do no potencial devido ao

dano passaréa a ser escrito na forma:

s+1

d _ S(Tl» E) —-Y
= (1-D)(s+1) (S(n,€)> ' (4.8)
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Esta expressdo é obtida, assumindo a integracdo da Equacdo 4.7 em funcéo da forca
termodinamica associado ao dano, Y. Substituindo a Equacdo 4.8 na expressa da

decomposicéo aditiva do potencial de dissipacdo (ver Equacédo 2.119), tem-se agora:

B 4 5, ¢) -y \*
Y=y 4y _®+(1_D)(s+1)(5(n'f)) , (4.9)

com @ definida por:

3/2(S)
a-D) (oo + R(1)) . (4.10)

E importante destacar que o efeito do chamado endurecimento cinematico, no

®(a,R,D) =

comportamento mecénico do material é entdo desprezada, devido ao fato de que
somente carregamentos monotonicos sdo aplicados para as simulagfes numéricas dos
corpos de prova selecionados. Assim, o modelo constitutivo de dano de Lemaitre, com a
chamada funcéo denominador de dano, pode ser escrito resumidamente de acordo com a
Tabela 4.1.

Tabela 4.2. Modelo modificado de Lemaitre com dano e endurecimento
isotrdpicos e a funcdo denominador de dano.

(i) Decomposicao aditiva da deformacéo:
e=¢g°+¢"
(i1) Potencial de estado ou potencial termodinémico:
(e, 7, D) = Y°4(e%, D) + YP(r)
com as forcas termodindmicas definidas por:
_0yei(ef,D) _0y°i(es,D) _0yYP(r)
O=P e V=P — 0 REhTy
(iii) Potencial complementar de dissipacdo ou potencial de fluxo:
wp o wd S(.$) ( -y )S“
R R TEE R MO
com: ®(o,R,D) = (13]_2(5)) — (0o + R(1)),
a lei de fluxo pléstico e a evolugéo das variareis internas r e D definidas por:
épz)'xa—qJ ; r'=—)'/a—lp ; D=)'/a—lIJ
do OR aY
(iv) Condicéo de complementaridade:
720, ®<0, 7P = 0.

70



4.4. DEFINICAO DA LEI DE FLUXO PLASTICO: MODELO
ASSOCIATIVO E NAO-ASSOCIATIVO

A determinacdo da lei de fluxo plastico para o0 modelo modificado de Lemaitre,
como proposto acima, parte da definicdo do uso da plasticidade associativa ou néo-

associativa, como sera visto a seguir.
4.4.1.Modelo associativo modificado de Lemaitre

Para os modelos associativos, a chamada funcdo de escoamento do material é

entdo adotada como potencial de fluxo ou potencial de dissipagao, assim:

=0, (4.11)

Nestes casos, a associatividade implica em definir que o taxa de crescimento da
deformacéo pléstica é um tensor normal a superficie de escoamento, dentro do espago
das tensdes principais. Assim, as equacOes de evolucdo para a deformacdo plastica €7,
variaveis interna de endurecimento isotropico r e dano D, sdo obtidas de acordo como

se segue:

L, 00 3 s
V% TV 2a=-p)si

. 0D (4.12)
rF=—Vop =7,

N

. ( -y )

D=y =
Yoy T1-D\s(,9)

Assim, o modelo associativo modificado de Lemaitre com endurecimento e dano
isotropicos e com a chamada funcdo denominador de dano pode ser resumidamente

escrito de acordo com a Tabela 4.3.
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Tabela 4.3. Modelo associativo modificado de Lemaitre com dano e
endurecimento isotropicos e com a fungdo denominador de dano.

(i) Decomposicéo aditiva da deformagéo:
e=¢g°+¢
(ii) Lei elastica com dano acoplado:
o= (1-D)D:&°
(iii) Funcdo de escoamento:
3/,(S)
(1-D)
(iv) Lei de fluxo plastico e evolucéo de r e D:

w_, 3__S
Y 2a-plsl

r=y

®(a,R,D) =

= (00 + R(7))

b= m(s@,yaf

com:
= ! [2(1 )q* +3(1 2)2]
“2E-D)2l3v T vp
S
S, = o
3Inl + 22 (1-¢%)
0.0
e.
n=p/q ; &=27detS/2q°

(v) Condigdo de complementaridade:
y=20, ®<0, y® = 0.

4.4.2. Modelo nao-associativo modificado de Lemaitre

De acordo com a chamada plasticidade ndo associativa, a taxa de deformacao
plastica ndo é mais um tensor normal a superficie de escoamento, e a funcdo de
escoamento ndo pode ser adotada simplesmente como potencial de fluxo. Assim, a

evolucdo da deformacéo plastica passar a ser escrita como:

0w

oY 4.13
Y3g (4.13)

&P =

72



onde ¥ representa o potencial de dissipacdo definido de acordo com a Equacgédo 4.9.

Efetuando a derivada do potencial de dissipacdo com relacdo ao tensor tensdo, tem-se:

, Jo® asm,&)/ 1 s -y
gpzyl%+ do (1—D)(s+1)<5(n,f)) l' (4.14)

onde d5(n, &)/dao representa a derivada da funcdo denominador de dano em relagédo ao

tensor tenséo que pode ser escrita como:

65(77;5)2 So.33 ( n on 2 ﬁﬁ)

oo B S 2\ nlac “° Sy 00
3l +323@-gn] * 000
SO.O

O termo dn/do representa a derivada da razdo de triaxialidade em relacdo ao tensor

(4.15)

tenséo que, por sua vez, é definida como:
0 1 3
og_1, 3ng
do 2q 2q?

Ja o termo 0&/0o representa a derivada do terceiro invariante normalizado do tensor

(4.16)

desviador S, em relacdo ao tensor tensdo, escrito por:

05_3 (07’1 6q1>’ (4.17)

dc °\dor daq
onde (dr/da) e (dq/da) representam as derivadas, respectivamente, do terceiro
invariante normalizado e da tensdo equivalente de von Mises, em relacdo ao tensor

tensdo, que sdo determinadas como:

dg (3 S
do 2SI’ (4.18)

61‘_ 9 ddetS
oo 2r2 9o

onde (0 detS/da) representa a derivada do determinante do tensor desviador S em

relacdo ao tensor tensao, que pode ser escrito como:

=M-1S, (4.19)

onde o tensor de segunda ordem M é definido como sendo:

1
M=S%— 3t s2, (4.20)
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e o termo I, representa o primeiro invariante do tensor tensdo, que é igual ao traco do

mesmo.

Substituindo os resultados acima, na Equacdo 4.15 e apds algumas manipulagdes

matematica, determina-se que:

a5, $)
o = —(aS—bM +cl), (4.21)

onde se tem 0s termos a, b e ¢ definidor como:

S S
a4 = - 0.33 (;.33 6{211> '
3l +3¢2 (- ] oo
p— S0.33 <50.33 2752>
B S Soo 13 ) (4.22)
(3l +3¢2 (1~ )] \Soo
So. 1
S . 1

sl + 32221 -]

Dado que d®/de pode ser retirado da Equacdo 4.12(a) e substituindo tal
expressao juntamente com a Equacdo 4.21 na Equacdo 4.14, que defini a evolugdo da

deformacéo plastica para 0 modelo modificado ndo associativo de Lemaitre, tem-se:

.13 S
&P = e
" za-oisl

- l(aS — bM +cI) (1 - D) G i ) <S(;,Y€)>s+ll

Observa-se que a diferenca entre as Equaces 4.12(a) e 4.23 representa a

(4.23)

introducdo da ndo-associatividade na taxa de evolucdo da deformacdo plastica. A
evolucdo da variavel interna associada ao endurecimento isotrépico e ao dano podem

ser escritas como:
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. S
"= _y ﬁ - y ’
(4.24)

A 4 v -Y \°
¥ 1-D\S(n,¢)
Desta forma, o modelo de dano modificado de Lemaitre, considerando a ndo

associatividade, pode ser resumidamente escrito de acordo com a Tabela 4.4.

Tabela 4.4. Modelo nao-associativo modificado de Lemaitre com dano e
endurecimento isotropicos e com funcdo denominador de dano.

(i) Decomposicéo aditiva da deformacéo:
e=¢g°+¢°
(i) Lei eléstica com dano acoplado:
o0=(1-D)D:e
(i) Fungdo de escoamento:
3/2(S)
(1-D)
(iv) Lei de fluxo pléstico e evolucdo de r e D:

R Y B ! S (=r )"
&=y j;m—[(as_bM+C’)<1—D)(s+1)<S(n.$)> l

rT=v

b= % (5(772))5

®(a,R,D) =

— (09 + R(1))

com.
1
M=S*—zrs®
-1 [2(1 )2 +3(1 2)2]
“2E(1-D)2l3v 1 i
S
S@.6) = e
3l +32(1-82)
SO.O
e.
n=p/q ; &=27detS/2¢®

(v) Condigdo de complementaridade:
y=20, ®<0, y® = 0.
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4.5. DISSIPACAO MECANICA

Nesta secdo sera verificada a obediéncia do modelo modificado de Lemaitre, no
que se refere a dissipacdo mecanica intrinseca, ou seja, a obediéncia a segunda lei da
termodinamica, como descrito pela Equagdo 2.115. Levando, novamente em
consideracdo, a definicdo das forcas termodinamicas associadas a cada varidvel interna,
constata-se que a dissipacdo mecanica devido a plasticidade e ao dano, ambos tem que
ser positivas (ver Equacédo 2.116). Para se demonstrar tal propriedade, tomar-se-a uso do

modelo constitutivo proposto acima (ver Simo et al., 1990).
4.5.1. Casos puramente elastico e elasto-pléstico.

Neste caso, pode-se definir a dissipacdo mecanica como sendo:

Dinec = 0167 —RF >0, (4.25)

onde o termo o: &P representa o trabalho plastico e pode ser também escrito como uma
funcdo da tensdo equivalente de von Mises e a deformacéo plastica equivalente (ver

Equacdo 2.126). Desta forma, a expressao acima pode ser reescrita na forma:

Dypoc = q6P —RF >0 . (4.26)

Para um material elasto-pléstico, tem-se que a taxa de crescimento da varidvel interna
associada ao endurecimento isotropico e da deformacdo pléstica equivalente sao

expressas por:

r=vy,

. 2 (4.27)
Ep = §ép:ép =]7 .

Assim, substituindo a taxas definidas acima (Equacdo 4.27) na Equacdo 4.26, tem-se
que:
Dmec =7(@—R) =0 . (4.28)

A Equacéo 4.28 pode ser agora manipulada matematicamente no sentido de se somar e
subtrair a chamada tensdo de escoamento do material. Apos tal manipulacgéo e rearranjo

da expressao, encontra-se que:
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Dimec =¥(q—0y,—R+0,) =0 . (4.29)

Sabendo que ® = q — o, — R, tem-se finalmente que a dissipacdo mecanica pode ser

escrita na forma:

Dinec =V + 70, 20 . (4.30)

Em um caso puramente elastico, onde se tem que ® < 0, obedecendo as
condicbes de Kuhn-Tucker (ver Equagdo 2.125), onde também y® =0,
necessariamente o chamado multiplicado plastico é igual a zero, y = 0. Assim, neste

caso, a dissipacdo mecanica € nula:
Dinec =0 . (4.31)
Por outro lado, considerando um caso elasto-plastico onde se tem que ® =0, e
necessariamente y® = 0, a dissipa¢do mecanica passa a ser expressa por:
Dipec =0y =0 . (4.30)

Como, neste caso, de acordo com as condicbes de Kuhn-Tucker y >0 e
necessariamente o,, sendo uma propriedade do material e assumindo valores positivos,

garante-se entdo uma dissipa¢do mecanica positiva.
4.5.2.Caso Lemaitre aperfeicoado: plasticidade associativa.

Considerando agora o modelo associativo e aperfeicoado de Lemaitre, como
descrito na Tabela 4.3, tem que a dissipacdo mecanica € representada por uma

contribuicéo pléstica e outra devido ao dano:

Dinec = 0P —RF—YD >0 . (4.31)

Representando novamente o trabalho plastico como uma funcdo da tensdo equivalente
de von Mises e da taxa de crescimento da deformacdo pléstica equivalente (ver Equagédo
2.126), tem-se:

Dinec = qEP —RF —YD >0 . (4.32)
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Sabendo que para 0 modelo de Lemaitre aperfeicoado & =y /(1 — D) e substituindo a
Equacdo 4.24 na expressdo acima, tem-se agora que:
1 /-1y
Dyee = 7 | == R— ¥ 1—D(T) >0 . (4.33)
Manipulando matematicamente a Equacdo 4.33, ao se somar e subtrair o termo o,, € se

reagrupando os termos, tem-se que:

. q 1 /=Y\°
Dmeczy (m—R—O'y)-FO'y—Ym(T) >0,

. . v (Y
@mecz]/q)-i-)/O'y—Ym(T) >0.

Da Equacdo 4.34, pode se observar a contribuicdo plastica e devido ao dano na

(4.34)

dissipacdo mecanica, como se segue:

Diec’ =P +70, >0,
. s 4.35
DmecD=—Y%(%Y) >0. (439
Como ja mostrado anteriormente, a contribuicdo pléastica é necessariamente
positiva. Analisando agora, a contribuicdo devido ao dano, observa-se que, de acordo
com a Tabela 4.3, o valor de -Y também é necessariamente positivo, pois €
representado por uma funcdo quadratica positiva (ver Equacédo 2.107). Ja a taxa do dano
D também deve ser uma funco ndo negativa, visto que a chamada funcio denominador
de dano assume somente valores positivos. Isso significa que a varidvel de dano
somente leva em consideragdo a degradacdo progressiva de materiais, ndo sendo

possivel nenhum tipo de recuperacéo de energia.
4.5.3.Caso Lemaitre aperfeicoado: plasticidade ndo-associativa.

Neste caso, assumindo-se que a dissipacdo mecanica é escrita de acordo com a
Equacdo 4.32, e a evolucdo das varidveis internas é definida como mostrado nas

Equacdes 4.23 e 4.24. Assim, tem-se que:

AN
Dmec = qe - R)/ Ym<T> =>0. (4-36)
A evolucdo da deformacdo plastica equivalente, neste caso, € determinada como se

segue:
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&P =yp (4.37)

onde S ¢ definido como sendo:

[(00 00 _ad asm,&), 1 Ty o
iI%:%+2%: do (1—D)(s+1)(5(7],§)> l

oS, &) 9S(n,$) 1 s —y s+172
\“-l_ oo . oo [(1—D>(5+1)<5(7]’€)> lJ

Como os termos @, S(n,§¢) e (—Y) assume somente valores positivos, assim g > 0.

(4.38)

Substituindo a Equacdo 4.37 em 4.36, e manipulando o resultado matematicamente,

pode-se escrever que:

. 1 /-N\*
Dmec—leﬁ_R_Ym(T)lzo;
(4.39)

N

. . y (-Y
Dipec = py® + Byo, — YE(T>

Desta forma, verifica-se que como py® = 0 e fya, > 0, a dissipagéo plastica,
para 0 modelo ndo-associativo, é sempre positiva. Como ja mostrado anteriormente, a
dissipacdo devido ao dano pode assumir valores maiores ou iguais a zero. Portanto, a

dissipacdo mecanica, neste caso, hunca pode ser negativa.

79



5. ALGORITMO IMPLICITO PARA O MODELO
APERFEICOADO DE LEMAITRE

Neste capitulo serd abordada a estratégia numeérica usada para integracdo do
modelo aperfeicoado de Lemaitre. Novamente, como descrito no Capitulo 3, a estratégia
numerica é baseada em um codigo académico implicito de elementos finitos e usa-se a
chamada metodologia da decomposicdo do operador para integracdo do modelo
constitutivo aperfeicoado. Como foi descrito no Capitulo 4, sera apresentada a estratégia
numérica para 0 modelo associativo, tentando manter o chamado preditor elastico com
apenas uma equacdo ndo linear, tendo como variavel o multiplicador plastico, Ay. Ja
para 0 modelo ndo-associativo, a estratégia numérica aplicada serd baseada na resolugédo
de um sistema ndo-linear com trés equacdes, sendo uma tensorial para o tensor tenséo,
o, e outras duas escalares para o multiplicador plastico e para a variavel isotrdpica de
dano (Ay, D).

51 MODELO ASSOCIATIVO APREFEICOADO: Estratégia

numerica.

O chamado modelo de dano isotropico aperfeicoado de Lemaitre pode ser
resumidamente analisado, de acordo com a Tabela 4.3. A mesma apresenta a variavel de
dano de Lemaitre com a chamada funcdo denominador de dano e considera que o
potencial de dissipacdo plastico é igual a funcdo de escoamento do material, ¥ = ®.
Nas etapas a seguir, serdo apresentados 0s passos para integracdo implicita do presente
modelo, tendo como base a metodologia da decomposi¢do do operador (ver Simo et al.,
1998).

5.1.1 Lei de fluxo pléastico e evolucdo das variaveis interna r e D.

A lei de fluxo plastico para o modelo associativo e aperfeicoado de Lemaitre, bem
como a evolucdo das variaveis internas relacionadas ao endurecimento e dano
isotropicos podem ser determinadas atraves da derivada do potencial de dissipacao
(Equacdo 4.12) com relagéo a respectivamente: tensor de Cauchy, forga termodinamica
associada ao endurecimento isotrépico e energia livre associada ao dano. As mesmas

podem ser matematicamente representadas por:
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o .3 S
=y |z,
Y Za=olsl

N (5.1)

=$(5(77,Yf)) '

onde S(n, ¢) representa a fungdo denominador de dano que é definida pela Equacéo 4.6.

Aplicando a chamada discretizacdo implicita de Euler (Simo e Hughes, 1998) e apos
algumas manipulacdes matematicas, o corretor plastico € entdo representado pelo

seguinte sistema de equacdes nao-lineares:

. 3GAy
grriet - 6 (R, + M) =0
1 (1 - Dn+1) yan 4
. o€ trial 3 S"+1
0'n+1 - (1 - Dn+1)ID. £n+1 + AVZG 2 ”S +1” O ) (52)
n
Doyt — Dy — Y ( i )szo
T (1= Day) \S(,6) '

Considerando a co-linearidade entre os termos (Sp+1/lISn+1ll) €
(Striat/||S4ri4Y|) e substituindo o segundo na Equagdo 5.2b, pode-se entdo escrever a
equacdo de atualizacdo das tensbes em funcdo do chamado estado tentativa e das

variaveis Ay e D, 1, de acordo com o que se segue:

trlal

Oni1 — (1= Doy D: €517 + Ay26 ”S?;; =0 (5.3)
n+1

Da equacéo residual acima e considerando ainda a decomposic¢éo aditiva do tensor
das deformacdes elasticas tentativa em uma parte desviadora e outra hidrostatica
(g8 = &5 + €21, tem-se que:

3GAY\ -, ...
Sn+1 = (1 —Dpy1 — W) St
(5.4)
Prs1 = (1= Dy )Py = (1 — Dny)K €5 735

Como as contribui¢des desviadora e hidrostatica do tensor tensdo podem ser

escritas como fungdes do estado tentativa, da varidvel isotrépica de dano e do

multiplicador plastico no chamado pseudo-tempo t,.,,, 0 corretor plastico definido
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inicialmente pela Equacdo 5.2, pode ser reescrito como um sistema de duas equacoes

ndo-lineares escalares, tendo como varidveis o multiplicador plastico e o dano

isotropico.
. 3GAy
gt — ————0,(R, +8y) =0,
(1 _Dn+1) y( " V)
55
D D Ay ( Y )S—o )
T (1= Dpy) \S(,8) ’

onde a forca termodinamica associada ao dano também pode ser reescrita como uma

funcdo do estado tentativa, do multiplicador plastico e do dano no pseudo-tempo t,,, 1:

~fri 2 .
[(1 = Dpy)G " — 3GAY]"  $244

~Y(Dys1, Ay) = (5.6)

Analisando a chamada funcdo denominador de dano, pode-se entdo substituindo a
Equacdo 5.4a na Equacdo 4.4 discretizada e assim concluir que o terceiro invariante

normalizado no pseudo-tempo t,,,; € igual ao estado tentativa.

_ ztrial _ ZFtrial
n+l = 5n+1 T Sn+l - (5.7)

Da mesma forma, sabendo que a triaxialidade é definida pela razdo entre a pressao

hidrostética e a tensdo equivalente de von Mises, tem-se da Equacéo 5.4 que:

1 - D +1 - .

NMn+1 = = 3GA)/ nm%l ' (58)

1=Dpyq1 = ~trial

q
. 3GAy . .
Considerando que os termos (1 — D,,;;) € (1 —Dpyq — qm.al) sejam sempre positivos,
a Equacdo 5.8 pode ser também escrita como:

|nn+1| = = 3GA)/ |n$17:¢clll . (59)

1=Dpy1 — qtrl’al

Usando novamente a definicdo de integridade material (ver Equacgdes 3.18 e 3.19), a
forca termodinamica associada ao dano pode continuar sendo definida pela Equacgéo

3.20. Assim, o corretor plastico definido pelo sistema de equagdes néo-lineares
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(Equacéo 5.5), pode ser agora reescrito como uma unica equacgdo nao-linear tendo como

variavel o multiplicador pléstico.

F(Ay) (Ay) + &y <_Y(Ay)>s 0
=w —w =0, _
Y i " wn41(Ay) \ S(Ay) (5.10)
onde a funcdo denominador de dano é escrita como:
S
S(A]/) — 0.33
_ . 5.11

Wn+1 — qtrial

A integridade material neste caso, € escrita em funcdo do estado tentativa e do

multiplicador plastico, como sendo:

3GAy
w === .
M gtrial — gy, (Ry + Ay)

(5.12)

De forma resumida, a estratégia de integracdo numeérica implicita para o modelo

associativo aperfeicoado de Lemaitre pode ser apresentado na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1. Algoritmo de atualizacdo das tensdes e variaveis internas associado ao
modelo associativo aperfeicoado de Lemaitre.

(i) Estado elastico tentativa: Dado o incremento de deformacdo Ae e as varidveis
internas no pseudo-tempo t,,:

etrial _ e . trial _ . trial _
£n+1 =& + Ag ’ Rn+1 - Rn ’ Dn+1 - Dn
Strial _ etrial . ~ _ etrial . strial _ |[3||etrial
Sn+1 - 2G"En+1 ’ Pn+1 = ngn+1 P \/;||Sn+1 ”/(1 - Dn)

(if) Checar admissibilidade plastica:
Se ptrial = glrial _ gtrial(RLrial) < 0, entdo
(Dps1 = (I (passo elastico) e va para (V)

Sendo, va para (iii)

(iii) Mapeamento de retorno (passo plastico): Resolver a equacdo abaixo para Ay,
usando o método de Newton-Raphson.

F(AY) = w(Ay) — w, + — <—Y(AV)> ~

w@y)\ S@y) )
onde,

) 3G. Ay
w(Ay) = —
grist — o, (R, + Ay)

_ oy (Rn + AV)]Z 4 P’

—Y(Ay) =
(@) 6G 2K
S
S(A]/) — 0.33 -
~ 27 Strial
3 wn+§GA ‘Pn+1 So.33 1 — [( /2) dezsnrlcll ]
~trial S ~trial
n+1 C‘I'tr[a); qn+1 0.0 Tlr+ull
(iv) Atualizar as outras variaveis:
Rny1 = Ry + Ay ) Dpy1 =1—w(ly)
Pn+1 = O(AY) Pnis ; Gn+1 = w(Ay) Uy(Rn+1)
An+1 zpri
Sn1 = —trial szrﬁl ) Oni1 = Sns1 + Pnaal

n+1

e — etrial
En+1 = %Sn+1 + 5 Svn+l I

3

(v) Sair
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5.1.2 Operador tangente consistente.
Para 0 modelo associativo e aperfeicoado de Lemaitre, 0 operador tangente
consistente com o algoritmo de atualizacdo de tensdes € escrito de acordo com a

equacéo a seguir:

dO-n+1 dSn+1 dpn+1

DeP = L : Q1 (5.13)

e trial e trial e trial ’ '

d“""n+1 d£n+1 d£n+1
ou ainda:
ds d e trial d d e trial

DepP = n+l €dn+1 Pn+1 Evn+1 (5 14)

- etrial e trial e trial etrial ’ :

de n+1 d‘(“n+1 dgv n+1 dgn+1

onde a derivada da contribuigdo desviadora e volumétrica do tensor deformagdo, com
relagdo ao tensor deformacéo tentativa pode ser escrito como:

ez
gegma 1 731O0

(5.15)

e trial
dey nvr IQ1
dee trial - :
n+1

1®

As derivadas das contribuicbes desviadora e hidrostatica do tensor tensdo sdo

determinadas através da diferenciacdo da Equacédo 5.4, como se segue:

dSne1 _ [6G%Ay [ 1 |3 &g
deetrial_ qtrial qtrial zllgetrial”

— 1| +2G(1 = Dyyy) | : degig

dn+1 dn+1
(5.16)
deqry 3 degy
e,
dpn+1 dDp 44 ;
e = K(1 = Dyyy) —— o Keg iiat (5.17)
dey v dey ,/¥1

Assim, a derivada da varidvel de dano com relacdo a contribuicdo desviadora e
volumétrica do tensor das deformacfes tentativa pode ser determinada através da
diferenciacdo da Equacdo 5.12. Sabendo que a integridade material, w, € dada pela

Equacdo 3.18:
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dD,, 41 3G H Ay dAy
e — 1 . — (5.18)
dggrtlcrl?l gltrlal _ O'y(Rn + A]/) qtrlal _ Jy (Rn + A]/) dgs Tt;_tgzl
e,
dDnyy _ 3G - H Ay dAy
dé‘g glr-li-%l qtrial _ O-y (Rn + A}/) qtrial _ O-y (Rn + A)/) dEZ Z‘icil
(5.19)
6GZA)/ 3 Egglr'ﬁl . e trial

+ - - :de .
[gtriat — oy (R, + A)] N 2 e85 1™

Por sua vez, a derivada do multiplicador pléastico com relacdo a contribuicéo desviadora
e hidrostética do tensor das deformacdes tentativa € dada pela diferenciacdo da Equacéao
5.10, como se segue:

ddy 1 ) Ay (—Y )S dwpq
deg gt [_1_ (i)s] Wne1? \S(Ay)) | deg it
“ne1 ASE) (5.20)
Ay s ( —Y )5‘1 d(-Y) ( ~Y >dS(Ay)
wns1 SAYI\SAy))  [degfriat  \S(Ay)/deg gt}
€,
B ! 1 Ay (_Y )S dwpiq
degimid’  [_1_ (i)s] wni1? \S(Ay)/ | degirial
“n1 S(AY) (5.21)
Ay s ( -Y )5‘1 d(-Y) ( -Y >dS(Ay)
wn1 S(AY) \S(Ay) degtrial - \S(Ay)/ degtrial|f
E importante destacar que:
dwn+1 _ an+1
degfrial = ggg trial ’
vn vn
(5.22)
da)n+1 _ an+1
degtrial = ggetrial -
n n

A derivada da forca termodindmica associada ao dano em termos do tensor deformacéo
tentativa é dado pela diferenciacéo da Equagéo 5.6:
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~trial

deg ! 3G deg 7!
_ (5.23)
d(=Y) [ -0, (R, + Ay)] dAy
deg g’ 3G degiidt

E finalmente, a derivada da funcdo denominador de dano em relagdo ao tensor das

deformacdes tentativa é determinado através da diferenciacdo da Equacdo 5.11:

dS(AY) =m 3|ﬁ$1r+iclll da)n+1 Wn+1
etrial ~ 3GA etrial 3GA
dgvn+1 Wnt1 _qTia); d‘(:vn+1 Wn41 _Q'Tia)l/
(5.24)
< dwp 41 _ 3G dAy )l 3K Wnt1 Dn+1
degtrial  gtrial gge trial Wy — Z?A‘Z 137 B
e,
dS(A)/) -m 3|7~7$12—ic1u dwn+1 Wptq
etrial 3GA etrial 3GA
deg 49 Wpt1 — qTL'a); &g ni1 Wnt+1 — qTia);
< dwnys 3G dAy )l [ @ns16G |7t it (5.25)
e trial ~trial e trial 3GA )
degnyr 4 deg 41 Wpi1 _qTia}l/
qtrial G A)/ 3 82 Z‘lﬁl e trial
~rial] T Q |5 etriam:9€ant1
|q ria | ~trial? 3GA]/ 2 ”ge trlal”
q Wptq — qtrial anti
onde m é definido como sendo:
_ 50.33
m=— 2 "
Wpiq ~trial 50.33 _ strial? (5'26)
3| — 3GAy |Tln+1 | + Soo (1 n+1 )

Wn+1 — qtrial
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5.2 MODELO NAO-ASSOCIATIVO APREFEICOADO: Estratégia

numerica.

De acordo com a Tabela 4.4, o chamado modelo ndo-associativo de Lemaitre
pode entdo ser resumidamente apresentado. Neste caso, o potencial de dissipacdo é
entdo definido pela Equacédo 4.9 e a lei de fluxo pléastico é determinada como sendo a
derivada deste potencial em relacdo ao tensor tensdo. Nas etapas a seguir, serdo
apresentados os passos para integracdo implicita do presente modelo, tendo também,

como base a metodologia da decomposicéo do operador (ver Simo et al., 1998).
5.2.1 Lei de fluxo plastico e evolugdo das variaveis internar e D.

Neste caso, a lei de fluxo plastico e evolucdo das varidveis internas associadas ao
endurecimento isotropico e dano podem ser determinadas através da derivada do

potencial de dissipacdo em relagéo ao tensor tenséo e forcas termodinédmicas associadas.

A Equacéo 5.27 apresenta matematicamente tais variaveis.
s _Y s+1
S—bM +cI ( ) ,
(o5 =M+ D () 57 l

oV 1335 _
(=D (y2lisll
=y,

b= %(s&,ya)s '

(5.27)

onde o tensor M e os escalares a, b e ¢ sao definidos de acordo com as Equacdes 4.20 e
4.22, respectivamente. Aplicando novamente a discretizacdo implicita de Euler (Simo e
Hughes, 1998) e apds algumas manipulacdes matematicas, o corretor plastico, neste

caso, é entdo representado pelo seguinte sistema de equacBes ndo-lineares:
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3 [ISnll
T G,(Ry+Ay) =0
\/;(1 - Dn+1) ya

tnal

i 1

Ops1 — (1 — Dpyy)D: 5559 + Ay2G / 2] S’,_?;al
(5.28)

‘Mmk“““mM““”DQS)Gmékﬂg)]_0’

Due = On = = <S(77,Yf>>s -0

A Equacdo 5.28b pode ser decomposta em uma parte desviadora e outra hidrostatica, de

acordo com o gue Se segue.

3GAY
St = (1= Dusr = g ) SI4L + 2687 (=, )[(@Spsr = bMys )],

qtrlal

(5.29)
Pl = [(1 = Dpy )P + K c Ay h(-Y, )] T ,

onde h(-Y,S) é uma funcéo representada por:

_Y s+1

w9 = (9 some) (5.30)

Os termos - Y e S(y4+1, €n+1) S80 entdo escritos como:

2 2
qn+1 Pn+1

—Y =
6G(L— Dnr1)2  2K(1—Dpep)? '

S
S(nn+1' En+1) = 0.33 , (5.31)

2
Pn+1|+_5033 1— (27/2)detSn+1
An+1 S0.0

3
dn+1

~ . . , . 3
onde a tensdo equivalente de von Mises é determinada com q,,; = \E |S,,+11l. Neste

caso, o sistema de equacdes ndo-lineares ndo pode ser simplificado e, portanto, o
mesmo devera ser resolvido de acordo com a abordagem de Newton-Raphson, tendo
como variaveis o tensor tensdo a1, 0 multiplicador plastico e a variavel isotropica de
dano. A Tabela 5.2 apresenta a estratégia de integracdo numérica implicita para o

modelo ndo-associativo aperfeicoado de Lemaitre.
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Tabela 5.2. Algoritmo de atualizacdo das tensdes e variaveis internas associado ao
modelo ndo-associativo aperfeicoado de Lemaitre.

(i) Estado elastico tentativa: Dado o incremento de deformacdo Ae e as varidveis
internas no pseudo-tempo t,,:

etrial _ e . trial _ . trial _
S Ae Rn+1 - Rn ’ Dn+1 -
Ctrial _ etrial . ~ _ etrial . ~trial _ trial
Sn+1 2G"En+1 ’ Pn+1 = ng n+1 » qn+1 = f||sn+1 ”/(1 - Dn)

(if) Checar a admissibilidade pléastica:
Se ptrial = glrial _ gtrial(RLrial) < 0, entdo
(Dps1 = (I (passo elastico) e va para (V)

Sendo, va para (iii)

(iii) Mapeamento de retorno (passo plastico): Resolver o sistema de equacfes abaixo
para Ay, 6,41 € D, ., usando o método de Newton-Raphson.

.
3 ISn4all
S 5y (Ry + AY) =0
\/;(1 - Dn+1) yaom
~trial
4 trial 3 Sni1
Oni1 — Oy +AY26G > Teerial]] ~ Ayh(=Y,S)D: (aS,p1 — DM, 1 +cI) =0
| Sn+1
D D Ay ( i )S =0
\ T (1= D) \S(,9)
onde,

h(=Y,8) = (5 -T— 1> (S(nn;itnﬂ))s

~ 2 ~ 2
qn+1 + Pn+1

Y =
6G 2K
S0.33
S(nn+1; €n+1) = 27 2
Pn+1| 42033 So.33 1— ( /2) detSny
An+1 S0.0 Tnt1’
M, = Sn+12 3 tr Sn+12
S S
q= 0.33 2( 0.33 6€n+12tr 0'n+12)
S0.0

S
[3|77n+1| + % (1 - En+12)]
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continuacgéo:

. So33 So33 278n+1"
- S033 2N\ Soo  Tned?
[3|Un+1| + m (1 - En+1 )]
_ S0.33 M1 1
€= So.33 N 3 1Mn+1l 2Gn41
[3|77n+1| + T’D (1 — &nt1 )]
(iv) Atualizar as outras variaveis internas:
— A . e 1 etrial
RTL+1 - RTL + V4 ) £n+1 = iSTH-l + §£VTL+1 |

(v) Sair

De acordo com o método de Newton-Raphson, a estratégia para resolugdo do
sistema descrito pela Equacdo 5.28, parte da linearizacdo do mesmo, onde a derivada
parcial de cada equacdo residual necessita ser determinada. A expressdo a seguir,

representa o sistema ndo-linear (Equacédo 5.28) escrito na forma linearizada:

[0resy, 0resy, 6resAy'k
oy Gomea el ay [ [ressy (0,00 Durn)]
aAa = a » 21 | 60,4, = —| ress(AY, 0,1, Dni1) |+ (5.32)
4 n+1 418D, resp(AY, 6,1, Dpit)
dresp, Odresp O0resp
- aAy aan+1 aDTH'l—

onde os termos (dres,/dx) representam as derivadas parciais de cada equagdo de
residuo, em relagdo a cada variaveis do sistema ndo-linear. Os termos res,,, res, €
resp representam as equacOes de residuo para o multiplicador plastico, tensor tensédo e
variavel isotropica de dano, respectivamente, e sdo definidos de acordo com as
Equacbes 5.28a, 5.28b e 5.28c. J& os termos 6Ay, 8a,,.1 € 8D, representam 0s
incrementos das variaveis do sistema dentro da iteracdo k + 1. A Tabela 5.3 descreve
de forma esquematica o algoritmo para resolugdo do sistema acima, através do método

de Newton-Raphson.
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Tabela 5.3. Algoritmo de Newton-Raphson para resolucdo do sistema ndo-linear.

(i) Inicializar o contador k, bem como os valores iniciais sugeridos para as
variaveis do problema Ay©@ =0, 6,,.,® = o, € D,,.,;¥ = D,,. Determinar as
equacdes de residuo, de acordo com os valores sugeridos:

3 _lISn4ll
M 6, (Ry + AY)
\/;(1_Dn+1) e

resAy

[res"] - trial 4 Ay2G St —AyhID:(aS,., — bM, ., +cI

resp On+1 — On4a 14 ”Str_i%l )4 (a n+1 n+1 ¢ )
n

S

-Y
Pres =D == Dn+1)<5<n f))

(if) Aplicar as iterac6es de Newton-Raphson:

[dresy, 0resp, 0resyy] k

aii]; ?)ZZ; : ?)I:Z; " 1 oay resay (&, 0us1, Dnyn)|
dA - do ; oD . 80,41 = — | ress(Ay, 641, Di1)
4 n+1 1l 186D 4q resp(AY, 6ni1, Dpy1)

dresp, Oresp dresp
| dAy 00,1 0Dy4q

Determinar novos valores para Ay, 6,1 € Dp41:

Ay = Ay* + SAyk*?

_ k k+1
Ont1 = Opi1” + 00,4

k k+1
Dny1 = Dyya™ + 8Dy

Atualizar outras variaveis de estado:
Rn+1 = Rn + A)/

eri1 = D700y
(iii) Verificar a convergéncia:
~ 3 ISn4all
b= [-— 6, (R, +Ay)
\/;(1 - Dn+1) ye
Se |®| < Tolerancia, entdo: ir para item (iv).
Caso contrario, retornar ao item (ii).

(iv) Fim.
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5.2.2 Operador tangente consistente

Para 0o modelo ndo-associativo e aperfeicoado de Lemaitre, a metodologia
aplicada para determinacdo do operador tangente consistente com o algoritmo de
atualizagdo de tensdes é escrito de acordo com 0 que se segue:

[dresy, O0resy, 0resyy]
dAy 00n41  0Dpyy

dAy 0
dres, Ores, O0res, .
do,,, | = |(1 = D,yq)D:destrial] |
aAy ao_n+1 aDn+1 an‘:-ll [ +1O +1 (533)

dresp Odresp dresp
| 0Ay 00,,1 0Dp4q.

Invertendo o sistema linearizado acima, pode-se entdo escrever que:

dAy Ci1 Ciz Ci3 0 .
do, | =|Ca1 Caz Coz||(1— Dpy)D:delff*| (5.34)
dDy4q (317 €33 (33 0

onde:

[dresy, 0resy, 0resyy]
dAy 00,41 0Dpyy

511 212 513 _ | Ores;  dres, Ores,
2t 22 BT\ THET G D | (5.35)
C31 €3z (33

dresp, Odresp Odresp
| Ay 00,41 O0Dj4q

As derivadas parciais das equacdes de residuo, em relacdo as variaveis do problema sao
expressas por:

oresy,
oAy —H, (5.36)
dres 1 3Ss a5
Ay — > n+1 : n+1 ’ (5.37)
00,41 (1 = Dpt1)+| 2 [ISns1ll 00,44
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Oresay _ L B s,ll 5.38
ODnes (A= Dpep? 2 539

dres, 3 §irial
W = EW - h(_Y, S)]:D: (Clsn+1 - bM-n+1 + CI) ) (539)
et _ | gany (1 S oaiy
00,41 00,41 gL q%ﬁr"‘lﬂz 0041
~AY 55— ® (26 541 = 26 b Myyy + K ¢ D)
n+
(5.40)
da 9S,.. b oM, ,
_A hzc( ® S,y +attl_ QM,,, —b )
Y 005,41 e 00,11 00,4 m 005,41
A hK( o 1)
— ’y ,
00'”_,_1
dres, .
= —_D: e trial )
D G (5.41)
dresp 1 ( -Y )S
by (1 =Duy)\S(,8)/) (5.42)
dresp Ay s ( -Y )S_l la(—Y) 1 (=Y) as(n, &)
90,01 (- Dy \S0,0)/)  |005415(1,8) ~ S@,07 danrs |° O
e,
dresp - 1 ( -Y )S
0Dy 41 B (1 —=Dp41)2\S(M, &) (5.44)
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Ja os termos C;4, C;3, C31 € C35 representam escalares. C,,, €4, C,3 € C5, representam
tensores de segunda ordem e C,, representa um tensor de quarta ordem. Assim, a partir
da Equacdo 5.34, pode-se escrever que:
do
D =—2L —(1-D,,,)Cyp: D, (5.45)

- etrial ~ (
d£n+1

onde a operacao (C,,: D) representa a composicao entre o tensor de quarta ordem C,, e

o0 tensor de quarta ordem D, dado pela matriz de elasticidade.
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6. RESULTADOS NUMERICOS

Para se testar a robustez do modelo de Lemaitre aperfei¢coado, neste capitulo sdo
apresentados resultados comparativos entre a nova proposi¢cdo, o modelo original e
dados experimentalmente disponiveis na literatura. Para isto, dois tipos de materiais sao
testados (liga de aluminio 2024-T351 e aco 1045), utilizando corpos de prova que
resultem em diferentes niveis de triaxialidade, como: corpo de prova do tipo
“borboleta”, onde se podem simular condicdes de cisalhamento puro e combinacGes de
carregamento, como tracdo seguida de cisalhamento em diferentes niveis, avaliando
assim a faixa de baixa triaxialidade, 0 < n < 0.33; corpos de prova cilindricos lisos e
entalhados, proporcionando uma avaliacdo na faixa de alta triaxialidade, n = 0.33. Os
resultados experimentais utilizados neste trabalho foram retirados da literatura
disponivel, tendo como principais referéncias os trabalhos desenvolvidos por Bai et al.
(2007) e Bai (2008).

6.1. GEOMETRIAE DISCRETIZACAO ESPACIAL
Com o objetivo de se avaliar o desempenho da nova formulagdo proposta, neste
item sdo detalhados a geometria dos corpos de prova para dos dois tipos de materiais

utilizados, bem como a discretizacdo espacial dos mesmos.

6.1.1. Geometria dos corpos de prova

Como descrito anteriormente, dois tipos de materiais foram utilizados para
fabricacdo dos corpos de prova aqui testados. Para a liga de aluminio 2024-T351,
utiliza-se um corpo de prova do tipo “borboleta” para simulagdo de estados de tensdo
dentro da faixa de baixa triaxialidade (0 < n < 0.33). Para a faixa de alta triaxialidade
(n = 0.33), utilizam-se dois corpos cilindricos entalhados (R = 4 mm e R = 12 mm)
e um corpo cilindrico liso. J& para o aco 1045, na condicdo de alta triaxialidade,
utilizam-se dois corpos de prova cilindricos, sendo um liso e outro entalhado (R =
10.5 mm) e utiliza-se, também, o corpo de prova do tipo “borboleta” para a condigao
de baixa triaxialidade. Assim, a Figura 6.1 apresenta as geometrias e dimensdes dos
corpos de prova do tipo “borboleta” ¢ cilindrico liso, utilizados em ambos os materiais.
Ja as Figuras 6.2 e 6.3 apresentam as geometrias e dimensdes para 0s corpos de prova

entalhados, utilizados para o ago e para a liga de aluminio, respectivamente.
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ambos os materiais (Bai, 2008).
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Figura 6.2. Corpo de prova cilindrico entalhado, utilizado para o ago 1045 (Bali,
2008).
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Figura 6.3. Corpos de prova cilindricos entalhados, utilizado para a liga de
aluminio 2024-T351 (Bai, 2008).

6.1.2. Discretizacdo espacial dos corpos de prova

Para se testar a robustez no modelo proposto, 0 mesmo foi entdo implementado
em um desenvolvimento académico de elementos finitos, denominador por HYPLAS
(ver De Souza Neto, 2008). Este desenvolvimento académico foi inicialmente escrito
em linguagem FORTRAN 77 e posteriormente expandido para resolucdo de problemas
tridimensionais em linguagem FORTRAN 90. Os corpos de prova utilizados neste
trabalho foram entéo discretizados, tendo como ferramenta computacional um programa
comercial chamado GID na versdo 10.0. Inicialmente diferentes niveis de discretizacao
foram estudados e testados no intuito de se garantir um menor efeito da dependéncia da
malha na precisdo dos resultados numéricos. Contudo, somente 0s niveis 6timos de
discretizacdo sdo apresentados neste trabalho. Para o corpo de prova do tipo “borboleta”
uma malha tridimensional de elementos finitos foi utilizada, com 2432 elementos de
vinte nds, seguindo de 12681 nds, como apresentado na Figura 6.4. Neste caso, €

utilizada uma estratégia de integracéo reduzida com nove pontos de Gauss.
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Figura 6.4. Malha tridimensional de elementos finitos de vinte nés. Corpo de prova do
tipo “borboleta”.

Ja para os corpos de prova cilindricos, ambas as regides de ensaio foram
discretizadas com elementos quadrilaterais de oito nds, com quatro pontos de Gauss.
Um total de 1800 elementos foram usados, seguido de 5581 nds. O tamanho da area de
ensaio para os corpos de prova de aluminio € igual a 25.4 mm, ja para os de aco a area
de ensaio é igual a 20.5 mm. Devido a simetria do problema, somente 1/4 dos corpos
de prova foram discretizados e resolvidos como um problema bidimensional. As
Figuras 6.5 e 6.6 apresentam tais malhas de elementos finitos para, respectivamente, a
liga de aluminio e para o aco.
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Figura 6.5. Malha de elementos finitos para os corpos cilindricos (Al 2024-T351)
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Figura 6.6. Malha de elementos finitos para os corpos cilindricos (aco 1045)

6.2. CALIBRACAO DOS PARAMETROS MATERIAIS

Nesta etapa sdo descritos 0s procedimentos necessarios para determinacdo dos
parametros materiais requeridos para utilizacdo do modelo aperfeicoado proposto
anteriormente e também para o modelo original de Lemaitre. Para 0 modelo original,
utiliza-se tradicionalmente como condicdo de calibracdo, o estado de tensdo gerado
através do ensaio de tracdo em um corpo de prova cilindrico liso. Nesta condicao,
determinam-se a curva de encruamento do material, os parametros de dano como
expoente de dano e denominador de dano e o chamado dano critico.

Ja para 0 modelo aperfeicoado, sdo requeridos dois pontos de calibragdo para
determinacdo de todos os parametros materiais: um em alta triaxialidade e outro em
baixa triaxialidade. Desta forma, toma-se como condicdo de calibracdo em alta
triaxialidade o ponto tradicionalmente ja utilizado pelo modelo original de Lemaitre
(corpo de prova cilindrico liso, sujeito a tracdo pura) e como condi¢do de calibracdo em
baixa triaxialidade, o corpo de prova do tipo “borboleta”, sujeito a cisalhamento puro.
Para o primeiro ponto de calibragao, determinam-se a curva de encruamento o, (R), 0
expoente de dano s, o denominador de dano para alta triaxialidade S, ;5 € 0 parametro
de dano critico D.. Para o segundo ponto de calibracdo, determina-se o denominador de
dano para baixa triaxialidade S, ,,, de maneira a garantir que o valor de dano critico
calibrado anteriormente, seja atingido somente para um deslocamento numérico muito
proximo do experimentalmente observado. A Figura 6.7 representa, esquematicamente,
0s pontos de calibracao distribuidos ao longo da curva deformacéo pléstica equivalente

versus nivel de triaxialidade.
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Figura 6.7. Pontos de calibracdo para o novo modelo proposto.

O procedimento usado para determinacdo dos parametros materiais, parte do
principio da utilizacdo de uma metodologia inversa de otimizacdo, onde no inicio do
processo, tem-se como base o0s resultados de um ensaio experimental para um corpo de
prova cilindrico liso, sujeito a tracdo pura. Desde entdo, utilizando o método inverso de
otimizagdo, faz-se com que a curva de reacdo (forca versus deslocamento) obtida
numericamente, seja 0 mais proxima possivel da curva de reacdo obtida
experimentalmente. Obedecida tal condicdo, assume-se entdo o conjunto de parametros
materiais utilizados ao final do processo, como sendo os parametros de entrada para o
modelo constitutivo. Os dados experimentais utilizados foram retirados da literatura
(Bai, 2008).

Para a calibracdo utilizando o ponto em cisalhamento puro, assume-se também, 0s
resultados experimentais para curva de reacdo, como condicdo referéncia. Neste caso,
utilizam-se todos os parametros materiais obtidos na calibracdo anterior (alta
triaxialidade) e modifica-se somente o chamado denominador de dano, de forma a se
determinar a menor diferenca entre a curva de reagdo numericamente determinada e a

experimental disponivel na literatura (Bai, 2008).

6.2.1. Calibracgéo para a liga de aluminio 2024-T351
Adotando o procedimento de calibracdo descrito anteriormente e utilizando os
corpos de prova discretizados, de acordo com as Figuras 6.4 e 6.5a, 0s parametros

materiais sdo entdo resumidamente apresentados na Tabela 6.1.
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Tabela 6.1. Propriedades materiais para a liga de aluminio 2024-T351.

Descricao Simbolo Valor

Maodulo de Elasticidade E 72.400[MPaq]
Coeficiente de Poisson v 0.33

Tens&o de escoamento inicial Ty, 352.00 [MPa]

Curva de encruamento oy (R) 908. (0.0058 + R)?1742
Dano critico D, 0.26
Expoente de dano s 1
Denominador de dano (alta triaxialidade) So0.33 6 [MPa]
Denominador de dano (baixa triaxialidade) S0.00 8.25 [MPa]

Apds a aplicacdo do método de otimizacdo inversa, 0 seguinte ajuste entre as

curvas de reacdo numeérica e experimental foi obtido, para as duas condicGes de

calibracéo.
3_5x104
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deslocamento X (mm)

Figura 6.8. Ajuste entre as curva de reacdo numérica e experimental obtida apos o
procedimento de otimizacdo (liga Al 2024-T351)
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6.2.2.Calibracdo para o aco 1045
Da mesma forma, para o aco 1045, utilizam-se os corpos de prova discretizados

de acordo com as Figuras 6.4 e 6.6a. Apds, novamente, a aplicacdo de um método de
otimizacdo inversa, 0s parametros materiais contidos na Tabela 6.2 sdo entdo

determinados, e 0 ajuste entre as curvas de reacdo numérica e experimental, para os dois

pontos de calibragéo, séo apresentados na Figura 6.9.

Tabela 6.2. Propriedades materiais para 0 ago 1045.

Descricdo Simbolo Valor
Maodulo de Elasticidade E 220.000[MPa]
v 0.33

Coeficiente de Poisson
830.00 [MPa]

Tens&o de escoamento inicial Ty,
Curva de encruamento oy(R) 500(1 — e 04R)
Dano critico D, 0.26
Expoente de dano s 1
Denominador de dano (alta triaxialidade) So0.33 5.90 [MPa]
Denominador de dano (baixa triaxialidade) S0.00 8.20 [MPa]

N

Tragéo pura

10 J
! O Modelo proposto
o )
1 15 2 25 3 3.5
deslocamento Y (mm)

Forca Y (N)

GO 0.5

Cisalhamento puro
i * (b)

0O Modelo proposto
® Curva experimental
0.4 0.6 0.8 1
deslocamento X (mm)

Figura 6.9. Ajuste entre as curva de reacdo numérica e experimental obtida apds o
procedimento de otimizacgdo (ago 1045)

00 0.2
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6.3. ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS

Neste item, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos para o novo modelo
proposto. Como critério de analise do desempenho da nova formulagdo, com a chamada
funcdo denominador de dano acoplada, em cada simulagdo numérica, sdo comparados
0s niveis de deslocamento para fratura, obtidos experimentalmente e numericamente,
tendo como base a nova formulacdo e da formulacao original de Lemaitre. Como uma
segunda analise, sdo avaliados os niveis de deformacéo plastica na fratura, comparando
0s resultados numéricos com as curvas de fratura calibradas tridimensionalmente por
Bai (2008). Por fim, a capacidade preditiva da nova formulagéo é entdo medida através
da indicacdo do potencial local para iniciacdo da fratura ductil. Esta previsdo de inicio
da falha é entdo dada pela indicacdo, na malha de elementos finitos, do local de maximo
valor de dano. As simulagcBes numéricas sdo feitas até o instante em que o modelo

analisado atinge o valor de dano critico calibrado previamente.

6.3.1. Resultados numéricos para a liga de aluminio 2024-T351

Como primeira andlise, sdo apresentadas, através da Figura 6.10, as curvas de
reacdo determinadas numericamente através da nova formulagédo, do modelo original e
experimentalmente, utilizando o corpo de prova do tipo borboleta, sujeito a
cisalhamento puro (Figura 6.10a), o corpo de prova cilindricos liso (Figura 6.10b) e os
corpos de prova cilindricos entalhados R = 12 mm (Figura 6.10c) e R = 4 mm (Figura
6.10d), ambos sujeitos a tracdo pura.

Pode-se entdo verificar, que com a introducdo da fun¢do denominador de dano, o
deslocamento numérico na fratura, obtido através da nova formulacdo, passa a estar
mais proximo do deslocamento experimentalmente observado, considerando todos os
corpos de prova aqui avaliados. Verifica-se que para o0 modelo original de Lemaitre,
para as condigdes de carga que resultando em alta triaxialidade (n = 0.33), 0 modelo
prevé o inicio da fratura de maneira tardia (corpos de prova cilindricos entalhados), ja
para a condi¢do de cisalhamento puro (n = 0) que resulta em baixa triaxialidade, o
modelo passa a prever o inicio da fratura de maneira prematura. Contudo, com a nova
formulacdo, a capacidade preditiva passa a ser mais uniforme, fazendo com que o
modelo agora seja menos sensivel a relacdo condicdo de uso versus condigdo de

calibracéo.
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A Tabela 6.3 apresenta os valores de deslocamento numérico e experimental para
tais simulaces realizadas. Verifica-se que a diferenga entre o deslocamento numeérico e
experimental, considerando o modelo original de Lemaitre, é de aproximadamente 17%,
27% e 68%, para respectivamente, o corpo de prova do tipo borboleta (cisalhamento
puro), entalhado R = 12 mm (tracdo pura) e entalhado R = 4 mm (tragéo pura). Com a
nova formulacdo e a reducdo da dependéncia da condicdo de calibracdo, em ambos 0s
casos a diferenca entre os resultados numéricos e os valores experimentalmente

observados se reduz para aproximadamente 1%.

Tabela 6.3. Analise comparativa entre os deslocamentos experimentais e
numéricos (liga de aluminio 2025-T351)

Deslocamento na fratura (mm)

Corpo de i
Modelo analisado
prova . _ _ _
experlmental orlglnal assoclativo Nao-associativo

Borboleta  0.00 1.18 0.97 1.20 1.21
Cilindrico liso 0.33 6.65 6.65 6.65 6.66

Entalhado ¢ 47 1.40 1.78 1.41 1.42
R=12mm

Entalhnado .74 0.70 1.18 0.71 0.71

R=4mm

Outra forma de se estudar o desempenho da nova formulacdo, esta na analise da
evolugédo do parametro de dano. A Figura 6.11 apresenta a evolucdo deste parametro,
considerando o modelo original de Lemaitre e a nova formulacdo. A condic¢do preditiva
ideal, neste caso, é de que o pardmetro de dano critico s6 pode ser atingido para um
deslocamento préximo do experimentalmente observado. De acordo com a Figura
6.11a, verifica-se que o modelo original de Lemaitre prevé o inicio da fratura, em
condicbes de baixo nivel de triaxialidade, prematuramente, ou seja, para um
deslocamento numérico muito menor que o experimentalmente observado. Porém, em
condigdes de alta triaxialidade, como mostrado pelas Figuras 6.11c e 6.11d, este modelo
passa a prever o inicio da fratura de maneira tardia, ou seja, para niveis de deslocamento

numerico muito maior que o experimentalmente observado. Com a introdugdo da
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funcdo denominador de dano, ambos as formulagdes associativa e ndo-associativa

prevéem o inicio da fratura muito préximo da condi¢&o ideal.
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Figura 6.11. Evolugéo do dano para o modelo original e proposto, considerando os
diferentes corpos de prova analisados (liga de aluminio 2024-T351)

A capacidade preditiva de um modelo constitutivo é medida também, através da
determinacdo do correto local para inicio de uma trinca dictil. Desta forma, a Figura
6.12 apresenta o contorno do parametro de dano, para cada corpo de prova analisado,
considerando o modelo original e o aperfeicoado de Lemaitre. Observa-se que, neste
caso, a capacidade preditiva, no que se refere a determinacdo do correto local para inicio
de uma trinca, ndo é dependente da condi¢do de calibragdo dos parametros materiais. De
acordo com observacfes experimentais (ver Bai, 2008), para o corpo de prova do tipo
borboleta sujeito a cisalhamento puro, o inicio da fratura se da nas paredes da secao
critica do mesmo e se propaga em direcdo ao centro. O que pode ser comprovado pela

capacidade preditiva de ambos os modelos constitutivos analisados.
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Ja para os corpos de prova cilindricos lisos e entalhados, observacbes
experimentais (ver Bai, 2008) mostram que o inicio da fratura se d& no centro do
mesmo e se propaga para as bordas do corpo. Este comportamento pode ser também

verificado através da capacidade preditiva dos modelos analisados (ver Figura 6.12).

6.3.2. Resultados numeéricos para o a¢o 1045

Para se ratificar o desempenho da nova formulacao, no que se refere a reducdo da
dependéncia do ponto de calibracdo e uniformidade na capacidade de se determinar o
correto momento e local para inicio da fratura de um material ddctil, analisa-se o
desempenho da nova formulacdo em corpos de prova fabricados com agco 1045.
Diferentemente da liga de aluminio 2024-T351, para alguns autores (ver Reis et al,
2011; Malcher et al., 2011) o aco é um material ddctil fracamente dependente do nivel
de triaxialidade. Neste caso, utilizam-se resultados experimentais disponiveis na
literatura (ver Bai, 2008), considerando um corpo de prova do tipo borboleta, também
sujeito a cisalhamento puro, um corpo de prova cilindrico liso e outro entalhado
(R = 10.5 mm) sujeitos a tracdo pura. Com estes resultados, pode-se entdo, analisar o

desempenho do modelo tanto na regido de baixa como na de alta triaxialidade.

A Figura 6.13 apresenta resultados para a curva forga versus deslocamento.
Observa-se novamente que o0 modelo original de Lemaitre prevé de maneira prematura o
inicio da fratura, quando se tem baixos niveis de triaxialidade (cisalhamento puro). Ja
para altos niveis de triaxialidade, 0 mesmo passa a prever o inicio da fratura de forma
tardia (tracdo pura — corpo de prova entalhado). Assim, conclui-se que
independentemente do material estudado, o capacidade preditiva do modelo original de
Lemaitre, no que se refere a determinacdo do correto momento do inicio da fratura, é
fortemente dependente da condicdo de calibracdo, ou seja, é fortemente dependente da
relagdo carregamento externo aplicado versus condicdo de calibracdo. Observa-se
também, que com a adi¢cdo da funcdo denominador de dano, o novo modelo proposto
passou entdo a prever o momento da falha do material, préximo do experimentalmente

observado.
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A Tabela 6.4 contém os valores de deslocamento na fratura obtidos
experimentalmente (ver Bai, 2008), através do modelo original de Lemaitre e da nova

proposicéo.

Tabela 6.4. Analise comparativa entre os deslocamentos experimentais e
numeéricos (agco 1045)

Deslocamento na fratura (mm)

Corpo de i
n Modelo analisado
prova ) _ _ _ _
experimental original associativo  Nao-associativo

Borboleta 0.00 1.03 0.55 1.05 1.05
Cilindrico liso  0.33 3.2 3.2 3.2 3.3

Entalhado ¢ 45 0.70 1.09 0.72 0.72
R =10.5mm

Observa-se também que a diferenca entre os deslocamentos na fratura
determinados através do modelo original de Lemaitre e o0s experimentalmente
observados, variam de 47% a 55% para, respectivamente, o corpo de prova do tipo
borboleta, sujeito a cisalhamento puro e o cilindrico entalhado R = 10.5 mm, sujeito a
tracdo pura. Para a nova formulacgéo, esta diferenca se reduz para aproximadamente 2%,
em ambos os casos estudados. O que mostra a robustez do novo modelo, no que se

refere a capacidade de previsdo da fratura, neste tipo de material.

Novamente, utiliza-se a evolu¢do do pardmetro de dano para analise do
desempenho dos modelos. A Figura 6.14 apresenta a evolucdo deste parametro em
funcdo do deslocamento aplicado. Mostra-se entdo que o modelo original de Lemaitre
funciona prematuramente para regides de baixo nivel de triaxialidade (cisalhamento
puro) e funciona de maneira tardia para as regides de alto nivel de triaxialidade (tracdo
pura). J& com a adicdo da funcdo denominador de dano, na lei de evolugdo do dano
originalmente proposta por Lemaitre, a capacidade de determinacdo do correto
momento para inicio da fratura passa a ser fracamente dependente da relacdo entre a

condic&o real de uso do modelo e a condigéo de calibracdo aplicada.
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3.5

Finalmente, a Figura 6.15 apresenta o contorno da variavel de dano para os trés

modelos aqui analisados, considerando os trés corpos de prova. Verifica-se, mais uma

vez, que a capacidade de determinacdo do correto local para inicio da fratura ductil, ndo

é dependente da condicdo de calibracdo dos parametros materiais. De acordo com dados

experimentais disponiveis na literatura (ver Bai, 2008), para o corpo de prova do tipo

borboleta sujeito a cisalhamento puro, a fratura se inicia na borda da secdo critica e se

propaga para o centro do corpo, 0 que pode ser reproduzido através da analise dos

resultados dos trés modelos. J& para o corpo de prova cilindrico entalhado R =

10.5 mm, dados experimentais mostram que a falha se inicia no centro do mesmo e se

propaga em direcdo a borda do corpo, o que novamente foi determinado pelos modelos

original e modificado de Lemaitre.
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funcdo do nivel de triaxialidade. Posteriormente, Bai (2008) propds a criacdo da
chamada superficie de fratura, onde o nivel de deformacéo pléstica passaria a ser uma
funcgéo tanto da triaxialidade, como do terceiro invariante do tensor de desvio. A Figura
6.16 representa a projecdo da superficie de fratura de Bai (2008) no espaco da
deformacéo pléastica equivalente e da triaxialidade. De acordo com os estudos de Bai
(2008), para a liga de aluminio (ver Figura 6.16a), o nivel de deformacdo plastica
equivalente cresce com o aumento da triaxialidade, dentro da regido de baixa
triaxialidade. Ja na regido de alta triaxialidade, a deformacéo plastica decresce com o
aumento do nivel de triaxialidade. Contudo, para os dados encontrados através do
modelo original de Lemaitre e através do novo modelo (associativo), verifica-se que
nivel de deformagdo pléstica equivalente na fratura, sempre decresce com o aumento da
triaxialidade, independente da regido estudada. Porém, para os resultados obtidos
segundo a nova proposicdo (ndo-associativa), observa-se um comportamento

semelhante ao descrito por Bai (2008).

Para 0 aco 1045, observacOes experimentais descritas por Bai (2008) mostram
que a deformacéo plastica equivalente sempre decresce com o aumento da triaxialidade.
Assim, este comportamento pode ser verificado para todos os modelos estudado (ver
Figura 6.16b), sendo que o nivel de deformacdo plastica determinado segundo a nova
proposicdo (ndo-associativa) se encontra mais préximo dos valores calibrados por Bai
(2008).
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7. CONCLUSOES E RECOMENDACOES FUTURAS

7.1. CONCLUSOES

Neste trabalho, buscou-se desenvolver uma nova formulagdo constitutiva para
determinacdo do inicio da fratura em materiais ddcteis, aplicada a largas faixas de
triaxialidade. Para isto, utilizou-se como base, o0 modelo de dano de Lemaitre, com
endurecimento e dano isotrdpicos. Inicialmente, mostrou-se que a capacidade preditiva
dos modelos com dano acoplado é fortemente dependentes da condicdo de calibrag&o.
Demonstrou-se também, através de comparacbes entre resultados numéricos e
experimentais, que o modelo original de Lemaitre é capaz de prever com precisdo o
inicio da falha de um material, somente para condi¢bes de carregamento aplicado,
proximo da condicdo de calibracdo utilizada para determinacdo dos parédmetros
materiais. Verificou-se que dentro da chamada regido de baixa triaxialidade, ou seja,
para condi¢cdes de carregamento cisalhante predominante, o modelo previa o inicio da
fratura de maneira prematura, ou seja, para alongamentos menores do que 0S
determinados experimentalmente. Ja para a regido de alta triaxialidade, ou seja, para
condicdes de carregamento de tracdo predominante, o modelo previa a fratura do
material de maneira tardia, ou seja, para alongamentos maiores que 0s observados

experimentalmente.

Assim, buscou-se reduzir a dependéncia da condicdo de calibracdo do modelo
original de Lemaitre, através da modificacdo de sua lei de evolucdo do dano. Buscou-se
adicionar a esta lei de evolucdo, uma chamada “funcéo denominador de dano”, S(n, £),
que agora passaria a ser a funcdo dependente da razéo de triaxialidade e do terceiro
invariante normalizado, necessitando portanto, de dois pontos de calibracdo para
determinacédo de todos os pardmetros materiais. Um primeiro ponto dentro da regido de
alta triaxialidade e outro dentro da regido de baixa triaxialidade foram entéo escolhidos
como condicdo de calibracdo da nova proposicdo. Através do primeiro ponto de
calibracdo, a lei de encruamento do material, o, (R), o valor de dano critico, D., 0
expoente de dano, s, e o denominador de dano em alta triaxialidade, S, 33, Sd0 entéo
determinados. J& para o segundo ponto de calibracdo, somente o valor do denominador
de dano em baixa triaxialidade, S, o, é determinado. Em ambos os casos, utilizou-se
uma técnica de otimizagdo inversa para determinagdo de tais parametros. Tal técnica

assume que a curva de reacdo (forga versus deslocamento) numericamente determinada
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tem que ser o0 mais proxima possivel da curva experimentalmente medida, minimizando
assim a chamada funcgéo objetiva. A partir desta condigdo, os pardmetros materiais para
uma liga de aluminio 2024-T351 e para 0 aco 1045 foram determinados.

Utilizou-se para representar os testes numéricos na regido de baixa triaxialidade, o
chamado corpo de prova “borboleta”, sujeito a cisalhamento puro. J& para a regido de
alta triaxialidade, utilizaram-se corpos de prova cilindricos lisos e entalhados. Os testes
numericos foram realizados até a condi¢do em que algum ponto dentro do corpo de
prova estudado atingisse o valor de dano critico, calibrado previamente. Na andlise do
nivel de deslocamento na fratura, constatou-se que a nova formulagéo passou a registrar
valores muito préximos aos experimentalmente observados. A Tabela 7.1 representa o
ganho percentual determinado para cada condi¢do simulada. Para a liga de aluminio
2024-T351, constatou-se uma reducdo, na condi¢cdo mais desfavoravel, de 68.5% para
menos de 2%. J& para 0 aco 1045, verificou-se uma reducdo no erro de 55.7% para

menos de 3%.

Tabela 7.1. Ganho percentual na determinacdo do nivel de deslocamento
requerido para a fratura

Diferenca percentual entre deslocamento

Material Corpo de prova experimental e o numérico
original associativo ndo-associativo
- Borboleta -17.8% 1.7% 2.5%
lg ‘E Cilindrico liso 0% 0% 0%
; 3 Entalhado R12 27.2% 0.7% 0.7%
N Entalhado R4 68.5% 1.4% 1.4%
C) Borboleta -46.6% 1.9% 1.9%
= Cilindrico liso 0% 0% 0%
o
< Entalhado R10 55.7% 2.8% 2.8%

Ao se analisar a capacidade preditiva do modelo, no que se refere a capacidade de
se determinar o local potencial para inicio de uma trinca ddctil, observou-se que a
relacdo entre o carregamento aplicado e a condicdo de calibragdo dos pardmetros
materiais, ndo influéncia no comportamento da formulacdo constitutiva. Em ambos os

materiais e corpos de prova analisados, tanto o modelo original de Lemaitre e a nova
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proposicdo foram capazes de determinar, de acordo com observacBes experimentais, 0

correto local para inicio da fratura ddctil.

Analisando o nivel de deformacdo pléstica na fratura, a nova proposi¢do (néo-
associativa) foi capaz de prever valores mais proximos do calibrado e sugerido por Bai
(2008), comparado aos valores determinados através do modelo original de Lemaitre. A
Tabela 7.2 apresenta os valores de deformacéo plastica equivalente na fratura calculados
segundo cada formulacdo e os valores sugeridos por Bai, através da calibracdo da
chamada superficie de fratura.

Tabela 7.2. Valores de deformacdo pléastica equivalente na fratura

Nivel de deformacdo pléastica na fratura

Material Corpo de prova Bai - T ~ __
(2008) original  associativo ndo-associativo
- Borboleta 0.21 0.63 0.70 0.40
:g E Cilindrico liso 0.54 0.57 0.57 0.50
; %I Entalhado R12 0.36 0.39 0.31 0.28
Entalhado R4 0.23 0.32 0.18 0.17
2 Borboleta 0.56 0.68 0.80 0.62
% Cilindrico liso 0.32 0.47 0.47 0.40
o
< Entalhado R10 0.25 0.38 0.25 0.20

Desta forma, com base nos resultados encontrados, pode-se concluir que o modelo
aperfeicoado de Lemaitre pode ser agora calibrado através de dois ensaios mecanicos
convencionais, 0 primeiro de tracdo predominante e o segundo de carregamento
cisalhante predominante, e, por conseguinte utilizado para determinacdo do correto
momento o local do inicio da fratura ductil, em largas faixas de triaxialidade. O mesmo
demonstrou grande desempenho tanto nas regides de baixa como na de alta

triaxialidade, independente do tipo de material de engenharia utilizado.

7.2. RECOMENDACOES DE TRABALHOS FUTUROS

Como recomendacOes para trabalhos futuros, os seguintes pontos sdo entéo

sugeridos como evolucédo do estudo da fratura ddctil em materiais metélicos.
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1)

2)

3)

4)

5)

Sugere-se a expansao desta formulacdo para a regido de triaxialidade negativa,
ou seja, para condi¢fes de carregamento compressivo, tendo como ponto de
partida, a variagdo do modelo de Lemaitre que leva em consideragéo o efeito do
fechamento da trinca (Lemaitre, 2005);

A avaliacdo da capacidade preditiva desta nova proposicdo em materiais
diferentes dos aqui testados é de grande importancia para ratificacdo das
conclusBes obtidas. Recomendam-se testes em novas ligas aeronauticas que
sejam fortemente dependentes do chamado nivel de triaxialidade e do terceiro
invariante normalizado;

Recomenda-se a introducdo do chamado efeito do endurecimento cinematico na
nova formulagdo, possibilitando a avaliagdo do modelo em condigbes de
carregamento complexo e ndo proporcional, como: carregamento de tragdo
seguido de compressdo, carregamento de tracdo seguido de cisalhamento,
reversdo de carregamento cisalhante, etc.;

Com a introducéo do efeito do endurecimento cinematico, sugere-se a analise da
nova formulacdo em condicBes de carregamento ciclico, possibilitando assim a
verificacdo dos lacos de histerese e juncdo da mecénica do dano com os
conceitos da fadiga dos materiais, principalmente condicGes de fadiga de baixo
ciclo, onde o nivel de deformac&o pléstica localizado é bastante acentuado;

Por fim, sugere-se a avaliacdo da nova proposicdo em materiais frageis, ou seja,

em materiais que apresentam um regime plastico reduzido.
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