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RESUMO

UMA SISTEMATIZACAO DA ESTIMACAO POR PONTOS SIGMA

Autor: Henrigue Marra Menegaz

Orientador: Prof. Jo&o Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB
Coorientador: Prof. Geovany Araujo Borges, ENE/UnB
Programa de Pos-graduacdo em Engenharia Elétrica

Brasilia, 05 de agosto de 2011

Assim como no caso de outros sistemas reais, a filtragenr lié&a é capaz de prover
boas estimativas de estados de foguetes e, portanto, fiimbneares se fazem necessarios.
Entre esses, uma classe que tem se mostrado promissoraftactode Kalman unscented.
No entanto, observa-se na literatura que hé diversas d#gdesses filtros. Em vista disso,
este trabalho prop&e uma sistematizacao tedrica dos fileré&alman unscented.

Extensdes tanto para as representacées de pontos signta pgaee a Transformada
Unscented foram feitas. Além de conter todos os filtros denldalunscented ja existentes
na literatura, a sistematizacao proposta permite ideatifjae alguns destes filtros unscented
contém erros e inconsisténcias e permite, também, gerastiiitvos.






ABSTRACT

A SISTEMATIZATION OF THE SIGMA POINTS ESTIMATION

Author: Henriqgue Marra Menegaz

Supervisor: Prof. Jodo Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Co-advisor: Prof. Geovany Araujo Borges, ENE/UnB
Programa de Pos-graduacdo em Engenharia Elétrica

Brasilia, 05th August 2011

As for other real systems problems, the linear filtering isaiibe to provide good estimatives
of rockets’ states and, therefore, nonlinear filters arees&ary. Among these, a class that
has been showing promising is the unscented Kalman filtezs Biowever, it can be seen
in the literature that there are diverse definitions of tHéts. For this reason, this work
proposes a theoretical sistematization of the unscentedd€efilters.

Extensions for both the sigma point sets and the Unscentaasfiorm have been done.
Beyond the fact the proposed sistematization containdalunscented Kalman filters of
the literature, it allows us to identify that some of theseaemted filters contain errors and
inconsistencies and allows, also, to generate new filters.
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1 INTRODUCAO

Dentro da linha de pesquisa do LARA (Laboratério de Rob&idutomacéo do De-
partamento de Engenharia Elétrica da Universidade delB)asa area aero-espacial, um
problema importante € o rastreamento de foguetes. Elengemé é dividido em trés fases:
a impulséo (do inglés "boost"), a balistica (do inglés ‘lbad") e a reentrada (do inglés
"reentry”). A impulsdo dura do lancamento até o corte daeaae#io e consiste na fase em
gue o foguete esta na endo-atmosfera. A balistica é a faseiem fipguete atinge a exo-
atmosfera e dura até que o foguete volte a atmosfera. A aglentomeca quando o arrasto
da atmosfera se torna consideravel e dura até o impacto. Eintgeas essas trés fases séo
descritas com modelos ndo-lineares[1].

Portanto, para que possa ser feito o rastreamento de feguéef®eciso que técnicas
de filtragem n&o-linear sejam implementadas. Sao vérig&eaikas de estimacao ndo-linear
gue ha: Filtro de Kalman Estendido ([2, 3]), filtros de sequodiem [4, 5, 6], filtros soma de
gaussianas [7, 8, 9], filtros unscented [10, 11, 12, 13]Jp§ltte particulas [14, 15, 16, 17, 18],
filtros robustos [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25], filtrBs, [26, 27, 28, 29, 30], filtros de multiplos
modelos [31, 19, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42 etflie outros.

Entre esses, destacamos em primeiro lugar o Filtro de KalEstéendido (FKE), pois
é utilizado em um grande numero de aplicacfes tais comeaasénto de foguetes [44],
ratreamento de satélites [45], estimacdo de atitude [46,rdBotica aérea[48]Simulta-
neous Localization and Mappin@LAM) [49, 50, 51, 52, 53], rastreamento de veiculos
terrestres [54], motores de inducéo [55], estimacéo deiénecja de sinais harmonicos néo-
estacionérios [56, 57], préteses biomédicas [58, 59]nestio da temperatura de fornalhas
industriais [60], estimacédo de sistemas hidroestaticb [6calizac&o "indoor"via wireless
[62], estimacdo da carga de baterias [63], estimacdo dérasio plasma corporal [64],
eletroencefalografia [65]. O FKE € obtido pelo truncamertpidmeira ordem das séries de
Taylor das funcdes do modelo dinamico.

Varios filtros foram propostos procurando melhorar asgectonputacionais relativos
ao FKE. Uma classe desses € a dos filtros de segunda ordemagabtgids mediante o
truncamento de segunda ordem das séries de Taylor das utgg@acarreta um incremento
tanto no custo computacional, quanto na qualidade da dstagpando comparados com o
FKE.

Outra classe de estimacao nao-linear que procura melhsrastemativas em relacao
ao FKE é a dos filtros de sistemas hibridos. Na aplicacdo dgssele filtro, o0 modelo
do sistema dinamico é dividido em modelos mais simples. nAsgs filtros hibridos tém
a caracteristica de fazer a juncao das estimativas geradasga um desses modelos. No
entanto, embora os filtros hibridos sirvam para modelar starsia mais complexo em outros



mais simples, muitas vezes esses modelos ainda serdmeréaceb, de modo que, nesses
casos, ainda sera necessaria a utilizacdo de outros fitmbneares.

Uma outra alternativa com relacao ao FKE é o Filtro de Kalmasdgnted (FKU), que €
obtido por meio da aproximacé&o das distribuicdes de prtidate - e ndo pela aproximacao
das func¢bes, como nos casos dos filtros Estendido e de segudeia - por conjuntos de
pontos ponderados [13].

Com efeito, os FKUs tém se mostrado bastante promissoresiittas aplicacoes, tém
se percebido o melhor desempenho dos FKUs em relagédo aos E#iBe em estimacao
de foguetes [44], estimacédo da carga de baterias [63], &sdionde frequéncia de sinais har-
monicos ndo-estacionarios [57], estimacgéao de insulindakoa corporal [64], estimacao da
localizac&o de satélites [66], processos de fermentagdpdketroencefalografia [65], ras-
treamento de alvos em manobra [68, 69], treinamento de rexdeais [70], comportamento
de mercado [71], localizag&o de robd por visao [72], rastezdo "indoor"[73], SLAM vi-
sual [74], estimacao de altitude [75, 76], SLAM [77, 78], dtiba aérea [79], motores [80].

Esse melhor desempenho dos FKUs em relacdo aos FKEs podelssadn, em grande
parte, pelos seguintes fatos [13, 81]:

e O esforco computacional FKU é da mesma ordem do FKE enquamtede estimati-
vas comparaveis as dos filtros de segunda ordem.

e O FKE tem a necessidade de calcular a cada iteracdo as rmgacbianas das
fungbes. No FKU as estimativas sdo calculadas diretamenteasnecessidades das
jacobianas.

Entretanto, observamos também que os valores dos pontoa,sitg seus respectivos
pesos e de sua quantidade séo atribuidos de fachi@c

Ademais, notamos que existem varias definicoes de filtrosatlméh unscented na liter-
atura, como os simétricos de Julier ([82, 10, 12, 13]) - goesanais usados -, o reduzido de
[83], o esférico reduzido de [84], o escalado de [85] e o fithia quadrada de [86]. Verifica-
se, ainda, que algumas definicdes ndo sdo consistentesnosncasos do filtro unscented
minimo de [83] e do esférico reduzido de [84] (conforme agm&Emos na secao 2.4).

Buscando uma justificacdo formal das técnicas existenteBnacomo uma unificacéo
dos diversos filtros, temos como objetivo deste trabalhstarsiatizacdo da teoria de esti-
macao por pontos sigma.

Como uma consequéncia dessa sistematizagéo, obtivemasairprfiltro de Kalman
unscented consistente constituido do menor nimero de psigma possivel - n+1-(vide
secao 2.4). Esse filtro € particularmente vantajoso em dassc (1) quando se utiliza
alguma técnica de estimacao de multiplos modelos em quedmais filtro de Kalman esta
sendo utilizado, visto que isso implica em um aumento doamnputacional; (2) quando a
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plataforma de implementacéo do filtro € embarcada e, em goéseia, dispde-se de poucos
recursos computacionais.

Uma vez que na literatura existe uma confusdo dos concedtamjunto de pontos
sigma, transformada unscented (TUs) e o filtro unscented exemplo, [87] chama de
Transforma Unscented a aproximagao de uma variavel aledi®8, 89] chamam de Trans-
formacgédo Unscented a aproximacéo de uma densidade de picdudd conjunta por uma
gaussiana conjunta e [90] chama de filtro unscented os dosjaie pontos sigma - estab-
elecemos, nesta dissertagéo, definicdes claras para estestas. Com efeito, um conjunto
de pontos sigma € a aproximacao da distribuicdo de uma ehdbeatoria por um conjunto
de pontos ponderados (secéo 3.2) . Uma TU é uma aproximachstidbuicao de probabil-
idade conjunta de duas variaveis aleatorias, sendo que wmeasélltado da transformacgéo
da outra (sec¢do 5.1 ). Um FKU se utiliza de uma TU de forma sdc@utanto na funcdo de
processo quanto na funcéo de medicdo de um sistema din&ajmitu(o 6).

Assim, faremos primeiro o estudo dos conjuntos de pontesasjgara depois fazermos
nossa definicdo de Transformacéo por Pontos Sigma e finarokatjarmos aos Filtros de
Kalman por Pontos Sigma.

1.1 CONTRIBUICOES DESTA DISSERTACAO
As contribuicdes desta dissertacdo sao:

1. Sistematizagéo de todos resultados envolvendo os fdedsalman unscented. De
modo mais concreto, propomos:

(a) o conceito der-representacdo, que é capaz de englobar todos os conjuntos d
pontos sigma até entao propostos e de proporcionar dois fipedinicdo 3.2.1,
secao 3.2);

(b) a definicdo da Transformacao por Pontos Sigma, que é umgeaal das trans-
formadas unscented presentes na literatura (Definicab, 3880 5.1);

(c) a definicdo da Transformacado por Pontos Sigma Escaladaé gm caso geral
da Transformada Unscented Escalada (Definigcdo 5.2.1, 5e2fo

(d) o Filtro de Kalman Unscented por Pontos Sigma Aumentadigo(itmo 6.1.1,
secao 6.1) e o Filtro de Kalman Unscented Aditivo (Algoriténd.3, secéo 6.1),
gue sao casos gerais, respectivamente, dos filtros de Kainsaented aumenta-
dos e dos filtros de Kalman unscented aditivos;

(e) o Filtro de Kalman Unscented por Pontos Sigma Aumentabal&do (Algo-
ritmo 6.1.2, se¢éo 6.1) e o Filtro de Kalman Unscented Aaliiscalado (Al-
goritmo 6.1.4, secao 6.1), que séo casos gerais, respaetie, dos filtros de
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Kalman unscented aumentados escalados e dos filtros de iIKalmsaented adi-
tivos escalados;

() o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada (FKPSR@britmo 6.2.1,
secao 6.2) do qual o Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrasj#sto por
Merwe deriva como um particular (se¢éo 6.2).

2. Como coroléarios da-representacao, obtivemos:

(a) aoc-representacdo Simétrica Minima (Teorema 4.1.1, se¢do@oino corolario
desta, obtivemos a-representacdo Simétrica Minima Homogénea (Coroléario
4.1.1, secao 4.1), com o qual o conjunto de pontos sigma rstmetjue € o
mais utilizado na literatura, é equivalente. Para isso,trao®s que 0 menor
ndamero de pontos simétricoeé (Lemma 4.1.2, se¢cdo 4.1) - Qu + 1 para o
menor numero de pontos impar .

(b) ao-representacdo Minima (Teorema 4.2.2, secao 4.2.2).

(c) ao-representacdo Minima Particular (Teorema 4.2.1, se@odue foi publi-
cada n&0th IEEE Conference on Control and Decision Conferepgéel [91]
(em anexo).

3. Mostramos inconsisténcias relativas ao conjunto degsasigma minimo de [83] e
ao conjunto de pontos sigma esférico reduzido de [84] (viekpectivamente, secbes
2.4.1.2e2.4.1.3).

4. Mostramos que uma das duas formas da transformada ued@stalada - que € a
mais utilizada - propostas em [85] €, na verdade, mais tigatdo que € apresentada.
De fato, ela s6 pode ser utilizada quando o conjunto de paigmsa tem um dos
pontos igual & média (vide se¢do 2.4.2).

5. Como corolarios do Filtro de Kalman Unscented por Ponigs& Escalado Aumen-
tado e do Filtro de Kalman Unscented Escalado Aditivo, @ohgs:

(&) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalad@®®ico Minimo
(Corolério 6.1.2, secao 6.1) e o Filtro de Kalman por Ponigm& Aditivo Es-
calado Simétrico Minimo (Corolario 6.1.4, secéo 6.1). Caomlarios destes,
obtivemos o Filtro de Kalman por Pontos Sigma AumentadolBdoeSimétrico
Minimo Homogéneo (Corolario 6.1.3, secdo 6.1) e o Filtro déran por Pontos
Sigma Aditivo Escalado Simétrico Minimo Homogéneo (Caiol&.1.5, se¢éo
6.1) dos quais o Filtro de Kalman Unscented Aumentado (FK$a Filtro de
Kalman Unscented Aditivo (FKUAd), respectivamente, sé&begarticulares.

(b) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escaladarivd (Coroléario
6.1.6, secdo 6.1) e o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Adiiscalado Min-
imo (Corolério 6.1.7, secdo 6.1)
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(c) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escaladarivd Particular
(Corolério 6.1.8, secao 6.1) e o Filtro de Kalman por Ponigm& Aditivo Es-
calado Minimo Particular (Corolario 6.1.9, se¢éo 6.1) .

6. Como corolarios do Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiadpada (FKPSRQ),
obtivemos:

(a) oFiltro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Siaoétlinimo (Corolario
6.2.1, se¢do 6.2). Como corolario deste, obtivemos o coFdlér Kalman por
Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico Minimo Homogéneoo{@uo 6.2.2,
secao 6.2), com o qual o Filtro de Kalman Unscented Raiz @Qadadproposto
por Merwe é equivalente.

(b) o o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mir{i@wolario 6.2.3,
secao 6.2).

(c) oFiltro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Miniarti€ular (Corolario
6.2.4, secao 6.2).

Ao longo do periodo de mestrado, foram abordados variosctspeelativos a esti-
magcéao nao-linear, desde aspectos tedricos como de impiggAen Inicialmente, tratamos
do problema da estimacao dos estados de um novo foguete @gdoibrida. Para isso,
construimos uma plataforma de aquisicéo de dados utikizandmicrocontrolador de ar-
quitetura ARM7. Essa proposi¢cédo do foguete a propulsaadailioi publicado em [92] no
13°Congresso de Engenharia e Ciéncias Térmicas (em anexo).

Uma vez que o rastreamento de foguetes envolve varias fast@sas, procuramos
aplicar técnicas de estimacao néo-linear de multiplos fosgde que resultou no artigo [31]
publicado nat9th IEEE Conference on Control and Decision Confere?icH) (em anexo).
Esse artigo propde um novo filtro recursivo em estimacgéo dépios modelos em que se
desenvolve de forma mais completa a arvore de hipotesessthuos e, além disso, a ma-
triz de saltos markovianos ndo é conhe@dariori. Ela é também estimada. IBteracting
Multiple Filter (IMM), filtro de muito sucesso na literatura, € um caso patécdo filtro
proposto em [31].

Depois, percebemos a necessidade de uma técnica de filtcagepxigesse pouco es-
forco computacional,visto que poderiamos ter uma plateoembarcada no foguete [83,
84]. Tal problema nos levou, posteriormente, a Transfoentéiscented, sobretudo, ao caso
do conjunto de pontos reduzidos. Como resultado dissojgaumbbs o artigo [91] n&0th
IEEE Conference on Control and Decision Conferef@él (em anexo), cujo objeto é a
o-representacdo Minima Particular (Teorema 4.2.1, se@jo 4.
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1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta disposto da seguinte maneira:

e O Capitulo 2 apresenta definicbes basicas da teoria vetddzaas derivadas ma-
triciais e de variaveis aleatorias de estimacdo. No finalagotalo, ha, de maneira
introdutoria, uma apresentacao da filtragem por filtros dienkia e da filtragem de
Kalman Unscented,;

e O Capitulo 3 apresenta nossa forma geral dos conjuntos despeigma: ao -
representacdo. Como motivacdo, ha, no inicio do capitaha mtroducdo de esti-
macao e filtragem estocasticas;

e O Capitulo 4 apresenta asrepresentacdes particulares para os casos de menor con-
junto de pontos sigma simétrico e menor conjunto de pongusasi

e O Capitulo 5 apresenta as definicbes para a Transformad&iiadce para a Trans-
formada Unscented Escalada;

e O Capitulo 6 apresenta os resultados relativos aos filtr&abean por pontos sigma;
e O Capitulo 7 apresenta dois exemplos simulados;

e O Capitulo 8 apresenta as conclusdes da dissertacao e algugestdes de trabalhos
futuros;

e O Apéndice A apresenta resultados com a rela¢do variawsaias;

e O Apéndice 2.2 apresenta resultados relativos a AlgebealLin



2 PRELIMINARES

2.1 CALCULO MATRICIAL

Neste capitulo pretendemos expor resultados importaet€attulo Matricial. No en-
tanto, precisaremos, previamente, apresentar resulpaelasinares da teoria do produto de
Kronecker e da vetorizagéo.

O produto de Kronecker é um operador que transforma duagestte ordemn x n e
p X g em uma de dimensaap x ng:

Defini¢céo 2.1.1 (Produto de Kronecker [93, 94]).Sejam as matrized = (a;;) € ™" e
B € ®P*? o produto de Kronecker de A e B o operador matricial que produz a matriz
C € R™P*" da seguinte forma:

aHB . CLlnB
C — . . .
B - amnB

O produto de Kronecker seréa representado poe sera utilizado assim:

C=A®B. U

Note que enquanto o produto matriciaB exige um namero igual de linhas dee de
colunas e4, o produto de Kronecker € definido para qualquer par de meatfiz B [94].

Definigdo 2.1.2 (Vetorizacéo [94]).Seja a matrizA € R™*" e A,; a suaj-ésima coluna,
o operador de vetorizacade A, cuja notacdo seraec(A), gera um vetor de dimensaon
da seguinte forma:

A*l

A*Q

vec(A) = _ : O
Asn
Note que a vetorizagdo é definida para qualquer matride modo que ndo exige que

ela seja quadrada. Além disso, note também a igualdadel) = vec(B) ndo implica em
A= B.

Agora que vimos o produto de Kronecker, a vetorizacéo e adguie suas propriedades,
partamos para a exposi¢ao da teoria do calculo matricledada neste trabalho.

Ainda ndo ha na literatura uma padronizagéo da teoria deloaheatricial. De fato,
observa-se duas grandes vertentes, que se diferenciatarstiabnente na definicdo da
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derivada de um vetor por um escalar. uma parte da bibliogdafime a derivada de um
vetor coluna em relagdo a um escalar como um vetor linha csiopelas derivadas par-
ciais, como pode ser visto em [95]; a outra parte, por outlo,ldefine a derivada de um
vetor coluna em relacdo a um escalar como um vetor colunaastmpelas derivas parciais,
como pode ser visto em [94, 96, 93, 97, 98]. Neste trabalhtaeelnos a segunda definicéo.

2.1.1 Derivada de funcdo de matriz

Definicéo 2.1.3 (Derivada de uma funcao vetorial em relacdowam vetor [93, 98]). Sejam
o vetory = [z .. :c(”] € R" e a fungéo vetorialf : R — R™, aderivada def em re-
lacdo ar € a matrlz %) de dimensda x n cujo termo dai-ésima linha g/-ésima coluna,
(%(;)) ,coluna e

ij

(42, 5 :

Por essa definicdo, resulta diretamente que no caso parteml quer for um escalar,
1% sera um vetor coluna e, no caso em gj(e) for escalar e um vetor colunaZ.® sera
um vetor linha.

Até agora, temos a definicdo da derivada de um vetor em retagétvo. Além disso, ja
definimos a ferramenta matematica que transforma uma neatrizm vetor: a vetorizacao.
Nossa proposta para a definicdo da derivada de uma matrizagéoe outra serg, portanto,
uma conjugacdo desse operador com a idéia utilizada parfinicde da derivada entre
vetores.

Definicéo 2.1.4 (Derivada de uma funcdo matricial em relacda uma matriz [93]). Sejam
amatrizX € R"*? e a fungdo matriciaF' : R"*? — R™*P aderivada deF' em relagdo a
X éa matrlzaF(:D de dimensaanp x nq tal que

OF(x) a Ovec (F(X))
0X dvec (X)

2.1.2 Série de Taylor

O ultimo resultado em relagédo ao calculo matricial que noscgssario € o da Série de
Taylor para funcdes vetoriais. Entretanto, antes de irmretasnente a esse resultado, vamos
antes definir um operador que nos ajudara no manuseio da série

Definig&o 2.1.5 (O operador¥§ _f). * Sejam os vetore¥ = [z(!) .. -x(”)]T ERec=
EREE -c(”)}T € R" e 0o mapeamentg : R — R™, comm € N*en € N*, o operador
vs .. f, coma € N*, e tal que

Modificado do operadab*” f de [13] e de [98].



U fE Y (o) =) (ol — ol 6x(f)“f .(23(@-&) _ -
Definido o operador, vamos apresentar a série de Taylor pacéés vetoriais. Esse re-
sultado encontra-se, fundamentalmente, em [98], CapifiBecaol .3, pagina23, equacao
(1.89) ; em [12], Apéndice II, pagindl2, equacaq@10); em [85], Sec¢aq, pagina3, equacgao
(2); e em [13], Secdo Il, paging3, equacdd3). O lema que propomos retne esses resul-
tados e acrescenta uma condicao de diferenciabilidadeagargaof .

Lema 2.1.1 (Série de Taylor para fungbes vetoriais [13, 98])Sejam o vetotX € R", a
funcdof : R" — R™ diferenciavel até orderh e o pontac € R”, f(X) pode ser escrito da
seguinte forma:

£ = o+ e Bl Sy
no qual .
Ref = (iﬁi];!’
em quer = ¢+ 6(X — ¢), comod € (0, 1). O

2.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

Nesta se¢do expomos algumas definicdes com relacéo a Vaudde@tdrias que serdo
importantes para o desenvolvimento deste trabalho.
2.2.1 Momentos de uma variavel aleatoria

Defini¢éo 2.2.1 (Valor Esperado).SejamX € " um vetor aleatorio de funcdo densidade
de probabilidadeyx (e) e a fungdof : R — R™ , ovalor esperado d¢{X }, E{f(X)}, é

B{f(X)} = / " Fadpx(@)de o

Definicdo 2.2.2 (Média de uma variavel aleatéria) Seja a variavel aleatériaX’ € R", a
média deX, X é
X = E{X}. O



Definicdo 2.2.3 (Matriz de covariancia de uma variavel aledtia). Seja a variavel aleatéria
X € R de médiaX, amatriz de covariancia de{, Py, &

Pex = E{(x - X) (x - X)"}. O

Definicdo 2.2.4 (Momentos centrais escalaresj.Seja a variavel aleatéri& ¢ ®" de mé-
dia X, ez® a suai-ésima componente escalarkeésimo momento escalar deé referente
ax@) . 2l M e

21, k)

My = B{(®) — 70) . (a0 — 360)} 0

("),

Definicdo 2.2.5 (Skewness de uma variavel aleatéria J.Seja a variavel aleatori&k € R
de médiaX, askewnwess d& é o seu momento central de ordem 3. O

Definicédo 2.2.6 (Coskewness de uma variavel aleatéria‘.Seja a variavel aleatori&k €
R™ de médiaX, ascoskewnwess d& s&0 0s terceiros momentos centrais escalare¥ de

Definicdo 2.2.7 (Matriz de coskewness de uma variavel aleai®). ° Seja a variavel aleatoria
X € ®" de médiaX, a matriz de coskewnwess d€ é matrizP; de ordemn? x n cujo
termo daz-ésima linha ej-ésima coluna é dado por:

3 ._ 3
(PX)z] T Mm(ll)x(ZQ)m(j)’

em que = lls. O
Lema 2.2.1 (Matriz de coskewness de uma variavel aleatoria¥ Seja a variavel aleatoria
X € ®" de médiaX a sua matriz de coskewneB$ pode ser escrita na seguinte forma:

PL=E{(x-X) (x-X)"® (X - X)}. O
Definicdo 2.2.8 (Kurtosis de uma variavel aleatdria ).” Seja a variavel aleatériaX € R
de médiaX, akurtosis deX € o seu momento central de ordem 4. O

Definicdo 2.2.9 (Cokurtosis de uma variavel aleatéria )® Seja a variavel aleatériaX €
" de médiaX, ascokurtosis deX sdo os quartos momentos centrais escalareX de [

2modificado de [97].
3Modificado de [97].
“Modificado de [97].
SModificado de [97].
6[971.

’Modificado de [97].
8Modificado de [97].
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Definicdo 2.2.10 (Matriz de Cokurtosis de uma variavel alediria ). ° Seja a variavel aleatéria
X € R" de médiaX, amatriz de cokurtosis d& é matrizP5 de ordem? x n? cujo termo
dai-ésima linha gj-ésima coluna é dado por:

4 R 4
(PX)Z] T M$(l1)x(12)x(l3)$(l4)7

em qua =il ej = l3l4. O

Lema 2.2.2 (Matriz de Cokurtosis de uma variavel aleatoria) 1° Seja a variavel aleatéria
X € ®" de médiaX a sua matriz de cokurtosiB; pode ser escrita na seguinte forma:

® (X -X)o (X -X)}. O

2.2.2 Momentos de um conjunto de amostras

Do mesmo modo que temos as definicdes de momentos para i@akeatdrias, também
podemos fazer definicbes analogas para conjuntos de asostra

Definicdo 2.2.11 (Média amostral [13, 98])Seja{ X;, w;}, i = 0,1,2,..., N, comN €
N, um conjunto de amostrgsY;) e pesos);) da variavel aleatériaX € R",n € N*, a
média amostral dg§ X;, w;}, ny,, €

N
Nx, = Z w; X; U
=0
Definigdo 2.2.12 (Matriz de covariancia amostral).*! Seja{X;,w;},i=0,1,2,..., N,

comN € N, um conjunto de amostrds\;) e pesost;) de media amostrajy, da variavel
aleatoriaX € R",n € N*, amatriz de covariancia amostral déX;, w;}, Xx,x,, €

N
ZXiXi = Zwi (Xl - nXi) (Xi - nXi)T O
i=0

Definigdo 2.2.13 (Momentos centrais escalares amostrai§eja{x;, w;},i =0, 1, 2, ...
, N, comN < N, um conjunto de amostrgg;) e pesos;) de média amostrap, da
variavel aleatériax € R, o k-ésimo momento central amostral de;;, w; }, p% , €

N
k
= Y o ) .
i=0
SModificado de [97].
10197.
1113, 9g].
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Definicdo 2.2.14 (Momentos centrais cruzados amostraispeja{ X;, w;},i = 0,1,2,..., N,
comN € N, um conjunto de amostrds(;) e pesost;) de media amostraj . da variavel

aleatériaX € ", n € N*e sejarmgl), e ,xz(") as componentes escalares da amosfra
tal que
(1
Ty
2
X;=| "
(n)
Z;
0 k-ésimo momento central escalar cruzadﬁl), e :cl(.j’“) amostral de{z;, w;}, 1", o)
Ty ey
é
N
k A (41) j (Jx) j
v ' i=0

Como definimos os momentos amostrais acima, podemos taneinérmalogia as var-
iaveis aleatérias, definir o valor esperado amostral:

Definigéo 2.2.15 (Esperanca amostral)Seja{ X;, w;}, ¢ = 0,1,2,..., N, comN € N,
um conjunto de amostrgsy;) e pesos;), € 0 mapeamentg : R" — R",a esperanca
amostral def (X;), ={f (X;)}, é

N
2{/(X)} =Y wif (X)) O
=0
Coroléario 2.2.1 (Momentos centrais amostrais).Seja{ X;, w;}, ¢ = 0,1,2,..., N, com

N € N, um conjunto de amostrgs\;) e pesos;), de média amostrajy, ,as seguintes
igualdades sé&o verdadeiras:

1.
Nx, = S {Xz'} ;
2.
S = E{(X =) (X =)'}
3.
=2 {(m )"}
4.
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2.3 FILTRO DE KALMAN

Agora que colocamos as transfomadas que ha na literatwesmgas expor os filtros de
Kalman unscented que existem. Vamos aqui relembrar o Eitir&alman (para sistemas
lineares) e o Filtro de Kalman Estendido - que é uma outradmob-6tima de filtragem
nao-linear - para depois apresentarmos os filtros de Kalmseceated.

A filtragem recursiva (de tempo discreto) se da quando mousaim vetor de estado
xr € R"que se desenvolve de acordo com uma funcao

o = [ (Tp-1, @, k), (2.1)

juntamente quando medidas séo feitas medjglas R™ que se relacionam com o vetor de
estado a partir da fungéo

yr = h (Jfk,’f’m k) ) (2.2)

em queg, € R? é um ruido de processorg € R” € o ruido de medicdo. A funcgo(e) é
conhecida como fungéo de processo e a furkg@) como funcéo de medicéo.

Essa filtragem consiste em obter estimativas do esta@omedida que novas medidas
y, ficam disponiveis. No caso da filtragem recursiva bayestaaa, a filtragem parte do
conhecimento de um certo estado a priori, ao qual geralnserdé o indice de temgo= 0.

De um modo geral, ela tem o objetivo de fornecer a cada irestlntempd:, um valor
de i, (estimativa da média de,) e deP)"gX (estimativa da matriz de covariancia.dg.

De modo mais estrito, a filtragem bayesina se da quando dalfiagéo do problema de
fitragem mediante a aplicacdo de modo recursivo da formellBaes que relaciona uma
distribuicdoa priori com umaa posteriori No entanto, por ndo ser o fim deste trabalho,
colocamos nesse termos a filtragem recursiva bayesiamaquie o que aqui foi descrito €
uma consequéncia da aplicacao da férmula de Bayes.

2.3.1 Filtro de Kalman para sistemas lineares

Aqui pretendemos expor o esquema geral das equacdes dadéltkalman. Nossa
intencdo ndo é dar aqui uma prova rigorosa desse filtro, n&toser esse 0 objetivo deste
trabalho. Queremos apenas chegar as equacdes caraaergséis idéias mais basilares da
filtragem por filtro de Kalman, para que possamos, postednte) estendé-las a filtragem
nao-linear e, de modo especial, ao Filtro de Kalman Unsdente

O Filtro de Kalman é o estimador 6timo para 0 caso em que avss{R.1)-(2.2) € linear
(vide [2], [99], [3] e [100]). De fato, considere que (2.P£) possa ser escrito da seguinte
forma

T = Aprr—1 + Brqy, (2.3)
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Yr = Cray, + 1y, (2.4)

em queg, ~ N (0,Qx_1), err ~ N (0, Ry) sdo ruidos brancos gaussianos descorrelaciona-
dos. O Filtro de Kalman é o estimador 6timo de sistemas lesetnto no sentido de que
minimiza o trago da matriz de covariancia do vetor de estado® no sentido de que max-
imiza a verossimilhancga da funcéo densidade de probatidi¢fadf)a posteriori(vide [2],

[99], [3] e [100]).

O algoritmo desse filtro pode ser escrito da seguinte maneira

Algoritmo 2.3.1 (Filtro de Kalman). Considere o sistem@.3)(2.4) e suponha que no in-
stante de tempb = 0,

#o = E {zo} = 0, Phx = B { (w0 — 20) (20 — 7)" } = Pix. 0

o Filtro de Kalman é composto das etapas de predicao e de correcao da seguinta:fo

1. Predicdo

Tpjh—1 = ApZp_1, (2.5)
POV = APE AT + Qi (2.6)

2. Correcao
~ A —1
Ge= PRl (mer b))
T = Zrp—1 + Gr (yk — Crligp—t) (2.7)
Phy = (I, — GpCy) Py (I, — GhCy)" + Gy R, GT. (2.8)

As equacles (2.7)-(2.8), fornecem as estimativas desejddaermoG, é conhecido
comoGanho de Kalman

2.3.2 Filtro de Kalman Estendido

O Filtro de Kalman fornece estimativas para 0s casos em (ig&os em questao é lin-
ear. No entanto, a solugéo para o caso em que as furi¢egee g (o) de (2.1)-(2.2) séo ndo-
lineares é intratavel ou indisponivel (secdo 3.1.1) erstéras subotimas sdo necessarias.

Uma alternativa bastante utilizada é o conhecido Filtro déé&n Estendido (FKE).
Como o préprio nome sugere, esse filtro se utiliza da basewségs do Filtro de Kalman
para conseguir uma forma de estimativa aproximada. No casicydar do FKE, a técnica
de aproximacéo utilizada € a linearizacéo, que € a aprofiondg Série de Taylor tanto da
média quanto da matriz de covariancia até a primeira ordem.

Também aqui a nossa intencdo € apenas expor o algoritmo filesse por causa da
sua importancia na literatura - para que possamos utilizaridéia analoga para o Filtro de
Kalman Unscented.
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Algoritmo 2.3.2 (Filtro de Kalman Estendido). Considere o sistem@.1)(2.2)e suponha
gue no instante de tempo= 0,

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X,

o Filtro de Kalman Estendida composto das etapas de predi¢édo e de correcdo da seguinte
forma:

1. Predicdo
J L of (SCkfh(Jk,k)
Tp—1,f " 6[Ek_1 . )
Tp—1=Tk—1
:i'k\kfl = f (ik—la 07 k) ) (29)
PYx ' = To g PR TE o+ Qi (2.10)
2. Correcao
oh k
Ty e D@ T K) , C
aSL’k o
Tp=Th|k—1
N N —1
G = PN (Ru+ Lo PXSEL)
T = Bup—1 + Gr (yr — b (Eppe-1,0,k)) (2.11)
Py = (In — Grupn) PAx " (I — GrJo)” + GrRyGE. (2.12)

Definicbes de derivadas podem ser encontradas na secao 2.1.

2.4 FILTROS DE KALMAN UNSCENTED

Para uma melhor compreensao do que sera exposto aqui, &amtpague se tenha a
distincdo entre os conjuntos de pontos sigma, as transflarmmascented (TUs) e os filtros
de Kalman unscented. Com efeito, um conjunto de pontos ségenaproximacéo da dis-
tribuicdo de uma variavel aleatdria por um conjunto de pomonderados (na secdo 3.2
definiremos com maior precisdo como se da essa aproximag@aw. TU é, por sua vez,
uma aproximacao da distribuicdo de probabilidade conjdetauas varidveis aleatérias,
sendo que uma é o resultado da transformacgéo da outra (rasédaremos essa defingcao
com mais rigor). Um FKU se utiliza de uma TU de forma recursamto na fungéo de
processo quanto na funcao de medicdo de um sistema dindianems a formulagéo dos
FKUS de maneira mais precisa no capitulo 6).
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Assim, no caso, por exemplo, do Filtro de Kalman Unscentet8ico, o conjunto de
pontos sigma é constituido pelo conjunto de pontos sinostfigue sera apresentado logo a
seguir) e a transformada é constituido por dois conjuntqsodéns: o conjunto de pontos
sigma (no caso o simétrico) e outro em que cada pontos é damaragao do conjunto de
pontos sigma simétrico.

Além disso, deve se ter em conta que cada FKU é apresentadaanversdes: uma
conhecida como aumentada e outra conhecida como aditiaritdaira forma, a dimenséo
do vetor de estados é aumentada pela dimensao dos ruidosddejoe se possa considerar
estes de maneira ndo aditiva. Na segunda forma, esse audtenstor de estados néo é
feito e os ruidos sao tratados de forma aditiva.

2.4.1 Filtros de KalmanUnscented forma basica
2.4.1.1 Filtros de Kalman Unscented Simétricos

O grupo de autores que tem o mérito de apresentar e de damosns passos mais
solidos no tema da Transformada Unscented é composto pdufed, J.K. Uhimann e H.F.
Durrant-Whyte. Apesar de ser o primeiro filtro de kalman ensed proposto, o simétrico é
ainda muito utilizado - sobretudo na forma escalada, a guélapresentada mais a frente.

Esse filtro simétrico tem a particularidade de possuir 0s gemtos - salvo o ponto
situado na média - distribuidos simétricamente dois a doigano da média e os seus
pesos todos iguais - salvo o peso do ponto central. Confoaramos mais a frente, essa
disposicdo de pontos e pesos permite que todos 0os momemntogis@mostrais impares
sejam iguais a zero o0 que torna esse conjunto uma boa esewotha pstimacao de variaveis
aleatdérias com densidade de probabilidade simétricas B tta média, visto que estas
também possuem todos 0s seus momentos impares iguais a3jero [

O Filtro de Kalman Unscented Simétricofoi o primeiro a ser apresentado na literatura.
Em particular, a forma simétrica foi sendo proposta de nmaséliferentes - mas equivalentes
- até que tomou sua forma final €2004. O primeiro trabalho dessa forma, que também
€ o primeiro trabalho dos filtros unscented, € o de [10]186%. Posteriormente, foram
propostos [11, 12] até que €204 [13] esse filtro tomou a sua forma final.

Apresentamos a transformada unscented simétrica de [82feso formato de lenta
Esse lema, além de reproduzir o resultado, contém um elemeetcompleta o resultado
proposto: a insercdo da condicdo de diferenciabilidademigdb ndo-linear e a condicao de
quex # n, omitidas em [82].

Lema 2.4.1 (Transformada Unscented Simétrica de [82])SejaX € R" uma variavel aleatoria
gaussiana de médid, matriz de covarianci®y x e seja o mapeamenfo: " — R™ difer-
enciavel até ordem que define a variavel aleatérid tal queY := f(X) e seja, ainda, 0s

?Esse lema n&o se apresenta de forma explicita em [10].
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conjuntos de pontos e pesps,, w;} e {v,, w:|v;, = f(x;)}, parai = 1,2, ..., n, tal que

Xo = X,
K
wo_n+/f
X@:X+< z PXX) )
L —wo i
w; = ! ) (2.13)
n-—+ kK
XiJrn:X_( 1_,nw0PXX)*ia
1
Witn =

em quex € R ex # —n, as afirmacdes abaixo séo verdadeiras [82]:

1. {x;,w;} tem a média amostrah(), a matriz covariancia amostrabf,, ) iguais ax
e a Py x respectivamente [82].

2. Cada momento central amostral de ordem impaf gdew; } é igual ao momento cen-
tral de X de mesma ordem que é igual a zero. O conjunto de pontqs dey,,, € 0
menor conjunto de pontos que consegue esta aproximacao [82]

3. A Série de Taylor da meédia amostral §e;, w;} ndo difere da Série de Taylor da
média deY” até a quarta ordem [82].

4. A Série de Taylor da matriz de covariancia amostralde w;} néo difere da Série
de Taylor da matriz de covariancia dé até a quarta ordem[82].

5. ovalor dex néo altera o primeiro, nem o segundo e nem o terceiro momentsaal
de(2.13)[82].

6. Parax = 3 — n, 0 quarto momento central dgy;, w;} é igual ao quarto momento
central deX[82].

7. Os coeficientes das Séries de Taylor da média amostral eatié&zrde covariancia
amostral de(2.13) progridem geometricamente com razgﬁ. Portanto, seX for
qualquer distribuicdo simétrica, e for tal que0 < n + x < k, em que k é o valor
do quarto momento central d€, a aproximacao po(2.13)sera melhor que a aprox-
imagéo por linearizacao [82]. O

Em [10], Julier e Uhlmann publicam um novo trabalho no temastemacéo por pontos
sigma. Pouco inovativo em relagcéo a [82], mas mais detallidesse trabalho, eles expdem
o resultado mediante um método um pouco diferente do wtdizan [82], visto que apre-
sentam antes a Transformada Unscented para depois maitrarrecursivo - o qual deram
o nome de filtro Unscented - que utiliza essa transformada.
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O resultado pode ser condensado no lema a Séguir

Lema 2.4.2 (Transformada Unscented Simétrica de [10])SejaX € R" uma variavel aleatoria
de médiaX, matriz de covariancia@y x e simétricad* em relagdo aX e seja 0 mapeamento
f R — R™ diferenciavel até orderh que define a variavel aleatérid tal que

Y = f(X),

e seja, ainda, os conjuntos de pontos e pesgsw;} e {v,,wi|v; = f(x;)}, parai =
1,2,...,n, tal que

XO:Xu
K
W g
0 n+kK
— n
XZ-IXﬂL( PXX) )
1—U}0 *
1
w; = , (2.14)
n—+ kK
— n
=X = P
XZJF" ( 1—’11]0 XX)*Z"
1
Witn = )
* n—+ kK

em quex € R ek # —n, as afirmacdes abaixo sédo verdadeiras [10]:

1. {x;,w;} tem a média amostrah(), a matriz covariancia amostrab{, ) iguais ax
e a Pxx respectivamente [10].

2. A Série de Taylor da média amostral ¢le,, w;} ndo difere da Série de Taylor da
média deY” até a segunda ordem [10].

3. A Série de Taylor da matriz de covariancia amostra{de w;} néo difere da Série
de Taylor da matriz de covariancia dé até a segunda ordem [10].

4. SeX for gaussiana, o valor = 3 — n sera uma boa escolha heuristica [10].

5. Sex < 0, a matriz de covariancia amostral dos amostras transforasgokela fungao
f pode vir a ser ndo-positiva definida [10]. O

Temos uma critica com relacéo a esse trabalho. Ele afirmaoclgdritmo serve para
qualquerescolha do modelo de proce8gd)]. (grifo do autor). O que ndo é verdade. Como
veremos, a transformacéo sé pode ser usada com funcéesndifareis até, pelo menos, a
segunda ordem (vide Lema 5.1.2).

3pa mesma forma que na definigéo anterior, esse lema no seaarde forma explicita em [10].
14 definicdo de variavel aleatéria simétrica em relag&o a umo g@nto pode ser encontrada na definicéo
Al.l.
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Em 2004 Julier publica [13] que que reune os resultados até ent@ndelsidos nessa
area - ndo apenas 0s conjuntos pontos simétricos, mas taadsralada, que veremos mais
a frente, e outros - e mostra a prépria Transformada de umeiraamm pouco mais intuitiva
que nos trabalhos anteriotes

Lema 2.4.3 (Transformada Unscented Simétrica)SejaX € R" uma variavel aleatoria
de médiaX, matriz de covarianciaPx x e simétrica® em relagdo aX e seja 0 mapeamento
f: ®R" — R™ diferenciavel até ordem que define a variavel aleatérig tal queY :=
f(X) e seja, ainda, os conjuntos de pontos e pgsgsw;} e {vi,w;|v; = f(x;)}, para
i=1,2,...,n,tal que

XO_X7
n
Xz:X+( PXX) ,
1—U)0 i
1—
w; = — 20 (2.15)
2n
_ n
=X — P
XZJF” ( 1—U}0 XX)M"
l—wo
Witn = 5
+ 2n

em quew, € R ew, # 1, as afirmagdes abaixo sao verdadeiras [13]:

1. {x;,w;} tem a média amostrah(), a matriz covariancia amostrab{, ) iguais ax,
a Py x respectivamente.

2. Cada momento central amostral de ordem impaf gew; } é igual ao momento cen-
tral de X de mesma ordem.

3. A média amostral déyi, w;} difere da média d&” a partir da quarta ordem da série
de Taylor e apenas nos termos de ordem par.

4. A matriz de covariancia amostral dei, w;} difere da matriz de covariancia dé a
partir da segunda ordem da série de Taylor e apenas nos tedmosdem par. [

Apresentadas as transformadas unscented simétricagemas os algoritmos do fil-
tro de kalman unscented aumententado simétrico e do filtkaliean unscented simétrico
aditivo utilizando a ultima forma da transformada unscgsimétrica (a de [13]).

Algoritmo 2.4.1 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aumatado). Considere o sis-
tema(2.1)}(2.2) e suponha que no instante de tenipe 0,

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

5Mais uma vez, o lema abaixo ndo se encontra de modo expliifa3].
16A definicdo de variavel aleatéria simétrica em relag&io a umo g@nto pode ser encontrada na definicéo
Al.l.
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Considere, ainda, o0 seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

2= [l al ]

T = [z}, O,O]T,

Pty 0 0
PYs=| 0 Q 0
0 0 R

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aumentadbcomposto das etapas de predi¢do e
de corre¢éo da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Parai = 1,...,n,, n, = n+ ¢+, compute 0s pontos sigma aumentagss, e
Sseus pesos; assim:

0,a __sa
Xk—1 = Tp—1>

iwa O Ng Hk—1,a
Xi—1 = Xp—1 T Pxx ,
1 Wo .
d %
i+na, 0,a Ng Hk—1,a
Xi—1 = Xp—1 T Pxx ,
1 — Wy .
dxg
1-— Wo
W; = Witn = )
2n,
em que
i,x
' Xk—1
na i,W
Xk-1 = | Xg—1
@,v
Xk—1

(c) Faca a transformacao dos pontos sigma:

i,a . ha
Xklk—1 = Xk—1

X;c’\al;—l =/ (XZ%XZ’% ) :
(d) Calcule as predicdes da estimativa e da matriz de conaré

2Nq
P o 2,T
Trlk—1 = wz’Xk|k_17
1=0

2Ng

. ‘ 4 T
Pk\kfl _ W; i,z _ 4 i,z _
XX = i \ Xkjk—1 klk=1 ) \ Xg|k—1 klk=1 ) -
=0
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2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicao da mediqugg_l:
’Y?qkq =h (X?ﬁp X?il? k) :

(b) Calcule a predicao da medican,,—, € da matriz de covariancia da medicao
PHE! preditas

2Nq

~ _ )

Yklk—1 = E Wik |k—1>
i=0
2Ng

Sklk—1 i A i A

Pyy ~ = E Wy (7k|k—1 - yk\k—l) (mk—1 - yk|k—1)
i=0

T

(c) Calcule a matriz de correlacdo cruzada predit ‘1’?’1:

2nq
Hk|k—1 1,T N i ~ T
ley = Zwi (Xk\k—l - $k|k—1> (7k|k—1 - yk|k—1) .
=0
(d) Faca a correcao das estimativas preditas
~ A —1
G — P (P
T = Zup—1 + Gr (Y — Tnje—1) 5

Sk pklk—1 Sklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gk' U

Algoritmo 2.4.2 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aditvo). Considere que o sis-
tema(2.1)}(2.2) pode ser escrito da seguinte maneira

v = f(vp-1, k) + q,
yk:h(l’k,/{?)—i"f’k,

e suponha que no instante de tenipg 0,
Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X =F {(ZL‘Q — fo) (IL’Q — i‘o)T} = p)O(X

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aditivé composto das etapas de predicdo e de
correcao da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor paray, < 1.
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(b) Para: = 1,...,n, compute 0s pontos sigma aumenta;s&gé,1 € Seus pesos;
assim:

0 A
Xk—1 = Tk—1,

i 0 N s
= P
Xk-1 = Xg—1 T { T—wy XX
itn 0 Pk—1
Xih = X [ 1_w0PXX_*i7
1-— Wo

W; = Wi4n = on

(c) Faca atransformacao dos pontos sigma:
X2|k71 =f (X;gfu k?) .

(d) Calcule as predicdes da estimativa e da matriz de conaré

2n
- _ i
Tklk—1 = E WiXk|k—1>
i=0
2n
Aklk—1 i . i . T
Pyy = E W; (Xk|k71 - Jfk|k—1) (Xk|k71 - ll?k|k_1) + Q-
i=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicéo da mediqgg_l:
72\1@—1 =h (XZ—M k) .

(b) Calcule a predicdo da medican,,—, € da matriz de covariancia da medicao
PHE! preditas

2n
. _ i
Yklk—1 = E WiY k-1
i=0

2n
Py = Z Wi (Vg1 — Inp—1) (Vepeos — Qk|k71)T + By
i=0

(c) Calcule a matriz de correlagéo cruzada predﬁ’é@‘l:

2n

Sklk—1 i N i N T

Pyy = § :wi (Xk\kfl - xklk%) (Vk\k—l - ykl’ffl) :
=0

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
N N -1
G PE (P
T = Brp—1 + Gr (Y — 1) »

Sk pPklk—1 Sklk—1 ~T
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2.4.1.2 Filtros de Kalman Unscented Minimo

Sabendo que o custo computacional de uma aproximacao ptrspsigma € propor-
cional ao namero deles ([84]), Julier e Ulhmann buscarammnar um algoritmo que uti-
lizasse a menor quantidade de pontos possivel. Em respassta, @m [83] apresentaram
um algoritmo que, para uma variavel aleatoria de ordeuntilizan + 1 pontos sigma, que é
a menor quantidade de pontos sigma necessaria (vide Noiae323, 84, 13]).

Esse novo algoritmo comporta a propriedade de, além deaigaahédia e a covariancia
da variavel aleat6ria, minimizar os momentos de ordefj83, 84, 13]). Podemos juntar
os resultados desse algoritmo no lema abldixd/ale apenar atentar para o fato de que
o algoritmo apresentado em [83] contém erro nos indjsePois 0 casg = 2 nado esta
contemplado.

Lema 2.4.4 (O Conjunto Reduzido de Pontos Sigma ([83]))SejaX € R" uma variavel
aleatoria de médiaX = 0, matriz de covarianciay x = I,, € seja 0 mapeamento: i" —
R™ diferenciavel até orderh que define a variavel aleatérid, Y := f(X), e seja, ainda, o
conjunto de pontog! e pesosv;, para: = 0, 1,2, ...,n+ 1, obtidos pelo seguinte algoritmo:

1. Escolha um valor para, tal que0 < wy < 1.

2. Calcule os pesos:

1;”0 ,parai = 1.
w; = w1 ,parat = 2.
2i=Yw, ,parai=2,...,n+ 1.

3. Inicie a sequéncia de vetorg$:

1 1
X2 2w,
4. Expanda a sequéncia de vetores para 2, ...,n de acordo com
( j
X0 .
,para i = 0;
j
, Xi
I+l [_ 1 ] cparai=1,...,7;
£/ 2w;
0;
1 ,parat =5+ 1.
\ A /2?1)j

17Este lema é uma composigdo nossa que busca reunir os resudattansformada em questéo
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as afirmacdes abaixo séo verdadeiras [83]:

1. {x7, w;} tem a media amostrah(), a matriz covariancia amostrab{,, ) iguais ax,
a Py x respectivamente;

2. Cada momento central amostral de ordem impar{gg, w;} € igual ao momento
central deX de mesma ordem.

3. A média amostral da transformacéao ¢g?, w;} difere da média d&” a partir da
quarta ordem da série de Taylor e apenas nos termos de ordem pa

4. A matriz de covariancia amostral da transformacao{dé, w;} difere da matriz de
covariancia deY” a partir da segunda ordem da série de Taylor e apenas nos &rmo
de ordem par;

5. {x¥, w;} minimiza 0os momentos de terceira ordemle O

Para o caso de uma v.X*de médiaX* # 0 de matriz de covarianci&y-x- # I,,, 0S
ponto sigmay; v.a. sao obtidos a partir da seguinte transformagéo [83]:

X; = X"+ Pxex-X;- (2.16)

Este conjunto de pontos sigma contém dois problemas. Um é&lgugode se tornar
numericamente instavel para grandes valores (deeja [84]). Com efeito, coma; = 1;%
e como os outros valores dos pesos e dos pontos dependemgtandes valores defarao
com que a exponencial' adquira valores muito altos e, em consequéngiatera valores

muito pequenos, fato esse que podera gerar problemas coseri

Outro problema é que nem a média, nem a matriz de covaridnciargunto de [83] sdo
iguais a média e a matriz de covariancia, respectivameateada priori quandon € maior
que um. De fato para= 1(n = 2), teremos

- _
2 _ | Xo | _
Xo 0 ] 0 ]
- LA )
X1 -
Xi=| __ 1 = [ A ]
L V2w T V2w
[0 0
L 2w1 2wq

Os pesos serao:
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]_—wo_l—wo
22 47

Wo = Wy,

wp =

W3 = 22w1 = 411)1.

Agora, vamos calcular a medig. dex?:

Hy2 = Wo + wy 2w

V2w
1
=), 2w ]
L V2w1
1
1— Wo [ - 2w, ]
= - Vl X
4 3\/2101

Vamos calcular a matriz de covariangig:,: dey? :

o1 ) (] )
el ()
Sl (EHERI(EES

1 1 1
2w1 T VRuwr T V2w T
_MOMXQ'UX T ] [ _ 1 ] — [ _ 1 ] 2%
\/2101 V2w1 2wy

T
1
— Wifhy2 [ 21w1 Wiy “52
V2wi
T
0 0 o 1,
+dwp | 1 — 4w, 1 %
2 V2w 2w1
— 4w1,uX [ + 4w1,uX2uX
2 V2w

T T
1 1 0 0
(B S g
2w1 2w1 2w1 2w1
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T
= Hy2 2 (wo + 5w1)
11
2wq 2w
RS O I R
2w 2w1

1

= MX2M§2 (U}() + 511)1)

1 1
2 2
+ w1 7~1Ul 5 wll
2wq 2w

_1
L V2w

1

L 9T
—wl,u[ V2w1 ] )
V2wy

Como era assumido que a v.a.priori era de médiaX = 0 e matriz de covariancia
Pxx = I, vemos que nem a média, nem a matriz de covariancia séo dasma

Expostos a transformagdo minima e seus problemas, vaneseapr o filtro de Kalman
unscented minimo aumentado e o filtro de Kalman unscentedmaditivo.

Algoritmo 2.4.3 (Filtro de Kalman Unscented Minimo Aumentado). Considere o sistema
(2.1}(2.2) e suponha que no instante de tenipe 0,

i‘o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o0 seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

Ty = [x{,q,f,r,ﬂT,
T8 = [f{,O,O]T,
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Pty 0 0
Pyyi=1| 0 Qp 0
0 0 R

O Filtro de Kalman Unscented Minimo Aumentadé composto das etapas de predicéo e
de corregéo da seguinte forma:

1. Predicao

(a) Escolha um valor paré < wy < 1.

(b) Parai=1,...,n4,ny = n+ q+ r, COMpUte 0S Pesos:

12_;50 ,para i = 1.
w; = wy ,para i = 2.
20wy L parai=2,...,ne+ 1.

(c) Inicie a seqliéncia de vetorgg™;:
1,a,0
Xpoy = [0].
Xl,a,l — | _ 1
k—1 2w1 ‘

1,a,2 1

em que
e
A= | A
X1
(d) Expanda a sequéncia de vetores para 2, ..., n:
( 7,a,0
Xk—1 )
,para 1 = 0;
7,0,1
_ _ Xk—
X = [_kf ] parai=1,...,7;
£/ 2w;
0 j+q+7r)x1
[<ﬁﬂ)x parai=j+1
\ 211)j

(e) Obtenha os pontos sign;(éﬁl:

Lwa . n+laz
Xg—1 = Xg—1 -
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() Faca a transformacéo dos pontos sigma:
X?J&A = Xg:
XZ\mkfl =/ (X%f1vX21_U1v ) .
(g) Calcule as predicdes da estimativa e da matriz de conaré
£k|k71 = iwiXZﬁla
k‘k ' sz (Xk|k 1 $k|k 1) (Xi’ﬁg,l - fk|k1)T-

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicéo da mediqiﬁgﬁl:

’V;ﬂk—l =h (X?ﬁlv X3 k).

(b) Calcule a predicao da medican,,—; € da matriz de covariancia da medicao
PHE! preditas

a
~ _ )
Yklk—1 = E WiV k|k—1
i=0

P = Z Wi (Yigpo1 = Irik—1) (Vipeos — Qk|k71)T-
i=0

(c) Calcule a matriz de correlagao cruzada pred}t’é"C L

Na
Sklk—1 i@ A i N T
Pyy = E W (Xk‘k,l - xk|k71> (%\k_1 - yklkfl) .
i=0

(d) Faca a correcao das estimativas preditas

R —1
G, = k\k 1 (P;ﬁl}]ﬁ_l) ’
T, = Epp—1 + Gr (Yk — Grge—1) »

Sk plk—1 k|k 1 T

Algoritmo 2.4.4 (Filtro de Kalman Unscented Minimo Aditivo). Considere que o sistema
(2.1)(2.2) pode ser escrito da seguinte maneira

= f(zp—1,k) + i,

28



yk:h(l’k,/{?)—i"f’k,

e suponha que no instante de tenipe 0,

A

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, P)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

O Filtro de Kalman Unscented Minimo Aditiv&e composto das etapas de predicao e de
correcao da seguinte forma:

1. Predicao

(a) Escolha um valor para < wy < 1.

(b) Parai =1, ...,n compute 0S pesos:

1;3’(’ ,para i = 1.
w; = w1 ,parat = 2.
i—1 L
2wy ,parat=2,...,n+ 1.

(c) Inicie a seqliéncia de vetorgs’ ;:

X/lﬁ’—01 = [0]

Xl,l — | _ 1
k—1 /2w1 .

XLQ — 1

(d) Expanda a seqUéncia de vetores para 2, ..., n:
( j70
Xk—1 -
,para t = 0;
7,8
L Xn_
X‘cht1172: [_kll ] ,pCLTCLizl,...,j;
\/ 2w;
[ 0jx1 ] o
1 ,parai = j + 1.
L \/ 2w;

(e) Obtenha os pontos sigma_:
X?c—l = Xzfl-
() Faca a transformacé&o dos pontos sigma:

Xi:|k71 = f (X;cfl) k) .
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(g) Calcule as predi¢des da estimativa e da matriz de conaraé

n
- )
Tklk—1 = E Wi X | k-1
i=0
n
pklk—1 i N i N T
Pyy = E Wy (ch|k—1 - $k|k—1) (Xk|k—1 - $k|k—1) + Q-

=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicéo da mediqgg_l:
72\19—1 =h (XZ‘—D k:) :

(b) Calcule a predicdo da medican,,—; € da matriz de covariancia da medicao
P! preditas :

n
. _ i
Yklk—1 = E WiY k-1
i=0

BT = wi (igeer = Gii-1) (thjeoy = Griee) + R
i=0

(c) Calcule a matriz de correlagao cruzada pred}t’é"C L

n
Sklk—1 i@ - i N T
Pyy = § :wi (Xk\kfl - xklk%) (fyk\k—l - yklkfl) :
i=0

(d) Faca a correcao das estimativas preditas

-1
phik-1 ( phle-1
G = XY (PYY ) )
T = Brpp—1 + Gr (Y — 1) »
Kk phlk-
Pk, =P g PEE T O

2.4.1.3 Filtros de Kalman Unscented Reduzido Esférico

A aproximacao de 2.4.1.2 tem o problema de comportar pradeta estabilidade numérica
por causa da distancia dos pontos em relacdo a origem, qopdérgional &2/ [84]. Em
vista disso, Julier apresentou o Filtro de Kalman UnsceRtmtlizido Esférico que se utiliza
n + 2 pontos. O nome fica justificado pelo fato de que 0s pontossis&ou na origem ou
na hiperesfera de centro na origem e de raio proporciogal.a

A Transformada desse filtro pode descrita no lema abfixo

8Este lema é uma composicdo nossa que busca reunir os resudtattansformada em quest&o

30



Lema 2.4.5 (A Transformada Unscented Reduzida Esférica)SejaX € R™ uma variavel
aleatoria de médiaX = 0, matriz de covarianciax x = I,, e seja 0 mapeamento: i" —
R™ diferenciavel até orderh que define a variavel aleatérid,Y := f(X), e seja, ainda, o
conjunto de pontos; e pesosu;, parai = 0, 1,2, ...,n+ 1, obtidos pelo seguinte algoritmo:

1. Escolha um valor paray, tal que0 < wy < 1.
2. Calcule os pesos:

]_—U}O
w; = .
n+1

3. Inicie a seqiiéncia de vetorgs:

1 1
X2 2w,
Expanda a seqiiéncia do vetores para 2, ...,n de acordo com
4 j—1
Xo .
,para i = 0;
| X | |
X = 1 yparat=1,...,7;
JG+1uwr
0j—1 S
1 ,parat=j + 1.
L J(G+1wr

as afirmacdes abaixo séo verdadeiras [84]:

1. {x},w;} tem a média amostral(), a matriz covariancia amostrab,, ) iguais aX,
a Pxx respectivamente.

2. Cada momento central amostral de ordem impar{gg, w;} € igual ao momento
central deX de mesma ordem.

3. A média amostral da transformacéo ¢lg", w;} difere da média d&” a partir da
quarta ordem da série de Taylor e apenas nos termos de ordem pa

4. A matriz de covariancia amostral da transformacao{dé, w;} difere da matriz de
covariancia deY” a partir da segunda ordem da série de Taylor e apenas nos trmo
de ordem par. O
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N&o apresentaremos a prova desse lema neste trabalho. oOqgle& queria saber mais,
encontrara mais informacdes em [84]. Assim como para o otmfle pontos de [83], para
0 caso de uma v.aX*de médiaX* # 0 de matriz de covarianci&y- x- # I,, 0S ponto
sigmay v.a. sdo obtidos da equacéo (2.16) [83].

O conjunto de pontos sigma esféricos de [84] ndo apresentzbtema de instabilidade
numerica que o conjunto de [83] contém. No entanto, ele terassmo problema de que nem
a sua média nem a sua matriz de covariancia sdo iguais a madiza#&iz de covariancia,
respectivamente, da v.a.priori quandon € maior que um. Com efeito, pafa= 2(n = 2),

2 _ X%_l 10
XO - - )
0 0
- ) - _ LA
X1 — 7=
X% = _ 1 = _E )
L ViG+hw ] L V6w
_ . - -, A
X2 =
v=| =]
L Vi+hw | L Vow
_ 0 .
L +iG+Dw Véw
Os pesos serao:
i 1-— Wo . 1— Wo
n+1 3
Portanto, a média, . dex; sera
0 __1 _1 0
Hy2 = Wo 0 +w _E +w _@ +w BN
Véw Véw Véw
__1 1 0
Véw Vow Vow

Vow
1—U)0 0
= — 3 \/21—100 s

que ja mostra qué&’ # 0. Agora, vamos calcular a matriz de covariarncia, - de x?:

s ([5]-se) (2]




(1 1 T
L Véw 6w
r T
0 0
T | T e 1| T e
| Vow V6w
= Woky2by2
[ 1 I
| ~ Vow V6w
[ 1] I
| T e | T
L Vow | Vow
I .
+w _i [ _\/E T Whty2 2
L 6w | Véw
17t 1
B 6w _\/GTU
- - T
0 0
tw| 1 T Wiyl
| Vow 1 L Vew
- - T
0 0
W L [P T W
| Vow | V6w
o T
—MXQ,UXQ (wo + 3w)
I N 1 N
L Véw | 6w 6w 6w
- - T
0 0
+w 1 1
| Vow | L Vew
[ 1] L 0
—w | R e —w | YV —w ||
L Véuw ~ Vbw Vow
T T
1 1 0
_w“x2[ \/%TU] _w“x2[ @] _w/”LXQIL
~ Vow T Vew Véw
o T
= MXQ,UXQ (wo + 3w)
[ 1 1 __ 1
2w w 2w w
+w | 9 T tw 1 \f ]
0 0
+w 1
10 &
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1 1
L L 0
Vou Vou Vou
1 T 1 T 0 T
T W [_E S R L]
V6w 6w \/@
:MX2M§2 (wo + 311})
10 0 0
+ w 0 1 +w q
L 3w 6w
0
v _L]M;
L 6w

gue é diferente dé.

Os algoritmos abaixo apresentam o Filtros de Kalman UneddRéduzido Esférico au-
mentado e o Filtros de Kalman Unscented Reduzido aditivo

Algoritmo 2.4.5 (Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esféico Aumentado). Considere
o sistemg2.1)(2.2) e suponha que no instante de tentpe 0,

A

.’i‘o = E{SEQ} = Iy, P)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = P)O(X

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

Ty = [:Cg,qg,r,ﬂT,
7 = [z7,0,0]",
Pk, 0 0
Pei=1 0 Qu 0
0 0 Ry

O Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esférico Aumentadaomposto das etapas de
predicdo e de correcao da seguinte forma:

1. Predicao

(a) Escolha um valor par < wy < 1.

(b) Para: =1,...,n4,n, = n+ q+ r, calcule os pesos:
1 — Wy
Ww; = .
ng +1
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(c) Inicie a seqliéncia de vetorgg™;:
1,a,0
X = [0].
Xl,a,l — | 1
k—1 2w1 °

l,a,2 1
Xk_l N |: 2’11]1} .

7,0

o Xk—1
]7G/7Z —_ j7w’i
Xk—1 = | Xk—-1
j7v7i

Xk-1

em que

(d) Expanda a sequiéncia de vetores para 2, ..., n:

( j—1,a,0
[ Xk_ol ] ,para t = 0;

j717a7i
7,Q,% X1 . .
P = _ 1 ,parat=1,...,7;
Vi(G+w:

[ 0(j—1+q+r)><1
\

1 ] ,parat =35 + 1.
JG+)ws

(e) Obtenha os pontos sign;(éﬁl:

n,a,t

Xty = Xp
() Faca a transformacé&o dos pontos sigma:
X?J&A = X?ﬁl
er;cfl =f (Xzﬁlv Xfrfla ) .

(g) Calcule as predi¢gOes da estimativa e da matriz de conar&é

ng+1

A _ 1,T
Tlk—1 = Wi X k-1
=0
Ng+1
pk|k—1 o ) i,z A (% A T
XX = Wi \ Xgjk—1 — Tklk=1) \ Xglk—1 — Tklk=1) -
=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicao da mediqiﬁgﬁl:

Vi1 =h (G200 k) -
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(b) Calcule a predicdo da medican,,—, € da matriz de covariancia da medicao
PHE! preditas

Ng+1
- _ i
Yk|k—1 = E WiYk|k—1>
i=0

ng+1
Aklk—1 , . A . T
By = Z Wi (72\19—1 — Jrje-1) (72\19—1 — Grpo—1) -
=0
(c) Calcule a matriz de correlacdo cruzada predi® ‘fﬁ’l:
Ng+1
Hklk—1 iz R . R T
Pxy = Z Wi (Xk|k—1 - xklk—1> (72\1671 - yk|k—1) .

=0
(d) Faca a correcao das estimativas preditas
~ ~ —1
Gy = P (P{i'{i‘l) :

Zr = Zrpp—1 + Gr (Y — D) »

Sk Bklk—1 Sklk—1 ~T

Algoritmo 2.4.6 (Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esféico Aditivo). Considere que
o sistemg2.1)(2.2) pode ser escrito da seguinte maneira

v = f(vp-1, k) + @,
yk:h(l’k,/{?)—i"f’k,

e suponha que no instante de tenipe 0,

A~

.’i‘o = E{SEQ} = Iy, P)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p?(X

O Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esférico Aditiégacomposto das etapas de predicédo
e de corregéo da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor par < wy < 1.

(b) Parai =1,...,n compute 0S pesos:

1-— Wo
w; =
n+1
(c) Inicie a seqliéncia de vetorgg’ ;:
1,0
X1 = [0].
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Xl,l — | _ 1
k—1 /2w1 .

XLQ — 1

(d) Expanda a seqUéncia de vetores para 2, ..., n:
( Xjfl,O
k—1 .
,para i = 0;
y X | |
Xiiq = 1 ,parat=1,...,7;
v/ iG+Dw:
[ Og-1)x1 ] o
1 ,parat = j + 1.
. JG+1)w

(e) Obtenha os pontos sigma_:
Xicq = Xzfl-
() Faca a transformacé&o dos pontos sigma:
X2|k—1 =f (xﬁ;_l, k?) .

(g) Calcule as predi¢gOes da estimativa e da matriz de covnar&é

n+1

IS _ 7

Tklk—1 = E WiXk|k—1>
=0
n

Sklk—1 ; . ; . T

Pyy = E Wi (Xkjp—1 — Thk-1) (Xhpo1 — Zrip—1)” + Qi
=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicao da mediqugg_l:

’72\19—1 =h (XZ‘—l’ k) .

(b) Calcule a predicao da medican,,—, € da matriz de covariancia da medicao
P! preditas :

n+1

7 _ E )

yk“k—l - wi7k|k—1v
=0
n+1

Ak|k*1 . i R i R T

By = Zwi (%kal - yk\kfl) (Vk\kfl - yk‘|k—1) + Ry.
=0
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(c) Calcule a matriz de correlagéo cruzada predf?é‘ﬁ_l:

n+1
Sklk—1 iz A i A T
Pyy = = § w; (Xk\k_l - $k|k—1> (7k\k-1 - yklk—l) .
i=0

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
Go= P (R

T = Tpp—1 + Gy (yk - gk|k71) )

Dk pklk—1 Hklk—1 ~T

2.4.2 Filtro de Kalman Unscented Escalado

Em 2003 Julier também apresentou o Filtro de Kalman Unscented &doaEsse filtro
tem a propriedade de possuik@simo termo das Séries de Taylor tanto da média quanto da
matriz de covariancia do conjunto de pontos transformasiced@do por um terme*—2 sem
que isso implique em aumento do custo computacional [85h 8so, o implementador do
filtro tem a possibilidade de diminuir a influéncia dos terrdesrdem mais alta.

Como veremos na secéo 2.4.2, Julier apresenta duas formaeteetsa transformacao.
No entanto, uma dessas formas, ndo obstante seja a maiadsilna literatura, é mais re-
stritiva, pois exige que haja um pontos sigma situado naardaldistribuicao.

O Filtro de Kalman Unscented Escalado ndo se enquadradassifidacdo de formas
bésicas porque é, como veremos abaixo, uma transformdegierde da Transformada Un-
scented ou como uma segunda transformacdo de um conjuntmtes ja existente.

Vejamos, no lema abaixo, uma primeira Thoforma de se mo$tearsformada Un-
scented Escalada. Este lema é uma formulacdo nossa queeresuesultado dessa nova
transformada, os quais podem ser encontrados na tercefta de [85].

Lema 2.4.6 (Transformada Unscented Escalada)SejaX € R™ uma variavel aleatoria
de médiaX, matriz de covariancialy x e simétrica® em relacdo aX e seja 0 mapeamento
f: ®™ — R™ diferencidvel até orderh que define a variadvel aleatorid tal que

Y = f(X),

e seja, ainda, o conjunto de pontos sigR)& seus pesas; com: =0,1,2,..., N, N € N,
N = g(n), obtidos deX, os seguintes pontog e pesosu;,

Xi = Xo T a(X; — Xo)»

19A definicéo de variavel aleatoria simétrica em relagéio a umo g@nto pode ser encontrada na Definicio
Al.l.
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! 1 .
wp= L+ l— oy =
X; . )
w; = % i #0
em quex € R, tém as seguintes propriedades:

1. a média amostra}, do conjunto de pontos; = f(x}) tem a seguinte expansdo em
Série de Taylor:

_ P2 U3
3] )

vl f L.
2 X, X k—2 X, X
+aE{ i }+---+a E{ o }

2. a seguinte matriz de covariancia amostral modificadagde f(x}),

N
Yt = Z w; (A = ny) (N — 77,\)T + (1 - 042) (Ao = 1) (Ao — 77,\)T7

=0

tem a seguinte expansdo em Série de Taylor:

st = B { (Uxxf) (Wxxf) | +ab { (Vy /) (““;Xf)
E

+a’l gl 2l —a’k 2! 2
cep{ (%) e}

Note que a Série de Taylor da média amostral e da matriz dei@owe amostral mod-
ificada de\ acima sdo iguais, respectivamente, a expanséo da Sérieylbe da média
amostral e da matriz de covariancia amostral de conjunt@dp sigma antes da transfor-
macéo escalada. De modo particular, quamdo 1, essas séries sao iguais.

Essa forma de fazer a transformacéo escalada € restriis/goaoa que as propriedades
desejadas de estimacdo da média e da covariancia sejaasyéligreciso que haja um ponto
sigma localizado na média dé. De fato, observe o lema abaixo de nossa composicgéo.

Lema 2.4.7. SejamX ~ (X, Pyx) € 0 mapeamentg : " — R™ que definé” de acordo
comY = f(X) e sejaos conjunto de pontos siging, w;|w; € R, x; € R*;i=1,2,...., N}
e o conjunto de pontos sigma escalgdg, w; } tal que

X; :X1+Q(X1‘—X1)§ (2.17)
wr 1 L =1
U); = a? + ’ o? . )2 ’ : (218)
= ,i=2,...,N.

as seguintes assertivas sado verdadeiras:
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2.
1
P =i Fxa (L=~
3.
Xl IU‘X = :ux’ IU‘X
e
lux’ - Mx'
=
a# 1. } Xl MX
4,

PROVA Quanto a primeira assertiva, temos que
N N

> wimui + 3o

] 1=2

N

(2._18)w1
- a2 __+Z_

w1 N
zﬁ——+—+z

1 N
_ 2

=2

1 N
2
_2<—1+a + E wi>.
i=1

Como>_ N w; =1,

que satisfaz a (2.19). Agora vamos verificar a segunda.

N

L I

P 2= E wiX;
i=1
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(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



= w4+ Y i

=2

(217)-(2.18)
< +1—_)X1+Z (X1 +a(x —x1)

N

=%x1+x1 2X1+Z Xt Z—axz Z%CUQ

1=2
N N
w; 1 1 1
= ;:1 2 txi T sxat o ;:2 WiX; = X ;:2 w;

1 1 1
=g T 2X1+azwiXi_aX1<1_wl)

=2

1
=x+ = szxz X1+ —wix,

1 1
« i1 «
1 1
~Lura(1-1). (2.25)
(0% (0%

que satisfaz a (2.19). Agora, g¢ =, de (2.25):

1 1
uxfzauxﬂa 1—5
1 1
ZEMX+MX ]-_E

= 1. (2.26)

0 que satisfaz a (2.21)

De forma contraria, sg,, = i, de (2.25):

Sea # 1,entdo(1 — 1) £0e
IU‘X = Xl,

0 que satisfaz a (2.22).

Vamos verificar agora a assertiva com relacagq = X, .

N
S = Y w's (X)) (i)
=1

41



= w'y (Xi=py) (Xi—my) " + Z w'y (Xi—me)"

(217)-(2.18) 1 1 1
(1= @) (Xl‘a“x‘xl <1 )
1 N\\*
AC b/ R O
(8%

+Z <x1+a —x1) - i#x—xl <1—é)>

wy 1 1 1 1 1\*
“lar ) Tty mamctag
N T
w; 1 1 1 1
+Z—2 (a (x: — x1) _ENX+XIE) (a (i _Xl)_a:ux+X1a)

Considerandg; =, € (2.26) :

N
Yy = Zw’i (Xi—1yr) (X;—,MX/)T
=1
T N T
= w'y (Xi—py) (Xi—my) + D w'i (=) (Xi—1)

1=2
(2.18%2.25) w,l (X’l—l,LX) (X,l —,LLX)T

+Zw X1+ a (o —x1) —iy) (a+a b —xa) —m)"

Comoy, =u, e considerando (2.17),



(2.27)

que satisfaz a (2.23). O

Com isso mostramos que essa forma de se fazer a transforswadada é restritiva. No
entanto, ha uma forma outra de se fazer o mesmo escalamesejadie sem que haja essa
restricdo. Essa outra forma é proposta por Julier no mestigm.amas ela ndo € muito
utilizada na literatura. Isso acontece pelo fato de a forgua @presentada ser mais simples
juntamente com o fato de que todos o0s conjuntos de pontossifnentdo propostos sempre
conterem um ponto na média. No entanto, essa condicdo ndceésaeia para que um
conjunto de pontos ponderados seja um conjunto de pontosigigde secéo 5.1).

Essa outra forma de escalamento sera apresentada de unaanfethor na secéo 5.2,
pois tomaremos a sua idéia no desenvolvimento de nossaéagtda transformada escalada.

Com a transformada em maos, podemos apresentar os filtroaldei unscented es-
calados.

Algoritmo 2.4.7 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escéado Aumentado). Considere
o sistemg2.1)(2.2) e suponha que no instante de tentpe 0,

~

i’(] = E{SEQ} = Zo, P)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas médig e
matriz de covariancia aumentada(’%

o= [l afrf]"

T8 = [f{,O,O}T,
Pty 00

Pee=| 0 Q0
0 0 R

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escalado Aumentad@omposto das etapas de
predicdo e de correcao da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Parai=1,...,n,, ny = n+ g+ r, compute oS pontos sigma aumentaglﬁ;;‘g1 e
Seus pesos; assim:

0,a _ ra
Xk—1 = Tk—1>
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i,a 0, Ng Hk—1,a
Xk-1 = Xg—1 T [ 1 Pyx )
— Wo d %3
i+ng,a . O,a Mg Hk—1,a
Xg—1 = Xg—1t [ 1 Pyx )
— Wo 4 %3
1-— Wo
W; = Wiqpn = 5
2n,
em que
i,x
A Xk—1
nwa 7w
Xk—1 = | Xg—1
iU
Xk—1

(c) Escolhaa > 0.

(d) Faca a transformacao escalada dos pontos e dos pesos:
1,0 0,a i,a 0,a
Xi—1 = Xp—1 T @ (kal - kal) ’

_ X0 1 o

wl—w—o—i—l—? ,Z—O
. . b

w; = X4 ,1#£0

(e) Faca a transformacéao dos pontos sigma:
X;c’r;ﬁq = Xi1
Xijeo1 = F OG0 x0 k) -

() Calcule as predicdes da estimativa e da matriz de covera

2Ng
~ . %,T
Tklk—1 = WiX k-1
i=0
2ngq
pk|k71_ 2 % ir A T
xx — O Wi \ Xgjg—1 — Thlk=1) \ Xg|e—1 — Tklk—=1) -
i=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicéo da mediqiﬁgﬁl:
72‘|k71 =h (X?ﬁlv nglv k) :

(b) Calcule a predicao da medican,,—; € da matriz de covariancia da medicao
P! preditas :

2nq
. B i
Yrlk—1 = g WiV k|k—1>
i=0
2ngq
Sklk—1 2 i S i 1 T
Pyy =« E :wi (’Yk\k—l — Jkjk—1) (’Vklkfl = k1) -
i=0
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(c) Calcule a matriz de correlagéo cruzada predﬁ’é@‘l:

2Nq

Hk|k—1 i,x N i ~ T
ley = Ozzwz‘ (Xk|k_1 - $k|k—1> (’Yk\kfl — Ukk-1) -

=0

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
~ N —1
G- P (BE)
T = Brp—1 + Gr (Y — Tnje—1) »
Pk =Pt g PEEGT O

Algoritmo 2.4.8 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escéado Aditivo). Considere que
o sistemg2.1)(2.2) pode ser escrito da seguinte maneira

xp = f(zp—1,k) + &,
yp = h (zx, k) + 75,

e suponha que no instante de tenipg 0,

A

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, P)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escalado Aditi composto das etapas de
predicdo e de correcao da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Parai = 1,...,n, compute oS pontos sigma aumentac&@‘g1 € Seus pesos;
assim:

0 A
Xk—1 = Tk—1,

i 0 o Ak
— + P ,
Xk—1 = Xk—1 [ 1— wp XX I,
i+tn 0 n Ak—l_
Xilt = Xa-1 + [ 1 wOPXX |
1— Wo

Wi = Witn =

on

(c) Escolhaa > 0.
(d) Faca a transformacéao escalada dos pontos e dos pesos:
Xﬁc—1 = X2—1 + (X?c—1 - X2—1) )

{wizx—ﬁﬂ—i i=0

wo a?

wi:& ,2.7&0’



(e) Faca a transformacéao dos pontos sigma:
Xi:|k71 = f (Xi:fla k) .
(f) Calcule as predi¢des da estimativa e da matriz de covai
2n
Tglk—1 = Z%‘X%\k—p
=0
2n
Hk|k—1 i N i N T
PX|X = o’ Z Wi (ch|k—1 - xk\k—l) (Xk|k—1 - $k|k—1) + Q.

=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicéo da mediqiﬁgﬁl:

fﬁc\kfl =h (X;cfh k) .

(b) Calcule a predicao da medican,,—; € da matriz de covariancia da medicao
P! preditas :

2n

~ _ )
Yklk—1 = E WiV k|k—1>
i=0

2n
PRV =0 wi (Vs = Bpe1) (Ghos — i) + R
i=0

(c) Calcule a matriz de correlagéo cruzada predﬁ’é@‘l:
2n
A]<:|k‘—1 2,2 A 1 ~ T
PXy =« sz‘ (Xk|k,1 - xk|k71) (72\19—1 - yklkfl) .
=0

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
~ ~ —1
G PE (P
T = Brp—1 + Gr (Y — 1) »

Sk pklk—1 Sklk—1 ~T

E importante expor também que em muito lugares da literatuiEransformada Un-
scented Simétrica Escalada é oferecida da apresentadguilatsenaneira (vide, por exem-
plo [81, 101, 89, 102)):

A=a?(n+kK)—n,
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m K
W, _—
0 n+k
K
c _ 1 — o2
w n—l—/<;+( a” + f)
n
Xz:X+( 1_wOPXX) )
1
Wt = w; = , (2.28)
n+k
_ n
Xi-i—n:X_( l_wOPXX)_,
m C 1
wi+n:wi+n:m7

em quew* S0 0S pesos para o calculo da média‘esdo os pesos para o calculo da
covariancia. O parametr® € mais um parametro de ajusto. Com efeito, ha lugares em que
essa forma é apresentada como sendo a propria Transformadarited ([89, 102]), o que
€ um erro.

2.4.3 Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada

Em 2001, Rudolph Van ser Merwe e Eric A. Wan apresentaram garitho nomeado
de Filtro de KalmarUnscentedRaiz Quadrada (FKURQ) - traduzimos do ingl&xuare-
Root Unscented Kalman Filt§B86]. No fundo, esse filtro é uma alteragdo do FKU para o
caso de filtragem em que se propaga a Matriz Raiz Quadradatda decovariancia ao
invés de se propagar a propria matriz de covariancia do@stad

Esse filtro também n&o se enquadra na classificacdo de fodsasmb dos filtros de
Kalman unscented porque é apenas uma modificacdo de caloukrico das equacdes do
filtro, de modo que n&o ha diferenca na representacdo dogpadavantagem desse filtro a
sua maior estabilidade numérica ([86]).

Para a exposicao desse filtro, considere o seguinte lemageiatsedefinicéo.

Lema 2.4.8. Sejam as matrized € RP*¢, ) € R4*? ortogonal eR € R*P ¢ > p tal que
que a decomposi¢caQ, R sdo as matrizes da decomposicédo QRAde

AT = QR.

A matrizR € RP*?, que é a parte triangular superior d,

R = R ,
R*
é tal que
RTR = AAT.
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O operadorgr {e} produz
R=qr{A}. O

PROVA Vide [103], pag. 154 ou [86]. O

Definicdo 2.4.1.Sejay/P € R™*" o Fator de Cholesky d& = v/Pv/P", ento o operador
atuachol {e}

\/@ = atuachol {\/ﬁ, v,w} ,
define o Fator de CholeskyQ deQ = /Q/Q' = P + wwl,w € R, v € R". O

O algoritmo do FKURQ proposto em [86] pode ser descrito daiségforma:

Algoritmo 2.4.9 (Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada) Considere o sistem@.1)
(2.2)e suponha que no instante de tenipe 0,

i’(] = E{SEQ} = Xy, P)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p)O(X

OFiltro de Kalman Unscented Raiz Quadrada (FKUR@)composto das etapas de predicéo
e de corregéo da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Para: = 1,...,n, compute 0s pontos sigma aumenta;st{?i&,1 € Seus pesos;
assim:

0 5
Xk—1 = Tk—1,

i 0 N ]
= —P
Xk-1 = Xk—1 T { 1—wy XX "
i+n 0 =
Xkl = Xa—1 + { 1_wOPXX—*i7
1-— Wo

W; = Wiyn = m 5
(c) Faca a transformacao dos pontos sigma:
X?ﬂk—l =/ (X;c—la k) .

(d) Calcule a predicéo da estimativa:
2n
Tglk—1 = ZwiXZ\kq,
=0
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(e) Calcule a predicéo da raiz quadrada da matriz de covarian

\/ P =gr {[ VT (Xe—1 = Erp—1) o0 VWan (XE81 — Erk-1)  VOk }}

Aklk—1 _ Sklk—1 0o
Pyy —atuachol{ Pyy ,Xk_l,wo}

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicao da mediqggfl:

fﬁc\kfl =h (X;cflu k) .
(b) Calcule a predicao da medicadg),_i:

2n
Uklk—1 = Zwﬂi\kqa
=0
(c) Calcule a predicao da matriz raiz quadrada da matriz deszéincia da medicao
Aklk—1 N n N
Py‘y =4qr { [ v W1 (7i|k71 - yk\k‘fl> T 4/ Wan (7z|k71 - yk\khl) VQr ] }

Pﬁ'ﬁfl = atuachol {\/ Pk‘k 1,’Yk|k 15 wo}

(d) Calcule a matriz de correlagéo cruzada pred}? k=1,

2n
Aklk—1 i " i . T
Pyy = E w; (Xk‘k,l - xk|k71> (7k|k—1 - yklkfl) .
i=0

(e) Calcule os seguinte parametros:

-1
phlE-1 klk—1 klk—1
s [ R
U=a, / 7 k|k 1

Ak Ak|k—1 k|k1 r

() Faca a correcao da estimativa:

T = Zup—1 + Gr (Y — Tnje—1) -

(g) Faca a seguinte igualdade

2 Pkl k—1
\/P)]?X = \/PX‘X
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(h) Faca a correcdo da matriz raiz quadrada da matriz de ctuacia parai =

\/ Pk = atuachol { ppt U, —1} . O

Esse € o algoritmo apresentado em [86]. Na sec¢éo 6.2, faremoaso mais geral desse
filtro utilizando-se de nossa formulacéo que apresentasermmbém, mais a frente.

1,...,n:

2.5 APLICACOES DAS TECNICAS DE ESTIMACAO UNSCENTED

Agora que vimos as diversas definicdes dos filtros de Kalmaoamnted, apresentamos
algumas aplicagbes que se utilizam da filtragem unscented.

A &rea de rastreamento de objetos é um dos campos em que fofirata Unscented
foi mais aplicada. Algumas contribuigbes sdo: [68, 69, T8, 105, 106, 107, 108, 109,
110,110, 111, 112]. Destacamos:

e [69], que faz uma comparacao entre o Filtro Unscented de &alRKU) e o Filtro de
Kalman de Segunda Ordem em uma aplicacao de rastreameriitissem manobra.
Para esse caso, o0 FKU se comporta melhor;

e [107], que faz uma combinagé&o da Transformada Unscentedic@écnica eficiente
de integracdo numérica e as aplica em um problema de rastnéane um veiculo;

e [108], que faz também uma integracdo do FKU com uma outrad&cresultando no
gue ele chama de IFKUtérated Unscented Kalman Fitlee depois faz uma com-
paracao deste filtro com o FKU classico em um problema desesgnto.

Ha também algumas contribuicdes na area de rastreameein-espacial ([106, 113,
114, 115]) e em rastreamento de navios e embarcagtes (9111, 118, 119, 120, 121,
122, 123, 124]). Destacamos:

e [79], que usa o FKU para a navegacéo e localizacdo de um gedigcbhquético.

e [113], que utiliza 0 FKU para obter estimativas dos paraoneéérum ultra-leve;

e [114] faz simplificacdes no FKU para fazer o rastreamentobjietes em Orbita.

e [115], que utiliza um FKURQ (Filtro de Kalman Unscented R@mnadrada) para
estimacadgquare-Root Unscented Kalman Filkgrara a deteccéo de falhas de um
VANT (Veiculo Aéreo Nao Tripulado).

e [117], que utiliza o FKU para auxiliar no controle de uma embegao.
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e [119] utiliza 0o FKU para tratar parametros de um novo modeie gle propde para
veiculos mineradores submarinos de grande profundidade;

A area de SLAM é também uma em que os algoritmos de pontos dmara muito
utilizados. Algumas contribui¢cbes séo: [74, 78, 79, 12%, 127, 128, 129, 130, 131, 132,
133, 134]. Destacamos:

e [74], que utiliza um FKURQ (Filtro de Kalman Unscented Raiza@rada) também
como

e [130], que implementa um UFastSLANUiscented FastSLAM

e [131], que usa o FKU num contexto de SLAM por visdo monocudalycéo para um
SLAM de viséo utilizando uma camera.

Listamos também algumas outras contribui¢cdes:

e [66] propde um novo algoritmo baseado no FKU para recep®RsS;
e [135] utiliza 0 UKF para fazer a identificagdo de um guidagteahtainers;

e [136] propde uma nova técnica de estimacéo das velocidgallatlongitudinal de um
veiculo baseada no FKU;

e [137] faz o estudo de técnicas de filtros de multiplos modpéra com o FKU para
rastreamento de multiplos alvos;

e [138] utiliza o FKU para a filtragem em sistema de poténcia;

e [139] utiliza um FKUI (do inglédtered Unscented Kalman Filtgpara identificar os
parametros de modelo de um sistema circulatério arterial.

e [140] prop6e uma nova técnica para compreensao de videagequéiza do FKU.

Além dessas ja descritas, apenas citamos algumas outice;apk que foram feitas com
a Transformada Unscented. Elas sao: satélites ([76, 14£1,148]), visdo computacional
([111, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153]gpserturais ([70, 154, 155, 156,
109]), eletromagnetismo ([157, 158, 159]), comportameetanercado [71], entre outros.

No proximo capitulo comegaremos a nossa formaliza¢ao thagesio por pontos sigma.
Para isso, precisaremos fazer primeiro o estudo das repaesdes dos pontos sigma, para
depois construirmos a formulacéo da Transformacao poooB&@igma para que, finalmente,
possamos fazer a formalizacao dos filtros de Kalman Unstente
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3 SIGMA-REPRESENTACAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Para chegarmos a sistematizacao dos filtros de Kalman uad¢cpnecisaremos primeiro
fazer uma formulacéo das representagcdes de pontos signsatedsformadas unscented.
Neste capitulo queremos chegar, particularmente, a faagalo da representacdo de pontos
sigma.

Para isso, apresentamos, antes, uma introducéo motivdadransformada Unscented.

3.1 ESTIMACAO E FILTRAGEM ESTOCASTICAS

Nesta secao temos por meta chegar ao paradigma da estirsta@stca, de onde emer-
gira a utilidade da Transformada Unscented. Para isso atsmbs alguns temas prelim-
inares para depois chegarmos aos objetivos pretendidi@ssegsio. Depois, apresentaremos
a Transformada Unscented dando énfase na sua caracéesigtidtima em relacdo a técnica
de linearizagéo.

3.1.1 Estimagdo da transformacéo de uma variavel aleatéria

Para que se entenda bem a importancia da Transformada tetsogamos primeiro ver
o problema da transformacéo de uma variavel aleatéria (¥&) outras palavras, quere-
mos saber qual sera a forma da distribuicdo de uma varigeticaia que € o resultado da
transformacao de uma outra v.a. Podemos colocar essa nog&oneos mais formais:

Problema 3.1.1. SejaX um vetor de variaveis aleatorias de funcao densidade degtibb
idade (pdf, do inglés "probability density function)} (x) e seja o0 mapeamento: R" —
R™ que define a variavel aleatorid de acordo com a seguinte equagao:

Y = f(X), (3.2)

queremos encontrar a pdf dé, py (y). O

O interessante € que ha sim uma solugcéo analitica para edderpa. No entanto,
muitas vezes, como veremos mais a frente, ela se tornaawveita solugdes subotimas sao
necessarias. Vejamos, agora, essa solucao analiticaepiasiuzimos aqui o Teorema 2.7
de [3] e o limitamos para o espafyy.
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Teorema 3.1.1 (Pdf de uma transformacéo.)SejamX € R",Y € R" vetores de variaveis
aleatérias em qu&” = f(X). Suponha queg ! exista e que tantg’ quanto f~! sdo
continuamente diferenciaveis. Entéo,

py(y) =px (') Hﬁf%y)

' | (3.2)

em qu%‘ Bfg;(y)

> 0 é o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana. [

PROVA Vide [3], pagina34

O Teorema (3.1.1) nos da a solugdo que procuravamos parablemen (3.1.1). No
entanto, essa solugdo nem sempre é possivel ou viavel.

O Teorema (3.1.1) exige que a pdf deseja conhecida, coisa que nem sempre é ver-
dadeira. Muitas vezes, dispfe-se apenas de algumas irgidesiastatisticas. Outro prob-
lema referente a essa solugéo € a sua exigéncia de existraofinversg —! ou pelo menos
de a conhecé-la, situacdo que também pode n&o acontecelistardigso, torna-se impor-
tante o desenvolvimento de técnicas de estimacdo subdtimas

E nesse contexto que a Transformada Unscented aparece oaadternativa de solugéo.
Ela consiste em uma aproximacao da distribuicad dsr um conjunto de pontos escolhi-
dos de modo deterministico. Esses pontos individualmeatsformados fornecerdo uma
aproximacao da distribuic@ posteriori De modo particular, a Transformada Unscented
busca escolher os pontos que fornecerdo as melhores apgidamda média e da matriz de
covariancia da distribuicéao de.

Entraremos em mais detalhes dessa transformada nos ocapaguintes. Por agora,
basta-nos compreender esse papel de aproximacéo subétinmadiransformacéo de var-
iaveis aleatorias.

Em seguida, vamos ver a importancia que a solugéo do problsteanesta se¢éo tem
no contexto de estimagéo estocéastica. De modo especiaimusrque a obtencdo da média
e da matriz de covariancia € uma caracteristica bastarggadas

3.1.2 Filtragem estocastica

Queremos agora tratar do paradigma da filtragem estocagtieapode ser entendida
como uma consideracéo recursiva da estimacao estocdtaisso, considere o seguinte
sistema dinamico em tempo discreto

1Omitimos o sinal de controle por n&o ser necessario neséadasimento. E claro que isso no acarreta
em perda de generalidade.
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Tr1 = f (@, Wit1) (3.3)

em quek = 0,1,2,..., xx € R™ é o vetor de estado no instante de tempa,,; € um
ruido gaussiano braneo,,; ~ N(0,Q) no instantek + 1 e f € uma funcag : R" — R".
Assumimos que o estado iniciaj € conhecido e independentegjé.

A cada instante de tempgg medidagy, sao feitas. Estas se relacionam com as variaveis
de estado a partir da seguinte equacao:

Y = h ({L‘k, T’k) s (34)

em quer, € um ruido gaussiano branep ~ N(0, R) no instantek e h € uma fungéo
h : R* — R™. Chamemos, ainda, o conjunto de mediflas. . ., v, } deYy, isto é,

Yké {yla'-'ayk}

Em um contexto probabilistico, a solucdo que buscamos @& @oblema € a dis-
tribuicdoa posteriori

p(@g|Ye).

Poderiamos utilizar o Teorema 3.1.1, mas, como ja vimospade nao ser aplicavel.
Além disso, mesmo conhecendo a pdf, ainda restaria o praldersaber qual seria a melhor
estimativa para o estado. E claro que a intuicdo nos da algditsos, como a média ou a
mediana. No entanto, precisamos de algum critério para észa escolha.

E bastante intuitivo que uma estimativa deva fornecer umpsEqueno. Nossa idéia sera,
entdo, definir uma boa medida dele. Mas antes vamos definmoo er

Sejaz;, a estimativa de;;, (valor do estado no instante de temipddado o conjunto de
medidasy;, k£ > 7. Entdo, o erro da estimativa,() sera

~ A A
T = T — Tk

Prossigamos para definir um critério para a medida de errqualocdaremos 0 nome de
funcao de custo

Sejap(¢) uma fungéo convexa do vetdre R" ndo negativa, funcao de custoL(zy) é
qualquer funcéo de valor real tal que

L(0),

2Esta secéo € baseada na secéo 2 do capitulo 5 de [3].

55



p(&2) > p(§1) = 0= L(&,) > L(&;) > 0.

Agora que definimos uma classe de fun¢des de custo, o quenbos€&auma estimativa
T dex que minimize o valor esperado

E{L(Zy)}-

Uma escolha particular de funcéo de custo é a variancia

Li(¢) = €' 8¢,

em queS > 0. Uma estimativa que minimiz& { L,(Z;)}, € chamado de minima variancia
ou menor erro quadratico. O proximo teorema demonstra quéds@ancondicional é essa
estimativa pretendida.

Teorema 3.1.2 (Teorema 5.3 de [3])Seja a estimativa um funcional dé. Entdo a esti-
mativa de minima variancia é a média condicional, ou sejas= F{xy|Ys}. O

PROVA Vide [3]. O

Além disso, a média ndo € apenas o valor 6timo para o crité€imithima variancia,
mas também o é para varias outras fun¢des da classe de fude;éestoL () (vide os
teoremas 5.1 e 5.2 de [3]). Ha ainda uma outra propriedaddajueédia que reforca a sua
escolha como a estimativa do estado a ser adotada: a de sestimativa ndo-polarizada
(ou ndo-viesada). Isto quer dizer que

B{(ax — 1)} = By} — E{E{wi|Yi}} = 0.

Essas propriedades justificam a ado¢cédo da média como egtish@estado. Agora, seria
interessante também que escolhéssemos um elemento quevesse 0 quao precisa € essa
nossa estimativa. Para isso, escolhemos a matriz de aos@ar@ondicional

Py £ E{(xr — ) (wr — ) Ve }-

Chegamos, enfim, ao paradigma da estimacao estocasticaaqum dos objetivos deste
capitulo. Esse paradigma se baseia na procura de equacéesiuigio tanto para a média
quanto para a matriz de covariancia em sistemas dinamisasiths pelas equacoes (3.3) e
(3.4).

Neste momento, podemos ver a utilidade que a Transformadeedted tem no trata-
mento de problemas como esses. As equacdes (3.3) e (3.49rnesdm dois problemas
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semelhantes aos do Problema 3.1.1. A Transformada Undcéntstamente um tipo de
solugéo para esse problema. Mais ainda, ela nos forneeeeste as duas estimativas que
procuramos: a média e a matriz de covariancia.

Com efeito, sempre que uma solugéo por pontos sigma é dégdavpara o problema
de transformacéo néo-linear, ele é facilmente converta® algoritmo de estimagéo re-
cursiva para o tratamento de sistemas do tipo de (3.3) e (3.4)

3.1.3 Introdugédo a Transformagéo Unscented
Nesta secdo, temos como objetivo fornecer uma nocao bdsildiransformada Un-
scented para que possamos desenvolver de uma melhor foestnte deste trabalho.

Para uma familiarizagéo da Transformada Unscented,argimos de forma resumida a
exposicao feita em [2].

3.1.3.1 Transformacao em coordenadas cartesianas

A idéia dessa exposicao serd a de utilizar uma transfornde@ona representacdo em
coordenadas polares para representacdo em coordenadagoas.

Considere a equacéo:

Y
Ys

_ [ rcosf ] | (3.5)

rsind

que pode ser escrita de modo mais genérico como

em que,

L)

Suponha que; (0 mddulo) seja uma variavel aleatéria de médmdesvio padréo de
o,. Suponha que; (o0 &ngulod) seja uma variavel aleatoria de médi& e desvio padréo
deoy ex; ez, Sejam independentes.

Para solucionar o problema, poderiamos aplicar o Teorelhih Jodavia, ndo dispomos
de toda a densidade de probabilidadeXdemas somente sua média e covariancia. Por isso,
precisamos de solugdes aproximadas.
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Numa tentativa de obter a média HeY’, poderiamos aplicar a solugdo menos compli-
cada e simplesmente substituirmos as médias, dedex, em (3.5). E facil verificar que
ISso resultaria em:

_ 1 2 0
g | beosm/2 . (3.7)
Isinm/2 1
E claro que essa ndo é uma solugdo muito precisa. Por issmae®juma outra técnica
de aproximacao: a linearizagao.

3.1.3.2 Linearizacdo da média da transformada

Vejamos primeiro qual o resultado que obtemos com a linegéiz da média.

Y = E{n(X)} (3.8)
zE{h(§)+ g—; X(X—X)}
— b + g—;XE{X—X}
— 1h(X)

:m.

O gue equivale ao resultado mais simples que obtivémos & (3.

Mas vejamos com um pouco mais de rigor. Define # como as média de e ded
respectivamente e defiad de acordo com as equagdes abaixo:

r=74F (3.9)
0=0+0
Assim, teremos
Y, = E {rcos 6} (3.10)
:E{@+?mq§+%}

=F {(F +7) cos(8) cos(f) — sin(8) sin(?)} :
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Considerando as variaveis aleatérias como simétricaspéamtlentes:

E[(7 + 7) cos(f) cos(#) + sin(8) sin(6)] (3.11)
0 0 _ ) ) 0<—¢é imiar
— F+E{) | cos@E {cos(e)} —sin(0)E {sm(e} (3.12)
', =Tcosf (3.13)
= 0.

O que concorda com nossa intui¢ao.

Ademais,

Yy = E{rcosf} (3.14)
= F {(?+ 7) sin(§+§)}
=F {(T + 7) sin(8) cos() + cos(d) sin(’é)} :

Tomando as mesmas consideragdes anteriores:

Y, =7sin0F {COSE} (3.15)

=F {cosg?} .
Agora é preciso assumir hipéteses adicionais sobre asvg@ipara que seja possivel
prosseguir. Fa(;am@wniforme emto,,.

Yo =F {COSE}
- o~ o~ 1 ~
_ / cos()p(0)df = -~ | cos(@)df = 2327;9’“
- S”; Om. (3.16)

0 que diverge do nosso resultado anterior, pois esse régudtalaramente menor ou
igual a 1.
3.1.3.3 Linearizacao da covariancia da transformada

Facamos agora a linearizacdo da matriz de covariancia.
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Primeiro, para o caso linear. Precisamos encontrar a nfate 2’y y .

H= 8—}} (3.17)
0X |x_x
B [ cos® —rsind
| sinf rcosé s
o
10
R 9T
-7 r—r
Pxx=FE _ _
o oy ] [ -0 ]
B o2 0
o0 o2
Pyy sera
Pyy%HPXX_HT (318)
Jo —1]]e? 0 0 1
10 0 o2 || -10
B [ o 0
o o2 |
Este € o valor aproximado d&. Em uma deriva¢éo mais rigorosa:
Py =E{y-0 -9} (3.19)
r cos 6
=F ) ‘ (--)T
rsinf — (sinf,,)/0.,
_ & r? cos? 0 r? cosfsinf — rcos O(sinb,,)/0,,
- r? cos @ sinf — rcosd(sinb,,)/0,, rsin® — ((sinf,,)/0pm)°

Assumindo que e # séo independentes, r € uniforme de médeadesvio padrée, e
0 = pi/2 + 6 com@ uniformemente distribuida em torno g, teremos

E{r’} =1+’ (3.20)
1-F (cos 29)
2

E {cos 2@} =
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E {cos 2@} = %

E {sin0} = E(cos )
sinf,,

Om

Substituindo (3.20) em (3.19), temos que

P s(1+02)(1—sin26,,/26,,) 0
Y 0 L(1+402) (1 +5in20,,/20,,) —sin0,, /07, |’
(3.21)

que também diverge significativamente de (3.18).

3.1.3.4 Transformada Unscented

A Transformada Unscented € baseada em dois principiosrertais. Primeiro, de que
€ mais facil realizar uma transformacao nao-linear em urrojponto do que em toda a pdf.
Segundo, nao é tao dificil encontrar um conjunto de pontsprf amostral aproxime uma
variavel aleatéria [2].

Em um sentido amplo, essa transformada € um conjunto degyoonalerados cuja média
e matriz de covariancia serao iguais a média e a matriz deigoea da v.a.a priori e a
média e a matriz de covariancia dos pontos transformadae sera aproximacéo da média
e da matriz de covariancia da vaaposterioriaté a segunda ordem das respectivas expansdes
em Série de Taylor. Em sua primeira concepcéo, este é o ¢orgarpontosy, e pesosv;
gue deram origem a Transformada Unscented: para, 2, ..., n,

XO:X7
K
W g
0 n—+k
— n
XZ-IXﬂL( PXX) )
1—U)0 *7
1
w; = )
n—+ kK
— n
=X = P
XZJF” ( 1—U)0 XX)M"
1
Witn = )
+ n—+k

em quex € R ex # —n. Veremos os detalhes de uma melhor forma mais para frente.
S6 adiantamos que essa escolha de pontos fornece uma amrégickeY” e de Pyy mais
precisas que a linearizagéo direta.
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1.02

Monte Carlo
X Monte Carlo
1F o L!near!zagfilo
O  Linearizacao
+ TU
TU
0.98
E 0906}
>
0.94}
0.92r
0.9 1 1 1 1 1 1 )
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

x[m]
Figura 3.1: Comparagéao entre o modelo linearizado e Tramsita Unscented.

Para uma primeira comparacédo com a técnica de linearizagégura 3.1 apresenta os
resultados da média e da elipiseda linearizacéo, da Transformada Unscented e, como base
para a comparacao, da técnica de Monte Carlo.

Observe, da figura, que de fato a qualidade da estimativaatesforma Unscented é
superior a da linearizagéo.

3.2 SIGMA-REPRESENTACAO

Agora que tivemos uma idéia introdutdria da Transformadscented, vamos comecar
de modo mais essencial a nossa sistematizagdo. Como dsearnmbrodugéo do capitulo 1,
faremos o0 nosso estudo comecando pela anélise dos conflenpmstos sigma, que € uma
aproximacao de uma variavel aleatoria por um conjunto déoggmonderados. Para isso,
vamos propor a-representacao que sera apresentada na proxima definicao

Antes, no entanto, considere as seguintes nota¢fes: parenatrizA € R"*™, [A] x4
serd uma matriz bloco comx ¢ blocos constituidos pot, (A);. representa &ésima linha
de A e (A),; representa g-ésima coluna del. X ~ (X, Pxy) representa uma variavel
aleatoria de médiX e matriz de covarianciy x.
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Definigédo 3.2.1.SejaX ~ (X, Pxx) umac-representacdo dév pontoss = {x;,w; | i =
1,2,..., N} de X é constituida por um conjunto de pontgse R" ponderados pot; € R
tal que média e a matriz de covariancia daepresentacao sao definidos, respectivamente,

por

1,(8) = Zwixi, (3.22)
Yo(8) = Z wi (i — 145(8)) (i — 11,(8))", (3.23)

e sdo tais que
/LU(S) = X (& 20(8) = PXX-

Dizemos qué é umao-representacdmormalizadade X se
N
Z W; = 1.
=1

O préximo lema apresenta uma forma de encontrar esses pontos

Lema 3.2.1. Um conjuntoS = {x;,w;|i = 1,2,..., N} é umac-representacéo d& se e

somente sel, := [xy,. .., Xy] €w = [wy, ..., wy]" s80 solugdes de
Aw = X, (3.24)
(AX_ [X]1><N)W(Ax_ [X]lxN)T:PXX, (3.25)

em quelV = diag(w)3. Além disso$ serd umas-representacédo normalizada se

[1]ixyw = 1. (3.26)

O préximo Teorema contém a solugéo geral pararepresentacgao.

Teorema 3.2.1.Uma X ~ (X, Pxx) admite umar-representagéo normalizada deé pon-
tos se e somente se existEne RN ew = [w; .. .wN]T € RV satisfazendo as igualdades

EWET = Pyy (3.27)

30 operadotliag(v) € uma matriz diagonal formada pelo vetor
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Ew=0 (3.28)
[ixnvw =1, (3.29)

em quél = diag(w). Se(3.27)(3.29)admite uma solucagr, 1), entéo ar-representacao
normalizada deX €8 = {x,,w;|i = 1,2, ..., N} em que

X1 xn] = B+ [Xixw. l

PROVA Segue diretamente do lema anterior. De fato, como (3226¢3.29), vamos
mostrar apenas que (3.27)-(3.28) sdo equivalentes a {325%).

Assuma que (3.29) é satisfeita. PaFa 1) que satisfaz (3.27)-(3.28), defina

A, = B+ [X]iew. (3.30)

Entao,

Axw = (E -+ [X]lxN) w=Fw+ [X]lwa

G290 4 1], vwX

(329)

O que significa quel, satisfaz (3.24).
De (3.30) e (3.27),

(Ax - [X]lxN) w (Ax - [X]lxN)T = Pxx

e, entdo, (3.25) é satisfeita.

Ao contrério, suponha que (3.24)-(3.26) sejam satisfellaq3.25) e (3.30) é imedi-
ato que (3.27) é satisfeita. De (3.30) e (3.24),

Av =X & (E—|— [X]lxN)w:XﬁEw+[X]1wa:X
& Bw+ [1]1xwvwX = X & Bw = 0. O

Nota 3.2.1. SePx x > 0, entdo d€3.27)segue queank{E} > n. De fato, se, por absurdo,
rank{E} < n, entdo existe € R", v # 0 tal quev’ £ = 0. Multiplicando ambos os lados
de(3.27)por v, obtemos
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Pyxv=EWETv =0

comwv # 0, que € um absurdo, poBy x € invertivel. Ademais, sexx > 0, entdo, como
min{n, N} > rank{E} > n (vide [103]), existe uma-representacdo d& apenas se

rank{E}=n e N >n.
Por fim, ndo podemos tennk{E} = n e N = n, pois isso implicaria, d¢3.28) que

Fu=0=w=0

e, assim, jamais teriamos umarepresentacdo normalizada, pdi®.29)nunca seria satis-
feita, e, além disso, so teriamos a solucao trivial. Consatgmente, sBy x > 0, X admite
umaoc-representagdo normalizada apenasrsek{E} = ne N > n + 1. Portanto, uma
condicdo necessaria para qué ~ (X, Pxx) comPxx > 0 admita umas-representagéo
normalizada é quév > n + 1. O

Enfim obtivemos uma forma mais geral para a representacaondespsigma. No prox-
imo capitulo iremos obter casos particulares e@presentacao.
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4 SIGMA-REPRESENTACOES PARTICULARES

Neste capitulo queremos obter casos particularesr@@resentacdo. De modo particu-
lar, ac-representacéo simétrica eaepresentagdo minima.

4.1 SIGMA-REPRESENTACAO SIMETRICA

A escolha de uma solugéo simétrica € justificada pelo fat@destos seus momentos
centrais impares serem zero (vide Lema A.1.8). No Lema AtarBbém vimos que um
conjunto de pontos simétricos também terd seus momentadmpimétricos. Portanto,
para 0s casos em que a distribuiggariori for simétrica, como no caso gaussiano, € bastante
conveniente que utilizemos umarepresentacao também simétrica.

Para fins de exposicéo do desenvolvimento desta secaoaioas aqui a definicdo de
umaoc-representacao simeétrica (vide também a Definicdo A.2.1).

Definicdo 4.1.1.Umac-representagdd = {x,, w;|i = 1,2, ..., N} de X é denominada-
representacao simeétricae, paraN impar,

Xi = XN =~ (XHN;l - XN) : (4.1)
N
wz‘:wi+N;1 ,Vi: 1, .,5, (42)
ou paraN par,
Xi =~ (XHg) : (4.3)
N
wi:wH% ,Vizl, .,5. (44)

Note que para o caso em giefor impar, ndo é dificil mostrar que

XN = Mxv (45)
em queu, € a média do conjunto de pontos, como definido na secao 2.2.2.

Para este desenvolvimento, consideraremos apenas o cageémé impar. Note que
ISSo ndo causa perda de generalidade, visto que o caSqde pode ser obtido fazendo-se
0 peso do termo central igual a zero e o rearranjo dos indices®conjunto deV impar.
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Agora, considere os vetorps< R" definidos da seguinte forma:

Ez[pl pN], (4.6)

no qual a matrizZ € definida no Teorema 3.2.1. Note que, de (4.5),

pn = 0. 4.7)

Considere, ainda), definido em (3.30). O proximo lema € de grande utilidade.

Lema4.1.1.SejaX ~ (X, Pxx) com pdf simétrica em relagdo a sua média e seja a
representagdo simétrica d¥, 8§ = {x;,w;|i =1,2,..., N}, e N impar. Considere ainda
p; € R™ definido em(4.6). A seguinte relagdo € verdadeira:

p; = —p(HNﬂ). (4.8)

Sopi = —p(iJrNﬂ). ]

Se combinarmos o Lema 4.1.1 com o Teorema 3.2.1, j& temosalogis para o caso
simétrico. No entanto, seria interessante que conseguissencontrar, entre as solucdes
simétricas, aquela que utilizasse o menor numero de porRasa iSSO, vamos primeiro
encontrar qual € a menor quantidade de pontos possivel paa@-tepresentacao simeétrica.
O préoximo lema nos dara esse resultado.

Lema 4.1.2 (Menor quantidade de pontos simétricos)SejaX ~ (X ), Pxx)com pdf simétrica
em rela¢éo a sua meédia e sejararepresentacdo simetricad€, S ={ y, ,w; |[i=1,2,
..., N }, a seguinte inequacéo é verdadeira,

N > 2n. (4.9)
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ProvA Primeiramente, da Nota 3.2.1

rank(A,) > n.

Aplicando o Lema 4.1.1 na equacéao (3.30),

sz[pl pN}_‘_[iLxN
= [pl Py PNy PN-1 PN } + [7}1><N
“.7) [ Proc Py Py pn-1 0 } +[X]
(48) [ D1 B 2 Sy —rx 0 ] + [ ]1><N'

ngmnk{[pl py —p1 Py ] ™ [_]1><N}'
:rank{[}h p%}}
¥

. N > 2n.

(4.10)

U

O Lemma 4.1.2 € também uma novidade que apresentamos, poisrgram lugar na

literatura esse resultado havia sido apresentado.

O Teorema 3.2.1 combinado comos lemas 4.1.1 e 4.1.2, dand@ s@ucao para o caso
simétrico. Vamos encontrar essa solucéo utilizando essessl Considere; € Rn x n e

Q € R definidos da seguinte maneira:

El = [pl p% )
w1 0 0
Q= 0 0
0 0 WN-1

Agora, aplicando o Lema 4.1.2 em

(3.27),
EWE = Pxx
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W1 0 0 -
‘.|:p1 “ e pN:| 0 0 pl PR pN :PXX
0 0 wN
Considerand@/ Px x como a matriz raiz-quadrada @& x, aplicando (4.7),
(4.8) e (4.12)-(4.13) teremos

[ Q 0 0 .
(B =B O || 0@ 0 [[E —F 0| = VPoxvPrx
| 0 0 wWN
_ 0 .
[El _E, [Cg 0 [E —E] — /Pex/Prx . (4.14)
Supondo
wi>0, Vi=1,.. . N—1, (4.15)

de (4.14), (3.28) e (4.13) podemos escrever

([5va sva])([ve nval)

(4.16)
- [ HvPx —5vPa || 5V —&vPe |
Fica claro que a escolha
[ EVQ —EVQ [0l } = [ 5VPxx —5VPxx [0 ] : (4.17)

satisfaz (4.16). Aléem disso, (4.17) sera satisfeita se

BVQ = VP
.~.E:(\/@)_1 Prx.

Em consequéncia, podemos escrever o seguinte teoremdifama® ac-representacéo
simétrica. O resultado abaixo é chave no desenvolvime®§lttos correspondentes.
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Teorema 4.1.1 g-representacdo Simétrica Minima). SejaX ~ (X), Pxx) com pdf simétrica
em relacéo a sua média e sejaraepresentacdo simétricad€ , 8 ={ y,; ,w; |i=1,2,
., N }, N impar. Considere o seguinte pakf, V)

E=| (v2Q) ' VPix —(v2Q) " VPxx Oua (4.18)
Q 0 0

wW=|0¢Q 0 |, (4.19)
0 0 WN

em quewy # 0, Q > 0 ey/Pxx é a matriz raiz quadrada d&y y .Entdo,{y,, w;} €
umao-representagao simétrica minima. Além dissoy3e, w; = 1, entdo{y;, w;} é uma
o-representacao simétrica minima normalizada. O

PROVA Do Lema 4.1.3, (3.29) é evidentemente satisfeita. Entamosamostrar que
(4.18)-(4.19) satisfaz a (3.27)-(3.28). Considerand@8%(4.19) em (3.27), podemos
escrever

Q 0 0 (vV2Q) ™ VPxx)
e A N . ] (- Vi)~ V)
N [0]1><n
v (v ™)’
= (V)T VPxQ - (VIQ) T VPx@ [t || _ym” (v )"
[0]1><n
- (vaa) " Vimevis ((vi) )+ (vae) T vy ((vie) )

(va) " VEmevE ((via) )+ (via) vEmevEs (vi) )

:PXXa

que satisfaz (3.27). Agora, considerando (4.18)-(4.19(3:8)

(V) VP~ (VIQ) VP [0l |u
= 0.

A parte final da prova é trivial. O
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Vamos considerar também o lema a seguir.
Lema4.1.3.SejaX ~ (X), Pxx) com pdf simétrica em relagdo a sua média e seja a
o-representagdo simétrica d& § = {x;,w;|i = 1,2,..., N}, N impar. Ifw; = w,Vi
1,...,N—1,

1—U)N
= . ]
YN

PROVA De (3.29):
N
=0
N
— Z w
0

=(N—-1Dw+wy

]_—UJN
SLw = ) ]
YN

Note que, para o0 caso simétrico, de (4.15),

wy < 1.

Podemos conjugar o Lema 4.1.3 com o Teorema 4.1.1, parambéguinte corolario:

Corolario 4.1.1 (o-representagdo Simétrica Minima Homogénea)SejaX ~ (X), Pxx)
com pdf simétrica em relacdo a sua média e sejar@presentacdo simétrica d&, § =
{x;,wili =1,2,..., N}, e N impar. Considere o seguinte paf, V)

E:[(m)*l Pox —(vV2Q) " VPxx Ona
Q 0 0

W=1|0¢Q 0

0 O

WN

emquewy # 0ewy < 1,Q = 1*2?171 e v/ Pxx € a matriz raiz quadrada d&x x
.Entéo, {y,, w;} € a menoro-representagdo Simétrica Homogénea (normalizada)o-A

representacdo Simétrica Homogénea € equivalente ao canflepontos sigma simétrico
de Julier. 0
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PROVA Segue direto do Teorema 4.1.1

Por ultimo, como{ x,, w;} satisfaz, por definicdo, ao Lemma 4.1.2, Lemma4.1.1ea
Definicdo 4.1.1 a prova esta completa. O

Como dissemos antes, pretendiamos, com esse desenvdtyjmestrar, primeiramente,
que a Transforma Unscented ndo € uma escolha arbitraria. atbe dla é a menos-
representacao simétrica homogénea de uma variavel adeator

Em segundo lugar, e como consequéncia, também mostramadilideale de nossa for-
mulacao geral. Na proxima se¢éo, vamos mostrar gueepresentacao é capaz de nos guiar
a novas definicbes. Particularmente, queremos obterainearesentacao (ndo simeétrica)
com a menor quantidade de pontos possivel.

4.2 SIGMA-REPRESENTACOES MINIMAS

Nesta secdo queremos encontrar um novo conjunto de pogtos sitilizando nossa
solucéo geral. Particularmente, queremos encontrapdrapresentagdo com a menor quan-
tidade de pontos possivel, que é 1(vide Nota 3.2.1). Isto € motivado por dois fatos: uma
solucdo minima é desejavel porque ela exige menos esfongoutacional (vide [83] e [84])

e também porque uma solucgéo satisfatéria ainda nao foiexgesta na literatura.

As solugcbes minimas existentes estdo em [83] e [84], masaplasentam problemas
(ver capitulo 2.4 ). O conjunto de [83] também usa a menortifeae de pontos sigma. No
entanto, ele apresenta dois problemas. Um é que [83] podeis@ricamente instavel para
grandes valores de( veja [84]). Outro problema é que nem a média nem a matriz zkr€o
iancia do conjunto de [83] sdo iguais a média e a matriz deri@n@a, respectivamente, da
v.a.a priori quandon € maior que um (vide sec¢édo 2.4.1.2).

Quanto ao conjunto de [84], note que ele utiliza um ponto aspmique ndo é uma
grande desvantagem. No entanto, esse conjunto de ponta tsgmbém possui a segunda
desvantagem mencionada para o conjunto de [83] (vide se4&03).

Para as raz0es apresentadas, procedemos na direcdo desnooac-representacao
minima para o conjunto de pontos sigma de acordo com 0s no&Et0dos.

Faremos a exposicéo da seguinte maneira: primeiro apageerds uma-representacao
minima particular, segundo apresentaremos urn@presentacdo minima geral e, depois
mostraremos que a primeira é de fato um caso particular dedag

4.2.1 Sigma-representacdo minima particular
Considerely; € ", p € 1", w, € € ™" tal que
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E = [ B p ] , (4.20)

w1 0 0
Q=10 . 0 |- (4.21)

0O 0 w,

wp - wn+1.
De (3.27),
Q 0 || Ef
FE P ] = PXX
[ ' [ 0 p||p

Suponh&) > 0, w, > 0 e considere que a matriz raiz quadrgdBy x de Pxx. Podemos
escrever

(s[4 2 ) (= 0{[ 2])
— V/PxxVPrx - (4.22)

Uma forma interessante de resolucédo dessa equacao € fazmmdgue termo do lado
direito de (4.22) seja de dimensaect 1. Para isso, considerg € R"*" tal que

——— N\T
[ VPxxC ¢ ] ( P)C(;(C) =/ Pxxv PXXT- (4.23)

RV PxxCCT PXXT +eccl = vV Pxxv/ PXXT- (4.24)

Suponha quéPyx > 0 e multiplique (4.23) pela esquerda pgiPxx e pela direita
por (v/Pxx :T)_l:

-1

cCT 4 /Pxx o’ (N/PXXT) — 1, (4.25)
CCT = In — \/PxxilcCT ( PXXT)_l .

Suponha

-1

—1 T
L= VPax w' (VPix ) >0, (4.26)
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teremos

-1

C = \/In - m_lcCT ( PXXT)

Com uma expressao pata podemos tentar obter os demais termos, pois agora podemos
escrever os dois lados da equacao de modo analogo. De fasige@ndo (4.23) em (4.22):

(e [g 2D (=[5 2])

=[mcc][< PixC)"

[Elx/@ p\/w_p} Ei/Qy p\/’ch]T

:[MC C} (@C)T (4.27)

Como, agora, temos os dois lados da equacao escritos emsiessequivalentes, pode-
mos fazer a seguinte escolha:

| BWQ by | = | VEC e,
- E1\/Q1 = \/PxxC
- By = /PxxC (@)1 (4.28)

Temos também

P/ w, = cC.
C

S.p = .

VWp

Obtivemos, com isso, as expressoes farap que satisfazem a (3.27). Temos que obter,
agora, as condicdes para que (3.28) seja satisfeita. Bssivte, ela nos dara as condicbes
dos pesos. Assim, de (3.28)




T
Consideranda = [ w* w, ] ,

vV PxxC (@) 1w*Jrc\/w_p: 0.
N
ol | = —VPex ey, (4.29)
U

Podemos multiplicar cada lado de (4.29) por seus respsdti&nspostos:

vin Vi ) 1 1 T
C : C : = \/E_ cy/Wy (JE_ c\/w_p)
Vo Vo
wy c Wiy wy, .
: : = CilwpmilccT (\/iA) (C’T)_l. (4.30)
S/, - w,

Aqui j& obtivemos a expressao para 0s pesgjue sao exatamente os elementos da
diagonal da matriz do lado esquerdo da equagéo acima. No, gmexisamos verificar em
qual restricdo esses termos implicardo. Aplicando o operdco (r(e)) em cada lado,
teremos

W ... ST 1 ]
tr : : = wptr (C'_l\/PXX_ cc'/Pxx (C’T)fl) )
VWi w, e W,

sl —w, = wytr (C’H/PXXACCT\/PX);T (C’T)_1>
ﬂ =1ir (Cil\/ PXX_lcCT\/ PXX_T (CT)il) . (431)

Wp

Utilizando o fato de queér (ABCD) = tr (DABC) = tr (CDAB) = tr (BCDA)
([103], pag 110):

(0P e Pex (€))
p
=tr ((CT)_l Cil\/ PxxilcCT\/ PXX7T>
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. ((CCT)*1 @‘%J@‘T) . (4.32)

Aqui chegamos a um ponto que torna dificil a obtencdo de urmpeessao mais geral.
Facamos, portanto, uma escolha particular que facilitelic&o. Oberve que os termos
que dificultam a resolucéo de (4.32) sé&o os de foa@_l. Facamos, entéo, a seguinte
escolha, que cancelara esses termo:

C =/ PXX [1]n><1’ ae%, (433)
Assim,
tr ((CCT)l \ PXX_lcC (\/ PXX_1>T>
1
=%t | (cCT)™H | [ 1 1 ]
1
1
1 1
= o?tr I—ao? | : [1 1} : [1 1] (4.34)
1 1

1 1
a’tr I—a? [1 1] [1 1]
[ 1 1
1
- : [1 1]
_ r .
1—a?n .
—1—
B o? _l—wp
1—a?n wy
s _ 1wy
Lot = ——, (4.35)
n
Comoa € R,
1—w,>0
Sow, < 1 (4.36)

Temos que também observar qual sera a restricao que (4.26¢irDe (4.26),
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1
Li—a®| i |1 1] >0
1
1
codet | I, —a? | [1 1} > 0.
1
= det (1 — azn)
=1—-a’n>0
catn <1 (4.37)
Considerando (4.35) em (4.37):
1—w, <1
Sowpy > 0.

Por ultimo, considerando (4.33) em (4.30), teremos

W ... Jui/on y . 1
: : = C 'wyn/Pxx cct (\/PXX ) (ch) .
SO Wy - w,

= o*w,C"'[1] (C’T)fl

nxn

que representa a expressao para os pesos. O teorema a sagalizh o resultado

obtido:

Teorema 4.2.1 -presentacdo Minima Particular). SejaX ~ (X, Pxx), X € R", Pxx
> 0 e seja asigma-representagdo de&(, 8 = {y;, w;|i =1,2,...,n+ 1}. Considere um
valor arbitrario dew, = w,, tal que

0<w, <1 (4.38)

e as seguintes relagdes:

Y i) (4.39)

n
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C=\/I,—a2[1] ., (4.40)
w1 0 0
Q=10 "~ 0 |, (4.41)
0O 0 w,
em que
= (C’*lwpoﬂ[l]nxn (C’T)_l) o, Vi=1,...,n. (4.42)
Seja ainda o patE, V)
= | VPO (V@) —avPrx e | 4 (K] (4.43)
W = [ @ 0 (4.44)
0 w,

uma solucéo pard y;, w;} de acordo com o Teorema 3.2.1 tal que

[X1 - 'Xn+1j| =E+ [X]1Xn+1>
Entdo, o conjuntd x;, w; } € umao-representagdo com o menor nimero de pontos sigma

normalizada deX e recebe o nome derepresentacdo Minima Particular O

PROVA Conderando (4.43)-(4.44) em (3.28),

0= |: \/PXXg (\/@)71 —\/PXX[QL?ZUX; ]w

:_/— Jnx1 w, + /—PXXC<\/7)1 .
Vwr
ol v+ C || =0 (4.45)
VWn

Considerando (4.42)

VWt \/(Cflwpaﬁ[l]nxn (CT)_l)n

Vil | (0 el ©)7),,
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=[]0 VW + wpaC
1
Como(C™) . | : | éescalar,
1

((01)1*
N
((Cl)n*
1
= \/w_pac_l :| .
1

Substituindo (4.47) em (4.45)
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VT
- [a]nxl \/"‘TZWLC
Jn

= =[] v + CypaC

1

== [a]nxl \/w_P + [a]nxl \/w_p
=0-

O que satisfaz (3.28).
Agora, de (3.27)

= [ vPee (vay™ -mwﬁ}[@l 0]

0 w,

! (vrewa) ) }

(i)
Ve (Va) o (V@) ) e A
= Pxx.

0 que satisfaz (3.27).

Agora, considere a equacao

11
= 0

0 [ty i, ()]

{wl 0] (e w01, (€1)'] 0

nn

e aplique o operador tragor(e)) em ambos os lados:
wy .. UL
tr : : = Qwptr (C'_1 1], (C’T)il) )
VT Wy Wy,
Zwi = a2wptr (Cil 1], (C’T)_l)
=1
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.'.Zn:wi +wp, = QPwytr (C‘l 1,0 (CT)A) + wp.
i=1

Utilizando o fato de quer (ABCD) = tr (DABC) = tr (CDAB) = tr (BCDA),

iwi +w, = oz2wptr <C_1 1], (CT)il) +wp
i=1

= auytr ((CT) 7 €7 1], S71) + 1wy

= Pwptr <(CCT)71 man) + wp.

Logo,
> wi+ w, (4.48)
i=1
1
= Pwpytr (C’CT)f1 : [1 1} + wy
1
1
1 1
= ouwytr | [T—a? | : [1 1} : [1 1} +w,
1 1

1 1
Qwptr I—a? [ 1 1 ] [ 1 1 ]
1 1
+w, (4.49)
1
. 2 :
= m& wptr : [ 1 --- 1 :| + Wyp
1
1 2

Considerando (4.39) em (4.50),

n
E w; + Wy
=1
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1- = n
(1w w,
= — — Wy ) W w
wp p p p
= 1.
0 que satisfaz (3.29). O

O Teorema 4.2.1 apresenta uma neveepresentacdo minima. Como queriamos, com
ISso mostramos que nossa formulacéo foi capaz de proparaioma solu¢ao para um prob-
lema ainda néo resolvido.

O resultado do Teorema 4.2.1 apresenta uma solucéo pariiewh o caso darepresentacao
minima. Na préxima sec¢éo, apresentaremos uma solucéo eralgpgra ar-representacao
minima.

4.2.2 Sigma-representacdo minima

Nesta secdo apresentaremasrapresentacdo minima. Vimos gi¥e~ (X , Px X), com
Pxx > 0, admite umar-representacdo. O casd= n + 1 vale se e somente se existe

- w 0
W [

e[ ]
0 Wn41 b

comrank [ E p } =n, W = diag (w), w := [wy ... w,] €p € R".

Do teorema 3.2.1 e consideran@do:= [w; ... w, 1], temos que{x;, w;} serd umar-
representacao normalizada dese e somente se

EWET =Py,
Fw =0,
w
1 =1,
[ ]1><(n+1) [ Wt ]
ou seja

W0 ET ]
[E p} [ - | = Pxx, (4.51)

0wy P
[ E p } N - (4.52)

L wn+1 -
[ Mixn 1 } e (4.53)

L wn+1 -




ou ainda

EWET + w,1pp” = Pxx, (4.54)
EFw+ w,1p =0, (4.55)
1]}y, W+ Wy = 1. (4.56)

Observe que ndo podemosier= 0, pois isto implicaria uma-representacdo d€ = n
pontos. Assimy; # 0. Assim, por (4.55)p pode ser escrito como

1
p=— Ew. (4.57)
Wn41
Substituindo (4.57) em (4.54),
Pxx = EWE" + FEww!ET
Wn41
:E<W+ umﬂET:m@ﬁ (4.58)
Wn 41
em que
1
V=W+ ww! (4.59)
Wn+1

ComoFE = [ E p ] tem posto linha pleno, podemos sem perda de generalidadieleoar
E invertivel. De fato, sé& nao fosse invertivel, pode-se mudar uma das colunds plar p.

SendoF invertivel, de (4.58) temos
V=FE'PyxET >0 (4.60)
Assim, de (4.59) e (4.60), uma condi¢do necessaria é que

V=W

ww? > 0. (4.61)
Wn 41

Segue que

0 < Wy V s = [ (W — wa) e,

wnJrl
,A:iT 1 .
= [Hlon[l]nXl [1]1><n+ ([1]1><nw) ([1]1><nw)
Wn41
=) w;+ w;
4.56 1
V1 - wp) + —— (1= wo)’
wn—l—l
1
=. (1 —wpt1) (Wng1 + 1 — wppq)
Wn+1
1
= 1—w, .
Wit (1 — wnt1)
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Portanto, uma condi¢do necessaria é que

0 <wpy < 1. (4.62)

Comow; # 0, W é invertivel. Comd/V é simétrica, e considerandg > 0, podemos
escrevé-la da seguinte maneira:

Jur 00 Jur 00
W=1| 0 . 0 0 . 0
0 0 Juw, 0 0 Jw,
= W2, (4.63)
em que
\/ W1 0 0
Wee=| o0 . 0 |, (4.64)
0 0 Jw,
Assim, (4.58) |é-se como
Pxx=E <W + wa) ET
Wn 41
1 ]_ 1 1 1
= EW? <In + W‘zwaW‘2> WaET
Wn 41
1 W—3w W—3w !
—EW L+ wiE"
v Wn+1 vV Wn+1
=F (I, +w") F7, (4.65)
em que
F:=EW3, (4.66)
V= W iy (4.67)
\/wnJrl

Note queF’ € invertivel. De (4.65) e pelo fato de, por suposigaey ser invertivel, podemos
fazer

Pyx F(S+w?)F'\/Pex =1
G(S+w")G" =1, (4.68)

em que
-1
G .= PXX F. (469)

—1 ~_ - , . 7 7 - , .
Como+/Pxx e€F sdo invertiveis(G também é invertivel. Assim,

S+w’ =G'¢T = (GTa) "
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SupondaS + vv? > 0, podemos escolher

De (4.69),

De (4.66),

De (4.67)

EWs: — F —

G=(S+w")"

NI

L GTG = (S+wT)

\/PXX_lF =G = (S"—UUT)_

cF =

PXX (S+UUT)_ .

E = \/ PXX (S+UUT)7

Comow; # 0, devemos ter

Portanto, escolhido =

U1

€ R comu; # 0, podemos escolhewr; tal que

1
L 0 0
o . 0
1
I 0 0 NS
_ o
| v Wn
UZ'#O.

1
VW; = U;
vV Wn+1
1
. w; = UZ~2
wn—l—l

_ 2
W; = Wp17; -

NI

> 0.

=

PXX (S"—UUT)

W2,

N[

_1
2

NI

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

Resumindo: Uma solucdo para representagdo minima (cons tado- 0) e obtida da

seguinte forma:
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1. Escolha

U1
V= S %n’ U; 7& 0.
Un
2. Defina
w = = W1
Wy, v2
3. Defina
) = 0 0
EI\/PXX ["—U’UT 2 O . 0
( ) vV Wn+1 1
0 O o
4. Defina
1
pi=— Ew.
wn—l—l

Entéo (4.54) e (4.55) sao satisfeitas. Falta assim, ga(dri6):

1 =[1];,, w+ Wyt
vt

- [1]1><n Wn+1 + Wn+1
,U2

n

n
2
= Wnp+1 E V; + Wpt1.
=1

1
el = ————=. 474
it (1+ Zizl U@z) ( )

Note que (4.74) ja satisfaz (4.62) para# 0.

Resumindo: Uma solucdo para representacdo minima (cors tQdo 0) e obtida da
seguinte forma:

1. Escolha
(%1

v = E%n, UZ'#O.



2. Escolha

3. Defina
wy v?
w = : = Wpt :
wy, v2
4. Defina
1
= 0 0
E=+/Pxx (I+ T)‘% ! 0 0
= XX %Y
v Wn+1 1
0 0 o
5. Defina
1
pi=— Ew
Wn 41
L0 0 v?
L v o) | .
= — VU Wy, :
o XX T 0 0 +1
0 0 L v?
1 _1
= — \/Pxx([+UUT) 2o
Wn+1

Entéo (4.54) e (4.55) sao satisfeitas. Falta assim, ga(dri6):

1= [Hlxnw + Wny1
vt
- [1]1><n Wn+1 + Wn+1

2

Up,

n
2
= Wnp+41 E U + Wpt1.
=1

1
AT Sa)
Definay, € R" tal que
X1 0 Xntl } = [ E p ] + [X}lx(nJrl)'

Neste casa$ = {y;, w;|i = 1,...n+ 1} é umas-representacdo minima dé.

O Teorema a seguir coloca o resultado em uma forma ainda @@bk(gem a condi¢ao
de quew; > 0). Para isso, considere as seguintes notacao e definicGouree matriz

88



A € R™™ os termos déA| sdo definidos como

, (4.75)

ij

141], = |iA]

Definicdo 4.2.1.Seja uma matrizl € R**™, os termos de&ign (A) sdo definidos como

—1 , C.C.

[sign (A)];; = { boseldly =0 (4.76)

Teorema 4.2.2 g-representacdo Minima). SejaX ~ (X, Pxx), X € R", Pxx > 0 e
sejam as seguintes relacoes

U1
vi=| + | €R", v #0, 4.77)
Un,
w ! (4.78)
ntl = T ~n a2y :
(L4320, w7
1 L1 07)
W[ w = i, (4.79)
S = sign (W), (4.80)
E = /Pxx (S + ") 2 [W|7, (4.81)
pi=— ! Euw, (4.82)
Wn+1
[ X1 " Xnga ] = [ E p } + [X}lx(nJrl)' (4.83)

O conjunto8 = {x;, w;|i=1,2,....,n+ 1} € uma aoc-representacdo com o menor
namero de pontos sigma normalizadaXiee recebe 0 nome derepresentacdo Minima

PROVA Do Teorema 3.2.1, se mostrarmos que (4.77)-(4.83) satisfd3.27)-(3.29), o
teorema estara provado.

De (3.27), temos que

[Ep]lw 0

(4.81)(4.82)

T
2 ]
| VPx (S +00T) 2 W] Py (S 00”) E W R | W
T
VPxx (S + UUT)_% |W|_% —w:+1\/PXX (S+ UUT)_% |VV|_é w

1 1 _1 1 T
= /Pxx (S+0") 2 W[ EW (WJXX (S + voT) 7 |W|_5>

T
+ L \ PXX (S-'-U’UT)_% ‘W|_% WWp41 (%\/ PXX (S"—U’UT)_% ‘W‘_% ’lU)

Wn+1 n+1
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r T
2

= /Prx (S+007) 2 W[ W W]F (S + o)

+ wl vV Pxx (S + UUT)_% W2 wa W2 (S + UUT)_% Prx
n+1
Considerando (4.79) e(4.80),
W 0 T
o]0 |2 ]
% T

PXX

“IAE P (S +v0™) 2S5 (5 + o)
1 — _1 -
+ PXX (S + UUT) ? (\/wnJrlU) (\/wnJrlv)T (S + UUT)

Wn+1

r T
2

NI

=/ Pxx (S+UUT)7 S (S+UUT)
+ v/ Pxx (S + va)fé vol (S + va)f

Colocando os termos extremos em evidéncia:

Sl
!

O que satisfaz a (3.27). Agora, de (3.28)

wn
5]
Wn,
Wn 41
= Fw + pw, 11

N e
1 \ PXX (S + UUT)_% |W|_% WWn+1

wn—l—l

=0.

Que satisfaz a (3.28). Agora, de (3.29) e considerando)4.84
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wq

[1]1><n+1 w
n
wn—l—l
2
Wn41V7
= [1]1><n+1 9
Wn+10,,
Wn41

n

2
= Wnp41 E Vi + Wy
=1

(4.84) 1 ~
Y- 2 41
TED vy (sz * )

i=1
=1,

que satisfaz a (3.29). O

Nota 4.2.1. Sew; > 0, as equacde@.77)(4.83)terdo a seguinte forma:

U1
v=| | eR", v #O0, (4.84)
Un
! (4.85)
Wpt] = ————5, )
o (T+ > v7)
wy v?
w = = Wnpp1 ) (486)
Wy, v2
L0 0
E=Pax (T+o®) T | g g @.87)
= VU , .
= vV Wn+1 1
0 0 o
1 1 _1
— _ Euw — — P T 2 4.88
p - w \/m\/ vx (I +vv") 2o, (4.88)
[ X1 0 Xntt ] = [ E p ] + [X]lx(n—I—l) (4.89)

Na secao 4.2 obtivemos uraaepresentacdo minima particular que esta escrita no Lema
4.2.1. Como o Teorema 4.2.2 € uma caso geral da represemtdigéoa, qual sera a par-
ticularizacéo que leva do Teorema 4.2.2 ao Lema 4.2.1? Véenter primeiro uma rapida

heuristica. Como na solucdo do Lema 4.2.1 sup@e-se0, tomaremos as equacoes (4.84)-
(4.89).
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Considerando (4.88) com (4.43)

v Wn+1 vV Wp .
/ 1
v = oYt (I +v0")2 1],
v/ Wp
Considerav,+1 = w,, assim, queremastal que
v=a(l+v0")2[1],,,. (4.90)
Agora, considerando (4.86) com (4.42)
(€7 wns10?[Tosn (CT) )
= wn—l—lvi2
(4.90) ™1 ™1 T
=" W1 (a ([—i—vv ) [1]nx1> (a (I+vv ) [1]nx1>
— w0 ((I+UUT)§ .. ([—FUUT)E)”. (4.91)
Claramente, (4.91) sera satisfeita se
(I+w")2=C"" (4.92)

Agora, substituindo (4.92) em (4.90),

v=aC '] (4.93)

nx1l "

O lema abaixo fornece o resultado desejado:

Lema 4.2.1. Considere as equac0é$.77)(4.83)do Teorema 4.2.2. A escolha particular

w; > 0, (4.94)
v =aC 1] (4.95)
recai nas equacog#.39)(4.44)do Lema 4.2.1. O
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PROVA Como a solucéo do Lema 4.2.1 é para> 0, tomaremos as equacoes (4.84)-
(4.89). Agora, sera conveniente obtermos o seguinte egkult

1
2

(I+UUT)% = (] + aC™ 1 (O‘Cil[l]”“)T)

NI

= (I + a’C ' [1,xnC™T) (4.96)

Agora de (4.40)
cct =1, —a*[1]

nxn

1
" [1]n><n = ?

(I, —cc™). (4.97)

Substituindo (4.97) em (4.96),

1
2

[N

(1+v07) = (z rare L (1, - cem) C—T)

—(1+C'CT—clecTeT)
—([+CcCTo1)

(c e )
. (4.98)

1
2

Agora, considere (4.94)-(4.95) e (4.98) em (4.88):

1 1
— \/Pxx([+UUT) é’U

Wn41

(4.98) 1 \/7
= — PXXcU
v Wp
@95 1 1
=" — \/ PxxCaC™ (1],
\/’LTP xxLo [ ] x1
(4.95) 1

iy Px xa[1]nx1. (4.99)

Considere agora, (4.94)-(4.95) e (4.98) em (4.87)

L 0 0
NI R
PXX + vv 2
Wn+1 0 0 1 1
Wn+1 Un
1 1
4.98 Vi ! |
(.:)\/PXXC 0 0

1 1
0 0 \/an}
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0 /PrxC

0 0
|0 e
1
(4.86) o 00
= /PxxC | 0 .0
R

— /PxxC (\/@) - (4.100)

Note que (4.99)-(4.100) satisfazem a (4.43). Agora, basistnar que os pesos séo
equivalentes. De (4.86),

2
Wi = Wn41Y;

— i (07

(4.99) Wn41 (OéC_l [1nx1 (G [1]”X1)T> i

= wn10” (C7 U xnC™T)

18

(7

Que satisfaz a (4.42). O
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5 TRANSFORMACOES POR PONTOS SIGMA

51 TRANSFORMACAO POR PONTOS SIGMA

Agora que vimos a formalizac&o dos conjuntos de pontos sigima é ar-representacao
- vamos partir para a formalizagdo da Transformada Unsdehessa proposta € a Trans-
formacgé&o por Pontos Sigma.

Definicdo 5.1.1 (Transformagé&o por pontos sigma)SejaX € R" um vetor aleatorio e
seja 0 mapeamentg : R — R™ que defineY, Y := f(X), e sejam 0s conjuntos
{xi wilx; € RMw; € Ryi=1,2,..., N} e{vy;,wi| v, = f(x;)} de pesosu; e pontosy;
e, uma aproximagao gaussiana da distribui¢céo de probabileladnjunta deX e Y’

N Hy ’ 2;?( Xy ’ 0
Fy Ly

em que

= D Wi (5.1)
z;l )
S = > _wi (X — i) (i — 1) (5.2)
z;O
Mfy = Zwi’}/iv (53)
z;(] )
Yoy 1= Z w; (7 — :u’y) (7 — /M) ; (5.4)
=0
Yy 1= Z wi (= ) (v = )" (5.5)

e u, eX,, sdo amediae amatriz de covarianciade {x;, w;}, ., € ¥, sdo amédiae a
matriz de covarianciade {vi,w;} e X, € amatriz de correla¢éo cruzadde {y;, w;} e
{71, w;}. Umatransformac&o por pontos sigméuma fun¢dd PSS

[Mw Yy Bxy] = TPS (f, X, Pxx) (5.6)
se

=X, (5.7)



Yoy = Py (5.8)

Note que essa definicdo foca na aproximacéo da pdf conjumpaaato ar-representacéo
foca na aproximacéo de apenas uma pdf. Qual seria, entdlagadodormal entre a Trans-
formacéao por Pontos Sigma eraepresentacdo? O Corolario a seguir nos da essa resposta.

Lema 5.1.1. SejaS = {x;, w;|i = 1,2,..., N} umaoc-representacdo d& ~ (X), Pxx),ea
func@of : " — R™ que defingd”, Y = f(X), os conjuntog x;, w;} €{v,;, wi| v, = f (x;)}
constituiem uma Transformacao por Pontos Sigma, TPS,

1y 27, By ] = TPS (f, X, Pxx) - O

ProOvA Como{y;, w;} é umas-representacao, por definicao,

1o(8) = ZwiXi =X, %,(8) =) wilxi— Ho(8)) (i — 1o(8))" = Pxx. O

1=0

Estabelecidas a-representacéo e a Transformacéo por Pontos Sigma, qaa seali-
dade da aproximacao de uma transformaG&s (f, X, PXX)? O lema a seguir nos ajudara
a dar essa resposta.

Lema 5.1.2. SejaX € R" um vetor aleatério de médi& := E{X} e matriz de covariancia
Pxx = E{(X - X)(X — X)T} e seja o mapeamento: " — R™ que defing” de acordo
com(3.1) e uma transformagé&o por pontos sigma com os conjufitesw;|i = 1,2,..., N}
e {v;, wi|v; = f (x;)} de pesosv; and pontosy; e~,. Se

1. = X,
2. ¥\, = Pxx,

3. 0s momentos centrais 4g;, w;} sdo iguais aos momentos centraisXieté a ordem
k,

4. f é diferenciavel até a ordem
entdo, as seguintes afirmacdes sao verdadeiras:

1. pu, aproxima a Série de Taylor da médiadeY := E{Y'}, até a orden:;

2. ¥, aproxima a Série de Taylor da matriz de covariancial¥ePyy = E{(Y —
Y)(Y —Y)T}, até a ordentk. O
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PROVA Dos corolarios A.1.1 e A.2.1 temos que as expansdes em ETiaytbr dey” e
dey., até a orden2k séo:

v SR e N 0*f (z)
Y~ f (X) + i.lex(il)’x(m ERGERO) . 4+t
i1,i9=
1 - k O f (x)
(k)! Z 1Mx<i1> ,,,,, (0 Qi) Pl | o (5.9)
VL geeey 1= -
e
1 — o f (x
/”L’Y f ('uX) + 21 Z X(Zl) _____ XE%) 8;1:(“)837(22) tot
i1,i2=1 T=fiy
1 - k " f ()
o Z 1mX§i1) _____ X @) <. 9plin) - (5.10)
UL geeey 1= —Fx

Como os momentos centrais dé sdo iguais aos momentos centrais{de, w;} e
fy, = X, as equacdes (5.9) sdo (5.10) iguais, 0 que prova a prinssieatya.

Agora, dos corolarios A.1.2 e A.2.2, as Séries de TayldPdee deX, ., até a ordem
k sao:

Pyy =0%  +0% +0h +---+0% +.... (5.11)

Pyy Pyy Pyy Pyy

em que
- of (x) of (x)|"
0% = M2, : :
- of () of (x) |
=Y (Pxx); —— .
i,jzzl J ax(l) =X 8;5(]) =X
GIJZYY
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1 - k _ M2 k/2
Ty, o <Mm<i1>...m(ik> Mx(il),_,m(ik/z)MN/M)%(%)>

Ty =1
*2 f(x)
az(ikﬂ)...az(ik)

T
*2r)  |T n 8*/2f(z) O*/2f () _
pex Onk2t000(0) [om g T 020 020) [omx 5, (ikr2) L pa(in) |, 5
n T
1 k of(x)
(k_l)!il,";klez(il).“z(ik) <am(ik) z_X>

T of(x)

=% 0x(iK)

ARG
=X 9z ...9(ik-1)

CARC))
=X 821 ...92(k-1)

1 ¢ k 2 k—2
+2!(k72)!. Z -1 (Mmam...x(ik) - Mz“l)m“?)Mmm)mm(ikﬁ))

11,3tk =

9*f(z) i) |" 0F 2 f(x) P |"
0 (ik—1) 9z (i) =X 01 ..oz (1h—2) =X 911 ..oz (1k—2) =X 0a(ik—1) 92(i) =X
n
1 k a3 k—3
+3!(k73)!1_1 ~~Z;'k:1 (Mz(il)mz(ik) Mz(n)»-»z(is)Mm(il)”w(ik,g))

T 0*f(2)

o2 f(x) _ o f@)
=% 0x(ik—3)...90k)

T
=% 020D ...02(ik—3) x_X)
S N Mk k22 A E+2)/2
+(<k—g2))g(<k—32))g > ( 201 ..z (Pk) I(il)mz(i(,ﬂ,mm) m(i(kiz)/erl)‘“I(ik)
T

i1, ik=1
oD f(x)
az(i<k72)/2+1) .02 (ik)

02 1(x)
=X 92D .92 (1k—3)

9 f(z)
Bm(ik‘*Q)»»»az(ik‘)

oD f(x)

6(’”2)/21”(1)
) =X 0z (1t=2)/241) oy (ix)

2=X% 0z(1)...0z i(k—2>/2)

i a(k‘+2)/2f(x)
e=X  0xG1)..9z\"(k=2)/2

T
=X

e
2 3 4 k
Efyfy — @Z"/’Y _'_ @E’Y"/ _'_ @E’Y’Y + A + @Z"/"/ _'_ ctt (512)
em que
2 of (x of ()"
922 = M2<1) o) : 3
” ”2_1 U 9z Xi=Ty; 0x(") Xi="y,;
i (5., 2@ of ()"
- XiXi)ij 7 7
= 7 9x(® N Ox(®) —
®I§:’Y’Y
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+ 1 ‘ n k » o k/2 k/2
(g)!(%)!il,..zﬂ'kzl <'ux§”)~~~x§”“) 'ux(_il)mx(ik/Z)'u (ik/2+1)mx(ik)

/2 f() !
axm)...ax(ik/z) a=n
1 E”: k 8f(x)

Lk P i ;
( ) i1, i =1 XSL 1)"'X§ k) \ 9x(in)

"2 f(x)

or2 ()
9z (k/2+1) .92 (k)

— 9z (k/24+1) .92 (k)

M2 f(x)
=0y, amm)...ax(ik/z

) fﬁ—ﬁx)-

Xq
" f(x)
w=n,, 8x (i) ... (ik—1)

0"~ (z) of(@ |*
z=1, 92(i1) .92 (ik—1)
* 2 f(x)

dxlix) J“'_77><«;>
1 - k 2 k—2
+ > B ) T H an el G
21(k—2)! i i (1) (i2) i Qg
(k=2) G100 =1 X,(; 1)“‘X$ ®) Xi ! X3 2 XE 1)'“X§ K-2)
0% f(x) T ?ia)  |"
92 (tk—1) 92 (ix) w=n,. 9201 ..oz (ik—2) o=, 92 (ik—1) 92.(ix) w=n,,

n
1 k 3 k—3
+ ey ) N = ; i ) )
31(k=3)!. Z 1 ‘LLXEH)“'XS%) 'uxill)"'xi”)'thgm)mxglk)
. )
L=y

Q1,0 =
T
Z)
L=y,

T=Tx;

* 2 f(x)
2=X 0x(1)..0z(ik—2)

O* 2 f(x)

02 f(x)
=1, x(i1) “‘Bw(ik*k”')

T=y, 92(i1) ..oz (1k—3)
+ ..+

> f(x)
r=n 9a(ik—2) .92 (k)
Xi

9 f(x)
92(tk—2) .92 (ix)

n

1 N T (k=2)/2

(%)!(@)!il,--gkﬂ (Mxﬁ”)wxg”“) ngimmx_(i(k—z)/z)Mx(iww)/z)mxl(ik)
oW /2 1 (a) !

aw(i<k+2)/2)...az(ik)

Como os momentos centrais dé sdo iguais aos momentos centrais{de, w;} e
[y, = X, as equacdes (5.11) e (5.12) sdo iguais. O

8(k+2)/2f(w)

g(k+2)/2
L N ()
=1, Az (i1)...9z\"(k=2)/2

w=n,, awm)maw(%k*z)/z)

o224 (x)
w=n,, Bz(i(k+2)/2)...az(ik)

Com isso, podemos determinar a qualidade da estimativadsférmacao por pontos
sigma:

Coroléario 5.1.1. Seja uma Transformagc&o por Pontos SigiaS = (f, X, Pxx) das var-
iaveis aleatdériasX € R"eY € R™ tal queY = f(X), f : R" — R™ constiuida pelos

conjuntos{ x;, wi|x; € R w; € R;i=1,2,..., N} e{v,,wi|v; = f (x;)}. As seguintes as-
sertivas sao verdadeiras:

1. p., aproxima a meédia d&, Y := E{Y} pelo menos até a segunda ordem da sua Série
de Taylor.

2. X, aproxima a matriz de covariancia dé, Pyy = E{(Y — Y)(Y — Y)T} pelo
menos até a segunda ordem da sua Série de Taylor. O

PrRovA Da definicdo de Transformacé&o por Pontos Sigma,

Aplicando o Lema 5.1.2 para= 2, as duas assertivas ficam provadas. U

Agora que fizemos a formalizagdo para os conjuntos e paranaférenada Unscented
da forma basica, passaremos para a formalizacdo da TranasfarEscalada.

99



5.2 TRANSFORMACAO POR PONTOS SIGMA ESCALADA

Na secdo 2.4 vimos que ha uma transformada em particular@pusenadéqua a nossa
definicdo de Transformada por pontos sigma: a Transformadaduted Escalada (TUES).
No entanto, vimos que a forma com que ela é mais utilizadesapte a restricdo de que
haja um conjunto de pontos sigma com um ponto igual a média.ndama outra forma de
obter os mesmo resultados de escalamento da média e da deatorariancia dos pontos
transformados.

De fato, considere uma variavel aleatdkia~ (X, Pxy), uma funcéof : R" — R™ e
Y tal queY := f (X) e a variavel aleatéria tal que

Z:=g(X,c,a, k),

em que
fleta(X—c)—f(c)

K

g<X7C7a7K“): +f(c)7
emquex € R,k € R* ec € R". Dos lemas A.1.6, A.1.7, A.2.6 e A.2.7 podemos perceber
que a média e a covariancia modificadas (definicdo abaix@) demx = a? e c igual a
respectiva média possuem o escalamento que desejamos), Assiemos fazer a seguinte
definicao:
Defini¢&o 5.2.1 (Transformacéo por Pontos Sigma EscaladaejamX ~ (X, Pxx) e o
mapeamentg : R" — R que defineY’, Y := f(X).Considere a variavel aleatoria
7Z =g (X,c,a,k) talqueg : " x R x R x ®* — R™ tal que

ct+a(X —c)—fl(c
fleraX =) =1 0

K

g (X7 C7 a? l{) -
em quex € R, k € R* ec € R". Considere ainda os conjuntdsy, , w; |t =1,2, ...,

N te{&, wil€ =g (X, fhoy» O, a2)} de pesosv; e pontosy; e ¢, que sdo uma aproximagao
gaussiana da distribuicdo de probabilidade conjunta’e Y

) T * )
He Ye e

em que
N
fy =) wix;, (5.13)
=1
al T
S = D wi (X — 1) (s — 1) (5.14)
1=0
N
pe =Y wi,, (5.15)
=0
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N
Ste = oy wi (vi—p) (i—m) (5.16)
1=0

N
Sre = ay wi (G- ) (- n) (5.17)
=0

e u, €3, sdo amédiae amatriz de covarianciade {x;, w;}, u; € ¥, sdo amédiae
a matriz de covariancia modificadde {¢;, w;} e ¥}, € amatriz de correlagdo cruzada
modificadade {y,, w;} e {v,, w;}. Umatransformag&o por pontos sigma escalaéaum
fungdoT PSEs

[11e, Sée, 5] = TPSEs (f, X, Pxx, ), (5.18)

se
MX:XGEXX:PXX' U

Corolério 5.2.1. Uma Transformag&o por Pontos Sigma EscalddaSFEs (f, X, Pxx, 1)

€ uma Transformac&o por pontos sigffi& S (f, X, PXX) (secdo 5.1). U

PROVA Sea = 1, as equag0es (5.13)-5.17 se tornam

N
/.LX = Z win'7
=1
N T
S = D _wi (X — 1) (Xi = y)
=0
N
He == Z Wi
=0
il T
See =Y wi(vi—my) (- m) s
=0

N
. T
Exg =« sz (Xz - Mx) (’YZ - lu'y) )
=0
que séo equivalentes as equacbes (5.1)-(5.5). O

Com isso percebe-se que a TPS é um caso particular da TPSEmaGalseguir é um
analogo do Lema 5.1.2 para a TPS.

Lema 5.2.1. SejaX € R™ um vetor aleatério de médi& := E{X} e matriz de covariancia
Pxx := F{(X — X)(X — X)T} e seja 0 mapeamento: R" — R™ que define’, Y :=
f (X). Considere ainda, que a variavel aleatouatal que

fletaX =)= fle)

7 =g(X,c,a,k) =
KR

+ f(e)

101



e seja uma transformacéao por pontos sigma escalada com gstos{ y;, w;|i = 1,2, ...,

N}

e{&, wil & = g(X, py, o, )} de pesosy; and pontosy; ev;. Seu, = X, Xy, = Pxx,
0s momentos centrais dg;, w;} S0 iguais aos momentos centraisXeté a ordenk e f

é diferenciavel até a ordem as seguintes afirmacdes sao verdadeiras:

1. pe aproxima a Série de Taylor da média de” := E{Z}, até a ordent;

2. X aproxima a Série de Taylor da matriz de covarianciadeP;,; = E{(Z —

Z)(Z — Z)T} , até a orden.

g

PROVA Dos lemas A.1.6 e A.2.6 temos que as expansdes em Série ae dayl e de

11, até a ordenk sao:

)+ LS Pf
Z == f (X) _'_ 5 M (i1) x('Lg) 83;(11)8 12) ~
11,i2=1 =X
N 3 Pf(x)
+ Oég Z Mx(n) ,,,,, 2(i3) 9x(1) - .. O lis) B (519)
T geeny i3=1 =X
L5 1 ()
k—2 k
toota E Z 1Mx<i1) ..... (i) A1) . .. Hgli) ~ +o
Vlyeeey 1= xr=
e
CPf(x)
nﬁi Z :u (11) (12) o Zl)@x 22) B
i1,,42=1
0 f (z)
3
T Z FXnd (9 e - o) | (5.20)

i1,i2,i3=1

If (x)
+ e Z M (21) 'X (ix) Oxi1) ... 9 lic) o

=1 X

Como os momentos centrais dé sdo iguais aos momentos centrais{de, w;} e

[y, = X, as equacdes (5.19) sdo (5.20) iguais, 0 que prova a priasseativa.

Agora, dos lemas A.1.7 e A.2.7 , as Séries de TayloPgg e dey;, ateé a ordenk

Sao:

Ppy = nPzz :@%Z +@3§Z+@4})}Z +“‘+@]f>§za (5.21)

em que:

of (z)|"
g Oz

f(x)

@2* ZMQ();E(J) EI0)

i,7=1
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1 n
3 1 3
© 7z @ 5 Z Mw(il

11,%2,i3=1

n
1 4
O[2Z. Z (Mm(l

- of (x)

T

of (x)

=Y (Pxx);; 5t .
= ogr | o dr) | ¢
of (x) A CON e A C) of () ["
ol plis) | o Ax09xlia) | _ o T 9x)dxtia) | _ o dxlis) | o]

2 2
1).g(ia) Mm(il)z(iz)Mz(iUm(M)) 0z (1) 9 (i2)

9 f(x)

< 0z (3) 9 (i4)

& f(x)

11,0504 =1 = =X
n 3 3 T .
a2 s (e, Y@ 0°f(x) 4 Pf@) 01 (x)
3!1_17.“71_4:1 201 g (ia) §rplia) - 9201) ... 92(3) - 92019z (13) R 9 (ia) X
oh, =
72
n T T
W1 3 e, (2w 9 f(a) L0 0 ()
4!111.“11_5:1 201) ...z (i5) Oz (i5) =X 0z (1) ...9x () =X 0x(1)...9x(a) =X 9x(i5) =X
n
3_L1 5 _ A2 3
tolam N (MY e M2 460 Mitis) . ptinr)
01,000 ,05=
p T ; T
0% f(x) 0 f(a) L 0w 9 f(2)
02 (i) 92 (i5) =X Ox(i1)...92(i3) =X Ox(i1)...92(i3) =X Ox(ia) 9z (i5) =X
@k
72

n
k—2 1
=Y
1yl =

_ k-2 1 n & k)2

S

i, =1

k/2
m(il)"‘m(ik/z) I(k/2+1)"'z(ik)

T
=X

T
"2 f (x) 2@ " "2 f (x) 0"/2 f (x)
ax(ikﬂ)...am(ik) X ax(:/241)..9z0k) | | Bxt/241).02(k) | % Bac(i’“ﬂ)...ax(ik) e .
A 95 (x) * i@ |" * () 01 (x)
1 260 z(k) \ 0g(i) | % 0261 ..0s(k-1) |,— % 0z(1) ...oxUk—1) |p— % 8z(ik)
n
k—2_ 1 k _As2 k—2
O ey ”;kzl (MZWMI(%) mezwme...x(ikw)
02 £ (z) 9" ~2f(z) 9"~ f(2) 5@ |*
02(k-1) 92(k) |5 0201 00(k—2) | ' 026D ..0s(k—2) |,— 5 82(k—1)oz0k) =%

G+«

n

k— 1 k
? 31(k—3)! 2 (Mzun (i

i1, =1

o+ 2 f(x)

& f(x)
az(ik—2) ... 9z(

kf
+a ((kgz))

i) lp=X 92D)..0z(ik—3) [,_x%

n

2 iy, i=1

2 1 k
|(M>| Z <Mm(i1)»»»m(ik‘)
T

3
oM

2 f(x)

k-3
m(il)ml(i:")Mz(h)...z(ik—s))

> f(x)

92(i1) ..oz (1k—3)
+
_ -2

T
=X

2 k+2)/2 >

r=% 0x(k=3)...02(k)

x(m-»-z(i(k—z)/z) I(i(k*Z)/QJrl)...x(ik)

6(’“’2)/2]”(1) 6(k+2)/2f(m) i 6(k+2)/2f(z) 6(’“72)/2]”(95)
am(iw—zwul)...az(ik) =X azammam(i(k—z)/z) =X amul)...am(i(k—z)/ﬁ =X am(i(k*Z)/2+1)m61(ik)
e
E* — 0422 — @2* @3* @4* R @k* 522
33 &€ ée T ée + ée Tt Yge ( )
em que:
n T
02 :ZNZ‘ . of (v) of (v)
e LN 9@ | 9l |
27_]:1 Xi= X4 X'L*nxl
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n T
— Y (2 of () of ()
YA XiXi/ ij Ox® B Oz _
1,j=1 i~ i=Mx;
n 2 T 2 T
b —al 3 4 )(W(w) 9*f (x) L Pl 0f (x)
= i1) (i3 - - - - - .
133 2 RS o) (is) (1) 9 (i2) (1) g (i2) (i3)
Pt Ox — O0x(1) 0z — O0x(1) 0z — Ox —
@4
133
n 2 2
21 4 2 2 0" f(=x) 0° (=)
= a7 G i) MG i) M- i B B 7 7
41_11.“211_4:1 ( XE ”"'XE 4) XE 1)X§ 2) XE 4)X§ 4)) 9z (1) 9z (i2) w=n,, 0x(13) 9x (1) w=n,,
p T ‘ T .
o® 1 i e ) 9°f(x) _ L) 0f(x)
K 3!1,1,‘“,1'4:1 Xill)”'X-E“l) Ox(ia) a=n,, Ox(i1)...92(i3) a=n,, 9zt ... (@3) - 9z (i4) w=n,,
@5 —
133
T T
o3l i Mo [ 2@ o' f(@) 0@ of(x)
4!1_11 o 2(11) ...z (i5) 02 (i5) =X 82(1)...9x(i4) - 920C1)...97a) e 9x(i5) e
a® 1 f: 5 2 3
+ 5 ig) i i i i
RS s T G0, G Gy o)
. . T
92/ (x) 0 f(x) L0 9%/ (x)
0214 92’5 Xi="x; D) 0w i) Xi =X 02(11).--9z (%) Xi=Xi 014 oz lis) Xi ="My,
@k
113

n
k—2 1 k k/2 k/2
(%)‘(g)'h A} (l’[/xgtl)_nx(lk) MX(_il)H‘X(ik/2)IU/X(ik/ZJrl)n»X(ik))

i = x w=n,, 92(i1)...95(k—1) o=, 92(i1) ...z ((k—1) =, 52(ik)

: ) ,
9"/2 () 25 |T "2 () 9*/2f(z)
Bz(il)wam(ik/Z) z=n D241 9z () T="Ny, dah/2+1) -9 (ir) T="Ny, Bz(il)mam(ik/z) T=n .
“ixg * * X
ah2 L Sh 0f(x) 0ty [T 0" (@) of() |
=y NN SR Wy _—

n
k-2 1 k 2 k—2
+a E ) i) ; ; . ;
21(k—2)! uxi”)“'xg”“) MXEH)XEZQ)MXE”)---x(”“’z)

01,0, =1 b
( 2f(2) 24w T 9*~2 () ?f@  |" )
ox(k—1) 920%) | 4= % 8201 ...02(ik—2) =1, 9211 ..oz (ik—2) z=n, 92(tk—1) 92 (x) o=,
n
+O‘k_2mm§k:1 (“igmmxgik) - Migil)"'XEiS)M’;Eif)mxgik))
( () 9"~ f(a) 9"~ f(a) i@ |" )
92(tk—2) .92 (ix) w=n,, 9201 ...9zk—3) w=n,, 0201 ...9z(k—3) o=, 92(tk—2) .92 (ix) e=n,,
+ e +
n
+O‘k_2(M)|1(L+2>)| 2 (”km) (ir) _“(k?m(i )”(16(:2)/2 ) )
7 )0 ) =1 x; Vg XDy /2] )72 X(k)
( B(kfz)/zf(m) a(k+2)/2f(m) T i 6(k+2)/2f(z) 6(k*2)/2f(z) T ) .
oz (1042)/2) g, (ix) z=n,, 02D .05 (16-2)/2) T=1)y, D201 .oz (1+—2)/2) T=n,, 02 (1:42/2) . g4(i) =,

Como os momentos centrais dé sdo iguais aos momentos centrais{de, w;} e
[y, = X, as equacdes (5.21) e (5.22) sdo iguais. O
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O Lema 5.2.1 nos da a possibilidade de trabalharmos apemassoonjunto{ x;, w; }.
Observe, as expressdes das expansdes em Séries de Tagla deP;;, ambas diferem
das deY e dePyy apenas no fato de que caklasimo termo aparece escalonado por um
fator o*~2. Isso permite que tenhamos um grau de liberdade a mais. Gorpaglemos, por
exemplo, escolher pequeno de tal modo que a influéncia dos termos de mais atten@eja
diminuida e, consequentemente, tenhamos uma aproximaghonmA TPSEs apresenta um
vantagem adicional particularmente para o caso em quenamOs$ uma aproximacgao para
k = 2, visto que o termar sO influenciard a partir dos termos de ordenas séries de Taylor
deZ edePy,.

Por fim, temos a seguinte nota:

Nota 5.2.1. Qualquero-representacad x;, w; } € também um conjunto para uma Transfor-
macao por Pontos Sigma Escalada. O
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6 FILTRAGEM POR PONTOS SIGMA RECURSIVA

6.1 FILTRAGEM RECURSIVA COM A SIGMA-REPRESENTACAO

Nesta secdo, queremos formalizar de modo mais geral a diltragcursiva que se uti-
liza das transformacdes por pontos sigma. Como vimos n®& 28a0 Filtro de Kalman
Uncented(FKU) foi proposto sob os moldes do Filtro de Kalman. Nossaaid utilizar
também esse quadro de equacdes para propor um formalisragenal.

Achamos conveniente repetir aqui, para facilidade, asg@psada filtragem recursiva.
Considere o seguinte sistema de equacoes

= f (xkflu gk, /f) ) (6.1)

yr =h (Jfk,’f’m k) ) (6.2)

em quer, € R™ € o0 estadoy,, € R™ reprenta a-ésima medidag, € R? € um ruido de
processo e, € R € o ruido de medi¢do. Os ruidos séo variaveis aleatOriasai®ige
média zerog, ~ (0, Q) ery ~ (0, Ry) .

Faremos agora a exposi¢ao dos algoritmos de quatro Filllm$:iltro de Kalman por
Pontos Sigma aumentado, do Filtro de Kalman por Pontos Sagiitevo, do Filtro de
Kalman por Pontos Sigma aumentado escalado, do Filtro dedfapor Pontos Sigma adi-
tivo escalado. Depois comentaremos algumas relacdesabeste

Na secdo 2.4 mostramos que existem duas abordagens pava &dtKalman que se
utilizam da Transformada Unscented. Também aqui, queréonoslizar um Filtro aditivo
e um aumentando.

Os Filtros aumentados tém a particularidade de tratar desule forma ndo-aditiva. Ele
trata tanto o ruido de processo como o ruido de medicao oshes funcdes néo lineares.
Entdo, para que esse efeito seja produzido, se faz necegearp vetor de estados tenha a
sua dimensdo aumentada para que as covariancias dos nfideadgiem na determinacao
dos pontos sigma. E por causa desse aumento da dimensiado @sé se da 0 nome ao
Filtro.

J& os Filtros aditivos simplificam as fun¢bes de processo meticdo tratando seus
ruidos de forma aditiva em respeito as essas func¢des. Caim, efe equacdes (6.1) e (6.2)
sao reescritas da seguinte maneira:

= f (-1, k) + qr, (6.3)
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Essa consideracéo permite que se crie um algoritmo de &lragn que nao € necessario

0 aumento do vetor de estados para a consideragédo dos rfogo, colocamos as nossas
proposicdes de Filtros.

Algoritmo 6.1.1 (FKPSAu). Considere o sistem@.1)(6.2) e suponha que no instante de
tempok = 0,

i‘o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o0 seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

a T
ap = 2t qf ]
7= [2F,0,0]",
Pty 0 0
Pes=1 0 Q 0
0 0 R,

Considere, ainda, o operador de a Transformacé&o por Ponigs& (TPS) definida em 5.6.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma aumenta{leKPSau) é constituido pela etapas de
predicdo e corregcdo da seguinte maneira:

1. Predicao

(a) Calcule a média e matriz de covariancia preditas do estad

~a Hklk—l,a| ~a Hk—1,a
ifmkf1af%¥X' =TPS ([ 251, Pxx" ),

em que
ST
Llk—1
S
Thk—1 = | T | >
U
Lhlk—1
klk—1
piy=be 0
klk—l,a klk—1,w
Pxx = 0 Pxx 0
klk—1
0 0 phkle
2. Correcao

(a) Calcule a média, a matriz de correlagdo cruzada e a maleizovariancia pred-
itas das medidas:

~ Sklk—1 pklk—1 Az Hk|lk—1,z
yk\k—laPy‘y ,Ple :| = TPS (h, xk|k*17P ‘ ) .

YY
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(b) Faca a correcao das estimativas preditas
~ A —1
Go= PR (PR

Tk = Tt + G (Yn — rpp—1)

>k pklk—1,z Hklk—1 ~T
Pxx = Pxx - Grlyy G- O

Algoritmo 6.1.2 (FKPSAUES). Considere o sistem@.1)(6.2) e suponha que no instante
de tempd: = 0,

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

N T

Ty = [z},0, O}T,

Pty 0 0
Pei=1 0 Q 0
0 0 R

Considere, ainda, o operador de a Transformacao por Ponigm& Escalada (TPSES)
definida en{5.18) OFiltro de Kalman por Pontos Sigma aumentado EscaldéKPSAUES)
é constituido pela etapas de predicéo e correcao da seguiateira:

1. Predicdo

(a) Calcule a média e matriz de covariancia preditas do estad

~a SHklk—la| ~a Hk—1,a
Ty, Pyx ] =TPSEs <f7 Ty_1, Pxx ) )

em que
Thih—1
iZ\k—lz iﬂlﬁ\k—l )
Thik—1
pi=Le g 0
e I S
0 0  piitte
2. Correcao
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(a) Calcule a média, a matriz de correlacdo cruzada e a maleizovariancia pred-
itas das medidas:

rlk—1, 151’;\)’;*1,15)@5*1] = TPSEs (h, B p}’;\}ljfl,m> .

(b) Faca a correcao das estimativas preditas
~ ~ —1
Gy = PHE (P{i'{i‘l) ,
Tk = 1 + G (Uk — Tkjp—1) 5

Sk pklk—1,z Sklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gk' U

Algoritmo 6.1.3 (FKPSAd). Considere que o sistenf@.1)(6.2)pode ser escrito da seguinte
maneira

= f(vp—1,k) + Qk,
yr = h(xg, k) + g,

e suponha gue no instante de tenipg 0,
i‘o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X =F {(ZL‘Q — i‘o) (IL’Q — i‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o operador de Transformacéo por Pontgs8iEscalada (TPS) definida
em(5.6). O Filtro de Kalman por Pontos Sigma aditivfFKPSad) é constituido pela etapas
de predicao e corregcdo da seguinte maneira:

1. Predicdo

(a) Calcule a média e matriz de covariancia preditas do estad

[fi"k\k—lap)]z‘?(_l} =TPS (f, fk—hp)]?}l)

Aklk—1  pklk—1
PXX — XX + Q-
2. Correcao

(a) Calcule a média, a matriz de correlagdo cruzada e a maleizovariancia pred-
itas das medidas:

r—1, P, 15;’?‘5_1] =TPS (h> fmk—hp;]?';_l)

Aklk—1  pklk—1
PYY - PYY + R.
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(b) Faca a correcao das estimativas preditas

-1
k\k 1 ( Bklk—1
G, =P (PYY ) ,

~

T, = Epp—1 + Gr (Yk — Grjp—1)

Sk _ plk—1 k|k 1 T

Algoritmo 6.1.4 (FKPSAJES). Considere que o sistem®.1)(6.2) pode ser escrito da
seguinte maneira

v = f(vp-1, k) + g,
yk:h(l’k,/{?)—i"f’k,

e suponha que no instante de tenipg 0,
i’(] = E{SEQ} = Xy, p)o(X =F {(SEO — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p?(X

Considere, ainda, o operador de Transformacéo por Pontgs&iEscalada (TPSESs) definida
em(5.18) O Filtro de Kalman por Pontos Sigma aditivo EscaladéKPSAdES) € consti-
tuido pela etapas de predicdo e correcdo da seguinte maneira

1. Predicao
(a) Calcule a média e matriz de covariancia preditas do estad

[@k‘k_l,ﬁ)’g';‘l] TPSEs (f Py, PES 1)
P)k(@ 1_ Pk\k o

2. Correcao

(a) Calcule a média, a matriz de correlagéo cruzada e a maleizovariancia pred-
itas das medidas:

G P PR = TPSEs (B s, PYY )

P}ligli 1 _Pk\k 1+Rk-
(b) Facga a correcao das estimativas preditas
-1
k\k 1 ( pklk—1
G = XY (PYY ) )

T = Brp—1 + Gr (Y — Tnje—1) »

Sk pklk—1 k|k 1 T
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Corolario 6.1.1. Para o caso em que = 1, 0 FKSPauEs recai no FKSPau e o FKSPadEs
recai no FKSPad. O

O Corolario acima evidencia que os Filtros de Kalman por @@sigma séo casos par-
ticulares dos respectivos Filtros de Kalman por pontos aigstalados.

Os corolarios abaixo explicitam a versatilidade dessasseptacdes. Mostraremos que
elas produzem Filtros para qualquerepresentacao e que, além disso, o Filtro de Kalman
Unscented aumentado (FKUau) e o Filtro de Kalman UnscengisicfKUad) sédo casos
particulares desses Filtros.

Corolario 6.1.2 (FKPSAUEsSimMin). A utilizacdo das-representagdo Simétrica Minima
(Teorema 4.1.1 ) no FKPSAUES resulta no Filtro de Kalman pamt®s Sigma Escalado
Aumentado Simétrico Minimo (FKPSAUEsSIimMin) que tem aigtgoabaixo.

Algoritmo 6.1.5 (FKPSAUEsSIimMin). Considere o sistem@.1)(2.2) e suponha que no
instante de tempb = 0,

.’i‘o = E{SEQ} = Iy, p)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o0 seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

Ty = [:Cg,qg,r,ﬂT,
7 = [z7,0,0]",
Pty 0 0
Py = 0 Qr 0 |,
0 0 Ry
Ng=n-+r+gq.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Simétrico MinafFKPSauSimMinimo)
é constituido pela etapas de predi¢édo e correcao da segmateeira:

1. Predicao

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partive@presentacdo Simétrica Min-
ima (Teorema 4.1.1):

i. Calcule valores parav;,i =1,...,2n, + 1 tal que
w; >0,i=1,...,2n,,
Witn, :wi,i: 1,...,na+1,
2nq+1

i=1

112



ii. Calcule os pontos sigma:

wh 0 0
Q=10 . 0 |,
0 0 wy,

w; 0 0 ] Q 0 0
W:=1 o 0 =10 @Q 0 ;
0 0 w2na+1 i 0 O w2na+1
X]f_l Xgr:alﬂ |~ B+ [X]1:2na+1'
(b) escolhax # 0.
(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma:
klk—1,a k—1,a
Xi = Xz )
F(X+a(d-X)) - (X
klk—1,z v o
i = o2 +f (X)
em que
Xé‘faﬂ
k,a k2w
Xont1 = | Xong+1
kv
Xong+1

(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas ipesd

2nq+1
~a . k|lk—1,x
Lhlk—1 = Wi X; )
=1

2nq+1 T
ﬁk\kfl,a 2 klk—1,z ~a klk—1,z ~a
xx @ wi | X; — Tjk—1) \ Xa — Lglk—1) -
i=1

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:




(b) Calcule a média e a matriz de covariancia da predicéo ricatilas das medidas:
2nq+1
~ klk—1
Yklk—1 = Z wz%l ’
i=1

2nq+1

A kolk— k| k— . K| k— . T
P =0 > w, (%‘ - yk\k—l) (%‘ - yk|k—1>
i—1

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

2nq+1 T
prlE-1 _ klk—=lz  ~a klk—1 .
Xy — @ E Wi { X — LThg—1) \ Vi — Yklk—1
i=1

em que
5T
Lhlk—1
a I
Tklk—1 = | Tglk—1

U
Lhlk—1

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
~ ~ —1
Gy = PHE (P{;'{ifl) ,

Tk = 21 + Gr (Uk — Tkjp—1) 5

Sk pklk—1,z Sklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gkv

em que
phk-Le 0 0
pilete = 0 PYEM g . 0
0 0 pE=Ly

Corolario 6.1.3 (FKPSAuUEsSimMinHom). A utilizacéo das-representagédo Simétrica Min-
ima Homogénea (Corolario 4.1.1) no FKPSAUESs resulta nad-ite Kalman por Pontos
Sigma Escalado Aumentado Simétrico Minimo Homogéneo (RKPSSimMinHom) que
tem o algoritmo abaixo. O FKPSAUEsSimMinHom cem- 1 é equivalente ao FKUau
(algoritmo 2.4.2).

Algoritmo 6.1.6 (FKPSAUEsSimMinHom). Considere o sistem@.1)(2.2)e suponha que
no instante de tempb = 0,

.’i‘o = E{SEQ} = Iy, p)o(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p?(X

Considere, ainda, o0 seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas médig e
matriz de covariancia aumentadz’%
) T 17 17T
[EZ = [xk7q1gark;} )
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# = [27,0,0]",

Pty 0 0
Py = 0 Qr 0 |,
0 0 Ry
Ng =N+7+4q.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Simétrico MininfHomogéne@KPSAUEsSIimMint
é constituido pela etapas de predicéo e correcao da seguiateira:

1. Predicdo
(@) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partive@presentacdo Simétrica Min-
ima Homogénea (Corolario 4.1.1):

I. escolha um valor paravs,, 1 < 1.
ii. Calcule os pesos e pontos sigma

Q= g,
2n

E=| (v2Q) ' VPxx - (v2Q) " VPxx Owa |

w; 0 0 Q 0 0
W:=1 o 0 =10 @Q 0 ;
0 0 wop,q1 0 0 wop,+1
X X | = B+ [X]LZnaJrl'
(b) escolhax # 0.
(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma:
klk—1,a k—1,a
Xi = Xi )
F(X+a(7-X)) - (x
k|lk—1,x v o
i = o2 + £ (X)
em que
k,x
X2ng+1
X];n—i—l = XIQC;Z}LH
kv
X2ng+1
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(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas ipasd

2nq+1
~a _ klk—1,z
Lhlk—1 = WiX; )

2nq+1

T
pklk—l,a 92 klk—1,z ~a k|lk—1,x ~a
Pyx 7 =a E W (Xi - xk\k—l) (X@' = Thlk—1) -

i=1

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

h(xkk 1+O‘(Xk M_iikq)) _h(iikA)
7i_c|/~c—1: | | | +h( x

i o2 Lk~ 1)

(b) Calcule a média e a matriz de covariancia da predicéo riicatilas das medidas:
2nq+1

N _ k|k—1
yk“k—l - wZ’YZ )

2nq+1

T
Aklk—1 -1 . klk—1 .
P =a? Z w; (% - yk\k—l) (%‘ - yk|k—1) :

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

2nq+1

k\k 1 (L Kk—1 - T
=« Wi { Xi — Tklk—1) Vi — Yklk—1

em que
ST
Llk—1
I
klk—=1 = | Tglk—1

U
Lhlk—1

(d) Faca a correcao das estimativas preditas

-1
_ pklk—1 ( pklk—1
Gk - PXY (PYY ) )

Ty = @i\kq + G (yi — Qk|k—1) :
S klk—1, Pk

em que
pHk-Le 0 0
pilete = 0 PYEM g . 0
0 0 pE=Ly
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PROVA Colocamos aqui o algoritmo do FKUau para a comparacao congaritho
FKSPauSim.

Algoritmo 6.1.7 (FKUau). Considere o sistem@.1)(2.2)e suponha que no instante de
tempok = 0,

i‘o = E{l‘o} :i‘o, p)O(X = E{(l‘o —Zf'o) (l‘o —ZZ'Q)T} = P)O(X

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumenta@csuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentada(’%

a T
L = [@i%?ﬂ“ﬂ ) (65)
7 = [25,0,0]", (6.6)

Pk 000
k,a
PEe=1 0 Q. 0 |. (6.7)
0 0 Ry

O Filtro de Kalman Unscented Aumentado (FKUaw composto das etapas de predi¢do
e de corregéo da seguinte forma:

1. Predicdo

(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Parai =1,...,n4, n, = n+q+r, cOMpute 0S pontos sigma aumenta;gli)ﬂsl
e Seus pesas; assim:

0,a
Xk—l = Tr_1,

wa _ O Ng Hk—1,a
Xk—1 = Xp—1 T [ 1 Pyx )
— Wo d xq
i+ng,a _ _ O,a Ny, Hk—1,a
Xk—1 = Xp—1 T [ 1 Pyx )
— Wo A %3
1-— Wo
Wi = Witn = )
2n,
em que
©,x
A Xk—1
nLa 2,W
Xk—1 = | Xk-1
2,V
Xk-1

(c) Faca a transformacao dos pontos sigma:

X;{ﬁgq =/ (X;c’ileﬁla ) :

117



(d) Calcule as predicdes da estimativa e da matriz de conaré
2Nq
Brjpr = Y WiXg 1>
=0

2Nq

pk|k71 _ ) i,z A (N A
xXx = Wi \ Xpjg—1 — Thlk—1 ) \ Xgj—1 = Tklk—1

=0

T

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicéo da mediqgg_l:
72\]9—1 =h (X’;g?f:[? Xz:’il’ k:) .

(b) Calcule a predigao da medicdg,—, € da matriz de covariancia da medicao
P! preditas :

2nq
. _ i
Yklk—1 = E Wi k|k—1>
i=0

2Ngq

p}i‘;ﬁ_l = sz‘ (WZ\k_1 - Qk|k—1) (%m_l - ?)k\k—l)T-
=0

(c) Calcule a matriz de correlacédo cruzada predﬂ’é"C L

2ngq

Aklk—1 i N i N T
Px|y = sz‘ (Xk“g,l - l’k\k—l) (%\kq - yk\kfl) :
=0
(d) Faca a correcao das estimativas preditas
o= P ()
T = Erp—1 + Gr (Yk — Grjp—1)
Pk, =P g PR GT O

Corolario 6.1.4 (FKPSAdEsSIimMin). A utilizagdo das-representacdo Simétrica Minima
(Teorema 4.1.1) no FKPSAJESs resulta no Filtro de Kalman mort&s Sigma Aditivo Escal-
ado Simétrico Minimo (FKPSAdEsSimMin) que tem o algoritiven.

Algoritmo 6.1.8 (FKPSAdEsSimMin). Considere que o sisten(&.1)(6.2) pode ser es-
crito da seguinte maneira

= f(xr_1, k) + i,
yk:h(l’k,/{?)—i"f’k,
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e suponha que no instante de tenipg 0,

A

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, P)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado SiméwitMinimo (FKPSAdJESSIim-
Min) é constituido pela etapas de predi¢éo e correcdo daisggmaneira:

1. Predicdo

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partivel@presentacédo Simétrica Min-
ima (Teorema 4.1.1):

I. Calcule valores parav;, i =1,...,2n + 1 tal que

w;>0,i=1,...,2n,

Wity =Wt =1,...,n+1,
2n+1

i=1

ii. Calcule os pontos sigma:

w1 0 0
Q: 0 )
0 0 w,

E=| (v2Q) ' VPrx ~(v2Q) " VPxx O |

0 0 Wan41 0 0 Wan+1
|: X]f_l T ngil :| = E + [X] 1:2n+1 "

(b) escolhax # 0.

(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma escalada:

Xi_ﬂlk—lz f(X+O‘(X?_12_X)) _f(X) +f()_()

«
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(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas ipasd
2n+1
klk—1
Tlk—1 = Z szz‘ )

2n+1

T
k"“ R Z w; ( Xi - ik|k—1> (Xflk_l - fk|k—1> + Q.

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

. k=1 A _ (s
fy?“g*l _ h (:ck‘k_l + « (Xi a;lﬂk—l)) h (xk|k_1) +h (ik\k—l)

(b) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas @agéo das medidas:
2n+1
Yklk—1 = Z wwk‘k g

2n+1

T
klk —a Z w; (’YZ — Qk|k71) <’Y§|k71 - Zyk\kq) + Ry.

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

2n+1

T
phlk-1 -1 klk—1
I =« E W (XZ - $k|k—1> (%‘ - yk|k—1>

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
N -1
G, = k\k 1 (P;ﬁl}]ﬁ_l) ’
Ty = Typ—1 + Gy (v — Drjp—1) »

Sk pklk—1 Sklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gka U

Corolario 6.1.5 (FKPSAdEsSimMinHom). A utilizacdo das-representacao Simétrica Min-
ima Homogéna (Coroléario 4.1.1) no FKPSAdEs resulta no &ille Kalman por Pontos
Sigma Aditivo Escalado Simétrico Minimo Homogéneo (FKES&imMinHom) que tem o
algoritmo abaixo. O FKPSAdEsSimMinHom cam= 1, € equivalente ao FKUad (algo-
ritmo 2.4.2).

Algoritmo 6.1.9 (FKPSAdEsSimMinHom). Considere que o sistentf.1)(6.2) pode ser
escrito da seguinte maneira

= f(zh—1,k) + qk,
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Yk :h(l’k,/{?)—i"f’k,
e suponha que no instante de tenipe 0,
Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)o(X =F {(ZL‘Q — fo) (IL’Q — i‘o)T} = p)o(X

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Siméwidvlinimo Homogéneo
(FKPSAdEsSimMinHom) é constituido pela etapas de predic®orecdo da seguinte maneira:

1. Predicdo

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partive@presentacédo Simétrica Min-
ima Homogénea (Corolario 4.1.1):
I. escolha um valotvy,, 1.

ii. Calcule os pesos e pontos sigma

Q = L= Canl I,
2n

E=|(vIQ) 'VPx —(vIQ) ' VPrx Oua |,

w; 0 0 Q 0 0
W = 0 f. . 0 = 0 Q 0 s
0 0 Won+1 | 0 0 Wan41
[ X]f_l X];T:—il—l | = B+ [X]LGﬂ :

(b) escolhax # 0.

(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma escalada:

e L8 abe ZIDETE)

(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas ipasd
2n+1
~ klk—1
Thlk—1 = Z win“ ;
=1

2n+1 T

=k|k—1 2 klk—1 & klk—1 &

PXX =« E W (Xz — Tklk—1) \ X; — Tklk—1) + Q.
i=1
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2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

h (4 ) Rl G
K1 _ (:ck\k 1+04(XZ fklk 1)) (xklk 1) +h(ik\k71)
[0

i

(b) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas @ajgéo das medidas:
2n+1
klk—1
Uklp—1 = Zwﬂ‘ )

2n+1

T
Pllk= N Klk—1 -
I '=a Z W (% - yklk—l) (%—I = ?/k\k—l) + Ry.

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

2n+1

T
k|k '=a Z w; (Xz e £k|k71> (’Yf‘kil - Cgk|k—1>

(d) Faca a correcao das estimativas preditas

1

G, = k\k 1 (p}i;k/jq)* ’
Ty = Tpp_y + Gy (k= Grir—1)

Sk pklk—1 Sklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gka U

PROVA Colocamos aqui o algoritmo do FKUad para a comparacao congaritho
FKSPadSim.

Algoritmo 6.1.10 (FKUad). Considere que o sistenfa.1)(2.2)pode ser escrito da seguinte
maneira

v = f (w1, k) + q, (6.8)

e suponha que no instante de tenipg 0,
i’(] = E{.To} = Zy, p)%X =F {(.TO — i’(]) (370 — i’o)T} = P)O(X

O Filtro de Kalman Unscented Aditivo (FKUad¢ composto das etapas de predi¢do e de
correcao da seguinte forma:

1. Predicdo
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(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Parai =1, ...,n, compute 0s pontos sigma aumenta;zli;‘js1 e Seus pesas;
assim:

0 oA
Xk—1 = Tk-1,

i 0 Ak—1
= P
Xk-1 = Xg-1 1 [ T—wy XX
i+n 0 =
th1:Xk1+|: I_MOPXX_*iu
1-— Wo

W; = Witn = on

(c) Faca a transformacao dos pontos sigma:
X;c\kfl = f (Xi:fb k) .
(d) Calcule as predi¢cGes da estimativa e da matriz de covai&é
2n
Brje1 = > WiXkp_1,
=0

2n

Akl k—1 ; N ; . T

PX|X = sz‘ (X§c|k—1 - SCk\kﬂ) (X2|k—1 - SCk\kﬂ) + Qk.
i=0

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicdo da mediqgg_l:
Ve = h (X1, k) -

(b) Calcule a predicao da medicdg,.—; € da matriz de covariancia da medicao
PEE! preditas

2n
i1 = D Wi
i=0
2n
Ak|k—1 ; N ; R T
Pyy = wi (Vigeer = Gn) (Vi — Gp1)” + Rie
i=0
(c) Calcule a matriz de correlacao cruzada predit ‘1’?’1:
2n

pklk—1 1,T A i ~ T
Pxy = E :wi (Xk|k—1 - xklk—l) (%\kq - ?/k\k—l) :
i=0
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(d) Faca a correcao das estimativas preditas
~ A —1
G = PEE (P{i‘{;*1> ,

T = Erp—1 + Gr (Yk — Grjp—1)

Sk pklk—1 Sklk—1 ~T

Os dois corolarios acima mostram que os Filtros de Kalmaoeamted sdo casos partic-
ulares dos Filtros de Kalman por pontos sigma. Colocamosaags Filtros para a sigma
representacdo minima geral. Faremos os casos escalagoginpas que 0s ndo escalados
sao casos a particulares desses. N&o evidenciaremos neulnent-iltro fruto uma outras
o-representacdes por se tornar tarefa trivial.

Corolario 6.1.6 (FKPSAUEsSMIin). A utilizagéo dar-representagéo Minima (Teorema 4.2.2)
no FKPSAUES resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Auau® Escalado Minimo
(FKPSAUEsMin) que tem o algoritmo abaixo. O FKPSAuUEsMin aom1 tem o nome de
Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Minimo (FKPSa)lM

Algoritmo 6.1.11 (FKPSAuUEsMin). Considere o sistem@.1)(2.2) e suponha que no in-
stante de tempb = 0,

.’i‘o = E{SEQ} = Iy, p)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medig e
matriz de covariancia aumentadz’%

= (o]l il
7 = [z7,0,0]"
P)k(x 0 0
P)]z’;:: 0 Q. 0 |,
0 0 Ry
Ng =N+71-+4q.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado MininilBKPSAUEsMin) é
constituido pela etapas de predicdo e correcdo da seguiatesira:

1. Predicao

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partid@epresentacdo Minima (Teo-
rema 4.2.2):
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I. escolhaw € R"= tal que

(%1

ii. Calcule os pesos e pontos sigma

1
et = ey 02y
W|™2 w = /w10,

S = sign (W),
E:=/Pxx (S+w") 2 A
1
pi= Euw,
wnaJrl
k—1,x k 1,z %
[ X1 " Xnat1 ] [ ] [X:|1><(na+1)’
em que
wq
w= )
W,
e
|U}1| 0 0
1
Wz = o . 0

0 0 /|wn,]

(b) Escolhax # 0.

(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma:

klk=l,a _ _k—1l,a
Xi = Xi )

em que

k _
Xon+1 = | Xong+1
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(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificadas ipasd

ng+1
AQ _ k“kﬁ—17$
Lrlk—1 = Wi X; )
i=1
ne+1 T
pk|k—1,a 2 klk—1,z ~a k|k—1,x ~a
xx @ Wi { X; — Tglk—1) | Xi — Tglk—1) -
i=1

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

h (xk +a (X’?—W _4E )) s (g; )
_ k—1 i k|k—1 k|k—1 »
it = +h(

i o2 xk|k71) .

(b) Calcule amédia e a matriz de covariancia modificadas @aligéo das medidas:
nag+1
N klk—1
Yklk—1 = Z wi%l )
=1

Ng+1

T

Sklk—1 k=1 . Rli—1 -

Py‘y = ao? E w; (%‘ _yk|k71> (%l _yk|k71) :
=1

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:
Ng+1 T
ASklk—1 klk—1z klk—1
Pyy =« Z Wi (Xi - xi\kq) (%‘ - yk\k—l)
=1
em que
o%/ 1
Llk—1
Thp_y = | T
klk—1 k|k—1

o))
Lhlk—1

(d) Faca a correcao das estimativas preditas
Go= P (R

Ty = Ty + Gy (k= Grpe—1) »

Sk pklk—1,x Sklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gk>

em que
piE=Le 0 0
P = 0 PIEL . O
0 0 prk-ty
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Corolario 6.1.7 (FKPSAdEsMin). A utilizacdo das-representacdo Minima (Teorema 4.2.2)
no FKPSAdEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos SigmaivaliEscalado Minimo
(FKPSAdEsMin) que tem o algoritmo abaixo. O FKPSAdEsMin aom 1 recebe o nome
de Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Minimo (FKPSau\

Algoritmo 6.1.12 (FKPSAdEsMin). Considere que o sisten{é.1)(6.2) pode ser escrito
da seguinte maneira

e = [ (Tp-1, k) + @,
Yk = h(z, k) + 7,
e suponha que no instante de tenipg 0,

i’(] = E{SEQ} = Xy, p)O(X = E{(SEQ — .f‘o) (SC(] — .f‘o)T} = p)O(X

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Minim{BEKPSAdEsMin) é consti-
tuido pela etapas de predigdo e correcdo da seguinte maneira

1. Predicdo

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partirod@epresentacdo Minima (Teo-
rema 4.2.2):

I. escolhaw € R" tal que

(%1

(b) Calcule os pesos e pontos sigma

1
Wntl = 7o——=n 37>
! 1+ v7)

W[z w = \Jw,11v,
S = sign (W),
FE = \/PXX (S+UUT)7§ |W|7% s
1
b= Ew7
Wn+1
k—1 k=1 | . %
[X1 Xn+1] —[E p}+[ Lx(nﬂ)’
em que
w1
w = : ,
Wn,
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\/|w1| 0 0

W2 = 0 0
0 V|wn|

(c) escolhax # 0.

(d) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma escalada:

Xf\k—lzf(X+O‘( i X))—f()_()+f()—()

o?

(e) Calcule a média e a matriz de covariancia modificada peexdi

n+1
N . klk—1,z
Tlk—1 = WiX; )

n+1

T
k|k 1 klk—1,z klk—1 .
= o’ E W; ( Xi - l’k\kfl) (XZ- — Tglk—1] + Q.

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

. k=1 A —_h(s
fy?“g*l _ h (xk\k—l + (Xi a;k|k—1)) h ($k|k—1) +h (ik\k—l)

(b) Calcule a média e a matriz de covariancia modificada daljg@o das medidas:
n+1
ko1 = 3wyt

n+1 T
k|k '—a sz (% o ?)k|k—1> (’Yf'kil - @k\k—l) + Ry.

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

n+1

T
Py =a sz (XZ o ffk|k—1) (’Yf‘kil - Qk|k—1>

(d) Faca a correcao das estimativas preditas

-1
_ pklk—1 ( pklk—1
Gk - PXY (PYY ) )

Tk = &5+ Gr (Uk — kjp-1) »

Pk pklk—=1 k|k 1 T
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Coroléario 6.1.8 (FKPSAuEsMinPar). A utilizacdo das-representacao Minima Particular
(Teorema 4.2.1) no FKPSAUES resulta no Filtro de Kalman pmmt&s Sigma Aumentado
Escalado Minimo Particular (FKPSAUEsMinPar) que tem o aiigoo abaixo. O FKP-
SAUEsMinPar com: = 1 recebe 0 nome de Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado
Minimo Particular (FKPSauMinPar).

Algoritmo 6.1.13 (FKPSAuUEsMinPar). Considere o sistem@.1)(2.2) e suponha que no
instante de tempb = 0,

Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X = E{(ZL’Q —i‘o) (IL’Q —i‘o)T} = p)O(X

Considere, ainda, 0 seguinte vetor de estado aumentgdosuas respectivas medié e
matriz de covariancia aumentada(’%

2= [af.al,rl]
2 = [2f,0,0]",
Piy. 0 O
Pey=1{ 0 Q 0 |,
0 0 Ry
Ng =nN+1-+4q.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado MininRarticular (FKP-
SAuUEsMinPar) é constituido pela etapas de predicdo e caoe@ seguinte maneira:

1. Predicdo

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partivel@presentacdo Minima Partic-
ular (Teorema 4.2.1):

i. escolhad < w,, 1 < 1.
ii. Determine os seguintes elementos:

1 - wna+1
o = —_—
n

C= \/]na — [, xna>

Determine os pesos e a maté€z

w; = (Cflwnﬁloﬂ[l]naxna (CT)_1>

i

w1 0 0
Q=10 " 0
0 0 w,,
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iii. Determine os pontos sigma:

[T T = | VPR (VAT —avPrx e |+

(b) Escolhax # 0.
(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma:

klk—l,a k-1,
XZ - Xi )

em que
k,x

X2n0+1
k kaw

Xont1 = | Xong+1
kv

X2nq+1

(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificada pgeedi

Nng+1
AQ _ k“k} 1 T
Lhlk—1 = Z Wi X )
ng+1 T
pk|k71,a 2 klk—1,z ~a klk—1,z ~a
xx T« Z Wi { X; — Tilk—1) \ Xi — Trlk—1) -
i=1

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

k—1,x ~r Ag
b Wl ) M)
fYZ' = O[2 +h( k?|k‘ 1)

(b) Calcule a média e a matriz de covariancia modificada daljg@o das medidas:

ng+1
N . klk—1
Yklk—1 = WiY; )

ng+1

T
k‘k '=a Z W; (’YZ - Qk|k71> (’Yf'kil - Qk|k—1) .

(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

Ng+1

k\k 1 NS kk—1 - T
= wz Xi Tilk—1) \ Vi — Yklk—1
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em que

ST
Lhlk—1
a I
Thlk—1 = | Tgjk—1

TRk
(d) Faca a correcao das estimativas preditas
N N -1
G- P (BE)

Ty = Ty + Gy (yr — Grje—1) »

Ak pklk—1z Aklk—1 ~T
PXX_PXX _GkPYY Gkv

em que
pHk-Le 0 0
PR = 0 Pt g . 0
0 0 pE=Ly

Coroléario 6.1.9 (FKPSAdEsMinPar). A utilizacdo das-representacdo Minima Particular
(Teorema 4.2.1) no FKPSAJEs resulta no Filtro de Kalman mot®s Sigma Aditivo Escal-
ado Minimo Particular (FKPSAdEsMinPar) que tem o algoritaimaixo. O FKPSAdEsSMin-
Par coma = 1 recebe o nome de Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivoirktin

Particular (FKPSadMinPar).

Algoritmo 6.1.14 (FKPSAdEsMinPar). Considere que o sisten{é.1)(6.2) pode ser es-
crito da seguinte maneira

v = f(vp-1, k) + q,
yk:h(l’k,/{?)—i"f’k,

e suponha que no instante de tenipe 0,
Zi’o = E{ZL’Q} = If'o, p)O(X =F {(ZL‘Q — fo) (IL’Q — i‘o)T} = p)O(X

OFiltro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Minimo Recular (FKPSAdEsMin-
Par) é constituido pela etapas de predicédo e correcao daisegmaneira:

1. Predicdo

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partivd@&presentacdo Minima Partic-
ular (Teorema 4.2.1):

I. escolhad < w,; < 1.

131



ii. Determine os seguintes elementos:

1—w 1
o= —=
n

C=/I,—a?[1]

nxn?

Determine os pesos e a maté€z

w; = (C_lwnHaQ[l]nX" (CT)il)n‘

w1 0 0
Q = 0 . 0
0 0 w,

iii. Determine os pontos sigma:

|:le b Xn+1}_|: VPX C(\/_) 1 -« PXXE%]+[X}1Xn+1'

(b) escolhax # 0.

(c) Faca a predicao escalada dos pontos sigma escalada:

Xf\kflz f(X+O‘(Xk 12 X))_f(X) +f(X)

(0%

(d) Calcule a média e a matriz de covariancia modificada peedi

n+1
k|lk—1,z
Sﬂk\k 1= sz, )

n+1

T
ph-T Mi—lz - k=1 .
=a’ E w; ( Xi — Sb’k\k—l) (Xi — Sﬂk\k—1> + Q-

2. Correcao

(a) Faca a predicéo escalada dos pontos sigma da medida:

h (G ) R G
AR (o + o O;Mk v) (@) + N (Erje-1)

(b) Calcule a média e a matriz de covariancia modificada daljg@o das medidas:

n+1
N . klk—1
Yklk—1 = E Wi, )

n+1

T
k|k '=a sz ( Y~ Qk|k71> (’Yf'kil — Qk\kfl) + Ry
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(c) Calcule a covariancia cruzada modificada:

T
Phlk-1 -1 klk—1
I =« E W (Xz - xk|k71> (%-‘ - yk|k71>

(d) Faga a correcao das estimativas preditas

1

G, = k\k 1 (p;j\;jfl)’ ’
Tk = 21 + Gk (Uk — rik—1) 5
Pk, =P g PrE T O

6.2 FILTRAGEM RECURSIVA RAIZ QUADRADA POR PONTOS SIGMA

Na secado 2.4.3 mostramos o Filtro de Kalman Unscented Raazi@da que foi pro-
posto por Merwe em [86]. No entanto, esse filtro foi propogtenas para a transformada
Unscented Simétrica de Julier. Queremos, aqui, fazer uteagio desse filtro de modo que
seja capaz de se utilizar de qualquer sigma-representagéao.

Para isso, introduzimos dois operadogege} (Lema 2.4.8) eituachol {e}(Definicéo
2.4.1). Além disso, também precisaremos da seguinte d&bmnic

Defini¢céo 6.2.1.Seja ao-representacad y,, w;|x; € ", w; € R,i=1,...,N},

[6 (Xi? wi)]lxNa

c(w;)

tal que
B:(R" xR) — RN,
Xi» Wi — 5 (Xi)wi)a

representa uma matriz cujas colunas sdo formadas, na ordestente de indices, pelos
vetoress,; cujos pesos respectivos satisfazeat(a;). O

Portanto,[y;],, y € uma matriz formada pelos pontos sigma, na crescente dmes$ndi
w;>0
cujos pesos atendem a condigga> 0.

Por ultimo, precisaremos definir, tambémgaepresentacdo-raiz-quadrada. Faremos
essa definicAo como uma extensa@ e@presentacao.

Definicéo 6.2.2 g-raiz-representacdo). Seja{ x;, w;|y; € ", w; € R,i =1,..., N} umao-
representacdo d&l ~ (X, Pxx), se{y;, w;} puder ser obtida a partir d&X e de/Pxx,
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{x;, w;} € umao-raiz-representacaoO operador SRQ tal que
{xi wi} = SRQ (X, PXX) )

representa qué€ y,, w;} € umaos-raiz-representacdae uma variavel aleatoria (qualquer)
de médiaX e matriz raiz quadra da matriz de covariancjéPy x. O

Com essas defini¢cdes, ja podemos propor 0 nosso Filtro deakgbor Pontos Sigma
Raiz Quadrada.

Algoritmo 6.2.1 (FKPSRQ). Considere o sistem@.1)(2.2) e suponha que no instante de
tempok = 0,

fo = E {mo} = 70, \/PYy = \/E {0 —20) (20— 20)" } = /Py

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz QuadradKPSRQ) é constituido pela etapas
de predicao e correcdo da seguinte maneira:

1. Predicdo

(a) Obtenha os pontos sigma e seus pesos e a partir denaizarepresentacao
{x; ", wi} = SRQ (ikh \/@) :
(b) Faca a predicédo dos pontos sigma:
B VR (U B A CU i N
(c) Calcule a média predita:

N
. - klk—1
Tklk—1 = Wi X; .
i=1

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagta:

A/ ﬁ;’?‘f{l =qr { [ [\/E (Xf‘k_l B iﬂk%*l)]u]\f ez ] } .

i
w;>0

ii. paracadai =1,..., NV :

Klk—1% [ klk—1
Xi = X o
1X1



[ pklk—1 _ Aklk—1 _klk—1x
Py —atuachol{ Pyy "X W]

2. Correcao

(a) Faca a predicdo da medicao dos pontos sigma:
A = e () e () ]
(b) Calcule a média da predi¢cdo da mediacéo:

N

. _ k|k—1

Yk|k—1 = Wi .
i=1

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagita da medicao:

\V p}ﬁ‘}ljil =qr { [ [\/E (ﬁlk_l B gk‘kq)} IxN VI } .

w; >0

ii. paracadai =1,..., N :

Aklk—1 _ Aklk—1 _Klk—1x &
Py —atuachol{ Py v W]

(d) Calcule a matriz de correlacfes cruzadas:

N T
PhlE=1 _ klk—1 . klk—1
Xy = E Wi \ X; — Tklk—1) \ s — Yklk-1) -
i=1

(e) Faca a correcao das estimativas preditas

i. Calcule os seguintes termo:
=T -1
_ Pklk—1 Ak|k—1 Ak|k—1
Gk—PXY ( PYY ) ( PYY ) )
. Aklk—1
U=Gi\/ Pyy -
ii. Faga a correcado da média

T = Erp—1 + Gr (Yk — Grjp—1) -
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iii. Faca a seguinte igualdade:
- Sklk—1
\/P)IC(X: \/PX‘X :
iv. Paracadai =1,...,n:

\/15)’2)(:atuachol{\/P)@X,[U]*i,—l}. O

Essa é a forma mais geral do filtro raiz quadrada que quisérarpor. Agora, vamos
obter sua forma para asrepresentacdes deste trabalho.

Corolario 6.2.1 (FKPSRQSImMin). SejaX < " uma variavel aleatéria de média e
matriz raiz quadrada da matriz de covarianci@Pyx = \/E { (X - X) (X - )_()T}. A
utilizagéo do das-representacdo Simétrica Minima (Corolario 4.1.1) no FK¥gresulta

no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétaaimo (FKPSRQSIimMin),
gue tem o algoritmo abaixo.

Algoritmo 6.2.2 (FKPSRQSimMin). Considere o sistem@.1)(2.2)e suponha que no in-
stante de tempb = 0,

fo = B {mo} = 70, \/PYy = \/E {0 —20) (20— 20)" } = /Py

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico mitho (FKPSRQSim-
Min) é constituido pela etapas de predi¢éo e correcdo daisggmaneira:

1. Predicao

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partivd@presentacdo Simétrica Min-
ima (Teorema 4.1.1):

i. Calcule valores parav;, i =1,...,2n + 1 tal que
w; >0,i=1,...,2n,
Wity =Wt =1,...,n+1,
2n+1

i=1

ii. Calcule os pontos sigma:

w1 0 0
Q=10 . 0 |,
0 0 w,
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E=| (v2Q) ' VPxx —(v2Q) " VPxx Owa |

w0 0 ] Q 0 0
0 0 Won+1 | 0 0 Wan+1
[ Xllgi1 ngil | = E+ [X} 1:2n41 "

(b) Faca a predicéo dos pontos sigma:
[ Xt Xt } = [ f (X’f'k_l) e f (X’Sﬁf) ] :

(c) Calcule a média predita:

2n+1
- _ k|k—1
Trlk—1 = Wi X; .
i=1

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagta:
i

p)kflf(_l =qr { [ [\/’E (Xf'kil - i‘k|k71)} \/@ ] } .

1x2
Sklk—1 Aklk—1  k|k—1
Pyy = atuachol { Pyx " Xona1 > Wont1 ¢ -

2. Correcao
(a) Faca a predicdo da medicao dos pontos sigma:
AT = e () e e (i) |-

(b) Calcule a média da predicdo da mediacao:

2n+1
. . klk—1
Yklk—1 = WiY; .
i=1

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagita da medicao:
i

P =qr {[ [\/Wz (7?“6_1 — Qk|k71>] o VR ]} .
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Sklk—1 Sklk—1 _klk—1
Py —atuachol{ Pyy  Yongt1 s Wangt ¢ -

(d) Calcule a matriz de correlagbes cruzadas:

2n+1 T
phlk=1 _ klk—1 . klk—1
Xy = E Wi \ X; — Tklk—1) \ s — Yklk-1) -
i=1

(e) Faca a correcao das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:
=T -1
_ Pklk—1 Ak|k—1 ASk|k—1
Gk—PXY ( PYY ) ( PYY ) )
. Ak|k—1
U=Gi\/ Pyy -
ii. Faca a correcdo da média:

T = Erp—1 + Gr (Yk — Grjp—1) -
lii. Faca a seguinte igualdade:
VP = A
iv. Paracadai =1,...,n:

\/P)"“(X:atuachol{\/p)’zx,[U]*i,—l}. O

Coroléario 6.2.2 (FKPSRQSimMinHom). SejaX € R™ uma variavel aleatoria de média
X e matriz raiz quadrada da matriz de covariangi@x x = \/E { (X - X) (X - X)T}.

A utilizacdo do das-representacdo Simétrica Minima Homogénea (Corolariol).ho
FKPSRQ resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Qagal Simétrico Minimo

Homogéneo (FKPSRQSimMinHom) que tem o algoritmo abaixdKBERQSimMinHom é
equivalente ao FKURQ (algoritmo 2.4.9).

Algoritmo 6.2.3 (FKPSRQSimMinHom). Considere o sistem@.1)(2.2) e suponha que
no instante de tempb = 0,

7o = B {mo} = 70, \/PYy = \/E {0 —20) (20— 20)" } = /Py

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico dtho Homogéneo
(FKPSRQSimMinHom) é constituido pela etapas de predic@oregio da seguinte maneira:
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1. Predicao
(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partive@presentacdo Simétrica Min-
ima Homogénea (Corolario 4.1.1):

I. Escolha um valotws,,, .1 < 1.
ii. Calcule os pesos e pontos sigma:

Q = Lo Lontl ]na
2n

B[ (V)" VP - (V) VPR O ]

0 0 Wan41 0 0 Wan+1
[ X]f_l X];;—Il—l } =E+ [X]1:2n+1'

(b) Faca a predicéo dos pontos sigma:
[t ] = [ () () ]

(c) Calcule a média predita:

2n+1
. - k|k—1
Tklk—1 = Wi X5 .
i=1

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagta:

P = o {[ [va (¢ = an)] v ]}

[ klk—1 _ [ Hklk—1 _ klk—1
Py~ = atuachol { Py'x " Xona1 > Wont1 ¢ -

2. Correcao

(a) Faca a predicdo da medicao dos pontos sigma:

A = e () e e (i) |-
(b) Calcule a média da predicdo da mediacao:
2n+1

. _ klk—1
Yklk—1 = Wi .
i=1
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(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagita da medicao:

pyl;lyk_l =qr { [ [\/Wz (7?“671 - gk\k71>:| Leom \/R_k } } .

Aklk—1 Sklk—1 _klk—1
Py —atuachol{ Pyy Yong1 s Wangt ¢ -

(d) Calcule a matriz de correlagbes cruzadas:

2n+1 .
phlk=1 _ klk—=1 . klk—=1 .
Xy = Wi \ X; — Tklk—1) (Vs — Yklk—1) -
i=1

(e) Faca a correcao das estimativas preditas:

I. Calcule os seguintes termo:
-T -1
Hklk—1 Hk|k—1 ~klk—1
Gk:PX‘Y < PYlY ) ( PY‘Y ) )
Sk|k—
U =G/ P
ii. Faca a correcdo da média:

T = Erp—1 + Gr (Yk — Grjp—1) -
lii. Faca a seguinte igualdade:
iv. Paracadai =1,...,n:

\/I%’?X:atuachol{\/P)’?X,[U]*i,—l}. O

PROVA Para mostrar que o FKPSRQSIm é equivalente ao FKURQ, rep&tiagui, o
algoritmo deste:

Algoritmo 6.2.4. Considere o sistemg.1)(2.2) e suponha que no instante de tempo
k=0,
i’o = E{.To} = Zy, P)O(X =F {(.TO — SZ’(]) (370 — SZ’(])T} = p)O(X

O Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada (FKUR@ composto das etapas de
predicdo e de correcao da seguinte forma:
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1. Predicao

(a) Escolha um valor paray, < 1.

(b) Parai = 1,...,n, compute 0s pontos sigma aumentagfgis, e Seus pesas;
assim:

0 A
Xk—1 = Tk—1;

. n ~
) _ .0 k—1
Xk—1 = Xg—1 T [ 1 Pyx|
Wo d %7
. n ~
i+n _ 0 k—1
Xk—1 = Xg—1 T [ 1 Pyx|
— Wo d %7
1-— Wo
W; = Witn = )
2n

(c) Faca a transformacao dos pontos sigma:
X;c\kfl = f (Xi:fb k) .
1. (a) Calcule a predicao da estimativa:
2n
Tgp—1 = ZwiXZ\kq,
=0
(b) Calcule a predicéo da raiz quadrada da matriz de covacian
15)'2‘?{1 =qr { [ VO (Xho1 = Tep—1) o VWan (X1 — Bage—1) V@ } }

Sklk—1 Hklk—=1 0
Py —atuachol{ Pyy 7Xk—17w0}

2. Correcao
(a) Calcule os ponto sigma de predicdo da mediqagﬂ:

’Y;c|k—1 =h (X?ﬂ—h k) .

(b) Calcule a predicao da medicadg),_::

2n
. _ i
Yklk—1 = E WiV k|k—15
i=0

(c) Calcule a predicdo da matriz raiz quadrada da matriz dear@éancia da
medicao

V p}ﬁ‘xl;_l =qr { [ VWt (7119|k—1 - ?)k\k—l) /W (7212—1 - ?)k\k—1> V@ } }
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p{ﬁ‘;ﬁ_l = atuachol { ng’j_l, 72|k_1, wo}
(d) Calcule a matriz de correlagéo cruzada predﬁ’@fﬁ’l:

2n
Sklk—1 iz N i . T
Pxy = sz (Xklkfl - xk\kfl) (7k\k—1 - yk\kq) .

=0

(e) Calcule os seguinte parametros:

—1

k|k 1 k|k—1 k|k—1
G = \/PYY \/PYY )

R

k|k Hk|k—
P)k(X = PXIX = kayly 1G;€-
() Faca a correcao da estimativa:

T = Erp—1 + Gr (Yk — Grjp—1) ,

(g) Faca a seguinte igualdade

- Aklk—1
\/P)k(X = \/PX|X

1. (a) Faca a correcédo da matriz raiz quadrada da matriz deac@ncia para: =
1,...,n:
Pk o Hk|k—1
\/ XX—atuachol{ Pry ,[U]*i,—l}. O

Com isso mostramos que nosso Filtro Unscented Raiz Quadradacaso particular de
nosso filtro. Queremos agora colocar os demais filtros raadigaa.
Corolério 6.2.3 (FKPSRQMin). SejaX € R" uma variavel aleatéria de médi& e matriz
raiz quadrada da matriz de covariancigPxy = \/E { (X - X) (X - X)T}. A utiliza-

céo dao-representacdo Minima (Teorema 4.2.2) no FKPSRQ resultgiltro de Kalman
por Pontos Sigma Raiz Quadrada Minimo (FKPSRQMin) que telgariamo abaixo:

Algoritmo 6.2.5 (FKPSRQMin). Considere o sistem&.1)(2.2) e suponha que no in-
stante de tempb = 0,

Lo = E{zo} = Zo, \V XX_\/ (zo — Zo) SCO—SEO)T}:\/]B)O(X

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada MininfeKPSRQMin) é constituido
pela etapas de predicéo e correcao da seguinte maneira:
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1. Predicao

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partirodieepresentacdo Minima (Teo-
rema 4.2.2):

I. escolhaw € R"= tal que

U1
V= ) UZ%O

Un

a

ii. Calcule os pesos e pontos sigma:
1
Wntl = 777 ~=n 9y
o (14>, v7)

1
W72 w = \Jwn1v,

S = sign (W),
_1
E = PXX (S"‘U'UT) ? ‘W|_%’
1
p = — Ew,
Wn+1
o Xﬁjﬁ } = [ E p ] + [X]lx(nJrl)’
em que
w1
w = )
W,
e
lwi| 0 0
W2 = 0 0

0 0/ |wyl

(b) Faca a predicéo dos pontos sigma:
[t = [ () () ]

(c) Calcule a média predita:

n+1
N . klk—1
Tklk—1 = Wi X; .
i=1

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagta:

/p)lc(|§—1 . { [ [\/77@ (Xf‘kil _ i’k|k—1>} Lemid VQk ] } _

w;>0
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ii. paracadai =1,....,n+1:

klk—1x [ klk—1
Xi = |X; .
1 X1

w; <0
w;k = [wi]z’xi

w; <0

)

Sklk—1 _ Sklk—1  klk—1x &
Py —atuachol{ Pyy "X Wi e

2. Correcao

(a) Faca a predicdo da medicdo dos pontos sigma:
STl B Y C ) B CU I

(b) Calcule a média da predicdo da mediacao:

n+1
N _ klk—1
Yk|k—1 = Wi .
i=1

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagita da medicao:

\/Pﬁlyk_lzqr{ }

ii. paracadai =1,....,n+1:

[\/’671' (Vf‘k_l - Qk|k—1>] X VR

xXn+1
w; >0

7

Aklk—1 _ Sklk—1 _Klk—1x &
Py —atuachol{ By v Wy

(d) Calcule a matriz de correlagbes cruzadas:

n+1

T
Sk|k— k|k— A k|k— ~
PX‘Y = sz (Xi‘ = $k|k—1> (%‘ - yklk—l) .
=1
(e) Faca a correcao das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:
=T -1
_ Pklk—1 Ak|k—1 ASk|k—1
Gk—PXY < PYY ) ( PYY ) )
. Aklk—1
U=Gi\/ Pyy -

144



ii. Faca a correcdo da média:

Tk = Tph-1 + Gr (Yk — Grj—1) -

lii. Faga a seguinte igualdade:
JPE L =/ P
iv. Paracadai =1,...,n:

\/15)’2)(:atuachol{\/P)@X,[U]*i,—l}. O

Corolario 6.2.4 (FKPSRQMinPar). SejaX € R" uma variavel aleatéria de médiy e
matriz raiz quadrada da matriz de covarianciaPx x = \/E { (X —X) (X - )_()T}. A
utilizacdo daoc-representacdo Mnima Particular (Teorema 4.2.1) no FKPSRSulta no

Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Minimo Ratar (FKPSRQMinPar)
gue tem o algoritmo abaixo:

Algoritmo 6.2.6 (FKPSRQMinPar). Considere o sistem@.1)}(2.2)e suponha que no in-
stante de tempb = 0,

fo = B {mo} = 0, /Py = \/E {(wo—20) (20— 20)" } = /P

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Minimo Patilar (FKPSRQMin-
Par) é constituido pela etapas de predicédo e correcao daisggmaneira:

1. Predicao

(a) Calcule os pesos e 0s pontos sigma a partive@presentacdo Minima Partic-
ular (Teorema 4.2.1):
I. escolhad < w, 1 < 1.
ii. Determine os seguintes elementos

1—w 1
o= —=
n

C=/I,—a%[l]

nxn’

iii. Determine 0s pesos e a matidx

w; = (Cilwn+1a2[1]n><n (C’T)_l)

13

w1 0 0
Q=10 . 0
0O 0 w,
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iv. Determine os pontos sigma

[ ot | = [ VPR e (V) —ayPrrlle 4 (K],

(b) Faca a predicéo dos pontos sigma:
[t = [ () () ]

(c) Calcule a média predita:

n+1
A . klk—1
Tlk—1 = Wi X; .
i=1

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagta:
i.

P;’?'f{l =qr {[ [\/ﬁz (Xflk_l - fk|k—1>} —_— \/@ }} .

2. Correcao

(a) Faca a predicéo da medicdo dos pontos sigma:
STl I Y C IR CU I

(b) Calcule a média da predicdo da mediacéo:

n+1
. o klk—1
Yklk—1 = Wi .
i=1

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covarianciagita da medicao:
i.

P =qr {[ [\/ﬁ (Wf‘kfl — gk|k71>] vV Ry, }} .

Ixn+1

(d) Calcule a matriz de correlagbes cruzadas:
k|k - k|k k|k T
~Aklk—1 -1 -1
Pl = sz (XZ-‘ - xk|k71> (’YZ-‘ - yk|k—1) :
=1
(e) Faca a correcao das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:
=T -1
_ Pklk—1 Ak|k—1 ASk|k—1
Gk—PXY < PYY ) ( PYY ) )
. Aklk—1
U=Gi\/ Pyy -
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ii. Faca a correcdo da média:

Tk = Tph-1 + Gr (Yk — Grj—1) -
iii. Faca a seguinte igualdade:
iv. Paracadai =1,...,n:

\/p)k(X:atuachol{\/p)k(x,[U]*i,—l}. O

Com apresentamos filtros de Kalman raiz quadrada tambénoptiess -representacoes
gue ndo a simétrica. Observe que na literatura, somenta bdiltro raiz quadrada para o
caso simétrico. Além dos filtros raiz quadrada com conjuntsmos, note também que o
FKURQ néo esté restrito apenas a pesos positivos.
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7 SIMULACOES

7.1 EXEMPLO 1

Neste exemplo, faremos algumas simula¢cées com as densidad@obabilidade ap-
resentadas, aplicando alguns tipos diferentes de algmsitte pontos sigma. Desejamos,
com isso, verificar as propriedades de cada conjunto tamaretacao a distribuicaa pri-
ori quanto com a distribuicéa posteriori No primeiro caso queremos, de modo especial,
checar se os conjuntos de pontos sigma possuem as suadivasp@eédias e a matrizes
de covariancia amostral iguais as médias e a matrizes dei@osia da distribuicdo em
qguestdo. Aqui utilizaremos apenas 0s seguintes conjumtqmdtos sigma: 0 simétrico
de [13] (SyUT), o reduzido de [83] (RUT), o esférico reduzid® [84] (SpUT) e ar-
representacdo minima do Teorema 4.2.1 (MiUT), pagina 78.

Os valores numericos das tabelas correspondem aos emtsalde cada simulacao
utilizando a respectiva transformada Unscented em relagsimulagdo de Monte Carlo.
Pode-se distingir, nas tabelas, uma parte que da os resslfad médias e das matrizes de
covariancia de cada conjunto de pontos sigma que se refevesn a priori - encabecada
por "Antes da Transformacao- e uma parte que se refere a pasteriori- encabecada por
"Depois da Transformacao”.

Observe, em todas as tabelas, a linhaa parte "Antes da Transformacao”. Note que
para todas as distribuicdes e para as trés dimensdes, apensinto de pontos simétricos
e 0 novo conjunto minimo capturam a média e a matriz de cov@adlas distribuicoea
priori. Perceba, ainda, que tanto os pontos reduzidos de Julidr) (@Anto os esféricos de
Julier (SpUT) s6 possuem essa propriedade para o caso endguersao 4.

Esses resultados numéricos corroboram nossas expestativicas. Nossa nova solugéo
particular possui tanto a média quanto a matriz de covasaaguaais a média e a matriz de
covariancia da distribuicéa priori. Em contrapartida, vemos que as soluc¢des presentes na
literatura que utilizam um nimero reduzido de pontos nasyers essas propriedades.

Nas linhas mais abaixo - da sétima linha em diante - as tafmiascem resultados da
estimativa transformada. Em cada linha, os termos desiacstb aqueles que tiveram a
menor soma dos erros da média e da matriz de covarianciae®tsmos em destaque,
podemos observar que 0s conjuntos simétrico e 0 minimapkatisdo aqueles que tiveram
as melhores estimativas.

Além disso, note que em varios casos, a estimativa do canjuimimo acaba sendo
equivalente ou até melhor que a estimativa proporcionaldecpajunto de pontos simétri-
cos, embora este se utilize #e + 1 pontos sigma, enquanto aquele apenas del. I1sso
acontece sobretudo nos casos em que aav@iori ndo possui pdf simétrica. Portanto, os
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beneficios que seriam gerados pela simetria do conjuntadel pontos sigma nao acon-
tecem. Ademais, observe que mesmo no caso gaussiano - gaeehte € simétrico-, para
algumas funcdes, esse fato também acontece. O que indicaaqurgunto de minimo pode
ser vantajoso mesmo em alguns casos particulares de v.gdfersimétricas.

Nas tabelas cada os termos tém os seguintes significados:

fl(x) = X2,

f2 (X) = X%,

f3 (X) = sin (X)),

fi (X) Zsin™ (X),

fa(X) = cos (X),

fe (X) £ cos ! (X)),

f7 (X) £ tan (X)),

fs (X) = tan™! (X)),

f3 (X) £ VX,

10 (X) £ VX,

111 (X)éeXa

112(X)é€7X7

15 (X) = In (X),

Ay ()2 2

15 (X) £5X°.
TX,Y)E X+ Y
f3 (X) £ X4V
f3(X) £ sin (X) +sin (Y),
f(X) 2 sin™! (X) +sin ! (Y),
f2(X) = cos (X) +cos (Y),
fe(X) = cos™! (X) +cos H(Y),
f2(X) 2 tan (X) + tan (Y),
fE(X) = tan ! (X) +tan" ' (V)
f2(X) 2 VX +VY,
(X)) E VX + VY,
LX) & X +eh,



77 (X) 2 Xsin(Y),
fis (X) & X cos (Y),
: (x) 2 RACEE
19 | arctan () |’
5 a | Xcos(Y)
20 (X) = Xsin(Y) |’

f3(X) £ 5X3 +10Y°.

(X, Y)&£X?+Y?+ 22
fR(X) & X+ Y4+ 24

f3(X) £ sin (X) +sin(Y) +sin (2),
fL(X)Esin™ (X) +sin ' (V) +sin ' (2),
f3(X) = cos (X) +cos (Y) +cos (Z),
fe(X) = cos ™ (X) +cos H(Y) +cos ™ (2),
f2(X) = tan (X) + tan (Y) + tan (Z) ,
f3(X) = tan™ (X) +tan ' (V) + tan ™' (2),
BX)EVX +VY +VZ,

fio (X) EVX +VY + V2,
n(X) £t et e

B(X) S tel fe?

LX) EIn(X)+In(Y)+In(2),
A

55 (X) £ VX2 +Y2 4 22,

3(X) 2 X cos (Y)sin(2),
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15 (X) = X cos(Y)cos (Z),

fa0 (X) £ Xsin (Y),

[ VX2 4+ Y?+ 22
f3(X)= arctan (%) ,
arctan (%)

[ X cos (Z) cos (V)
fa(X) £ | Xcos(Z)sin(Y) |,
Xsin (2)

f(X)&2 X34Y34 75

e Normal
pnormal ~ N (1 ]'0
10 2
piormal ~ N ([ ] ’ [ ]) norm?
1 10 2 7
Prormat ™ N 5 ’ 2 5 9 = Pr?orm
3 7 9 50
e Beta

Dhora ~ beta (10,10),

0] [ 10
2 ~beta , ,
pbeta 5 5

10 10
pl?eta ~ beta 5 )
2

e Chi quadrado
Pihm ~ chi2 (10),

_ 0 -
PZM ~ chi2 ( 5 )

10
pihz‘Q ~ chi2 5
e2

e Exponencial
pixp ~ exp (10) )
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Plyy ™~ €T <

3
pexp ~ exp

e Valor extremo éxtreme valuge

10

10 |

piv ~ ev (10,10),

10 ]
2~ ev
Pev 5

10
5

bt

2

|

10

)

e Valor extremo generalizadgéneralized extreme value

p}]ev ~ gev (0,10, 10),

10
pzev ~ gev (O, [ :

10
pgev ~gev |0, 5
2

¢ Gamma

1
p gamma

, ([ 10 |
pgamma ~ gamma 5 )

3
pgamma ~ gamma

e Lognormal

10
d
2

Plogn ~ logn (0.25,0.5) ,

).

|

|

)

~ gamma (10, 10),

/)

10



e Poisson

e Rayleigh

e Uniforme

0.25
pfogn ~ logn 0.35
0.45

1
ppoisson

2 .
ppoisson ~ Ppoisson (

3 .
ppoisson ~ poisson

0.5
0.6
0.7

~ poisson (2) ,

)

piayleigh ~ Ta’yleigh (10) )

pvz“ayleigh ~ Ta’yleigh (

p?ayleigh ~ Ta’yleigh

pr ~ T (10),

[ 10
p2T~T<

10

pp~T

_10_
5 Y

10

. ~ U (0,10),

pum’forme

2
puniforme ~U <

3 ~U

puniforme
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Para informacdes sobre as distribuicdes aqui utilizasocamos ao leitor os livros
[160] e [161].
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94T

Simétrico

Minimo Particular

Minimo de Julier

Esféricos de Julier

Antes da Transformacéo

Dist Média Cov

Dist

Média

Cov

Dist

Media

Cov

Dist

Média Cov

norm 1.5016e-008 1.3362e-00

8norm 2.6008e-008 1.8896e-00

8rorm 1.5016e-008 0.9428

Lnorm 1.5016e-008 0.9428

Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov

I 3.1762 2.8025 | fl 3.1762 0.96537 | fl 1.0523  0.71243 f! 1.0523  0.71243
11 14.4755 77.8449 | f} 10.9895 5.7633 | fl 2.8895 3.7871| fl 2.8895 3.7871
1 1.0684 0.97136 | fl 0.96885 0.99819 | fi 0.74865  0.98643 f! 0.74865  0.9864%
fh 0.74729 0.72402 | fi 0.86961 0.68183 | fi 0.71046  0.93814 f! 0.71046  0.93814
i 1.0459 0.97917 | f! 1.4124 0.99997 | f! 0.84157 097651 fi 0.84157  0.97651
i 0.46972 0.72402 | fi 0.77274 0.68183 | fi 0.76237  0.93814 fi 0.76237  0.93814
1 1.6967 0.72977 | f! 1.0333 0.99802 | f! 0.99816  0.93478 f! 0.99816  0.9347¢
1 0.83212 0.93547 | fl 0.76002 0.92392 | fl 0.66705  0.98085 f! 0.66705  0.98085
1 0.76157 0.92425 | fi 0.8163 0.92225 | f! 0.49154  0.97668 f! 0.49154  0.97664
fi 0.58863 0.98732 | fi 0.63368 0.98796 | fi 0.43674  0.9926| f! 0.43674  0.9926
fh 6.5635 18.8253 | fl 3.9841 3.581 fi 1.855 0.70067 fL 1.855 0.70067
fL 2.2693 2.4326 | fh 3.1578 4.7215 | fh 0.61679  0.98538 f} 0.61679  0.9853¢
Il 1.0341 0.85751 | fl 1.0413 0.88286 | fl 1.2461  0.8431§% fl, 1.2461  0.84315
Il 0.83908 0.98414 | fl 0.94171 0.99599 | fl, 1.2746  0.79499 fi, 1.2746  0.7949¢
fL 12.3732 95.058 | fi 6.3576 56.2144 | flL 4.5202 8.3879| flk 4.5202 8.3879

3

Tabela 7.1: Tabela com os erros de cada funcaompana ([1], [10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacé&o
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
chi2  1.3305e-008 0 chi2 1.8816e-008 1.3318e-008chi2 0 0.94281| chi2 0 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov | Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi  1.8792e-008 0.57719 f} 2.426e-008 0.73372 | f} 0.38403 0.96307 f{ 0.38403 0.96307
fi 0.39133 0.91829 f{ 0.49746 0.97461 | f{ 0.7576 0.99506 f} 0.7576 0.9950¢
f3 5.7377 0.7217| f 4.1309 0.65819 f3 2.4486 0.2716| f] 2.4486 0.2716
f3 0.066949 0.386| f3 0.12066 0.78305 | f] 0.1697 0.94853 f] 0.1697 0.94853
fa 7.6896 0.86467 fI 4.6654 0.45371 fa 3.604 0.35507 f. 3.604 0.35507
13 0.071423 0.386| f3 0.12872 0.78305 | f} 0.18104 0.94853 f; 0.18104 0.94853
f7 1.0981 0.99989 f! 0.55958 1 f7 1.3914 0.99997 f} 1.3914 0.99997
f7 0.049507 0.26186 f! 0.10247 0.8576 f# 012191 0.97399 f! 0.12191 0.9739¢
fa 0.055653 0.34789 fg 0.091875 0.57355 | f4 0.14957 0.94091 f; 0.14957 0.94091
fa 0.050909 0.39299 fy 0.086629 0.69632 | fy 0.13061 0.94314 f; 0.13061 0.94314
h 1 1| 1 1 i 1 1| fh 1 1

Vs 0.37061 0.95873 f{, 1.003 0.74669 | f{, 0.98672 0.99998 fl, 0.98672 0.99994
fis 0.082126  0.40272 fl, 0.14463 0.78656 | f{, 0.20439 0.94747 fl, 0.20439 0.9474]
fis 0.1631 0.38462 [, 0.35693 0.78556 | f{, 0.42646 0.97681 f/, 0.42646 0.97681
fis 0.21396 0.80029 fi. 0.28856 0.91162 | f{, 0.6023 0.9841| fl.  0.6023 0.9841

y

3

)

}

3

Tabela 7.2: Tabela com os erros de cada funcaoqsare[10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacgao

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

exp 0 1.6838e-008 exp 1.8837e-008 1.1906e-008 exp 0 0.94281| exp 0 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi  2.3813e-008 0.87614 | f}  2.3813e-008 0.95587 | f{ 0.66668 0.9883| f/ 0.66668 0.9883
fi 0.79763 0.99755 | f{ 0.87021 0.9997 fi 0.96327 0.9999% f! 0.96327 0.99995
fi 2.5616 0.95665 | fi 2.2062 0.71957 fi 0.82162 0.16698 f; 0.82162 0.16694
fi 0.63655 1.9733 fi 0.65713 2.2394 fi 0.42447 0.95712 f} 0.42447 0.95712
1 9.9342 0.98127 | f} 6.1309 0.97262 | f} 2.1697 0.19878 f! 2.1697 0.19875
fa 0.68818 1.9733 fa 0.71043 2.2394 13 0.4589 0.95712 fI 0.4589 0.95712
13 1.5178 1 13 2.5188 0.99997 f7 4.1151 0.99958 f! 4.1151 0.99958
13 0.7238 3.6496 13 0.75075 3.9372 f7 0.35954 0.99249 f! 0.35954 0.99244
fd 0.43483 1.0131 fd 0.49266 1.0934 fo  0.33452 0.92964 f; 0.33452 0.92964
fo 0.42322 1.1294 fo 0.46306 1.1148 fo 0.30168 0.93968 f; 0.30168 0.9396¢
i 1 1 fh 1 1 fh 1 1| fh 1 1

Vs 5.822 22.497 fii 15.219 150.1134 | fl, 0.99499 0.99998 f!, 0.99499 0.9999¢
fis 0.79965 0.93196 | fis 0.84359 0.76995 | f{, 0.54769 0.96086 f/, 0.54769 0.9608¢
fis 1.0312 1 fis 1.0131 1 fis  0.96337 1 fi;  0.96337 1

fL 057411 0.97858 | fi;  0.66942 0.99514 | fL 0.88122 0.999| f. 0.88122 0.999

]

)
]
3

]

Tabela 7.3: Tabela com os erros de cada funcaoquarg10))
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacé&o
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
ev  1.4652e-008 1.3055e-008 ev  2.0721e-008 1.3055e-008 ev 0 0.94281| ev 0 0.94281
Depois da Transformacéao
Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi 1.0909e-007 0.85165| fi  1.0838e-007 0.99934 | f! 0.89785 0.99216 f! 0.89785 0.99216
fi 0.72847 0.99811 fi 0.8548 0.99999 fi 0.98918 1 fi  0.98918 1
fi 14.9202 0.49958 fi 8.8952 0.45229 fi 21.479 0.8049| f] 21.479 0.8049
fi 0.46013 0.41396 fi 0.2793 0.54992 fi 053723 0.72466 f} 0.53723 0.72466
12 7.6668 0.68296 12 12.897 0.86541 f& 10.9336 0.54492 f! 10.9336 0.54492
f3 0.42615 0.41396 f3 0.25867 0.54992 f3  0.49755 0.72466 f}  0.49755 0.72466
13 1.478 1 13 4.4938 0.94946 | f} 0.91983 0.99993 f! 0.91983 0.99993
13 0.41868 0.38983 | f7 0.31902 0.46358 | f;  0.4181 0.56063 f!  0.4181 0.56063
fd 0.30542 0.28646 fd 0.42659 0.33298 fd 0.557 0.81096 f, 0.557 0.81096
fo 0.23545 0.031648| f4 0.34469 0.21632 fo  0.42292 0.63766 f4 0.42292 0.63766
fL 0.99919 1 fih 1 1 fix 1 1 flh 1 1
fh 1 1 fh 1 1 oot O | 1
fl 0.34469 0.42946 | fl 0.50629 0.56299 | fl, 0.58624 0.28497 fl, 0.58624 0.28497
Il 0.62431 1 fl 0.87374 1 fl 1.6057 0.99996 fl.  1.6057 0.99996
fi 2.746 0.96861 | fl 1.6994 0.9894 | fL  1.3853 0.9997§ fL  1.3853 0.9997%

D

4

Tabela 7.4: Tabela com os erros de cada fungéoda(faoi, [10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacgao

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gev  1.0634e-008 0 gev 1.8419e-008 1.316e-008 gev  1.0634e-008 0.94281 gev 1.0634e-008 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov | Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
fi  3.7198e-008 0.77858 f/ 3.3271e-008 0.90323| f} 0.59587 0.9794| f}! 0.59587 0.9794
fi 0.66297 0.99296 f{ 0.76916 0.99888 | f} 0.92526 0.99979 f{ 0.92526 0.99979
f3 0.97121  0.99976 fJ 10.4563 0.97843 | f; 1.055 0.093966 f. 1.055 0.093966
f3 0.39107  0.65886 f. 0.60379 1.5126 | f; 0.40918 0.98464 f; 0.40918 0.98464
fa 8.939 0.88021 f. 9.4684 0.49759 | fi 12.4903 0.94161 fI 12.4903 0.94161
fa 0.4104 0.65886 [ 0.63363 1.5126 13 0.4294 0.98464| f} 0.4294 0.98464
f7 1.0005 1 f7 0.96957 0.99999 | f! 1.0015 0.99996| f} 1.0015 0.99996
f7 0.45171  0.45729 f!] 0.71466 1.7067 | f} 0.41283 0.99953 f7 0.41283 0.99953
fa 0.32572 0.83292 f; 0.37387 0.97369 | /o 0.30657 0.95047 f4 0.30657 0.95047
fa 0.39134 1.3529| f, 0.36591 1.0814 fa 0.27011 0.96293 f4 0.27011 0.96293
i 1 1| fh 1 1 fh 1 1 i 1 1

Fy 0.9986 1 fi 0.98404 1 fy 1 1 fh 1 1

fis 0.8352 2.3417| fl 0.59161 0.97371| fL 0.39968 0.97662 fl, 0.39968 0.97662
Il 17.1447  4.0449| fl, 1.6688 0.99941 | flL ~ 0.32291  0.99999 fl, 0.32291  0.99999
fL 0.41993  0.94956 f. 0.53086 0.98658 | fi 0.8149 0.99711 f 0.8149 0.99711

Tabela 7.5: Tabela com os erros de cada funcaogearg0], [10], [10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacé&o
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
beta 0 2.4166e-008 beta 1.8259e-008 2.0928e-008beta 1.0542e-008 0.9428[ beta 1.0542e-008 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov

fi  2.9146e-008 0.11599 | f{ 3.2587e-008 0.40594 | f{ 0.20102 0.94391 f{ 0.20102 0.94391
fi 0.044979 0.43455 | f} 0.15742 0.72759 | f{ 0.44861 0.9609% f{ 0.44861 0.96095
f3 0.0029704 0.059349| fi 0.016497 0.21385 | fJ 0.072765 0.94231 f; 0.072765 0.94231
f3 0.015428 0.13007 | f4 0.034225 0.26307 | fJ 0.090389  0.94467 f; 0.090389  0.94467
fa 0.0025996 0.080285| f! 0.0095089 0.38233 | fi 0.07278 0.94314 fI 0.07278 0.94314
fa 0.010976 0.13007 | fi 0.024348 0.26307 | fi 0.064303  0.94467 f: 0.064303  0.94467
f7 0.014953 0.15428 | f} 0.040119 0.32727 | f} 0.11823 0.94545% !} 0.11823 0.94545
f7 0.0075738 0.026544| f} 0.0057223 0.24491 | f; 0.08501 0.9428| f; 0.08501 0.9428
fa 0.011746 0.14815 | fq 0.018737 0.23629 | fq 0.074833 0.94511 /g 0.074833 0.94511
fa 0.011674 0.20322 | f, 0.017189 0.27103 | f, 0.065242 0.947| f; 0.065242 0.947
Vs 0.0025154 0.089639| f, 0.012581 0.29041 | fL 0.072558 0.94367 f}, 0.072558  0.94367
i 0.0028375 0.094316| f} 0.011996 0.25952 | f4 0.07257 0.94372 f}, 0.07257 0.94372
fis 0.035928 0.25805 | fl; 0.048876 0.28777 | fl 0.17867 0.94935 f}, 0.17867 0.94935
fis 0.063762 0.47848 | fls 0.062285 0.13986 | fl 0.21817 0.96255 f{, 0.21817 0.96255
fls 0.0060377 0.28913 | f;;  0.079963 0.59473 | [l 0.3333  0.95093 fL 0.3333  0.95093

Tabela 7.6: Tabela com os erros de cada funcaoyeaid[10], [10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacgao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
gamma 0 0 gamma 1.6855e-008 0 gamma 1.1919e-008 0.9428[Lgamma 1.1919e-008 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
fi 4.9775e-008 0.44741L f} 5.1407e-008 0.61413 f} 0.28477 0.95504 f} 0.28477 0.95504
fi 0.24329 0.81784 f} 0.33395 0.92353 f} 0.61588 0.98657 f} 0.61588 0.98657
f3 7.5294 0.36241 f] 7.3407 0.7221 f3 9.2914 0.92837 f] 9.2914 0.92837
f3 0.02451 0.26433  f; 0.04727 0.57588  fJ 0.091137 0.9451% f] 0.091137 0.9451%
fa 13.0131 0.8042% f! 13.3803 0.56776  fI 16.0914 0.97908 f! 16.0914 0.97908
fa 0.025042 0.26433 f] 0.048295 0.57588 fI 0.093113 0.9451% f] 0.093113 0.9451%
f7 1.6718 0.99993 f/ 0.82425 1 f7 0.92954 1 f7 0.92954 1
f7 0.0063296 0.26074 f! 0.015326  0.6347% f; 0.025387 0.96229 f; 0.025387 0.96229
fa 0.026878  0.23832 f4 0.04836 0.42862 /g 0.10591 0.94183 g 0.10591 0.94183
fo 0.024253 0.26356 f; 0.045077 0.51378 f; 0.092095 0.9429% f; 0.092095 0.9429%
fh 1 1 fh 1 1 fh 1 1 fh 1 1

fh 1 1 fh 1 1 fh 1 1 fh 1 1
fis 0.026879  0.26438 [}, 0.051833  0.57587 fi, 0.099938 0.9451% f{, 0.099938 0.94515%
Il 0.074961  0.26108 fl, 0.18158  0.63461 fl, 0.30078  0.9623| fl 0.30078  0.9623
fL 0.12328  0.6675% fL 0.1795  0.81967 fL 0.46671  0.97246 fL 0.46671  0.97246

Tabela 7.7: Tabela com os erros de cada funcaogqarana ([10], [10])



€97

Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacé&o
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
logn 0 1.3434e-008 logn 1.7434e-008 1.8998e-008logn 0 0.94281] logn 0 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi  7.4097e-008 0.76781 | f}  7.4097e-008 0.86019 | f{ 0.44592 0.97765% f! 0.44592 0.97765
fi 0.61271 0.99315 | f{ 0.68642 0.99822 | f{ 0.8595 0.99964 f} 0.8595 0.99964
fi 0.25945 0.73985 | f3 0.24487 0.55694 | f; 0.50956 0.9932] f} 0.50956 0.9932
fi 0.33303 0.52684 | f3 0.40579 0.65573 | f; 0.41168 0.92449 [} 0.41168 0.92444
12 0.71878 0.71786 | fi 0.91634 0.65209 | f! 058924 0.8813] f. 0.58924 0.8813
f3 0.47706 0.52684 | fI 0.58128 0.65573 | f& 0.58972 0.92449 f} 0.58972 0.92444
13 1.1621 0.99999 | f} 0.92017 1 13 1.1241 0.99999 f! 1.1241 0.99999
13 0.17387 0.90706 | f7 0.22498 1.2948 f3 0.26245 0.92357 f! 0.26245 0.92357
fd 0.10806 0.59643 | f4 0.15157 0.83418 | f4 0.16711 0.93146 f+ 0.16711 0.93146
fo 0.10125 0.73191 | fg 0.14505 1.0717 fo  0.14442 0.93011 f4 0.14442 0.93011
i 0.63807 0.9999 fh 0.65907 0.99995 | f}; 0.73454 0.99999 f!, 0.73454 0.9999¢
Vs 0.26516 0.94651 | f}, 0.34607 1.3702 fii 0.41081 0.92039 f}, 0.41081 0.9203¢
fis 0.49626 0.84193 | fi 0.72698 1.2951 | f{, 0.6598 0.93201 f{, 0.6598 0.93201
fis 0.41299 1.0607 fis 0.67075 2.1032 fis  0.44432 0.96199 f{;, 0.44432 0.9619¢
fL  0.35803 0.94801 | fi;  0.42347 0.97977 | fL 0.69821 0.996| f. 0.69821 0.996

D

)

)

4

)
)

)

Tabela 7.8: Tabela com os erros de cada funcaolpare([0.25], [0.5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacgao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
POLS 0 1.7127e-008 pois 1.7203e-008 1.7127e-008pois 0 0.94281| pois 0 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi  1.8445e-007  0.31397 | f! 1.8494e-007 0.53051| f!  0.26252 0.94909 f} 0.26252  0.9490¢
fi 0.15471 0.68318 | f{ 0.26142 0.86334 | f{  0.56524 0.97722 f! 0.56524 0.97722
fi 3.4151 0.19445 | f} 20.0165 0.98819 | f3 10.3658 0.16958 f; 10.3658 0.1695¢
fi 0.016938 0.24896 | f} 0.040729 0.38268 | f;  0.10915 0.95124 f] 0.10915 0.95124
1 7.7553 0.20316 | f} 5.3682 0.73468 | f}  24.3199 0.63409 fI 24.3199 0.6340¢
fa 0.017916 0.2489%6 | f} 0.043082 0.38268 | f}  0.11545 0.95124 ! 0.11545 0.95124
13 1.0583 0.99822 | f} 0.96687 0.99965 | f7 1.0188 0.99986 f} 1.0188 0.99986
13 0.020349 0.56958 | f} 0.028105 0.15391 | f} 0.0722 0.97101 f! 0.0722 0.97101
fd 0.0050917 0.048202| fi 0.034387 0.32543 | f& 0.099556 0.9448 fi 0.099556 0.9448
fo 0.0086704 0.14611 | f4 0.031623 0.37294 | f4 0.086994 0.94728 f; 0.086994 0.9472¢
L 0.99422 1 fi 0.99812 1 fi 0.99957 1 fi 0.99957 1
fL 0.85001 0.99932 | [} 0.68583 0.99742 | f},  0.98957 1 fi  0.98957 1
fis 0.018196 0.23323 | fl 0.048882 0.39201 | £, 0.12968 0.95075% f{, 0.12968 0.95075
fis 0.087279 0.59988 | [l 0.11109 0.26785 | fl;  0.29344 0.97269 f., 0.29344 0.97264
fls 0.072238 0.52211 | fl; 0.1375 0.74036 | fl 0.42811 0.96298 f/.  0.42811 0.9629§

D

)

]

Tabela 7.9: Tabela com os erros de cada fungéopeasd[12])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacé&o
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
rayl 0 1.0733e-008 rayl 1.8792e-008 1.0733e-008rayl 1.085e-008 0.94281 rayl 1.085e-008 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi  4.2045e-008 0.5461 fi  4.6482e-008 0.74029 | f{ 0.43527 0.9614| f} 0.43527 0.9614
fi 0.38501 0.89469 fi 0.52193 0.97272 fi 0.79496  0.99461 f} 0.79496  0.99461
f3 7.1059 0.61836 | fi 10.2939 0.5609 fi 7.2259  0.63384 fJ 7.2259  0.63384
f3 0.037677 0.2696 f3 0.13773 0.65336 | f3 0.20841  0.96288 f; 0.20841  0.96288
fa 8.5304 0.42097 fa 10.0251 0.95497 1 8.6754 0.4267| f. 8.6754 0.4267
fa 0.039719 0.2696 13 0.1452 0.65336 f3 0.21971  0.96288 f! 0.21971  0.9628¢
f7 0.39244 1 f7 1.3904 0.99996 13 0.42756 1 f7 0.42756 1
f7 0.045159 0.78276 | f} 0.10248 0.31168 | f7 0.14409  0.99239 f! 0.14409  0.9923¢
fa 0.050657 0.25603 fa 0.11187 0.564 fd 0.18547  0.94602 f, 0.18547  0.94602
fa 0.042155 0.20594 fa 0.10579 0.65766 fq 0.16473  0.9522% /g 0.16473  0.9522%
fh 1 1 i 1 1 i 1 1| 1 1
fi 0.89071 0.99879 | fi,  0.29148 0.976 | fi;  0.99982 1 fi 0.99982 1
fly  0.052143 0.19292 | fh 0.16363 0.68573 | fl, ~ 0.24387 0.96118 f.,  0.24387 0.9611¢
fl 0.25753 0.91822 | fi, 0.34944 0.79155 | f.,  0.58194 0.99698 f., 058194  0.9969¢
fL 0.21446 0.76951 | fi 0.31378 0.91181 | f.  0.65282 0.98323 fL  0.65282  0.9832:

Tabela 7.10: Tabela com os erros de cada funcéorpaid[10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacgao

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

T  1.3742e-007 1.332e-008 7' 1.6977e-007 1.332e-008 7'  7.0495e-008 0.94281L T  7.0495e-008 0.9428
Depois da Transformacéao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
fi 6.1038e-008 0.91037| f; 6.1038e-008 0.91203| f} 0.9428 0.99894 f} 0.9428 0.99894
fi 0.78572 0.99905 | f} 0.78715 0.99741 | f} 0.99763 1 fi 0.99763 1
f3 1.3156 0.69859 | fJ 8.0584 0.71875 | fJ 1.5686 0.83584 f; 1.5686 0.83584
f3 1.0726 0.65091 | fJ 12.8681 0.29589 | fi 1.5688 0.94807 f; 1.5688 0.94807
fa 0.4107 0.66476 | f. 0.41445 0.75042 | f} 0.81325 0.99541 fI 0.81325 0.99541
13 0.039694 0.65091 | fI 0.47621 0.29589 | f: 0.058056  0.94807 f: 0.058056  0.94807
f7 1.0633 0.99975 | f} 9.7655 0.94386 | f} 1.0044 1 f7 1.0044 1
f7 1.8835 0.46722 | f} 16.0549 0.54083 | f! 2.4743 0.86433 f! 2.4743 0.86434
fa 0.24911 0.42285| fq 0.53039 0.2144 fa 0.66848 0.78328 f4 0.66848 0.78328
fa 0.3319 0.71535 | f, 0.4103 0.35184 | f, 0.54736 0.45161 f, 0.54736 0.45161
fL 0.40589 0.98497 | fL 0.50692 0.99473 | fL 0.69501  0.9991 f} 0.69501  0.9991
Vs 0.36493 0.98972 | f} 0.18966 0.98233 | f} 0.68081  0.99939 f, 0.68081  0.99939
fis 0.84953 1.3002 | fl, 0.68392 0.62378 | fl 1.0643 0.9932| fL 1.0643 0.9932
fl 14.9733 0.81304 | fi 1.5709 0.99999 | [l 14.9725  0.81299 fl, 14.9725  0.81299
fi 0.9249 0.96757 | fi 3.4315 0.96786 | fL  0.99194  0.99996 fL  0.99194  0.99996

Tabela 7.11: Tabela com os erros de cada funcaoPéran])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacé&o

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

uni f 0 0 unif 1.8851e-008 1.458e-008unif 0 0.94281| unif 0 0.94281
Depois da Transformacéao

Func Média Cov | Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
1 0 0.15246| fl 2.5284e-008 0.63766| fi 0.47196 0.94623 f! 0.47196 0.94623
1 0.10168 0.46041 f! 0.42529 0.90092| f! 0.78616 0.98103 f! 0.78616 0.98103
1l 068682 0.85759 f! 1.7159 0.9974 | f!  2.0187 0.84744 fl  2.0187 0.84744
1 0.20437 054598 f! 0.31126 0.85263| fl 0.34384 009777 f! 0.34384 0.9777
a4 0.68549 0.83569 f! 3.7052 0.99734 | f 2.0178 0.11886 fI 2.0178 0.11886¢
B 0.22756  0.54598 fJ 0.3466 0.85263 | f. 0.38287 0.9777| f! 0.38287 0.9777
1 1.5323  0.99993 f/ 1.4179 1 f+ 0.38193 0.99999 f! 0.38193 0.9999¢
b 0.14597 0.74182 f! 0.17955 0.25042 | f} 031979 0.9922 f! 0.31979 0.9922
fd 0.083539 0.33367 f4 0.097034 0.38599 | f! 0.23669 0.95686 f4+ 0.23669 0.95686
fq 0.093963 0.49858 f. 0.085172 0.33215| f! 0.21858 0.96814 f; 0.21858 0.96814
i 0.45445 0.84389 f{, 0.80903 0.99257 | f}, 0.94766 0.99911 f{, 0.94766 0.99911
fl, 045559 0.84421 f} 0.58 0.34494 | fl, 0.94773 0.99911 f}, 0.94773 0.99911
fl 0.24492 0.68027 fl 0.14929 0.29606 | fl, ~ 0.47321 0.98079 fL, 0.47321 0.9807¢

fL  0.86802 0.99998 flL  0.81257 0.99993 | f, 092013 1 fL 092013 1
fL  0.0075515 0.32976 fL 0.26116 0.81544 | fL  0.66717 0.96521 fL 0.66717 0.96521

5
5

)

)

Tabela 7.12: Tabela com os erros de cada fun¢aowparg([0], [10])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
norm 6.5986e-009 1.2862e-008r0rm 2.3329e-008 1.3236e-00810rm 0.58834 0.97696| norm 0.46486 0.99372
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
12 3.251 12.0522 | f? 3.251 0.9482 f2  1.9833 3.4095| f2  2.0295 3.8881
f? 22.3534 881.0878| f2 22.6459 557.843 | f2  10.8465 114.1937 f?  10.0398 125.4708
f2 0.93583 0.95439 | f2 0.90838 0.95218 | f2  1.0153 0.99299| f2 0.93475 0.95661
f2 0.91056 0.79213 | f2 0.92278 0.77641 | f? 0.87761 0.91417| f? 0.88314 0.99047
f2 0.9369 0.93868 | f2 0.97786 0.91838 | f2 0.93298 0.99139 f2 0.96094 0.9777
f2 1.0309 0.79213 | f2 0.98507 0.77641 | f2  1.0134 0.95132| f2  1.0619 0.99047
f2 1.0287 0.75463 | f2 0.79163 0.88609 | f2  1.0192 0.88024| f2 1.0729 0.88026
& 1.0309 0.79213 | f2 0.98507 0.77641 | f?  1.0134 0.95132| f?  1.0619 0.99047
f2 0.75376 0.8823 | f? 0.75666 0.86809 | f? 0.78535 0.94128 f? 0.74514 0.99219
f2 0.75506 0.98068 | f2 0.75901 0.97864 | f2 0.82462 0.96615 f2  0.7617 0.99897
12 18.7035 952.5798 | f% 15.8313 278.2417 | f%  5.4017 32.6999| f%  4.9346 29.176
2 1.85 14.2751 | f} 0.74602 1.4821 | f% 0.96041 0.99556 f2  0.95292 0.9999
12 0.79613 0.8397 | f% 0.8227 0.8377 | f%4  0.9254 0.92855 fZ  0.85297 0.99129
f2 0.89217 0.974 fis 0.92739 0.97914 | f% 0.75087 1.4857| f% 0.85445 0.99928
1z 0.98964 0.76231 | f2 1.0055 0.78302 | f2  0.7507 0.86217| f% 0.79079 0.90037
f2 0.84477 0.97863 | f2 0.82467 0.97044 | f% 0.89143 0.98844 f% 0.85397 0.9994
12 0.96978 0.84788 | f% 1.1361 0.76426 | f2  1.0497 0.99109| f%  1.0315 0.95678
1L 0.82168 0.7634 | fZ 0.99172 0.80083 | f% 0.97471 0995 | fZ  1.0234 0.97778
12 1.0937 0.76459 | f2 1.0935 0.88251 | f2 0.95858 0.8935| f2,  0.96962 0.93755
1 0.96806 0.72421 | f3 1.109 0.79509 | f2, 1.0376 0.99792 f3 1.03  0.99712
1 24.4418 1003.2833 f2 25.2029 698.363 | f2  15.2249 196.561 f;  14.5948 233.848]

Tabela 7.13: Tabela com os erros de cada fungaorpara ([1,5], P2,

)
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
chi2 0 9.8877e-009 chi2 2.3093e-008 1.4339e-008chi2 0.59213 0.86354 chi2 0.38093 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f2 7.0429e-008 058572 | f2 7.4239e-008  0.41347 | f2 0.69733 0.95693 (2 0.50969 0.99542
12 0.39107 0.86161 | f2 0.20393 0.73562 | f2 0.88742 0.99889 (2 0.81083 0.99999
12 5.8549 0.84682 | f2 3.422 0.96668 | f2  4.369 0.85171 (2  4.2492 0.2993
12 0.2349 1.1066 | f2  0.083718 0.36939 | f2 0.54978 1.5454| f2 0.22892 0.589
12 1.4959 0.77392 | f2 1.3413 0.50055 | f2 1.6485 0.89411 f2  2.1366 0.99947
12 0.25543 1.1066 | f2  0.091035 0.36939 | f2 054017 1.2249] f2 0.24892 0.589
12 1.4268 0.99991 | f2 1.6136 0.99999 | f2  1.1722 0.99998 f2 0.79813 0.99982
12 0.25543 1.1066 | f2  0.091035 0.36939 | f2 0.54017 1.2249| f2 0.24892 0.589
12 0.1788 0.82489 | f2  0.053478 0.40554 | f2 0.56287 1.1138| f2 0.23616 0.83854
12 0.18853 1.2168 | f2  0.050106 0.47074 | f2 056401 2.6606| f2 0.17293 0.74856
fi 1 1 fi 1 1 fa 1 1 i 1 1
12 1.7926 4.8497 | ff;  0.42242 0.73594 | f% 0.95878 0.99917 f% 0.85516 0.32946
12 0.38551 1.6438 | fj;  0.089492 0.46118 | f2 0.53154 0.76778 f% 0.27118 0.63785
12 1.058 1.8192 | f3 0.11645 0.84009 | f% 0.74366 0.97889 (2  0.42195 0.78138
12 0.11056 0.41794 | f%  0.085688 0.32235 | f2 0.61355 0.7209] f% 0.28678 0.99228
f2  0.26063 0.87369 | f%  0.20068 0.58684 | f% 058923 0.8859 f2  0.5881 0.81975
12 4.335 0.8028 | f% 4.3416 0.83427 | f2  3.362 0.9318| f2  1.7446 0.70749
i 1.7737 0.8289 | fZ 1.1819 0.98881 | f2  1.5523 0.82821 f2  1.7789 0.99901
f3 011197 0.42086 | f,  0.086749 0.32358 | f2 0.61351 0.72223 f% 0.28883 0.99235
12 2.7797 0.8137 | f3 2.701 0.96441 | f2 22018 0.9334| f2  1.774 0.95944
£ 0.26151 0.77742 | f3  0.17254 0.67591 | f2 0.81208 0.9923 f% 0.71081 0.99917

Tabela 7.14: Tabela com os erros de cada fungéoqpa2d |10, 5))
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
exp 8.9105e-009 1.6878e-008ecxp 2.3078e-008 1.1927e-008exp 0.61016 0.9634| exp  0.4769 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f2 1.1689e-007  0.8478 | f2 1.1542e-007 0.74559 | f2  0.8343 0.99628 f2 0.73592 0.99966
12 0.76025 0.99478 | f2 0.65105 0.9887 | f2 0.98804 1 f2 097907 1
f2 1.9323 0.5232 | f2 1.8067 0.8431 | f2 1.664 0.70714 f? 2.3962 0.98958
f2 0.39601 1.4415 | f2 0.47264 1.4371 | f2 0.45675 0.242| f2 0.39819 0.27374
12 3.1027 0.6735 | f2 0.91188 1.4066 | f2 22347 096542 f2 2.8267 0.9721
JE 0.43546 1.4415 | f2 0.51972 1.4371 | f2 0.43181 0.55202 f2 0.43786 0.27374
12 1.7596 0.99998 | f2 1.1416 0.99998 | f2  1.2472 0.99999 f2  1.6075 0.99999
f2 0.43546 1.4415 | f? 0.51972 1.4371 | f2 0.43181 0.55202 f? 0.43786 0.27374
f2 0.41496 0.67826 | f2 0.35158 1.1495 | f2 051644 0.56734 f2 0.33622 0.74719
12 0.38877 0.5026 | f2 0.39578 1.8064 | f2 052347 1.1217| f2 0.31809 0.44475
fa 1 1 fi 1 1 fi 1 1 fi 1 1
f2 31.0943  1693.3368 f2 1.4738 2.529 f2 098525 0.99957 f2  1.6379  3.1399
f4  0.79356 0.48735 | f7 ~ 0.99716 27191 | f% 0.28226 0.80624 f% 0.72108 0.085744
1 0.98117 1 12 1.7953 0.98495 | fi; 0.97314 1 fZ%  1.0456  0.99999
12 0.39805 0.7479 | fi 0.17368 0.31174 | f2 0.65912 0.94683 f2 0.37645 0.99832
f2 0.44075 1.6115 | f%  0.42478 0.74602 | f% 0.67006 0.9573]1 f2 0.78947 0.83027
12 1.7859 0.802 | fZ 1.522 0.97332 | f% 1.6605 0.90828 f2  2.2877 0.98955
12 1.2361 0.86461 | ff;  0.89211 0.9182 | f2  1.7749 0.87903 f2  3.5618 0.97225
14 0.39816 0.74784 | [, 0.17697 0.31555 | f2, 0.65914 0.9469% f2, 0.38026 0.99835
12 1.7761 0.89993 | f% 1.5125 0.91377 | f3, 1.6641 0.88063 f2, 2.3623 0.96425
f2 057454 0.962 | f3 = 0.44274 0.93417 | f% 0.94845 0.99986 fZ 0.92007 0.99999

Tabela 7.15: Tabela com os erros de cada fungéogparg10, 5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
ev  1.3737e-008 1.3227e-008 ev  2.3102e-008 1.3714e-008 ev  0.67373 0.99237 ev  0.83586 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f2  3.8821e-008  0.62703 | f2 3.7168e-008 0.065805| f2 0.97085 0.99932 f2  0.92499 0.99924
12 0.42398 0.98251 | f2 0.26704 0.94961 | f2 0.99919 1 2 0.99732 1
12 5.4151 0.44552 | f2 1.1105 0.99363 | f2 3.9162 0.7126| f2  1.9335 0.9998¢
12 0.64692 0.54555 | f2 0.68904 0.9055 | f2 0.47459 0.87722 f2 0.49452 0.7848
12 10.8835 0.77315 | f2 14.9782 0.97573 | f2 7.0311 0.22181 f2 10.8694 0.85034
12 0.5931 0.54555 | f2 0.63172 0.9055 | f2 0.74528 0.89421 f2 0.45338 0.7848
12 1.2175 0.99999 | f2 1.2936 0.99995 | f2  1.1576 1 2 1.3412 0.9999¢
12 0.5931 0.54555 | f2 0.63172 0.9055 | f2 074528 0.89421 f2 0.45338 0.7848
12 0.30012 0.46514 | f2 0.37058 0.57187 | f2 0.75163 0.9042% f2  0.4965 0.88052
12 0.2724 0.61621 | f2 0.29017 0.63939 | f2 0.6953 0.54569 f2 0.34475 0.81466
/4 0.61586 0.99828 | f% 6.4221 1.4928 | f% 1 1 i 1 1
fi 1 1 fi 1 1 fh 1 1 fh 1 1
12 0.4787 0.74963 | ff,  0.45884 0.52 f& 090315 0.7712) f% 0.4916 0.767
12 0.9137 0.99999 | fZ 0.94327 0.99997 | fZ  2.0294 0.99881 f% 0.80195 0.99997
12 0.11683 0.29359 | f3 0.11366 0.28568 | fZ 0.89424 0.9644| f%  0.7559 0.99023
f2 073783 0.49414 | f% 1.3426 0.6017 | f% 0.46016 0.99242 f%  1.148 0.8850]
12 9.3713 0.6217 | ff,  11.1658 0.72481 | f%  4.9277 0.97052 f2  11.1186 0.9999¢
12 8.7386 0.69507 | fZ 10.3789 0.8478 | fZ  7.561 0.99266 f2  2.8877 0.97246
12 0.1519 0.32233 | f2 0.25091 0.29192 | f2  0.894 0.96443 f2 0.75686 0.9902¢
12 9.1822 0.96434 | f2 10.9314 0.99592 | f2  6.1701 0.99121 f2, 10.0986 0.9986
2 3.3253 0.87602 | f3 4.3471 0.79246 | f2  1.1142 0.99999 fZ 0.90675 0.99995

’

’

D

]

)
L

Tabela 7.16: Tabela com os erros de cada fun¢aodpdifao, 5], [10, 5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
gev  7.0951e-009 6.8629e-009 gev  2.1793e-008 6.6975e-009 gev  0.60421 0.94669 gev 0.43192 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f2  1.037e-007  0.72962 | f2 1.0475e-007  0.54203 | fZ 0.79406 0.99073 fZ 0.67205 0.99902
f? 0.60199 0.97181 | f2 0.40187 0.94119 | f2 0.97074 0.99998 f?  0.94939 1
12 15.4892 0.86589 | f2 17.9585 0.95666 | f2 6.5376 0.79684 f2 15.1646 0.95703
f2 0.36525 1.0643 | f2 0.2709 0.5066 | f2 0.46798 0.47623 f2 0.20153 0.72563
f2 15.4703 0.41323 | f2 25.8264 0.9784 | f2 157122 0.60219 f2 20.3918 0.89734
12 0.38721 1.0643 | f2 0.28718 0.5066 | f2 0.48043 0.62109 f2 0.21364 0.72563
f2 2.3706 0.99975 | f2 0.91859 0.99998 | f2  2.4445 0.99983 f2  3.065 0.99978
f2 0.38721 1.0643 | f2 0.28718 0.5066 | f2 0.48043 0.62109 f2 0.21364 0.72563
f2 0.30293 0.52926 | f2 0.16965 0.30842 | f2 0.53082 0.52192 f2 0.24634 0.86981
f2 0.28706 0.33902 | f2 0.17972 0.22296 | f2 0.54033 1.0781] f2 0.2197 0.77227
i 1 1 i 1 1 i 1 1 fh 1 1
f4  0.83498 0.99773 | f3 0.99896 1 fi 1 1 f2 099783 1
fZ  0.48489 0.47846 | f7  0.33902 0.32376 | f% 0.49767 0.7153 f2 0.41178 0.6379¢
14 1.0931 1 fh 1.6245 1 fi  1.1859 1 fi 21378 0.99997
1z 0.26236 0.62979 | fi 0.21004 0.49023 | fZ 0.65215 0.90994 f2  0.37148 0.9969¢
f2 0.40092 0.86225 | f%  0.30909 0.90396 | fZ 0.66845 0.97338 f2 0.73462 0.93102
f2 14.4739 0.042087 | f% 17.148 0.49781 | f2  8.6622 0.82501 fZ 14.8595 0.94831
i 4.9898 0.77242 | fZ 5.2359 0.96157 | fZ  4.0433 0.84014 f2  14.8844 0.87388
12 0.26262 0.62987 | [, 0.21021 0.4903 | f2 0.65217 0.91009 f2 0.37265 0.997
£ 13.5276 0.77409 | f% 16.02 0.98198 | f2 8117 0.85565 f2  14.8655 0.99853
12 0.41616 0.89483 | f2 0.23086 0.81729 | f% 0.91282 0.99929 f2 0.86474 0.99994

G — O

3

]

]

D
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L

Tabela 7.17: Tabela com os erros de cada fun¢dogaard0], [10, 5], [10, 5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
beta  8.8609e-009 1.2535e-008beta 2.2422e-008 2.1462e-008beta 0.58196 0.94121) beta 0.33112 0.81922
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
f? 7.7613e-008 0.096508| fZ 8.0245e-008  0.23082 | fZ 0.62044 0.68417| f? 0.42968 0.92626
f? 0.034091 0.12536 | f? 0.098414 0.57378 | fZ 0.73616 0.95328 [ 0.65466 0.97858
12 0.003451 0.050722| f2 0.014381 0.12863 f2 057674 1.2498| f2 0.2567 0.87364
12 0.010077 0.054744 | f2 0.0079484 0.20798 | f2 0.5899 0.80734| f2 0.30681 0.90304
f2 0.0020554 0.10299 | f2 0.0064117 0.19798 | f2 057121 5.2179| f2 0.16296 0.9227
12 0.0071993 0.054744| f2 0.0056786 0.20798 | f2 0.57084 2.3825| f? 0.21919 0.90304
12 0.011743 0.068697 | f2 0.020813 0.24487 | f? 0.59531 0.6294| f? 0.32571 0.9116
12 0.0071993 0.054744| f? 0.0056786 0.20798 | f? 057084 2.3825| f? 0.21919 0.90304
12 0.0090205 0.06708 | f2 0.026143 0.16025 f2 057443 2.6276| f2 0.18414 0.86812
fé 0.008497 0.058831| fZ 0.025458 0.23673 | f¢ 057449 53744| f?  0.1248 0.86134
f4  0.0016353 0.020562| f7  0.0093471 0.17428 | f4 058439 2.6896| fZ 0.20952 0.9074§
f24  0.0030141  0.045231| f% 0.0109 0.041286 | f% 057987 2.7188| f% 0.18261 0.8657
f2  0.024221  0.048917| f%  0.076373 0.31546 | f2 0.60036 0.33784 [ 0.27726 0.85695
fi 0.018941 0.39553 | fZ4 0.13092 0.64819 | f2 0.61801 0.096532 f%  0.16291 0.8790¢§
I 0.023458 0.18203 | ff 0.042354 0.32846 | fZ& 059137 1.0757| f&  0.2921 0.9079€
f2 0.013253 0.29739 | f%  0.045404 0.46996 | f% 056377 0.56728 fZ 0.32421 0.83585
f2 0.0048358  0.14499 | fZ  0.0050244  0.44947 | f2 05799 0.6307| f% 0.37223 0.88517
f&  0.0035722 0.11913 | fZ  0.0048524 0.37713 | f% 0.58023 0.59357| fZ 0.21799 0.98513
f2 0.019895 0.28661 | f%,  0.044071 0.45962 | f2, 057703 1.1407| f2  0.31059 0.81061
f%  0.0039816 0.15741 | fi,  0.0048937 0.38804 | fZ 0.58015 0.74378 f3 0.28017 0.99937
f2 0.010976 0.12581 | f?  0.051551 0.49396 | f2 0.67971 0.91511] f2  0.60129 0.94463
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Tabela 7.18: Tabela com os erros de cada fun¢éotpatd|10, 5], [10, 5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
gamma 0 6.1513e-009 gamma 2.0902e-008 1.21e-008gamma 0.58966 0.62796 gamma 0.23653 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
f? 3.5258e-008 0.42579 13 2.4932e-008 0.21799  f? 0.64953 0.91735  f? 0.33834 0.99944

2 0.22929 0.71403 2 0.14403  0.42658| 2 0.8028 0.99468 f2  0.64951 1
12 24.5853 0.7662 f2 30.3184  0.035414 f? 19.0072 0.87191 f2 34.5655 0.98306
f2 0.078463 0.76859 f2 0.01662 0.32959| f? 0.57014 4.5165  f2 0.13269 0.77485
f2 19.5804 0.83969 f2 15.9486 0.9922 f2 7.5971 0.71331 f? 21.6227 0.99907
2 0.080724 0.76859 12 0.017099 0.32959 12 0.56925 4.2614 12 0.13651 0.77485

2 1.0133 1 f? 1.0748 1 f? 1.0239 1 f? 1.0469 1
2 0.080724 0.76859 f? 0.017099  0.32959| f2 0.56925 4.2614| f? 0.13651 0.77485%
2 0.059918 0.41058 f2 0.0075683  0.21725  f2 0.57242 1.8635  f? 0.17074 0.91897
2 0.062293 0.57419 | f2 0.012406  0.30271| f2  0.57175 3.9946| f2  0.13225 0.855

fh 1 1 I 1 1 I 1 1| £ 1 1

12 1.8768 0.85073 | f3 0.99815 1 fi 1 1 fi 0.99065 1
12 0.087135 0.76519 | f% 0.018881  0.3319| f%  0.56781 3.5867| 2  0.14826 0.7749¢
12 0.41075 1.5077 fis 0.05338 0.5892 | f%  0.66897 0.87199 %  0.35934 0.68225
12 0.02628 0.12564 | f% 0.047136  0.22519| f2  0.59429 0.4362| f2  0.13682 0.99926
f2 0.17017 0.43103 | f% 0.1925 0.68742| f%  0.60692 0.86612 f%  0.5306 0.8943f
12 9.6432 0.90644 | f% 4.6835 0.95394| f2 24148 0.9967| f2  22.6199 0.96874
12 17.7184 0.89866 | f% 8.4844 0.99353| f2 25512 0.3839] f2  17.8525 0.99831
12 0.026356 0.12583 | [} 0.047158  0.22523| 2,  0.59429 0.4363| 2,  0.13687 0.99926
12 17.6482 0.90353 | f2 8.451 0.9967 | fZ 2.549 0.99394 ff,  17.9728 0.99985
14 0.12996 0.58127 fa 0.079179  0.092614 fZ  0.72792 0.97929 f?  0.50895 0.99995
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Tabela 7.19: Tabela com os erros de cada fun¢éogaawana ({10, 5], [10, 5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
logn 0 3.7311e-009 logn 2.2296e-008 1.8944e-008logn 0.58678 0.92106 logn 0.50647 0.81902
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
/2 1.0139e-007 0.81796 | f2 1.0329e-007  0.84951| f2 0.72271 0.98129 f2 0.66753 0.98604
12 0.68614 0.99673 | 2 0.68984 0.99906 | f2 0.95008 0.99997 f2 0.94804 0.99999
12 0.3237 0.27992 | f2 0.43138 0.91059 | f2 0.30832 0.15568 f2 0.44588 0.83367
12 0.36409 0.21164 | f2 0.32815 0.8975 | f2 0.46782 0.20179 f2 0.18305 0.6525:
12 0.96115 0.23684 | f2 0.77747 0.93503 | f2 0.93051 0.95074 f2 0.92589 0.7627¢
12 0.50704 0.21164 | f2 0.457 0.8975 | f2 054886 0.83613 f2 0.25492 0.65253
12 1.1199 0.99996 | f2 2.0797 0.99999 | f2 1.6794 0.99999 f2  2.0119 0.99999
12 0.50704 0.21164 | f2 0.457 0.8975 | f2 054886 0.83613 f2 0.25492 0.6525:
12 0.22288 1.0731 | f2 0.10755 0.66722 | f2 056104 1.0023| f2 0.28884 0.72866
12 0.21463 1.4982 | f¢  0.098301 0.79928 | f2 056392 26659 f2 0.20255 0.60232
f2 0.99414 1 f4 0.99431 1 f2 099762 1 f34 099705 1
f24 0.41815 1.7189 | f3 0.2961 1.0583 | f% 0.68969 0.83408 f%  0.372 0.1723
f24  0.96826 1.9648 | fj;  0.43112 0.88904 | f2  0.2257 0.93111 f2 0.74416 0.40987
12 0.23787 4.8919 | f& 0.34158 0.85827 | fZ 0.70039 0.85657 f2% 0.47133 0.80017
12 0.20363 0.6279 | fZ  0.090488 0.27674 | f% 0.61757 0.8209] fZ  0.43989 0.94494
f2 0.17513 1.3018 | f%  0.11857 0.25701 | f% 0.53909 0.65358 f2 0.52215 0.39277
f2 0.43043 0.91097 | f%  0.59147 0.8652 | f2 0.26966 0.90563 f2  0.29614 0.87383
i 1.3455 0.58807 | ff 1.2858 1.0914 | f2  1.4295 0.96524 f2  1.7733 0.6394
12 0.20109 0.62786 | fz, ~ 0.094909 0.27731 | f% 0.61046 0.82127 f2, 0.45114 0.9425¢
12 0.53573 0.82114 | f2 0.6335 1.0338 | f2  0.5089 0.97045 f2, 0.62651 0.9733¢
f2 0.44604 0.96674 | f3  0.43122 0.98649 | fZ 0.86709 0.99922 f2 0.86955 0.9993

4

4

:

4

3

]

Tabela 7.20: Tabela com os erros de cada funcaolparg[0.25, 0.35], (0.5, 0.6])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
pois  7.845e-009 6.4167e-009pois 2.4096e-008 1.3899e-008pois 0.58653 0.91525 pois 0.49773 0.81953
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
f2  3.8716e-007 0.55239 | f2 3.8665e-007 0.64696 | (2 0.72637 0.96155 f2 0.69016 0.96358
12 0.37459 0.82316 | f2 0.3612 0.95273 | f2 091243 0.99848 (2 0.92091 0.9988
12 0.47679 0.61659 | 2 0.41466 0.57213 | f2 0.54656 0.88976| f2  1.2223 0.9249
12 0.35623 0.27856 | f2 0.11213 0.07783 | f2  0.4855 0.46449| f2 0.27716 0.76063
12 1.0285 0.41908 | f2 1.4294 0.71399 | f2 1.5475 0.91407| f2 1.3972 0.61721
JE 0.43893 0.27856 | f2 0.13816 0.07783 | f2 0.46947 0.78411] f2 0.34151 0.76063
12 0.69393 0.78345 | f2 4.6073 48894 | f2 3.3582 4.6936| f2 1.0843 0.96989
12 0.43893 0.27856 | f2 0.13816 0.07783 | f2 0.46947 0.78411 f2 0.34151 0.76063
12 0.21714 0.57655 | f2 0.16498 0.42529 | f2 0.53489 0.048363 f2 0.16725 0.90357
12 0.24924 0.23619 | f2 0.23874 0.79846 | f2 0.51972 0.72569 f2 0.20133 0.9576¢
12 0.70217 0.99843 | [} 0.76087 0.99977 | f% 0.95178 0.99999 f%  0.94925 0.9999¢
12 0.53004 1.1751 | f 0.27475 0.59117 | f2 0.82684 0.98461 f% 0.49209 0.91134
12 NaN NaN 12 NaN NaN f4  NaN NaN | f4  NaN  NaN
12 3.8171 63.5475 | f3 0.69507 1.5274 | f% 0.60312 0.82692 f% 0.49316 0.65191
12 0.15419 0.50942 | f%  0.087898 0.28813 | f2  0.6265 0.79611] fZ 0.48151 0.9134
f2  0.17765 0.77153 | f% 0.245 0.60401 | f% 0.5422 0.76106| f% 0.45739 0.78985
f2 0.80781 0.97678 | f% 1.081 0.93902 | fZ 074928 0.95913 f2  1.4135 0.91486
12 0.80621 0.97354 | fZ 1.3654 0.94679 | f2  1.3947 0.94615 f2 0.72625 0.39792
12 0.15581 0.51447 | f% 0.12674 0.36596 | f% 0.62261 0.79858 f2, 0.48026 0.9129¢
14 0.80678 0.99056 | [ 1.2847 0.96154 | f%  1.2634 0.95301] fZ 1.1249 0.96597
f2 0.24285 0.66729 | f3  0.19624 0.86846 | fZ 0.83107 0.99237 f% 0.84572 0.99125

)

)

)

4

)
)
.

D

)

D

Tabela 7.21: Tabela com os erros de cada funcaopasd|2, 3])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
rayl 1.1789e-008 1.3318e-008rayl 2.0964e-008 1.0898e-008rayl 0.58417 0.88239 rayl 0.47163 0.81903
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f?  1.026e-007  0.52013 | f2 1.0392e-007 0.61993 | f2 0.69522 0.94836 f> 0.6461 0.95383
f? 0.3457 0.78791 | f? 0.35764 0.94294 | f2 0.88706 0.99759 f> 0.89615 0.99784
f3 0.90714 0.26896 | f2 0.88658 0.4468 | f7 0.88607 0.93702 f2 0.94535 0.5945
f2 0.25826 0.59459 | f2 0.17741 0.2861 | f? 0.52948 0.75283 f2 0.18156 0.86564
f2 0.62467 0.5535 2 1.1001 0.9973 | f2 1.0713 0.87916 f2  1.2852 0.87201
f2 0.30332 0.59459 | f2 0.20836 0.2861 | f2 0.51064 0.34493 f2 0.21324 0.86564
f2 0.469 0.99991 | f2 0.13085 0.99998 | f2  1.004 1 f2 1.838 0.99983
& 0.30332 0.59459 | f2 0.20836 0.2861 | f2 0.51064 0.34493 f2 0.21324 0.86564
f2 0.12463 0.59382 | f2  0.048846 0.24136 | f? 056065 1.0071] f? 0.23507 0.84992
f2 0.12769 0.80363 | f2  0.054254 0.09061 | f? 056291 2.4708 f2 0.13892 0.84957
12 0.76772 0.99764 | f} 0.84235 0.99979 | fI 0.97026 0.99999 fZ 0.97055 1
12 0.5622 1.2074 | ff;  0.25407 0.5994 | f2  0.8257 0.9845 f% 0.44865 0.88677
1 0.35266 1.0135 | f3 0.15801 0.33074 | f2 0.48255 0.73536 f2 0.19818 0.86311
12 0.77736 0.3504 | f1 0.40513 0.96986 | f2 0.75113 0.99193 f2, 0.44206 0.99127
fi 0.12321 0.45815 | f;  0.050628 0.18743 | f% 0.61193 0.71981 f2  0.44741 0.89983
1L 0.15796 0.83848 | [ 0.14727 0.47492 | f  0.54254 0.56904 fZ 0.40994 0.74523
12 2.5342 0.64393 | fZ 2.2554 05178 | f2  3.2911 093176 f2 15506 0.26859
12 0.7101 0.57597 | f% 1.6316 0.70285 | f2  1.2389 0.94407 f2  1.1106 0.8126¢
12 0.12514 0.46209 | fZ  0.070026 0.23625 | f2 0.60972 0.72213 f% 0.44616 0.89858
12 1.1422 0.96073 | fZ 1.6685 0.93011 | f2  1.5915 0.93247 f%  1.1371 0.94984
3 0.21918 0.64751 | f3 0.19552 0.84151 | f3 0.80289 0.98994 f2  0.81599 0.98783

Tabela 7.22: Tabela com os erros de cada fun¢aorpaid[10, 5))
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéao
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
T  1.2281e-007 1.1594e-008 7' 1.2748e-007 1.6688e-008 T 3.8488 0.98652 T  13.4913 0.87063
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov

f?  9.8935e-008 0.87534 | fZ 9.7377e-008  0.91413| f? 0.98906 0.9998 fZ 0.81519 0.96839
G 0.66758 0.99927 | f? 0.82492 0.9994 f2 0.99983 1 f2 0.95298 0.99996
12 2.8169 0.6505 12 28.9035 0.91993 f2 15.8553 0.94313 f2 46.8285 0.84445
12 0.56865 0.27474 12 12.6873 0.83854 12 5.6141 0.98321 f? 21.7706 0.85574
12 0.25753 0.31365 | f2 0.48845 0.63296 | f? 0.45059 0.6981% f2 0.68869 0.79464
12 0.013307 0.27474 | f2 0.29689 0.83854 | f2 0.56237 0.8484| f2 0.50944 0.85574
12 1.0022 0.99999 | f? 0.27328 0.99992 | f? 0.97071 1 f?  2.0752 0.99988
12 0.013307 0.27474 | f? 0.29689 0.83854 f?2 056237 0.8484| f? 0.50944 0.85574
G 0.64056 0.4149 G 0.25871 0.46807 12 0.901 0.89233 f2 0.85096 0.80961
12 0.63741 0.28028 | fZ 0.28797 0.60241 | f? 0.83702 0.562| f? 0.76321 0.59061
3 0.9487 1 I 0.94819 1 f4  0.9838 1 f4 0.97949 1

12 0.5919 0.99949 | f2 0.66691 0.99977 | f% 0.87959 0.99998 f%  0.6634 0.99989
12 1.4627 0.99069 | ff;  0.86784 1.1766 | f%  1.2404 1.4094| f%  1.6949 0.70984
12 36.4818 2.6353 | [ 32.2096 3.2131 | f% 30.7066 2.3029| f2 43.7681 0.88749
12 0.19317 0.43094 | f7s 0.37037 0.8622 fiz 09484 0.97838 f, 0.73665 0.5867¢
f2 14.7597 0.56046 | fZ 3.7437 0.2739 | f2  9.4323 0.62499 f%  7.0116 0.43386
f2 0.90527 0.99995 | f%  0.69587 1.0521 | f2 3.0753 0.99841 fZ  1.0466 1

12 0.8032 0.88092 | f% 2.4162 0.92689 | fZ  9.1113 0.9916| fZ 0.71568 1

1% 0.86827 0.60942 | f7, 0.38141 0.5176 ffy 0.97497 0.6392 [, 0.75408 0.71305
1% 0.89961 0.88088 | f7 1.2499 0.99325 | fZ  4.8044 0.99187 f3 1.033 1

f2 0.93459 0.96665 | f2, 2.0934 0.99535 | f3  1.0084 1 /24 3.4383 0.9981

L

4

4

)

D

D

Tabela 7.23: Tabela com os erros de cada fun¢caopére, 5))
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
unif 8.9135e-009 1.4717e-0Q8unif 2.3086e-008 1.4657e-008unif 0.59636 0.89738 unif 0.36375 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f2 6.5352e-008 0.23812| f2 6.6647e-008 0.68181| f2 0.72687 0.95752 f2  0.55516 0.99592
2 0.20398 0.85618 | f2 0.51263 1.5093 | f2 0.90277 0.99706 f2  0.83307 0.99997
12 1.5659 0.56805 | f2 1.3558 1.2115 | f2  1.3118 0.96933 f2  1.3745 0.99727
12 0.24625 0.24649 | f2 0.25989 0.45803 | f2 0.49767 0.24776¢ f2  0.18859 0.77483
E 0.75065 0.30581 | 2 0.53034 0.96551 | f2 0.92184 0.96727 f2  1.2425 0.66364
E 0.28218 0.24649 | 2 0.29781 0.45803 | f2 0.50004 0.60209 f2  0.21611 0.77483
JE 0.66513 1 JE 0.98565 1 /2 0.80825 1 f2 0.65264 1
12 0.28218 0.24649 | f2 0.29781 0.45803 | f2 0.50004 0.60209 f2  0.21611 0.77483
12 0.18499 0.68888 | f2 0.12558 0.41026 | f2 0.55022 0.54446 f2  0.14879 0.93116
12 0.22685 1.1465 | f2 0.12883 0.55498 | f2 0.55156 1.7074| f2 0.020705 0.91793
12 0.83666 1.5499 | f2 1.6099 3.8755 | f2 09785 0.99993 fZ  0.96381 1
f4 056103 1.0509 | ff  0.48726 0.76107 | f% 0.88747 0.9939 f%  0.41839 0.83209
12 0.77137 1.8722 | fZ 0.35951 0.71767 | f% 0.37472 0.87046 f2,  0.25127 0.92184
12 3.1387 0.83463 | f2 0.88205 0.99999 | f7, 0.94627 1 f&  0.87013 1
12 0.11335 0.37616 | [ 0.16192 0.53209 | f2 0.62621 0.80197 f2  0.31063 0.99477
f2  0.25159 0.76411 | f%  0.29346 0.85724 | f% 0.64854 0.94202 f2  0.6323 0.92715
f2 0.81269 0.58029 | f% 0.6824 0.54192 | f2  1.215 0.96653 fZ  1.8946 0.99611
12 0.8162 0.46486 | fZ 0.6806 0.51951 | f2  1.2598 0.93891 f2  0.48146 0.30703
14 0.11864 0.38184 | [, 0.16522 0.53462 | f2, 0.62642 0.81039 f2  0.3209 0.99529
12 0.81494 0.92098 | f7, 0.68125 0.80572 | f%  1.2443 0.97087 f2  1.4697 0.93374
f2 00086301 057777 | f%  0.27656 1.0459 | f24 0.83121 0.98673 f%  0.7358 0.99867

)
s
)
)

D

)
)

4

)

s

Tabela 7.24: Tabela com os erros de cada fun¢aowparg([0, 0], [10, 5])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
norm 1.2997e-008 1.6827e-008norm 8.7969e-009 1.1687e-008norm 0.39813 0.98742 norm 0.76351 0.87995
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
f3 5.323 19.2495 f3 5.323 8.3257 f?  2.8597 1.8372| f}  3.4541 19451
3 547863  3821.5177| f3 46.1194 957.075 | f3  13.8132 46.1942 [}  18.8446 160.8494
3 0.9541 0.98265 | f3 1.0618 0.99816 | f}  1.0338 0.99557 f3  0.95038 0.99774
f3 1.0077 0.82311 | f3 1.0061 0.83306 | f3  1.0497 097726 f3 0.91048 0.91508
3 0.98442 0.99249 | f3 1.0005 0.99901 | f3 097276 0.99702 f3  0.93119 0.99247
3 1.043 0.82311 | f3 1.0143 0.83306 | f®  1.158 0.98411 f3  0.95118 0.91508
3 0.80266 1.1479 | f3 1.1573 2.9512 | f3  1.0442 0.9528§ f3 13187 0.85427
f3 0.71758 0.9457 f3 0.74575 0.92212 | f2  0.69691 0.99403 f3  0.73429 0.97496
3 0.89045 0.90349 | f3 0.90221 0.88755 | f3  0.76256 0.98735 f3  0.80839 0.97308
13 0.75321 0.98625 | f3 0.76458 0.98236 | f3 0.69506 0.99381 f3 0.73316 0.99557
f3,  337.7389  258276.8086 f3 61.2114  2313.9855| f3  6.7184 11.3663 f}  10.0556 98.3976
73 3.0857 235995 | f{;  0.75697 0.92404 | f3 ~ 0.95447 0.99978 f}  0.95007 1
f3  0.80301 0.90648 | fi;  0.90103 0.88135 | f3, 0.73822 0.98724 f3 0.81712 0.95959
f3,  0.83966 0.98754 | f;  0.90965 0.98961 | f3, 0.80275 0.98604 f3  0.84429 0.99741
7 1.368 0.82921 | fi 1.4319 0.94348 | f3 087749 098133 f3  1.0743  0.9927
3 0.82622 0.99491 | f3 0.80068 0.99625 | f3  0.84927 0.99924 f%  0.82037 0.99999
£ 0.97351 09621 | f3  0.96924 0.96425 | f3.  0.86249 0.99931 f3  0.99975 0.97449
2 0.94028 0.99607 | fj;  0.96253 0.9904 | f3  0.93436 099819 f3 095203 0.99458
73 1.0016 0.99451 | f}, 0.9726 098618 | f3,  1.025 0.99976 f}  1.0131 0.99946
1 1.0149 0.97598 | fi, 1.181 0.90257 | f#  1.0899 0.99922 fJ, ~ 1.0831 0.99348
73 1.2602 0.97167 | f3 1.2914 097393 | f3,  1.0007 0.99845 f3  1.1112 0.98851
£ 0.90713 0.92922 | f3;  0.94807 0.91415 | f3 097509 0.9979| f}  0.96521 0.99662
3 14.3264 297.8113 | fj5 137295  149.6845| fj;  6.3191 9.4079| fj;  6.2477  29.2549

Tabela 7.25: Tabela com os erros de cada funcéomara ([1,5, 3], P23,

)
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
chi2  8.8491e-009 1.8868e-008chi2 6.2572e-009 1.0205e-008chi2 0.41435 0.94511 chi2 0.36444 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f?  1.0239e-007  0.56285 | f{ 1.0154e-007  0.44846 | f} 0.58921 0.98553 f} 0.42055 0.99268
fi 0.36626 0.76744 | f} 0.38927 0.58233 | f} 0.84857 0.99961 fJ 07962 0.99977
f3 1.5708 0.70189 | f3 1.6807 0.89972 | f3 14312 095229 f}  1.8814 0.71123
f3 0.22724 1.1537 | f3 0.19312 0.51273 | f3 0.25837 0.44584 f3  0.33993 0.047856
f3 2.6122 0.75099 | f3 0.43335 0.67679 | f3  3.4147 0.95251 f3  2.7238 0.91249
f3 0.25241 1.1537 | f3 0.21451 0.51273 | f2 0.30878 0.67951 f3 0.37758 0.04785¢
f3 0.12406 0.99999 | f3 1.0107 1 f2 1436 0.99987 f?  0.74963 1
3 0.24687 1.872 3 0.13865 0.64677 | f3  0.28474 0.80473 f3 0.38148 1.5872
13 0.22118 0.75044 | f$ 0.045494 0.37816 | f3 0.34753 0.45329 f3 0.28377 0.74636
f3 0.22306 0.82332 | f3  0.049694 0.44906 | f$ 0.35552 1.2123| f§ 0.28129 0.32438
i 0.99999 1 £ 0.99983 1 3 1 1 i 1 1
73 2.9666 14.4859 | f}  0.61255 0.93342 | f3  0.9541 0.99981 f3  0.95564 0.99979
fi 0.52379 0.57044 | fi;  0.099839 0.21986 | f}, 0.19325 0.88072 f} 0.66784 0.35328
f3, 0091783 0.99994 | f3  0.75827 0.99985 | f% 092991 1 | f3 10076 0.99993
& 012512 049209 | f};  0.10864 0.42434 | f3. 0.46503 0.91474 f3 0.19176 0.98999
f& 0.28862 1.0754 | f&  0.21562 0.7034 | f3, 0.44633 0.96731 f3 0.17235 0.95785
f2 062156 1543 | f3  0.34292 05673 | f3. 0.46985 0.98359 f3  0.85878 0.77654
7 4.8129 0.56877 | f 4.3885 0.21392 | f3 58035 0.90402 f3 2733  0.34578
73 1.3698 0.96032 | f 2.9952 0.35664 | f3,  1.7793 099187 f}, 0.27412 0.95939
13 4.925 0.83151 | f3 2.6997 0.4192 | fiy  4.4463 0.97597 f7,  4.0992 0.41247
£3 0.13236 049951 | f}  0.11016 0.42569 | f3, 0.46501 0.91496 f3, 0.19799 0.99002
#3 0.90853 0.86484 | f3, 1.272 0.88459 | f3, 1.0784 096743 f3 0.89637 1.0235
13 0.25732 0.64214 | f3, 0.21051 0.65601 | f3, 0.73996 0.99759 f3, 0.64363 0.9984

Tabela 7.26: Tabela com os erros de cada funciodha?da(10. 5. 2])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
exp 0 8.4859e-009 exp 6.2565e-009 1.2083e-008 exp  0.42313 0.98735 exp 0.38084 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func  Média Cov | Func Média Cov
f3 5.952e-008 0.80623 | f} 5.763e-008 042996 | f?  0.76939 0.99867 f3 0.67562 0.99821
f2 071883 0.98892 | f3 0.32797 0.94514 | f3  0.98313 1 3 0.9754 1
3 1.2479 0.38663 | f3 1.0369 15559 | f3  1.226 0.85627 f} 17142 0.72498
f3 0.28161 1.0715 | f3 0.20408 0.98137 | f$  0.25077 0.78367 f3 0.41526 0.7179
f3 1.8959 0.71195 | f3 0.52958 0.31802 | f3  2.0972 0.94624 f3  1.8944 0.90632
/3 0.31615 1.0715 | f3 0.22911 0.98137 | f3 0.39537 0.8598§ (7 0.46619 0.7179
3 1.3706 1 3 0.96951 1 f3 21533 099982 f3  1.4647 1
f3 0.22422 1.7071 | f3 0.13879 0.87419 | f3 0.055715 0.40082 f3 0.25906 0.8931§
f3 0.40684 0.46653 | f3 0.025323 0.56607 | f3  0.24742 0.83142 f3 0.29025 0.91211
/3 0.37661 0.27212 | f3  0.021968 0.67964 | f3  0.28424 0.24877 f3 0.31348 0.78702
i 1 1 i 1 1 e 1 1 i 1 1
f3, 1335983 39330.2516 f3  0.25385 0.55825 | f3,  0.98517 0.9999| f3  0.98667 0.99996
f3,  0.91337 0.70896 | f{;  0.15312 055378 | f3, 0.58132 0.9435 f3, 0.85839 0.68383
f3,  0.9703 1 f3,  0.86025 0.99999 | f{;  0.96543 1 | f} 10033 1
f% 037652 0.74553 | fj; ~ 0.21432 040535 | f3 052574 0.98143 f3  0.29496 0.99366
3 0.25941 14082 | f5  0.36223 0.85017 | f% 057891 0.98765 fi 0.35333 0.9681
fi  0.55647 1.9609 | f& 0.59558 0.91863 | f,  0.72674 0.99535 f{  0.91951 0.93859
2 17539 0.45768 | f 3.2212 0.25005 | f3  2.8336 0.93905 f}  1.6743 0.73843
f3, 2.8705 0.94365 | fi, 3.6568 0.41472 | f3,  4.4224 099502 f3, ~ 3.982  0.9394
£, 21344 0.56405 | f, ~ 0.93623 051011 | f3, 21832 096839 f3, 2.3901 0.98709
#3 0.37666 0.74548 | f3;  0.21764 040644 | f3, 052616 0.9814§ f3, 0.30062 0.99364
#3 0.79975 0.86957 | f3 1.3288 0.97787 | f3  1.0662 0.98339 f} 0.93317 0.8696]
5 0.57452 0.93478 | f3;  0.082981 0.77677 | f3,  0.93023 0.99996 f3, 0.90039 0.99992

Tabela 7.27: Tabela com os erros de cada fungéodqarg10, 5, 2|)
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
ev  1.391e-008 1.3088e-008 ev  9.8362e-009 1.3259e-008 ev  0.4546 0.99739 ev  0.66707 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f3  2.904e-008  0.14563 | f3 2.6886e-008  1.1288 | f¥ 0.96114 0.99977 f3 0.91768 0.99633
f3 032128 0.96351 | f3 1.0208 0.69583 | f¥ 0.99909 1 3099552 1
/3 2.4105 0.78381 | f3 2.8708 0.98492 | f3} 2.0341 0.86661 f3 0.70765 0.88812
f3 0.69252 0.67939 | f3 0.73327 1.0598 | f3 0.7576 0.95141 f3 0.60801 0.9371Z
f3 1.1202 0.84004 | f3 3.1842 0.66578 | f3  1.6579 0.84317 f3  3.6633 0.74453
/3 0.61788 0.67939 | f3  0.65424 1.0598 | f3 0.80872 0.96267 f3 0.54248 0.93712
/3 0.9501 0.99999 | f3  0.58377 1 f3 17616 0.99999 f3  1.1775 1
3 0.80696 0.74821 | f3 0.77415 1.2818 | f2 0.85793 0.95219 f3 0.71175 0.8857§
13 0.40356 0.58443 | f3 0.42029 0.63842 | f3 0.66334 0.9614| f3  0.4921 0.94519
/3 0.34438 0.72406 | f3  0.31807 0.85655 | f3 0.57268 0.82296 f3 0.36152 0.88123
£ 7.4786 2.2805 | f{; 801795 30642.41 | [ 1 1 fir 1 1
i 1 1 i 1 1 i 1 1 i 1 1
f3,  0.63651 0.82991 | fi, 0.5374 0.89008 | f3, 0.87686 0.95334 f3 0.58675 0.80421
£ 11524 0.99999 | f2, 1.1673 0.09996 | f3  1.3827 0.99995 f3 ~ 0.83361 0.99997
f& 0.28364 0.72896 | f);  0.38933 0.98188 | f3 0.84838 0.98834 f3. 0.75473 0.96762
f&  0.60654 0.68368 | fis 1.4453 044125 | f3 02989 0.99784 f3 052942 0.98624
3 0.35711 0.74388 | fi 1.6533 0.33272 | f3 0.73044 0.9987| f3  1.2092 0.96619
f2 16.6193 045779 | f};  10.5223 0.98242 | f3. 11.7542 0.98924 f3.  7.6131 0911
£ 71171 0.74859 | f 1.5181 0.81182 | f3 59951 0.98733 f3  3.6978 0.96589
£3, 10.3273 0.59744 | fi, 7.7667 0.98575 | f3  8.8909 0.98843 f3  10.7991 0.99994
£, 0.28529 0.73744 | f3;  0.43267 0.98558 | f, 0.84806 0.98835 f3, 0.75559 0.96773
£ 24023 1.0503 | f3 2.761 0.95449 | 3, 20601 099239 f3  1.0367 0.97758
£, 2.6848 076581 | fj;  4.3845 0.60509 | f3;  1.0796 1 | f3 11998 0.99992

Tabela 7.28: Tabela com os erros de cada funcioadfa0. 5. 21. [10. 5. 21)



Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformacéo

v8T

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
gev  9.944e-009 6.7958e-009 gev  1.0643e-008 1.8612e-008 gev  0.42042  0.98148) gev 0.34203 1
Depois da Transformacao
Func Média Cov Func Média Cov Func  Média Cov Func Média Cov
f3 1.0099e-007 066819 | f3 1.0099e-007  0.46922 | f3 071237 0.99669| f3 0.60169 0.9972§
f2 054468 0.94272 | f3  0.46481 0.71616 | f3  0.95853  0.99999| f3  0.94255 0.9999¢
3 2.1722 0.873 | f3 2.53 0.90575 | f3  1.7493  0.96719| f3  1.8775 0.98385
£3 0.2134 0.80885 | f3  0.30174 059315 | f3  0.10948 0.80942| f3 0.28278 0.83916
f3 6.0267 0.81037 | f3 1.7961 0.90672 | f2 57453 0.70325| f3  4.8908 0.65523
£ 022991 0.80885 | f3  0.32508 059315 | f3  0.32083 0.86143| f3 0.30465 0.83916
3 5.6642 0.9965 | f3 4.0091 0.99676 | f3 51197 0.99798| f}  5.622 0.99767
f3 0.23287 0.85384 | f3 0.31835 0.90719 | f3 0.048179 0.77271 f3  0.20556 0.55761
£3 0.30849 0.25391 | f2  0.19024 0.37887 | f3  0.29804 0.81981 f3 0.13123 0.92694
f3 0.28644 0.44178 | f3  0.18428 049959 | f3  0.3302 0.090669 f3 0.18084 0.8075
e 1 1 i 1 1 e 1 1 fi 1 1
£ 10.1051 54052 | f}  0.99966 1 £ 1 1 73 1 1
f3, 053053 0.72331 | f{;  0.36147 0.64992 | f3, 0.35766 0.91504| f3, 0.44576 0.6225%
f3 077898 0.99999 | f¥  0.33056 0.99994 | f{;  0.71477 1 f3 13619 0.99968
& 0.26347 0.66528 | f};  0.22939 056187 | f3. 051351 0.9689| f3 0.28809 0.9936
3 0.27366 0.78581 | fj5  0.37411 0.92307 | f3. 057422 0.99226| f3  0.3581 0.98499
i 0.47847 0.99263 | fi 0.6408 0.97577 | f{  0.74633 0.99823| f7, 0.88558 0.9828
f3 143.3364 0.81825 | fi;  119.2609 0.784 | f3 127.8015 0.89003 f} 36.7306 1.0716
3 2.3235 0.79085 | f}, 8.9836 0.82073 | f3  0.86762 0.87254| f3  2.7811 0.9986]
£3, 14.0821 0.40618 | fjy  13.0244 0.85634 | f3, 12,5053 0.94197| f3 ~ 14.853 1
£ 026372 0.6651 | f3;  0.23094 056243 | f3, 051373 0.96897| f3  0.2905 0.9936]
£ 2.4431 0.9192 | f3 2.2688 0.79417 | f3 2226 093681 f}  1.6366 0.99009
3. 0.41475 08229 | f3  0.34071 0.19374 | f3, 0.88078 0.9998| f}, 0.83519 0.9997§

Tabela 7.29: Tabela com os erros de cada fun¢aogeardo], [10, 5, 2], [10, 5, 2])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
beta 8.0096e-009 1.2086e-008beta 1.1977e-008 1.3139e-008 beta 0.40377 0.94878 beta 0.43014 0.73406
Depois da Transformacao
Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f{  1.1368e-007  0.19662 | f$ 1.1485e-007  0.23429 | f§ 0.49279 0.91168 f; 0.44281 0.94372
f3 0.15072 0.8195 | f} 0.2583 0.41332 | f} 0.70632 0.98731 f} 0.67127 0.98296
f3  0.0095276 0.16187 | f3 0.034662 0.12078 | f§ 0.38921 0.46703 f3 0.27512 0.84577
f3 0.08681 0.4415 | f3 0.055639 0.14848 | f3 0.42691 0.72163 f3  0.3319 0.90309
f2 0.010088 0.069841 | f3 0.01814 0.25527 | f3  0.3951 2.6987| f2 0.17088 0.93986
13 0.062476 0.4415 | f3 0.040042 0.14848 | f2 0.39824 0.91923 f3  0.23886 0.9030¢
f3 0.061287 0.39186 | f2 0.072364 0.10668 | f2 0.44005 0.77057 f3  0.3507 0.91595
f3 0.02738 0.097678 | f3 0.024406 0.1806 | f? 0.3843 0.37508 f} 0.26557 0.83366
f3 0.065775 0.48678 | f3 0.057198 0.35884 | f3 0.38865 1.0906| f3 0.20564 0.81455
13 0.071048 0.73799 | f3 0.056066 0.47775 | f$ 0.39363 2.5728| f3  0.1435 0.78717
#3, 0.010135 019819 | f{;  0.024711 0.1558 | f3, 0.41979 1.1936| f3  0.22268 0.91192
f3, 00052918  0.14187 | f3  0.024465 0.392 | f3 041704 0.98876 f} 0.15785 0.94729
i 0.23212 1.0538 | fi 0.16598 0.59463 | f} 050022 0.8959| f{; 0.32211 0.7693§
#3,  0.65491 21165 | fj3  0.31846 0.96889 | f3, 0.56935 0.98336 f3, 0.19476 0.94493
f&  0.030336 0.23587 | f}5  0.061227 0.47549 | f, 0.43926 0.57049 f&  0.30204 0.92692
f& 0.019621 0.37425 | f3 0.05814 0.63648 | fi 0.39093 0.77358 f{. 0.20489 0.96659
fi  0.061096 0.46446 | fi;  0.067068 0.5586 | f&  0.33614 0.88061 f{  0.49008 0.55931
f&  0.0052355  0.098606| fi  0.050591 0.27322 | f. 0.38088 0.90879 fi  0.38652 0.91784
fi  0.0068479 0.22618 | fi,  0.022803 0.56589 | fi, 0.38057 0.81201 f}  0.28457 0.97725
fi  0.0061064 0.15885 | fi,  0.035578 0.48678 | fi, 0.40121 0.89923 f}  0.23589 0.96074
f3,  0.045657 0.43858 | f3 ~ 0.062237 0.54392 | f3 0.40176 0.81932 f5, 0.37756 0.77652
#3 0.010634 0.29091 | f3  0.037297 0.51666 | f3  0.3775 0.99061 f} 0.40774 0.95379
f3,  0.012786 0.54687 | [ 0.15147 0.18311 | fJ, 0.60418 0.96811 f3, 0.56621 0.97211
Tabela 7.30: Tabela com os erros de cada funcaobeardal10.5.21.[10.5.21)
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
gamma 1.1721e-008 1.059e-008gamma 2.0714e-009 1.0611e-008gamma 0.41439 0.880583 gamma 0.16228 1
Depois da Transformacao
Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov
f3 1.3845e-007  0.38141| f} 1.3901e-007  0.62405 f3 0.50612 0.97342 f} 0.29654  0.99939
f3 0.20436 0.53107 | f} 0.34907 0.99495 f3 0.72698 0.9980§ f} 0.6476 1
f3 2.6495 0.84579 f3 1.0738 0.96115 f3 25041 0.92472  f3 2.4468  0.95248
f3 0.16441 1.4082 f3 0.082014 0.29569 f3 0.36559 1.4552|  f3 0.27134 0.62881
f3 2.9544 0.92808 f3 2.3911 0.84479 f3 2.9411 0.70448 f3 4.1665  0.78855
f3 0.17151 1.4082 f3 0.085553 0.29569 f3 0.36034 1.2872| f3 0.28305 0.62881
f3 0.77869 0.99998 |  f3 1.4811 0.99997 f3 0.68018 0.99999  f3 1.1523  0.99999
f3 0.20788 2.7119 3 0.030257 0.65079 f3 0.37248 2.3097| f3 0.34654  2.2284
f3 0.10366 0.60313 f3 0.044284 0.19821 f3 0.38559 0.77484  f$ 0.15507 0.9115¢
f3 0.11836 0.93365 |  f$ 0.041011 0.10205 f3 0.38601 2.1389| f3 0.23174 0.56219
fi 1 1 i 1 1 fi 1 1 i 1 1
73 15.8549 36.8567 | f3 0.99978 1 7 1 1 £ 1 1
i 0.20495 1.1459 2 0.063699 0.21219 & 035367 1.0145 0.51502 2.6151
73, 0.70282 0.95102 | f 0.4154 0.98051 | f{  0.74884 0.99903 [, 7.9413  31.7607
7 0.037152 0.1775 | f}s 0.049415 0.23586 | f3 042315 0.86023 f5  0.063678 0.9992%
13 0.22213 0.72393 | fi 0.20681 0.70135 fs  0.47109 0.96174 f} ~ 0.084793 0.9614¢
i 0.25789 0.4072 e 0.26484 0.63974 & 046922 0.9791 f 0.73895 0.83004
7 3.5723 0.80038 | [ 1.0905 0.99399 | f¥ 17474 0.82144 [} 6.6714  0.66629
73 13.3011 0.79863 |  fi, 8.794 0.94801 | fjy,  7.5601 0.54929 f, 2.1466  1.0497
13 4.1796 0.78646 |  f7, 6.9693 0.94901 1 35618 0.91112 [} 7.2193  0.89704
3 0.037231 0.17768 |  f3, 0.049441 0.23592 f3 042315 0.86022 f3;  0.063729 0.9992%
73 2.5663 0.93442 | f3, 2.2842 0.90915 | f3, 22383 0.94237 f3, 1.8605  0.95481
3 0.12649 0.43152 | fi 0.18372 0.88506 f3 061964 0.99311 f5, 0.49339  0.99996

Tabela 7.31: Tabela com os erros de cada fun¢aogaarana ([10, 5, 2], [10, 5, 2])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
logn  8.5858e-009 1.9012e-008logn  1.021e-008 1.3251e-008logn 0.39702 0.97187 logn 0.61604 0.74505
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f?  1.1529e-007  0.86448 | f$ 1.1529e-007  0.87929 | f$ 0.64957 0.99506 f; 0.64192 0.99331
f3 0.76527 0.99864 | f} 0.75145 0.99972 | f}  0.96347 1 fi 095949 0.99999
f3 0.24972 0.16777 | f3 0.53365 0.76908 | fJ 0.42397 0.81531 f§ 0.32091 0.29337
f3 0.37626 0.55092 | f3 0.29436 1.0522 | f3 0.25021 0.75283 f3 0.28179 0.6093Z
f3 1.3651 0.74584 | f3 0.97154 0.6535 | f3 15637 0.96634 f3 0.76366 0.79442
13 0.50952 0.55092 | f3 0.39861 1.0522 | f3 0.49802 0.91648 f3 0.38159 0.6093Z
f3 0.69673 0.99999 | f3 1.6801 1 2 1.0298 1 2 1.2908 1
f3 0.21592 1.6964 | f3 0.15871 0.8987 | f3 0.2705 0.43278 f? 0.34252 1.075
f3 0.26933 0.95478 | f3 0.090263 0.63818 | f3 0.35209 0.46242 f3 0.37512 0.2201
13 0.25316 1.1664 | f3 0.078051 0.73422 | f3 03689 1.4713| f3 0.31135 0.96171
i 1 1 i 1 1 i 1 1 i 1 1
73 0.5344 2.8651 | ff;  0.096841 0.36667 | f3 0.62169 0.96496 f} 0.56691 0.97155
1 1.0435 1.3082 | f& 0.29561 0.77522 | f}, 052668 0.96123 £},  1.2398 1.4461
£, 0.86247 15315 | ff;  0.15546 0.37005 | f3, 0.64629 0.95615 f3, 1.1049  2.187
f% 0.23655 0.72074 | fj  0.12067 0.36395 | f3. 0.48421 0.94822 f3  0.40057 0.9695
3 0.1364 1.3694 | f&  0.038471 0.60142 | f{  0.35292 0.90839 f{  0.30322 0.96209
1 0.18348 1.5664 | [} 0.22817 0.34196 | f, 0.27355 0.89242 f}, 0.74196 1.2955
7 2.1455 0.57947 | f% 2.7411 053881 | f3  4.3377 093108 fi. 25165 0.41807
73 1.0016 0.93756 | f}, 5.4641 0.32047 | f3, 28199 0.99771 f} 55035 0.5950§
1 0.2906 1.0439 | f3 0.37638 0.64076 | f3, 0.47182 0.9692| f}, 0.56495 0.90945
#3 0.23125 0.71854 | f3  0.13677 0.36497 | f3, 0.47256 0.94632 f3, 0.45101 0.9669¢
£3 0.45267 1.0635 | f35;  0.95969 1.0584 | f3, 0.87372 0.96656 f3  0.755 0.95861
£, 0.52465 0.98014 | fj;  0.44393 0.99194 | f3, 0.86196 0099987 f3, 0.8553  0.9997

Tabela 7.32: Tabela com os erros de cada funciolpara [0.25. 0.35

-0.451.10.5.0.6.0.71)
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
pois  9.0803e-009 1.5061e-008 pois 9.0803e-009 1.5437e-008pois 0.39916 0.95376 pois 0.51693 0.83737
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f3  8.6499e-008 04743 | f3 8.6499e-008  0.49638 | f} 059069 0.97601 (3  0.6082 0.95931
2 026328 0.62684 | f3  0.18044 0.89147 | f3 0.85013 0.99864 f3  0.86244 0.99657
f3 091896 0.42619 | f3 1.5743 0.88625 | f3 0.72821 097731 f} 09316 0.75895
f3 0.3394 0.22517 | f3 0.18849 0.40325 | f3 0.27574 0.72408 f3 0.23994 0.89975
f3 1.4408 0.77459 | f3 0.71528 0.98363 | f3 17159 0.95685 f3 15419 0.76815
f3 0.40455 0.22517 | f3  0.22467 040325 | f3 0.27211 0.8589§ f3  0.286 0.89975
£ 015392 0.99206 | f3 4.05 3.649 f3 075385 09797 f3 2218  2.0106
£ 020781 1.1438 | f3  0.21041 0.72402 | f3 0.26659 0.25962 f3  0.22838 0.9298¢
f3 0.23123 0.50413 | f$ 0.16814 0.49591 | f3 0.33078 0.62895 f3  0.111 0.91498
f3 0.26449 052331 | f3  0.22119 0.8183 | f3 0.31762 0.17406§ f3 0.18603 0.96086
£ 0.77189 0.99981 | fj;  0.83831 0.09999 | f3, 097395 1 | 3, 097488 1
f3 0.76004 2261 | f{y 050248 0.85127 | f3, 0.81031 0.99673 f3 0.78821 0.9984¢
f3, 061174 16113 | f{3  0.15878 053349 | f3, 0.23628 0.86343 f3, 0.24007 0.82753
f3 0.94106 2.7006 | f3  0.40794 053925 | f3, 0.51444 093771 f3, 03222 0.82226
f& 0.11288 0.49894 | fi;  0.088194 0.38782 | f3 0.47679 0.88873 fi 0.41935 0.92014
3 0.17634 0.85095 | f{;  0.21495 0.78843 | f3 0.36664 0.9342§ fi 0.25482 0.98616
f32 0.20687 091722 | f{;  0.16571 0.64519 | f3. 0.36077 0.8805§ f3  0.48575 0.60973
2 0.25653 0.94979 | [ 3.2671 0.17269 | f3  1.2433 098213 f:  1.6938 0.97205
73 2.1025 0.80506 | fi, 4.1082 0.66062 | f3, 3.5934 0.94279 f3 ~ 2.2805 0.64071
£3, 0.63427 0.94529 | fi, 1.6437 0.30398 | f3 046708 098874 f3  1.1565 0.8680]
#3 0.12379 0.50645 | f3;  0.10754 0.42644 | f3, 0.47229 0.88824 f3, 0.41975 0.9196¢
73 3.0417 0.7189 | f3 3.8577 0.90191 | f3  3.7068 0.96873 f}  2.0132 0.80125
3 0.21365 049756 | fj;  0.18257 0.75326 | f3, 0.74465 099417 f3, 07642 0.98708

Tabela 7.33: Tabela com os erros de cada funcaoppasd|2, 3, 4])
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
rayl 1.2127e-008 8.2049e-009rayl 1.2127e-008 1.6471e-008rayl 0.39805 0.95178§ rayl 0.52766  0.76279
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
2 1.0897e-007 0.4817 | f? 1.0953e-007  0.52202 | f} 057345 0.97587 f{ 0.60164 0.95942
fi 0.29097 0.63536 | f} 0.16416 0.90479 | f} 0.84823 0.99878 f}  0.8665  0.9976
f3 1.8818 0.76243 | f3 1.7208 0.90003 | f; 1.6756 0.98019 f3  0.97595 0.59044
f3 0.2795 0.65801 | f3 0.19067 0.5618 | f3 0.32335 0.38096 f;  0.16284  0.82289
f3 0.57832 0.69844 | f3 1.3916 0.92678 | f2 0.93538 0.95425 f2  0.9791  0.84394
f3 0.32127 0.65801 | f2 0.21916 0.5618 | f3 027741 0.69023 f3  0.18718 0.82289
f3 0.45239 0.99999 | f2 1.3099 0.99997 | f3  0.9213 1 f2 099774  0.99999
3 0.26824 1.935 f3 0.15766 0.70103 | f3  0.3313 1.1811| f3 0.099142 0.82495
fs 0.21267 0.89467 | f3 0.086901 0.17739 | f$ 0.36419 0.20069 f3  0.2156  0.83673
f3 0.22035 1.2036 | f3 0.086705 0.34712 | f$ 0.37525 1.5407| f3 012812  0.8253
£ 091097 0.99996 | [} 0.9641 1 £3 0.9965 1 | f} 0.99685 1
f3 087495 2.8863 | f}; 051001 0.86054 | f3, 0.81788 0.99707 f3  0.79542  0.99892
i 0.55855 1.4461 | f3 0.21452 0.51078 | fi; 0.20142 0.84096 f;  0.17236 0.82968
3 1.0646 047122 | f{;  0.46737 0.9815 | f} 0.68345 099669 f3 040545 0.98681
& 0.11665 0.51252 | fj5  0.065996 0.28867 | f% 0.46374 0.8865| f3  0.41281 0.91815
f& 0.15551 0.9657 | fj;  0.16563 0.7181 | f3. 0.35568 0.8912| f3  0.27269  0.98047
s 0.20113 1.167 fi 0.13422 0.586 fi 033196 0.83659 f} ~ 0.4922 0.031998
£ 5.6336 0.90782 | f% 11.622 0.62242 | f3 75183 0.93979 f  7.0528  0.99974
3 3.6992 0.8197 | f} 5.3625 0.79202 | f3, 4.8627 087891 f},  3.8197  0.95163
£3 3.0783 0.70326 | f}, 2.3366 0.30427 | f3, 3.3905 0.97994 f3  3.6869  0.99948
3 0.12189 0.51454 | f3,  0.078011 0.30923 | f3  0.46076 0.88533 f3, ~ 0.41357 0.91709
£ 8.5925 0.77227 | f3 7.8172 091511 | f3, 7.8312 097638 f},  4.2561  0.70947
13 0.21837 0.51177 | f35  0.096939 0.77512 | f3, 0.7349 0.99452 f3,  0.76252  0.98929

Tabela 7.34: Tabela com os erros de cada funcaomaid(10. 5. 21)
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Simétrico Minimo Particular Minimo de Julier Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
T  1.3591e-007 1.3586e-008 7  1.0548e-007 7.6199e-009 7  4.5455 0.9901§ 7  20.6416 0.71134
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f? 5.5917e-008  0.99688 | f{ 5.5917e-008 0.9999 | f  0.9913 1 3 0.45535 0.9989
f3 0.99514 1 fi 0.99859 1 f3 1 1 2 0.99793 1
f3 0.19792 0.9255 | f3 16.1228 0.67376 | f3  4.3006 0.91348 fJ 12.0533 0.78387
f3 0.47571 0.44982 | f3 13.9808 0.84945 | f3  4.4065 0.97363 f; 14.8697 0.84566
f3 0.65339 0.36767 | f3 0.88139 0.46075 | f3 0.75077 0.88489 f3 0.67113 0.53167
13 0.015401 0.44982 | f32 0.45262 0.84945 | f3  0.43265 0.92559 f2  0.4814 0.84564
f3 1.0004 1 f3 0.97359 1 2 1.0054 1 2 0.95281 1
f3 0.45598 0.57391 | f3 9.7757 0.91639 | f2  3.997 093793 f2  10.442 0.88327
13 0.68366 0.22461 | f3 0.42827 0.79681 | f3 0.88295 0.89548 f3 0.76065 0.60964
13 0.67072 0.38284 | f3 0.26626 0.97493 | f3 0.80096 0.5393| f3  0.7047 0.45734
i 1 1 i 1 1 i 1 1 i 1 1
i 0.9196 1 i 0.94633 1 fi 097122 1 fi 0.96861 1
72, 1.5038 1.6074 | f3  0.74601 1.6179 | f3, 14685 1.5728| f3  1.6232  1.679
f3, 17.2867 2.7574 | f} 4.8716 0.99099 | f3, 17.2365 2.6536| f}, 21.2748 2.9974
2 036213 044991 | f};  0.72839 0.98612 | f3. 0.92511 0.99387 f% 0.16649 0.56385
3 5.2356 0.59329 | fi 4.7989 0.47858 | f{,  9.4313 0.85847 fi. 12.8136 0.99188
£ 8.9394 0.63697 | f 8.7831 0.44951 | f3  6.9923 0.77695 f3  13.3883 0.90212
7 2.5579 0.99963 | f 4.128 0.00962 | f3  1.6884 0.99974 f3  1.0695 1
f3,  0.52982 1.439 | f} 0.6361 0.69931 | f3 3.2579 0.99707 f3,  0.35588 1
£3, 0.61259 0.99979 | fj,  0.67064 0.83315 | f3, 0.35777 0.99977 f3, 095488 1
£3 0.46671 0.51267 | f3;  0.74518 0.9913 | f3, 0.94664 0.99393 f3, 0.75969 0.7595%
73 2.8572 1.2556 | f3 3.1792 1.2581 | f3 ~ 2.3255 0.99885 f3, 073485 1
5 0.99986 0.99999 | [ 0.91113 1 f3, 0.9998 1 f3,  1.1853 1

Tabela 7.35: Tabela com os erros de cada funcaoParen, 5, 2|)
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Simétrico ‘ Minimo Particular ‘ Minimo de Julier ‘ Esféricos de Julier
Antes da Transformacéo
Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov
unif 1.3396e-008 8.283e-000unif 4.4248e-009 1.5054e-008unif 0.41687 0.9650% unif 0.28905 1
Depois da Transformacao

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov | Func Média Cov
f?  2.5744e-008 0.39763| f}  3.1529e-008 1.128 f2 0.62008 0.98541 f3  0.47449 0.99428
V& 0.30127 1.388 | fP 0.79451 3.1358 | f3 0.86606 0.99899 fP  0.82043  0.9996
3 0.95705 0.84816 | f3 0.35535 0.49978 | f3 0.78368 0.99168 fF  1.0389  0.72349
f3 0.11284 0.46162 | f3 0.23404 0.56661 | f3 0.27491 0.76617 f3  0.18721 0.89675
f3 0.61314 0.6489 | f3 0.67023 0.36072 | f3 1.117 0.99751 f3  0.44121 0.97437
3 0.13405 0.46162 | f3 0.27802 0.56661 | f3 0.45405 0.89347 f3  0.22238 0.8967%
3 1.6257 1 3 1.6091 0.99996 | f?  1.3133 1 f3 15422 1
f3 0.19741 1.1977 | f3 0.22757 0.65187 | f3 0.25662 0.41832 f3  0.15773 0.86387
f3 0.23648 0.56964 | f3 0.1544 0.5358 f3 034174 0.6484| f3  0.11012 0.96412
3 0.24368 0.56353 | f3 0.1532 0.65445 | f3  0.35224 0.90324 f3  0.096424 0.9290§
73 1.5372 4.5646 | f3} 4.7602 36.5516 | f3 097073 0.99998 f}  0.96194 0.99999
£ 0.86212 2.3302 | ffi 059254 0.89563 | f3  0.84327 0.99797 f3  0.83617 0.99614
f3,  0.88453 0.20586 | fj;  0.55315 0.78117 | f3, 0.56056 0.97199 f3,  0.29137 0.88664
f3, 0.96781 0.99992 | [, 0.8656 0.99998 | f3 091901 1 | f¥ 07389  0.99985
2 0.13677 047775 | fj5  0.17962 0.61944 | f3. 0.47684 0.93472 f3  0.22535 0.9938
f3 0.23807 0.96281 | f{5  0.33107 0.88335 | f% 0.54149 0.98312 f3  0.31443 0.9815
1 0.62046 1.935 | [ 0.5424 0.95059 | f{ 0.67288 0.99468 f{  0.79046 0.96922
13 1.0443 0.68705 | f: 1.5714 0.99297 | f3  1.7208 0.9906§ f3  1.6577 0.56195
£3, 0.99162 0.33906 | [, 1.8813 001034 | 3, 1.6671 098227 f}, 23593 0.94524
73 1.158 0.68917 | fi 1.6573 0.11304 | f3, 15571 0.98954 f3  1.2855 0.80523
73 0.1658 04887 | f3;  0.19178 0.62577 | f3,  0.4784 0.93789 f3,  0.24564 0.99413
#3 0.39793 0.99935 | f3;  0.70721 0.96582 | f3, 0.66308 0.99214 f3  0.89317  0.921
f3, 0031056 095607 | f},  0.43104 2.0364 | f3, 077132 009964 f3,  0.68959 0.99826

Tabela 7.36: Tabela com os erros de cada funcaowara([0.0l.[10.5. 21)



7.2 EXEMPLO 2

Nesta secdo faremos a simulacédo do algoritmo UKF-SLAM de Batey *. Noés uti-
lizamos esse algoritmo com modificagdes para 0s mesmo®auaetjuntos de pontos sigma
dos exemplos anteriores. A simulagao foi feita utilizanddailab R2009a.

A funcao de processp e a funcao de medigcdoséo as seguintes:

f(zr[k], up)
Tk [k] + uj, cos (ui + x% [k]) At
= | 2% [k] +uj sin (ui + 2% [k]) At |,
x% [k] + uj sin (u}) Adt
h(z [k])

(@ [k — ok [K) + (%, (K] — 2% [K])?

x2 [k]—2%[k] ’
arctan (ﬂﬁiz{’f} f{k ) — % [k]

em quezg [k|k — 1] é a predicéo do estado no temppu, = [u} ui]T é a entrada de
controle, At € o intervalo de tempaj é a distancia entre as rodas do rob§, k] i-ésima
componente escalar dg, [k], ez, € a coordenada deésima baliza (olandmark.

A Tabela 7.37 contém os erros médios quadraticos (RMSE)atasmlo robd em metros
para cada conjunto de pontos sigma. Podemos notar que ontmmgduzido de [83] e
o conjunto esférico de [84] apresentaram instabilidadeémnioa. ISso aconteceu porque a
matriz de covariancia perdeu a positividade.

A Fig. 7.1 apresenta os erros das poses dos rob6s em cadzidtgrara 0 conjunto
de pontos simétrico (SyUT, em vermelho) e para o conjuntoamurfMiUT, em azul) do
Teorema 4.2.1, pagina 78. Observe que a curva do MiUT esteg@anpre abaixo da curva
do SyUT, o que indica que o conjunto minimo particular apreseuma estimativa melhor
que a do conjunto simétrico, mesmos se utilizando de menmgsgsigma.

Observe que ha trés em cada curva. Esses picos acontecemupardas quinas que
existem no trajeto. Nesses lugares, o robd ideal faz a muttajd&ria bruscamente o que
provoca uma diferenca grande na medida e, em consequéadciasrecao do filtro.

!Disponivel emwww—personal.acfr.usyd.edu.Abaileysoftwaregslam_simulations.htm
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RMSE (m)

Tabela 7.37: Erros das posturas na simulacdo de SLAM

SyUT MiUT RUT  SpuT

RMSE (m) 1.9772 1.8345 instavel instavel

o SyuT
o iUT

1 - 1
0 1000 2000

| | | | | |
3000 4000 5000 6000 7000 8000
Iteration

Figura 7.1: Erros das posturas na simulacdo de SLAM
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8 CONCLUSOES

Pelo estudo do estado da arte pudemos constatar trés pesybeimcipais:

e A Transformada Unscented original e mais usada, a sim&techlier [10], foi apre-
sentada sem justificacédo formal;

e Ha diversas definicdes da transformada unscented nalditeyaiem todas elas equiv-
alentes entre si (secdo 2.4);

e Algumas definicdes séo inconsistentes: em particular, ¥iqu 0s conjuntos apre-
sentados em [83] e em [84] - Ginicos conjuntos minimos de g@igona apresentados
até entdo na literatura - apresentam problemas na sua rapgsecao 2.4).

Propusemo-nos a resolver esses problemas de inconssstémediante a sistematizacao
da estimacé&o por pontos sigma. Introduzimos o conceito-gigresentacao (secdo 3.2) e a
utilizamos para definir a Transformacéo por Pontos Sign@i¢ss.1) e os filtros de Kalman
unscented que resultam dessa transformacao (capitulo 6).

Essa sistematizacao foi capaz de (1) englobar todos os filkr&alman unscented até en-
tdo presentes na literatura, (2) justificar formalmentelwedide Kalman unscented simétri-
cos, (3) oferecer novos filtros de Kalman unscented (cap@ul

8.1 SUGESTAO DE TRABALHOS FUTUROS

Para trabalho futuros, podemos considerar, em primeirar|wy obtencdo de uma
representacao para uma variavel aleatéria cuja distébidquma soma de gaussianas.

Também, podemos considerar a obtencdo de um conjunto desigina que providen-
cie uma melhor estimativa para o caso de uma variavel aleajde tenha uma densidade de
probabilidade mista - composta pela soma de uma parte cerginma discreta.

E por ultimo, podemos considerar a obtencao de conjuntog®® sigma que sejam
capazes de estimar momentos de ordem mais alta de uma Vat&atéria.
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A. RESULTADOS DE ESTATISTICA

Neste capitulo, oferecemos resultados relativos a vasialeatérias e a conjunto de
amostras que foram utilizados ao londo da dissertacéo.

A.1 RESULTADOS DE VARIAVEL ALEATORIA

A.1.1 Momentos de uma transformada

Neste item estaremos interessados em obter alguns resuldcionados aos momen-
tos de uma transformacédo nao-linear. A idéia principal ssaizar a expansdo em série de
Taylor dos momentos considerados, pois esses resultadostsestante utilizados ao longo
deste trabalho.

Comecemos por obter os resultados da média e da matriz dedcmia de uma trans-
formacédo nao-linear de uma variavel aleatéria vetorial.

Lema A.1.1 (Média de uma transformada).! Sejam a variavel aleatériX ¢ R" de mé-
dia X e o mapeamentg : " — R™ diferenciavel que define a variavel aleaténiatal
que

Y £ f(X),

a média d&” pode ser escrita da seguinte forma

. . VxS Vi xf
Y=f(X)+E : +- -+ E ’ + E{R.f}. O

2! k!

PROVA Pela definicdo, a média déescreve-se

Y2 E{f(X)}.

Utilizando a expans&o de Taylor g X} em torno deX, teremos
E{f(X)}

, v .
:E{f(X)+\1/X,Xf+X—’Xf+---+ X’Xf+ka}

2! k!

_ 02 ok
:E{f(X)}+E{\1/X7Xf}+E{ );'Xf}++E{ )Z!Xf}+E{ka}

1[13], pagina 418, equacio (28);[98], pagina 436, equagid ?).
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\I/k
+E{ );C'X }+E{ka}.

02
:f(X)+E{\IIX,Xf}+E{ );’!Xf}+

Do Lema A.1.4:

_ _ w2 o Uk
Y:f(X)+E{ );!Xf}+...+E{ );!Xf}w{my 0

Lema A.1.2 (Matriz de covariancia de uma transformada).? Sejam a variavel aleatdria
X € R" de médiaX e o mapeamentg : R" — R™ diferenciavel que define a variavel
aleatériaY tal que
Y £ f(X),
a matriz de covariancia d& pode ser escrita da seguinte forma
Pyy =03, +0%,, +0h  +-+0h 4. (A-1)

Pyy Pyy Pyy Pyy

em qued’, € o termo de ordenida série de Taylor del)3:

O, 2 E{(Uxxf) (Wxsf)'}. (A.2)

b, 2

Pyy \II3If T
e ) (5)
E

(A.4)

’Modidicada de [13], pagina 418, equac&o (30);modificad®8k pagina 438, equag&o (14.20).
3Por ordemj da Série de Taylor entendemos por todos os termos cuja mexigada da funcdo envolvida
for de ordeny.
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Para k impar:

() (58} o{ (59 59
2l k—2)! k—2)! k—2)!
2 k—2 k—2 2 T
s {% b - s { T e { e}
v\ (viir\T AN A A
v (%) (58) o (558) (%)

o3 _f \I,kfzaf \I/k*3f o3 f T
{5 e {E ) - { T e ]
+ot

(kgl)f (k;ﬂ)f T (k;ﬂ)f (kgl)f T
L\ \Z v < L\
+E ();’3(1) | ()Iij(l) | +E ()liﬁ(l) | ()’ij(l) |
0y )\ ) oy )\ )
k—1) k+1) k+1) (k—1 T
\IIX,)_( f ‘Iji—i—f ‘Iji—,)%(_f \IIXX f
BTG A T A Ry S Ny

Para k par:

Pyy
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X, X
31 31
3 k—3 k—3 3 T
\IIX,Xf \IIX Xf E \PX Xf \I/X,)_(f O
B 3! E=3) ( (k—3)! 3!
(k52) (%2) T
T, 2 f v, 2 f
(k+2 (k—2 T
V.2 f V.3 f
() (759
-5t 2 { |
s e 7
T2 f T2 f
‘E{<>>}E{<<>>}
PROVA Da definigdo 2.2.3:
Pyy
~e{(v-v)(v-v)"}
~{(y(x)-7) ()"} 0

PrROVA Aplicando a expansdo de Taylor gig X) em torno deX e utilizando o lema
A.1.1, teremos
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r( i
) - 1%
—-FE E{‘I’i‘Jr\pI;(Xf
{W%Xf éi{f} |
f(X | :
(X) n {Wi
+ U _plt éi{f}
4X,Xf+ 2 y
ey =
2
: +‘I’§(xf
k,-f 3l

\
_E{%
45f} |
_E{wz'
gff}
J

{\I/ o f
E XXf} E X. X
{\I/k
\ F } /

+FE
(¥
XXf) <\I/§( ; \Ili(
. )
NE w3 E{\DXi
) .
1
X,Xf)T}
T




Parak impar:

Pyy
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o (55) (5 = {(39) (24 }
%) e () ()
o { (%) (557) 2 (50) ()
e[ e ) e ()

(1) U YT
v_Z f v, s f
—BJ wEmy o B mEmy g
(S 7 (5D

Parak par:

Pyy
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wi o\ (of s\ vl o i |
() () o) =)
A vioLf T
+E (\I’X,Xf) ((k)ii()!) }—i_E{((k)i)l()!) (‘I'X,Xf) }
ERANAIS AN X ANAITAN
+E p] (h—2)! +E (h—2)! (h—2)!
v o vkl w2 AN
e{ % {E ) - e e {5
w3 f wh=3 f r gh=3 w3 _f T
+E{( ) () }+E{((>)( )
w3 _f vh-3 f k-3 f w3 _f T
-e{%? el - o { ) o { Bl :
+...+
q,(kgz)f \Ij<k;2>f T
o= () ()
k+2) k—2 T
AN
| (35) (°5)
‘E{@?»!}E{(@»'}

(k+2) (k—2) T
v oI f v o2 f
(52)! (%72)!

Lema A.1.3 (Esperanca do operado®§ - f). Sejam a variavel aleatoriaX € " de
média X, o mapeamentg : R — R™ diferenciavel até ordeme o operador¥s ; f

definido em 2.1.5, a seguinte equacéo € verdadeira:

o 0°f (z)
E {\I]X,Xf} .;_1 x(ll) ,,,,, zlia) ax(zl) . ax(ia) X : |:|
PROVA Da defini¢cdo 2.1.5
E {‘I’g(,)zf}
n ) _ . ) _ . 6°‘f (;p)
A (1) _ (@)Y ... (pla) _ ¥ (a)
= F | Z 1 (3: X ) (:1: X ) Oz . .. 9 lia) m_X}
Tlyeeny o= -
" - o f (x)
— (i) _ ()Y ... (ta) _ ta
. Z:lE{(x =X ) ("E X )} 0z - Oxlie) | o
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Lema A.1.4. Sejam a variavel aleatériX € R" de médiaX e o mapeamentg : R"
™ diferenciavel, a seguinte igualdade é verdadeira:

E{Uyxf}=0. O
ProvA
E{Uxxf}
- i _in 9f (x)

u ~ ~ of (x
S

- 7 — (7 af (x)
— z; (E {20} — z) -

_ Zn: (2 — 20 0f (z)

0z
=0. O

Corolario A.1.1 (Média da transformada de uma variavel ale&bria). Sejam a variavel aleatéria
X € ®" deX e o mapeamentf : R" — RN™ diferenciavel até orderh que define a variavel
aleatériaY tal que

Y £ f(X),

a média d&” pode ser escrita da seguinte forma:

sek for par,

n

) 1 ) Pf(x)
Y = f (X) + 5 Z Mm(ﬁ),x(iz) O (i) O (iz)

“i1,ia=1 =X
1 ¢ 3 >Pf (z)
HED Z e o) 9a ) |
VL geeey 13— r=
1 - k akf@)
+ .. —'— E Z 1Mx(il) ..... x(lk) ax(il) .. ax(lk) B
UL yeeey U= TrT=
+ O
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Coroléario A.1.2 (Elementos da Série da Matriz de Covarian@). Sejam a variavel aleatéria

X € " de médiaX e matriz de covarianci®y y € 0 mapeamentg : R" — R™ diferen-

ciavel que define a variavel aleatoriatal que

A
Y = f(X),
L . n 9 A
e seja, aindaPyy a matriz de covariancia d&, os termo®oy. ..., 0% tal que
2 3 4 k
PYY:@PYY+@PYY+@PYY +”'+®PYY o
tém as seguintes forma:
n T
Pyy pA z(®) () 81‘@) 69@0) . .
17]:1 =
n T
=3 (Pev), 4 @) 9/ (@) (A.6)
L XX G i) x| . '
i,j=1
o 1 Z s (@) Pl@ |1, Pl of (=)|"
Pyy 21_171_211_3:1 PICPREAC NN W EN) wex 020zl | o " 9x)dgla) | o dxlis) | o]
(A7)
4
GPYY =
1 < M M2 M2 2’ f(x) o2f@) |7
e Z ( 201 g lia) = (1) g (i) z(iux(m) 0z oz(2) | o 9x(3) 9z | o
i1, yia=1 =X =X (A 8)
IS <M4(_ L ) 0 f(x) L) of() | " >
3.141,“‘#,4:1 2l g(a) 9zlia) | _ ¢ 02000208 | _ ¢ 920203 |, _ ¢ 9200) | _ ¢
G?DYY =
n T T
1 5 of () 0" f(x) 0 f(x) 0f (z)
zi1,~§5:1Mz(mmz(i5) (am(izs) - 92(1)...92 (1) =X + 9201 ...92(i1) - 9z(i5) Z_X)
n
+2+$ Z 1 (Mi)...z(izs) - Mj(i4)x(i5)Mj(i1)...z(‘i3)) (Ag)
11,0 15—
0 f(x) o f () 4 0 2w |
92 (ia) 92 (i5) =X Ox(i1)...92(i3) =X 9x(i1)...92(i3) =X 92 (ia) 9z (i5) =X

Parak impar:

@k

Pyy
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af(x) ok 1 f(=)

(

9% f(x)
81(%*1)81(%)

1 n
= >

i1, =1
2 f(x)

1 n
s >

i1, k=1
2 f(x)

9 f(z)

(ax(ik—S)...a$(ik)

n

2 Jineie=1

a(kfl)/2f(z) 8(k+1)/2f(x)

1
(=—1)! . >

% 0201 ..9z(k—1)
(2
=X 02(1)..9z(ik-2)

(m

=X (i) ..oz k—3)

(a1

k
201 .. (ik)

n
k

i1, ig=1

AR AC))
% 0261)..9z(k—1)

of(z)
=X 8$(ik

~—|

:v:X)
)

> f(x)
o=x 02(i=1) (k)

)

P f(x)
e 02(k=3)..95(k)

r=
a2 k—2
261 .. (ik) Mx(i1>x<i2> 26D p(ik—2)

’ 2 f(a)

5 0z61)..9z(ik—2)

M3

T
=X

-
)

=1/ f()

r=

k—3
201) ... (1k—3)

k _
201 .z (ik)

’ 04 f(a)

92(i1) .9 (k—3)

z=X

_ 02

M(k+1)/2
m(il)--m(i(kfl)/z)

x(i(k+1>/2)...x(ik)

T
a(k+1)/2f(z)

_|_

ouCkt1/2) 50 ik)

[

Para k par:

@]}.YY
T, %

iy sip=1

of(x)

=X ax(il)...axG(/ﬂ*l)/?)

(a1

M2 f(x)
_ 9a(k/2+1) .92 (k)
e X ox oz

1 f(z)

z=X am@l)---ax(i(’f*lw) z=X am(i<k+1>/2)...a$(ik>

k/2
p(k/2+1) o (ik)

k
201) (k)

o )
x(n)---x(%m)

ok/2 f(x)
=X gy (ik/Q) 0z (ik)

r 042 f(z)

9z (k/2+1) ... 95 (ik)

+

T
=X

=X

201) .z (ik)

k1 f(x) of(x)

1 n
A= >

11, =1

92 f(x)

pe % 020192 (k—1)

(M

2 f(x)

)
)

9 f(x)

oe%  020).020k—1) | ;5 8z(ik)

2 k—2
- M (i1)$(i2)M

x 201z (tk—2)

k

g 0" f(a)

+

0z (ik—1) 9o (ir)

1 n
e >

11, =1

9 f(x)

=X 0z61)...9z(k—2)

(M

2 f(x)

O
=X

o=% 02(-1) (%)

)

& f(x)

9201 .95 (k—2)

M3

2(1) - (43)

=X
k—3
201z (k—3)

k —

r 952 f(z)

(

Bx(ik—Q)---aa:(ik)

n

>

()

2 Vi =1

=2/ f(a)

=X 0x(i1)...9z(1k-3)

(a1

8(k+2)/2f(x)

-
)

Ok =2/ f(x)

=X Bx(il)---ax(ik—S) =X Bx(ik—?’)---ax(ik)

_ k22
x(n)---x(i(k—m/z)

k

Nk+2)/2
w(i<k—2>/2+1)...x(ik)

o+2)/2 f(x)

[

8$(i(k—2)/2+1)...8x(ik)

X axun...agg(i(k—@/z)

_% axul)...ax(i(k—z)/z) - 8x<i(7€—2)/2+1)...8$(ik)

xT
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A.1.2 Momentos de uma transformada escalada

Considere uma variavel aleatétia ~ (X, Pyx), uma funcéof : R" — R™ eY tal
queY := f(X). Considere também a variavel aleatdfigal que

em que

em quex € R, k € R*. Com relacdo a essa transformada, temos o0s seguintesdesult

Lema A.1.5. Sejam o vetoX € R", afungcaof : R” — R™ , c € R", e sejag : R* x N x
R x R — R™ tal que

fleta(X —¢) = fle)

K

g(X,C,Oz,/{): ~|>f(C),

emquex e Rex € R, g (X, X, a, /<;) pode ser escrita da seguinte forma:

a ¥l . a2 0%, a3 0%, ok Uk
g(X):f(C)+— X,f e X,f = X,f”‘ i X,f”‘ |:|
k1! k2l k3l Kk k!
PROVA Do Lema 2.1.1 podemos escrever
g<X7 C7a7 K“)
ct+a(X —c 1
_fletal >>+f(c)<1__)
K K
1 Oé\I]%(,cf Oéz\I[AzX,cf OZB\I[A‘O;(',C.]‘. k—1
:E<f(c)+ TE TR TR R A O (s
aVll [ a?V% . f P 0%, f ok Uk L f
— X% =75 = A - Z&ed L 0
f(c)+/€ 1! +KJ 21 +l€ 3! ++f£ k!

Lema A.1.6 (Média da transformacédo escalada)Sejam o vetotX € R", a funcéof :
R" — R diferenciavel até orderhe o ponta: € R”, e sejan € " eg : R xR xR xR~
tal que

fleta(X =)= fle)

K

+ f(c),

Z=g(X,c,a,k) =

em quen € R ex € R*, as assertivas abaixo sdo verdadeiras:
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1. a Série de Taylor d& := E {Z} em torno deX é

o? [Pk o U3 x
Z:f(X)+;E{ Q"f}+—3E{ f}

K 3!

2. a Série de Taylor d& := E {Z} em torno deX é

_ _ 042 1 - 92 an (‘:C)
Z=f(X)+ — o M) 402 ERAERGIE
i1,62=1 o=X
+ ;5 Z lMg;(il) ..... z(i3) Ox(i1) ... Hp(is)
i1,0..03= =
+o+ ?E Z 1Mx(il) ..... m(lk) 8:[(“) .. (%U(Zk) Y L -
015yl = =

Agora, considerando o Lema A.1.4, temos que

_ _ 2 w2 oo f 3 v o f 4 vl
Z:f(X)+&—E XX G p) XX U, & p ) XX
K 2! K 3! K 4!

que satisfaz a primeira assertva. Agora, utilizando o Lema3A

_ _ a?l & 9 O f (x)
7 = f (X) + ?5 ‘ 1M$(i1)7x(i2) m o
11,l2= =
R P (x)
_ M31' i i 3
+ K '“ ..... iz=1 #,al) Grlin) L P ia) z=X
bl & k 0'f (x)
++?E Z Mm(il) _____ (k) Ox(in) ... 9plix) o T -

Lema A.1.7. Sejam o vetoX € R", a fungdof : R™ — R™ diferencidvel até orderh e 0
pontoc € R", e sejan”Z € R eg: R" x R x R x R* tal que
fletaX —¢)— [

Z=g9(X,c,a, k) =
K

+ f(c),
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em quen € Rex € R*, a Série de Taylor dé’;, = uPyy = ,uE{(Z -2Z)(Z - Z)T}
em torno deX é

PEZ - ’LLPZZ - @%’Ez _'_@3}2 + @452 +oeet @kgz’

em que:

T
o, S, AW AW
2z L= #000Ga(i) oxr\) | o
27_]:1 =
2 n T
o ij (@) _ ) _
Ko orW | _¢ Ox
51 & 0 02 T 02 B} T
o~y e (2 f@ 1, o (@)
P, = w3 2 1 2 ais) | 50 g 0292 | o 9xaz) | o ale) | o)
11,12,13=—
o1,
zZZ
o n 3 f(x % f(z
T% Z 1 (M;l(h)...x(m) - Mi(h)z(iz)MzQ(m)m(m)) Bz(il)ém)(lé) -% 6z(i3)(§zzi4) %
i1, ia= T= T=
0t & s 0f (@) 9 f(x) 9 f(x) of@) |” '
75,1’“%4:1 <Mm<i1>...m<i4> Palid) | _ 5 B200-0208) | _ ¢ 1 5200 050 oy z_X)

M5 0f () 0% f(x)
20 gls) \ 9208) | _ o 9209200

o X (M

z--x(i5)
i1, ,05=1
9% f(x)
Oz (14) 9z (i5)

2*f(z)
X T 3201 950D

of(z)
=X o2 (i5)

T
z=X

T
z=X

— M?

3
I(M)z(is)Mz(h)...z(is))
- T
9 f(x)

82 f(x)
=X Oz (i1)...92(13)

=X 9z (14) 9z (i5)

2% f(=)
2 T 3200 95Gs)

r=

Parak impar:

@k
77
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_ ok 1 k
Tk (k=D E Mm(il)...m(ik)

i1, i =1
0f () *1p@) |" o1 (x) () 4
oz (i) =X 92(1) ..oz k—1) =X 92(1) .9 k—1) =X 9z (i) =X
a1 k A2
+ 20(k—2)! Z, (MJC(il)...x(ik) Mm<i1)x“2> m(m (k= 2)
i1, ik =1
1 (a) 25 |" 921 (a) 2f@) "
0z k-1 92(k) | = 5 926D ..o2(k-2) | ;¢ 0201 ..9z(k—2) | . 5 92x(k-1)920k) |, 5
oF 1 ¢ k a3 k—3
+% ?,!(/chzs)!i1 __;kzl (Mx(il)...x(ik) Mx(il)"'l‘(ii”)Mx(il)...m(ik—3)>
9 f(a) *=2f@) |" P25 (a) ?i@ "
0 k=3)..020k) | ,— ¢ 9200 ..0s(k-3) | ;5 9200 ...00(k=3) |, 5 02(k—3)...000K) | ,— %
a S (k—1)/2 (k+1)/2
el (Mk, - M MY
K (('“Tl))!(w)!h,_;k:l 201 () g (i-n/2) T G 2) ()
O*D/2f(x) ouvrege) | 4 D) ouvpw) | :
a$(i(k+1)/2)...8x(ik) =X Bx(il)...6x<i(’“*1)/2) =X ax(h)...ax(i(/ﬂ*l)ﬂ) o=X ax(i(k+1)/2)...ax(ik) =X
Para k par:
@k
72
ak 1 k _ M2 k/2

G (%)'(%) i1, Zlk=1 (Mm(q)m(lk) x(il)"'m(ikﬂ)Mx(k/2+1)mx(ik))

T

T
k2 f(x) M2 f(x) + k2 f(x) M2 f(x)
836(%/2)___%(%) X dz(k/241) .92 (k) | % 9z(k/2+1) .92(1k) | ,_ 636(1',6/2).“836(%) %
n
a1 k
T =1)7, __Z;klex(z'l)...m(ik)
9f () i@ |T 91 f(a) of) |"
oz (iK) =X 921 .9 k1) =X 9201 .9 k—1) =X 9z (k) =X
n
of 1 k A2
+ K 2!(14:72)!i1 21‘371 (Mm(n)x(lk) Mx(il)m(lz) 11) 2lik—2) )
=
0%f () e (€3 N e ) i@ "0
0z k-1 92(k) | =5 9261)..92(k-2) |, 021 ..9z(k-2) |, 5 92(k-1)920k) |, 5
oF 1 S k a3 k-3
+% :s!(iﬁs)!i1 __;kzl (MJC(il)...x(ik) Mx(il)”'x(iﬁl)Mx(il)...x(ik—3)>
8 f() 2@ | =2 f(2) P  |"
0 k—2).02(k) | =5 0200 ..02(k-3) | ;o5 920D ...00(k=3) |5 02(k—3)...000k) | p—%
RS
k " (k—2)/2 (k+2)/2
e L M*. =M , MY
" (““ﬁ)!(%*"’))!h,..%ﬂ( 2(i1)... (') g Ue—22) T () /21) | (i)
8(k—2)/2f($) 8(k+2)/2f(1‘) + 8(k+2)/2f(1‘) a(k72)/2f(x) T
ax(i(kﬁ)/%l)...ax(ik) =X ax(il)...aw(i(k%)/?) =X Bx(i1)~~~8x<i(’“*2)/2) e=X ax<i(kf2)/2+1)...am(ik)

PROVA Da definigdo 2.2.3:
Pz z
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PRoVA Aplicando a expansdo de Taylor gig X) em torno deX e utilizando o lema
A.1.1, teremos U

PROVA

f(X)_i_g\Ij;(,)?f +a—2qj§( xf
K 1! K 2‘
3w _f Wk _F
S U
— uE SN L et a2f<z> o
# f (X) + %?l lz 1Mz(11) z(12) 9201) 5 (i2) =X ( )
1,12=—
3 " 3
1 3 0” f(x)
83 X Ml L6 Fai0get| o o
01 y.eyiz=1 v =X
( a \Ili(,)?f
1!
2% xf a2 ] 9 f(x)
+? 2! - 75 Z 1Mx(11) $(’2) 81(21)81(22) T T
_ 11,l9= =
- 'LLE 3U3 _f 31 n 3 93 f () <.)
o X, X a1 _oyl=x)
+ o K 3! Z qun oz@3) 92609268 | o
i1,..503=1 e =X
+
\ V
T
_ _Z of (x) of (z)
z(D,20) Oz - Oxd) -
7.] 1 = =
fl & of (z) O*f(x) | P f () of (=)|"
+—= Z MB(.; ) (i3) n - - N v - .
K 21’1-,1'2-,1'3*1 B Oxlis) z=X 9z (1) 0z () z=X 92(1) 9z (i) =X O (is) =X
4 n 2 2
1 2 2 0~ f(=) 0~ f(x)
+%Zi E; 1 M 2(1) g (ig) _Mzul)m(iz)MI(mz(m) 9z 922 |, _ ¢ 82(13)9z00) |, _ ¢
1, 4=
at1 i ) YCO N Y W 1) or@ [ )
K 3 . (11) 2(ia) 9g(ia) - 9201 ...92(3) e 9201)...9z(13) . 9z (ia) e ¥

T

! o0f(z) ' f(z) *f(w) of(z)
+o¢__ M i i i5 = i i _+ i i i5 =

K 4!i1,~§r 1 (1) ... (i5) Oz (i5) =X Oz (1) ...92(14) =X 0z (t1)...92(t4) =X 8z (i5) =X

- n
a’ 1 5 2 3
+?2'_3’ Z L (Mz...z(is) - Mz(i4)m(i5)Mm(il)...m(is))
21,000 ,05=
p T 2 T
9* f(x) 2°f(z) _ 4 0@ 0°f(z)
Oz (t4) 9z (i5) < 0z (t1)...92(13) =X 0z (1) ...92(i3) =X 0z (t4) 9z (i5) =X
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P70
em que, para impatr:
@k
2z
_ ok 1 S MF
of (@) *1f@)  |" 91 f(@) a5 @) |
92(i%) =X 92(i1) .95 k—1) =X am(il)...ax(ikﬂ) -X 92 (ik) o
ok 1 - k _As2
+ 20(k—2)! Z (Mggul)...x(ik) Mx(il)x“?) (zl) (k= 2)
11, =1
2 (x) o-2f)  |” 92 f() 2@ |"
02 k-1 92(k) | ,— g 020D ..020k-2) |, % 9200 ..00(k—2) |, 5 02(k—1)20k) | ,— ¢
n
ok 1 k _ Af3 k-3
+ 3!(k—3)!i1 .Zi:k:1 <Mx(¢1>___x(ik) Mm(il)'”m(iS)Mx(il)...x(ik—s))
9% (@) o-2f@) |" 92 (x) #iw  |”
02(—3)..02(k) | = 5 9261 ..02(k-3) | ;¢ 021 .92(k=3) |, ¢ 92(k-3)..020k) | ;¢
k - (k—1)/2 (k+1)/2
T (Mk, - M MY
w (@2—1))’(@)%1,.%@:1 200 (k) sin-pl-ns2) " LCwrn2) )
T
ok—V/2 f(x) OHHV/2 f () OHHV/2 f () ok /2 f(x)
agg("(kﬂ)/z)...ax(ik) e=X axun...agg(i(k—l)/z) =X axm)...ax(i(k—l)/z) =X ax('kwl)/z)...agg(ik)
e parak par:
k
OF;,

_ a1 - k k)2 k/2
=i, S (M M M)

Zk=1
T

T
O*/2f(x) %2 f(x) k2§ (x) %2 f(x)
8$(ik/2)---8x(ik) X Oxt/241) .02 () [, g Bat/2+0) 00 (k) | % 3m(ik/2)...a$(ik) =X
kg ¢ k
T o M )
i1, ,tp=1
of(x) o1y |” 1 (x) f@) |"
9z(k) | oo g 9200 02(k-1) |, 5 9200 ...00(k-1) |5 02(k) |,—%

n
ok 1 k V)
+ Kk 2l(k—2)! . Zz 1 (Mgg(h)...g;(ik) Mx(il)ar('?) (11) 2(ik—2) )

11,k

9%f () 2@ | 9*=2f(a) 924 (x) rﬁ
02 k-1 920k) | = 5 020D ..02(k—2) |, 5 9260 ..00(k—2) |, 5 02(k—1)a20k) | ,— 5
n
a1 k _ Af3 k-3
+ K ?)!(k—?))!i1 --Zi:kzl <Mm(21)x(lk) Mm(il)'”m(iS)Mx(il)...x(ik—s))

9 f(a) 25 |T 92 f(a) #ra@)  |"
0z k—2).02(k) | = 5 0200 ..02(k=3) |, % 9200 ...00(k=3) |5 02(k—3)...020k) | p— %
R

k ” (k—2)/2 (k+2)/2
A S MF. =M . MY,
K ((162—2))!((16;2))!1'1, -;i:k:l ( 201) ..z (ik) a:(il)"'x<1(k_2)/2) m(z(k—Q)/2+1>...g3(ik)
oH+2/2 f(x) ! OH+2/2 f(x) ok=2/2 f(x)

Qk—2)/2 f ()
ax("(k—2)/2+1) .92(k)

=X axul)...agg("(k—z)/z) =X axun...ax(iw—z)/z) X ax(iw—z)/wl)...ax(ik)
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A.1.3 Variavel aleatéria simétrica

Das propriedades que uma variavel aleatoria pode ter, ustarita interessante de ser
estudada € a simetria, visto que ela € uma propriedade daseiaraleatorias gaussianas,
entre outras. Facamos primeiro a definicAo de uma varidgaet@la simétrica e depois
vamos obter algumas consequiéncias desta propriedadelgana de seus momentos e de
alguns dos momentos de uma transformacgéo néo-linear deamasel aleatéria simétrica.

Definicdo A.1.1 (Variavel aleatéria simétrica).* Seja a variavel aleatériaX € R" de
funcdo de densidade de probabilidage(x) e o pontoc € R", X sera uma variavel
aleatoria simétrica em torno dec R" se

px(c—z) =px(c+z) ,VeeR" 0

Lema A.1.8 (Momentos impares de uma variavel aleatéria sintéca). °> SejaX € R
uma variavel aleatoria simétrica em torno de sua méligodos 0s seus momentos centrais

de ordem impar séo iguais a zero. O
ProvA Considere os escalare® z() e ,i =1,2,--- ,n, tal que
e
22
X=".
£ ()
e
7D
B 72
X = e
7
Da Defini¢do 2.2.4 &-ésimo momento central enteé) | ..., 2Ur) &

E{(xm _ fu‘l)) . (xuk) _ fm))}
_ /OO /°° (299 = 29 .. (29 = 369 py (5D, 2 do) .. ol

7(1) z0n)

:/_x /_x (99 =260 - (U0 = 2600)) pc (0, ) da®) .- g

“Henrique.
SHenrique.
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+/°O /°° 200 — 500 o () — 500 py (2, 2 ) da )
z(i1) m(iln)
z(1) z0n)
x(al m) (xwk) _zG >)pX ( M ... ,x(’”) de .. de™

z1) z0n)

(_1)n/ / (xoa) _joa)) ...(xm) _jm))px (xu),... ,:C(n)) dx D - g

_|_

Se fizermos duas mudancas de variavel, uma na primeira egeagéra na segunda:

du® = dx
e
w® = 70 _ L@ ]
ProvA
dw® daC

teremos

px (u® + 70 .. ,u&‘i + ™) du® - - du™
(=1 [0 ...ffm (—wl)) - (=)
2 — ™) dw® . dw™
— fi)oo .. 'fi)oo w) g Uk)
px (w20, u® 2 du® - du™
+f f (_w(jl)) o (—wl)
px (20 — w(l) ™ — ™) dw® - g™
= f_oo .. ‘fi)oo w1 .. Uk)
px (u® + 20 ™ 4 7)) du® - du™
+(-1)F ffoo . ffoo WD) .U
px (D —w® o ) ™) dey® - ™,
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Da definicdo A.1.1, temos que

e AT AR TICARNCE
px (u® + 20 - @ 4 20 gy O - gy
+(=1)* fi)oo .. 'fi)oo wn) . qple)
px (20 —w® oo ™) ™Y gy - ™)
- 1+(_1)k) Lo Ol )
px (u® + 20w g D) du® . ),

Parak impar,

(1 i (_1)k> SO O )y
px (u® 4 20 u® 4 z0) du . gy
= (1=1) [0 [ ub) )
px (u® + 20 - 20 gy . gy
=0. O

Agora queremos apresentar um resultado com relagcéo a nmeétl@ndformacao e outro
com relacdo a matriz de covariancia da transformacéo. Masigs0, vamos, primeiro, ver
0 seguinte alguns lemas com rela¢éo ao operddory:

Lema A.1.9. SejamX < R" uma variavel aleatéria simétrica em torno de sua métia
U< - f o operador definido em 2.1.5, agfor impar,

E{w%xf}=0. O
PrRovA Da definicdo 2.1.5,
n ) o ) o 8°‘f (x)
a _f B (1) _ 501 ... (40a) _ 5(ia)
USxl = | Z 1 (x z ) (‘75 x ) 0z - o) | -
L1yeeey o= r=
Portanto,
E {‘I’g(,xf}
" o &f (@)
— (1) _ @)Y .. () _ 5(ia)
_E{_ Z 1(1‘ x ) (ZE x ) o) .. 9plia) ¢
11yeeny o= r=
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> E{(z —zt) .. (o) - g0y} 0°f (z)

ax(ll) .« e ax(ia)

=X

Os resultados seguintes sao corolarios do lema acima.

Corolario A.1.3 (Média da transformacédo de uma variavel alatoria simétrica). Sejama
variavel aleatériaX € R" simétrica em torno de sua médk e o mapeamentp : R" —
Rr™ diferenciavel que define a variavel aleatobiatal que

Y £ f(X),

a média d&” pode ser escrita da seguinte forma:

sek for par,
Y:f()_()JrE{\D‘Q);’!Xf}+E{\D%1’!Xf}+--- (A.10)
= f(X) +% znlej(il),M % ) (A.11)
11,i2= T=
+%_ an 1Mf<i1> ..... 2(i) ax(fj .f.(.xa)x(u) . (A.12)
P1yeeyig= T=
Tt %h,é:l ful) """ 2w 337(’?)kf <?x(2k) e
sek for impar,
Y:f(X)JrE{\I]‘Q);’!X }+E{\P§lef} (A.13)
S A0
=f(X)+ %élej‘W“” % . (A.15)
*%_ z": M, ax(f?; -f-(-?xw . (A.16)
i1,0eyia= z=
et % i MIL ) aﬂf)k._.lfa(j()ik_l) R =
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Coroléario A.1.4 (Matriz de covariancia da transformacao deuma variavel aleatéria simétrica).
Sejam a variavel aleatéri&k € R" simétrica em torno de sua médi e o mapeamento
f: ®™ — R™ diferencidvel que define a variavel aleatéiiatal que

Y £ f(X),

a matriz de covariancia d¥ pode ser escrita da seguinte forma

®PYY + @PYY + ®PYY et @PYY
emquedl,  + 02  + 63  + 64 - Sa0 0S termos, respectivame +
q Pyy Pyy Pyy Pyy T P v
0%, + 0% +0L  +--- paraX simétrica. O
Corolario A.1.5.
of @]  of (@]
CF @) 20) » (A.17)
Yy le Lz 8;[( _ Ox(d) R
n T
=3 (P, D) T (n18)
o i (4) - (4) - '
= Oxll 0xl) | _¢
o 1
@PYY
A4
(—)PYY
n
1 4 2 2
— 1 Z (Mgg(ﬁ)...g;(u) - Mgg(i1)x(i2)Mg;(i4)x(i4))
i1, ia=1 . (A.19)
% f(x) 2% f(x)
am(ll)ax('LQ) :* 8x(7'3)833(24) _%
+ Z M 2(1) .. (i4)
01,0 ,04=1 ) |:|
9f () i |1 o) o5 |*
81(24) X ax(ll)---a{r(ZS) $:X ax(ll)---ax(ll’)) x:f( 833("4) x:f(
A6
(—)PYY
n 3 3 T
_ E M Pf(x) Pf(x)
i z-206) 9r01)...9203) X Ox(ia)...92(i6) =X
o=]
6 2 4
+ Z (Mgg...x(i.s) - MJC(is)x(ie)M$<i1)...x<i4>)
Zl 267
o' f(x) 9 f(x) L) of@ | . (A.20)
Bx(ll)max(u) 7 (996“5)890('6) =X 8z (15) oz (i6) =X Az (1) ...92(i4) =X
8 4 4
+ E (M3 e = M oo Miis) i)
-,ig=1
' f(x) 05w |"
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A.2 RESULTADOS DE CONJUNTO DE AMOSTRAS

A.2.1 Momentos da transformada de um conjunto de amostras

Neste item queremos deduzir, de modo analogo ao feito pai@ves aleatorias, as

formas das séries de Taylor da média e da matriz de covai@laciransformacdo de um
conjunto de amostras.

Lema A.2.1 (Média amostral de uma transformada).® Sejam{x,, w;},i = 0,1,2,..., N,
comN € N, um conjunto de amostrdg;) e pesosi(;), de média amostraj, e o mapea-
mentof : " — R™ diferenciavel que define os pontgstal que

Vi < (),

a média amostral dg, pode ser escrita da seguinte forma

vy, f v f
—_ XoMx; =) XM

vk f
+~-~+E{7X}:"“ }+ 0

PROVA Pelo Corolario 2.2.1, sabemos que

n,, £ E{f ()} O

PRovA Utilizando a expansao de Taylor dé ;) em torno de;, , teremos

—_
—
—

Vo, Wl S
== X o X o
H{ + W [+ o Tt }+
wof
p— p— X’”X'L
SACUA CE  y

- xnxlf
SRR R vl s

= f () +={w, f}+ :{\Dw‘f}

ok of
++E{%}+ ]

6[98], pagina 442, equac&o (14.36).
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Lema A.2.2 (Matriz de covariancia amostral de uma transfornada). ’

Lema A.2.3. Sejam{ x;, w;},i =10,1,2,..., N,comN € N, um conjunto de amostrag;)
e pesosi(;), de média amostrajl, e o mapeamentg : " — R diferenciavel até ordem
k que define os pontos tal que

Vi = fa),
a matriz de covariancia amostral amostral dgpode ser escrita da seguinte forma

E’Y’Y = 92277 + 9%77 + 9%77 +ot 9; +oee (A21)

Yy

em que@jZW é o termo de ordem da série de Taylor d&..2:

0% 2E { (Oxin ) (P, f)T} . (A.22)

A AN w2 f T
XiiMy; — X7y,
[ (%54) Jo={(554) e}
(%) (%)
21 21
= {‘Pimf} = {‘I’ii,xf }T
= 21 = 21
@Z - w3 T
vy — XM if
+29 (Vi ) ( N )

+2
5 A
@E’YW’ -
+=

"Modificado de [98], pagina 445, equacio (14.476).
8Por ordemj da Série de Taylor entendemos por todos os termos cuja metivada da funcdo envolvida

for de ordeny.

[1]
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Para k impar:

3
!
= sznxi
= ii’nxz'f
= 31
(k—1)
_ v
+‘_‘ ((k—l))'
2
k+1

Para k par:

Z’Y’Y
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T
3 f C’)i7 f
TR e }
3 f k—3 k—3 3 ¥ T
XMy (52 My f E (52 My f XMy, ]
B 3! (k—3)! B (k—3)! 3!
+ot
W"“;” ; q,<k§2) ; T
+E xi,:zxi Xi My,
((%% ()
(k;rz) (k52) T
\IIXZ’JIXif Uy, nxif
+F <<(k;2))!> <((kg2)>!>
o2 ; o2 ;
XioMx; XioMx;
‘E{<@>!}E{<@>!}
(k+2) (k—2) T
‘I’xi,nxif ‘I’xi,nxif
* { (%52) } . { R
PROVA Analoga a provado Lema A.1.2. O

Lema A.2.4 (Esperanca Amostral deIl;i’iif). Sejam{y,, w;}, i = 0,1,2,..., N, com
N € N, um conjunto de amostrdy;) e pesos);), de média amostraj, e o mapeamento
[ R — R™ diferenciavel até ordem e o operadorl'y o f definido em 2.1.5, a seguinte
equacéo € verdadeira:

= {\I[szXzf} - Z ngi1)7...7x(i0¢) ax(zl) “ e ax(ia) ’ D

ily"'yiazl 1':17)(1_

PrRovA Da definicdo 2.1.5:

- {1}
N n o4
s (i) _ —_<n>> ( (i) _ aua)) 0°f (z)
; {z‘l Zil (XZ . Z . Oz(n) - - Oalie) w=1y,



n N @
- 3y Z( ) (“)“'(Xy“)—?@(ia)) ax(z f .(?g;(z‘a)

ta=11i=1

n _ i = (2 i (G 8af T
— Z = { (XE 1) — XZ( 1)) - (XE ) — XZ( a))} ax(il) = (8)17(1(1)
i1y sba=1 .
~ . 0°f (z)
B . Z MXEil),...,m(ia) ax(“) . 83:‘(1'04) B -
11,eela=1 xani
Corolario A.2.1 (Média amostral de uma transformada). Sejam{x;, w;},i =0,1,2,..., N,

comN € N, um conjunto de amostrdg;) e pesos;), de média amostraj, e o mapea-
mentof : " — R™ diferenciavel que define os pontgstal que

Vi < f(x)

a média amostral dg, pode ser escrita da seguinte forma

n 0*f (x)
B 2
77% o f (an’) + Z Mxﬁil)xgm m =

i1,,02=1
O f (2)
+ Z ,u (11) (12) (13) o) ... Oplis)
i1,22,23=1 -
O f (2)
+217% 1#’ Ezl) 'X'lk) ax(ll)_,_ax(lk) X +

Corolario A.2.2 (Elementos da Série da Matriz de Covarian@a Amostral). Sejam{x;, w;},
=0,1,2,...,N, comN € N, um conjunto de amostras;) e pesos;), de média
amostraly, e o mapeamentg : %" — R™ diferenciavel que define os pontgstal que

i £ f(xi)

e seja, ainday,, tal que

— 02 3 4 k
277762*774»6277+®Eww+.”+®zww+.”

Ostermo®y, ..., @’gw deX,, definidos em A.2.2 tém as seguintes formas:
f () of (=)["
zw ZM @ G W )
1,j=1 i~y Xi:nxi
T
Z of (x) of (x)
1,j=1 j aZL‘( Xi="x; 8l‘() Xi="x;
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n
3 _ 1 3
@E'y'y ) Z K (i) . (i3)
X Xi

11,82,43=1 i
T T
( 04 (x) 024(a) L0 04 (x) )
(i3) (i1) 9z (12) (i1) 9z (12) (i3)
0x\*3 =i, 0x*1) 9z 2 =, 0x*1) 9x\*2 =, 0x\*3 =,
4 _
@Z"/'Y
1 - 4 2 2
o Ji o — MW T )
4@'1,--;4:1 X,('zl)"'X,(M) XEH)XZ(Q) X£14)X514)
92 f(2) 1@ |"
ax(ll)a{r(ZQ) 1-:77)(1- ax(13)8;}3(¢4) :B:?’]Xi
1 zn: 4
30 NGNS
5 i1, ia=1 Xi Pt
T T
07 (x) P (x) L) 07 (x)
B Ll el = STl P
5
Z"/'Y
1 = 5
) Z Mmm)...m(ig)
i1, ,i5=1
T T
0f () 9 f(x) L0 91 ()
92(i5) X Ox(i1)...92(i4) =X Ox(i1)...92(i4) X Ox(i5) -
n
1 5 23 _
2!3!@,17_;5:1 (”Xi...xl(m Nxzqwxgzg)ngzl)___xgm)
T
24 (z) 51 () L P 021 ()
Ox(i4) 9z (i5) Ox(i1)...92(i3) _ Ox(11)...92(13) _ 9x20i4) 9 (i5)
iy, i =Xi Xi=Xi

Para k impar:

242



n

1 k
T, 2 e )

_ i1, =1 Xj i
0f(z) #1p@)  |T 951 f(x) of@) |*

— 92(1) .9 ik—1) a=n,, 0261 .92(k—1) | ;¢ 9z(ik)
n

1 k 2 k—

‘oo 2 M ) Hoan M

2!(k 2)'i ngl)___xl(zk) Xy L2 XEZ

1,0 =1
2% f () O+ 2f(x)
02 k—-1)92(k) | p— 5 021 ...02(1k—2)

2
1)___X§ik—2)
r =2 f()
=, 92(1) .92 (k—2)

n
1 k 3 k-3
T E (:LL ; 0 T M Gy an i )
k=3~ X 1)___XZ( k) X lis x(”)~~~x§ k—3)

N———

% f(z)
2=n 92(tk—1) 9z (ik)
Xi

. )
T=Myx;

sl = i
( 0 () T [T "2 f() #ra  |" )
dl=2)ee90(0) (oo 020 0a(k=8) oy 7 G002 (=8 (o 02li=2)c0a(ib) |y
- k—1)/2 k+1)/2
erm%kﬂ (Mii“)wx,(i’“) B Migil)_)_;(i(k1)/2)”;(::::1)/2)_.. (k>>
< a(kfl)/2f(z) 3(k+1)/2f($) T 8(’“+1)/2f(x) a(kfl)/2f($)
8m(i(k+1)/2)...8x(ik) — aa;(il)...ax(i(k—lw)

— ax(il)...agc(i(k*l)/?) — 8$(i(k+l)/2) 9x (k)

7

T )
T=Ny

Para k par:

@k

E’Y’Y

B L n K k)2 k/2
B (%)‘(5)‘z1,--§k=1 (Mx““--- () —H (iar2) )

\ i i /241 i
(o NETIN GO I CESS VRN Y

7 7
T
042 f(a) ey T 9 0+/2 ()
3$(i1)---8$(ik/2) % 9z (k/2+1) .9 (ik) — 9z(k/2+1) ... 92 (k) a=n,, ax(il)max(ik/g) -
7

1 - k
+ (k—1)! Z luxgil)m

11,00 0=
of(x) o 1r@) |T Loy
9 (ik) =, 9201 .9z k1)

(i)
T

(
(

of(x)

{L':nxi 8:1:(”6

n
_1 k 2 k=2
—|—2!(k—2)!i Z ) (MXEH)“'XE%) MX'EZI)XEZQ)MXEil)"'X(ik2))

)

)
=n,, 92(1) .9 (k-1

~—|

. )
=1y,

1yl = i
2 () *=2f@ " 21 (x) i@ |0
81(%*1)81(%) z=n, ax(il)---am(ik*ﬂ x=n, 8:1:(”‘1)---8:1:(1"“*2) z=n, 8:1:("16*1)81(%) z=n,
n
+1 R L T TRy VA b
3!(k_3)!i17"§k:1 (ngll)---xglk) NXE Ve S)Mx,('”*)---xz(%)
*f(x) *-2f@ T O*=2(a) #fa) |T
92(tk—2)...92(k) P 9201 .9z (k—3) =, 9201 .95 k—3) v=n,, 92(ik—2) .92 (i) z=n,,
e k—2)/2 (k—2)/2
S, 2 (“xgm.--xg 0T o o) Com)_a
T
9=/ f(a) 922 f() L oM 9+ f(a)
am(i(k+2)/2)...ax(ik) v=n,, amm)...ax(i(k—mm)

r=n, ax(z'l)...am(i(k—mﬂ)

7

T )
$:7]X’L,

=, am(i<k+2)/2)...am(ik)
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A.2.2 Momentos amostrais de uma transformacéo escalada

Considere um conjuntpy;, w;|x; € R",w; € R,i=0,1,2,..., N} de meédiap, e ma-
triz de covariancia,, e a uma funcag : R — R™ . Considere também o conjunto
{gh w2|£z =g (Xz'? 77Xi> a, ’%) } tal que

g(X,c,a, k) = + f (o),

em quex € R,k € RN*.

Com relacdo a essa transformada, temos 0s seguintesdesulta

Lema A.2.5. Sejam o conjuntd x;, w;|x; € R",w; € R,i =0,1,2,..., N}, a fungéof :
R R™, ce R, eg: N xRN xRN x RN*— R tal que
fletaX —c)—[f()

g(X,C,Oé,/{) = i +f(c),

em quen € Rex € R, g (xi, 1y, @, ) Pode ser escrita da seguinte forma:

S 2 2
g (X@) C, a, K,) = f(c) + QLCL]E O{_ X7,’7Cf
K

1! k2!
o Voo W 0
k3! ko k!
PROVA Do Lema 2.1.1 podemos escrever
g(Xivcuau K‘)
cta(x, —c¢ 1
_fletalu=o) g, (1__)
K K
1 a@iﬂf o?@iﬁf aﬁ@iﬂf
:E<f(c)+ TR TR TR
k—1
+f(c)( )
K
1 2
— (C)+g\IIXiycf a_Q\I[Xsz
k1! k2!
O{_B \:[Iiiﬂf . O{_k \I/f(ivcf ]
k3! k k!
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Lema A.2.6. Sejam o conjuntdy;, w;|x; € R",w; € R,i=0,1,2,..., N} de mediay, ,
afuncdof : R"—R"  ce R, eg: " x R x R x ¥ — R™ tal que
fletaX —c)=[f(o)

g(X,C,Oé,/{) = i +f(c),

emquer € Rex € N*. Seja, ainda, 0 conjunts,, w;|¢; = g (x;, 1, @, k) }, as assertivas
abaixo sdo verdadeiras:

1. a Série de Taylor dg, := ={Z} em torno deX ¢é

o?_ \Ifi s f o3 \Ilf’mxf
e, =1 (n) + -2 { 2 (TR E

W/
= I +

2. a Serie de Taylor dg. := ={Z} em torno dex é

Ozk
+ .4+ —=
K

. 7f ()
77 JC(T/XZ + — Z M (11) (22) O (i1) O (i2) .

11 si2=1

SN i P
MXEH)XEZQ))QEZS) Oxli) ... Oplis)

i1,12,i3=1

8kf( )
T +_ Z r“m) A D) . 9zl

Zkl Xi

r=

PROVA Analoga a prova do Lema A.1.6. O
Lema A.2.7. Sejam o conjuntdy;, w;|x; € ®",w; € R,i=0,1,2,..., N} de médiay, ,
afuncdof : R"— R™  ce R", eg: R" x R x R x R* —» RN™ tal que
fleta(X —c) = [f(o)

K

g (X, c,a, k) =

em quex € R erx € R*. Seja, ainda, 0 conjuntds,, w;l€; = g (xi: 1y, @, k) }, a Série de
—_ T .
Taylor deX;, = pXee = pZ {(5Z —1¢,) (& —ne,) } em torno dey, é

* eV 3 4 k
Yge = Wt = Oy, Oy 4O o0+ O,

em que:

27’L
2 _ @ 2 of (z)
© € K Z’u O 9z

i,j=1
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T

2 n
R O NP ACo B AC)
- XiXi/ij (4) (4)
K xr X
ij=1 0 Xi=Tly, 9 Xi=My;
39 n 3
.«
= %2 Z Gy )
@3 i1,i,43=1 Xi Xi
Yee 2 T 2 T
| owa” o) o
i ) (i ) (i i3) .
0z*3) | . _ “ 0x("1) 9z ("2 w=n,, 0x("1) 9z ("2 w=n,, 0x("3 v=n,,
@4
33
—all i ,U4' ) —MZ. .qu. )
L B U e I P S P
92 f () @) |"
9z(1) 9z (i2) =1y, 9x(13) 9 (ia) z=,
red oy
! (i1) .. (iq)
" i1, ig=1 Xi Hea
T T
of(z) & f(z) + & f(x) of(x)
Az(4) v=n,, 02(i1)...92(i3) T=Ny, 8201)...94(3) =X Oz ia) a=n,,
e, =
133
a® 1 Zn: Mo
Kk 4! 2(i1) .2 (i5)
i1, ,i5=1
T T
0f () 9 f(x) L) 01 ()
0x(%5) X 8z(t1)...92(i4) =X 8z(t1)...92014) X 9z(%5) -
5.1 - 5 2 3
* 2!31@,17_;5:1 Mxi~~~x§'5) /JLXEM)XEZS)ngll)___XEZB)
2 3 T 3 2 T
0% f () 0’ f(=x) + 0° f(=) 0% f(=)
Ox(i4) 9z (i5) Ox(i1) ..o (i3) _ Ox(11)...9(13) _ 920i4) 9 (i5)
X Xi=Xi i=Xi Xi=Mx;

Parak impar:

@k
33
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ok 1
PRCE Z

_ i1, i =
() o-tp@ |T
81(%) v=n,, ax(n)...ax(ik—l) v=n,,

9% f ()
92(k—1) 9z (ik)

«

+?3!(k—3)!‘
11, =
() o—2f@) |T 0*=2f(a) @) |"
8:1:(%*2)81(”6) ;p:nxi 8:1:(11)81(”“*3) x:nxi 8:1:(11)8:1:(”“*3) ;p:nxi 8:1:(%*2)81(%) x:nxi
n
! 1 § (k—1)/2 (k+1)/2
‘|‘a_ k—1 k+1 Z me i) ) X
PR, o ) Xgm___xl(l(k—lw) Xgl(k+1)/2)___xgik)
T
Ok=1/2 f() O+/2f () [l {C) 9+/2 ()
ax(i(k+1)/2)...az(ik) =n,, agg(il)...ax(i(k*l)ﬂ) =, ax(il)...aw(i(/ﬂ*l)ﬂ) a=n,, a$(i(k+1)/2)...a$(ik) z=n
Para k par:
@k
133
_ a1 S k k/2 k/2
BEROIOP 271 Mx(il)---x(i’“) e ("k/z)u (inj21) _(in)
11,0\l = i % X; 1 X X; X
T
/2 f () 2w T o) /2 ()

9% f(x)
9z(k—1) oo (iK)

i1, ip=1

O+ 2f(x)
=X 02(1)...oz(k—2)

n

D ah2) | _ g 022D 00(ik)

T

/~L i i
1 Xll) Sk)

ok~ f(x)
92(1) .9 k—1)

=X

9 2 f(x)

of(x)

ZB:'I’]XZ,

ak 1 S k
+72!(k72)!, Z (Mx(jl)___x(ik) M (11) (ZQ)M 11) _X(ik_2)>

9 f(x)

=N,

Z':nxl

92(1) .92 (k—2) z=n,,

9z (k/2+1)...9z (ik)

92(tk—1) 9z (ik)

Z 1 (/’inzl)xglk) IU/XEH)___X lg)/’L 7'1) Xz(ik3))

)
)

T=1)y, Datin) .0z (%/2)

=1,

un )
T=n,,

1
+?W Z “ (), (i)
et X,
T T
2) 1 f(x) ak‘lf( ) of(2)
) a=n,, 921 .05k —1) — 921 .9k —1) m:”xi 90k) =n,,
n
k 1 k
+ g O [T L 1 NG )N ;
P AR e ) T ”) )
25 |T O*=24(a) 24 (x)
=, 92(1) .92k —2) — 92(1) .9k —2) =, 92(k—1) 9z (ik)
n
k 1 k 3 k-3
+e L I |
m 3!(k—3)!ih_§k:1 “Xgm___xl(%) NN ) (50)

3 f(x)
9z(ik—2) .9z (ik)

ok

a(kf2)/2f(z)

ax(i(k+2)/2)...ax(ik)

PROVA Analoga a

T=Nx,

92(i1) .92 (k-

T="n,,

n

2

e e,

iy =1

a(k+2)/2f($)

9 2 f(x)

T

3)

=1,

doLema A.1.7.

a$<i1)...ax(i<k—2>/2)

=1,

i
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o2 f(x)
92(i1) .92 k—3)

+

(k—2)/2

L) TR
X; Xgl)"-xi( (k—2)/2

8(k+2)/2f(1‘)
ax(z'l)...ax(i(k—m/z)

T="n,,

=M,

8 f(x)

(k—2)/2

)'ux(i(wzw)___x

k3

ok

92(ik—2) .92 (ik)

—2/2f(z)

. )
ZB:'I’]XZ_

(i)

k3

ax(i(k+2)/2)...ax(ik)

n

=T,



A.2.3 Conjunto de pontos simétricos

Da mesma forma que estudamos a simetria de uma variavedr@deatamos estudar a
simetria de um conjunto de pontos. Comecemos pela defini¢céo:

Definigdo A.2.1 (Conjunto de pontos simétrico).Seja{X;, w;}, i = 0,1,2,..., N, com

N € N, um conjunto de amostrag() e pesos);) da variavel aleatoriaX € R", n € N*,

0 conjunto de ponto$.X;, w;} serasimétrico em torno do ponte € R" se existir uma
sequénciad¢X;},i=0,1,2,..., N, emquelX;} € uma seqléncia formada pelos mesmo
pontos{ X;}, mas com indices permutados tal que,

se a quantidade de pontos for par,

XZ‘—C:—<XZ-+¥—C),

N -1
wi:lerN;l ,Vi:(), ,T,
e se a quantidade de pontos for impar,
X, — Xy = — (Xi+g . X0> ,
N
Wi = Wy N ,Wzl,...,;, ec= Xp. O
Lema A.2.8 (Momentos impares de conjunto simétrico)Seja{ X;, w;},i =0,1,2,..., N,

comN € N, um conjunto de amostrax() e pesos);) da variavel aleatériaX € R", n €
N*, se{X;,w;} for simétrico em torno de sua médig,, todos 0s seus momentos centrais
amostrais de ordem impar séo iguais a zero. O

PROVA Suponha quegj) seja 0j-ésimo componente escalar 8¢ Da definicdo 2.2.14:

N
ngm _____ e 2 Z w; (zgh) - 77&?1)) T (zgm - nﬁ?’“))
i=0

Para um namero par de pontos, podemos seguir 0 seguinteguasento:

Como{y;} é simétricad { x;} tal que O

PROVA

Xi—1x, =~ (XH% = 77X¢> V=0, T_ (A.23)

Podemos, entdo, rearranjar os indices de (A.23) taf que

9Claro que também teremos que rearranjar os indigamas, se mantivermos a notacéo, nio perderemos
em generalidade.
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N
W o= wy (xlw _ 77%)) . (xlm) _ nﬁ?f’) _ 0
G0 o -

PROVA Prosseguindo:

1=0
N . .

4 Z w, (xl(h) 77%)> (l,l(Jk) _%g))

=04

No1

2 . .

_ w, (l,l(h) _ 77%)) (xl(]k) _ n%))

1=0

et §5 )] [ )]

=Nt
N—1
- G G G ()
— wy (:L,ljl _ 77Xl ) . (xl — T]Xl >
=0
DY w (xlul) _ g?ln) -(:c}“’ 77%“))
=3
N1
_ (1 N (_1)k) " (xlw —?7%)) ~(:c§”) _ nﬁ?f’)
=0
Parak impar,

<1+(_1)k) " (l,l(m —ngﬁj)) ,,,(xlm) _ngg;a) _o

Para um namero impar de pontos, podemos seguir 0 seguistegromento:

Como{;} é simétricad { x; } tal que

N
Xl—XO:—(XH%—XO) V=15,

Podemos, entdo, rearranjar os indices de (A.24) tatfue

ec= X, (A.24)

10Claro que também teremos que rearranjar os indicemas, se mantivermos a notag&o, nio perderemos
em generalidade.
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1=0+1
N
~ S (xl(m 77%”)' -(a:(“’)—n()?f))
=1
N
0 S (o )] [ )
=541

N (xluw _ nﬁﬁf))

N
+(=DF > (xl(m _ 7&1)) (xl(m _ n()?f))

1=5+1
5
= (1 + (—1)k> Z w; (xl(jl) 77%”) . (x(j"’) — n()?f)) )
=1
Parak impatr,
N
(1 + (—1)’“) Zwl (:cl(jl) — 77%?) (:cl(j‘“) — 77%”) =0. O
=1

Os dois proximos resultados séo corolarios da dos lema$,M2.2, A.2.4e A.2.8.

Corolario A.2.3 (Média da transformacao de pontos simétrios). Sejam{;, w;}, i= 0,
1,2,..., N,comN € N, um conjunto de amostrdsg;) e pesos;), Simétricos em torno
de sua média amostral e o mapeamentf: k" — R™ diferenciavel que define os pontos
v, tal que

Vi < f ),

a média amostral dg, pode ser escrita da seguinte forma:
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sek for par,

m,
:f(”xi)ﬂLE{%}Jr:{%ﬁf} (A.25)
+"'+E{\P§£!X1f} (A.26)
f(ny,) + Z Ty NUSNCY % . (A.27)
il -
+‘ i_ Miﬁ”)wxﬁ-"‘“ ax(z’?:f(.?x(u) . (A.28)

O f (x)
+ Z r“(n) (Zk Ozt ... 9rlix)

=1 Xi

r=

,Sek for impar

0y,

(3

Uit Uin S
=f(nxi)+E{T’”}+E{ ik } (A.29)

\I/k_l f
= XM
e 4T i A.30
+e { = 1)!} + (A.30)
O*f (x
f(ny,) + Z w () () B (fgx()m ) (A.31)
i1,,t2=1 =X
a4f( )
+ Z Ty RN B ) (A.32)
i1, ia=1 =X
o f (x)
T + Z 'u (11) o (ik—1) Gplir) . .. Gplin—1) S + =

Zkll

Corolario A.2.4 (Covariancia da transformacéo de pontos snétricos). Sejam{;, w;}, i

=0,1,2,...,N,comN € N, um conjunto de amostrdsg,) e pesos«;), de média amostral
1., € 0 mapeamentg : " — " diferenciavel que define os pontgstal que

a matriz de covariancia déy, } pode ser escrita da seguinte forma
_ A2 ay! 6
277 o @EWW + @Ew + @2“/“/ +ot @EWW o
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)2 4 ~ i 2 3 4
emqueds, +O5 +--- Sa0 0s termos, respectlvamen?f)é‘z,W +05 +065 +065 +
- para{y;} simétrica.

of ()| of (»)|"
03, = Zﬂxgn,xgn D2 20 | - (A.33)
5,j=1 = =X
T
= i : : .
= i Op(d) - Ox) -
@E'Y’V
A4
@2W (A.35)
4@,1,.“,2‘4:1 xg'l)mxﬁu) X,('zl)XEZQ) XEM)XEM)
9% f (=) 9% f ()
Ox(i11) 9 (i2) :f Ox(3) 9 (i4) e X 0
+ E pt i) i)
11, ,04=1 Xi Xi
of(x) 0% () L P of () |
A6
E'Y'Y
I S A 08 P |"
] e Xi"'XEZ6) 9z(11) ...9£(#3) X 9z(i4) .9 (i6) e X
n
+ 6 . N A ; A.36
ilf'%()‘:l <'ux1 N N LN ( )
9% f () + 9 f(x) f (@)

T
=X )

' f(x)
Ox(i1) ..o (1) e

< 0z15) 9z (i6) =X 0z(i5) 9 (i)
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B. ALGUNS RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAR

Este capitulo tem a fung&do apenas de oferecer alguns wsitige se utilizam da Alge-
bra Linear que foram usados ao longo desta dissertacéo.

Lema B.0.9. Sejam as matrized ¢ R™** e C € R™*?! e 0 vetorr € R", tal que

C=| z24+Aa - o+Ax 1-Aq - - Ay

)

a seguinte equacao € verdadeira:

rank{C} = rank {A}. O
PROVA Temos que
rank (C)
:Tank{[ r+Ag - 1+ A r—Aaq - - Ay }}

Agora, observe que, paia=1,... kej=1,...k,

= (C)

sk—+1 °

Em outras palavras, qualquer coluna da segunda metadepdee ser escrita como
uma combinacéo linear de outras colunag’d®ortanto,

'r’ank{[ r+Aaq - T4+ Ag r—Aq - x— Ay }}
:rank{[erA*l $+A*k]}
= rank {A}. O]
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Lema B.0.10. Sejam as matrized ¢ ®™** e C' ¢ R™*?k+1 e o vetorz € R, tal que

C:[ r+Ag - x+Ag - x—Ag - x—Ag

a seguinte equacao € verdadeira:

rank {C} = rank {A}. O
PROVA Temos que
rank (C)
—rank{| rtAn o wtAy o z-Ag o z-Ag 3|}

Agora, observe que, paia=1,...kej=1,...k,

= (C)

sk—+1 °

0.5(C),; +0.5(C), ;1
= 0.5z + 0.5A,; + 0.5z — 0.5A,

x
= (C)Qk—f—l :

Em outras palavras, qualquer coluna da segunda metadepdele ser escrita como
uma combinado linear de outras colunagdd’ortanto,

rank{[ r4+Aq - x+Ag - x—Aq - x— Ay x]}
:rank{[a:+A*1 ZL’—FA*]C}}
= rank {A}. O
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Lema B.0.11 (Decomposicdo em valores singulares).

Seja a matrizA € R"*" positiva definida, existe uma matriz ortogonatal que
A=USSTU?T,

em queS = (s; = \;) é diagonal €\?, ..., \? sd0 os autovalores dé. O

Definicdo B.0.2 (Matriz raiz quadrada). Seja a matrizA € R™*" positiva definida e a
decomposicdo em valores singularés= USSTUT de acordo com o Lema B.0.11, a matriz
VA serd umamatriz raiz quadrada de Ae

VA=USVT, O

em quel” € uma matriz ortogonal.

Lema B.0.12. Seja a matriz4 € R"*" positiva definida e seja aind&’A uma matriz raiz
quadrada deA a seguinte relacéo é verdadeira:

VAVA' = Pyy. O

PROVA Como A é positiva definida, podemos utilizar a decomposi¢édo enresisingu-
laresA = USSTUT de acordo do Lema B.0.11. Agora, utilizando a definicdo deimat
raiz quadrada B.0.2 no lema em questéo, teremos:

VAVA' = (UsvT) (UsvT) = UsvTVSTUT = USSTUT = Pyy. O

Lema B.0.13. Sejam(A),; a i-ésima coluna da matrizl e VA € R"*"uma matriz raiz
quadrada da matriz quadradd € R"*", a seguinte equacao é verdadeira:

> (V) ((v),) -4 .

i=1

Modificada de [162], pagina7, equacad3.71)
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PrRoVA DefinaP = A ep;; 0 elemento da-ésima linha g-ésima coluna dé&’. Entéo,
temos que

T
> (vA) (va)
T
=> (P),.((P),)
P11 DPin
Pn1 Pnn
P% P11P21 -+ P11Pn1 p%n PinPon - PinDPnn
a 2 R nDon 2 :
_ p11. 21 p.21 . . Tt D1 .]?2 p%n .
plla'nl PR “ e pil plnpnn “ e “ e pin
Zp%i ZPlz‘PZz‘ T Zplipni
Zplz‘pzz‘ ZP%Z :
Zplipni e T Zp?n
P11 P12 " Pin P11 P21 " Pnl
_ D21 P22 - ; P12 P22 :
pnl PR .. pnn pln P PR pnn
T
=pPPT =VAVA = A, O

Lema B.0.14. Sejam as matrized € R"*?, B € RP*™, C' € R™*1, as seguintes afirmacdes
sao verdadeiras:

1.
(AB)., = AB,;.
2.
3.
(ABC)ij =(4),. B (C)*j O



ProvA

(AB),; = ([ AB. AB. - AB, 4B.,])

*J

L . %

(ABC), ])

N
5
Q
I
N N

AB (C)*j)

i

Lema B.0.15. Sejam as matrized € R"*", B € R"*?, C' € R*P, D € RI*P as seguintes
igualdades sé&o verdadeiras:

1. SejaA invertivel,

AB| |AO I A"'B .
C D| |C1I 0 D—CA B |’
2. SejaD invertivel,
A B| |I B||A-BD'C 0 -
c D| |0 D D¢ I
ProvA Trivial. 4

Lema B.0.16. Sejam as matrizeB € n x m e () € m x n, a seguinte equacao € verdadeira:

det (I,, — QT) = det (I, — TQ). 0
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PROVA Tome a seguinte matriz:

[ b T (B.1)
Q In.
Aplicando a primeira afirmativa do Lema B.0.15 em (B.1), temgoe
det I, T et I, 0O 1 T
= det I 0 det ! g
Q I 0 I,—QT
= det (1) det (I, — QT)
= det (I, — QT).
Agora, aplicando a segunda afirmacéo do Lema B.0.15 em (Briips que
I . -1
det I, T — det 1 T I,—TD'Q O
Q ILn. 0 D D7'Q I
= det LT det In=17Q 0
0 Ipn Q I
= det (I,,,) det (I, — T'Q)
=det ([, — TQ). O

: : A B | . . .
Lema B.0.17 ([103], pag. 123)Seja a matrizP = c D ] , iInvertivel comA e D in-

vertiveis, as seguintes identidades séo verdadeiras:

A B | AT+ ATIB(D-CAT'B) T CATY —AT'B(D-CAT'B) T |
C D| —(D—CA'B) 'cA™! (D—CA'B)™! ’
A B B (A—BD'C)™! —(A—BD™'C) ' BD™

¢ D| | -D'C(A-BDC)"" D'+DC(A-BDC) ' BD!

t

Lema B.0.18. Sejam as matrize§ € R e K € R™*", a seguinte identidade é ver-
dadeira:

GUI-KG) '=I-GK)'G. O
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PROVA Das matrizes bloco da primeira linha e da segunda colunauwtaseatjuacdes do
Lema B.0.17, podemos fazer

I &

(I-GK)" —-GUI-KG)™!
K I !

~-K(I-GK)"" (I-KG)
(I-GK)™' —(I-GK)'G
—-C(I-GK)'" (I-KQG)
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