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RESUMO

UMA SISTEMATIZAÇÃO DA ESTIMAÇÃO POR PONTOS SIGMA

Autor: Henrique Marra Menegaz

Orientador: Prof. João Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Coorientador: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, 05 de agosto de 2011

Assim como no caso de outros sistemas reais, a filtragem linear não é capaz de prover

boas estimativas de estados de foguetes e, portanto, filtrosnão-lineares se fazem necessários.

Entre esses, uma classe que tem se mostrado promissora é a dosfiltros de Kalman unscented.

No entanto, observa-se na literatura que há diversas definições desses filtros. Em vista disso,

este trabalho propõe uma sistematização teórica dos filtrosde Kalman unscented.

Extensões tanto para as representações de pontos sigma quanto para a Transformada

Unscented foram feitas. Além de conter todos os filtros de Kalman unscented já existentes

na literatura, a sistematização proposta permite identificar que alguns destes filtros unscented

contêm erros e inconsistências e permite, também, gerar novos filtros.





ABSTRACT

A SISTEMATIZATION OF THE SIGMA POINTS ESTIMATION

Author: Henrique Marra Menegaz

Supervisor: Prof. João Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Co-advisor: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, 05th August 2011

As for other real systems problems, the linear filtering is not able to provide good estimatives

of rockets’ states and, therefore, nonlinear filters are necessary. Among these, a class that

has been showing promising is the unscented Kalman filters one. However, it can be seen

in the literature that there are diverse definitions of thesefilters. For this reason, this work

proposes a theoretical sistematization of the unscented Kalman filters.

Extensions for both the sigma point sets and the Unscented Transform have been done.

Beyond the fact the proposed sistematization contains all the unscented Kalman filters of

the literature, it allows us to identify that some of these unscented filters contain errors and

inconsistencies and allows, also, to generate new filters.
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1 INTRODUÇÃO

Dentro da linha de pesquisa do LARA (Laboratório de Robóticae Automação do De-

partamento de Engenharia Elétrica da Universidade de Brasília) na área aero-espacial, um

problema importante é o rastreamento de foguetes. Ele geralmente é dividido em três fases:

a impulsão (do inglês "boost"), a balística (do inglês "ballistic") e a reentrada (do inglês

"reentry"). A impulsão dura do lançamento até o corte da aceleração e consiste na fase em

que o foguete está na endo-atmosfera. A balística é a fase em que o foguete atinge a exo-

atmosfera e dura até que o foguete volte à atmosfera. A reentrada começa quando o arrasto

da atmosfera se torna considerável e dura até o impacto. Em geral todas essas três fases são

descritas com modelos não-lineares[1].

Portanto, para que possa ser feito o rastreamento de foguetes, é preciso que técnicas

de filtragem não-linear sejam implementadas. São várias as técnicas de estimação não-linear

que há: Filtro de Kalman Estendido ([2, 3]), filtros de segunda ordem [4, 5, 6], filtros soma de

gaussianas [7, 8, 9], filtros unscented [10, 11, 12, 13], filtros de partículas [14, 15, 16, 17, 18],

filtros robustos [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25], filtrosH∞ [26, 27, 28, 29, 30], filtros de múltiplos

modelos [31, 19, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43],entre outros.

Entre esses, destacamos em primeiro lugar o Filtro de KalmanEstendido (FKE), pois

é utilizado em um grande número de aplicações tais como rastreamento de foguetes [44],

ratreamento de satélites [45], estimação de atitude [46, 47], robótica aérea[48],Simulta-

neous Localization and Mapping(SLAM) [49, 50, 51, 52, 53], rastreamento de veículos

terrestres [54], motores de indução [55], estimação de frequência de sinais harmônicos não-

estacionários [56, 57], próteses biomédicas [58, 59], estimação da temperatura de fornalhas

industriais [60], estimação de sistemas hidroestáticos [61], localização "indoor"via wireless

[62], estimação da carga de baterias [63], estimação de insulina do plasma corporal [64],

eletroencefalografia [65]. O FKE é obtido pelo truncamento de primeira ordem das séries de

Taylor das funções do modelo dinâmico.

Vários filtros foram propostos procurando melhorar aspectos computacionais relativos

ao FKE. Uma classe desses é a dos filtros de segunda ordem que são obtidos mediante o

truncamento de segunda ordem das séries de Taylor das funções. Isso acarreta um incremento

tanto no custo computacional, quanto na qualidade da estimativa quando comparados com o

FKE.

Outra classe de estimação não-linear que procura melhorar as estimativas em relação

ao FKE é a dos filtros de sistemas hibridos. Na aplicação dessetipo de filtro, o modelo

do sistema dinâmico é dividido em modelos mais simples. Assim, os filtros híbridos têm

a característica de fazer a junção das estimativas geradas por cada um desses modelos. No

entanto, embora os filtros híbridos sirvam para modelar um sistema mais complexo em outros

1



mais simples, muitas vezes esses modelos ainda serão não-lineares, de modo que, nesses

casos, ainda será necessária a utilização de outros filtros não-lineares.

Uma outra alternativa com relação ao FKE é o Filtro de Kalman Unscented (FKU), que é

obtido por meio da aproximação das distribuições de probabilidade - e não pela aproximação

das funções, como nos casos dos filtros Estendido e de segundaordem - por conjuntos de

pontos ponderados [13].

Com efeito, os FKUs têm se mostrado bastante promissores. Emmuitas aplicações, têm

se percebido o melhor desempenho dos FKUs em relação aos FKEs, como em estimação

de foguetes [44], estimação da carga de baterias [63], estimação de frequência de sinais har-

mônicos não-estacionários [57], estimação de insulina do plasma corporal [64], estimação da

localização de satélites [66], processos de fermentação [67], eletroencefalografia [65], ras-

treamento de alvos em manobra [68, 69], treinamento de redesneurais [70], comportamento

de mercado [71], localização de robô por visão [72], rastreamento "indoor"[73], SLAM vi-

sual [74], estimação de altitude [75, 76], SLAM [77, 78], robótica aérea [79], motores [80].

Esse melhor desempenho dos FKUs em relação aos FKEs pode ser explicado, em grande

parte, pelos seguintes fatos [13, 81]:

• O esforço computacional FKU é da mesma ordem do FKE enquanto fornece estimati-

vas comparáveis às dos filtros de segunda ordem.

• O FKE tem a necessidade de calcular a cada iteração as matrizes jacobianas das

funções. No FKU as estimativas são calculadas diretamente sem a necessidades das

jacobianas.

Entretanto, observamos também que os valores dos pontos sigma, de seus respectivos

pesos e de sua quantidade são atribuídos de formaad hoc.

Ademais, notamos que existem várias definições de filtros de Kalman unscented na liter-

atura, como os simétricos de Julier ([82, 10, 12, 13]) - que são os mais usados -, o reduzido de

[83], o esférico reduzido de [84], o escalado de [85] e o filtroraiz quadrada de [86]. Verifica-

se, ainda, que algumas definições não são consistentes, comonos casos do filtro unscented

mínimo de [83] e do esférico reduzido de [84] (conforme apresentamos na seção 2.4).

Buscando uma justificação formal das técnicas existentes, assim como uma unificação

dos diversos filtros, temos como objetivo deste trabalho a sistematização da teoria de esti-

mação por pontos sigma.

Como uma consequência dessa sistematização, obtivemos o primeiro filtro de Kalman

unscented consistente constituído do menor número de pontos sigma possível - n+1-(vide

seção 2.4). Esse filtro é particularmente vantajoso em dois casos: (1) quando se utiliza

alguma técnica de estimação de múltiplos modelos em que maisde um filtro de Kalman está

sendo utilizado, visto que isso implica em um aumento do custo computacional; (2) quando a
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plataforma de implementação do filtro é embarcada e, em consequência, dispõe-se de poucos

recursos computacionais.

Uma vez que na literatura existe uma confusão dos conceitos de conjunto de pontos

sigma, transformada unscented (TUs) e o filtro unscented - por exemplo, [87] chama de

Transforma Unscented a aproximação de uma variável aleatória, [88, 89] chamam de Trans-

formação Unscented a aproximação de uma densidade de probabilidade conjunta por uma

gaussiana conjunta e [90] chama de filtro unscented os conjuntos de pontos sigma - estab-

elecemos, nesta dissertação, definições claras para estes conceitos. Com efeito, um conjunto

de pontos sigma é a aproximação da distribuição de uma variável aleatória por um conjunto

de pontos ponderados (seção 3.2) . Uma TU é uma aproximação dadistribuição de probabil-

idade conjunta de duas variáveis aleatórias, sendo que uma éo resultado da transformação

da outra (seção 5.1 ). Um FKU se utiliza de uma TU de forma recursiva tanto na função de

processo quanto na função de medição de um sistema dinâmico (capítulo 6).

Assim, faremos primeiro o estudo dos conjuntos de pontos sigma para depois fazermos

nossa definição de Transformação por Pontos Sigma e finalmente chegarmos aos Filtros de

Kalman por Pontos Sigma.

1.1 CONTRIBUIÇÕES DESTA DISSERTAÇÃO

As contribuições desta dissertação são:

1. Sistematização de todos resultados envolvendo os filtrosde kalman unscented. De

modo mais concreto, propomos:

(a) o conceito deσ-representação, que é capaz de englobar todos os conjuntos de

pontos sigma até então propostos e de proporcionar dois novos (Definição 3.2.1,

seção 3.2);

(b) a definição da Transformação por Pontos Sigma, que é um caso geral das trans-

formadas unscented presentes na literatura (Definição 3.2.1, seção 5.1);

(c) a definição da Transformação por Pontos Sigma Escalada, que é um caso geral

da Transformada Unscented Escalada (Definição 5.2.1, seção5.2);

(d) o Filtro de Kalman Unscented por Pontos Sigma Aumentado (Algoritmo 6.1.1,

seção 6.1) e o Filtro de Kalman Unscented Aditivo (Algoritmo6.1.3, seção 6.1),

que são casos gerais, respectivamente, dos filtros de Kalmanunscented aumenta-

dos e dos filtros de Kalman unscented aditivos;

(e) o Filtro de Kalman Unscented por Pontos Sigma Aumentado Escalado (Algo-

ritmo 6.1.2, seção 6.1) e o Filtro de Kalman Unscented Aditivo Escalado (Al-

goritmo 6.1.4, seção 6.1), que são casos gerais, respectivamente, dos filtros de
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Kalman unscented aumentados escalados e dos filtros de Kalman unscented adi-

tivos escalados;

(f) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada (FKPSRQ, Algoritmo 6.2.1,

seção 6.2) do qual o Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadradaproposto por

Merwe deriva como um particular (seção 6.2).

2. Como corolários daσ-representação, obtivemos:

(a) aσ-representação Simétrica Mínima (Teorema 4.1.1, seção 4.1). Como corolário

desta, obtivemos aσ-representação Simétrica Mínima Homogênea (Corolário

4.1.1, seção 4.1), com o qual o conjunto de pontos sigma simétrico, que é o

mais utilizado na literatura, é equivalente. Para isso, mostramos que o menor

número de pontos simétricos é2n (Lemma 4.1.2, seção 4.1 ) - ou2n + 1 para o

menor número de pontos ímpar .

(b) aσ-representação Mínima (Teorema 4.2.2, seção 4.2.2).

(c) aσ-representação Mínima Particular (Teorema 4.2.1, seção 4.2), que foi publi-

cada na50th IEEE Conference on Control and Decision Conference2011 [91]

(em anexo).

3. Mostramos inconsistências relativas ao conjunto de pontos sigma mínimo de [83] e

ao conjunto de pontos sigma esférico reduzido de [84] (vide,respectivamente, seções

2.4.1.2 e 2.4.1.3).

4. Mostramos que uma das duas formas da transformada unscented escalada - que é a

mais utilizada - propostas em [85] é, na verdade, mais restritiva do que é apresentada.

De fato, ela só pode ser utilizada quando o conjunto de pontossigma tem um dos

pontos igual à média (vide seção 2.4.2).

5. Como corolários do Filtro de Kalman Unscented por Pontos Sigma Escalado Aumen-

tado e do Filtro de Kalman Unscented Escalado Aditivo, obtivemos:

(a) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado Simétrico Mínimo

(Corolário 6.1.2, seção 6.1) e o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Es-

calado Simétrico Mínimo (Corolário 6.1.4, seção 6.1). Comocorolários destes,

obtivemos o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado Simétrico

Mínimo Homogêneo (Corolário 6.1.3, seção 6.1) e o Filtro de Kalman por Pontos

Sigma Aditivo Escalado Simétrico Mínimo Homogêneo (Corolário 6.1.5, seção

6.1) dos quais o Filtro de Kalman Unscented Aumentado (FKUAu) e o Filtro de

Kalman Unscented Aditivo (FKUAd), respectivamente, são casos particulares.

(b) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado Mínimo (Corolário

6.1.6, seção 6.1) e o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Mín-

imo (Corolário 6.1.7, seção 6.1)
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(c) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado Mínimo Particular

(Corolário 6.1.8, seção 6.1) e o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Es-

calado Mínimo Particular (Corolário 6.1.9, seção 6.1) .

6. Como corolários do Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada (FKPSRQ),

obtivemos:

(a) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico Mínimo (Corolário

6.2.1, seção 6.2). Como corolário deste, obtivemos o o Filtro de Kalman por

Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico Mínimo Homogêneo (Corolário 6.2.2,

seção 6.2), com o qual o Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada proposto

por Merwe é equivalente.

(b) o o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mínimo(Corolário 6.2.3,

seção 6.2).

(c) o Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mínimo Particular (Corolário

6.2.4, seção 6.2).

Ao longo do período de mestrado, foram abordados vários aspectos relativos a esti-

mação não-linear, desde aspectos teóricos como de implementação. Inicialmente, tratamos

do problema da estimação dos estados de um novo foguete a propulsão híbrida. Para isso,

construímos uma plataforma de aquisição de dados utilizando um microcontrolador de ar-

quitetura ARM7. Essa proposição do foguete a propulsão híbrida foi publicado em [92] no

13oCongresso de Engenharia e Ciências Térmicas (em anexo).

Uma vez que o rastreamento de foguetes envolve várias fases distintas, procuramos

aplicar técnicas de estimação não-linear de múltiplos modelos, o que resultou no artigo [31]

publicado na49th IEEE Conference on Control and Decision Conference2010 (em anexo).

Esse artigo propõe um novo filtro recursivo em estimação de múltiplos modelos em que se

desenvolve de forma mais completa a árvore de hipóteses dos estados e, além disso, a ma-

triz de saltos markovianos não é conhecidaa priori. Ela é também estimada. OInteracting

Multiple Filter (IMM), filtro de muito sucesso na literatura, é um caso particular do filtro

proposto em [31].

Depois, percebemos a necessidade de uma técnica de filtragemque exigesse pouco es-

forço computacional,visto que poderíamos ter uma plataforma embarcada no foguete [83,

84]. Tal problema nos levou, posteriormente, à Transformada Unscented, sobretudo, ao caso

do conjunto de pontos reduzidos. Como resultado disso, publicamos o artigo [91] na50th

IEEE Conference on Control and Decision Conference2011 (em anexo), cujo objeto é a

σ-representação Mínima Particular (Teorema 4.2.1, seção 4.2).
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1.2 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

Este trabalho está disposto da seguinte maneira:

• O Capítulo 2 apresenta definições básicas da teoria vetorização, das derivadas ma-

triciais e de variáveis aleatórias de estimação. No final do capítulo, há, de maneira

introdutória, uma apresentação da filtragem por filtros de Kalman e da filtragem de

Kalman Unscented;

• O Capítulo 3 apresenta nossa forma geral dos conjuntos de pontos sigma: aσ -

representação. Como motivação, há, no início do capítulo, uma introdução de esti-

mação e filtragem estocásticas;

• O Capítulo 4 apresenta asσ-representações particulares para os casos de menor con-

junto de pontos sigma simétrico e menor conjunto de pontos sigma;

• O Capítulo 5 apresenta as definições para a Transformada Unscented e para a Trans-

formada Unscented Escalada;

• O Capítulo 6 apresenta os resultados relativos aos filtros deKalman por pontos sigma;

• O Capítulo 7 apresenta dois exemplos simulados;

• O Capítulo 8 apresenta as conclusões da dissertação e algumas sugestões de trabalhos

futuros;

• O Apêndice A apresenta resultados com à relação variáveis aleatórias;

• O Apêndice 2.2 apresenta resultados relativos à Algebra Linear.
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2 PRELIMINARES

2.1 CÁLCULO MATRICIAL

Neste capítulo pretendemos expor resultados importantes de Cálculo Matricial. No en-

tanto, precisaremos, previamente, apresentar resultadospreliminares da teoria do produto de

Kronecker e da vetorização.

O produto de Kronecker é um operador que transforma duas matrizes de ordemm× n e

p× q em uma de dimensãomp× nq:

Definição 2.1.1 (Produto de Kronecker [93, 94]).Sejam as matrizesA = (aij) ∈ ℜm×n e

B ∈ ℜp×q, o produto de Kronecker de A e Bé o operador matricial que produz a matriz

C ∈ ℜmp×nq da seguinte forma:

C =




a11B . . . a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


 .

O produto de Kronecker será representado por⊗ e será utilizado assim:

C = A⊗ B. �

Note que enquanto o produto matricialAB exige um número igual de linhas deB e de

colunas eA, o produto de Kronecker é definido para qualquer par de matrizesA eB [94].

Definição 2.1.2 (Vetorização [94]).Seja a matrizA ∈ ℜm×n e A∗j a suaj-ésima coluna,

o operador de vetorizaçãodeA, cuja notação serávec(A), gera um vetor de dimensãomn

da seguinte forma:

vec (A) =




A∗1

A∗2
...

A∗n




. �

Note que a vetorização é definida para qualquer matrizA, de modo que não exige que

ela seja quadrada. Além disso, note também a igualdadevec(A) = vec(B) não implica em

A = B.

Agora que vimos o produto de Kronecker, a vetorização e algumas de suas propriedades,

partamos para a exposição da teoria do cálculo matricial utilizada neste trabalho.

Ainda não há na literatura uma padronização da teoria de cálculo matricial. De fato,

observa-se duas grandes vertentes, que se diferenciam substancialmente na definição da
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derivada de um vetor por um escalar: uma parte da bibliografiadefine a derivada de um

vetor coluna em relação a um escalar como um vetor linha composto pelas derivadas par-

ciais, como pode ser visto em [95]; a outra parte, por outro lado, define a derivada de um

vetor coluna em relação a um escalar como um vetor coluna composto pelas derivas parciais,

como pode ser visto em [94, 96, 93, 97, 98]. Neste trabalho adotaremos a segunda definição.

2.1.1 Derivada de função de matriz

Definição 2.1.3 (Derivada de uma função vetorial em relação aum vetor [93, 98]). Sejam

o vetorx = [x(1) · · ·x(n)] ∈ ℜn e a função vetorialf : ℜn 7→ ℜm, a derivada def em re-

lação ax é a matriz∂f(x)
∂x

de dimensãom× n cujo termo dai-ésima linha ej-ésima coluna,(
∂f(x)
∂x

)

ij
, coluna é

(
∂f(x)

∂x

)

ij

,
∂f(x)i
∂xj

. �

Por essa definição, resulta diretamente que no caso particular em quex for um escalar,
∂f(x)
∂x

será um vetor coluna e, no caso em quef(x) for escalar ex um vetor coluna,∂f(x)
∂x

será

um vetor linha.

Até agora, temos a definição da derivada de um vetor em relaçãoa outro. Além disso, já

definimos a ferramenta matemática que transforma uma matrizem um vetor: a vetorização.

Nossa proposta para a definição da derivada de uma matriz em relação a outra será, portanto,

uma conjugação desse operador com a idéia utilizada para a definição da derivada entre

vetores.

Definição 2.1.4 (Derivada de uma função matricial em relaçãoa uma matriz [93]). Sejam

a matrizX ∈ ℜn×q e a função matricialF : ℜn×q 7→ ℜm×p, a derivada deF em relação a

X é a matriz∂F (x)
∂X

de dimensãomp× nq tal que

∂F (x)

∂X
,

∂vec (F (X))

∂vec (X)
. �

2.1.2 Série de Taylor

O último resultado em relação ao cálculo matricial que nos é necessário é o da Série de

Taylor para funções vetoriais. Entretanto, antes de irmos diretamente a esse resultado, vamos

antes definir um operador que nos ajudará no manuseio da série.

Definição 2.1.5 (O operadorΨα
X,c

f ). 1 Sejam os vetoresX =
[
x(1) · · ·x(n)

]T ∈ ℜn e c =
[
c(1) · · · c(n)

]T ∈ ℜn e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm, comm ∈ N
∗e n ∈ N

∗, o operador

Ψα
X,cf , comα ∈ N

∗, é tal que

1Modificado do operadorDk
xf de [13] e de [98].
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Ψα
X,cf ,

n∑

i1,...,iα=1

(
x(i1) − c(i1)

)
· · ·
(
x(iα) − c(iα)

) ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=c

. �

Definido o operador, vamos apresentar a série de Taylor para funções vetoriais. Esse re-

sultado encontra-se, fundamentalmente, em [98], Capítulo1, Seção1.3, página23, equação

(1.89) ; em [12], Apêndice II, página482, equação(10); em [85], Seção2, página3, equação

(2); e em [13], Seção II, página403, equação(3). O lema que propomos reúne esses resul-

tados e acrescenta uma condição de diferenciabilidade paraa funçãof .

Lema 2.1.1 (Série de Taylor para funções vetoriais [13, 98]). Sejam o vetorX ∈ ℜn, a

funçãof : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk e o pontoc ∈ ℜn, f(X) pode ser escrito da

seguinte forma:

f(X) = f(c) +
Ψ1

X,cf

1!
+

Ψ2
X,cf

2!
+ · · ·+

Ψk
X,cf

k!
+Rkf,

no qual

Rkf =
Ψk+1

X,τ f

(k + 1)!
,

em queτ = c+ δ(X − c), comδ ∈ (0, 1). �

2.2 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Nesta seção expomos algumas definições com relação à variáveis aleatórias que serão

importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

2.2.1 Momentos de uma variável aleatória

Definição 2.2.1 (Valor Esperado).SejamX ∈ ℜn um vetor aleatório de função densidade

de probabilidadepX(•) e a funçãof : ℜn 7→ ℜm , o valor esperado def{X}, E{f(X)}, é

E{f(X)} :=

∫ ∞

−∞
f{x}pX(x)dx �

Definição 2.2.2 (Média de uma variável aleatória).Seja a variável aleatóriaX ∈ ℜn, a

média deX, X̄ é

X̄ := E {X} . �
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Definição 2.2.3 (Matriz de covariância de uma variável aleatória). Seja a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄, a matriz de covariância deX, PXX , é

PXX := E
{(

X − X̄
) (

X − X̄
)T}

. �

Definição 2.2.4 (Momentos centrais escalares).2 Seja a variável aleatóriaX ∈ ℜn de mé-

dia X̄, ex(i) a suai-ésima componente escalar, ok-ésimo momento escalar deX referente

a x(i1), . . . , x(ik), Mk
x(i1),...,x(ik), é

Mk
x(i1),...,x(ik) := E

{(
x(i1) − x̄(i1)

)
· · ·
(
x(ik) − x̄(ik)

)}
. �

Definição 2.2.5 (Skewness de uma variável aleatória ).3 Seja a variável aleatóriaX ∈ ℜ
de médiaX̄, a skewnwess deX é o seu momento central de ordem 3. �

Definição 2.2.6 (Coskewness de uma variável aleatória ).4 Seja a variável aleatóriaX ∈
ℜn de médiaX̄, ascoskewnwess deX são os terceiros momentos centrais escalares deX.�

Definição 2.2.7 (Matriz de coskewness de uma variável aleatória ). 5 Seja a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄, a matriz de coskewnwess deX é matrizP 3
X de ordemn2 × n cujo

termo dai-ésima linha ej-ésima coluna é dado por:

(
P 3
X

)
ij
:= M3

x(l1)x(l2)x(j),

em quei = l1l2. �

Lema 2.2.1 (Matriz de coskewness de uma variável aleatória). 6 Seja a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄ a sua matriz de coskewnessP 3
X pode ser escrita na seguinte forma:

P 3
X := E

{(
X − X̄

) (
X − X̄

)T ⊗
(
X − X̄

)}
. �

Definição 2.2.8 (Kurtosis de uma variável aleatória ).7 Seja a variável aleatóriaX ∈ ℜ
de médiaX̄, a kurtosis deX é o seu momento central de ordem 4. �

Definição 2.2.9 (Cokurtosis de uma variável aleatória ).8 Seja a variável aleatóriaX ∈
ℜn de médiaX̄, ascokurtosis deX são os quartos momentos centrais escalares deX. �

2modificado de [97].
3Modificado de [97].
4Modificado de [97].
5Modificado de [97].
6[97].
7Modificado de [97].
8Modificado de [97].
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Definição 2.2.10 (Matriz de Cokurtosis de uma variável aleatória ). 9 Seja a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄, a matriz de cokurtosis deX é matrizP 4
X de ordemn2×n2 cujo termo

da i-ésima linha ej-ésima coluna é dado por:

(
P 4
X

)
ij
:= M4

x(l1)x(l2)x(l3)x(l4)
,

em quei = l1l2 e j = l3l4. �

Lema 2.2.2 (Matriz de Cokurtosis de uma variável aleatória). 10 Seja a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄ a sua matriz de cokurtosisP 4
X pode ser escrita na seguinte forma:

P 4
X := E

{(
X − X̄

) (
X − X̄

)T ⊗
(
X − X̄

)
⊗
(
X − X̄

)}
. �

2.2.2 Momentos de um conjunto de amostras

Do mesmo modo que temos as definições de momentos para variáveis aleatórias, também

podemos fazer definições análogas para conjuntos de amostras.

Definição 2.2.11 (Média amostral [13, 98]).Seja{Xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N , comN ∈
N, um conjunto de amostras(Xi) e pesos (wi) da variável aleatóriaX ∈ ℜn, n ∈ N

∗, a

média amostral de{Xi, wi}, ηXi
, é

ηXi
:=

N∑

i=0

wiXi �

Definição 2.2.12 (Matriz de covariância amostral).11 Seja{Xi,wi}, i = 0, 1 ,2 ,. . . , N ,

comN ∈ N, um conjunto de amostras(Xi) e pesos (wi) de média amostralηXi
da variável

aleatóriaX ∈ ℜn, n ∈ N
∗, a matriz de covariância amostral de{Xi, wi}, ΣXiXi

, é

ΣXiXi
:=

N∑

i=0

wi

(
Xi − ηXi

) (
Xi − ηXi

)T
�

Definição 2.2.13 (Momentos centrais escalares amostrais).Seja{xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . .

, N , comN ∈ N, um conjunto de amostras(xi) e pesos (wi) de média amostralηxi
da

variável aleatóriax ∈ ℜ, o k-ésimo momento central amostral de{xi, wi}, µk
xi

, é

µk
xi
:=

N∑

i=0

wi

(
xi − ηxi

)k
�

9Modificado de [97].
10[97].
11[13, 98].
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Definição 2.2.14 (Momentos centrais cruzados amostrais).Seja{Xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N ,

comN ∈ N, um conjunto de amostras(Xi) e pesos (wi) de média amostralηXi
da variável

aleatóriaX ∈ ℜn, n ∈ N
∗ e sejamx(1)

i , . . . , x
(n)
i as componentes escalares da amostraXi

tal que

Xi =




x
(1)
i

x
(2)
i
...

x
(n)
i




ok-ésimo momento central escalar cruzadox(j1)
i , . . . , x

(jk)
i amostral de{xi, wi},µk

x
(j1)
i ,...,x

(jk)
i

,

é

µk

x
(j1)
i ,...,x

(jk)
i

,

N∑

i=0

wi

(
x
(j1)
i − η(j1)xi

)
· · ·
(
x
(jk)
i − η(jk)xi

)
�

Como definimos os momentos amostrais acima, podemos também,em analogia às var-

iáveis aleatórias, definir o valor esperado amostral:

Definição 2.2.15 (Esperança amostral).Seja{Xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N , comN ∈ N,

um conjunto de amostras(Xi) e pesos (wi), e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜn,a esperança

amostral def (Xi), Ξ {f (Xi)}, é

Ξ {f (Xi)} :=
N∑

i=0

wif (Xi). �

Corolário 2.2.1 (Momentos centrais amostrais).Seja{Xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N , com

N ∈ N, um conjunto de amostras(Xi) e pesos (wi), de média amostralηXi
,as seguintes

igualdades são verdadeiras:

1.

ηXi
= Ξ {Xi} ;

2.

ΣXiXi
= Ξ

{(
Xi − ηXi

) (
Xi − ηXi

)T}
;

3.

µk
xi
= Ξ

{(
xi − ηxi

)m}
;

4.

µk

x
(j1)
i ,...,x

(jk)
i

= Ξ
{(

x
(j1)
i − η

(j1)
Xi

)
· · ·
(
x
(jk)
i − η

(jk)
Xi

)}
. �
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2.3 FILTRO DE KALMAN

Agora que colocamos as transfomadas que há na literatura, queremos expor os filtros de

Kalman unscented que existem. Vamos aqui relembrar o Filtrode Kalman (para sistemas

lineares) e o Filtro de Kalman Estendido - que é uma outra forma sub-ótima de filtragem

não-linear - para depois apresentarmos os filtros de Kalman unscented.

A filtragem recursiva (de tempo discreto) se dá quando modelamos um vetor de estado

xk ∈ ℜnque se desenvolve de acordo com uma função

xk = f (xk−1, qk, k) , (2.1)

juntamente quando medidas são feitas medidasyk ∈ ℜm que se relacionam com o vetor de

estado a partir da função

yk = h (xk, rk, k) , (2.2)

em queqk ∈ ℜq é um ruído de processo erk ∈ ℜr é o ruído de medição. A funçãof (•) é

conhecida como função de processo e a funçãoh (•) como função de medição.

Essa filtragem consiste em obter estimativas do estadoxk à medida que novas medidas

yk ficam disponíveis. No caso da filtragem recursiva bayesiana,toda a filtragem parte do

conhecimento de um certo estado a priori, ao qual geralmentese dá o índice de tempok = 0.

De um modo geral, ela tem o objetivo de fornecer a cada instante de tempok, um valor

dex̂k (estimativa da média dexk) e deP̂ k
XX (estimativa da matriz de covariância dexk).

De modo mais estrito, a filtragem bayesina se dá quando da formulação do problema de

filtragem mediante a aplicação de modo recursivo da fórmula de Bayes que relaciona uma

distribuiçãoa priori com umaa posteriori. No entanto, por não ser o fim deste trabalho,

colocamos nesse termos a filtragem recursiva bayesiana, visto que o que aqui foi descrito é

uma consequência da aplicação da fórmula de Bayes.

2.3.1 Filtro de Kalman para sistemas lineares

Aqui pretendemos expor o esquema geral das equações do filtrode Kalman. Nossa

intenção não é dar aqui uma prova rigorosa desse filtro, vistonão ser esse o objetivo deste

trabalho. Queremos apenas chegar às equações características e às idéias mais basilares da

filtragem por filtro de Kalman, para que possamos, posteriormente, estendê-las à filtragem

não-linear e, de modo especial, ao Filtro de Kalman Unscented.

O Filtro de Kalman é o estimador ótimo para o caso em que o sistema (2.1)-(2.2) é linear

(vide [2], [99], [3] e [100]). De fato, considere que (2.1)-(2.2) possa ser escrito da seguinte

forma

xk = Akxk−1 +Bkqk, (2.3)
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yk = Ckxk + rk, (2.4)

em queqk ∼ N (0, Qk−1), erk ∼ N (0, Rk) são ruídos brancos gaussianos descorrelaciona-

dos. O Filtro de Kalman é o estimador ótimo de sistemas lineares tanto no sentido de que

minimiza o traço da matriz de covariância do vetor de estadoscomo no sentido de que max-

imiza a verossimilhança da função densidade de probabilidade (pdf)a posteriori(vide [2],

[99], [3] e [100]).

O algoritmo desse filtro pode ser escrito da seguinte maneira:

Algoritmo 2.3.1 (Filtro de Kalman). Considere o sistema(2.3)-(2.4)e suponha que no in-

stante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX , �

o Filtro de Kalmané composto das etapas de predição e de correção da seguinte forma:

1. Predição

x̂k|k−1 = Akx̂k−1, (2.5)

P̂
k|k−1
XX = AkP̂

k
XXA

T
k +Qk−1. (2.6)

2. Correção

Gk = P̂
k|k−1
XX CT

k

(
Rk + CkP̂

k|k−1
XX CT

k

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − Ckx̂k|k−1

)
, (2.7)

P̂ k
XX = (In −GkCk) P̂

k|k−1
XX (In −GkCk)

T +GkRkG
T
k . (2.8)

As equações (2.7)-(2.8), fornecem as estimativas desejadas. O termoGk é conhecido

comoGanho de Kalman.

2.3.2 Filtro de Kalman Estendido

O Filtro de Kalman fornece estimativas para os casos em que o sistema em questão é lin-

ear. No entanto, a solução para o caso em que as funçõesf (•) eg (•) de (2.1)-(2.2) são não-

lineares é intratável ou indisponível (seção 3.1.1) e alternativas subótimas são necessárias.

Uma alternativa bastante utilizada é o conhecido Filtro de Kalman Estendido (FKE).

Como o próprio nome sugere, esse filtro se utiliza da base de equações do Filtro de Kalman

para conseguir uma forma de estimativa aproximada. No caso particular do FKE, a técnica

de aproximação utilizada é a linearização, que é a aproximação da Série de Taylor tanto da

média quanto da matriz de covariância até à primeira ordem.

Também aqui a nossa intenção é apenas expor o algoritmo dessefiltro - por causa da

sua importância na literatura - para que possamos utilizar uma idéia análoga para o Filtro de

Kalman Unscented.
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Algoritmo 2.3.2 (Filtro de Kalman Estendido). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha

que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX ,

o Filtro de Kalman Estendidoé composto das etapas de predição e de correção da seguinte

forma:

1. Predição

Jxk−1,f :=
∂f (xk−1, qk, k)

∂xk−1

∣∣∣∣
xk−1=x̂k−1

,

x̂k|k−1 = f (x̂k−1, 0, k) , (2.9)

P̂
k|k−1
XX = Jxk−1,f P̂

k
XXJ

T
xk−1,f

+Qk−1. (2.10)

2. Correção

Jxk,h :=
∂h (xk, rk, k)

∂xk

∣∣∣∣
xk=x̂k|k−1

, �

Gk = P̂
k|k−1
XX JT

xk,h

(
Rk + Jxk,hP̂

k|k−1
XX JT

xk,h

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − h

(
x̂k|k−1, 0, k

))
, (2.11)

P̂ k
XX = (In −GkJxk,h) P̂

k|k−1
XX (In −GkJxk,h)

T +GkRkG
T
k . (2.12)

Definições de derivadas podem ser encontradas na seção 2.1.

2.4 FILTROS DE KALMAN UNSCENTED

Para uma melhor compreensão do que será exposto aqui, é importante que se tenha a

distinção entre os conjuntos de pontos sigma, as transformada unscented (TUs) e os filtros

de Kalman unscented. Com efeito, um conjunto de pontos sigmaé a aproximação da dis-

tribuição de uma variável aleatória por um conjunto de pontos ponderados (na seção 3.2

definiremos com maior precisão como se dá essa aproximação).Uma TU é, por sua vez,

uma aproximação da distribuição de probabilidade conjuntade duas variáveis aleatórias,

sendo que uma é o resultado da transformação da outra (na seção 5.1 faremos essa definção

com mais rigor). Um FKU se utiliza de uma TU de forma recursivatanto na função de

processo quanto na função de medição de um sistema dinâmico (faremos a formulação dos

FKUS de maneira mais precisa no capítulo 6).
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Assim, no caso, por exemplo, do Filtro de Kalman Unscented Simétrico, o conjunto de

pontos sigma é constituído pelo conjunto de pontos simétricos (que será apresentado logo a

seguir) e a transformada é constituído por dois conjuntos depontos: o conjunto de pontos

sigma (no caso o simétrico) e outro em que cada pontos é a transformação do conjunto de

pontos sigma simétrico.

Além disso, deve se ter em conta que cada FKU é apresentado em duas versões: uma

conhecida como aumentada e outra conhecida como aditiva. Naprimeira forma, a dimensão

do vetor de estados é aumentada pela dimensão dos ruídos, de modo que se possa considerar

estes de maneira não aditiva. Na segunda forma, esse aumentodo vetor de estados não é

feito e os ruídos são tratados de forma aditiva.

2.4.1 Filtros de KalmanUnscented: forma básica

2.4.1.1 Filtros de Kalman Unscented Simétricos

O grupo de autores que tem o mérito de apresentar e de dar os primeiros passos mais

sólidos no tema da Transformada Unscented é composto por S.J. Julier, J.K. Uhlmann e H.F.

Durrant-Whyte. Apesar de ser o primeiro filtro de kalman unscented proposto, o simétrico é

ainda muito utilizado - sobretudo na forma escalada, a qual será apresentada mais à frente.

Esse filtro simétrico tem a particularidade de possuir os seus pontos - salvo o ponto

situado na média - distribuídos simétricamente dois a dois em torno da média e os seus

pesos todos iguais - salvo o peso do ponto central. Conforme veremos mais à frente, essa

disposição de pontos e pesos permite que todos os momentos centrais amostrais ímpares

sejam iguais a zero o que torna esse conjunto uma boa escolha para a estimação de variáveis

aleatórias com densidade de probabilidade simétricas em torno da média, visto que estas

também possuem todos os seus momentos ímpares iguais a zero [13].

O Filtro de Kalman Unscented Simétricofoi o primeiro a ser apresentado na literatura.

Em particular, a forma simétrica foi sendo proposta de maneiras diferentes - mas equivalentes

- até que tomou sua forma final em2004. O primeiro trabalho dessa forma, que também

é o primeiro trabalho dos filtros unscented, é o de [10] em1995. Posteriormente, foram

propostos [11, 12] até que em2004 [13] esse filtro tomou a sua forma final.

Apresentamos a transformada unscented simétrica de [82] escrita no formato de lema12.

Esse lema, além de reproduzir o resultado, contém um elemento que completa o resultado

proposto: a inserção da condição de diferenciabilidade da função não-linear e a condição de

queκ 6= n, omitidas em [82].

Lema 2.4.1 (Transformada Unscented Simétrica de [82]).SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória

gaussiana de médiāX, matriz de covariânciaPXX e seja o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm difer-

enciável até ordemk que define a variável aleatóriaY tal queY := f(X) e seja, ainda, os

12Esse lema não se apresenta de forma explícita em [10].
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conjuntos de pontos e pesos{χi, wi} e{γi, wi|γi = f(χi)}, para i = 1, 2, ..., n, tal que

χ0 = X̄,

w0 =
κ

n+ κ

χi = X̄ +

(√
n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wi =
1

n+ κ
, (2.13)

χi+n = X̄ −
(√

n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wi+n =
1

n+ κ
,

em queκ ∈ ℜ eκ 6= −n, as afirmações abaixo são verdadeiras [82]:

1. {χi, wi} tem a média amostral (ηχ), a matriz covariância amostral (Σχχ) iguais àX̄

e aPXX respectivamente [82].

2. Cada momento central amostral de ordem ímpar de{χi, wi} é igual ao momento cen-

tral deX de mesma ordem que é igual a zero. O conjunto de pontos deχ1 a χ2n é o

menor conjunto de pontos que consegue esta aproximação [82].

3. A Série de Taylor da média amostral de{γi, wi} não difere da Série de Taylor da

média deY até a quarta ordem [82].

4. A Série de Taylor da matriz de covariância amostral de{γi, wi} não difere da Série

de Taylor da matriz de covariância deY até a quarta ordem[82].

5. o valor deκ não altera o primeiro, nem o segundo e nem o terceiro momento amostral

de(2.13)[82].

6. Paraκ = 3 − n, o quarto momento central de{χi, wi} é igual ao quarto momento

central deX[82].

7. Os coeficientes das Séries de Taylor da média amostral e da matriz de covariância

amostral de(2.13)progridem geometricamente com razão1
n+κ

. Portanto, seX for

qualquer distribuição simétrica, eκ for tal que0 < n + κ ≤ k, em que k é o valor

do quarto momento central deX, a aproximação por(2.13)será melhor que a aprox-

imação por linearização [82]. �

Em [10], Julier e Uhlmann publicam um novo trabalho no tema deestimação por pontos

sigma. Pouco inovativo em relação a [82], mas mais detalhado. Nesse trabalho, eles expõem

o resultado mediante um método um pouco diferente do utilizado em [82], visto que apre-

sentam antes a Transformada Unscented para depois mostrar ofiltro recursivo - o qual deram

o nome de filtro Unscented - que utiliza essa transformada.
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O resultado pode ser condensado no lema a seguir13.

Lema 2.4.2 (Transformada Unscented Simétrica de [10]).SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória

de médiaX̄, matriz de covariânciaPXX e simétrica14 em relação aX̄ e seja o mapeamento

f : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk que define a variável aleatóriaY tal que

Y = f(X),

e seja, ainda, os conjuntos de pontos e pesos{χi, wi} e {γi, wi|γi = f(χi)}, para i =

1, 2, ..., n, tal que

χ0 = X̄,

w0 =
κ

n + κ

χi = X̄ +

(√
n

1− w0

PXX

)

∗i
,

wi =
1

n + κ
, (2.14)

χi+n = X̄ −
(√

n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wi+n =
1

n + κ
,

em queκ ∈ ℜ eκ 6= −n, as afirmações abaixo são verdadeiras [10]:

1. {χi, wi} tem a média amostral (ηχ), a matriz covariância amostral (Σχχ) iguais àX̄

e aPXX respectivamente [10].

2. A Série de Taylor da média amostral de{γi, wi} não difere da Série de Taylor da

média deY até a segunda ordem [10].

3. A Série de Taylor da matriz de covariância amostral de{γi, wi} não difere da Série

de Taylor da matriz de covariância deY até a segunda ordem [10].

4. SeX for gaussiana, o valorκ = 3− n será uma boa escolha heurística [10].

5. Seκ < 0, a matriz de covariância amostral dos amostras transformadas pela função

f pode vir a ser não-positiva definida [10]. �

Temos uma crítica com relação a esse trabalho. Ele afirma que "o algoritmo serve para

qualquerescolha do modelo de processo"[10]. (grifo do autor). O que não é verdade. Como

veremos, a transformação só pode ser usada com funções diferenciáveis até, pelo menos, a

segunda ordem (vide Lema 5.1.2).

13Da mesma forma que na definição anterior, esse lema não se apresenta de forma explícita em [10].
14A definição de variável aleatória simétrica em relação a um certo ponto pode ser encontrada na definição

A.1.1.
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Em 2004 Julier publica [13] que que reúne os resultados até então desenvolvidos nessa

área - não apenas os conjuntos pontos simétricos, mas tambéma escalada, que veremos mais

a frente, e outros - e mostra a própria Transformada de uma maneira um pouco mais intuitiva

que nos trabalhos anteriores15.

Lema 2.4.3 (Transformada Unscented Simétrica).SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória

de médiaX̄, matriz de covariânciaPXX e simétrica16 em relação aX̄ e seja o mapeamento

f : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk que define a variável aleatóriaY tal queY :=

f(X) e seja, ainda, os conjuntos de pontos e pesos{χi, wi} e {γi, wi|γi = f(χi)}, para

i = 1, 2, ..., n, tal que

χ0 = X̄,

χi = X̄ +

(√
n

1− w0

PXX

)

∗i
,

wi =
1− w0

2n
, (2.15)

χi+n = X̄ −
(√

n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wi+n =
1− w0

2n
,

em quew0 ∈ ℜ ew0 6= 1, as afirmações abaixo são verdadeiras [13]:

1. {χi, wi} tem a média amostral (ηχ), a matriz covariância amostral (Σχχ) iguais àX̄,

a PXX respectivamente.

2. Cada momento central amostral de ordem ímpar de{χi, wi} é igual ao momento cen-

tral deX de mesma ordem.

3. A média amostral de{γi, wi} difere da média deY a partir da quarta ordem da série

de Taylor e apenas nos termos de ordem par.

4. A matriz de covariância amostral de{γi, wi} difere da matriz de covariância deY a

partir da segunda ordem da série de Taylor e apenas nos termosde ordem par. �

Apresentadas as transformadas unscented simétricas, exibiremos os algoritmos do fil-

tro de kalman unscented aumententado simétrico e do filtro dekalman unscented simétrico

aditivo utilizando a última forma da transformada unscented simétrica (a de [13]).

Algoritmo 2.4.1 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aumentado). Considere o sis-

tema(2.1)-(2.2)e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

15Mais uma vez, o lema abaixo não se encontra de modo explícito em [13].
16A definição de variável aleatória simétrica em relação a um certo ponto pode ser encontrada na definição

A.1.1.
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Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 .

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aumentadoé composto das etapas de predição e

de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Parai = 1, ..., na, na = n+ q + r, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e

seus pesoswi assim:

χ0,a
k−1 = x̂a

k−1,

χi,a
k−1 = χ0,a

k−1 +

[√
na

1− w0
P̂ k−1,a
XX

]

∗i
,

χi+na,a
k−1 = χ0,a

k−1 +

[√
na

1− w0

P̂ k−1,a
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2na
,

em que

χi,a
k−1 =




χi,x
k−1

χi,w
k−1

χi,v
k−1


 .

(c) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi,a
k|k−1 = χi,a

k−1

χi,x
k|k−1 = f

(
χi,x
k−1, χ

i,w
k−1, k

)
.

(d) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
2na∑

i=0

wiχ
i,x
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

2na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
.
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2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi,x
k−1, χ

i,v
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
2na∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

2na∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

2na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 2.4.2 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aditivo). Considere que o sis-

tema(2.1)-(2.2)pode ser escrito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Aditivoé composto das etapas de predição e de

correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

21



(b) Para i = 1, ..., n, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e seus pesoswi

assim:

χ0
k−1 = x̂k−1,

χi
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0
P̂ k−1
XX

]

∗i
,

χi+n
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0

P̂ k−1
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2n
,

(c) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.

(d) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
2n∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

2n∑

i=0

wi

(
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
2n∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

2n∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

2n∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �
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2.4.1.2 Filtros de Kalman Unscented Mínimo

Sabendo que o custo computacional de uma aproximação por pontos sigma é propor-

cional ao número deles ([84]), Julier e Ulhmann buscaram encontrar um algoritmo que uti-

lizasse a menor quantidade de pontos possível. Em resposta aisso, em [83] apresentaram

um algoritmo que, para uma variável aleatória de ordemn, utilizan+1 pontos sigma, que é

a menor quantidade de pontos sigma necessária (vide Nota 3.2.1 e [83, 84, 13]).

Esse novo algoritmo comporta a propriedade de, além de igualar a média e a covariância

da variável aleatória, minimizar os momentos de ordem3 ([83, 84, 13]). Podemos juntar

os resultados desse algoritmo no lema abaixo17. Vale apenar atentar para o fato de que

o algoritmo apresentado em [83] contém erro nos índicesjs, pois o casoj = 2 não está

contemplado.

Lema 2.4.4 (O Conjunto Reduzido de Pontos Sigma ([83])).SejaX ∈ ℜn uma variável

aleatória de médiāX = 0, matriz de covariânciaPXX = In e seja o mapeamentof : ℜn 7→
ℜm diferenciável até ordemk que define a variável aleatóriaY , Y := f(X), e seja, ainda, o

conjunto de pontosχn
i e pesoswi, parai = 0, 1, 2, ..., n+1, obtidos pelo seguinte algoritmo:

1. Escolha um valor paraw0, tal que0 ≤ w0 ≤ 1.

2. Calcule os pesos:

wi =





1−w0

2n
, para i = 1.

w1 , para i = 2.

2i−1w1 , para i = 2, . . . , n+ 1.

3. Inicie a seqüência de vetoresχj
i :

χ1
0 = [0].

χ1
1 =

[
− 1√

2w1

]
.

χ1
2 =

[
1√
2w1

]
.

4. Expanda a seqüência de vetores paraj = 2, . . . , n de acordo com

χj+1
i =






[
χj
0

0

]
, para i = 0;

[
χj
i

− 1√
2wj

]
, para i = 1, . . . , j;

[
0j
1√
2wj

]
, para i = j + 1.

17Este lema é uma composição nossa que busca reunir os resultados da transformada em questão
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as afirmações abaixo são verdadeiras [83]:

1. {χn
i , wi} tem a média amostral (ηχ), a matriz covariância amostral (Σχχ) iguais àX̄,

aPXX respectivamente;

2. Cada momento central amostral de ordem ímpar de{χn
i , wi} é igual ao momento

central deX de mesma ordem.

3. A média amostral da transformação de{χn
i , wi} difere da média deY a partir da

quarta ordem da série de Taylor e apenas nos termos de ordem par;

4. A matriz de covariância amostral da transformação de{χn
i , wi} difere da matriz de

covariância deY a partir da segunda ordem da série de Taylor e apenas nos termos

de ordem par;

5. {χn
i , wi} minimiza os momentos de terceira ordem deX. �

Para o caso de uma v.a.X∗de médiaX̄∗ 6= 0 de matriz de covariânciaPX∗X∗ 6= In, os

ponto sigmaχ∗
i v.a. são obtidos a partir da seguinte transformação [83]:

χ∗
i = X̄∗ + PX∗X∗χi. (2.16)

Este conjunto de pontos sigma contém dois problemas. Um é queele pode se tornar

numericamente instável para grandes valores den ( veja [84]). Com efeito, comow1 =
1−w0

2n

e como os outros valores dos pesos e dos pontos dependem dew1, grandes valores den farão

com que a exponencial2n adquira valores muito altos e, em consequência,w1 terá valores

muito pequenos, fato esse que poderá gerar problemas numéricos.

Outro problema é que nem a média, nem a matriz de covariância do conjunto de [83] são

iguais à média e à matriz de covariância, respectivamente, da v.a.a priori quandon é maior

que um. De fato paraj = 1(n = 2), teremos

χ2
0 =

[
χ1
0

0

]
=

[
0

0

]

χ2
1 =

[
χ1
1

− 1√
2wj

]
=

[
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]

χ2
2 =

[
0
1√
2w1

]
=

[
0
1√
2w1

]

Os pesos serão:

24



w1 =
1− w0

22
=

1− w0

4
,

w2 = w1,

w3 = 22w1 = 4w1.

Agora, vamos calcular a médiaµχ2 deχ2
i :

µχ2 = w0

[
0

0

]
+ w1

[
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
+ 4w1

[
0
1√
2w1

]

= w1

([
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
+ 4

[
0
1√
2w1

])

= w1

[
− 1√

2w1

3 1√
2w1

]

=
1− w0

4

[
− 1√

2w1

3 1√
2w1

]
.

Vamos calcular a matriz de covariânciaΣχ2χ2 deχ2
i :

Σχ2χ2 = w0

([
0

0

]
− µχ2

)([
0

0

]
− µχ2

)T

+ w1

([
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
− µχ2

)([
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
− µχ2

)T

+ 4w1

([
0
1√
2w1

]
− µχ2

)([
0
1√
2w1

]
− µχ2

)T

= w0µχ2µT
χ2 + w1

[
− 1√

2w1

− 1√
2w1

][
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]T
− w1

[
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
µT
χ2

− w1µχ2

[
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]T
+ w1µχ2µT

χ2

+ 4w1

[
0
1√
2w1

][
0
1√
2w1

]T
− 4w1

[
0
1√
2w1

]
µT
χ2

− 4w1µχ2

[
0
1√
2w1

]T
+ 4w1µχ2µT

χ2

= µχ2µT
χ2 (w0 + 5w1)

+ w1




[
− 1√

2w1

− 1√
2w1

][
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]T
+ 4

[
0
1√
2w1

][
0
1√
2w1

]T
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− w1

([
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
+ 4

[
0
1√
2w1

])
µT
χ2

− w1µχ2

([
− 1√

2w1

− 1√
2w1

]
+ 4

[
0
1√
2w1

])T

= µχ2µT
χ2 (w0 + 5w1)

+ w1

([
1

2w1

1
2w1

1
2w1

1
2w1

]
+ 4

[
0 0

0 1
2w1

])

− w1

[
− 1√

2w1

3 1√
2w1

]
µT
χ2

− w1µ

[
− 1√

2w1

3 1√
2w1

]T

= µχ2µT
χ2 (w0 + 5w1)

+ w1

[
1

2w1

1
2w1

1
2w1

5 1
2w1

]

− w1

[
− 1√

2w1

3 1√
2w1

]
µT
χ2

− w1µ

[
− 1√

2w1

3 1√
2w1

]T
.

Como era assumido que a v.a.a priori era de médiaX̄ = 0 e matriz de covariância

PXX = I, vemos que nem a média, nem a matriz de covariância são estimadas.

Expostos a transformação mínima e seus problemas, vamos apresentar o filtro de Kalman

unscented mínimo aumentado e o filtro de Kalman unscented mínimo aditivo.

Algoritmo 2.4.3 (Filtro de Kalman Unscented Mínimo Aumentado). Considere o sistema

(2.1)-(2.2)e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,
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P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 .

O Filtro de Kalman Unscented Mínimo Aumentadoé composto das etapas de predição e

de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor para0 ≤ w0 ≤ 1.

(b) Parai = 1, ..., na, na = n+ q + r, compute os pesos:

wi =






1−w0

2na , para i = 1.

w1 , para i = 2.

2i−1w1 , para i = 2, . . . , na + 1.

(c) Inicie a seqüência de vetoresχj,a,i
k−1:

χ1,a,0
k−1 = [0].

χ1,a,1
k−1 =

[
− 1√

2w1

]
.

χ1,a,2
k−1 =

[
1√
2w1

]
.

em que

χj,a,i
k−1 =




χj,x,i
k−1

χj,w,i
k−1

χj,v,i
k−1


 .

(d) Expanda a seqüência de vetores paraj = 2, . . . , n:

χj+1,a,i
k−1 =






[
χj,a,0
k−1

0

]
, para i = 0;

[
χj,a,i
k−1

− 1√
2wj

]
, para i = 1, . . . , j;

[
0(j+q+r)×1

1√
2wj

]
, para i = j + 1;

(e) Obtenha os pontos sigmaχi,a
k−1:

χi,a
k−1 = χn+1,a,i

k−1 .
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(f) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi,a
k|k−1 = χi,a

k−1

χi,x
k|k−1 = f

(
χi,x
k−1, χ

i,w
k−1, k

)
.

(g) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =

na∑

i=0

wiχ
i,x
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi,x
k−1, χ

i,v
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =

na∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

na∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 2.4.4 (Filtro de Kalman Unscented Mínimo Aditivo). Considere que o sistema

(2.1)-(2.2)pode ser escrito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,
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yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman Unscented Mínimo Aditivoé composto das etapas de predição e de

correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor para0 ≤ w0 ≤ 1.

(b) Parai = 1, ..., n compute os pesos:

wi =





1−w0

2n
, para i = 1.

w1 , para i = 2.

2i−1w1 , para i = 2, . . . , n+ 1.

(c) Inicie a seqüência de vetoresχj,i
k−1:

χ1,0
k−1 = [0].

χ1,1
k−1 =

[
− 1√

2w1

]
.

χ1,2
k−1 =

[
1√
2w1

]
.

(d) Expanda a seqüência de vetores paraj = 2, . . . , n:

χj+1,i
k−1 =






[
χj,0
k−1

0

]
, para i = 0;

[
χj,i
k−1

− 1√
2wj

]
, para i = 1, . . . , j;

[
0j×1

1√
2wj

]
, para i = j + 1.

(e) Obtenha os pontos sigmaχi
k−1:

χi
k−1 = χn,i

k−1.

(f) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.
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(g) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
n∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

n∑

i=0

wi

(
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =

n∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

n∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

n∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

2.4.1.3 Filtros de Kalman Unscented Reduzido Esférico

A aproximação de 2.4.1.2 tem o problema de comportar problemas de estabilidade numérica

por causa da distância dos pontos em relação à origem, que é proporcional a2n/2 [84]. Em

vista disso, Julier apresentou o Filtro de Kalman UnscentedReduzido Esférico que se utiliza

n + 2 pontos. O nome fica justificado pelo fato de que os pontos situam-se ou na origem ou

na hiperesfera de centro na origem e de raio proporcional a
√
n.

A Transformada desse filtro pode descrita no lema abaixo18:

18Este lema é uma composição nossa que busca reunir os resultados da transformada em questão
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Lema 2.4.5 (A Transformada Unscented Reduzida Esférica).SejaX ∈ ℜn uma variável

aleatória de médiāX = 0, matriz de covariânciaPXX = In e seja o mapeamentof : ℜn 7→
ℜm diferenciável até ordemk que define a variável aleatóriaY ,Y := f(X), e seja, ainda, o

conjunto de pontosχn
i e pesoswi, parai = 0, 1, 2, ..., n+1, obtidos pelo seguinte algoritmo:

1. Escolha um valor paraw0, tal que0 ≤ w0 ≤ 1.

2. Calcule os pesos:

wi =
1− w0

n+ 1
.

3. Inicie a seqüência de vetoresχj
i :

χ1
0 = [0].

χ1
1 =

[
− 1√

2w1

]
.

χ1
2 =

[
1√
2w1

]
.

Expanda a seqüência do vetores paraj = 2, . . . , n de acordo com

χj
i =






[
χj−1
0

0

]
, para i = 0;

[
χj−1
i

− 1√
j(j+1)w1

]
, para i = 1, . . . , j;

[
0j−1

1√
j(j+1)w1

]
, para i = j + 1.

as afirmações abaixo são verdadeiras [84]:

1. {χn
i , wi} tem a média amostral (ηχ), a matriz covariância amostral (Σχχ) iguais àX̄,

a PXX respectivamente.

2. Cada momento central amostral de ordem ímpar de{χn
i , wi} é igual ao momento

central deX de mesma ordem.

3. A média amostral da transformação de{χn
i , wi} difere da média deY a partir da

quarta ordem da série de Taylor e apenas nos termos de ordem par.

4. A matriz de covariância amostral da transformação de{χn
i , wi} difere da matriz de

covariância deY a partir da segunda ordem da série de Taylor e apenas nos termos

de ordem par. �
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Não apresentaremos a prova desse lema neste trabalho. O leitor que queria saber mais,

encontrará mais informações em [84]. Assim como para o conjunto de pontos de [83], para

o caso de uma v.a.X∗de médiaX̄∗ 6= 0 de matriz de covariânciaPX∗X∗ 6= In, os ponto

sigmaχ∗
i v.a. são obtidos da equação (2.16) [83].

O conjunto de pontos sigma esféricos de [84] não apresenta o problema de instabilidade

numérica que o conjunto de [83] contém. No entanto, ele tem o mesmo problema de que nem

a sua média nem a sua matriz de covariância são iguais à média eà matriz de covariância,

respectivamente, da v.a.a priori quandon é maior que um. Com efeito, paraj = 2(n = 2),

χ2
0 =

[
χj−1
0

0

]
=

[
0

0

]
,

χ2
1 =

[
χ1
1

− 1√
j(j+1)w

]
=

[
− 1√

2w

− 1√
6w

]
,

χ2
2 =

[
χ1
2

− 1√
j(j+1)w

]
=

[
1√
2w

− 1√
6w

]

χ2
3 =

[
0
1√

j(j+1)w

]
=

[
0
1√
6w

]

Os pesos serão:

w =
1− w0

n + 1
=

1− w0

3

Portanto, a médiaµχ2 deχ2
i será

µχ2 = w0

[
0

0

]
+ w

[
− 1√

2w

− 1√
6w

]
+ w

[
1√
2w

− 1√
6w

]
+ w

[
0
1√
6w

]

= w

([
− 1√

2w

− 1√
6w

]
+

[
1√
2w

− 1√
6w

]
+

[
0
1√
6w

])

= w

[
0

− 1√
6w

]
= −1 − w0

3

√
6
1− w0

3

[
0

1

]

= −1− w0

3

√
21− w0

[
0

1

]
,

que já mostra quēX 6= 0. Agora, vamos calcular a matriz de covariânciaΣχ2χ2 deχ2
i :

Σχ2χ2 = w0

([
0

0

]
− µχ2

)([
0

0

]
− µχ2

)T

+ w

([
− 1√

2w

− 1√
6w

]
− µχ2

)([
− 1√

2w

− 1√
6w

]
− µχ2

)T
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+ w

([
1√
2w

− 1√
6w

]
− µχ2

)([
1√
2w

− 1√
6w

]
− µχ2

)T

+ w

([
0
1√
6w

]
− µχ2

)([
0
1√
6w

]
− µχ2

)T

= w0µχ2µT
χ2

+ w

[
− 1√

2w

− 1√
6w

][
− 1√

2w

− 1√
6w

]T
+ wµχ2µT

χ2

− w

[
− 1√

2w

− 1√
6w

]
µT
χ2 − wµχ2

[
− 1√

2w

− 1√
6w

]T

+ w

[
1√
2w

− 1√
6w

][
1√
2w

− 1√
6w

]T
+ wµχ2µT

χ2

− wµχ2

[
1√
2w

− 1√
6w

]T
− w

[
1√
2w

− 1√
6w

]
µT
χ2

+ w

[
0
1√
6w

][
0
1√
6w

]T
+ wµχ2µT

χ2

− w

[
0
1√
6w

]
µT
χ2 − wµχ2

[
0
1√
6w

]T

=µχ2µT
χ2 (w0 + 3w)

+ w

[
− 1√

2w

− 1√
6w

][
− 1√

2w

− 1√
6w

]T
+ w

[
1√
2w

− 1√
6w

][
1√
2w

− 1√
6w

]T

+ w

[
0
1√
6w

][
0
1√
6w

]T

− w

[
− 1√

2w

− 1√
6w

]
µT
χ2 − w

[
1√
2w

− 1√
6w

]
µT
χ2 − w

[
0
1√
6w

]
µT
χ2

− wµχ2

[
− 1√

2w

− 1√
6w

]T
− wµχ2

[
1√
2w

− 1√
6w

]T
− wµχ2

[
0
1√
6w

]T

= µχ2µT
χ2 (w0 + 3w)

+ w

[
1
2w

1√
12w

1√
12w

1
6w

]
+ w

[
1
2w

− 1√
12w

− 1√
12w

1
6w

]

+ w

[
0 0

0 1
6w

]
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− w

([
− 1√

2w

− 1√
6w

]
+

[
1√
2w

− 1√
6w

]
+

[
0
1√
6w

])
µT
χ2

− wµχ2



[
− 1√

2w

− 1√
6w

]T
+

[
1√
2w

− 1√
6w

]T
+

[
0
1√
6w

]T


=µχ2µT
χ2 (w0 + 3w)

+ w

[
1
w

0

0 1
3w

]
+ w

[
0 0

0 1
6w

]

− w

[
0

− 1√
6w

]
µT
χ2

− wµχ2

[
0

− 1√
6w

]T

que é diferente deI.

Os algoritmos abaixo apresentam o Filtros de Kalman Unscented Reduzido Esférico au-

mentado e o Filtros de Kalman Unscented Reduzido aditivo

Algoritmo 2.4.5 (Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esférico Aumentado). Considere

o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 .

O Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esférico Aumentadoé composto das etapas de

predição e de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor para0 ≤ w0 ≤ 1.

(b) Parai = 1, ..., na, na = n+ q + r, calcule os pesos:

wi =
1− w0

na + 1
.
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(c) Inicie a seqüência de vetoresχj,a,i
k−1:

χ1,a,0
k−1 = [0].

χ1,a,1
k−1 =

[
− 1√

2w1

]
.

χ1,a,2
k−1 =

[
1√
2w1

]
.

em que

χj,a,i
k−1 =




χj,x,i
k−1

χj,w,i
k−1

χj,v,i
k−1


 .

(d) Expanda a seqüência de vetores paraj = 2, . . . , n:

χj,a,i
k−1 =





[
χj−1,a,0
k−1

0

]
, para i = 0;

[
χj−1,a,i
k−1

− 1√
j(j+1)w1

]
, para i = 1, . . . , j;

[
0(j−1+q+r)×1

1√
j(j+1)w1

]
, para i = j + 1.

(e) Obtenha os pontos sigmaχi,a
k−1:

χi,a
k−1 = χn,a,i

k−1 .

(f) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi,a
k|k−1 = χi,a

k−1

χi,x
k|k−1 = f

(
χi,x
k−1, χ

i,w
k−1, k

)
.

(g) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
na+1∑

i=0

wiχ
i,x
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

na+1∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi,x
k−1, χ

i,v
k−1, k

)
.
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(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
na+1∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

na+1∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

na+1∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 2.4.6 (Filtro de Kalman Unscented Reduzido Esférico Aditivo). Considere que

o sistema(2.1)-(2.2)pode ser escrito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

OFiltro de Kalman Unscented Reduzido Esférico Aditivoé composto das etapas de predição

e de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor para0 ≤ w0 ≤ 1.

(b) Parai = 1, ..., n compute os pesos:

wi =
1− w0

n+ 1

(c) Inicie a seqüência de vetoresχj,i
k−1:

χ1,0
k−1 = [0].
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χ1,1
k−1 =

[
− 1√

2w1

]
.

χ1,2
k−1 =

[
1√
2w1

]
.

(d) Expanda a seqüência de vetores paraj = 2, . . . , n:

χj,i
k−1 =





[
χj−1,0
k−1

0

]
, para i = 0;

[
χj−1,i
k−1

− 1√
j(j+1)w1

]
, para i = 1, . . . , j;

[
0(j−1)×1

1√
j(j+1)w1

]
, para i = j + 1.

(e) Obtenha os pontos sigmaχi
k−1:

χi
k−1 = χn,i

k−1.

(f) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.

(g) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
n+1∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

n∑

i=0

wi

(
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
n+1∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

n+1∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
+Rk.
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(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

n+1∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

2.4.2 Filtro de Kalman Unscented Escalado

Em 2003 Julier também apresentou o Filtro de Kalman Unscented Escalado. Esse filtro

tem a propriedade de possuir ok-ésimo termo das Séries de Taylor tanto da média quanto da

matriz de covariância do conjunto de pontos transformados escalado por um termoαk−2 sem

que isso implique em aumento do custo computacional [85]. Com isso, o implementador do

filtro tem a possibilidade de diminuir a influência dos termosde ordem mais alta.

Como veremos na seção 2.4.2, Julier apresenta duas forma de fazer essa transformação.

No entanto, uma dessas formas, não obstante seja a mais utilizada na literatura, é mais re-

stritiva, pois exige que haja um pontos sigma situado na média da distribuição.

O Filtro de Kalman Unscented Escalado não se enquadrada na classificação de formas

básicas porque é, como veremos abaixo, uma transformação diferente da Transformada Un-

scented ou como uma segunda transformação de um conjunto de pontos já existente.

Vejamos, no lema abaixo, uma primeira Thoforma de se mostrarTransformada Un-

scented Escalada. Este lema é uma formulação nossa que resume os resultado dessa nova

transformada, os quais podem ser encontrados na terceira seção de [85].

Lema 2.4.6 (Transformada Unscented Escalada).SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória

de médiaX̄, matriz de covariânciaPXX e simétrica19 em relação aX̄ e seja o mapeamento

f : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk que define a variável aleatóriaY tal que

Y = f(X),

e seja, ainda, o conjunto de pontos sigmaχi e seus pesoswi comi = 0, 1, 2, . . . , N , N ∈ N,

N = g(n), obtidos deX, os seguintes pontosχ′
i e pesosw′

i,

χ′
i = χ0 + α (χi − χ0) ,

19A definição de variável aleatória simétrica em relação a um certo ponto pode ser encontrada na Definição

A.1.1.
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{
w′

i =
χ′
0

w0
+ 1− 1

α2 , i = 0

w′
i =

χ′
i

α2 , i 6= 0
,

em queα ∈ ℜ, têm as seguintes propriedades:

1. a média amostralηλ do conjunto de pontosλi = f(χ′
i) tem a seguinte expansão em

Série de Taylor:

ηλ = f
(
X̄
)
+ E

{
ΨX,X̄f

}
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ αE

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}

+ α2E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
+ · · ·+ αk−2E

{
Ψk

X,X̄
f

k!

}
.

2. a seguinte matriz de covariância amostral modificada deλi = f(χ′
i),

Σmod
λλ =

N∑

i=0

w′
i (λi − ηλ) (λi − ηλ)

T +
(
1− α2

)
(λ0 − ηλ) (λ0 − ηλ)

T ,

tem a seguinte expansão em Série de Taylor:

Σmod
λλ = E

{(
ΨX,X̄f

) (
ΨX,X̄f

)T}
+ αE

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ2
X,X̄

f

2!

)T
}

+α2E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

− α2E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

+α2E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
ΨX,X̄f

)T
}
+ · · ·

�

Note que a Série de Taylor da média amostral e da matriz de covariância amostral mod-

ificada deλ acima são iguais, respectivamente, à expansão da Série de Taylor da média

amostral e da matriz de covariância amostral de conjunto de pontos sigma antes da transfor-

mação escalada. De modo particular, quandoα = 1, essas séries são iguais.

Essa forma de fazer a transformação escalada é restritiva pois, para que as propriedades

desejadas de estimação da média e da covariância sejam válidas, é preciso que haja um ponto

sigma localizado na média deX. De fato, observe o lema abaixo de nossa composição.

Lema 2.4.7. SejamX ∼ (X̄, PXX) e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm que defineY de acordo

comY = f (X) e seja os conjunto de pontos sigma{χi, wi|wi ∈ ℜ, χi ∈ ℜn; i = 1, 2, ..., N}
e o conjunto de pontos sigma escalado

{
χ

′

i, w
′

i

}
tal que

χ′
i = χ1 + α (χi − χ1) ; (2.17)

w′
i =

{
w1

α2 + 1− 1
α2 , i = 1,

wi

α2 , i = 2, ..., N.
, (2.18)

as seguintes assertivas são verdadeiras:
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1.
N∑

i=1

wi = 1 ⇒
N∑

i=1

w′
i = 1. (2.19)

2.

µχ′ =
1

α
µχ + χ1

(
1− 1

α

)
. (2.20)

3.

χ1 =µχ ⇒ µχ′ = µχ. (2.21)

e

µχ′ = µχ.

α 6= 1.

}
⇒ χ1 =µχ (2.22)

4.

χ1 =µχ ⇒ Σχ′χ′ = Σχχ (2.23)

PROVA Quanto à primeira assertiva, temos que

N∑

i=1

w′
i=w′

1 +
N∑

i=2

w′
i

(2.18)
=

w1

α2
+ 1− 1

α2
+

N∑

i=2

wi

α2

=
w1

α2
− 1

α2
+

α2

α2
+

N∑

i=2

wi

α2

=
1

α2

(
w1 − 1 + α2 +

N∑

i=2

wi

)

=
1

α2

(
−1 + α2 +

N∑

i=1

wi

)
.

Como
∑N

i=1wi = 1,

N∑

i=1

w′
i=

1

α2

(
−1 + α2 + 1

)

= 1, (2.24)

que satisfaz a (2.19). Agora vamos verificar a segunda.

µχ′ :=

N∑

i=1

w′
iχ

′
i
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= w′
1χ

′
1+

N∑

i=2

w′
iχ

′
i

(2.17)−(2.18)
=

(
w1

α2
+ 1− 1

α2

)
χ1 +

N∑

i=2

wi

α2
(χ1 + α (χi − χ1))

=
w1

α2
χ1 + χ1 −

1

α2
χ1 +

N∑

i=2

wi

α2
χ1 +

N∑

i=2

wi

α2
αχi −

N∑

i=2

wi

α2
αχ1

=

N∑

i=1

wi

α2
χ1 + χ1 −

1

α2
χ1 +

1

α

N∑

i=2

wiχi −
1

α
χ1

N∑

i=2

wi

=
χ1

α2
+ χ1 −

1

α2
χ1 +

1

α

N∑

i=2

wiχi −
1

α
χ1 (1− w1)

= χ1 +
1

α

N∑

i=2

wiχi −
1

α
χ1 +

1

α
w1χ1

=
1

α

N∑

i=1

wiχi + χ1

(
1− 1

α

)

=
1

α
µχ + χ1

(
1− 1

α

)
, (2.25)

que satisfaz a (2.19). Agora, seχ1 =µχ, de (2.25):

µχ′ =
1

α
µχ + χ1

(
1− 1

α

)

=
1

α
µχ + µχ

(
1− 1

α

)

= µχ. (2.26)

o que satisfaz a (2.21)

De forma contrária, seµχ′ = µχ, de (2.25):

(
1− 1

α

)
µχ = χ1

(
1− 1

α

)
.

Seα 6= 1, então
(
1− 1

α

)
6= 0 e

µχ = χ1,

o que satisfaz a (2.22).

Vamos verificar agora a assertiva com relação aΣχ′χ′ = Σχχ.

Σχ′χ′ :=

N∑

i=1

w′
i

(
χ′
i−µχ′

) (
χ′
i−µχ′

)T
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= w′
1

(
χ′
1−µχ′

) (
χ′
1−µχ′

)T
+

N∑

i=2

w′
i

(
χ′
i−µχ′

) (
χ′
i−µχ′

)T

(2.17)−(2.18)
=

(
w1

α2
+ 1− 1

α2

)(
χ1−

1

α
µχ − χ1

(
1− 1

α

))

(
χ1−

1

α
µχ − χ1

(
1− 1

α

))T

+

N∑

i=2

wi

α2

(
χ1 + α (χi − χ1)−

1

α
µχ − χ1

(
1− 1

α

))

(
χ1 + α (χi − χ1)−

1

α
µχ − χ1

(
1− 1

α

))T

=

(
w1

α2
+ 1− 1

α2

)(
χ1−

1

α
µχ − χ1 + χ1

1

α

)(
χ1−

1

α
µχ − χ1 + χ1

1

α

)T

+

N∑

i=2

wi

α2

(
χ1 + α (χi − χ1)−

1

α
µχ − χ1 + χ1

1

α

)

(
χ1 + α (χi − χ1)−

1

α
µχ − χ1 + χ1

1

α

)T

=

(
w1

α2
+ 1− 1

α2

)(
− 1

α
µχ + χ1

1

α

)(
− 1

α
µχ + χ1

1

α

)T

+
N∑

i=2

wi

α2

(
α (χi − χ1)−

1

α
µχ + χ1

1

α

)(
α (χi − χ1)−

1

α
µχ + χ1

1

α

)T

Considerandoχ1 =µχ e (2.26) :

Σχ′χ′ :=
N∑

i=1

w′
i

(
χ′
i−µχ′

) (
χ′
i−µχ′

)T

= w′
1

(
χ′
1−µχ′

) (
χ′
1−µχ′

)T
+

N∑

i=2

w′
i

(
χ′
i−µχ′

) (
χ′
i−µχ′

)T

(2.18),(2.26)
= w′

1

(
χ′
1−µχ

) (
χ′
1−µχ

)T

+

N∑

i=2

w′
i

(
χ1 + α (χi − χ1)−µχ

) (
χ1 + α (χi − χ1)−µχ

)T
.

Comoχ1 =µχ e considerando (2.17),

Σχ′χ′ =

N∑

i=1

wi

α2

(
α
(
χi − µχ

)) (
α
(
χi − µχ

))T
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=
N∑

i=1

wi

(
χi − µχ

) (
χi − µχ

)T

= Σχχ (2.27)

que satisfaz à (2.23). �

Com isso mostramos que essa forma de se fazer a transformada escalada é restritiva. No

entanto, há uma forma outra de se fazer o mesmo escalamento desejado sem que haja essa

restrição. Essa outra forma é proposta por Julier no mesmo artigo, mas ela não é muito

utilizada na literatura. Isso acontece pelo fato de a forma aqui apresentada ser mais simples

juntamente com o fato de que todos os conjuntos de pontos sigma até então propostos sempre

conterem um ponto na média. No entanto, essa condição não é necessária para que um

conjunto de pontos ponderados seja um conjunto de pontos sigma (vide seção 5.1).

Essa outra forma de escalamento será apresentada de uma forma melhor na seção 5.2,

pois tomaremos a sua idéia no desenvolvimento de nossa extensão da transformada escalada.

Com a transformada em mãos, podemos apresentar os filtros de Kalman unscented es-

calados.

Algoritmo 2.4.7 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escalado Aumentado). Considere

o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 .

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escalado Aumentadoé composto das etapas de

predição e de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Parai = 1, ..., na, na = n+ q + r, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e

seus pesoswi assim:

χ0,a
k−1 = x̂a

k−1,
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χi,a
k−1 = χ0,a

k−1 +

[√
na

1− w0
P̂ k−1,a
XX

]

∗i
,

χi+na,a
k−1 = χ0,a

k−1 +

[√
na

1− w0

P̂ k−1,a
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2na
,

em que

χi,a
k−1 =




χi,x
k−1

χi,w
k−1

χi,v
k−1


 .

(c) Escolhaα > 0.

(d) Faça a transformação escalada dos pontos e dos pesos:

χi,a
k−1 = χ0,a

k−1 + α
(
χi,a
k−1 − χ0,a

k−1

)
,

{
wi =

χ′
0

w0
+ 1− 1

α2 , i = 0

wi =
χ′
i

α2 , i 6= 0
,

(e) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi,a
k|k−1 = χi,a

k−1

χi,x
k|k−1 = f

(
χi,x
k−1, χ

i,w
k−1, k

)
.

(f) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =

2na∑

i=0

wiχ
i,x
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX = α2

2na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi,x
k−1, χ

i,v
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
2na∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

2na∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.
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(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY = α

2na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 2.4.8 (Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escalado Aditivo). Considere que

o sistema(2.1)-(2.2)pode ser escrito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman Unscented Simétrico Escalado Aditivoé composto das etapas de

predição e de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Para i = 1, ..., n, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e seus pesoswi

assim:

χ0
k−1 = x̂k−1,

χi
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0

P̂ k−1
XX

]

∗i
,

χi+n
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0
P̂ k−1
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2n
,

(c) Escolhaα > 0.

(d) Faça a transformação escalada dos pontos e dos pesos:

χi
k−1 = χ0

k−1 + α
(
χi
k−1 − χ0

k−1

)
,

{
wi =

χ′
0

w0
+ 1− 1

α2 , i = 0

wi =
χ′
i

α2 , i 6= 0
,
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(e) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.

(f) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
2n∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX = α2

2n∑

i=0

wi

(
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
2n∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

2n∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY = α

2n∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

É importante expor também que em muito lugares da literatura, a Transformada Un-

scented Simétrica Escalada é oferecida da apresentada da seguinte maneira (vide, por exem-

plo [81, 101, 89, 102]):

λ = α2(n+ κ)− n,
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χ0 = X̄,

wm
0 =

κ

n+ κ

wc
0 =

κ

n+ κ
+ (1− α2 + β)

χi = X̄ +

(√
n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wm
i = wc

i =
1

n+ κ
, (2.28)

χi+n = X̄ −
(√

n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wm
i+n = wc

i+n =
1

n+ κ
,

em quewm
i são os pesos para o cálculo da média ewc

i são os pesos para o cálculo da

covariância. O parâmetroβ é mais um parâmetro de ajusto. Com efeito, há lugares em que

essa forma é apresentada como sendo a própria Transformada Unscented ([89, 102]), o que

é um erro.

2.4.3 Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada

Em 2001, Rudolph Van ser Merwe e Eric A. Wan apresentaram um algoritmo nomeado

de Filtro de KalmanUnscentedRaiz Quadrada (FKURQ) - traduzimos do inglês "Square-

Root Unscented Kalman Filter"[86]. No fundo, esse filtro é uma alteração do FKU para o

caso de filtragem em que se propaga a Matriz Raiz Quadrada da matriz de covariância ao

invés de se propagar a própria matriz de covariância do estado.

Esse filtro também não se enquadra na classificação de formas básicas dos filtros de

Kalman unscented porque é apenas uma modificação de cálculo numérico das equações do

filtro, de modo que não há diferença na representação dos pontos. A vantagem desse filtro a

sua maior estabilidade numérica ([86]).

Para a exposição desse filtro, considere o seguinte lema e a seguinte definição.

Lema 2.4.8. Sejam as matrizesA ∈ ℜp×q, Q ∈ ℜq×q ortogonal eR ∈ ℜq×p, q ≥ p tal que

que a decomposiçãoQ, R são as matrizes da decomposição QR deA,

AT = QR.

A matrizR̄ ∈ ℜp×p, que é a parte triangular superior deR,

R =

[
R̄

R∗

]
,

é tal que

R̄T R̄ = AAT .
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O operadorqr {•} produz

R̄ = qr {A} . �

PROVA Vide [103], pág. 154 ou [86]. �

Definição 2.4.1.Seja
√
P ∈ ℜn×n o Fator de Cholesky deP =

√
P
√
P

T
, então o operador

atuachol {•} ,

√
Q = atuachol

{√
P, v, w

}
,

define o Fator de Cholesky
√
Q deQ =

√
Q
√
Q

T
= P + wvvT , w ∈ ℜ, v ∈ ℜn. �

O algoritmo do FKURQ proposto em [86] pode ser descrito da seguinte forma:

Algoritmo 2.4.9 (Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada). Considere o sistema(2.1)-

(2.2)e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

OFiltro de Kalman Unscented Raiz Quadrada (FKURQ)é composto das etapas de predição

e de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Para i = 1, ..., n, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e seus pesoswi

assim:

χ0
k−1 = x̂k−1,

χi
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0

P̂ k−1
XX

]

∗i
,

χi+n
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0
P̂ k−1
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2n
,

(c) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.

(d) Calcule a predição da estimativa:

x̂k|k−1 =

2n∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

48



(e) Calcule a predição da raiz quadrada da matriz de covariância:
√

P̂
k|k−1
XX = qr

{[ √
w1

(
χ1
k−1 − x̂k|k−1

)
· · · √

w2n

(
χ2n
k−1 − x̂k|k−1

) √
Qk

]}

√
P̂

k|k−1
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
XX , χ0

k−1, w0

}

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1:

ŷk|k−1 =

2n∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

(c) Calcule a predição da matriz raiz quadrada da matriz de covariância da medição
√

P̂
k|k−1
Y Y = qr

{[ √
w1

(
γ1
k|k−1 − ŷk|k−1

)
· · · √

w2n

(
γ2n
k|k−1 − ŷk|k−1

) √
Qk

]}

√
P̂

k|k−1
Y Y = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , γ0

k|k−1, w0

}

(d) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

2n∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(e) Calcule os seguinte parâmetros:

Gk = P̂
k|k−1
XY

√
P̂

k|k−1
Y Y

−T√
P̂

k|k−1
Y Y

−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y ,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k .

(f) Faça a correção da estimativa:

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

(g) Faça a seguinte igualdade
√

P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX
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(h) Faça a correção da matriz raiz quadrada da matriz de covariância para i =

1, ..., n: √
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , [U ]∗i ,−1

}
. �

Esse é o algoritmo apresentado em [86]. Na seção 6.2, faremosum caso mais geral desse

filtro utilizando-se de nossa formulação que apresentaremos, também, mais a frente.

2.5 APLICAÇÕES DAS TÉCNICAS DE ESTIMAÇÃO UNSCENTED

Agora que vimos as diversas definições dos filtros de Kalman unscented, apresentamos

algumas aplicações que se utilizam da filtragem unscented.

A área de rastreamento de objetos é um dos campos em que a Transformada Unscented

foi mais aplicada. Algumas contribuições são: [68, 69, 73, 104, 105, 106, 107, 108, 109,

110, 110, 111, 112]. Destacamos:

• [69], que faz uma comparação entre o Filtro Unscented de Kalman (FKU) e o Filtro de

Kalman de Segunda Ordem em uma aplicação de rastreamento de objetos em manobra.

Para esse caso, o FKU se comporta melhor;

• [107], que faz uma combinação da Transformada Unscented comuma técnica eficiente

de integração numérica e as aplica em um problema de rastreamento de um veículo;

• [108], que faz também uma integração do FKU com uma outra técnica, resultando no

que ele chama de IFKU (Iterated Unscented Kalman Fitler) e depois faz uma com-

paração deste filtro com o FKU clássico em um problema de rastreamento.

Há também algumas contribuições na área de rastreamento aéreo-espacial ([106, 113,

114, 115]) e em rastreamento de navios e embarcações ([79, 116, 117, 118, 119, 120, 121,

122, 123, 124]). Destacamos:

• [79], que usa o FKU para a navegação e localização de um veículo subaquático.

• [113], que utiliza o FKU para obter estimativas dos parâmetro de um ultra-leve;

• [114] faz simplificações no FKU para fazer o rastreamento de objetos em órbita.

• [115], que utiliza um FKURQ (Filtro de Kalman Unscented RaizQuadrada) para

estimação(Square-Root Unscented Kalman Filter) para a detecção de falhas de um

VANT (Veículo Aéreo Não Tripulado).

• [117], que utiliza o FKU para auxiliar no controle de uma embarcação.
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• [119] utiliza o FKU para tratar parâmetros de um novo modelo que ele propõe para

veículos mineradores submarinos de grande profundidade;

A área de SLAM é também uma em que os algoritmos de pontos sigmaforam muito

utilizados. Algumas contribuições são: [74, 78, 79, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132,

133, 134]. Destacamos:

• [74], que utiliza um FKURQ (Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada) também

como

• [130], que implementa um UFastSLAM (Unscented FastSLAM);

• [131], que usa o FKU num contexto de SLAM por visão monocular;solução para um

SLAM de visão utilizando uma câmera.

Listamos também algumas outras contribuições:

• [66] propõe um novo algoritmo baseado no FKU para receptoresGPS;

• [135] utiliza o UKF para fazer a identificação de um guidaste de containers;

• [136] propõe uma nova técnica de estimação das velocides lateral e longitudinal de um

veículo baseada no FKU;

• [137] faz o estudo de técnicas de filtros de múltiplos modelospara com o FKU para

rastreamento de múltiplos alvos;

• [138] utiliza o FKU para a filtragem em sistema de potência;

• [139] utiliza um FKUI (do inglêsItered Unscented Kalman Filter) para identificar os

parâmetros de modelo de um sistema circulatório arterial.

• [140] propõe uma nova técnica para compreensão de videos quese utiliza do FKU.

Além dessas já descritas, apenas citamos algumas outras aplicações que foram feitas com

a Transformada Unscented. Elas são: satélites ([76, 141, 142, 143]), visão computacional

([111, 144, 145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153]), redes neurais ([70, 154, 155, 156,

109]), eletromagnetismo ([157, 158, 159]), comportamentode mercado [71], entre outros.

No próximo capítulo começaremos a nossa formalização da estimação por pontos sigma.

Para isso, precisaremos fazer primeiro o estudo das representações dos pontos sigma, para

depois construirmos a formulação da Transformação por Pontos Sigma para que, finalmente,

possamos fazer a formalização dos filtros de Kalman Unscented.
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3 SIGMA-REPRESENTAÇÃO DE UMA VARIÁVEL ALEATÓRIA

Para chegarmos à sistematização dos filtros de Kalman unscented, precisaremos primeiro

fazer uma formulação das representações de pontos sigma e das transformadas unscented.

Neste capítulo queremos chegar, particularmente, à formalização da representação de pontos

sigma.

Para isso, apresentamos, antes, uma introdução motivadorada Transformada Unscented.

3.1 ESTIMAÇÃO E FILTRAGEM ESTOCÁSTICAS

Nesta seção temos por meta chegar ao paradigma da estimação estocástica, de onde emer-

girá a utilidade da Transformada Unscented. Para isso abordaremos alguns temas prelim-

inares para depois chegarmos aos objetivos pretendidos nesta seção. Depois, apresentaremos

a Transformada Unscented dando ênfase na sua característica sub-ótima em relação à técnica

de linearização.

3.1.1 Estimação da transformação de uma variável aleatória

Para que se entenda bem a importância da Transformada Unscented, vamos primeiro ver

o problema da transformação de uma variável aleatória (v.a). Em outras palavras, quere-

mos saber qual será a forma da distribuição de uma variável aleatória que é o resultado da

transformação de uma outra v.a. Podemos colocar essa noção em termos mais formais:

Problema 3.1.1.SejaX um vetor de variáveis aleatórias de função densidade de probabil-

idade (pdf, do inglês "probability density function")pX(x) e seja o mapeamentof : ℜn 7→
ℜm que define a variável aleatóriaY de acordo com a seguinte equação:

Y = f(X), (3.1)

queremos encontrar a pdf deY , pY (y). �

O interessante é que há sim uma solução analítica para esse problema. No entanto,

muitas vezes, como veremos mais a frente, ela se torna intratável e soluções subótimas são

necessárias. Vejamos, agora, essa solução analítica. Nós reproduzimos aqui o Teorema 2.7

de [3] e o limitamos para o espaçoℜn.
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Teorema 3.1.1 (Pdf de uma transformação.).SejamX ∈ ℜn,Y ∈ ℜn vetores de variáveis

aleatórias em queY = f(X). Suponha quef−1 exista e que tantof quantof−1 são

continuamente diferenciáveis. Então,

pY (y) = pX
(
f−1(y)

) ∥∥∥∥
∂f−1(y)

∂y

∥∥∥∥ , (3.2)

em que
∥∥∥∂f−1(y)

∂y

∥∥∥ > 0 é o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana. �

PROVA Vide [3], página34

O Teorema (3.1.1) nos dá a solução que procurávamos para o problema (3.1.1). No

entanto, essa solução nem sempre é possível ou viável.

O Teorema (3.1.1) exige que a pdf deX seja conhecida, coisa que nem sempre é ver-

dadeira. Muitas vezes, dispõe-se apenas de algumas informações estatísticas. Outro prob-

lema referente à essa solução é a sua exigência de existir a função inversaf−1 ou pelo menos

de a conhecê-la, situação que também pode não acontecer. Em vista disso, torna-se impor-

tante o desenvolvimento de técnicas de estimação subótimas.

É nesse contexto que a Transformada Unscented aparece como uma alternativa de solução.

Ela consiste em uma aproximação da distribuição deX por um conjunto de pontos escolhi-

dos de modo determinístico. Esses pontos individualmente transformados fornecerão uma

aproximação da distribuiçãoa posteriori. De modo particular, a Transformada Unscented

busca escolher os pontos que fornecerão as melhores aproximações da média e da matriz de

covariância da distribuição deY .

Entraremos em mais detalhes dessa transformada nos capítulos seguintes. Por agora,

basta-nos compreender esse papel de aproximação subótima de uma transformação de var-

iáveis aleatórias.

Em seguida, vamos ver a importância que a solução do problemavisto nesta seção tem

no contexto de estimação estocástica. De modo especial, veremos que a obtenção da média

e da matriz de covariância é uma característica bastante desejada.

3.1.2 Filtragem estocástica

Queremos agora tratar do paradigma da filtragem estocástica, que pode ser entendida

como uma consideração recursiva da estimação estocástica.Para isso, considere o seguinte

sistema dinâmico em tempo discreto1:

1Omitimos o sinal de controle por não ser necessário neste desenvolvimento. É claro que isso não acarreta

em perda de generalidade.
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xk+1 = f (xk, wk+1) , (3.3)

em quek = 0, 1, 2, . . ., xk ∈ ℜn é o vetor de estado no instante de tempok, wk+1 é um

ruído gaussiano brancowk+1 ∼ N(0, Q) no instantek + 1 e f é uma funçãof : ℜn 7→ ℜn.

Assumimos que o estado inicialx0 é conhecido e independente deqk
2.

A cada instante de tempok, medidasyk são feitas. Estas se relacionam com as variáveis

de estado a partir da seguinte equação:

yk = h (xk, rk) , (3.4)

em querk é um ruído gaussiano brancork ∼ N(0, R) no instantek e h é uma função

h : ℜn 7→ ℜm. Chamemos, ainda, o conjunto de medidas{y1, . . . , yk} deYk, isto é,

Yk , {y1, . . . , yk}

Em um contexto probabilístico, a solução que buscamos para esse problema é a dis-

tribuiçãoa posteriori

p(xk|Yk).

Poderíamos utilizar o Teorema 3.1.1, mas, como já vimos, elepode não ser aplicável.

Além disso, mesmo conhecendo a pdf, ainda restaria o problema de saber qual seria a melhor

estimativa para o estado. É claro que a intuição nos dá algunsindícios, como a média ou a

mediana. No entanto, precisamos de algum critério para fazer essa escolha.

É bastante intuitivo que uma estimativa deva fornecer um erro pequeno. Nossa idéia será,

então, definir uma boa medida dele. Mas antes vamos definir o erro.

Sejax̂k a estimativa dexk (valor do estado no instante de tempok ) dado o conjunto de

medidasYτ , k ≥ τ . Então, o erro da estimativa (x̃k) será

x̃k , xk − x̂k.

Prossigamos para definir um critério para a medida de erro, aoqual daremos o nome de

função de custo:

Sejaρ(ξ) uma função convexa do vetorξ ∈ ℜn não negativa, afunção de custoL(x̃k) é

qualquer função de valor real tal que

L(0),

2Esta seção é baseada na seção 2 do capítulo 5 de [3].
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ρ(ξ2) ≥ ρ(ξ1) ≥ 0 ⇒ L(ξ2) ≥ L(ξ1) ≥ 0.

Agora que definimos uma classe de funções de custo, o que buscamos é uma estimativa

x̂k dexk que minimize o valor esperado

E {L(x̃k)} .

Uma escolha particular de função de custo é a variância

L1(ξ) = ξTSξ,

em queS ≥ 0. Uma estimativa que minimizeE {L1(x̃k)}, é chamado de mínima variância

ou menor erro quadrático. O próximo teorema demonstra que a média condicional é essa

estimativa pretendida.

Teorema 3.1.2 (Teorema 5.3 de [3]).Seja a estimativa um funcional deYτ . Então a esti-

mativa de mínima variância é a média condicional, ou seja,x̂k = E{xk|Yk}. �

PROVA Vide [3]. �

Além disso, a média não é apenas o valor ótimo para o critério de mínima variância,

mas também o é para várias outras funções da classe de funçõesde custoL(x̃k) (vide os

teoremas 5.1 e 5.2 de [3]). Há ainda uma outra propriedade queda média que reforça a sua

escolha como a estimativa do estado a ser adotada: a de ser umaestimativa não-polarizada

(ou não-viesada). Isto quer dizer que

E{(xk − µk)} = E{xk} −E{E{xk|Yk}} = 0.

Essas propriedades justificam a adoção da média como estimativa do estado. Agora, seria

interessante também que escolhêssemos um elemento que nos provesse o quão precisa é essa

nossa estimativa. Para isso, escolhemos a matriz de covariância condicional

Pk , E{(xk − µk)(xk − µk)|Yk}.

Chegamos, enfim, ao paradigma da estimação estocástica, queera um dos objetivos deste

capítulo. Esse paradigma se baseia na procura de equações deevolução tanto para a média

quanto para a matriz de covariância em sistemas dinâmicos descritos pelas equações (3.3) e

(3.4).

Neste momento, podemos ver a utilidade que a Transformada Unscented tem no trata-

mento de problemas como esses. As equações (3.3) e (3.4) nos fornecem dois problemas
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semelhantes aos do Problema 3.1.1. A Transformada Unscented é justamente um tipo de

solução para esse problema. Mais ainda, ela nos fornece justamente as duas estimativas que

procuramos: a média e a matriz de covariância.

Com efeito, sempre que uma solução por pontos sigma é desenvolvida para o problema

de transformação não-linear, ele é facilmente convertido em um algoritmo de estimação re-

cursiva para o tratamento de sistemas do tipo de (3.3) e (3.4).

3.1.3 Introdução à Transformação Unscented

Nesta seção, temos como objetivo fornecer uma noção basilarda Transformada Un-

scented para que possamos desenvolver de uma melhor forma o restante deste trabalho.

Para uma familiarização da Transformada Unscented, utilizaremos de forma resumida a

exposição feita em [2].

3.1.3.1 Transformação em coordenadas cartesianas

A idéia dessa exposição será a de utilizar uma transformaçãode uma representação em

coordenadas polares para representação em coordenadas cartesianas.

Considere a equação:

[
Y1

Y2

]
=

[
r cos θ

r sin θ

]
, (3.5)

que pode ser escrita de modo mais genérico como

Y = h(X),

em que,

X =

[
r

θ

]
=

[
x1

x2

]
. (3.6)

Suponha quex1 (o módulo) seja uma variável aleatória de média1 e desvio padrão de

σr. Suponha quex2 (o ânguloθ) seja uma variável aleatória de médiaπ/2 e desvio padrão

deσθ ex1 ex2 sejam independentes.

Para solucionar o problema, poderíamos aplicar o Teorema 3.1.1. Todavia, não dispomos

de toda a densidade de probabilidade deX, mas somente sua média e covariância. Por isso,

precisamos de soluções aproximadas.
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Numa tentativa de obter a média deY , Ȳ , poderíamos aplicar a solução menos compli-

cada e simplesmente substituirmos as médias dex1 e dex2 em (3.5). É fácil verificar que

isso resultaria em:

Ȳ =

[
1 cosπ/2

1 sinπ/2

]
=

[
0

1

]
. (3.7)

É claro que essa não é uma solução muito precisa. Por isso, vejamos uma outra técnica

de aproximação: a linearização.

3.1.3.2 Linearização da média da transformada

Vejamos primeiro qual o resultado que obtemos com a linearização da média.

Ȳ = E
{
h(X̄)

}
(3.8)

≈ E

{
h(X̄) +

∂h

∂X̄

∣∣∣∣
X̄

(X − X̄)

}

= h(X̄) +
∂h

∂X̄

∣∣∣∣
X̄

E
{
X − X̄

}

= h(X̄)

=

[
0

1

]
.

O que equivale ao resultado mais simples que obtivêmos em (3.7).

Mas vejamos com um pouco mais de rigor. Definer e θ como as média der e deθ

respectivamente e definãr, θ̃ de acordo com as equações abaixo:

r = r + r̃, (3.9)

θ = θ + θ̃.

Assim, teremos

Ȳ1 = E {r cos θ} (3.10)

= E
{
(r + r̃ cos(θ + θ̃)

}

= E
{
(r + r̃) cos(θ) cos(θ̃)− sin(θ) sin(θ̃)

}
.
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Considerando as variáveis aleatórias como simétricas e independentes:

E[(r + r̃) cos(θ) cos(θ̃) + sin(θ) sin(θ̃)] (3.11)

= (r +

0︷ ︸︸ ︷
E {r̃})




0︷ ︸︸ ︷
cos(θ)E

{
cos(θ̃)

}
− sin(θ)

0<−é ímpar︷ ︸︸ ︷
E
{
sin(θ̃

}

 (3.12)

Ȳ1 = r cos θ (3.13)

= 0.

O que concorda com nossa intuição.

Ademais,

Ȳ2 = E {r cos θ} (3.14)

= E
{
(r + r̃) sin(θ + θ̃)

}

= E
{
(r + r̃) sin(θ) cos(θ̃) + cos(θ) sin(θ̃)

}
.

Tomando as mesmas considerações anteriores:

Ȳ2 = r sin θE
{
cos θ̃

}
(3.15)

= E
{
cos θ̃

}
.

Agora é preciso assumir hipóteses adicionais sobre as variáveis para que seja possível

prosseguir. Façamos̃θ uniforme em±θm.

Ȳ2 = E
{
cos θ̃

}

=

∫
cos(θ̃)p(θ̃)dθ̃ =

1

2θm

∫
cos(θ̃)dθ̃ = 2

senθm
2θm

=
sin θm
θm

, (3.16)

o que diverge do nosso resultado anterior, pois esse resultado é claramente menor ou

igual a 1.

3.1.3.3 Linearização da covariância da transformada

Façamos agora a linearização da matriz de covariância.
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Primeiro, para o caso linear. Precisamos encontrar a matrizH ePXX .

H =
∂h

∂X̄

∣∣∣∣
X=X̄

(3.17)

=

[
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

]

X=X̄

=

[
0 −1

1 0

]

PXX = E





[
r − r̃

θ − θ̄

][
r − r̃

θ − θ̄

]T


=

[
σ2
r 0

0 σ2
θ

]
.

PY Y será

PY Y ≈ HPXXH
T (3.18)

=

[
0 −1

1 0

][
σ2
r 0

0 σ2
θ

][
0 1

−1 0

]

=

[
σ2
θ 0

0 σ2
θ

]
.

Este é o valor aproximado dePy. Em uma derivação mais rigorosa:

PY Y = E
{
(y − ȳ) (y − ȳ)T

}
(3.19)

= E

{(
r cos θ

r sin θ − (sin θm)/θm

)
(· · · )T

}

= E

{[
r2 cos2 θ r2 cos θ sin θ − r cos θ(sin θm)/θm

r2 cos θ sin θ − r cos θ(sin θm)/θm r sin θ − ((sin θm)/θm)
2

]}
.

Assumindo quer e θ são independentes, r é uniforme de média1 e desvio padrãoσr e

θ = pi/2 + θ̃ com θ̃ uniformemente distribuída em torno deθm, teremos

E
{
r2
}
= 1 + σ2

r (3.20)

E
{
cos 2θ̃

}
=

1−E
(
cos 2θ̃

)

2
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E
{
cos 2θ̃

}
=

(sin 2θm)

2θm

E {sin θ} = E(cos θ̃)

=
sin θm
θm

.

Substituindo (3.20) em (3.19), temos que

Py =

[
1
2
(1 + σ2

r) (1− sin 2θm/2θm) 0

0 1
2
(1 + σ2

r) (1 + sin 2θm/2θm)− sin2 θm/θ
2
m

]
,

(3.21)

que também diverge significativamente de (3.18).

3.1.3.4 Transformada Unscented

A Transformada Unscented é baseada em dois princípios fundamentais. Primeiro, de que

é mais fácil realizar uma transformação não-linear em um único ponto do que em toda a pdf.

Segundo, não é tão difícil encontrar um conjunto de pontos cuja pdf amostral aproxime uma

variável aleatória [2].

Em um sentido amplo, essa transformada é um conjunto de pontos ponderados cuja média

e matriz de covariância serão iguais à média e à matriz de covariância da v.a.a priori e a

média e a matriz de covariância dos pontos transformados serão uma aproximação da média

e da matriz de covariância da v.a.a posterioriaté a segunda ordem das respectivas expansões

em Série de Taylor. Em sua primeira concepção, este é o conjunto de pontosχi e pesoswi

que deram origem à Transformada Unscented: parai = 1, 2, ..., n,

χ0 = X̄,

w0 =
κ

n+ κ

χi = X̄ +

(√
n

1− w0
PXX

)

∗i
,

wi =
1

n+ κ
,

χi+n = X̄ −
(√

n

1− w0

PXX

)

∗i
,

wi+n =
1

n+ κ
,

em queκ ∈ ℜ e κ 6= −n. Veremos os detalhes de uma melhor forma mais para frente.

Só adiantamos que essa escolha de pontos fornece uma aproximação deȲ e dePY Y mais

precisas que a linearização direta.
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Figura 3.1: Comparação entre o modelo linearizado e Transformada Unscented.

Para uma primeira comparação com a técnica de linearização,a Figura 3.1 apresenta os

resultados da média e da elipse3σ da linearização, da Transformada Unscented e, como base

para a comparação, da técnica de Monte Carlo.

Observe, da figura, que de fato a qualidade da estimativa da Transforma Unscented é

superior à da linearização.

3.2 SIGMA-REPRESENTAÇÃO

Agora que tivemos uma idéia introdutória da Transformada Unscented, vamos começar

de modo mais essencial a nossa sistematização. Como dissemos na introdução do capítulo 1,

faremos o nosso estudo começando pela análise dos conjuntosde pontos sigma, que é uma

aproximação de uma variável aleatória por um conjunto de pontos ponderados. Para isso,

vamos propor aσ-representação que será apresentada na próxima definição

Antes, no entanto, considere as seguintes notações: para uma matrizA ∈ ℜn×m, [A]p×q

será uma matriz bloco comp× q blocos constituídos porA, (A)i∗ representa ai-ésima linha

deA e (A)∗j representa aj-ésima coluna deA. X ∼ (X̄, PXX) representa uma variável

aleatória de médiāX e matriz de covariânciaPXX .
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Definição 3.2.1.SejaX ∼ (X̄, PXX) umaσ-representação deN pontosS = {χi, wi | i =
1,2, . . ., N} deX é constituída por um conjunto de pontosχi ∈ ℜn ponderados porwi ∈ ℜ
tal que média e a matriz de covariância daσ-representação são definidos, respectivamente,

por

µσ(S) :=

N∑

i=1

wiχi, (3.22)

Σσ(S) :=

N∑

i=0

wi (χi − µσ(S)) (χi − µσ(S))
T , (3.23)

e são tais que

µσ(S) = X̄ e Σσ(S) = PXX .

Dizemos queS é umaσ-representaçãonormalizadadeX se

N∑

i=1

wi = 1.
�

O próximo lema apresenta uma forma de encontrar esses pontos.

Lema 3.2.1. Um conjuntoS = {χi, wi|i = 1, 2, ..., N} é umaσ-representação deX se e

somente seAχ := [χ1, . . . , χN ] ew := [w1, . . . , wN ]
T são soluções de

Aχw = X̄, (3.24)
(
Aχ − [X̄ ]1×N

)
W
(
Aχ − [X̄ ]1×N

)T
= PXX , (3.25)

em queW = diag(w)3. Além disso,S será umaσ-representação normalizada se

[1]1×Nw = 1. (3.26)

O próximo Teorema contém a solução geral para aσ-representação.

Teorema 3.2.1.UmaX ∼ (X̄, PXX) admite umaσ-representação normalizada deN pon-

tos se e somente se existemE ∈ ℜn×N ew = [w1 . . . wN ]
T ∈ ℜN satisfazendo as igualdades

EWET = PXX (3.27)

3O operadordiag(v) é uma matriz diagonal formada pelo vetorv.
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Ew = 0 (3.28)

[1]1×Nw = 1, (3.29)

em queW = diag(w). Se(3.27)-(3.29)admite uma solução(E,W ), então aσ-representação

normalizada deX éS = {χi, wi|i = 1, 2, ..., N} em que

[χ1 . . . χN ] := E + [X̄ ]1×N . �

PROVA Segue diretamente do lema anterior. De fato, como (3.26)≡ (3.29), vamos

mostrar apenas que (3.27)-(3.28) são equivalentes a (3.24)-(3.25).

Assuma que (3.29) é satisfeita. Para(E,W ) que satisfaz (3.27)-(3.28), defina

Aχ := E + [X̄ ]1×N . (3.30)

Então,

Aχw =
(
E + [X̄ ]1×N

)
w = Ew + [X̄ ]1×Nw

(3.28)
= 0 + [1]1×NwX̄

(3.29)
= X̄.

O que significa queAχ satisfaz (3.24).

De (3.30) e (3.27),

(
Aχ − [X̄ ]1×N

)
W
(
Aχ − [X̄ ]1×N

)T
= PXX

e, então, (3.25) é satisfeita.

Ao contrário, suponha que (3.24)-(3.26) sejam satisfeitas. De (3.25) e (3.30) é imedi-

ato que (3.27) é satisfeita. De (3.30) e (3.24),

Aw = X̄ ⇔
(
E + [X̄ ]1×N

)
w = X̄ ⇔ Ew + [X̄ ]1×Nw = X̄

⇔ Ew + [1]1×NwX̄ = X̄ ⇔ Ew = 0. �

Nota 3.2.1. SePXX > 0, então de(3.27)segue querank{E} ≥ n. De fato, se, por absurdo,

rank{E} < n, então existev ∈ ℜn, v 6= 0 tal quevTE = 0. Multiplicando ambos os lados

de(3.27)por v, obtemos
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PXXv = EWETv = 0

comv 6= 0, que é um absurdo, poisPXX é invertível. Ademais, sePXX > 0, então, como

min{n,N} ≥ rank{E} ≥ n (vide [103]), existe umaσ-representação deX apenas se

rank{E} = n e N ≥ n.

Por fim, não podemos terrank{E} = n eN = n, pois isso implicaria, de(3.28), que

Ew = 0 ⇒ w = 0

e, assim, jamais teríamos umaσ-representação normalizada, pois(3.29)nunca seria satis-

feita, e, além disso, só teríamos a solução trivial. Consequentemente, sePXX > 0,X admite

umaσ-representação normalizada apenas serank{E} = n eN ≥ n + 1. Portanto, uma

condição necessária para queX ∼ (X̄, PXX) comPXX > 0 admita umaσ-representação

normalizada é queN ≥ n+ 1. �

Enfim obtivemos uma forma mais geral para a representação de pontos sigma. No próx-

imo capítulo iremos obter casos particulares daσ-representação.
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4 SIGMA-REPRESENTAÇÕES PARTICULARES

Neste capítulo queremos obter casos particulares daσ-representação. De modo particu-

lar, aσ-representação simétrica e aσ-representação mínima.

4.1 SIGMA-REPRESENTAÇÃO SIMÉTRICA

A escolha de uma solução simétrica é justificada pelo fato de todos os seus momentos

centrais ímpares serem zero (vide Lema A.1.8). No Lema A.2.8, também vimos que um

conjunto de pontos simétricos também terá seus momentos ímpares simétricos. Portanto,

para os casos em que a distribuiçãoa priori for simétrica, como no caso gaussiano, é bastante

conveniente que utilizemos umaσ-representação também simétrica.

Para fins de exposição do desenvolvimento desta seção, colocaremos aqui a definição de

umaσ-representação simétrica (vide também a Definição A.2.1).

Definição 4.1.1.Umaσ-representaçãoS = {χi, wi|i = 1, 2, ..., N} deX é denominadaσ-

representação simétricase, paraN ímpar,

χi − χN = −
(
χi+N−1

2
− χN

)
, (4.1)

wi = wi+N−1
2

, ∀i = 1, . . . ,
N

2
, (4.2)

ou paraN par,

χi = −
(
χi+N

2

)
, (4.3)

wi = wi+N
2

, ∀i = 1, . . . ,
N

2
. (4.4)

Note que para o caso em queN for ímpar, não é difícil mostrar que

χN = µχ, (4.5)

em queµχ é a média do conjunto de pontos, como definido na seção 2.2.2.

Para este desenvolvimento, consideraremos apenas o caso emqueN é ímpar. Note que

isso não causa perda de generalidade, visto que o caso deN par pode ser obtido fazendo-se

o peso do termo central igual a zero e o rearranjo dos índices em um conjunto deN ímpar.
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Agora, considere os vetorespi ∈ ℜn definidos da seguinte forma:

E =
[
p1 · · · pN

]
, (4.6)

no qual a matrizE é definida no Teorema 3.2.1. Note que, de (4.5),

pN = 0. (4.7)

Considere, ainda,Aχ definido em (3.30). O próximo lema é de grande utilidade.

Lema 4.1.1. SejaX ∼ (X̄, PXX) com pdf simétrica em relação à sua média e seja aσ-

representação simétrica deX, S = {χi, wi|i = 1, 2, ..., N}, e N ímpar. Considere ainda

pi ∈ ℜn definido em(4.6). A seguinte relação é verdadeira:

pi = −p(i+N−1
2 ). (4.8)

PROVA De (4.1) e (3.30), temos

(Aχ)∗i − X̄ = −
(
(Aχ)∗(i+N−1

2 ) − X̄
)
.

∴ pi.+ X̄ − X̄ = −
(
p(i+N−1

2 ) + X̄ − X̄
)

∴ pi = −p(i+N−1
2 ). �

Se combinarmos o Lema 4.1.1 com o Teorema 3.2.1, já temos uma solução para o caso

simétrico. No entanto, seria interessante que conseguíssemos encontrar, entre as soluções

simétricas, aquela que utilizasse o menor número de pontos.Para isso, vamos primeiro

encontrar qual é a menor quantidade de pontos possível para umaσ-representação simétrica.

O próximo lema nos dará esse resultado.

Lema 4.1.2 (Menor quantidade de pontos simétricos).SejaX ∼ (X̄), PXX) com pdf simétrica

em relação à sua média e seja aσ -representação simétrica deX, S = { χi , wi | i = 1 , 2 ,

. . . , N }, a seguinte inequação é verdadeira,

N ≥ 2n. (4.9)
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PROVA Primeiramente, da Nota 3.2.1

rank(Aχ) ≥ n. (4.10)

Aplicando o Lema 4.1.1 na equação (3.30),

Aχ =
[
p1 · · · pN

]
+
[
X̄
]
1×N

=
[
p1 · · · pN

2
pN

2
+1 · · · pN−1 pN

]
+
[
X̄
]
1×N

(4.7)
=
[
p1 · · · pN

2
pN

2
+1 · · · pN−1 0

]
+
[
X̄
]
1×N

(4.8)
=
[
p1 · · · pN

2
−p1 · · · −pN

2
0
]
+
[
X̄
]
1×N

. (4.11)

Aplicando o operadorrank nos dois lados de (4.11) e considerando a equação (4.10):

n ≤ rank
{[

p1 · · · pN
2

−p1 −pN
2

]
+
[
X̄
]
1×N

}
.

= rank
{[

p1 · · · pN
2

]}

≤ N

2
.

∴ N ≥ 2n. �

O Lemma 4.1.2 é também uma novidade que apresentamos, pois emnenhum lugar na

literatura esse resultado havia sido apresentado.

O Teorema 3.2.1 combinado com os lemas 4.1.1 e 4.1.2, dará a menor solução para o caso

simétrico. Vamos encontrar essa solução utilizando esses lemas. ConsidereE1 ∈ ℜn× n e

Q ∈ ℜn×n definidos da seguinte maneira:

E1 :=
[
p1 · · · pN−1

2

]
, (4.12)

Q :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wN−1
2


 . (4.13)

Agora, aplicando o Lema 4.1.2 em

(3.27),

EWE = PXX
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∴
[
p1 · · · pN

]



w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wN



[
p1 · · · pN

]T
= PXX

Considerando
√
PXX como a matriz raiz-quadrada dePXX , aplicando (4.7),

(4.8) e (4.12)-(4.13) teremos

[
E1 −E1 [0]n×1

]



Q 0 0

0 Q 0

0 0 wN



[
E −E 0n×1

]T
=
√
PXX

√
PXX

T

[
E1 −E1

] [ Q 0

0 Q

] [
E −E

]T
=
√
PXX

√
PXX

T
. (4.14)

Supondo

wi > 0, ∀i = 1, . . . N − 1, (4.15)

de (4.14), (3.28) e (4.13) podemos escrever




[
E1 −E1

]
√√√√
[
Q 0

0 Q

]


([

E1 −E1

]√ Q 0

0 Q

)T

=
[

1√
2

√
PXX − 1√

2

√
PXX

] [ 1√
2

√
PXX

T

− 1√
2

√
PXX

T

]

∴
([

E1

√
Q −E1

√
Q
])([

E1

√
Q −E1

√
Q
]T)

=
[

1√
2

√
PXX − 1√

2

√
PXX

] [
1√
2

√
PXX

T − 1√
2

√
PXX

T
]T

.

(4.16)

Fica claro que a escolha
[
E
√
Q −E

√
Q [0]n×1

]
=
[

1√
2

√
PXX − 1√

2

√
PXX [0]n×1

]
, (4.17)

satisfaz (4.16). Além disso, (4.17) será satisfeita se

E
√

Q =
1√
2

√
PXX

∴ E =
(√

2Q
)−1√

PXX .

Em consequência, podemos escrever o seguinte teorema formalizando aσ-representação

simétrica. O resultado abaixo é chave no desenvolvimentos dos filtros correspondentes.
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Teorema 4.1.1 (σ-representação Simétrica Mínima).SejaX ∼ (X̄), PXX) com pdf simétrica

em relação à sua média e seja aσ-representação simétrica deX , S ={ χi , wi | i = 1 , 2 ,

. . . , N }, N ímpar. Considere o seguinte par(E,W )

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
(4.18)

W =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 wN


 , (4.19)

em quewN 6= 0, Q > 0 e
√
PXX é a matriz raiz quadrada dePXX .Então,{χi, wi} é

umaσ-representação simétrica mínima. Além disso, se
∑N

i=1wi = 1, então{χi, wi} é uma

σ-representação simétrica mínima normalizada. �

PROVA Do Lema 4.1.3, (3.29) é evidentemente satisfeita. Então, vamos mostrar que

(4.18)-(4.19) satisfaz a (3.27)-(3.28). Considerando (4.18)-(4.19) em (3.27), podemos

escrever

[ (√
2Q
)
−1 √

PXX −
(√

2Q
)
−1 √

PXX [0]n×1

]



Q 0 0

0 Q 0

0 0 wN







((√
2Q
)
−1 √

PXX

)T

(
−
(√

2Q
)
−1 √

PXX

)T

[0]1×n




=
[ (√

2Q
)
−1√

PXXQ −
(√

2Q
)
−1 √

PXXQ [0]n×1

]



√
PXX

T
((√

2Q
)
−1
)T

−
√
PXX

T
((√

2Q
)
−1
)T

[0]1×n




=
(√

2Q
)
−1√

PXXQ
√
PXX

T
((√

2Q
)
−1
)T

+
(√

2Q
)
−1√

PXXQ
√
PXX

T
((√

2Q
)
−1
)T

(√
2Q
)
−1√

PXXQ
√
PXX

T
((√

2Q
)
−1
)T

+
(√

2Q
)
−1√

PXXQ
√
PXX

T
((√

2Q
)
−1
)T

= PXX ,

que satisfaz (3.27). Agora, considerando (4.18)-(4.19) em(3.28)

[ (√
2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX [0]n×1

]
w

= 0.

A parte final da prova é trivial. �
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Vamos considerar também o lema a seguir.

Lema 4.1.3. SejaX ∼ (X̄), PXX) com pdf simétrica em relação à sua média e seja a

σ-representação simétrica deX S = {χi, wi|i = 1, 2, ..., N}, N ímpar. If wi = w, ∀i =

1, . . . , N − 1,

w =
1− wN

N − 1
. �

PROVA De (3.29):

1 =

N∑

i=0

wi

=

N∑

i=0

w

= (N − 1)w + wN

∴ w =
1− wN

N − 1
. �

Note que, para o caso simétrico, de (4.15),

wN < 1.

Podemos conjugar o Lema 4.1.3 com o Teorema 4.1.1, para obtero seguinte corolário:

Corolário 4.1.1 (σ-representação Simétrica Mínima Homogênea).SejaX ∼ (X̄), PXX)

com pdf simétrica em relação à sua média e seja aσ-representação simétrica deX, S =

{χi, wi|i = 1, 2, ..., N}, eN ímpar. Considere o seguinte par(E,W )

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]

W =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 wN


 ,

em quewN 6= 0 e wN < 1, Q = 1−wN

2n
In e

√
PXX é a matriz raiz quadrada dePXX

.Então,{χi, wi} é a menorσ-representação Simétrica Homogênea (normalizada). Aσ-

representação Simétrica Homogênea é equivalente ao conjunto de pontos sigma simétrico

de Julier. �

72



PROVA Segue direto do Teorema 4.1.1·

Por último, como{χi, wi} satisfaz, por definição, ao Lemma 4.1.2, Lemma 4.1.1 e a

Definição 4.1.1 a prova está completa. �

Como dissemos antes, pretendíamos, com esse desenvolvimento, mostrar, primeiramente,

que a Transforma Unscented não é uma escolha arbitrária. De fato, ela é a menorσ-

representação simétrica homogênea de uma variável aleatória.

Em segundo lugar, e como consequência, também mostramos umautilidade de nossa for-

mulação geral. Na próxima seção, vamos mostrar que aσ-representação é capaz de nos guiar

à novas definições. Particularmente, queremos obter umaσ-representação (não simétrica)

com a menor quantidade de pontos possível.

4.2 SIGMA-REPRESENTAÇÕES MÍNIMAS

Nesta seção queremos encontrar um novo conjunto de pontos sigma utilizando nossa

solução geral. Particularmente, queremos encontrar umaσ-representação com a menor quan-

tidade de pontos possível, que én+ 1(vide Nota 3.2.1). Isto é motivado por dois fatos: uma

solução mínima é desejável porque ela exige menos esforço computacional (vide [83] e [84])

e também porque uma solução satisfatória ainda não foi apresentada na literatura.

As soluções mínimas existentes estão em [83] e [84], mas elasapresentam problemas

(ver capítulo 2.4 ). O conjunto de [83] também usa a menor quantidade de pontos sigma. No

entanto, ele apresenta dois problemas. Um é que [83] pode sernumericamente instável para

grandes valores den ( veja [84]). Outro problema é que nem a média nem a matriz de covar-

iância do conjunto de [83] são iguais à média e à matriz de covariância, respectivamente, da

v.a.a priori quandon é maior que um (vide seção 2.4.1.2).

Quanto ao conjunto de [84], note que ele utiliza um ponto a mais, o que não é uma

grande desvantagem. No entanto, esse conjunto de ponto sigma também possui a segunda

desvantagem mencionada para o conjunto de [83] (vide seção 2.4.1.3).

Para as razões apresentadas, procedemos na direção de encontrar umaσ-representação

mínima para o conjunto de pontos sigma de acordo com os nossosmétodos.

Faremos a exposição da seguinte maneira: primeiro apresentaremos umaσ-representação

mínima particular, segundo apresentaremos umaσ-representação mínima geral e, depois

mostraremos que a primeira é de fato um caso particular da segunda.

4.2.1 Sigma-representação mínima particular

ConsidereE1 ∈ ℜn×n, p ∈ ℜn, wp eQ ∈ ℜn×n tal que
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E :=
[
E1 p

]
, (4.20)

Q :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wn


 . (4.21)

wp = wn+1.

De (3.27),

[
E1 p

] [ Q 0

0 p

][
ET

1

pT

]
= PXX

SuponhaQ > 0,wp > 0 e considere que a matriz raiz quadrada
√
PXX dePXX . Podemos

escrever




[
E1 p

]
√√√√
[

Q1 0

0 wp

]






[
E1 p

]
√√√√
[

Q1 0

0 wp

]


T

=
√

PXX

√
PXX

T
. (4.22)

Uma forma interessante de resolução dessa equação é fazendocom que termo do lado

direito de (4.22) seja de dimensãon+ 1. Para isso, considereC ∈ ℜn×n tal que

[ √
PXXC c

] [ (√PXXC
)T

cT

]
=
√
PXX

√
PXX

T
. (4.23)

∴
√

PXXCCT
√

PXX

T
+ ccT =

√
PXX

√
PXX

T
. (4.24)

Suponha quePXX > 0 e multiplique (4.23) pela esquerda por
√
PXX

−1
e pela direita

por
(√

PXX :T
)−1

:

CCT +
√

PXX
−1

ccT
(√

PXX
T
)−1

= In. (4.25)

∴ CCT = In −
√

PXX
−1

ccT
(√

PXX
T
)−1

.

Suponha

In+1 −
√
PXX

−1
ppT

(√
PXX

T
)−1

> 0, (4.26)
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teremos

C =

√
In −

√
PXX

−1
ccT

(√
PXX

T
)−1

.

Com uma expressão paraC, podemos tentar obter os demais termos, pois agora podemos

escrever os dois lados da equação de modo análogo. De fato, considerando (4.23) em (4.22):

∴



[
E1 p

]
√√√√
[

Q1 0

0 wp

]



[
E1 p

]
√√√√
[

Q1 0

0 wp

]


T

=
[ √

PXXC c
] [ (√PXXC

)T

c

]
.

∴
[
E1

√
Q1 p

√
wp

] [
E1

√
Q1 p

√
wp

]T

=
[ √

PXXC c
] [ (√PXXC

)T

cT

]
.

(4.27)

Como, agora, temos os dois lados da equação escritos em dimensões equivalentes, pode-

mos fazer a seguinte escolha:
[
E1

√
Q1 p

√
wp

]
=
[ √

PXXC c
]
.

∴ E1

√
Q1 =

√
PXXC

∴ E1 =
√

PXXC
(√

Q1

)−1

. (4.28)

Temos também

p
√
wp = c.

∴ p =
c

√
wp

.

Obtivemos, com isso, as expressões paraE1 ep que satisfazem a (3.27). Temos que obter,

agora, as condições para que (3.28) seja satisfeita. Possivelmente, ela nos dará as condições

dos pesos. Assim, de (3.28)

0 =
[
E1 p

]
w.

∴ 0 =
[
E1 p

]
w

=
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 c√
wp

]
[w] .
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Considerandow =
[
w∗ wp

]T
,

√
PXXC

(√
Q1

)−1

w∗ + c
√
wp = 0.

∴ C




√
w1

...
√
wn


 = −

√
PXX

−1
c
√
wp. (4.29)

Podemos multiplicar cada lado de (4.29) por seus respectivos transpostos:

C




√
w1

...
√
wn





C




√
w1

...
√
wn







T

=
√

PXX

−1
c
√
wp

(√
PXX

−1
c
√
wp

)T

∴




w1 . . .
√
w1

√
wn

...
. . .

...
√
w1

√
wn · · · wn


 = C−1wp

√
PXX

−1
ccT
(√

PXX

−1
)T (

CT
)−1

. (4.30)

Aqui já obtivemos a expressão para os pesoswi, que são exatamente os elementos da

diagonal da matriz do lado esquerdo da equação acima. No entao, precisamos verificar em

qual restrição esses termos implicarão. Aplicando o operador traço (tr(•)) em cada lado,

teremos

tr







w1 . . .
√
w1

√
wn

...
. . .

...
√
w1

√
wn · · · wn





 = wptr

(
C−1

√
PXX

−1
ccT
√
PXX

−T (
CT
)−1
)
.

∴ 1− wp = wptr
(
C−1

√
PXX

−1
ccT
√

PXX

−T (
CT
)−1
)

∴
1− wp

wp
= tr

(
C−1

√
PXX

−1
ccT
√
PXX

−T (
CT
)−1
)
. (4.31)

Utilizando o fato de quetr (ABCD) = tr (DABC) = tr (CDAB) = tr (BCDA)

([103], pág 110):

1− wp

wp
= tr

(
C−1

√
PXX

−1
ccT
√

PXX

−T (
CT
)−1
)

= tr
((

CT
)−1

C−1
√

PXX

−1
ccT
√
PXX

−T
)

76



= tr
((

CCT
)−1√

PXX

−1
ccT
√
PXX

−T
)
. (4.32)

Aqui chegamos a um ponto que torna difícil a obtenção de uma expressão mais geral.

Façamos, portanto, uma escolha particular que facilite a solução. Oberve que os termos

que dificultam a resolução de (4.32) são os de forma
√
PXX

−1
. Façamos, então, a seguinte

escolha, que cancelará esses termo:

c = α
√

PXX [1]n×1 , α ∈ ℜ, (4.33)

Assim,

tr

((
CCT

)−1√
PXX

−1
ccT
(√

PXX

−1
)T)

= α2tr



(
CCT

)−1




1
...

1



[
1 · · · 1

]



= α2tr





I − α2




1
...

1



[
1 · · · 1

]



−1 


1
...

1



[
1 · · · 1

]

 (4.34)

Considerando o fato de queG (I −KG)−1 = (I −GK)−1G:

α2tr





I − α2




1
...

1



[
1 · · · 1

]



−1 


1
...

1



[
1 · · · 1

]



=
α2

1− α2n
tr







1
...

1



[
1 · · · 1

]



=
α2

1− α2n
n =

1− wp

wp

.

∴ α2 =
1− wp

n
. (4.35)

Comoα ∈ ℜ,

1− wp > 0

∴ wp < 1. (4.36)

Temos que também observar qual será a restriçao que (4.26) impõe. De (4.26),
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In −
√

PXX

−1
ccT
(√

PXX

−1
)T

> 0

∴ In − α2




1
...

1



[
1 · · · 1

]
> 0

∴ det


In − α2




1
...

1



[
1 · · · 1

]

 > 0.

= det
(
1− α2n

)

= 1− α2n > 0

∴ α2n < 1 (4.37)

Considerando (4.35) em (4.37):

1− wp < 1

∴ wp > 0.

Por último, considerando (4.33) em (4.30), teremos




w1 . . .
√
w1

√
wn

...
. . .

...
√
w1

√
wn · · · wn


 = C−1wp

√
PXX

−1
ccT
(√

PXX

−1
)T (

CT
)−1

.

= α2wpC
−1 [1]n×n

(
CT
)−1

que representa a expressão para os pesos. O teorema a seguir formaliza o resultado

obtido:

Teorema 4.2.1 (σ-presentação Mínima Particular). SejaX ∼
(
X̄, PXX

)
, X ∈ ℜn, PXX

> 0 e seja asigma-representação deX, S = {χi, wi|i = 1, 2, ..., n+ 1}. Considere um

valor arbitrário dewp = wn+1 tal que

0 < wp < 1 (4.38)

e as seguintes relações:

α =

√
1− wp

n
, (4.39)
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C =
√

In − α2 [1]n×n, (4.40)

Q =




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wn


 , (4.41)

em que

wi =
(
C−1wpα

2[1]n×n

(
CT
)−1
)
ii
, ∀i = 1, . . . , n. (4.42)

Seja ainda o par(E,W )

E =
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 −α
√
PXX

[1]n×1√
wp

]
+
[
X̄
]
1×n+1

, (4.43)

W =

[
Q 0

0 wp

]
, (4.44)

uma solução para{χi, wi} de acordo com o Teorema 3.2.1 tal que

[
χ1 . . . χn+1

]
:= E + [X̄ ]1×n+1,

Então, o conjunto{χi, wi} é umaσ-representação com o menor número de pontos sigma

normalizada deX e recebe o nome deσ-representação Mínima Particular. �

PROVA Conderando (4.43)-(4.44) em (3.28),

0 =
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 −
√
PXX

[α]n×1√
wp

]
w

= −
√

PXX

[α]n×1√
wp

wp +
√

PXXC
(√

Q1

)−1




w1

...

wn




∴ − [α]n×1

√
wp + C




√
w1

...
√
wn


 = 0 (4.45)

Considerando (4.42)




√
w1

...
√
wn


 =




√(
C−1wpα2[1]n×n (CT )−1)

11
...√(

C−1wpα2[1]n×n (CT )−1)
nn
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=




√
(C−1)1∗wpα2[1]n×n

(
(CT )−1)

∗1
...√

(C−1)n∗wpα2[1]n×n

(
(CT )−1)

∗n




= wpα




√
(C−1)1∗ [1]n×n

(
(CT )−1)

∗1
...√

(C−1)n∗ [1]n×n

(
(CT )−1)

∗n




= − [α]n×1

√
wp +

√
wpαC




√√√√√√√


(C−1)1∗




1
...

1








((C−1)1∗)




1
...

1







T

...√√√√√√√


(C−1)n∗




1
...

1








(C−1)n∗




1
...

1







T




. (4.46)

Como(C−1)n∗




1
...

1


 é escalar,

√
wpα




√√√√√√√


(C−1)1∗




1
...

1








((C−1)1∗)




1
...

1







T

...√√√√√√√


(C−1)n∗




1
...

1








(C−1)n∗




1
...

1







T




=
√
wpαC

−1




1
...

1


 . (4.47)

Substituindo (4.47) em (4.45)
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− [α]n×1

√
wp + C




√
w1

...
√
wn




= − [α]n×1

√
wp + C

√
wpαC

−1




1
...

1




= − [α]n×1

√
wp + [α]n×1

√
wp

= 0·

O que satisfaz (3.28).

Agora, de (3.27)

=
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 −
√
PXX

[α]n×1√
wp

] [ Q1 0

0 wp

]



(√

PXXC
(√

Q1

)−1
)T

−
(√

PXX
[α]n×1√

wp

)T




=
√
PXXC

(√
Q1

)−1

Q1

((√
Q1

)−1
)T

CT
√
PXX

T
+
√

PXX

[α]n×1√
wp

[α]1×n√
wp

√
PXX

T

= PXX .

o que satisfaz (3.27).

Agora, considere a equação




w1 . . . 0

0
. . .

...

0 · · · wn


 =




[
C−1wpα

2 [1]n×n

(
CT
)−1
]

11
. . . 0

0
. . .

...

0 · · ·
[
C−1wpα

2 [1]n×n

(
CT
)−1
]
nn


 .

e aplique o operador traço (tr(•)) em ambos os lados:

tr







w1 . . .
√
w1

√
wn

...
.. .

...
√
w1

√
wn · · · wn





 = α2wptr

(
C−1 [1]n×n

(
CT
)−1
)
.

∴

n∑

i=1

wi = α2wptr
(
C−1 [1]n×n

(
CT
)−1
)
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∴

n∑

i=1

wi +wp = α2wptr
(
C−1 [1]n×n

(
CT
)−1
)
+ wp.

Utilizando o fato de quetr (ABCD) = tr (DABC) = tr (CDAB) = tr (BCDA),

n∑

i=1

wi + wp = α2wptr
(
C−1 [1]n×n

(
CT
)−1
)
+ wp

= α2wptr
((

CT
)−1

C−1 [1]n×n S
−1
)
+ wp

= α2wptr
((

CCT
)−1

[1]n×n

)
+ wp.

Logo,

n∑

i=1

wi + wp (4.48)

= α2wptr



(
CCT

)−1




1
...

1



[
1 · · · 1

]

+ wp

= α2wptr





I − α2




1
...

1



[
1 · · · 1

]



−1 


1
...

1



[
1 · · · 1

]

+ wp

Usando o fato de queK (I +GK)−1 = (I +KG)−1K,

α2wptr





I − α2




1
...

1



[
1 · · · 1

]



−1 


1
...

1



[
1 · · · 1

]



+ wp (4.49)

=
1

1− α2n
α2wptr







1
...

1



[
1 · · · 1

]

 + wp

=
1

1− α2n
α2wpn + wp (4.50)

Considerando (4.39) em (4.50),

n∑

i=1

wi + wp
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=
1

1− 1−wp

n
n

(
1− wp

n

)
wpn+ wp

=
1

wp
(1− wp)wp + wp

= 1.

o que satisfaz (3.29). �

O Teorema 4.2.1 apresenta uma novaσ-representação mínima. Como queríamos, com

isso mostramos que nossa formulação foi capaz de proporcionar uma solução para um prob-

lema ainda não resolvido.

O resultado do Teorema 4.2.1 apresenta uma solução particular para o caso daσ-representação

mínima. Na próxima seção, apresentaremos uma solução mais geral para aσ-representação

mínima.

4.2.2 Sigma-representação mínima

Nesta seção apresentaremos aσ representação mínima. Vimos queX ∼
(
X̄, PXX

)
, com

PXX > 0, admite umaσ-representação. O casoN = n+ 1 vale se e somente se existe

W̄ =

[
W 0

0 wn+1

]
, Ē =

[
E p

]

comrank
[
E p

]
= n, W := diag (w), w := [w1 . . . wn] ep ∈ ℜn.

Do teorema 3.2.1 e considerandow̄ := [w1 . . . wn+1], temos que{χi, wi} será umaσ-

representação normalizada deX se e somente se

ĒW̄ ĒT =PXX ,

Ēw̄ =0,

[1]1×(n+1)

[
w

wn+1

]
=1,

ou seja

[
E p

] [ W 0

0 wn+1

][
ET

pT

]
= PXX , (4.51)

[
E p

] [ w

wn+1

]
= 0, (4.52)

[
[1]1×n 1

] [ w

wn+1

]
= 1, (4.53)
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ou ainda

EWET + wn+1pp
T = PXX , (4.54)

Ew + wn+1p = 0, (4.55)

[1]1×n w + wn+1 = 1. (4.56)

Observe que não podemos terwi = 0, pois isto implicaria umaσ-representação deN = n

pontos. Assim,wi 6= 0. Assim, por (4.55),p pode ser escrito como

p = − 1

wn+1
Ew. (4.57)

Substituindo (4.57) em (4.54),

PXX = EWET +
1

wn+1
EwwTET

= E

(
W +

1

wn+1
wwT

)
ET = EV ET , (4.58)

em que

V := W +
1

wn+1
wwT · (4.59)

ComoĒ =
[
E p

]
tem posto linha pleno, podemos sem perda de generalidade considerar

E invertível. De fato, seE não fosse invertível, pode-se mudar uma das colunas deE porp.

SendoE invertível, de (4.58) temos

V = E−1PXXE
−T > 0. (4.60)

Assim, de (4.59) e (4.60), uma condição necessária é que

V = W +
1

wn+1

wwT > 0. (4.61)

Segue que

0 < [1]1×n V [1]n×1 = [1]1×n

(
W +

1

wn+1
wwT

)
[1]T1×n

= [1]1×n

=w︷ ︸︸ ︷
W [1]n×1 [1]

T
1×n +

1

wn+1

(
[1]1×n w

) (
[1]1×nw

)T

=

n∑

i=1

wi +
1

wn+1

(
n∑

i=1

wi

)2

(4.56)
= (1− wn+1) +

1

wn+1
(1− wn+1)

2

= .
1

wn+1
(1− wn+1) (wn+1 + 1− wn+1)

=
1

wn+1
(1− wn+1) .
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Portanto, uma condição necessária é que

0 < wn+1 < 1. (4.62)

Comowi 6= 0, W é invertível. ComoW é simétrica, e considerandowi > 0, podemos

escrevê-la da seguinte maneira:

W =




√
w1 0 0

0
. . . 0

0 0
√
wn







√
w1 0 0

0
. . . 0

0 0
√
wn




= W
1
2W

1
2 , (4.63)

em que

W
1
2 :=




√
w1 0 0

0
. . . 0

0 0
√
wn


 , (4.64)

Assim, (4.58) lê-se como

PXX = E

(
W +

1

wn+1

wwT

)
ET

= EW
1
2

(
In +

1

wn+1
W− 1

2wwTW− 1
2

)
W

1
2ET

= E |W |
1
2


In +

(
W− 1

2w
√
wn+1

)(
W− 1

2w
√
wn+1

)T

W

1
2ET

= F
(
In + vvT

)
F T , (4.65)

em que

F := EW
1
2 , (4.66)

v :=
W− 1

2w
√
wn+1

. (4.67)

Note queF é invertível. De (4.65) e pelo fato de, por suposição,PXX ser invertível, podemos

fazer
√

PXX

−1
F
(
S + vvT

)
F T
√

PXX

−T
= I

G
(
S + vvT

)
GT = I, (4.68)

em que

G :=
√

PXX

−1
F. (4.69)

Como
√
PXX

−1
eF são invertíveis,G também é invertível. Assim,

S + vvT = G−1G−T =
(
GTG

)−1
.

85



SupondoS + vvT > 0, podemos escolher

G =
(
S + vvT

)− 1
2 (4.70)

∴ GTG =
(
S + vvT

)−1
> 0.

De (4.69), √
PXX

−1
F = G =

(
S + vvT

)− 1
2

∴ F =
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 . (4.71)

De (4.66),

EW
1
2 = F =

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2

∴ E =
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 W− 1

2 . (4.72)

De (4.67)

v :=
W− 1

2w
√
wn+1

=
1

√
wn+1




1√
w1

0 0

0
. . . 0

0 0 1√
wn







w1

...

wn




=
1

√
wn+1




√
w1

...
√
wn


 . (4.73)

Comowi 6= 0, devemos ter

vi 6= 0.

Portanto, escolhidov =




v1
...

vn


 ∈ ℜn comvi 6= 0, podemos escolherwi tal que

1
√
wn+1

√
wi = vi

∴
1

wn+1
wi = v2i

wi = wn+1v
2
i .

Resumindo: Uma solução para representação mínima (com todos wi > 0) e obtida da

seguinte forma:
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1. Escolha

v =




v1
...

vn


 ∈ ℜn, vi 6= 0.

2. Defina

w =




w1

...

wn


 := wn+1




v21
...

v2n


 .

3. Defina

E =
√

PXX

(
I + vvT

)− 1
2

1
√
wn+1




1
v1

0 0

0
.. . 0

0 0 1
vn


 .

4. Defina

p := − 1

wn+1

Ew.

Então (4.54) e (4.55) são satisfeitas. Falta assim, garantir (4.56):

1 = [1]1×n w + wn+1

= [1]1×n wn+1




v21
...

v2n


+ wn+1

= wn+1

n∑

i=1

v2i + wn+1.

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
. (4.74)

Note que (4.74) já satisfaz (4.62) paravi 6= 0.

Resumindo: Uma solução para representação mínima (com todos wi > 0) e obtida da

seguinte forma:

1. Escolha

v =




v1
...

vn


 ∈ ℜn, vi 6= 0.
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2. Escolha

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
.

3. Defina

w =




w1

...

wn


 := wn+1




v21
...

v2n


 .

4. Defina

E =
√

PXX

(
I + vvT

)− 1
2

1
√
wn+1




1
v1

0 0

0
. . . 0

0 0 1
vn


 .

5. Defina

p := − 1

wn+1
Ew

= − 1

wn+1



√

PXX

T (
I + vvT

)− 1
2

1
√
wn+1




1
v1

0 0

0
. . . 0

0 0 1
vn








wn+1




v21
...

v2n







= − 1
√
wn+1

√
PXX

(
I + vvT

)− 1
2 v.

Então (4.54) e (4.55) são satisfeitas. Falta assim, garantir (4.56):

1 = [1]1×n w + wn+1

= [1]1×n wn+1




v21
...

v2n


+ wn+1

= wn+1

n∑

i=1

v2i + wn+1.

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
.

Definaχi ∈ ℜn tal que
[
χ1 · · · χn+1

]
:=
[
E p

]
+
[
X̄
]
1×(n+1)

.

Neste caso,S = {χi, wi|i = 1, . . . n+ 1} é umaσ-representação mínima deX.

O Teorema a seguir coloca o resultado em uma forma ainda mais geral (sem a condição

de quewi > 0). Para isso, considere as seguintes notação e definição: seja uma matriz
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A ∈ ℜn×m, os termos de|A| são definidos como

[|A|]ij :=
∣∣∣[A]ij

∣∣∣ . (4.75)

Definição 4.2.1.Seja uma matrizA ∈ ℜn×m, os termos design (A) são definidos como

[sign (A)]ij :=

{
1 , se [A]ij ≥ 0

−1 , c.c.
. (4.76)

Teorema 4.2.2 (σ-representação Mínima). SejaX ∼
(
X̄, PXX

)
, X ∈ ℜn, PXX > 0 e

sejam as seguintes relações

v :=




v1
...

vn


 ∈ ℜn, vi 6= 0, (4.77)

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
, (4.78)

|W |−
1
2 w =

√
wn+1v, (4.79)

S := sign (W ) , (4.80)

E :=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 , (4.81)

p := − 1

wn+1
Ew, (4.82)

[
χ1 · · · χn+1

]
:=
[
E p

]
+
[
X̄
]
1×(n+1)

. (4.83)

O conjuntoS = {χi, wi|i = 1, 2, ..., n+ 1} é uma aσ-representação com o menor

número de pontos sigma normalizada deX. e recebe o nome deσ-representação Mínima.�

PROVA Do Teorema 3.2.1, se mostrarmos que (4.77)-(4.83) satisfazem (3.27)-(3.29), o

teorema estará provado.

De (3.27), temos que

[
E p

] [ W 0

0 wn+1

] [
E p

]T

(4.81),(4.82)
=

[ √
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 − 1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 w

]
W

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 − 1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 w

T

=
√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 W

(√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2

)T

+
1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 wwn+1

(
1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 w

)T
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=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 W |W |−

T
2
(
S + vvT

)−T
2
√

PXX

T

+
1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 wwT |W |−

T
2
(
S + vvT

)−T
2
√

PXX

T

Considerando (4.79) e(4.80),

[
E p

] [ W 0

0 wn+1

] [
E p

]T

(4.79),(4.80)
=

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 S
(
S + vvT

)−T
2
√

PXX

T

+
1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 (
√
wn+1v) (

√
wn+1v)

T (S + vvT
)−T

2
√

PXX

T

=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 S
(
S + vvT

)−T
2
√

PXX

T

+
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 vvT

(
S + vvT

)−T
2
√
PXX

T

Colocando os termos extremos em evidência:

[
E p

] [ W 0

0 wn+1

] [
E p

]T

=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2
(
S + vvT

) (
S + vvT

)−T
2
√

PXX

T

=
√

PXX

√
PXX

T

= PXX .

O que satisfaz a (3.27). Agora, de (3.28)

[
E p

]




w1

...

wn

wn+1




= Ew + pwn+1

(4.81),(4.82)
=

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 w

− 1

wn+1

√
PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 wwn+1

= 0.

Que satisfaz a (3.28). Agora, de (3.29) e considerando (4.84):
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[1]1×n+1




w1

...

wn

wn+1




= [1]1×n+1




wn+1v
2
1

...

wn+1v
2
n

wn+1




= wn+1

n∑

i=1

v2i + wn+1

(4.84)
=

1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )

(
n∑

i=1

v2i + 1

)

= 1,

que satisfaz a (3.29). �

Nota 4.2.1. Sewi > 0, as equações(4.77)-(4.83)terão a seguinte forma:

v =




v1
...

vn


 ∈ ℜn, vi 6= 0, (4.84)

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
, (4.85)

w =




w1

...

wn


 := wn+1




v21
...

v2n


 , (4.86)

E =
√
PXX

(
I + vvT

)− 1
2

1
√
wn+1




1
v1

0 0

0
. . . 0

0 0 1
vn


 , (4.87)

p := − 1

wn+1
Ew = − 1

√
wn+1

√
PXX

(
I + vvT

)− 1
2 v, (4.88)

[
χ1 · · · χn+1

]
:=
[
E p

]
+
[
X̄
]
1×(n+1)

. (4.89)

Na seção 4.2 obtivemos umaσ-representação mínima particular que está escrita no Lema

4.2.1. Como o Teorema 4.2.2 é uma caso geral da representaçãomínima, qual será a par-

ticularização que leva do Teorema 4.2.2 ao Lema 4.2.1? Vamostentar primeiro uma rápida

heurística. Como na solução do Lema 4.2.1 supõe-sewi > 0, tomaremos as equações (4.84)-

(4.89).
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Considerando (4.88) com (4.43)

− 1
√
wn+1

√
PXX

(
I + vvT

)− 1
2 v = −α

√
PXX

[1]n×1√
wp

.

∴ v = α

√
wn+1√
wp

(
I + vvT

) 1
2 [1]n×1.

Considerewn+1 = wp, assim, queremosv tal que

v = α
(
I + vvT

) 1
2 [1]n×1 . (4.90)

Agora, considerando (4.86) com (4.42)

(
C−1wn+1α

2[1]n×n

(
CT
)−1
)

ii

= wn+1v
2
i

(4.90)
= wn+1

((
α
(
I + vvT

) 1
2 [1]n×1

)(
α
(
I + vvT

) 1
2 [1]n×1

)T)

ii

= wn+1α
2
((

I + vvT
) 1

2 [1]n×n

(
I + vvT

)T
2

)

ii
. (4.91)

Claramente, (4.91) será satisfeita se

(
I + vvT

) 1
2 = C−1. (4.92)

Agora, substituindo (4.92) em (4.90),

v = αC−1 [1]n×1 . (4.93)

O lema abaixo fornece o resultado desejado:

Lema 4.2.1. Considere as equações(4.77)-(4.83)do Teorema 4.2.2. A escolha particular

wi > 0, (4.94)

v = αC−1[1]n×1 (4.95)

recai nas equações(4.39)-(4.44)do Lema 4.2.1. �

92



PROVA Como a solução do Lema 4.2.1 é parawi > 0, tomaremos as equações (4.84)-

(4.89). Agora, será conveniente obtermos o seguinte resultado

(
I + vvT

) 1
2 =

(
I + αC−1[1]n×1

(
αC−1[1]n×1

)T) 1
2

=
(
I + α2C−1[1]n×nC

−T
) 1

2 . (4.96)

Agora de (4.40)

CCT = In − α2 [1]n×n

∴ [1]n×n =
1

α2

(
In − CCT

)
. (4.97)

Substituindo (4.97) em (4.96),

(
I + vvT

)− 1
2 =

(
I + α2C−1 1

α2

(
In − CCT

)
C−T

)− 1
2

=
(
I + C−1C−T − C−1CCTC−T

)− 1
2

=
(
I + C−1C−T − I

)− 1
2

=
(
C−1C−T

)− 1
2

= C. (4.98)

Agora, considere (4.94)-(4.95) e (4.98) em (4.88):

− 1
√
wn+1

√
PXX

(
I + vvT

)− 1
2 v

(4.98)
= − 1

√
wp

√
PXXCv

(4.95)
= − 1

√
wp

√
PXXCαC−1[1]n×1

(4.95)
= − 1

√
wp

√
PXXα[1]n×1. (4.99)

Considere agora, (4.94)-(4.95) e (4.98) em (4.87)

√
PXX

(
I + vvT

)− 1
2

1
√
wn+1




1
v1

0 0

0
. . . 0

0 0 1√
wn+1

1
vn




(4.98)
=
√

PXXC




1√
wn+1

1
v1

0 0

0
. . . 0

0 0 1√
wn+1

1
vn
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(4.86)
=
√
PXXC




1√
wn+1

√
wn+1√
w1

0 0

0
. . . 0

0 0 1√
wn+1

√
wn+1√
wn




(4.86)
=
√
PXXC




1√
w1

0 0

0
. . . 0

0 0 1√
wn




=
√

PXXC
(√

Q1

)−1

. (4.100)

Note que (4.99)-(4.100) satisfazem a (4.43). Agora, basta mostrar que os pesos são

equivalentes. De (4.86),

wi = wn+1v
2
i

= wn+1

(
vvT
)
ii

(4.95)
= wn+1

(
αC−1[1]n×1

(
αC−1[1]n×1

)T)
ii

= wn+1α
2
(
C−1[1]n×nC

−T
)
ii
.

Que satisfaz a (4.42). �
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5 TRANSFORMAÇÕES POR PONTOS SIGMA

5.1 TRANSFORMAÇÃO POR PONTOS SIGMA

Agora que vimos a formalização dos conjuntos de pontos sigma- que é aσ-representação

- vamos partir para a formalização da Transformada Unscented. Nossa proposta é a Trans-

formação por Pontos Sigma.

Definição 5.1.1 (Transformação por pontos sigma).SejaX ∈ ℜn um vetor aleatório e

seja o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm que defineY , Y := f(X), e sejam os conjuntos

{χi, wi|χi ∈ ℜn;wi ∈ ℜ; i = 1, 2, ..., N} e {γi, wi| γi = f (χi)} de pesoswi e pontosχi

eγi uma aproximação gaussiana da distribuição de probabilidade conjunta deX eY

N

((
µχ

µγ

)
,

(
Σχχ Σχγ

ΣT
χγ Σγγ

))
, �

em que

µχ :=

N∑

i=1

wiχi, (5.1)

Σχχ :=
N∑

i=0

wi

(
χi − µχ

) (
χi − µχ

)T
, (5.2)

µγ :=
N∑

i=0

wiγi, (5.3)

Σγγ :=

N∑

i=0

wi

(
γi − µγ

) (
γi − µγ

)T
, (5.4)

Σχγ :=
N∑

i=0

wi

(
χi − µχ

) (
γi − µγ

)T
(5.5)

e µχ e Σχχ são amédiae a matriz de covariânciade {χi, wi}, µγ e Σγγ são amédiae a

matriz de covariânciade {γi, wi} e Σχγ é a matriz de correlação cruzadade {χi, wi} e

{γi, wi}. Umatransformação por pontos sigmaé uma funçãoTPS

[
µγ,Σγγ ,Σχγ

]
= TPS

(
f, X̄, PXX

)
, (5.6)

se

µχ = X̄, (5.7)
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e

Σχχ = PXX . (5.8)

Note que essa definição foca na aproximação da pdf conjunta, enquanto aσ-representação

foca na aproximação de apenas uma pdf. Qual seria, então, a relação formal entre a Trans-

formação por Pontos Sigma e aσ-representação? O Corolário a seguir nos dá essa resposta.

Lema 5.1.1. SejaS = {χi, wi|i = 1, 2, ..., N} umaσ-representação deX ∼ (X̄), PXX), e a

funçãof : ℜn 7→ ℜm que defineY , Y = f(X), os conjuntos{χi, wi} e{γi, wi| γi = f (χi)}
constituiem uma Transformação por Pontos Sigma, TPS,

[
µγ ,Σγγ ,Σχγ

]
= TPS

(
f, X̄, PXX

)
. �

PROVA Como{χi, wi} é umaσ-representação, por definição,

µσ(S) :=

N∑

i=1

wiχi = X̄,Σσ(S) :=

N∑

i=0

wi (χi − µσ(S)) (χi − µσ(S))
T = PXX . �

Estabelecidas aσ-representação e a Transformação por Pontos Sigma, qual será a quali-

dade da aproximação de uma transformaçãoTPS
(
f, X̄, PXX

)
? O lema a seguir nos ajudará

a dar essa resposta.

Lema 5.1.2. SejaX ∈ ℜn um vetor aleatório de médiāX := E{X} e matriz de covariância

PXX := E{(X−X̄)(X−X̄)T } e seja o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm que defineY de acordo

com(3.1)e uma transformação por pontos sigma com os conjuntos{χi, wi|i = 1, 2, ..., N}
e{γi, wi| γi = f (χi)} de pesoswi and pontosχi eγi. Se

1. µχ = X̄,

2. Σχχ = PXX ,

3. os momentos centrais de{χi, wi} são iguais aos momentos centrais deX até a ordem

k,

4. f é diferenciável até a ordemk,

então, as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. µγ aproxima a Série de Taylor da média deY , Ȳ := E{Y }, até a ordemk;

2. Σγγ aproxima a Série de Taylor da matriz de covariância deY , PY Y := E{(Y −
Ȳ )(Y − Ȳ )T} , até a ordemk. �
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PROVA Dos corolários A.1.1 e A.2.1 temos que as expansões em Série de Taylor deȲ e

deµγ até a ordem2k são:

Ȳ ∼ f
(
X̄
)
+

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · ·+

1

(k)!

n∑

i1,...,ik=1

Mk

x(i1),...,x(ik)

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

. (5.9)

e

µγ ∼ f
(
µχ

)
+

1

2!

n∑

i1,i2=1

m2

χ
(i1)
i ,...,χ

(ik)
i

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=µχ

+ · · ·+

1

(k)!

n∑

i1,...,ik=1

mk

χ
(i1)
i ,...,χ

ijk)

i

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=µχ

. (5.10)

Como os momentos centrais deX são iguais aos momentos centrais de{χi, wi} e

µχ = X̄, as equações (5.9) são (5.10) iguais, o que prova a primeira assertiva.

Agora, dos corolários A.1.2 e A.2.2 , as Séries de Taylor dePY Y e deΣγγ até a ordem

k são:

PY Y = Θ2
PY Y

+Θ3
PY Y

+Θ4
PY Y

+ · · ·+Θk
PY Y

+ · · · . (5.11)

em que

Θ2
PY Y

=

n∑

i,j=1

M2
x(i),x(j)

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

=
n∑

i,j=1

(PXX)ij
∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

.

...

Θk
PY Y
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+ 1

( k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M
k/2

x(i1)···x(ik/2)
M

k/2

x(k/2+1)
···x(ik)

)

(
∂k/2f(x)

∂x(ik/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(ik/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)
···x(ik)

(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M2
x(i1)x(i2)M

k−2

x(i1)
···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M3
x(i1)···x(i3)M

k−3

x(i1)
···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+ 1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M
(k−2)/2

x(i1)···x(i(k−2)/2)
M

(k+2)/2

x(i(k−2)/2+1)
···x(ik)

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

e

Σγγ = Θ2
Σγγ

+Θ3
Σγγ

+Θ4
Σγγ

+ · · ·+Θk
Σγγ

+ · · · . (5.12)

em que

Θ2
Σγγ

=

n∑

i,j=1

µ2

χ
(i)
i ,χ

(j)
i

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi

=

n∑

i,j=1

(
Σχiχi

)
ij

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi

...

Θk
Σγγ

98



+ 1

( k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ

(ik)
i

− µ
k/2

χ
(i1)

i ···χ
(ik/2)
i

µ
k/2

χ
(ik/2+1)
i ···χ

(ik)
i

)

(
∂k/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ

(ik)
i

(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=ηχi

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ

(ik)
i

− µ2

χ
(i1)

i χ
(i2)

i

µk−2

χ
(i1)

i ···χ
(ik−2)
i

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)

i ···χ
(ik)
i

− µ3

χ
(i1)
i ···χ

(i3)
i

µk−3

χ
(i4)
i ···χ

(ik)
i

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ · · ·+

+ 1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ

(ik)
i

− µ
(k−2)/2

χ
(i1)

i ···χ
(i(k−2)/2)
i

µ
(k−2)/2

χ
(i(k+2)/2)
i ···χ

(ik)
i

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

Como os momentos centrais deX são iguais aos momentos centrais de{χi, wi} e

µχ = X̄, as equações (5.11) e (5.12) são iguais. �

Com isso, podemos determinar a qualidade da estimativa da transformação por pontos

sigma:

Corolário 5.1.1. Seja uma Transformação por Pontos SigmaTPS =
(
f, X̄, PXX

)
das var-

iáveis aleatóriasX ∈ ℜn e Y ∈ ℜm tal queY := f(X), f : ℜn 7→ ℜm constiuída pelos

conjuntos{χi, wi|χi ∈ ℜn;wi ∈ ℜ; i = 1, 2, ..., N} e{γi, wi| γi = f (χi)}. As seguintes as-

sertivas são verdadeiras:

1. µγ aproxima a média deY , Ȳ := E{Y } pelo menos até a segunda ordem da sua Série

de Taylor.

2. Σγγ aproxima a matriz de covariância deY , PY Y := E{(Y − Ȳ )(Y − Ȳ )T} pelo

menos até a segunda ordem da sua Série de Taylor. �

PROVA Da definição de Transformação por Pontos Sigma,

µχ = X̄,

Σχχ = PXX .

Aplicando o Lema 5.1.2 parak = 2, as duas assertivas ficam provadas. �

Agora que fizemos a formalização para os conjuntos e para a Transformada Unscented

da forma básica, passaremos para a formalização da Transformada Escalada.
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5.2 TRANSFORMAÇÃO POR PONTOS SIGMA ESCALADA

Na seção 2.4 vimos que há uma transformada em particular que não se adéqua à nossa

definição de Transformada por pontos sigma: a Transformada Unscented Escalada (TUEs).

No entanto, vimos que a forma com que ela é mais utilizada apresenta a restrição de que

haja um conjunto de pontos sigma com um ponto igual à média. Mas há uma outra forma de

obter os mesmo resultados de escalamento da média e da matrizde covariância dos pontos

transformados.

De fato, considere uma variável aleatóriaX ∼
(
X̄, PXX

)
, uma funçãof : ℜn 7→ ℜm e

Y tal queY := f (X) e a variável aleatóriaZ tal que

Z := g (X, c, α, κ) ,

em que

g (X, c, α, κ) =
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) .,

em queα ∈ ℜ, κ ∈ ℜ∗ e c ∈ ℜn. Dos lemas A.1.6, A.1.7, A.2.6 e A.2.7 podemos perceber

que a média e a covariância modificadas (definição abaixo) deZ comκ = α2 e c igual à

respectiva média possuem o escalamento que desejamos. Assim, podemos fazer a seguinte

definição:

Definição 5.2.1 (Transformação por Pontos Sigma Escalada).SejamX ∼
(
X̄, PXX

)
e o

mapeamentof : ℜn 7→ ℜm que defineY , Y := f (X) .Considere a variável aleatória

Z := g (X, c, α, κ) tal queg : ℜn ×ℜ× ℜ× ℜ∗ 7→ ℜm tal que

g (X, c, α, κ) =
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ, κ ∈ ℜ∗ e c ∈ ℜn. Considere ainda os conjuntos{ χi , wi | i = 1 , 2 , . . . ,

N }e{ξi, wi| ξi = g
(
X, µχ, α, α

2
)
} de pesoswi e pontosχi e ξi que são uma aproximação

gaussiana da distribuição de probabilidade conjunta deX eY

N

((
µχ

µξ

)
,

(
Σχχ Σ∗

χξ

ΣT∗
χξ Σ∗

ξξ

))
,

em que

µχ :=

N∑

i=1

wiχi, (5.13)

Σχχ :=
N∑

i=0

wi

(
χi − µχ

) (
χi − µχ

)T
, (5.14)

µξ :=

N∑

i=0

wiγi, (5.15)
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Σ∗
ξξ := α2

N∑

i=0

wi

(
γi − µγ

) (
γi − µγ

)T
, (5.16)

Σ∗
χξ := α

N∑

i=0

wi

(
χi − µχ

) (
γi − µγ

)T
(5.17)

e µχ e Σχχ são amédiae a matriz de covariânciade {χi, wi}, µξ e Σ∗
ξξ são amédiae

a matriz de covariância modificadade {ξi, wi} e Σ∗
χξ é a matriz de correlação cruzada

modificadade {χi, wi} e {γi, wi}. Uma transformação por pontos sigma escaladaé um

funçãoTPSEs

[
µξ,Σ

∗
ξξ,Σ

∗
χξ

]
= TPSEs

(
f, X̄, PXX , α

)
, (5.18)

se

µχ = X̄ e Σχχ = PXX . �

Corolário 5.2.1. Uma Transformação por Pontos Sigma EscaladaTPSEs
(
f, X̄, PXX , 1

)

é uma Transformação por pontos sigmaTPS
(
f, X̄, PXX

)
(seção 5.1). �

PROVA Seα = 1, as equações (5.13)-5.17 se tornam

µχ :=

N∑

i=1

wiχi,

Σχχ :=
N∑

i=0

wi

(
χi − µχ

) (
χi − µχ

)T
,

µξ :=
N∑

i=0

wiγi,

Σ∗
ξξ := α2

N∑

i=0

wi

(
γi − µγ

) (
γi − µγ

)T
,

Σ∗
χξ := α

N∑

i=0

wi

(
χi − µχ

) (
γi − µγ

)T
,

que são equivalentes às equações (5.1)-(5.5). �

Com isso percebe-se que a TPS é um caso particular da TPSEs. O lema a seguir é um

análogo do Lema 5.1.2 para a TPS.

Lema 5.2.1. SejaX ∈ ℜn um vetor aleatório de médiāX := E{X} e matriz de covariância

PXX := E{(X − X̄)(X − X̄)T} e seja o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm que defineY, Y :=

f (X) . Considere ainda, que a variável aleatóriaZ tal que

Z := g (X, c, α, κ) =
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c)
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e seja uma transformação por pontos sigma escalada com os conjuntos{χi, wi|i = 1, 2, ..., N}
e {ξi, wi| ξi = g

(
X, µχ, α, α

2
)
} de pesoswi and pontosχi e γi. Seµχ = X̄, Σχχ = PXX ,

os momentos centrais de{χi, wi} são iguais aos momentos centrais deX até a ordemk ef

é diferenciável até a ordemk, as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. µξ aproxima a Série de Taylor da média deZ, Z̄ := E{Z}, até a ordemk;

2. Σ∗
ξξ aproxima a Série de Taylor da matriz de covariância deZ, PZZ := E{(Z −

Z̄)(Z − Z̄)T} , até a ordemk. �

PROVA Dos lemas A.1.6 e A.2.6 temos que as expansões em Série de Taylor deȲ e de

µγ até a ordemk são:

Z̄ = f
(
X̄
)
+

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+ α
1

3!

n∑

i1,...,i3=1

M3
x(i1),...,x(i3)

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

(5.19)

+ · · ·+ αk−2 1

k!

n∑

i1,...,ik=1

Mk

x(i1),...,x(ik)

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · .

e

ηξi = f
(
ηχi

)
+

n∑

i1,,i2=1

µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+ α

n∑

i1,i2,i3=1

µ3

χ
(i1)
i χ

(i2)
i χ

(i3)
i

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

(5.20)

+ · · ·+ αk

κ

n∑

i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · .

Como os momentos centrais deX são iguais aos momentos centrais de{χi, wi} e

µχ = X̄, as equações (5.19) são (5.20) iguais, o que prova a primeiraassertiva.

Agora, dos lemas A.1.7 e A.2.7 , as Séries de Taylor deP ∗
ZZ e deΣ∗

ξξ até a ordemk

são:

P ∗
ZZ = µPZZ = Θ2

P ∗
ZZ

+Θ3
P ∗
ZZ

+Θ4
P ∗
ZZ

+ · · ·+Θk
P ∗
ZZ
, (5.21)

em que:

Θ2
P ∗
ZZ

=

n∑

i,j=1

M2
x(i),x(j)

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄
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=
n∑

i,j=1

(PXX)ij
∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

.

Θ3
P∗

ZZ
= α1 1

2

n∑

i1,i2,i3=1

M3
x(i1)

···x(i3)

(
∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+
∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

Θ4
P∗

ZZ
=

α2 1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4) −M2

x(i1)x(i2)M
2
x(i4)x(i4)

) ∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

α2 1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4)

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

) .

Θ5
P∗

ZZ
=

α3 1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)

···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+α3 1
2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
M5

x···x(i5) −M2
x(i4)x(i5)M

3
x(i1)

···x(i3)

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)
.

...

Θk
P∗

ZZ

= αk−2 1

( k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M
k/2

x(i1)···x(ik/2)
M

k/2

x(k/2+1)
···x(ik)

)

(
∂k/2f(x)

∂x(ik/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(ik/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

αk−2 1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)
···x(ik)

(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk−2 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M2
x(i1)x(i2)M

k−2

x(i1)
···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk−2 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M3
x(i1)···x(i3)M

k−3

x(i1)
···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+αk−2 1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)
···x(ik)

−M
(k−2)/2

x(i1)···x(i(k−2)/2)
M

(k+2)/2

x(i(k−2)/2+1)
···x(ik)

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

e

Σ∗
ξξ = α2Σξξ = Θ2

Σ∗
ξξ
+Θ3

Σ∗
ξξ
+Θ4

Σ∗
ξξ
+ · · ·+Θk

Σ∗
ξξ
, (5.22)

em que:

Θ2
Σ∗

ξξ
=

n∑

i,j=1

µ2

χ
(i)
i ,χ

(j)
i

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi
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=
n∑

i,j=1

(
Σχiχi

)
ij

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi

Θ3
Σ∗

ξξ
= α

1

2

n∑

i1,i2,i3=1

µ3

χ
(i1)
i ···χ

(i3)
i

(
∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+
∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

Θ4
Σ∗

ξξ

= α2 1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
µ4

χ
(i1)

i ···χ
(i4)

i

− µ2

χ
(i1)

i χ
(i2)

i

µ2

χ
(i4)

i χ
(i4)

i

)
∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=ηχi

α3

κ
1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

µ4

χ
(i1)

i ···χ
(i4)

i

(
∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=ηχi

) .

Θ5
Σ∗

ξξ
=

α3 1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)

···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+α5

κ
1

2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
µ5

χi···χ
(i5)
i

− µ2

χ
(i4)
i χ

(i5)
i

µ3

χ
(i1)
i ···χ

(i3)
i

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
χi=ηχi

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

χi=χ̄i

+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
χi=χ̄i

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

χi=ηχi

)
.

...

Θk
Σ∗

ξξ

= αk−2 1

( k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ

(ik)
i

− µ
k/2

χ
(i1)

i ···χ
(ik/2)
i

µ
k/2

χ
(ik/2+1)
i ···χ

(ik)
i

)

(
∂k/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)
···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

αk−2 1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ

(ik)
i

(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=ηχi

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk−2 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)

i ···χ
(ik)
i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µk−2

χ
(i1)

i ···χ
(ik−2)
i

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk−2 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)

i ···χ
(ik)
i

− µ3

χ
(i1)
i ···χ

(i3)
i

µk−3

χ
(i4)
i ···χ

(ik)
i

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)
···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ · · ·+

+αk−2 1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)

i ···χ
(ik)
i

− µ
(k−2)/2

χ
(i1)
i ···χ

(i(k−2)/2)
i

µ
(k−2)/2

χ
(i(k+2)/2)
i ···χ

(ik)
i

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)
···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)
···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

Como os momentos centrais deX são iguais aos momentos centrais de{χi, wi} e

µχ = X̄, as equações (5.21) e (5.22) são iguais. �
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O Lema 5.2.1 nos dá a possibilidade de trabalharmos apenas com os conjunto{χi, wi}.

Observe, as expressões das expansões em Séries de Taylor deZ̄ e deP ∗
ZZ ambas diferem

das deȲ e dePY Y apenas no fato de que cadak-ésimo termo aparece escalonado por um

fatorαk−2. Isso permite que tenhamos um grau de liberdade a mais. Com isso podemos, por

exemplo, escolherα pequeno de tal modo que a influência dos termos de mais alta ordem seja

diminuída e, consequentemente, tenhamos uma aproximação melhor. A TPSEs apresenta um

vantagem adicional particularmente para o caso em que procuramos uma aproximação para

k = 2, visto que o termoα só influenciará a partir dos termos de ordem3 nas séries de Taylor

deZ̄ e deP ∗
ZZ.

Por fim, temos a seguinte nota:

Nota 5.2.1. Qualquerσ-representação{χi, wi} é também um conjunto para uma Transfor-

mação por Pontos Sigma Escalada. �
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6 FILTRAGEM POR PONTOS SIGMA RECURSIVA

6.1 FILTRAGEM RECURSIVA COM A SIGMA-REPRESENTAÇÃO

Nesta seção, queremos formalizar de modo mais geral a filtragem recursiva que se uti-

liza das transformações por pontos sigma. Como vimos na seção 2.3, o Filtro de Kalman

Uncented(FKU) foi proposto sob os moldes do Filtro de Kalman. Nossa idéia é utilizar

também esse quadro de equações para propor um formalismo mais geral.

Achamos conveniente repetir aqui, para facilidade, as equações da filtragem recursiva.

Considere o seguinte sistema de equações

xk = f (xk−1, qk, k) , (6.1)

yk = h (xk, rk, k) , (6.2)

em quexk ∈ ℜn é o estado,yk ∈ ℜm reprenta ak-ésima medida,qk ∈ ℜq é um ruído de

processo erk ∈ ℜr é o ruído de medição. Os ruídos são variáveis aleatórias normais de

média zero:qk ∼ (0, Qk) e rk ∼ (0, Rk) .

Faremos agora a exposição dos algoritmos de quatro Filtros:do Filtro de Kalman por

Pontos Sigma aumentado, do Filtro de Kalman por Pontos Sigmaaditivo, do Filtro de

Kalman por Pontos Sigma aumentado escalado, do Filtro de Kalman por Pontos Sigma adi-

tivo escalado. Depois comentaremos algumas relações entreeles.

Na seção 2.4 mostramos que existem duas abordagens para Filtros de Kalman que se

utilizam da Transformada Unscented. Também aqui, queremosformalizar um Filtro aditivo

e um aumentando.

Os Filtros aumentados têm a particularidade de tratar os ruídos de forma não-aditiva. Ele

trata tanto o ruído de processo como o ruído de medição inclusos nas funções não lineares.

Então, para que esse efeito seja produzido, se faz necessário que o vetor de estados tenha a

sua dimensão aumentada para que as covariâncias dos ruídos influenciem na determinação

dos pontos sigma. É por causa desse aumento da dimensão do estado que se dá o nome ao

Filtro.

Já os Filtros aditivos simplificam as funções de processo e demedição tratando seus

ruídos de forma aditiva em respeito às essas funções. Com efeito, as equações (6.1) e (6.2)

são reescritas da seguinte maneira:

xk = f (xk−1, k) + qk, (6.3)

yk = h (xk, k) + rk. (6.4)
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Essa consideração permite que se crie um algoritmo de filtragem em que não é necessário

o aumento do vetor de estados para a consideração dos ruídos.Abaixo, colocamos as nossas

proposições de Filtros.

Algoritmo 6.1.1 (FKPSAu). Considere o sistema(6.1)-(6.2) e suponha que no instante de

tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 .

Considere, ainda, o operador de a Transformação por Pontos Sigma (TPS) definida em 5.6.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma aumentado(FKPSau) é constituído pela etapas de

predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule a média e matriz de covariância preditas do estado:
[
x̂a
k|k−1, P̃

k|k−1,a
XX

]
= TPS

(
f, x̂a

k−1, P̂
k−1,a
XX

)
,

em que

x̂a
k|k−1 =




x̂x
k|k−1

x̂w
k|k−1

x̂v
k|k−1


 ,

P
k|k−1,a
XX =




P
k|k−1,x
XX 0 0

0 P
k|k−1,w
XX 0

0 0 P
k|k−1,v
XX


 .

2. Correção

(a) Calcule a média, a matriz de correlação cruzada e a matrizde covariância pred-

itas das medidas:
[
ŷk|k−1, P̂

k|k−1
Y Y , P̂

k|k−1
XY

]
= TPS

(
h, x̂x

k|k−1, P̂
k|k−1,x
Y Y

)
.
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(b) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1,x
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 6.1.2 (FKPSAuEs). Considere o sistema(6.1)-(6.2) e suponha que no instante

de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 .

Considere, ainda, o operador de a Transformação por Pontos Sigma Escalada (TPSEs)

definida em(5.18). OFiltro de Kalman por Pontos Sigma aumentado Escalado(FKPSAuEs)

é constituído pela etapas de predição e correção da seguintemaneira:

1. Predição

(a) Calcule a média e matriz de covariância preditas do estado:

[
x̂a
k|k−1, P̃

k|k−1,a
XX

]
= TPSEs

(
f, x̂a

k−1, P̂
k−1,a
XX

)
,

em que

x̂a
k|k−1 =




x̂x
k|k−1

x̂w
k|k−1

x̂v
k|k−1


 ,

P
k|k−1,a
XX =




P
k|k−1,x
XX 0 0

0 P
k|k−1,w
XX 0

0 0 P
k|k−1,v
XX


 .

2. Correção
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(a) Calcule a média, a matriz de correlação cruzada e a matrizde covariância pred-

itas das medidas:

[
ŷk|k−1, P̂

k|k−1
Y Y , P̂

k|k−1
XY

]
= TPSEs

(
h, x̂x

k|k−1, P̂
k|k−1,x
Y Y

)
.

(b) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1,x
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 6.1.3 (FKPSAd). Considere que o sistema(6.1)-(6.2)pode ser escrito da seguinte

maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o operador de Transformação por Pontos Sigma Escalada (TPS) definida

em(5.6). O Filtro de Kalman por Pontos Sigma aditivo(FKPSad) é constituído pela etapas

de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule a média e matriz de covariância preditas do estado:

[
x̂k|k−1, P̃

k|k−1
XX

]
= TPS

(
f, x̂k−1, P̂

k−1
XX

)

P̂
k|k−1
XX = P̃

k|k−1
XX +Qk.

2. Correção

(a) Calcule a média, a matriz de correlação cruzada e a matrizde covariância pred-

itas das medidas:

[
ŷk|k−1, P̃

k|k−1
Y Y , P̂

k|k−1
XY

]
= TPS

(
h, x̂k|k−1, P̂

k|k−1
XX

)

P̂
k|k−1
Y Y = P̃

k|k−1
Y Y +Rk.
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(b) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Algoritmo 6.1.4 (FKPSAdEs). Considere que o sistema(6.1)-(6.2) pode ser escrito da

seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o operador de Transformação por Pontos Sigma Escalada (TPSEs) definida

em(5.18). O Filtro de Kalman por Pontos Sigma aditivo Escalado(FKPSAdEs) é consti-

tuído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule a média e matriz de covariância preditas do estado:
[
x̂k|k−1, P̃

k|k−1
XX

]
= TPSEs

(
f, x̂k−1, P̂

k−1
XX

)

P̂
k|k−1
XX = P̃

k|k−1
XX +Qk.

2. Correção

(a) Calcule a média, a matriz de correlação cruzada e a matrizde covariância pred-

itas das medidas:
[
ŷk|k−1, P̃

k|k−1
Y Y , P̂

k|k−1
XY

]
= TPSEs

(
h, x̂k|k−1, P̂

k|k−1
XX

)

P̂
k|k−1
Y Y = P̃

k|k−1
Y Y +Rk.

(b) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �
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Corolário 6.1.1. Para o caso em queα = 1, o FKSPauEs recai no FKSPau e o FKSPadEs

recai no FKSPad. �

O Corolário acima evidencia que os Filtros de Kalman por pontos sigma são casos par-

ticulares dos respectivos Filtros de Kalman por pontos sigma escalados.

Os corolários abaixo explícitam a versatilidade dessas representações. Mostraremos que

elas produzem Filtros para qualquerσ-representação e que, além disso, o Filtro de Kalman

Unscented aumentado (FKUau) e o Filtro de Kalman Unscened aditivo(FKUad) são casos

particulares desses Filtros.

Corolário 6.1.2 (FKPSAuEsSimMin). A utilização daσ-representação Simétrica Mínima

(Teorema 4.1.1 ) no FKPSAuEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Escalado

Aumentado Simétrico Mínimo (FKPSAuEsSimMin) que tem o algoritmo abaixo.

Algoritmo 6.1.5 (FKPSAuEsSimMin). Considere o sistema(2.1)-(2.2) e suponha que no

instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 ,

na = n + r + q.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Simétrico Mínimo(FKPSauSimMínimo)

é constituído pela etapas de predição e correção da seguintemaneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Simétrica Mín-

ima (Teorema 4.1.1):

i. Calcule valores parawi, i = 1, . . . , 2na + 1 tal que

wi > 0, i = 1, . . . , 2na,

wi+na = wi, i = 1, . . . , na + 1,

2na+1∑

i=1

wi = 1.
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ii. Calcule os pontos sigma:

Q =




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wna


 ,

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
,

W :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 w2na+1


 =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 w2na+1


 ,

[
χk−1
1 · · · χk−1

2na+1

]
= E +

[
X̄
]
1:2na+1

.

(b) escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma:

χ
k|k−1,a
i = χk−1,a

i ,

χ
k|k−1,x
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1,x
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)
.

em que

χk,a
2n+1 =




χk,x
2na+1

χk,w
2na+1

χk,v
2na+1


 .

(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas preditas:

x̂a
k|k−1 =

2na+1∑

i=1

wiχ
k|k−1,x
i ,

P̃
k|k−1,a
XX = α2

2na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂x
k|k−1 + α

(
χk−1,x
i − x̂x

k|k−1

))
− h

(
x̂x
k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂x
k|k−1

)
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(b) Calcule a média e a matriz de covariância da predição modificadas das medidas:

ŷk|k−1 =
2na+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

2na+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

2na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂x

k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

em que

x̂a
k|k−1 =




x̂x
k|k−1

x̂w
k|k−1

x̂v
k|k−1


 .

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1,x
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k ,

em que

P
k|k−1,a
XX =




P
k|k−1,x
XX 0 0

0 P
k|k−1,w
XX 0

0 0 P
k|k−1,v
XX


 . �

Corolário 6.1.3 (FKPSAuEsSimMinHom). A utilização daσ-representação Simétrica Mín-

ima Homogênea (Corolário 4.1.1) no FKPSAuEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos

Sigma Escalado Aumentado Simétrico Mínimo Homogêneo (FKPSAuEsSimMinHom) que

tem o algoritmo abaixo. O FKPSAuEsSimMinHom comα = 1 é equivalente ao FKUau

(algoritmo 2.4.2).

Algoritmo 6.1.6 (FKPSAuEsSimMinHom). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que

no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

114



x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 ,

na = n+ r + q.

OFiltro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Simétrico Mínimo Homogêneo(FKPSAuEsSimMinHom)

é constituído pela etapas de predição e correção da seguintemaneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Simétrica Mín-

ima Homogênea (Corolário 4.1.1):

i. escolha um valor paraw2na+1 < 1.

ii. Calcule os pesos e pontos sigma

Q =
1− w2na+1

2n
Ina ,

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
,

W :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 w2na+1


 =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 w2na+1


 ,

[
χk−1
1 · · · χk−1

2na+1

]
= E +

[
X̄
]
1:2na+1

.

(b) escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma:

χ
k|k−1,a
i = χk−1,a

i ,

χ
k|k−1,x
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1,x
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)
.

em que

χk
2n+1 =




χk,x
2na+1

χk,w
2na+1

χk,v
2na+1


 .
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(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas preditas:

x̂a
k|k−1 =

2na+1∑

i=1

wiχ
k|k−1,x
i ,

P̃
k|k−1,a
XX = α2

2na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂x
k|k−1 + α

(
χk−1,x
i − x̂x

k|k−1

))
− h

(
x̂x
k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂x
k|k−1

)

(b) Calcule a média e a matriz de covariância da predição modificadas das medidas:

ŷk|k−1 =

2na+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

2na+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

2na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂x

k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

em que

x̂a
k|k−1 =




x̂x
k|k−1

x̂w
k|k−1

x̂v
k|k−1


 .

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1,x
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k ,

em que

P
k|k−1,a
XX =




P
k|k−1,x
XX 0 0

0 P
k|k−1,w
XX 0

0 0 P
k|k−1,v
XX


 . �
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PROVA Colocamos aqui o algoritmo do FKUau para a comparação com o algoritmo

FKSPauSim.

Algoritmo 6.1.7 (FKUau). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no instante de

tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiax̄a

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
, (6.5)

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
, (6.6)

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 . (6.7)

O Filtro de Kalman Unscented Aumentado (FKUau)é composto das etapas de predição

e de correção da seguinte forma:

1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Parai = 1, ..., na, na = n+q+r, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1

e seus pesoswi assim:

χ0,a
k−1 = x̂a

k−1,

χi,a
k−1 = χ0,a

k−1 +

[√
na

1− w0
P̂ k−1,a
XX

]

∗i
,

χi+na,a
k−1 = χ0,a

k−1 +

[√
na

1− w0

P̂ k−1,a
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2na
,

em que

χi,a
k−1 =




χi,x
k−1

χi,w
k−1

χi,v
k−1


 .

(c) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi,x
k|k−1 = f

(
χi,x
k−1, χ

i,w
k−1, k

)
.
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(d) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =
2na∑

i=0

wiχ
i,x
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

2na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi,x
k−1, χ

i,v
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =
2na∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

2na∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

2na∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 + Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Corolário 6.1.4 (FKPSAdEsSimMin). A utilização daσ-representação Simétrica Mínima

(Teorema 4.1.1) no FKPSAdEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escal-

ado Simétrico Mínimo (FKPSAdEsSimMin) que tem o algoritmo abaixo.

Algoritmo 6.1.8 (FKPSAdEsSimMin). Considere que o sistema(6.1)-(6.2) pode ser es-

crito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,
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e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

OFiltro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Simétrico Mínimo (FKPSAdEsSim-

Min) é constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Simétrica Mín-

ima (Teorema 4.1.1):

i. Calcule valores parawi, i = 1, . . . , 2n+ 1 tal que

wi > 0, i = 1, . . . , 2n,

wi+n = wi, i = 1, . . . , n+ 1,

2n+1∑

i=1

wi = 1.

ii. Calcule os pontos sigma:

Q =




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wn


 ,

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
,

W :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 w2n+1


 =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 w2n+1


 ,

[
χk−1
1 · · · χk−1

2n+1

]
= E +

[
X̄
]
1:2n+1

.

(b) escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma escalada:

χ
k|k−1
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)
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(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas preditas:

x̂k|k−1 =

2n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1
i ,

P̃
k|k−1
XX = α2

2n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂k|k−1 + α

(
χk−1
i − x̂k|k−1

))
− h

(
x̂k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂k|k−1

)

(b) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas da predição das medidas:

ŷk|k−1 =
2n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

2n+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

2n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k , �

Corolário 6.1.5 (FKPSAdEsSimMinHom). A utilização daσ-representação Simétrica Mín-

ima Homogêna (Corolário 4.1.1) no FKPSAdEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos

Sigma Aditivo Escalado Simétrico Mínimo Homogêneo (FKPSAdEsSimMinHom) que tem o

algoritmo abaixo. O FKPSAdEsSimMinHom comα = 1, é equivalente ao FKUad (algo-

ritmo 2.4.2).

Algoritmo 6.1.9 (FKPSAdEsSimMinHom). Considere que o sistema(6.1)-(6.2) pode ser

escrito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,
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yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Simétrico Mínimo Homogêneo

(FKPSAdEsSimMinHom) é constituído pela etapas de prediçãoe correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Simétrica Mín-

ima Homogênea (Corolário 4.1.1):

i. escolha um valorw2na+1.

ii. Calcule os pesos e pontos sigma

Q =
1− w2n+1

2n
In,

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
,

W :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 w2n+1


 =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 w2n+1


 ,

[
χk−1
1 · · · χk−1

2n+1

]
= E +

[
X̄
]
1:2n+1

.

(b) escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma escalada:

χ
k|k−1
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)

(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas preditas:

x̂k|k−1 =
2n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1
i ,

P̃
k|k−1
XX = α2

2n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)T
+Qk.
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2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂k|k−1 + α

(
χk−1
i − x̂k|k−1

))
− h

(
x̂k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂k|k−1

)

(b) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas da predição das medidas:

ŷk|k−1 =
2n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

2n+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

2n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k , �

PROVA Colocamos aqui o algoritmo do FKUad para a comparação com o algoritmo

FKSPadSim.

Algoritmo 6.1.10 (FKUad). Considere que o sistema(2.1)-(2.2)pode ser escrito da seguinte

maneira

xk = f (xk−1, k) + qk, (6.8)

yk = h (xk, k) + rk, (6.9)

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman Unscented Aditivo (FKUad)é composto das etapas de predição e de

correção da seguinte forma:

1. Predição
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(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Parai = 1, ..., n, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e seus pesoswi

assim:

χ0
k−1 = x̂k−1,

χi
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0
P̂ k−1
XX

]

∗i
,

χi+n
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0

P̂ k−1
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2n
,

(c) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.

(d) Calcule as predições da estimativa e da matriz de covariância:

x̂k|k−1 =

2n∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
XX =

2n∑

i=0

wi

(
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
χi
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1 e da matriz de covariância da medição

P̂
k|k−1
Y Y preditas :

ŷk|k−1 =

2n∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

P̂
k|k−1
Y Y =

2n∑

i=0

wi

(
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

2n∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.
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(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂k|k−1 + Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k . �

Os dois corolários acima mostram que os Filtros de Kalman unscented são casos partic-

ulares dos Filtros de Kalman por pontos sigma. Colocamos agora, os Filtros para a sigma

representação mínima geral. Faremos os casos escalados, pois vimos que os não escalados

são casos a particulares desses. Não evidenciaremos nenhumoutro Filtro fruto uma outras

σ-representações por se tornar tarefa trivial.

Corolário 6.1.6 (FKPSAuEsMin). A utilização daσ-representação Mínima (Teorema 4.2.2)

no FKPSAuEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado Mínimo

(FKPSAuEsMin) que tem o algoritmo abaixo. O FKPSAuEsMin comα = 1 tem o nome de

Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Mínimo (FKPSauMin).

Algoritmo 6.1.11 (FKPSAuEsMin). Considere o sistema(2.1)-(2.2) e suponha que no in-

stante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 ,

na = n + r + q.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado Mínimo(FKPSAuEsMin) é

constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Mínima (Teo-

rema 4.2.2):
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i. escolhav ∈ ℜna tal que

v =




v1
...

vna


 , vi 6= 0

.

ii. Calcule os pesos e pontos sigma

wna+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
,

|W |−
1
2 w =

√
wna+1v,

S := sign (W ) ,

E :=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 ,

p := − 1

wna+1
Ew,

[
χk−1,x
1 · · · χk−1,x

na+1

]
:=
[
E p

]
+
[
X̄
]
1×(na+1)

,

em que

w =




w1

...

wna


 ,

e

|W |−
1
2 =




√
|w1| 0 0

0
. . . 0

0 0
√

|wna|


 .

(b) Escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma:

χ
k|k−1,a
i = χk−1,a

i ,

χ
k|k−1,x
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1,x
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)
.

em que

χk
2n+1 =




χk,x
2na+1

χk,w
2na+1

χk,v
2na+1


 .
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(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas preditas:

x̂a
k|k−1 =

na+1∑

i=1

wiχ
k|k−1,x
i ,

P̃
k|k−1,a
XX = α2

na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂x
k|k−1 + α

(
χk−1,x
i − x̂x

k|k−1

))
− h

(
x̂x
k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂x
k|k−1

)
.

(b) Calcule a média e a matriz de covariância modificadas da predição das medidas:

ŷk|k−1 =
na+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

na+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂x

k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

em que

x̂a
k|k−1 =




x̂x
k|k−1

x̂w
k|k−1

x̂v
k|k−1


 .

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1,x
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k ,

em que

P
k|k−1,a
XX =




P
k|k−1,x
XX 0 0

0 P
k|k−1,w
XX 0

0 0 P
k|k−1,v
XX


 . �
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Corolário 6.1.7 (FKPSAdEsMin). A utilização daσ-representação Mínima (Teorema 4.2.2)

no FKPSAdEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Mínimo

(FKPSAdEsMin) que tem o algoritmo abaixo. O FKPSAdEsMin comα = 1 recebe o nome

de Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Mínimo (FKPSadMin).

Algoritmo 6.1.12 (FKPSAdEsMin). Considere que o sistema(6.1)-(6.2) pode ser escrito

da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Mínimo(FKPSAdEsMin) é consti-

tuído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Mínima (Teo-

rema 4.2.2):

i. escolhav ∈ ℜn tal que

v =




v1
...

vn


 , vi 6= 0

.

(b) Calcule os pesos e pontos sigma

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
,

|W |−
1
2 w =

√
wn+1v,

S := sign (W ) ,

E :=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 ,

p := − 1

wn+1
Ew,

[
χk−1
1 · · · χk−1

n+1

]
:=
[
E p

]
+
[
X̄
]
1×(n+1)

,

em que

w =




w1

...

wn


 ,
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e

|W |−
1
2 =




√
|w1| 0 0

0
. . . 0

0 0
√

|wn|


 .

(c) escolhaα 6= 0.

(d) Faça a predição escalada dos pontos sigma escalada:

χ
k|k−1
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)

(e) Calcule a média e a matriz de covariância modificada preditas:

x̂k|k−1 =

n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1,x
i ,

P̃
k|k−1
XX = α2

n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂k|k−1

)(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂k|k−1 + α

(
χk−1
i − x̂k|k−1

))
− h

(
x̂k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂k|k−1

)

(b) Calcule a média e a matriz de covariância modificada da predição das medidas:

ŷk|k−1 =
n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

n+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
+Rk.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k , �
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Corolário 6.1.8 (FKPSAuEsMinPar). A utilização daσ-representação Mínima Particular

(Teorema 4.2.1) no FKPSAuEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado

Escalado Mínimo Particular (FKPSAuEsMinPar) que tem o algoritmo abaixo. O FKP-

SAuEsMinPar comα = 1 recebe o nome de Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado

Mínimo Particular (FKPSauMinPar).

Algoritmo 6.1.13 (FKPSAuEsMinPar). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no

instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

Considere, ainda, o seguinte vetor de estado aumentadoxa
k e suas respectivas médiāxa

k e

matriz de covariância aumentadaP k,a
XX

xa
k :=

[
xT
k , q

T
k , r

T
k

]T
,

x̄a
k :=

[
x̄T
k , 0, 0

]T
,

P k,a
XX :=




P k
XX 0 0

0 Qk 0

0 0 Rk


 ,

na = n+ r + q.

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aumentado Escalado MínimoParticular (FKP-

SAuEsMinPar) é constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Mínima Partic-

ular (Teorema 4.2.1):

i. escolha0 < wna+1 < 1.

ii. Determine os seguintes elementos:

α =

√
1− wna+1

n
,

C =
√

Ina − α2[1]na×na ,

Determine os pesos e a matrizQ:

wi =
(
C−1wna+1α

2[1]na×na

(
CT
)−1
)
ii

Q =




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wna


 .
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iii. Determine os pontos sigma:
[
χk−1,x
1 · · · χk−1,x

na+1

]
=
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 −α
√
PXX

[1]n×1√
wna+1

]
+
[
X̄
]
1×na+1

(b) Escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma:

χ
k|k−1,a
i = χk−1,a

i ,

χ
k|k−1,x
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1,x
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)
.

em que

χk
2n+1 =




χk,x
2na+1

χk,w
2na+1

χk,v
2na+1


 .

(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificada preditas:

x̂a
k|k−1 =

na+1∑

i=1

wiχ
k|k−1,x
i ,

P̃
k|k−1,a
XX = α2

na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)(
χ
k|k−1,x
i − x̂a

k|k−1

)T
.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂x
k|k−1 + α

(
χk−1,x
i − x̂x

k|k−1

))
− h

(
x̂x
k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂x
k|k−1

)
.

(b) Calcule a média e a matriz de covariância modificada da predição das medidas:

ŷk|k−1 =
na+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

na+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

na+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂x

k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
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em que

x̂a
k|k−1 =




x̂x
k|k−1

x̂w
k|k−1

x̂v
k|k−1


 .

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1,x
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k ,

em que

P
k|k−1,a
XX =




P
k|k−1,x
XX 0 0

0 P
k|k−1,w
XX 0

0 0 P
k|k−1,v
XX


 . �

Corolário 6.1.9 (FKPSAdEsMinPar). A utilização daσ-representação Mínima Particular

(Teorema 4.2.1) no FKPSAdEs resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escal-

ado Mínimo Particular (FKPSAdEsMinPar) que tem o algoritmoabaixo. O FKPSAdEsMin-

Par comα = 1 recebe o nome de Filtro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Mínimo

Particular (FKPSadMinPar).

Algoritmo 6.1.14 (FKPSAdEsMinPar). Considere que o sistema(6.1)-(6.2) pode ser es-

crito da seguinte maneira

xk = f (xk−1, k) + qk,

yk = h (xk, k) + rk,

e suponha que no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

OFiltro de Kalman por Pontos Sigma Aditivo Escalado Mínimo Particular (FKPSAdEsMin-

Par) é constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Mínima Partic-

ular (Teorema 4.2.1):

i. escolha0 < wn+1 < 1.
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ii. Determine os seguintes elementos:

α =

√
1− wn+1

n
,

C =
√
In − α2 [1]n×n,

Determine os pesos e a matrizQ:

wi =
(
C−1wn+1α

2[1]n×n

(
CT
)−1
)
ii

Q =




w1 0 0

0
.. . 0

0 0 wn


 .

iii. Determine os pontos sigma:
[
χk−1
1 · · · χk−1

n+1

]
=
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 −α
√
PXX

[1]n×1√
wn+1

]
+
[
X̄
]
1×n+1

.

(b) escolhaα 6= 0.

(c) Faça a predição escalada dos pontos sigma escalada:

χ
k|k−1
i =

f
(
X̄ + α

(
χk−1
i − X̄

))
− f

(
X̄
)

α2
+ f

(
X̄
)

(d) Calcule a média e a matriz de covariância modificada preditas:

x̂k|k−1 =
n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1,x
i ,

P̃
k|k−1
XX = α2

n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1,x
i − x̂k|k−1

)(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)T
+Qk.

2. Correção

(a) Faça a predição escalada dos pontos sigma da medida:

γ
k|k−1
i =

h
(
x̂k|k−1 + α

(
χk−1
i − x̂k|k−1

))
− h

(
x̂k|k−1

)

α2
+ h

(
x̂k|k−1

)

(b) Calcule a média e a matriz de covariância modificada da predição das medidas:

ŷk|k−1 =
n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i ,

P̂
k|k−1
Y Y = α2

n+1∑

i=1

wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
+Rk.
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(c) Calcule a covariância cruzada modificada:

P̂
k|k−1
XY = α

n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T

(d) Faça a correção das estimativas preditas

Gk = P̂
k|k−1
XY

(
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

x̂k = x̂x
k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k , �

6.2 FILTRAGEM RECURSIVA RAIZ QUADRADA POR PONTOS SIGMA

Na seção 2.4.3 mostramos o Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada que foi pro-

posto por Merwe em [86]. No entanto, esse filtro foi proposto apenas para a transformada

Unscented Simétrica de Julier. Queremos, aqui, fazer uma extensão desse filtro de modo que

seja capaz de se utilizar de qualquer sigma-representação.

Para isso, introduzimos dois operadoresqr {•} (Lema 2.4.8) eatuachol {•}(Definição

2.4.1). Além disso, também precisaremos da seguinte definição:

Definição 6.2.1.Seja aσ-representação{χi, wi|χi ∈ ℜn, wi ∈ ℜ, i = 1, ..., N},

[β (χi, wi)]1×N
c(wi)

,

tal que

β : (ℜn × ℜ) 7−→ ℜn,

χi, wi 7−→ β (χi, wi) ,

representa uma matriz cujas colunas são formadas, na ordem crescente de índices, pelos

vetoresβi cujos pesos respectivos satisfazem àc (wi). �

Portanto,[χi]1×N
wi≥0

é uma matriz formada pelos pontos sigma, na crescente de índices,

cujos pesos atendem à condiçãowi ≥ 0.

Por último, precisaremos definir, também, aσ-representação-raiz-quadrada. Faremos

essa definição como uma extensão daσ-representação.

Definição 6.2.2 (σ-raiz-representação). Seja{χi, wi|χi ∈ ℜn, wi ∈ ℜ, i = 1, ..., N} umaσ-

representação deX ∼
(
X̄, PXX

)
, se{χi, wi} puder ser obtida a partir dēX e de

√
PXX ,
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{χi, wi} é umaσ-raiz-representação. O operador SRQ tal que

{χi, wi} = SRQ
(
X̄,
√
PXX

)
,

representa que{χi, wi} é umaσ-raiz-representaçãode uma variável aleatória (qualquer)

de médiaX̄ e matriz raiz quadra da matriz de covariância
√
PXX . �

Com essas definições, já podemos propor o nosso Filtro de Kalman por Pontos Sigma

Raiz Quadrada.

Algoritmo 6.2.1 (FKPSRQ). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no instante de

tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0,

√
P̂ 0
XX =

√
E
{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
=
√
P̄ 0
XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada(FKPSRQ) é constituído pela etapas

de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Obtenha os pontos sigma e seus pesos e a partir de umaσraiz-representação:

{
χk−1
i , wi

}
= SRQ

(
x̂k−1,

√
P̂ k−1
XX

)
,

(b) Faça a predição dos pontos sigma:
[
χ
k|k−1
1 · · · χ

k|k−1
N

]
=
[
f
(
χ
k|k−1
1

)
· · · f

(
χ
k|k−1
N

) ]

(c) Calcule a média predita:

x̂k|k−1 =
N∑

i=1

wiχ
k|k−1
i .

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita:

i. √
P̂

k|k−1
XX = qr

{[ [√
wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)]
1×N

wi≥0

√
Qk

]}
.

ii. para cadai = 1, ..., N :

χ
k|k−1,∗
i =

[
χ
k|k−1
i

]
i×i

wi<0

w∗
i = [wi]i×i

wi<0

134



√
P̂

k|k−1
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
XX , χ

k|k−1,∗
i , w∗

i

}
.

2. Correção

(a) Faça a predição da medição dos pontos sigma:
[
γ
k|k−1
1 · · · γ

k|k−1
N

]
=
[
h
(
χ
k|k−1
1

)
· · · h

(
χ
k|k−1
N

) ]
.

(b) Calcule a média da predição da mediação:

ŷk|k−1 =

N∑

i=1

wiγ
k|k−1
i .

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita da medição:

i. √
P̂

k|k−1
Y Y = qr

{[ [√
wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)]
1×N

wi≥0

√
Rk

]}
.

ii. para cadai = 1, ..., N :

γ
k|k−1,∗
i =

[
γ
k|k−1
i

]

i×i
wi<0

,

w∗
i = [wi]i×i

wi<0

.

√
P̂

k|k−1
Y Y = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , γ

k|k−1,∗
i , w∗

i

}
.

(d) Calcule a matriz de correlações cruzadas:

P̂
k|k−1
XY =

N∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(e) Faça a correção das estimativas preditas

i. Calcule os seguintes termo:

Gk = P̂
k|k−1
XY

(√
P̂

k|k−1
Y Y

)−T (√
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y .

ii. Faça a correção da média

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
.
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iii. Faça a seguinte igualdade:

√
P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX .

iv. Para cadai = 1, ..., n :

√
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂ k
XX , [U ]∗i ,−1

}
. �

Essa é a forma mais geral do filtro raiz quadrada que quiséramos expor. Agora, vamos

obter sua forma para asσ-representações deste trabalho.

Corolário 6.2.1 (FKPSRQSimMin). SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória de médiāX e

matriz raiz quadrada da matriz de covariância
√
PXX =

√
E
{(

X − X̄
) (

X − X̄
)T}

. A

utilização do daσ-representação Simétrica Mínima (Corolário 4.1.1) no FKPSRQ resulta

no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada SimétricoMínimo (FKPSRQSimMin),

que tem o algoritmo abaixo.

Algoritmo 6.2.2 (FKPSRQSimMin). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no in-

stante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0,

√
P̂ 0
XX =

√
E
{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
=
√
P̄ 0
XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico Mínimo (FKPSRQSim-

Min) é constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Simétrica Mín-

ima (Teorema 4.1.1):

i. Calcule valores parawi, i = 1, . . . , 2n+ 1 tal que

wi > 0, i = 1, . . . , 2n,

wi+n = wi, i = 1, . . . , n+ 1,

2n+1∑

i=1

wi = 1.

ii. Calcule os pontos sigma:

Q =




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wn


 ,
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E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
,

W :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 w2n+1


 =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 w2n+1


 ,

[
χk−1
1 · · · χk−1

2n+1

]
= E +

[
X̄
]
1:2n+1

.

(b) Faça a predição dos pontos sigma:
[
χ
k|k−1
1 · · · χ

k|k−1
2n+1

]
=
[
f
(
χ
k|k−1
1

)
· · · f

(
χ
k|k−1
2n+1

) ]
.

(c) Calcule a média predita:

x̂k|k−1 =

2n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1
i .

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita:

i. √
P̂

k|k−1
XX = qr

{[ [√
wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)]

1×2n

√
Qk

]}
.

ii. √
P̂

k|k−1
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
XX , χ

k|k−1
2n+1 , w2n+1

}
.

2. Correção

(a) Faça a predição da medição dos pontos sigma:
[
γ
k|k−1
1 · · · γ

k|k−1
2n+1

]
=
[
h
(
χ
k|k−1
1

)
· · · h

(
χ
k|k−1
2n+1

) ]
.

(b) Calcule a média da predição da mediação:

ŷk|k−1 =
2n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i .

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita da medição:

i. √
P̂

k|k−1
Y Y = qr

{[ [√
wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)]
1×2n

√
Rk

]}
.

137



ii. √
P̂

k|k−1
Y Y = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , γ

k|k−1
2n+1 , w2n+1

}
.

(d) Calcule a matriz de correlações cruzadas:

P̂
k|k−1
XY =

2n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(e) Faça a correção das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:

Gk = P̂
k|k−1
XY

(√
P̂

k|k−1
Y Y

)−T (√
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y .

ii. Faça a correção da média:

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
.

iii. Faça a seguinte igualdade:
√
P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX .

iv. Para cadai = 1, ..., n :

√
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂ k
XX , [U ]∗i ,−1

}
. �

Corolário 6.2.2 (FKPSRQSimMinHom). SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória de média

X̄ e matriz raiz quadrada da matriz de covariância
√
PXX =

√
E
{(

X − X̄
) (

X − X̄
)T}

.

A utilização do daσ-representação Simétrica Mínima Homogênea (Corolário 4.1.1) no

FKPSRQ resulta no Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico Mínimo

Homogêneo (FKPSRQSimMinHom) que tem o algoritmo abaixo. O FKPSRQSimMinHom é

equivalente ao FKURQ (algoritmo 2.4.9).

Algoritmo 6.2.3 (FKPSRQSimMinHom). Considere o sistema(2.1)-(2.2) e suponha que

no instante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0,

√
P̂ 0
XX =

√
E
{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
=
√
P̄ 0
XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Simétrico Mínimo Homogêneo

(FKPSRQSimMinHom) é constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:
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1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Simétrica Mín-

ima Homogênea (Corolário 4.1.1):

i. Escolha um valorw2na+1 < 1.

ii. Calcule os pesos e pontos sigma:

Q =
1− w2n+1

2n
In,

E =
[ (√

2Q
)−1√

PXX −
(√

2Q
)−1√

PXX 0n×1

]
,

W :=




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 w2n+1


 =




Q 0 0

0 Q 0

0 0 w2n+1


 ,

[
χk−1
1 · · · χk−1

2n+1

]
= E +

[
X̄
]
1:2n+1

.

(b) Faça a predição dos pontos sigma:
[
χ
k|k−1
1 · · · χ

k|k−1
2n+1

]
=
[
f
(
χ
k|k−1
1

)
· · · f

(
χ
k|k−1
2n+1

) ]
.

(c) Calcule a média predita:

x̂k|k−1 =
2n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1
i .

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita:

i. √
P̂

k|k−1
XX = qr

{[ [√
wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)]
1×2n

√
Qk

]}
.

ii. √
P̂

k|k−1
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
XX , χ

k|k−1
2n+1 , w2n+1

}
.

2. Correção

(a) Faça a predição da medição dos pontos sigma:
[
γ
k|k−1
1 · · · γ

k|k−1
2n+1

]
=
[
h
(
χ
k|k−1
1

)
· · · h

(
χ
k|k−1
2n+1

) ]
.

(b) Calcule a média da predição da mediação:

ŷk|k−1 =

2n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i .
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(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita da medição:

i. √
P̂

k|k−1
Y Y = qr

{[ [√
wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)]

1×2n

√
Rk

]}
.

ii. √
P̂

k|k−1
Y Y = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , γ

k|k−1
2n+1 , w2n+1

}
.

(d) Calcule a matriz de correlações cruzadas:

P̂
k|k−1
XY =

2n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(e) Faça a correção das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:

Gk = P̂
k|k−1
XY

(√
P̂

k|k−1
Y Y

)−T (√
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y .

ii. Faça a correção da média:

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
.

iii. Faça a seguinte igualdade:
√
P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX .

iv. Para cadai = 1, ..., n :

√
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂ k
XX , [U ]∗i ,−1

}
. �

PROVA Para mostrar que o FKPSRQSim é equivalente ao FKURQ, repetimos, aqui, o

algoritmo deste:

Algoritmo 6.2.4. Considere o sistema(2.1)-(2.2) e suponha que no instante de tempo

k = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0, P̂ 0
XX = E

{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
= P̄ 0

XX .

O Filtro de Kalman Unscented Raiz Quadrada (FKURQ)é composto das etapas de

predição e de correção da seguinte forma:
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1. Predição

(a) Escolha um valor paraw0 < 1.

(b) Parai = 1, ..., n, compute os pontos sigma aumentadosχi,a
k−1 e seus pesoswi

assim:

χ0
k−1 = x̂k−1,

χi
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0
P̂ k−1
XX

]

∗i
,

χi+n
k−1 = χ0

k−1 +

[√
n

1− w0

P̂ k−1
XX

]

∗i
,

wi = wi+n =
1− w0

2n
,

(c) Faça a transformação dos pontos sigma:

χi
k|k−1 = f

(
χi
k−1, k

)
.

1. (a) Calcule a predição da estimativa:

x̂k|k−1 =

2n∑

i=0

wiχ
i
k|k−1,

(b) Calcule a predição da raiz quadrada da matriz de covariância:
√
P̂

k|k−1
XX = qr

{[ √
w1

(
χ1
k−1 − x̂k|k−1

)
· · · √

w2n

(
χ2n
k−1 − x̂k|k−1

) √
Qk

]}

√
P̂

k|k−1
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
XX , χ0

k−1, w0

}

2. Correção

(a) Calcule os ponto sigma de predição da mediçãoγi
k|k−1:

γi
k|k−1 = h

(
χi
k−1, k

)
.

(b) Calcule a predição da mediçãôyk|k−1:

ŷk|k−1 =

2n∑

i=0

wiγ
i
k|k−1,

(c) Calcule a predição da matriz raiz quadrada da matriz de covariância da

medição
√
P̂

k|k−1
Y Y = qr

{[ √
w1

(
γ1
k|k−1 − ŷk|k−1

)
· · · √

w2n

(
γ2n
k|k−1 − ŷk|k−1

) √
Qk

]}
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√
P̂

k|k−1
Y Y = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , γ0

k|k−1, w0

}

(d) Calcule a matriz de correlação cruzada preditaP̂ k|k−1
XY :

P̂
k|k−1
XY =

2n∑

i=0

wi

(
χi,x
k|k−1 − x̂k|k−1

) (
γi
k|k−1 − ŷk|k−1

)T
.

(e) Calcule os seguinte parâmetros:

Gk = P̂
k|k−1
XY

√
P̂

k|k−1
Y Y

−T√
P̂

k|k−1
Y Y

−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y ,

P̂ k
XX = P̂

k|k−1
XX −GkP̂

k|k−1
Y Y GT

k .

(f) Faça a correção da estimativa:

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
,

(g) Faça a seguinte igualdade
√

P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX

1. (a) Faça a correção da matriz raiz quadrada da matriz de covariância parai =

1, ..., n: √
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , [U ]∗i ,−1

}
. �

Com isso mostramos que nosso Filtro Unscented Raiz Quadradaé um caso particular de

nosso filtro. Queremos agora colocar os demais filtros raiz quadrada.

Corolário 6.2.3 (FKPSRQMin). SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória de médiāX e matriz

raiz quadrada da matriz de covariância
√
PXX =

√
E
{(

X − X̄
) (

X − X̄
)T}

. A utiliza-

ção daσ-representação Mínima (Teorema 4.2.2) no FKPSRQ resulta noFiltro de Kalman

por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mínímo (FKPSRQMin) que tem o algoritmo abaixo:

Algoritmo 6.2.5 (FKPSRQMin). Considere o sistema(2.1)-(2.2) e suponha que no in-

stante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0,

√
P̂ 0
XX =

√
E
{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
=
√
P̄ 0
XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mínimo(FKPSRQMin) é constituído

pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:
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1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Mínima (Teo-

rema 4.2.2):

i. escolhav ∈ ℜna tal que

v =




v1
...

vna


 , vi 6= 0

ii. Calcule os pesos e pontos sigma:

wn+1 =
1

(1 +
∑n

i=1 v
2
i )
,

|W |−
1
2 w =

√
wn+1v,

S := sign (W ) ,

E :=
√

PXX

(
S + vvT

)− 1
2 |W |−

1
2 ,

p := − 1

wn+1
Ew,

[
χk−1
1 · · · χk−1

n+1

]
:=
[
E p

]
+
[
X̄
]
1×(n+1)

,

em que

w =




w1

...

wn


 ,

e

|W |−
1
2 =




√
|w1| 0 0

0
. . . 0

0 0
√

|wn|


 .

(b) Faça a predição dos pontos sigma:
[
χ
k|k−1
1 · · · χ

k|k−1
n+1

]
=
[
f
(
χ
k|k−1
1

)
· · · f

(
χ
k|k−1
n+1

) ]
.

(c) Calcule a média predita:

x̂k|k−1 =
n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1
i .

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita:

i. √
P̂

k|k−1
XX = qr

{[ [√
wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)]
1×n+1

wi≥0

√
Qk

]}
.

143



ii. para cadai = 1, ..., n+ 1 :

χ
k|k−1,∗
i =

[
χ
k|k−1
i

]

i×i
wi<0

w∗
i = [wi]i×i

wi<0

√
P̂

k|k−1
XX = atuachol

{√
P̂

k|k−1
XX , χ

k|k−1,∗
i , w∗

i

}
.

2. Correção

(a) Faça a predição da medição dos pontos sigma:
[
γ
k|k−1
1 · · · γ

k|k−1
n+1

]
=
[
h
(
χ
k|k−1
1

)
· · · h

(
χ
k|k−1
n+1

) ]
.

(b) Calcule a média da predição da mediação:

ŷk|k−1 =

n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i .

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita da medição:

i. √
P̂

k|k−1
Y Y = qr

{[ [√
wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)]
1×n+1

wi≥0

√
Rk

]}
.

ii. para cadai = 1, ..., n+ 1 :

γ
k|k−1,∗
i =

[
γ
k|k−1
i

]

i×i
wi<0

,

w∗
i = [wi]i×i

wi<0

.

√
P̂

k|k−1
Y Y = atuachol

{√
P̂

k|k−1
Y Y , γ

k|k−1,∗
i , w∗

i

}
.

(d) Calcule a matriz de correlações cruzadas:

P̂
k|k−1
XY =

n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(e) Faça a correção das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:

Gk = P̂
k|k−1
XY

(√
P̂

k|k−1
Y Y

)−T (√
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y .
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ii. Faça a correção da média:

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
.

iii. Faça a seguinte igualdade:
√

P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX .

iv. Para cadai = 1, ..., n :
√
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂ k
XX , [U ]∗i ,−1

}
. �

Corolário 6.2.4 (FKPSRQMinPar). SejaX ∈ ℜn uma variável aleatória de médiāX e

matriz raiz quadrada da matriz de covariância
√
PXX =

√
E
{(

X − X̄
) (

X − X̄
)T}

. A

utilização daσ-representação Mnima Particular (Teorema 4.2.1) no FKPSRQresulta no

Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mínímo Particular (FKPSRQMinPar)

que tem o algoritmo abaixo:

Algoritmo 6.2.6 (FKPSRQMinPar). Considere o sistema(2.1)-(2.2)e suponha que no in-

stante de tempok = 0,

x̂0 = E {x0} = x̄0,

√
P̂ 0
XX =

√
E
{
(x0 − x̄0) (x0 − x̄0)

T
}
=
√

P̄ 0
XX .

O Filtro de Kalman por Pontos Sigma Raiz Quadrada Mínimo Particular (FKPSRQMin-

Par) é constituído pela etapas de predição e correção da seguinte maneira:

1. Predição

(a) Calcule os pesos e os pontos sigma a partir daσ-representação Mínima Partic-

ular (Teorema 4.2.1):

i. escolha0 < wn+1 < 1.

ii. Determine os seguintes elementos

α =

√
1− wn+1

n
,

C =
√
In − α2 [1]n×n,

iii. Determine os pesos e a matrizQ:

wi =
(
C−1wn+1α

2[1]n×n

(
CT
)−1
)
ii

Q =




w1 0 0

0
. . . 0

0 0 wn


 .
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iv. Determine os pontos sigma
[
χk−1
1 · · · χk−1

n+1

]
=
[ √

PXXC
(√

Q1

)−1 −α
√
PXX

[1]n×1√
wn+1

]
+
[
X̄
]
1×n+1

.

(b) Faça a predição dos pontos sigma:
[
χ
k|k−1
1 · · · χ

k|k−1
n+1

]
=
[
f
(
χ
k|k−1
1

)
· · · f

(
χ
k|k−1
n+1

) ]
.

(c) Calcule a média predita:

x̂k|k−1 =

n+1∑

i=1

wiχ
k|k−1
i .

(d) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita:

i. √
P̂

k|k−1
XX = qr

{[ [√
wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)]

1×n+1

√
Qk

]}
.

2. Correção

(a) Faça a predição da medição dos pontos sigma:
[
γ
k|k−1
1 · · · γ

k|k−1
n+1

]
=
[
h
(
χ
k|k−1
1

)
· · · h

(
χ
k|k−1
n+1

) ]
.

(b) Calcule a média da predição da mediação:

ŷk|k−1 =

n+1∑

i=1

wiγ
k|k−1
i .

(c) Calcule a matriz raiz quadrada da matriz de covariância predita da medição:

i. √
P̂

k|k−1
Y Y = qr

{[ [√
wi

(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)]

1×n+1

√
Rk

]}
.

(d) Calcule a matriz de correlações cruzadas:

P̂
k|k−1
XY =

n+1∑

i=1

wi

(
χ
k|k−1
i − x̂k|k−1

)(
γ
k|k−1
i − ŷk|k−1

)T
.

(e) Faça a correção das estimativas preditas:

i. Calcule os seguintes termo:

Gk = P̂
k|k−1
XY

(√
P̂

k|k−1
Y Y

)−T (√
P̂

k|k−1
Y Y

)−1

,

U = Gk

√
P̂

k|k−1
Y Y .
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ii. Faça a correção da média:

x̂k = x̂k|k−1 +Gk

(
yk − ŷk|k−1

)
.

iii. Faça a seguinte igualdade:

√
P̂ k
XX =

√
P̂

k|k−1
XX .

iv. Para cadai = 1, ..., n :

√
P̂ k
XX = atuachol

{√
P̂ k
XX , [U ]∗i ,−1

}
. �

Com apresentamos filtros de Kalman raiz quadrada também paraoutrasσ-representações

que não a simétrica. Observe que na literatura, somente havia o filtro raiz quadrada para o

caso simétrico. Além dos filtros raiz quadrada com conjuntosmínimos, note também que o

FKURQ não está restrito apenas a pesos positivos.
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7 SIMULAÇÕES

7.1 EXEMPLO 1

Neste exemplo, faremos algumas simulações com as densidades de probabilidade ap-

resentadas, aplicando alguns tipos diferentes de algoritmos de pontos sigma. Desejamos,

com isso, verificar as propriedades de cada conjunto tanto com relação à distribuiçãoa pri-

ori quanto com a distribuiçãoa posteriori. No primeiro caso queremos, de modo especial,

checar se os conjuntos de pontos sigma possuem as suas respectivas médias e a matrizes

de covariância amostral iguais às médias e à matrizes de covariância da distribuição em

questão. Aqui utilizaremos apenas os seguintes conjuntos de pontos sigma: o simétrico

de [13] (SyUT), o reduzido de [83] (RUT), o esférico reduzidode [84] (SpUT) e aσ-

representação mínima do Teorema 4.2.1 (MiUT), página 78.

Os valores numéricos das tabelas correspondem aos erros relativos de cada simulação

utilizando a respectiva transformada Unscented em relaçãoà simulação de Monte Carlo.

Pode-se distingir, nas tabelas, uma parte que dá os resultados das médias e das matrizes de

covariância de cada conjunto de pontos sigma que se referem àv.a. a priori - encabeçada

por "Antes da Transformação- e uma parte que se refere à v.a.a posteriori- encabeçada por

"Depois da Transformação".

Observe, em todas as tabelas, a linha4, na parte "Antes da Transformação". Note que

para todas as distribuições e para as três dimensões, apenaso conjunto de pontos simétricos

e o novo conjunto mínimo capturam a média e a matriz de covariância das distribuiçõesa

priori . Perceba, ainda, que tanto os pontos reduzidos de Julier (RUT) quanto os esféricos de

Julier (SpUT) só possuem essa propriedade para o caso em que adimensão é1.

Esses resultados numéricos corroboram nossas expectativas teóricas. Nossa nova solução

particular possui tanto a média quanto a matriz de covariância iguais à média e à matriz de

covariância da distribuiçãoa priori. Em contrapartida, vemos que as soluções presentes na

literatura que utilizam um número reduzido de pontos não possuem essas propriedades.

Nas linhas mais abaixo - da sétima linha em diante - as tabelasfornecem resultados da

estimativa transformada. Em cada linha, os termos destacados são aqueles que tiveram a

menor soma dos erros da média e da matriz de covariância. Desses termos em destaque,

podemos observar que os conjuntos simétrico e o mínimo particular são aqueles que tiveram

as melhores estimativas.

Além disso, note que em vários casos, a estimativa do conjunto mínimo acaba sendo

equivalente ou até melhor que a estimativa proporcionada pelo conjunto de pontos simétri-

cos, embora este se utilize de2n + 1 pontos sigma, enquanto aquele apenas den + 1. Isso

acontece sobretudo nos casos em que a v.a.a priori não possui pdf simétrica. Portanto, os
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benefícios que seriam gerados pela simetria do conjunto de2n + 1 pontos sigma não acon-

tecem. Ademais, observe que mesmo no caso gaussiano - que obviamente é simétrico-, para

algumas funções, esse fato também acontece. O que indica queo conjunto de mínimo pode

ser vantajoso mesmo em alguns casos particulares de v.a. compdfs simétricas.

Nas tabelas cada os termos têm os seguintes significados:

•

f 1
1 (X) , X2,

f 1
2 (X) , X4,

f 1
3 (X) , sin (X) ,

f 1
4 (X) , sin−1 (X) ,

f 1
5 (X) , cos (X) ,

f 1
6 (X) , cos−1 (X) ,

f 1
7 (X) , tan (X) ,

f 1
8 (X) , tan−1 (X) ,

f 1
9 (X) ,

√
X,

f 1
10 (X) ,

4
√
X,

f 1
11 (X) , eX ,

f 1
12 (X) , e−X ,

f 1
13 (X) , ln (X) ,

f 1
14 (X) ,

1

X
,

f 1
15 (X) , 5X3.

•

f 2
1 (X, Y ) , X2 + Y 2,

f 2
2 (X) , X4 + Y 4,

f 2
3 (X) , sin (X) + sin (Y ) ,

f 2
4 (X) , sin−1 (X) + sin−1 (Y ) ,

f 2
5 (X) , cos (X) + cos (Y ) ,

f 2
6 (X) , cos−1 (X) + cos−1 (Y ) ,

f 2
7 (X) , tan (X) + tan (Y ) ,

f 2
8 (X) , tan−1 (X) + tan−1 (Y ) ,

f 2
9 (X) ,

√
X +

√
Y ,

f 2
10 (X) ,

4
√
X +

4
√
Y ,

f 2
11 (X) , eX + eY ,
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f 2
12 (X) , e−X + e−Y ,

f 2
13 (X) , ln (X) + ln (Y ) ,

f 2
14 (X) ,

1

X
+

1

Y
,

f 2
15 (X) ,

√
X2 + Y 2,

f 2
16 (X) , tan

(
Y

X

)
,

f 2
17 (X) , X sin(Y ),

f 2
18 (X) , X cos (Y ) ,

f 2
19 (X) ,

[ √
X2 + Y 2

arctan
(
Y
X

)
]
,

f 2
20 (X) ,

[
X cos (Y )

X sin(Y )

]
,

f 2
21 (X) , 5X3 + 10Y 3.

•

f 3
1 (X, Y ) , X2 + Y 2 + Z2,

f 3
2 (X) , X4 + Y 4 + Z4,

f 3
3 (X) , sin (X) + sin (Y ) + sin (Z) ,

f 3
4 (X) , sin−1 (X) + sin−1 (Y ) + sin−1 (Z) ,

f 3
5 (X) , cos (X) + cos (Y ) + cos (Z) ,

f 3
6 (X) , cos−1 (X) + cos−1 (Y ) + cos−1 (Z) ,

f 3
7 (X) , tan (X) + tan (Y ) + tan (Z) ,

f 3
8 (X) , tan−1 (X) + tan−1 (Y ) + tan−1 (Z) ,

f 3
9 (X) ,

√
X +

√
Y +

√
Z,

f 3
10 (X) ,

4
√
X +

4
√
Y +

4
√
Z,

f 3
11 (X) , eX + eY + eZ ,

f 3
12 (X) , e−X + e−Y + e−Z ,

f 3
13 (X) , ln (X) + ln (Y ) + ln (Z) ,

f 3
14 (X) ,

1

X
+

1

Y
+

1

Z
,

f 3
15 (X) ,

√
X2 + Y 2 + Z2,

f 3
16 (X) , tan

(
Y

X

)
,

f 3
17 (X) , tan

(
Z

X

)
,

f 3
18 (X) , X cos (Y ) sin(Z),
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f 3
19 (X) , X cos (Y ) cos (Z) ,

f 3
20 (X) , X sin (Y ) ,

f 3
21 (X) ,




√
X2 + Y 2 + Z2

arctan
(
Y
X

)

arctan
(
Z
X

)


 ,

f 3
22 (X) ,




X cos (Z) cos (Y )

X cos (Z) sin (Y )

X sin (Z)


 ,

f 3
23 (X) , .Xˆ3 + Y 3 + Z3.

• Normal

p1normal ∼ N (1, 10) ,

p2normal ∼ N

([
1

5

]
,

[
10 2

2 5

])
= P 2

norm,

p3normal ∼ N







1

5

3


 ,




10 2 7

2 5 9

7 9 50





 = P 3

norm.

• Beta

p1beta ∼ beta (10, 10) ,

p2beta ∼ beta

([
10

5

]
,

[
10

5

])
,

p3beta ∼ beta







10

5

2


 ,




10

5

2





 .

• Chi quadrado

p1chi2 ∼ chi2 (10) ,

p2chi2 ∼ chi2

([
10

5

])
,

p3chi2 ∼ chi2







10

5

e2





 .

• Exponencial

p1exp ∼ exp (10) ,
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p2exp ∼ exp

([
10

5

])
,

p3exp ∼ exp







10

5

2





 .

• Valor extremo (extreme value)

p1ev ∼ ev (10, 10) ,

p2ev ∼ ev

([
10

5

]
,

[
10

5

])
,

p3ev ∼ ev







10

5

2


 ,




10

5

2





 .

• Valor extremo generalizado (generalized extreme value)

p1gev ∼ gev (0, 10, 10) ,

p2gev ∼ gev

(
0,

[
10

5

]
,

[
10

5

])
,

p3gev ∼ gev


0,




10

5

2


 ,




10

5

2





 .

• Gamma

p1gamma ∼ gamma (10, 10) ,

p2gamma ∼ gamma

([
10

5

]
,

[
10

5

])
,

p3gamma ∼ gamma







10

5

2


 ,




10

5

2





 .

• Lognormal

p1logn ∼ logn (0.25, 0.5) ,

p2logn ∼ logn

([
0.25

0.35

]
,

[
0.5

0.6

])
,
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p3logn ∼ logn







0.25

0.35

0.45


 ,




0.5

0.6

0.7





 .

• Poisson

p1poisson ∼ poisson (2) ,

p2poisson ∼ poisson

([
2

3

])
,

p3poisson ∼ poisson







2

3

4





 .

• Rayleigh

p1rayleigh ∼ rayleigh (10) ,

p2rayleigh ∼ rayleigh

([
10

5

])
,

p3rayleigh ∼ rayleigh







10

5

2





 .

• T

p1T ∼ T (10) ,

p2T ∼ T

([
10

5

])
,

p3T ∼ T







10

5

2





 .

• Uniforme

p1uniforme ∼ U (0, 10) ,

p2uniforme ∼ U

([
0

0

]
,

[
10

5

])
,

p3uniforme ∼ U







0

0

0


 ,




10

5

2





 .
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Para informações sobre as distribuições aqui utilizados, indicamos ao leitor os livros

[160] e [161].
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

norm 1.5016e-008 1.3362e-008norm 2.6008e-008 1.8896e-008norm 1.5016e-008 0.94281norm 1.5016e-008 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 3.1762 2.8025 f 1

1 3.1762 0.96537 f 1
1 1.0523 0.71243 f 1

1 1.0523 0.71243

f 1
1 14.4755 77.8449 f 1

1 10.9895 5.7633 f 1
1 2.8895 3.7871 f 1

1 2.8895 3.7871

f 1
3 1.0684 0.97136 f 1

3 0.96885 0.99819 f 1
3 0.74865 0.98643 f 1

3 0.74865 0.98643

f 1
3 0.74729 0.72402 f 1

3 0.86961 0.68183 f 1
3 0.71046 0.93814 f 1

3 0.71046 0.93814

f 1
5 1.0459 0.97917 f 1

5 1.4124 0.99997 f 1
5 0.84157 0.97651 f 1

5 0.84157 0.97651

f 1
5 0.46972 0.72402 f 1

5 0.77274 0.68183 f 1
5 0.76237 0.93814 f 1

5 0.76237 0.93814

f 1
7 1.6967 0.72977 f 1

7 1.0333 0.99802 f 1
7 0.99816 0.93478 f 1

7 0.99816 0.93478

f 1
7 0.83212 0.93547 f 1

7 0.76002 0.92392 f 1
7 0.66705 0.98085 f 1

7 0.66705 0.98085

f 1
9 0.76157 0.92425 f 1

9 0.8163 0.92225 f 1
9 0.49154 0.97668 f 1

9 0.49154 0.97668

f 1
9 0.58863 0.98732 f 1

9 0.63368 0.98796 f 1
9 0.43674 0.9926 f 1

9 0.43674 0.9926

f 1
11 6.5635 18.8253 f 1

11 3.9841 3.581 f 1
11 1.855 0.70067 f 1

11 1.855 0.70067

f 1
11 2.2693 2.4326 f 1

11 3.1578 4.7215 f 1
11 0.61679 0.98538 f 1

11 0.61679 0.98538

f 1
13 1.0341 0.85751 f 1

13 1.0413 0.88286 f 1
13 1.2461 0.84315 f 1

13 1.2461 0.84315

f 1
13 0.83908 0.98414 f 1

13 0.94171 0.99599 f 1
13 1.2746 0.79499 f 1

13 1.2746 0.79499

f 1
15 12.3732 95.058 f 1

15 6.3576 56.2144 f 1
15 4.5202 8.3879 f 1

15 4.5202 8.3879

Tabela 7.1: Tabela com os erros de cada função paranorm ([1], [10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

chi2 1.3305e-008 0 chi2 1.8816e-008 1.3318e-008chi2 0 0.94281 chi2 0 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 1.8792e-008 0.57719 f 1

1 2.426e-008 0.73372 f 1
1 0.38403 0.96307 f 1

1 0.38403 0.96307

f 1
1 0.39133 0.91829 f 1

1 0.49746 0.97461 f 1
1 0.7576 0.99506 f 1

1 0.7576 0.99506

f 1
3 5.7377 0.7217 f 1

3 4.1309 0.65819 f 1
3 2.4486 0.2716 f 1

3 2.4486 0.2716

f 1
3 0.066949 0.386 f 1

3 0.12066 0.78305 f 1
3 0.1697 0.94853 f 1

3 0.1697 0.94853

f 1
5 7.6896 0.86467 f 1

5 4.6654 0.45371 f 1
5 3.604 0.35507 f 1

5 3.604 0.35507

f 1
5 0.071423 0.386 f 1

5 0.12872 0.78305 f 1
5 0.18104 0.94853 f 1

5 0.18104 0.94853

f 1
7 1.0981 0.99989 f 1

7 0.55958 1 f 1
7 1.3914 0.99997 f 1

7 1.3914 0.99997

f 1
7 0.049507 0.26186 f 1

7 0.10247 0.8576 f 1
7 0.12191 0.97399 f 1

7 0.12191 0.97399

f 1
9 0.055653 0.34789 f 1

9 0.091875 0.57355 f 1
9 0.14957 0.94091 f 1

9 0.14957 0.94091

f 1
9 0.050909 0.39299 f 1

9 0.086629 0.69632 f 1
9 0.13061 0.94314 f 1

9 0.13061 0.94314

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
11 0.37061 0.95873 f 1

11 1.003 0.74669 f 1
11 0.98672 0.99998 f 1

11 0.98672 0.99998

f 1
13 0.082126 0.40272 f 1

13 0.14463 0.78656 f 1
13 0.20439 0.94747 f 1

13 0.20439 0.94747

f 1
13 0.1631 0.38462 f 1

13 0.35693 0.78556 f 1
13 0.42646 0.97681 f 1

13 0.42646 0.97681

f 1
15 0.21396 0.80029 f 1

15 0.28856 0.91162 f 1
15 0.6023 0.9841 f 1

15 0.6023 0.9841

Tabela 7.2: Tabela com os erros de cada função parachi2 ([10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

exp 0 1.6838e-008 exp 1.8837e-008 1.1906e-008 exp 0 0.94281 exp 0 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 2.3813e-008 0.87614 f 1

1 2.3813e-008 0.95587 f 1
1 0.66668 0.9883 f 1

1 0.66668 0.9883

f 1
1 0.79763 0.99755 f 1

1 0.87021 0.9997 f 1
1 0.96327 0.99995 f 1

1 0.96327 0.99995

f 1
3 2.5616 0.95665 f 1

3 2.2062 0.71957 f 1
3 0.82162 0.16698 f 1

3 0.82162 0.16698

f 1
3 0.63655 1.9733 f 1

3 0.65713 2.2394 f 1
3 0.42447 0.95712 f 1

3 0.42447 0.95712

f 1
5 9.9342 0.98127 f 1

5 6.1309 0.97262 f 1
5 2.1697 0.19875 f 1

5 2.1697 0.19875

f 1
5 0.68818 1.9733 f 1

5 0.71043 2.2394 f 1
5 0.4589 0.95712 f 1

5 0.4589 0.95712

f 1
7 1.5178 1 f 1

7 2.5188 0.99997 f 1
7 4.1151 0.99958 f 1

7 4.1151 0.99958

f 1
7 0.7238 3.6496 f 1

7 0.75075 3.9372 f 1
7 0.35954 0.99249 f 1

7 0.35954 0.99249

f 1
9 0.43483 1.0131 f 1

9 0.49266 1.0934 f 1
9 0.33452 0.92964 f 1

9 0.33452 0.92964

f 1
9 0.42322 1.1294 f 1

9 0.46306 1.1148 f 1
9 0.30168 0.93968 f 1

9 0.30168 0.93968

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
11 5.822 22.497 f 1

11 15.219 150.1134 f 1
11 0.99499 0.99998 f 1

11 0.99499 0.99998

f 1
13 0.79965 0.93196 f 1

13 0.84359 0.76995 f 1
13 0.54769 0.96086 f 1

13 0.54769 0.96086

f 1
13 1.0312 1 f 1

13 1.0131 1 f 1
13 0.96337 1 f 1

13 0.96337 1

f 1
15 0.57411 0.97858 f 1

15 0.66942 0.99514 f 1
15 0.88122 0.999 f 1

15 0.88122 0.999

Tabela 7.3: Tabela com os erros de cada função paraexp ([10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

ev 1.4652e-008 1.3055e-008 ev 2.0721e-008 1.3055e-008 ev 0 0.94281 ev 0 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 1.0909e-007 0.85165 f 1

1 1.0838e-007 0.99934 f 1
1 0.89785 0.99216 f 1

1 0.89785 0.99216

f 1
1 0.72847 0.99811 f 1

1 0.8548 0.99999 f 1
1 0.98918 1 f 1

1 0.98918 1

f 1
3 14.9202 0.49958 f 1

3 8.8952 0.45229 f 1
3 21.479 0.8049 f 1

3 21.479 0.8049

f 1
3 0.46013 0.41396 f 1

3 0.2793 0.54992 f 1
3 0.53723 0.72466 f 1

3 0.53723 0.72466

f 1
5 7.6668 0.68296 f 1

5 12.897 0.86541 f 1
5 10.9336 0.54492 f 1

5 10.9336 0.54492

f 1
5 0.42615 0.41396 f 1

5 0.25867 0.54992 f 1
5 0.49755 0.72466 f 1

5 0.49755 0.72466

f 1
7 1.478 1 f 1

7 4.4938 0.94946 f 1
7 0.91983 0.99993 f 1

7 0.91983 0.99993

f 1
7 0.41868 0.38983 f 1

7 0.31902 0.46358 f 1
7 0.4181 0.56063 f 1

7 0.4181 0.56063

f 1
9 0.30542 0.28646 f 1

9 0.42659 0.33298 f 1
9 0.557 0.81096 f 1

9 0.557 0.81096

f 1
9 0.23545 0.031648 f 1

9 0.34469 0.21632 f 1
9 0.42292 0.63766 f 1

9 0.42292 0.63766

f 1
11 0.99919 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
13 0.34469 0.42946 f 1

13 0.50629 0.56299 f 1
13 0.58624 0.28497 f 1

13 0.58624 0.28497

f 1
13 0.62431 1 f 1

13 0.87374 1 f 1
13 1.6057 0.99996 f 1

13 1.6057 0.99996

f 1
15 2.746 0.96861 f 1

15 1.6994 0.9894 f 1
15 1.3853 0.99975 f 1

15 1.3853 0.99975

Tabela 7.4: Tabela com os erros de cada função paraev ([10], [10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gev 1.0634e-008 0 gev 1.8419e-008 1.316e-008 gev 1.0634e-008 0.94281 gev 1.0634e-008 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 3.7198e-008 0.77853 f 1

1 3.3271e-008 0.90323 f 1
1 0.59587 0.9794 f 1

1 0.59587 0.9794

f 1
1 0.66297 0.99296 f 1

1 0.76916 0.99888 f 1
1 0.92526 0.99979 f 1

1 0.92526 0.99979

f 1
3 0.97121 0.99976 f 1

3 10.4563 0.97843 f 1
3 1.055 0.093966 f 1

3 1.055 0.093966

f 1
3 0.39107 0.65886 f 1

3 0.60379 1.5126 f 1
3 0.40918 0.98464 f 1

3 0.40918 0.98464

f 1
5 8.939 0.88021 f 1

5 9.4684 0.49759 f 1
5 12.4903 0.94161 f 1

5 12.4903 0.94161

f 1
5 0.4104 0.65886 f 1

5 0.63363 1.5126 f 1
5 0.4294 0.98464 f 1

5 0.4294 0.98464

f 1
7 1.0005 1 f 1

7 0.96957 0.99999 f 1
7 1.0015 0.99996 f 1

7 1.0015 0.99996

f 1
7 0.45171 0.45729 f 1

7 0.71466 1.7067 f 1
7 0.41283 0.99953 f 1

7 0.41283 0.99953

f 1
9 0.32572 0.83292 f 1

9 0.37387 0.97369 f 1
9 0.30657 0.95047 f 1

9 0.30657 0.95047

f 1
9 0.39134 1.3529 f 1

9 0.36591 1.0814 f 1
9 0.27011 0.96293 f 1

9 0.27011 0.96293

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
11 0.9986 1 f 1

11 0.98404 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
13 0.8352 2.3417 f 1

13 0.59161 0.97371 f 1
13 0.39968 0.97662 f 1

13 0.39968 0.97662

f 1
13 17.1447 4.0449 f 1

13 1.6688 0.99941 f 1
13 0.32291 0.99999 f 1

13 0.32291 0.99999

f 1
15 0.41993 0.94956 f 1

15 0.53086 0.98658 f 1
15 0.8149 0.99711 f 1

15 0.8149 0.99711

Tabela 7.5: Tabela com os erros de cada função paragev ([0], [10], [10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

beta 0 2.4166e-008 beta 1.8259e-008 2.0928e-008beta 1.0542e-008 0.94281 beta 1.0542e-008 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 2.9146e-008 0.11599 f 1

1 3.2587e-008 0.40594 f 1
1 0.20102 0.94391 f 1

1 0.20102 0.94391

f 1
1 0.044979 0.43455 f 1

1 0.15742 0.72759 f 1
1 0.44861 0.96095 f 1

1 0.44861 0.96095

f 1
3 0.0029704 0.059349 f 1

3 0.016497 0.21385 f 1
3 0.072765 0.94231 f 1

3 0.072765 0.94231

f 1
3 0.015428 0.13007 f 1

3 0.034225 0.26307 f 1
3 0.090389 0.94467 f 1

3 0.090389 0.94467

f 1
5 0.0025996 0.080285 f 1

5 0.0095089 0.38233 f 1
5 0.07278 0.94314 f 1

5 0.07278 0.94314

f 1
5 0.010976 0.13007 f 1

5 0.024348 0.26307 f 1
5 0.064303 0.94467 f 1

5 0.064303 0.94467

f 1
7 0.014953 0.15428 f 1

7 0.040119 0.32727 f 1
7 0.11823 0.94545 f 1

7 0.11823 0.94545

f 1
7 0.0075738 0.026544 f 1

7 0.0057223 0.24491 f 1
7 0.08501 0.9428 f 1

7 0.08501 0.9428

f 1
9 0.011746 0.14815 f 1

9 0.018737 0.23629 f 1
9 0.074833 0.94511 f 1

9 0.074833 0.94511

f 1
9 0.011674 0.20322 f 1

9 0.017189 0.27103 f 1
9 0.065242 0.947 f 1

9 0.065242 0.947

f 1
11 0.0025154 0.089639 f 1

11 0.012581 0.29041 f 1
11 0.072558 0.94367 f 1

11 0.072558 0.94367

f 1
11 0.0028375 0.094316 f 1

11 0.011996 0.25952 f 1
11 0.07257 0.94372 f 1

11 0.07257 0.94372

f 1
13 0.035928 0.25805 f 1

13 0.048876 0.28777 f 1
13 0.17867 0.94935 f 1

13 0.17867 0.94935

f 1
13 0.063762 0.47848 f 1

13 0.062285 0.13986 f 1
13 0.21817 0.96255 f 1

13 0.21817 0.96255

f 1
15 0.0060377 0.28913 f 1

15 0.079963 0.59473 f 1
15 0.3333 0.95093 f 1

15 0.3333 0.95093

Tabela 7.6: Tabela com os erros de cada função parabeta ([10], [10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gamma 0 0 gamma 1.6855e-008 0 gamma 1.1919e-008 0.94281gamma 1.1919e-008 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 4.9775e-008 0.44741 f 1

1 5.1407e-008 0.61413 f 1
1 0.28477 0.95504 f 1

1 0.28477 0.95504

f 1
1 0.24329 0.81784 f 1

1 0.33395 0.92353 f 1
1 0.61588 0.98657 f 1

1 0.61588 0.98657

f 1
3 7.5294 0.36241 f 1

3 7.3407 0.7221 f 1
3 9.2914 0.92837 f 1

3 9.2914 0.92837

f 1
3 0.02451 0.26433 f 1

3 0.04727 0.57588 f 1
3 0.091137 0.94515 f 1

3 0.091137 0.94515

f 1
5 13.0131 0.80425 f 1

5 13.3803 0.56776 f 1
5 16.0914 0.97908 f 1

5 16.0914 0.97908

f 1
5 0.025042 0.26433 f 1

5 0.048295 0.57588 f 1
5 0.093113 0.94515 f 1

5 0.093113 0.94515

f 1
7 1.6718 0.99993 f 1

7 0.82425 1 f 1
7 0.92954 1 f 1

7 0.92954 1

f 1
7 0.0063296 0.26074 f 1

7 0.015326 0.63475 f 1
7 0.025387 0.96229 f 1

7 0.025387 0.96229

f 1
9 0.026878 0.23832 f 1

9 0.04836 0.42862 f 1
9 0.10591 0.94183 f 1

9 0.10591 0.94183

f 1
9 0.024253 0.26356 f 1

9 0.045077 0.51378 f 1
9 0.092095 0.94295 f 1

9 0.092095 0.94295

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
13 0.026879 0.26438 f 1

13 0.051833 0.57587 f 1
13 0.099938 0.94515 f 1

13 0.099938 0.94515

f 1
13 0.074961 0.26108 f 1

13 0.18158 0.63461 f 1
13 0.30078 0.9623 f 1

13 0.30078 0.9623

f 1
15 0.12328 0.66755 f 1

15 0.1795 0.81967 f 1
15 0.46671 0.97246 f 1

15 0.46671 0.97246

Tabela 7.7: Tabela com os erros de cada função paragamma ([10], [10])

1
6

2



Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

logn 0 1.3434e-008 logn 1.7434e-008 1.8998e-008logn 0 0.94281 logn 0 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 7.4097e-008 0.76781 f 1

1 7.4097e-008 0.86019 f 1
1 0.44592 0.97765 f 1

1 0.44592 0.97765

f 1
1 0.61271 0.99315 f 1

1 0.68642 0.99822 f 1
1 0.8595 0.99964 f 1

1 0.8595 0.99964

f 1
3 0.25945 0.73985 f 1

3 0.24487 0.55694 f 1
3 0.50956 0.9932 f 1

3 0.50956 0.9932

f 1
3 0.33303 0.52684 f 1

3 0.40579 0.65573 f 1
3 0.41168 0.92449 f 1

3 0.41168 0.92449

f 1
5 0.71878 0.71786 f 1

5 0.91634 0.65209 f 1
5 0.58924 0.8813 f 1

5 0.58924 0.8813

f 1
5 0.47706 0.52684 f 1

5 0.58128 0.65573 f 1
5 0.58972 0.92449 f 1

5 0.58972 0.92449

f 1
7 1.1621 0.99999 f 1

7 0.92017 1 f 1
7 1.1241 0.99999 f 1

7 1.1241 0.99999

f 1
7 0.17387 0.90706 f 1

7 0.22498 1.2948 f 1
7 0.26245 0.92357 f 1

7 0.26245 0.92357

f 1
9 0.10806 0.59643 f 1

9 0.15157 0.83418 f 1
9 0.16711 0.93146 f 1

9 0.16711 0.93146

f 1
9 0.10125 0.73191 f 1

9 0.14505 1.0717 f 1
9 0.14442 0.93011 f 1

9 0.14442 0.93011

f 1
11 0.63807 0.9999 f 1

11 0.65907 0.99995 f 1
11 0.73454 0.99999 f 1

11 0.73454 0.99999

f 1
11 0.26516 0.94651 f 1

11 0.34607 1.3702 f 1
11 0.41081 0.92039 f 1

11 0.41081 0.92039

f 1
13 0.49626 0.84193 f 1

13 0.72698 1.2951 f 1
13 0.6598 0.93201 f 1

13 0.6598 0.93201

f 1
13 0.41299 1.0607 f 1

13 0.67075 2.1032 f 1
13 0.44432 0.96199 f 1

13 0.44432 0.96199

f 1
15 0.35803 0.94891 f 1

15 0.42347 0.97977 f 1
15 0.69821 0.996 f 1

15 0.69821 0.996

Tabela 7.8: Tabela com os erros de cada função paralogn ([0.25], [0.5])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

pois 0 1.7127e-008 pois 1.7203e-008 1.7127e-008pois 0 0.94281 pois 0 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 1.8445e-007 0.31397 f 1

1 1.8494e-007 0.53051 f 1
1 0.26252 0.94909 f 1

1 0.26252 0.94909

f 1
1 0.15471 0.68318 f 1

1 0.26142 0.86334 f 1
1 0.56524 0.97722 f 1

1 0.56524 0.97722

f 1
3 3.4151 0.19445 f 1

3 20.0165 0.98819 f 1
3 10.3658 0.16958 f 1

3 10.3658 0.16958

f 1
3 0.016938 0.24896 f 1

3 0.040729 0.38268 f 1
3 0.10915 0.95124 f 1

3 0.10915 0.95124

f 1
5 7.7553 0.20316 f 1

5 5.3682 0.73468 f 1
5 24.3199 0.63409 f 1

5 24.3199 0.63409

f 1
5 0.017916 0.24896 f 1

5 0.043082 0.38268 f 1
5 0.11545 0.95124 f 1

5 0.11545 0.95124

f 1
7 1.0583 0.99822 f 1

7 0.96687 0.99965 f 1
7 1.0188 0.99986 f 1

7 1.0188 0.99986

f 1
7 0.020349 0.56958 f 1

7 0.028105 0.15391 f 1
7 0.0722 0.97101 f 1

7 0.0722 0.97101

f 1
9 0.0050917 0.048202 f 1

9 0.034387 0.32543 f 1
9 0.099556 0.9448 f 1

9 0.099556 0.9448

f 1
9 0.0086704 0.14611 f 1

9 0.031623 0.37294 f 1
9 0.086994 0.94728 f 1

9 0.086994 0.94728

f 1
11 0.99422 1 f 1

11 0.99812 1 f 1
11 0.99957 1 f 1

11 0.99957 1

f 1
11 0.85001 0.99932 f 1

11 0.68583 0.99742 f 1
11 0.98957 1 f 1

11 0.98957 1

f 1
13 0.018196 0.23323 f 1

13 0.048882 0.39201 f 1
13 0.12968 0.95075 f 1

13 0.12968 0.95075

f 1
13 0.087279 0.59988 f 1

13 0.11109 0.26785 f 1
13 0.29344 0.97269 f 1

13 0.29344 0.97269

f 1
15 0.072238 0.52211 f 1

15 0.1375 0.74036 f 1
15 0.42811 0.96298 f 1

15 0.42811 0.96298

Tabela 7.9: Tabela com os erros de cada função parapois ([12])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

rayl 0 1.0733e-008 rayl 1.8792e-008 1.0733e-008rayl 1.085e-008 0.94281 rayl 1.085e-008 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 4.2045e-008 0.5461 f 1

1 4.6482e-008 0.74029 f 1
1 0.43527 0.9614 f 1

1 0.43527 0.9614

f 1
1 0.38501 0.89469 f 1

1 0.52193 0.97272 f 1
1 0.79496 0.99461 f 1

1 0.79496 0.99461

f 1
3 7.1059 0.61836 f 1

3 10.2939 0.5609 f 1
3 7.2259 0.63384 f 1

3 7.2259 0.63384

f 1
3 0.037677 0.2696 f 1

3 0.13773 0.65336 f 1
3 0.20841 0.96288 f 1

3 0.20841 0.96288

f 1
5 8.5304 0.42097 f 1

5 10.0251 0.95497 f 1
5 8.6754 0.4267 f 1

5 8.6754 0.4267

f 1
5 0.039719 0.2696 f 1

5 0.1452 0.65336 f 1
5 0.21971 0.96288 f 1

5 0.21971 0.96288

f 1
7 0.39244 1 f 1

7 1.3904 0.99996 f 1
7 0.42756 1 f 1

7 0.42756 1

f 1
7 0.045159 0.78276 f 1

7 0.10248 0.31168 f 1
7 0.14409 0.99239 f 1

7 0.14409 0.99239

f 1
9 0.050657 0.25603 f 1

9 0.11187 0.564 f 1
9 0.18547 0.94602 f 1

9 0.18547 0.94602

f 1
9 0.042155 0.20594 f 1

9 0.10579 0.65766 f 1
9 0.16473 0.95225 f 1

9 0.16473 0.95225

f 1
11 1 1 f 1

11 1 1 f 1
11 1 1 f 1

11 1 1

f 1
11 0.89071 0.99879 f 1

11 0.29148 0.976 f 1
11 0.99982 1 f 1

11 0.99982 1

f 1
13 0.052143 0.19292 f 1

13 0.16363 0.68573 f 1
13 0.24387 0.96118 f 1

13 0.24387 0.96118

f 1
13 0.25753 0.91822 f 1

13 0.34944 0.79155 f 1
13 0.58194 0.99698 f 1

13 0.58194 0.99698

f 1
15 0.21446 0.76951 f 1

15 0.31378 0.91181 f 1
15 0.65282 0.98323 f 1

15 0.65282 0.98323

Tabela 7.10: Tabela com os erros de cada função pararayl ([10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

T 1.3742e-007 1.332e-008 T 1.6977e-007 1.332e-008 T 7.0495e-008 0.94281 T 7.0495e-008 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 6.1038e-008 0.91037 f 1

1 6.1038e-008 0.91203 f 1
1 0.9428 0.99894 f 1

1 0.9428 0.99894

f 1
1 0.78572 0.99905 f 1

1 0.78715 0.99741 f 1
1 0.99763 1 f 1

1 0.99763 1

f 1
3 1.3156 0.69859 f 1

3 8.0584 0.71875 f 1
3 1.5686 0.83584 f 1

3 1.5686 0.83584

f 1
3 1.0726 0.65091 f 1

3 12.8681 0.29589 f 1
3 1.5688 0.94807 f 1

3 1.5688 0.94807

f 1
5 0.4107 0.66476 f 1

5 0.41445 0.75042 f 1
5 0.81325 0.99541 f 1

5 0.81325 0.99541

f 1
5 0.039694 0.65091 f 1

5 0.47621 0.29589 f 1
5 0.058056 0.94807 f 1

5 0.058056 0.94807

f 1
7 1.0633 0.99975 f 1

7 9.7655 0.94386 f 1
7 1.0044 1 f 1

7 1.0044 1

f 1
7 1.8835 0.46722 f 1

7 16.0549 0.54083 f 1
7 2.4743 0.86435 f 1

7 2.4743 0.86435

f 1
9 0.24911 0.42285 f 1

9 0.53039 0.2144 f 1
9 0.66848 0.78328 f 1

9 0.66848 0.78328

f 1
9 0.3319 0.71535 f 1

9 0.4103 0.35184 f 1
9 0.54736 0.45161 f 1

9 0.54736 0.45161

f 1
11 0.40589 0.98497 f 1

11 0.50692 0.99473 f 1
11 0.69501 0.9991 f 1

11 0.69501 0.9991

f 1
11 0.36493 0.98972 f 1

11 0.18966 0.98233 f 1
11 0.68081 0.99939 f 1

11 0.68081 0.99939

f 1
13 0.84953 1.3002 f 1

13 0.68392 0.62378 f 1
13 1.0643 0.9932 f 1

13 1.0643 0.9932

f 1
13 14.9733 0.81304 f 1

13 1.5709 0.99999 f 1
13 14.9725 0.81299 f 1

13 14.9725 0.81299

f 1
15 0.9249 0.96757 f 1

15 3.4315 0.96786 f 1
15 0.99194 0.99996 f 1

15 0.99194 0.99996

Tabela 7.11: Tabela com os erros de cada função paraT ([10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

unif 0 0 unif 1.8851e-008 1.458e-008unif 0 0.94281 unif 0 0.94281

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 1
1 0 0.15246 f 1

1 2.5284e-008 0.63766 f 1
1 0.47196 0.94623 f 1

1 0.47196 0.94623

f 1
1 0.10168 0.46041 f 1

1 0.42529 0.90092 f 1
1 0.78616 0.98103 f 1

1 0.78616 0.98103

f 1
3 0.68682 0.85759 f 1

3 1.7159 0.9974 f 1
3 2.0187 0.84744 f 1

3 2.0187 0.84744

f 1
3 0.20437 0.54598 f 1

3 0.31126 0.85263 f 1
3 0.34384 0.9777 f 1

3 0.34384 0.9777

f 1
5 0.68549 0.83569 f 1

5 3.7052 0.99734 f 1
5 2.0178 0.11886 f 1

5 2.0178 0.11886

f 1
5 0.22756 0.54598 f 1

5 0.3466 0.85263 f 1
5 0.38287 0.9777 f 1

5 0.38287 0.9777

f 1
7 1.5323 0.99993 f 1

7 1.4179 1 f 1
7 0.38193 0.99999 f 1

7 0.38193 0.99999

f 1
7 0.14597 0.74182 f 1

7 0.17955 0.25042 f 1
7 0.31979 0.9922 f 1

7 0.31979 0.9922

f 1
9 0.083539 0.33367 f 1

9 0.097034 0.38599 f 1
9 0.23669 0.95686 f 1

9 0.23669 0.95686

f 1
9 0.093963 0.49858 f 1

9 0.085172 0.33215 f 1
9 0.21858 0.96814 f 1

9 0.21858 0.96814

f 1
11 0.45445 0.84389 f 1

11 0.80903 0.99257 f 1
11 0.94766 0.99911 f 1

11 0.94766 0.99911

f 1
11 0.45559 0.84421 f 1

11 0.58 0.34494 f 1
11 0.94773 0.99911 f 1

11 0.94773 0.99911

f 1
13 0.24492 0.68027 f 1

13 0.14929 0.29606 f 1
13 0.47321 0.98079 f 1

13 0.47321 0.98079

f 1
13 0.86802 0.99998 f 1

13 0.81257 0.99993 f 1
13 0.92013 1 f 1

13 0.92013 1

f 1
15 0.0075515 0.32976 f 1

15 0.26116 0.81544 f 1
15 0.66717 0.96521 f 1

15 0.66717 0.96521

Tabela 7.12: Tabela com os erros de cada função paraunif ([0], [10])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

norm 6.5986e-009 1.2862e-008norm 2.3329e-008 1.3236e-008norm 0.58834 0.97696 norm 0.46486 0.99372

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 3.251 12.0522 f 2

1 3.251 9.9482 f 2
1 1.9833 3.4095 f 2

1 2.0295 3.8881

f 2
1 22.3534 881.0878 f 2

1 22.6459 557.843 f 2
1 10.8465 114.1937 f 2

1 10.0398 125.4708

f 2
3 0.93583 0.95439 f 2

3 0.90838 0.95218 f 2
3 1.0153 0.99299 f 2

3 0.93475 0.95661

f 2
3 0.91056 0.79213 f 2

3 0.92278 0.77641 f 2
3 0.87761 0.91417 f 2

3 0.88314 0.99047

f 2
5 0.9369 0.93868 f 2

5 0.97786 0.91838 f 2
5 0.93298 0.99139 f 2

5 0.96094 0.9777

f 2
5 1.0309 0.79213 f 2

5 0.98507 0.77641 f 2
5 1.0134 0.95132 f 2

5 1.0619 0.99047

f 2
7 1.0287 0.75463 f 2

7 0.79163 0.88609 f 2
7 1.0192 0.88024 f 2

7 1.0729 0.88026

f 2
7 1.0309 0.79213 f 2

7 0.98507 0.77641 f 2
7 1.0134 0.95132 f 2

7 1.0619 0.99047

f 2
9 0.75376 0.8823 f 2

9 0.75666 0.86809 f 2
9 0.78535 0.94128 f 2

9 0.74514 0.99219

f 2
9 0.75506 0.98068 f 2

9 0.75901 0.97864 f 2
9 0.82462 0.96615 f 2

9 0.7617 0.99897

f 2
11 18.7035 952.5798 f 2

11 15.8313 278.2417 f 2
11 5.4017 32.6999 f 2

11 4.9346 29.176

f 2
11 1.85 14.2751 f 2

11 0.74602 1.4821 f 2
11 0.96041 0.99556 f 2

11 0.95292 0.9999

f 2
13 0.79613 0.8397 f 2

13 0.8227 0.8377 f 2
13 0.9254 0.92855 f 2

13 0.85297 0.99129

f 2
13 0.89217 0.974 f 2

13 0.92739 0.97914 f 2
13 0.75087 1.4857 f 2

13 0.85445 0.99928

f 2
15 0.98964 0.76231 f 2

15 1.0055 0.78302 f 2
15 0.7507 0.86217 f 2

15 0.79079 0.90037

f 2
15 0.84477 0.97863 f 2

15 0.82467 0.97044 f 2
15 0.89143 0.98844 f 2

15 0.85397 0.9994

f 2
17 0.96978 0.84788 f 2

17 1.1361 0.76426 f 2
17 1.0497 0.99109 f 2

17 1.0315 0.95678

f 2
17 0.82168 0.7634 f 2

17 0.99172 0.80083 f 2
17 0.97471 0.995 f 2

17 1.0234 0.97778

f 2
19 1.0937 0.76459 f 2

19 1.0935 0.88251 f 2
19 0.95858 0.8935 f 2

19 0.96962 0.93755

f 2
19 0.96806 0.72421 f 2

19 1.109 0.79509 f 2
19 1.0376 0.99792 f 2

19 1.03 0.99712

f 2
21 24.4418 1003.2833 f 2

21 25.2029 698.363 f 2
21 15.2249 196.561 f 2

21 14.5948 233.8487

Tabela 7.13: Tabela com os erros de cada função paranorm ([1, 5], P 2
norm)
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

chi2 0 9.8877e-009 chi2 2.3093e-008 1.4339e-008chi2 0.59213 0.86354 chi2 0.38093 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 7.0429e-008 0.58572 f 2

1 7.4239e-008 0.41347 f 2
1 0.69733 0.95693 f 2

1 0.50969 0.99542

f 2
1 0.39107 0.86161 f 2

1 0.20393 0.73562 f 2
1 0.88742 0.99889 f 2

1 0.81083 0.99999

f 2
3 5.8549 0.84682 f 2

3 3.422 0.96668 f 2
3 4.369 0.85171 f 2

3 4.2492 0.2993

f 2
3 0.2349 1.1066 f 2

3 0.083718 0.36939 f 2
3 0.54978 1.5454 f 2

3 0.22892 0.589

f 2
5 1.4959 0.77392 f 2

5 1.3413 0.50055 f 2
5 1.6485 0.89411 f 2

5 2.1366 0.99942

f 2
5 0.25543 1.1066 f 2

5 0.091035 0.36939 f 2
5 0.54017 1.2249 f 2

5 0.24892 0.589

f 2
7 1.4268 0.99991 f 2

7 1.6136 0.99999 f 2
7 1.1722 0.99998 f 2

7 0.79813 0.99982

f 2
7 0.25543 1.1066 f 2

7 0.091035 0.36939 f 2
7 0.54017 1.2249 f 2

7 0.24892 0.589

f 2
9 0.1788 0.82489 f 2

9 0.053478 0.40554 f 2
9 0.56287 1.1138 f 2

9 0.23616 0.83854

f 2
9 0.18853 1.2168 f 2

9 0.050106 0.47074 f 2
9 0.56401 2.6606 f 2

9 0.17293 0.74856

f 2
11 1 1 f 2

11 1 1 f 2
11 1 1 f 2

11 1 1

f 2
11 1.7926 4.8497 f 2

11 0.42242 0.73594 f 2
11 0.95878 0.99917 f 2

11 0.85516 0.32946

f 2
13 0.38551 1.6438 f 2

13 0.089492 0.46118 f 2
13 0.53154 0.76778 f 2

13 0.27118 0.63785

f 2
13 1.058 1.8192 f 2

13 0.11645 0.84009 f 2
13 0.74366 0.97889 f 2

13 0.42195 0.78138

f 2
15 0.11056 0.41794 f 2

15 0.085688 0.32235 f 2
15 0.61355 0.7209 f 2

15 0.28678 0.99228

f 2
15 0.26063 0.87369 f 2

15 0.20068 0.58684 f 2
15 0.58923 0.8859 f 2

15 0.5881 0.81975

f 2
17 4.335 0.8028 f 2

17 4.3416 0.83427 f 2
17 3.362 0.9318 f 2

17 1.7446 0.70749

f 2
17 1.7737 0.8289 f 2

17 1.1819 0.98881 f 2
17 1.5523 0.82821 f 2

17 1.7789 0.99901

f 2
19 0.11197 0.42086 f 2

19 0.086749 0.32358 f 2
19 0.61351 0.72223 f 2

19 0.28883 0.99235

f 2
19 2.7797 0.8137 f 2

19 2.701 0.96441 f 2
19 2.2018 0.9334 f 2

19 1.774 0.95944

f 2
21 0.26151 0.77742 f 2

21 0.17254 0.67591 f 2
21 0.81208 0.9923 f 2

21 0.71081 0.99917

Tabela 7.14: Tabela com os erros de cada função parachi2 ([10, 5])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

exp 8.9105e-009 1.6878e-008 exp 2.3078e-008 1.1927e-008 exp 0.61016 0.9634 exp 0.4769 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 1.1689e-007 0.8478 f 2

1 1.1542e-007 0.74559 f 2
1 0.8343 0.99628 f 2

1 0.73592 0.99966

f 2
1 0.76025 0.99478 f 2

1 0.65105 0.9887 f 2
1 0.98804 1 f 2

1 0.97907 1

f 2
3 1.9323 0.5232 f 2

3 1.8067 0.8431 f 2
3 1.664 0.70714 f 2

3 2.3962 0.98958

f 2
3 0.39601 1.4415 f 2

3 0.47264 1.4371 f 2
3 0.45675 0.242 f 2

3 0.39819 0.27374

f 2
5 3.1027 0.6735 f 2

5 0.91188 1.4066 f 2
5 2.2347 0.96542 f 2

5 2.8267 0.9721

f 2
5 0.43546 1.4415 f 2

5 0.51972 1.4371 f 2
5 0.43181 0.55202 f 2

5 0.43786 0.27374

f 2
7 1.7596 0.99998 f 2

7 1.1416 0.99998 f 2
7 1.2472 0.99999 f 2

7 1.6075 0.99999

f 2
7 0.43546 1.4415 f 2

7 0.51972 1.4371 f 2
7 0.43181 0.55202 f 2

7 0.43786 0.27374

f 2
9 0.41496 0.67826 f 2

9 0.35158 1.1495 f 2
9 0.51644 0.56734 f 2

9 0.33622 0.74719

f 2
9 0.38877 0.5026 f 2

9 0.39578 1.8064 f 2
9 0.52347 1.1217 f 2

9 0.31809 0.44475

f 2
11 1 1 f 2

11 1 1 f 2
11 1 1 f 2

11 1 1

f 2
11 31.0943 1693.3368 f 2

11 1.4738 2.529 f 2
11 0.98525 0.99957 f 2

11 1.6379 3.1399

f 2
13 0.79356 0.48735 f 2

13 0.99716 2.7191 f 2
13 0.28226 0.80624 f 2

13 0.72108 0.085744

f 2
13 0.98117 1 f 2

13 1.7953 0.98495 f 2
13 0.97314 1 f 2

13 1.0456 0.99999

f 2
15 0.39805 0.7479 f 2

15 0.17368 0.31174 f 2
15 0.65912 0.94683 f 2

15 0.37645 0.99832

f 2
15 0.44075 1.6115 f 2

15 0.42478 0.74602 f 2
15 0.67006 0.95731 f 2

15 0.78947 0.83027

f 2
17 1.7859 0.802 f 2

17 1.522 0.97332 f 2
17 1.6605 0.90828 f 2

17 2.2877 0.98955

f 2
17 1.2361 0.86461 f 2

17 0.89211 0.9182 f 2
17 1.7749 0.87905 f 2

17 3.5618 0.97225

f 2
19 0.39816 0.74784 f 2

19 0.17697 0.31555 f 2
19 0.65914 0.94695 f 2

19 0.38026 0.99835

f 2
19 1.7761 0.89993 f 2

19 1.5125 0.91377 f 2
19 1.6641 0.88063 f 2

19 2.3623 0.96425

f 2
21 0.57454 0.962 f 2

21 0.44274 0.93417 f 2
21 0.94845 0.99986 f 2

21 0.92007 0.99999

Tabela 7.15: Tabela com os erros de cada função paraexp ([10, 5])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

ev 1.3737e-008 1.3227e-008 ev 2.3102e-008 1.3714e-008 ev 0.67373 0.99237 ev 0.83586 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 3.8821e-008 0.62703 f 2

1 3.7168e-008 0.065805 f 2
1 0.97085 0.99932 f 2

1 0.92499 0.99924

f 2
1 0.42398 0.98251 f 2

1 0.26704 0.94961 f 2
1 0.99919 1 f 2

1 0.99732 1

f 2
3 5.4151 0.44552 f 2

3 1.1105 0.99363 f 2
3 3.9162 0.7126 f 2

3 1.9335 0.99989

f 2
3 0.64692 0.54555 f 2

3 0.68904 0.9055 f 2
3 0.47459 0.87722 f 2

3 0.49452 0.7848

f 2
5 10.8835 0.77315 f 2

5 14.9782 0.97573 f 2
5 7.0311 0.22181 f 2

5 10.8694 0.85034

f 2
5 0.5931 0.54555 f 2

5 0.63172 0.9055 f 2
5 0.74528 0.89421 f 2

5 0.45338 0.7848

f 2
7 1.2175 0.99999 f 2

7 1.2936 0.99995 f 2
7 1.1576 1 f 2

7 1.3412 0.99999

f 2
7 0.5931 0.54555 f 2

7 0.63172 0.9055 f 2
7 0.74528 0.89421 f 2

7 0.45338 0.7848

f 2
9 0.30012 0.46514 f 2

9 0.37058 0.57187 f 2
9 0.75163 0.90425 f 2

9 0.4965 0.88052

f 2
9 0.2724 0.61621 f 2

9 0.29017 0.63939 f 2
9 0.6953 0.54569 f 2

9 0.34475 0.81466

f 2
11 0.61586 0.99828 f 2

11 6.4221 1.4928 f 2
11 1 1 f 2

11 1 1

f 2
11 1 1 f 2

11 1 1 f 2
11 1 1 f 2

11 1 1

f 2
13 0.4787 0.74963 f 2

13 0.45884 0.52 f 2
13 0.90315 0.7712 f 2

13 0.4916 0.767

f 2
13 0.9137 0.99999 f 2

13 0.94327 0.99997 f 2
13 2.0294 0.99881 f 2

13 0.80195 0.99997

f 2
15 0.11683 0.29359 f 2

15 0.11366 0.28568 f 2
15 0.89424 0.9644 f 2

15 0.7559 0.99025

f 2
15 0.73783 0.49414 f 2

15 1.3426 0.6017 f 2
15 0.46016 0.99242 f 2

15 1.148 0.88501

f 2
17 9.3713 0.6217 f 2

17 11.1658 0.72481 f 2
17 4.9277 0.97052 f 2

17 11.1186 0.99998

f 2
17 8.7386 0.69507 f 2

17 10.3789 0.8478 f 2
17 7.561 0.99266 f 2

17 2.8877 0.97246

f 2
19 0.1519 0.32233 f 2

19 0.25091 0.29192 f 2
19 0.894 0.96443 f 2

19 0.75686 0.99029

f 2
19 9.1822 0.96434 f 2

19 10.9314 0.99592 f 2
19 6.1701 0.99121 f 2

19 10.0986 0.99864

f 2
21 3.3253 0.87602 f 2

21 4.3471 0.79246 f 2
21 1.1142 0.99999 f 2

21 0.90675 0.99995

Tabela 7.16: Tabela com os erros de cada função paraev ([10, 5], [10, 5])

1
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1



Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gev 7.0951e-009 6.8629e-009 gev 2.1793e-008 6.6975e-009 gev 0.60421 0.94669 gev 0.43192 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 1.037e-007 0.72962 f 2

1 1.0475e-007 0.54203 f 2
1 0.79406 0.99073 f 2

1 0.67205 0.99902

f 2
1 0.60199 0.97181 f 2

1 0.40187 0.94119 f 2
1 0.97074 0.99998 f 2

1 0.94939 1

f 2
3 15.4892 0.86589 f 2

3 17.9585 0.95666 f 2
3 6.5376 0.79684 f 2

3 15.1646 0.95703

f 2
3 0.36525 1.0643 f 2

3 0.2709 0.5066 f 2
3 0.46798 0.47623 f 2

3 0.20153 0.72563

f 2
5 15.4703 0.41323 f 2

5 25.8264 0.9784 f 2
5 15.7122 0.60219 f 2

5 20.3918 0.89734

f 2
5 0.38721 1.0643 f 2

5 0.28718 0.5066 f 2
5 0.48043 0.62109 f 2

5 0.21364 0.72563

f 2
7 2.3706 0.99975 f 2

7 0.91859 0.99998 f 2
7 2.4445 0.99983 f 2

7 3.065 0.99978

f 2
7 0.38721 1.0643 f 2

7 0.28718 0.5066 f 2
7 0.48043 0.62109 f 2

7 0.21364 0.72563

f 2
9 0.30293 0.52926 f 2

9 0.16965 0.30842 f 2
9 0.53082 0.52192 f 2

9 0.24634 0.86981

f 2
9 0.28706 0.33902 f 2

9 0.17972 0.22296 f 2
9 0.54033 1.0781 f 2

9 0.2197 0.77227

f 2
11 1 1 f 2

11 1 1 f 2
11 1 1 f 2

11 1 1

f 2
11 0.83498 0.99773 f 2

11 0.99896 1 f 2
11 1 1 f 2

11 0.99783 1

f 2
13 0.48489 0.47846 f 2

13 0.33902 0.32376 f 2
13 0.49767 0.7153 f 2

13 0.41178 0.63798

f 2
13 1.0931 1 f 2

13 1.6245 1 f 2
13 1.1859 1 f 2

13 2.1378 0.99997

f 2
15 0.26236 0.62979 f 2

15 0.21004 0.49023 f 2
15 0.65215 0.90994 f 2

15 0.37148 0.99698

f 2
15 0.40092 0.86225 f 2

15 0.30909 0.90396 f 2
15 0.66845 0.97338 f 2

15 0.73462 0.93102

f 2
17 14.4739 0.042087 f 2

17 17.148 0.49781 f 2
17 8.6622 0.82501 f 2

17 14.8595 0.94831

f 2
17 4.9898 0.77242 f 2

17 5.2359 0.96157 f 2
17 4.0433 0.84014 f 2

17 14.8844 0.87388

f 2
19 0.26262 0.62987 f 2

19 0.21021 0.4903 f 2
19 0.65217 0.91009 f 2

19 0.37265 0.997

f 2
19 13.5276 0.77409 f 2

19 16.02 0.98198 f 2
19 8.117 0.85565 f 2

19 14.8655 0.99853

f 2
21 0.41616 0.89483 f 2

21 0.23086 0.81729 f 2
21 0.91282 0.99929 f 2

21 0.86474 0.99994

Tabela 7.17: Tabela com os erros de cada função paragev ([0], [10, 5], [10, 5])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

beta 8.8609e-009 1.2535e-008beta 2.2422e-008 2.1462e-008beta 0.58196 0.94121 beta 0.33112 0.81922

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 7.7613e-008 0.096508 f 2

1 8.0245e-008 0.23082 f 2
1 0.62044 0.68417 f 2

1 0.42968 0.92626

f 2
1 0.034091 0.12536 f 2

1 0.098414 0.57378 f 2
1 0.73616 0.95328 f 2

1 0.65466 0.97858

f 2
3 0.003451 0.050722 f 2

3 0.014381 0.12863 f 2
3 0.57674 1.2498 f 2

3 0.2567 0.87364

f 2
3 0.010077 0.054744 f 2

3 0.0079484 0.20798 f 2
3 0.5899 0.80734 f 2

3 0.30681 0.90304

f 2
5 0.0020554 0.10299 f 2

5 0.0064117 0.19798 f 2
5 0.57121 5.2179 f 2

5 0.16296 0.9227

f 2
5 0.0071993 0.054744 f 2

5 0.0056786 0.20798 f 2
5 0.57084 2.3825 f 2

5 0.21919 0.90304

f 2
7 0.011743 0.068697 f 2

7 0.020813 0.24487 f 2
7 0.59531 0.6294 f 2

7 0.32571 0.9116

f 2
7 0.0071993 0.054744 f 2

7 0.0056786 0.20798 f 2
7 0.57084 2.3825 f 2

7 0.21919 0.90304

f 2
9 0.0090205 0.06708 f 2

9 0.026143 0.16025 f 2
9 0.57443 2.6276 f 2

9 0.18414 0.86812

f 2
9 0.008497 0.058831 f 2

9 0.025458 0.23673 f 2
9 0.57449 5.3744 f 2

9 0.1248 0.86134

f 2
11 0.0016353 0.020562 f 2

11 0.0093471 0.17428 f 2
11 0.58439 2.6896 f 2

11 0.20952 0.90748

f 2
11 0.0030141 0.045231 f 2

11 0.0109 0.041286 f 2
11 0.57987 2.7188 f 2

11 0.18261 0.86574

f 2
13 0.024221 0.048917 f 2

13 0.076373 0.31546 f 2
13 0.60036 0.33784 f 2

13 0.27726 0.85695

f 2
13 0.018941 0.39553 f 2

13 0.13092 0.64819 f 2
13 0.61801 0.096532 f 2

13 0.16291 0.87908

f 2
15 0.023458 0.18203 f 2

15 0.042354 0.32846 f 2
15 0.59137 1.0757 f 2

15 0.2921 0.90796

f 2
15 0.013253 0.29739 f 2

15 0.045404 0.46996 f 2
15 0.56377 0.56728 f 2

15 0.32421 0.83585

f 2
17 0.0048358 0.14499 f 2

17 0.0050244 0.44947 f 2
17 0.5799 0.6307 f 2

17 0.37223 0.88517

f 2
17 0.0035722 0.11913 f 2

17 0.0048524 0.37713 f 2
17 0.58023 0.59357 f 2

17 0.21799 0.98513

f 2
19 0.019895 0.28661 f 2

19 0.044071 0.45962 f 2
19 0.57703 1.1407 f 2

19 0.31059 0.81061

f 2
19 0.0039816 0.15741 f 2

19 0.0048937 0.38804 f 2
19 0.58015 0.74378 f 2

19 0.28017 0.99937

f 2
21 0.010976 0.12581 f 2

21 0.051551 0.49396 f 2
21 0.67971 0.91511 f 2

21 0.60129 0.94463

Tabela 7.18: Tabela com os erros de cada função parabeta ([10, 5], [10, 5])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gamma 0 6.1513e-009 gamma 2.0902e-008 1.21e-008gamma 0.58966 0.62796 gamma 0.23653 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 3.5258e-008 0.42579 f 2

1 2.4932e-008 0.21799 f 2
1 0.64953 0.91735 f 2

1 0.33834 0.99944

f 2
1 0.22929 0.71403 f 2

1 0.14403 0.42658 f 2
1 0.8028 0.99468 f 2

1 0.64951 1

f 2
3 24.5853 0.7662 f 2

3 30.3184 0.035414 f 2
3 19.0072 0.87191 f 2

3 34.5655 0.98306

f 2
3 0.078463 0.76859 f 2

3 0.01662 0.32959 f 2
3 0.57014 4.5165 f 2

3 0.13269 0.77485

f 2
5 19.5804 0.83969 f 2

5 15.9486 0.9922 f 2
5 7.5971 0.71331 f 2

5 21.6227 0.99907

f 2
5 0.080724 0.76859 f 2

5 0.017099 0.32959 f 2
5 0.56925 4.2614 f 2

5 0.13651 0.77485

f 2
7 1.0133 1 f 2

7 1.0748 1 f 2
7 1.0239 1 f 2

7 1.0469 1

f 2
7 0.080724 0.76859 f 2

7 0.017099 0.32959 f 2
7 0.56925 4.2614 f 2

7 0.13651 0.77485

f 2
9 0.059918 0.41058 f 2

9 0.0075683 0.21725 f 2
9 0.57242 1.8635 f 2

9 0.17074 0.91897

f 2
9 0.062293 0.57419 f 2

9 0.012406 0.30271 f 2
9 0.57175 3.9946 f 2

9 0.13225 0.855

f 2
11 1 1 f 2

11 1 1 f 2
11 1 1 f 2

11 1 1

f 2
11 1.8768 0.85073 f 2

11 0.99815 1 f 2
11 1 1 f 2

11 0.99065 1

f 2
13 0.087135 0.76519 f 2

13 0.018881 0.3319 f 2
13 0.56781 3.5867 f 2

13 0.14826 0.77499

f 2
13 0.41075 1.5077 f 2

13 0.05338 0.5892 f 2
13 0.66897 0.87199 f 2

13 0.35934 0.68225

f 2
15 0.02628 0.12564 f 2

15 0.047136 0.22519 f 2
15 0.59429 0.4362 f 2

15 0.13682 0.99926

f 2
15 0.17017 0.43103 f 2

15 0.1925 0.68742 f 2
15 0.60692 0.86612 f 2

15 0.5306 0.89436

f 2
17 9.6432 0.90644 f 2

17 4.6835 0.95394 f 2
17 2.4148 0.9967 f 2

17 22.6199 0.96879

f 2
17 17.7184 0.89866 f 2

17 8.4844 0.99353 f 2
17 2.5512 0.3839 f 2

17 17.8525 0.99831

f 2
19 0.026356 0.12583 f 2

19 0.047158 0.22523 f 2
19 0.59429 0.4363 f 2

19 0.13687 0.99926

f 2
19 17.6482 0.90353 f 2

19 8.451 0.9967 f 2
19 2.549 0.99394 f 2

19 17.9728 0.99985

f 2
21 0.12996 0.58127 f 2

21 0.079179 0.092614 f 2
21 0.72792 0.97929 f 2

21 0.50895 0.99995

Tabela 7.19: Tabela com os erros de cada função paragamma ([10, 5], [10, 5])

1
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

logn 0 3.7311e-009 logn 2.2296e-008 1.8944e-008logn 0.58678 0.92106 logn 0.50647 0.81902

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 1.0139e-007 0.81796 f 2

1 1.0329e-007 0.84951 f 2
1 0.72271 0.98129 f 2

1 0.66753 0.98604

f 2
1 0.68614 0.99673 f 2

1 0.68984 0.99906 f 2
1 0.95008 0.99997 f 2

1 0.94804 0.99999

f 2
3 0.3237 0.27992 f 2

3 0.43138 0.91059 f 2
3 0.30832 0.15568 f 2

3 0.44588 0.83367

f 2
3 0.36409 0.21164 f 2

3 0.32815 0.8975 f 2
3 0.46782 0.20179 f 2

3 0.18305 0.65253

f 2
5 0.96115 0.23684 f 2

5 0.77747 0.93503 f 2
5 0.93051 0.95074 f 2

5 0.92589 0.76278

f 2
5 0.50704 0.21164 f 2

5 0.457 0.8975 f 2
5 0.54886 0.83613 f 2

5 0.25492 0.65253

f 2
7 1.1199 0.99996 f 2

7 2.0797 0.99999 f 2
7 1.6794 0.99999 f 2

7 2.0119 0.99999

f 2
7 0.50704 0.21164 f 2

7 0.457 0.8975 f 2
7 0.54886 0.83613 f 2

7 0.25492 0.65253

f 2
9 0.22288 1.0731 f 2

9 0.10755 0.66722 f 2
9 0.56104 1.0023 f 2

9 0.28884 0.72866

f 2
9 0.21463 1.4982 f 2

9 0.098301 0.79928 f 2
9 0.56392 2.6659 f 2

9 0.20255 0.60232

f 2
11 0.99414 1 f 2

11 0.99431 1 f 2
11 0.99762 1 f 2

11 0.99705 1

f 2
11 0.41815 1.7189 f 2

11 0.2961 1.0583 f 2
11 0.68969 0.83408 f 2

11 0.372 0.1723

f 2
13 0.96826 1.9648 f 2

13 0.43112 0.88904 f 2
13 0.2257 0.93111 f 2

13 0.74416 0.40987

f 2
13 0.23787 4.8919 f 2

13 0.34158 0.85827 f 2
13 0.70039 0.85657 f 2

13 0.47133 0.80017

f 2
15 0.20363 0.6279 f 2

15 0.090488 0.27674 f 2
15 0.61757 0.8209 f 2

15 0.43989 0.94494

f 2
15 0.17513 1.3018 f 2

15 0.11857 0.25701 f 2
15 0.53909 0.65358 f 2

15 0.52215 0.39277

f 2
17 0.43043 0.91097 f 2

17 0.59147 0.8652 f 2
17 0.26966 0.90563 f 2

17 0.29614 0.87383

f 2
17 1.3455 0.58807 f 2

17 1.2858 1.0914 f 2
17 1.4295 0.96524 f 2

17 1.7733 0.6394

f 2
19 0.20109 0.62786 f 2

19 0.094909 0.27731 f 2
19 0.61046 0.82127 f 2

19 0.45114 0.94256

f 2
19 0.53573 0.82114 f 2

19 0.6335 1.0338 f 2
19 0.5089 0.97045 f 2

19 0.62651 0.97338

f 2
21 0.44604 0.96674 f 2

21 0.43122 0.98649 f 2
21 0.86709 0.99922 f 2

21 0.86955 0.9993

Tabela 7.20: Tabela com os erros de cada função paralogn ([0.25, 0.35], [0.5, 0.6])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

pois 7.845e-009 6.4167e-009pois 2.4096e-008 1.3899e-008pois 0.58653 0.91525 pois 0.49773 0.81953

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 3.8716e-007 0.55239 f 2

1 3.8665e-007 0.64696 f 2
1 0.72637 0.96155 f 2

1 0.69016 0.96358

f 2
1 0.37459 0.82316 f 2

1 0.3612 0.95273 f 2
1 0.91243 0.99848 f 2

1 0.92091 0.9988

f 2
3 0.47679 0.61659 f 2

3 0.41466 0.57213 f 2
3 0.54656 0.88976 f 2

3 1.2223 0.9249

f 2
3 0.35623 0.27856 f 2

3 0.11213 0.07783 f 2
3 0.4855 0.46449 f 2

3 0.27716 0.76063

f 2
5 1.0285 0.41908 f 2

5 1.4294 0.71399 f 2
5 1.5475 0.91407 f 2

5 1.3972 0.61721

f 2
5 0.43893 0.27856 f 2

5 0.13816 0.07783 f 2
5 0.46947 0.78411 f 2

5 0.34151 0.76063

f 2
7 0.69393 0.78345 f 2

7 4.6073 4.8894 f 2
7 3.3582 4.6936 f 2

7 1.0843 0.96988

f 2
7 0.43893 0.27856 f 2

7 0.13816 0.07783 f 2
7 0.46947 0.78411 f 2

7 0.34151 0.76063

f 2
9 0.21714 0.57655 f 2

9 0.16498 0.42529 f 2
9 0.53489 0.048363 f 2

9 0.16725 0.90357

f 2
9 0.24924 0.23619 f 2

9 0.23874 0.79846 f 2
9 0.51972 0.72569 f 2

9 0.20133 0.95768

f 2
11 0.70217 0.99843 f 2

11 0.76087 0.99977 f 2
11 0.95178 0.99999 f 2

11 0.94925 0.99999

f 2
11 0.53004 1.1751 f 2

11 0.27475 0.59117 f 2
11 0.82684 0.98461 f 2

11 0.49209 0.91134

f 2
13 NaN NaN f 2

13 NaN NaN f 2
13 NaN NaN f 2

13 NaN NaN

f 2
13 3.8171 63.5475 f 2

13 0.69507 1.5274 f 2
13 0.60312 0.82692 f 2

13 0.49316 0.65191

f 2
15 0.15419 0.50942 f 2

15 0.087898 0.28813 f 2
15 0.6265 0.79611 f 2

15 0.48151 0.9134

f 2
15 0.17765 0.77153 f 2

15 0.245 0.60401 f 2
15 0.5422 0.76106 f 2

15 0.45739 0.78985

f 2
17 0.80781 0.97678 f 2

17 1.081 0.93902 f 2
17 0.74928 0.95913 f 2

17 1.4135 0.91486

f 2
17 0.80621 0.97354 f 2

17 1.3654 0.94679 f 2
17 1.3947 0.94615 f 2

17 0.72625 0.39792

f 2
19 0.15581 0.51447 f 2

19 0.12674 0.36596 f 2
19 0.62261 0.79858 f 2

19 0.48026 0.91298

f 2
19 0.80678 0.99056 f 2

19 1.2847 0.96154 f 2
19 1.2634 0.95301 f 2

19 1.1249 0.96597

f 2
21 0.24285 0.66729 f 2

21 0.19624 0.86846 f 2
21 0.83107 0.99237 f 2

21 0.84572 0.99125

Tabela 7.21: Tabela com os erros de cada função parapois ([2, 3])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

rayl 1.1789e-008 1.3318e-008rayl 2.0964e-008 1.0898e-008rayl 0.58417 0.88239 rayl 0.47163 0.81903

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 1.026e-007 0.52013 f 2

1 1.0392e-007 0.61993 f 2
1 0.69522 0.94836 f 2

1 0.6461 0.95383

f 2
1 0.3457 0.78791 f 2

1 0.35764 0.94294 f 2
1 0.88706 0.99759 f 2

1 0.89615 0.99784

f 2
3 0.90714 0.26896 f 2

3 0.88658 0.4468 f 2
3 0.88607 0.93702 f 2

3 0.94535 0.5945

f 2
3 0.25826 0.59459 f 2

3 0.17741 0.2861 f 2
3 0.52948 0.75283 f 2

3 0.18156 0.86564

f 2
5 0.62467 0.5535 f 2

5 1.1001 0.9973 f 2
5 1.0713 0.87916 f 2

5 1.2852 0.87205

f 2
5 0.30332 0.59459 f 2

5 0.20836 0.2861 f 2
5 0.51064 0.34493 f 2

5 0.21324 0.86564

f 2
7 0.469 0.99991 f 2

7 0.13085 0.99998 f 2
7 1.004 1 f 2

7 1.838 0.99983

f 2
7 0.30332 0.59459 f 2

7 0.20836 0.2861 f 2
7 0.51064 0.34493 f 2

7 0.21324 0.86564

f 2
9 0.12463 0.59382 f 2

9 0.048846 0.24136 f 2
9 0.56065 1.0071 f 2

9 0.23507 0.84992

f 2
9 0.12769 0.80363 f 2

9 0.054254 0.09061 f 2
9 0.56291 2.4708 f 2

9 0.13892 0.84957

f 2
11 0.76772 0.99764 f 2

11 0.84235 0.99979 f 2
11 0.97026 0.99999 f 2

11 0.97055 1

f 2
11 0.5622 1.2074 f 2

11 0.25407 0.5994 f 2
11 0.8257 0.9845 f 2

11 0.44865 0.88677

f 2
13 0.35266 1.0135 f 2

13 0.15801 0.33074 f 2
13 0.48255 0.73536 f 2

13 0.19818 0.86311

f 2
13 0.77736 0.3504 f 2

13 0.40513 0.96986 f 2
13 0.75113 0.99193 f 2

13 0.44206 0.99127

f 2
15 0.12321 0.45815 f 2

15 0.050628 0.18743 f 2
15 0.61193 0.71981 f 2

15 0.44741 0.89983

f 2
15 0.15796 0.83848 f 2

15 0.14727 0.47492 f 2
15 0.54254 0.56904 f 2

15 0.40994 0.74523

f 2
17 2.5342 0.64393 f 2

17 2.2554 0.5178 f 2
17 3.2911 0.93176 f 2

17 1.5506 0.26859

f 2
17 0.7101 0.57597 f 2

17 1.6316 0.70285 f 2
17 1.2389 0.94407 f 2

17 1.1106 0.81269

f 2
19 0.12514 0.46209 f 2

19 0.070026 0.23625 f 2
19 0.60972 0.72213 f 2

19 0.44616 0.89858

f 2
19 1.1422 0.96073 f 2

19 1.6685 0.93011 f 2
19 1.5915 0.93247 f 2

19 1.1371 0.94984

f 2
21 0.21918 0.64751 f 2

21 0.19552 0.84151 f 2
21 0.80289 0.98994 f 2

21 0.81599 0.98783

Tabela 7.22: Tabela com os erros de cada função pararayl ([10, 5])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

T 1.2281e-007 1.1594e-008 T 1.2748e-007 1.6688e-008 T 3.8488 0.98652 T 13.4913 0.87063

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 9.8935e-008 0.87534 f 2

1 9.7377e-008 0.91413 f 2
1 0.98906 0.9998 f 2

1 0.81519 0.96839

f 2
1 0.66758 0.99927 f 2

1 0.82492 0.9994 f 2
1 0.99983 1 f 2

1 0.95298 0.99996

f 2
3 2.8169 0.6505 f 2

3 28.9035 0.91993 f 2
3 15.8553 0.94313 f 2

3 46.8285 0.84445

f 2
3 0.56865 0.27474 f 2

3 12.6873 0.83854 f 2
3 5.6141 0.98321 f 2

3 21.7706 0.85574

f 2
5 0.25753 0.31365 f 2

5 0.48845 0.63296 f 2
5 0.45059 0.69815 f 2

5 0.68869 0.79464

f 2
5 0.013307 0.27474 f 2

5 0.29689 0.83854 f 2
5 0.56237 0.8484 f 2

5 0.50944 0.85574

f 2
7 1.0022 0.99999 f 2

7 0.27328 0.99992 f 2
7 0.97071 1 f 2

7 2.0752 0.99988

f 2
7 0.013307 0.27474 f 2

7 0.29689 0.83854 f 2
7 0.56237 0.8484 f 2

7 0.50944 0.85574

f 2
9 0.64056 0.4149 f 2

9 0.25871 0.46807 f 2
9 0.901 0.89233 f 2

9 0.85096 0.80967

f 2
9 0.63741 0.28028 f 2

9 0.28797 0.60241 f 2
9 0.83702 0.562 f 2

9 0.76321 0.59067

f 2
11 0.9487 1 f 2

11 0.94819 1 f 2
11 0.9838 1 f 2

11 0.97949 1

f 2
11 0.5919 0.99949 f 2

11 0.66691 0.99977 f 2
11 0.87959 0.99998 f 2

11 0.6634 0.99989

f 2
13 1.4627 0.99069 f 2

13 0.86784 1.1766 f 2
13 1.2404 1.4094 f 2

13 1.6949 0.70984

f 2
13 36.4818 2.6353 f 2

13 32.2096 3.2131 f 2
13 30.7066 2.3029 f 2

13 43.7681 0.88749

f 2
15 0.19317 0.43094 f 2

15 0.37037 0.8622 f 2
15 0.9484 0.97838 f 2

15 0.73665 0.58676

f 2
15 14.7597 0.56046 f 2

15 3.7437 0.2739 f 2
15 9.4323 0.62499 f 2

15 7.0116 0.43386

f 2
17 0.90527 0.99995 f 2

17 0.69587 1.0521 f 2
17 3.0753 0.99841 f 2

17 1.0466 1

f 2
17 0.8032 0.88092 f 2

17 2.4162 0.92689 f 2
17 9.1113 0.9916 f 2

17 0.71568 1

f 2
19 0.86827 0.60942 f 2

19 0.38141 0.5176 f 2
19 0.97497 0.6392 f 2

19 0.75408 0.71305

f 2
19 0.89961 0.88088 f 2

19 1.2499 0.99325 f 2
19 4.8044 0.99187 f 2

19 1.033 1

f 2
21 0.93459 0.96665 f 2

21 2.0934 0.99535 f 2
21 1.0084 1 f 2

21 3.4383 0.9981

Tabela 7.23: Tabela com os erros de cada função paraT ([10, 5])

1
7

8



Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

unif 8.9135e-009 1.4717e-008unif 2.3086e-008 1.4657e-008unif 0.59636 0.89738 unif 0.36375 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f 2
1 6.5352e-008 0.23812 f 2

1 6.6647e-008 0.68181 f 2
1 0.72687 0.95752 f 2

1 0.55516 0.99592

f 2
1 0.20398 0.85618 f 2

1 0.51263 1.5093 f 2
1 0.90277 0.99706 f 2

1 0.83307 0.99997

f 2
3 1.5659 0.56805 f 2

3 1.3558 1.2115 f 2
3 1.3118 0.96935 f 2

3 1.3745 0.99722

f 2
3 0.24625 0.24649 f 2

3 0.25989 0.45803 f 2
3 0.49767 0.24776 f 2

3 0.18859 0.77483

f 2
5 0.75065 0.30581 f 2

5 0.53034 0.96551 f 2
5 0.92184 0.96727 f 2

5 1.2425 0.66364

f 2
5 0.28218 0.24649 f 2

5 0.29781 0.45803 f 2
5 0.50004 0.60209 f 2

5 0.21611 0.77483

f 2
7 0.66513 1 f 2

7 0.98565 1 f 2
7 0.80825 1 f 2

7 0.65264 1

f 2
7 0.28218 0.24649 f 2

7 0.29781 0.45803 f 2
7 0.50004 0.60209 f 2

7 0.21611 0.77483

f 2
9 0.18499 0.68888 f 2

9 0.12558 0.41026 f 2
9 0.55022 0.54446 f 2

9 0.14879 0.93116

f 2
9 0.22685 1.1465 f 2

9 0.12883 0.55498 f 2
9 0.55156 1.7074 f 2

9 0.020705 0.91793

f 2
11 0.83666 1.5499 f 2

11 1.6099 3.8755 f 2
11 0.9785 0.99993 f 2

11 0.96381 1

f 2
11 0.56103 1.0509 f 2

11 0.48726 0.76107 f 2
11 0.88747 0.9939 f 2

11 0.41839 0.83209

f 2
13 0.77137 1.8722 f 2

13 0.35951 0.71767 f 2
13 0.37472 0.87046 f 2

13 0.25127 0.92188

f 2
13 3.1387 0.83463 f 2

13 0.88205 0.99999 f 2
13 0.94627 1 f 2

13 0.87013 1

f 2
15 0.11335 0.37616 f 2

15 0.16192 0.53209 f 2
15 0.62621 0.80197 f 2

15 0.31063 0.99477

f 2
15 0.25159 0.76411 f 2

15 0.29346 0.85724 f 2
15 0.64854 0.94202 f 2

15 0.6323 0.92715

f 2
17 0.81269 0.58029 f 2

17 0.6824 0.54192 f 2
17 1.215 0.96655 f 2

17 1.8946 0.99617

f 2
17 0.8162 0.46486 f 2

17 0.6806 0.51951 f 2
17 1.2598 0.93891 f 2

17 0.48146 0.30703

f 2
19 0.11864 0.38184 f 2

19 0.16522 0.53462 f 2
19 0.62642 0.81039 f 2

19 0.3209 0.99529

f 2
19 0.81494 0.92098 f 2

19 0.68125 0.80572 f 2
19 1.2443 0.97087 f 2

19 1.4697 0.93374

f 2
21 0.0086301 0.57777 f 2

21 0.27656 1.0459 f 2
21 0.83121 0.98673 f 2

21 0.7358 0.99867

Tabela 7.24: Tabela com os erros de cada função paraunif ([0, 0], [10, 5])

1
7

9



Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

norm 1.2997e-008 1.6827e-008norm 8.7969e-009 1.1687e-008norm 0.39813 0.98742 norm 0.76351 0.87995

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 5.323 19.2495 f3

1 5.323 8.3257 f3
1 2.8597 1.8372 f3

1 3.4541 1.9451

f3
1 54.7863 3821.5177 f3

1 46.1194 957.075 f3
1 13.8132 46.1942 f3

1 18.8446 160.8494

f3
3 0.9541 0.98265 f3

3 1.0618 0.99816 f3
3 1.0338 0.99557 f3

3 0.95038 0.99774

f3
3 1.0077 0.82311 f3

3 1.0061 0.83306 f3
3 1.0497 0.97726 f3

3 0.91048 0.91508

f3
5 0.98442 0.99249 f3

5 1.0005 0.99901 f3
5 0.97276 0.99702 f3

5 0.93119 0.99247

f3
5 1.043 0.82311 f3

5 1.0143 0.83306 f3
5 1.158 0.98411 f3

5 0.95118 0.91508

f3
7 0.80266 1.1479 f3

7 1.1573 2.9512 f3
7 1.0442 0.95286 f3

7 1.3187 0.85427

f3
7 0.71758 0.9457 f3

7 0.74575 0.92212 f3
7 0.69691 0.99405 f3

7 0.73429 0.97496

f3
9 0.89045 0.90349 f3

9 0.90221 0.88755 f3
9 0.76256 0.98735 f3

9 0.80839 0.97308

f3
9 0.75321 0.98625 f3

9 0.76458 0.98236 f3
9 0.69506 0.99381 f3

9 0.73316 0.99557

f3
11 337.7389 258276.8086 f3

11 61.2114 2313.9855 f3
11 6.7184 11.3663 f3

11 10.0556 98.3976

f3
11 3.0857 23.5995 f3

11 0.75697 0.92404 f3
11 0.95447 0.99978 f3

11 0.95007 1

f3
13 0.80301 0.90648 f3

13 0.90103 0.88135 f3
13 0.73822 0.98724 f3

13 0.81712 0.95959

f3
13 0.83966 0.98754 f3

13 0.90965 0.98961 f3
13 0.80275 0.98604 f3

13 0.84429 0.99741

f3
15 1.368 0.82921 f3

15 1.4319 0.94348 f3
15 0.87749 0.98133 f3

15 1.0743 0.9927

f3
15 0.82622 0.99491 f3

15 0.80068 0.99625 f3
15 0.84927 0.99924 f3

15 0.82037 0.99999

f3
17 0.97351 0.9621 f3

17 0.96924 0.96425 f3
17 0.86249 0.99931 f3

17 0.99975 0.97449

f3
17 0.94028 0.99607 f3

17 0.96253 0.9904 f3
17 0.93436 0.99819 f3

17 0.95203 0.99458

f3
19 1.0016 0.99451 f3

19 0.9726 0.98618 f3
19 1.025 0.99976 f3

19 1.0131 0.99946

f3
19 1.0149 0.97598 f3

19 1.181 0.90257 f3
19 1.0899 0.99922 f3

19 1.0831 0.99348

f3
21 1.2602 0.97167 f3

21 1.2914 0.97393 f3
21 1.0007 0.99845 f3

21 1.1112 0.98851

f3
21 0.90713 0.92922 f3

21 0.94807 0.91415 f3
21 0.97509 0.9979 f3

21 0.96521 0.99662

f3
23 14.3264 297.8113 f3

23 13.7295 149.6845 f3
23 6.3191 9.4079 f3

23 6.2477 29.2549

Tabela 7.25: Tabela com os erros de cada função paranorm ([1, 5, 3], P 3
norm)

1
8

0



Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

chi2 8.8491e-009 1.8868e-008 chi2 6.2572e-009 1.0205e-008 chi2 0.41435 0.94511 chi2 0.36444 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 1.0239e-007 0.56285 f3

1 1.0154e-007 0.44846 f3
1 0.58921 0.98553 f3

1 0.42055 0.99268

f3
1 0.36626 0.76744 f3

1 0.38927 0.58233 f3
1 0.84857 0.99961 f3

1 0.7962 0.99977

f3
3 1.5708 0.70189 f3

3 1.6807 0.89972 f3
3 1.4312 0.95228 f3

3 1.8814 0.71123

f3
3 0.22724 1.1537 f3

3 0.19312 0.51273 f3
3 0.25837 0.44584 f3

3 0.33993 0.047856

f3
5 2.6122 0.75099 f3

5 0.43335 0.67679 f3
5 3.4147 0.95251 f3

5 2.7238 0.91249

f3
5 0.25241 1.1537 f3

5 0.21451 0.51273 f3
5 0.30878 0.67951 f3

5 0.37758 0.047856

f3
7 0.12406 0.99999 f3

7 1.0107 1 f3
7 1.436 0.99987 f3

7 0.74963 1

f3
7 0.24687 1.872 f3

7 0.13865 0.64677 f3
7 0.28474 0.80473 f3

7 0.38148 1.5872

f3
9 0.22118 0.75044 f3

9 0.045494 0.37816 f3
9 0.34753 0.45329 f3

9 0.28377 0.74636

f3
9 0.22306 0.82332 f3

9 0.049694 0.44906 f3
9 0.35552 1.2123 f3

9 0.28129 0.32438

f3
11 0.99999 1 f3

11 0.99983 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 2.9666 14.4859 f3

11 0.61255 0.93342 f3
11 0.9541 0.99981 f3

11 0.95564 0.99979

f3
13 0.52379 0.57044 f3

13 0.099839 0.21986 f3
13 0.19325 0.88072 f3

13 0.66784 0.35328

f3
13 0.91783 0.99994 f3

13 0.75827 0.99985 f3
13 0.92991 1 f3

13 1.0076 0.99993

f3
15 0.12512 0.49209 f3

15 0.10864 0.42434 f3
15 0.46503 0.91474 f3

15 0.19176 0.98999

f3
15 0.28862 1.0754 f3

15 0.21562 0.7034 f3
15 0.44633 0.96731 f3

15 0.17235 0.95785

f3
17 0.62156 1.543 f3

17 0.34292 0.5673 f3
17 0.46985 0.98359 f3

17 0.85878 0.77654

f3
17 4.8129 0.56877 f3

17 4.3885 0.21392 f3
17 5.8035 0.90402 f3

17 2.733 0.34578

f3
19 1.3698 0.96032 f3

19 2.9952 0.35664 f3
19 1.7793 0.99182 f3

19 0.27412 0.95939

f3
19 4.925 0.83151 f3

19 2.6997 0.4192 f3
19 4.4463 0.97597 f3

19 4.0992 0.41247

f3
21 0.13236 0.49951 f3

21 0.11016 0.42569 f3
21 0.46501 0.91496 f3

21 0.19799 0.99002

f3
21 0.90853 0.86484 f3

21 1.272 0.88459 f3
21 1.0784 0.96743 f3

21 0.89637 1.0235

f3
23 0.25732 0.64214 f3

23 0.21051 0.65601 f3
23 0.73996 0.99759 f3

23 0.64363 0.9984

Tabela 7.26: Tabela com os erros de cada função parachi2 ([10, 5, 2])

1
8
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

exp 0 8.4859e-009 exp 6.2565e-009 1.2083e-008 exp 0.42313 0.98735 exp 0.38084 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 5.952e-008 0.80623 f3

1 5.763e-008 0.42996 f3
1 0.76939 0.99867 f3

1 0.67562 0.99821

f3
1 0.71883 0.98892 f3

1 0.32797 0.94514 f3
1 0.98313 1 f3

1 0.9754 1

f3
3 1.2479 0.38663 f3

3 1.0369 1.5559 f3
3 1.226 0.85627 f3

3 1.7142 0.72498

f3
3 0.28161 1.0715 f3

3 0.20408 0.98137 f3
3 0.25077 0.78367 f3

3 0.41526 0.7179

f3
5 1.8959 0.71195 f3

5 0.52958 0.31802 f3
5 2.0972 0.94624 f3

5 1.8944 0.90632

f3
5 0.31615 1.0715 f3

5 0.22911 0.98137 f3
5 0.39537 0.85986 f3

5 0.46619 0.7179

f3
7 1.3706 1 f3

7 0.96951 1 f3
7 2.1533 0.99982 f3

7 1.4647 1

f3
7 0.22422 1.7071 f3

7 0.13879 0.87419 f3
7 0.055715 0.40082 f3

7 0.25906 0.89318

f3
9 0.40684 0.46653 f3

9 0.025323 0.56607 f3
9 0.24742 0.83142 f3

9 0.29025 0.91211

f3
9 0.37661 0.27212 f3

9 0.021968 0.67964 f3
9 0.28424 0.24877 f3

9 0.31348 0.78702

f3
11 1 1 f3

11 1 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 133.5983 39330.2516 f3

11 0.25385 0.55825 f3
11 0.98517 0.9999 f3

11 0.98667 0.99996

f3
13 0.91337 0.70896 f3

13 0.15312 0.55378 f3
13 0.58132 0.9435 f3

13 0.85839 0.68383

f3
13 0.9703 1 f3

13 0.86025 0.99999 f3
13 0.96543 1 f3

13 1.0033 1

f3
15 0.37652 0.74553 f3

15 0.21432 0.40535 f3
15 0.52574 0.98143 f3

15 0.29496 0.99366

f3
15 0.25941 1.4082 f3

15 0.36223 0.85017 f3
15 0.57891 0.98765 f3

15 0.35333 0.9681

f3
17 0.55647 1.9609 f3

17 0.59558 0.91863 f3
17 0.72674 0.99535 f3

17 0.91951 0.93859

f3
17 1.7539 0.45768 f3

17 3.2212 0.25005 f3
17 2.8336 0.93905 f3

17 1.6743 0.73843

f3
19 2.8705 0.94365 f3

19 3.6568 0.41472 f3
19 4.4224 0.99502 f3

19 3.982 0.9394

f3
19 2.1344 0.56405 f3

19 0.93623 0.51011 f3
19 2.1832 0.96839 f3

19 2.3901 0.98709

f3
21 0.37666 0.74548 f3

21 0.21764 0.40644 f3
21 0.52616 0.98148 f3

21 0.30062 0.99368

f3
21 0.79975 0.86957 f3

21 1.3288 0.97787 f3
21 1.0662 0.98339 f3

21 0.93317 0.86961

f3
23 0.57452 0.93478 f3

23 0.082981 0.77677 f3
23 0.93023 0.99996 f3

23 0.90039 0.99992

Tabela 7.27: Tabela com os erros de cada função paraexp ([10, 5, 2])

1
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

ev 1.391e-008 1.3088e-008 ev 9.8362e-009 1.3259e-008 ev 0.4546 0.99739 ev 0.66707 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 2.904e-008 0.14563 f3

1 2.6886e-008 1.1288 f3
1 0.96114 0.99977 f3

1 0.91768 0.99633

f3
1 0.32128 0.96351 f3

1 1.0208 0.69583 f3
1 0.99909 1 f3

1 0.99552 1

f3
3 2.4105 0.78381 f3

3 2.8708 0.98492 f3
3 2.0341 0.86661 f3

3 0.70765 0.88812

f3
3 0.69252 0.67939 f3

3 0.73327 1.0598 f3
3 0.7576 0.95141 f3

3 0.60801 0.93712

f3
5 1.1202 0.84004 f3

5 3.1842 0.66578 f3
5 1.6579 0.84317 f3

5 3.6633 0.74453

f3
5 0.61788 0.67939 f3

5 0.65424 1.0598 f3
5 0.80872 0.96262 f3

5 0.54248 0.93712

f3
7 0.9501 0.99999 f3

7 0.58377 1 f3
7 1.7616 0.99999 f3

7 1.1775 1

f3
7 0.80696 0.74821 f3

7 0.77415 1.2818 f3
7 0.85793 0.95219 f3

7 0.71175 0.88576

f3
9 0.40356 0.58443 f3

9 0.42029 0.63842 f3
9 0.66334 0.9614 f3

9 0.4921 0.94519

f3
9 0.34438 0.72406 f3

9 0.31807 0.85655 f3
9 0.57268 0.82296 f3

9 0.36152 0.88125

f3
11 7.4786 2.2805 f3

11 801.795 30642.41 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 1 1 f3

11 1 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
13 0.63651 0.82991 f3

13 0.5374 0.89008 f3
13 0.87686 0.95334 f3

13 0.58675 0.80421

f3
13 1.1524 0.99999 f3

13 1.1673 0.99996 f3
13 1.3827 0.99995 f3

13 0.83361 0.99997

f3
15 0.28364 0.72896 f3

15 0.38933 0.98188 f3
15 0.84838 0.98834 f3

15 0.75473 0.96762

f3
15 0.60654 0.68368 f3

15 1.4453 0.44125 f3
15 0.2989 0.99784 f3

15 0.52942 0.98624

f3
17 0.35711 0.74388 f3

17 1.6533 0.33272 f3
17 0.73044 0.9987 f3

17 1.2092 0.96619

f3
17 16.6193 0.45779 f3

17 10.5223 0.98242 f3
17 11.7542 0.98924 f3

17 7.6131 0.911

f3
19 7.1171 0.74859 f3

19 1.5181 0.81182 f3
19 5.9951 0.98733 f3

19 3.6978 0.96588

f3
19 10.3273 0.59744 f3

19 7.7667 0.98575 f3
19 8.8909 0.98843 f3

19 10.7991 0.99994

f3
21 0.28529 0.73744 f3

21 0.43267 0.98558 f3
21 0.84806 0.98835 f3

21 0.75559 0.96773

f3
21 2.4023 1.0503 f3

21 2.761 0.95449 f3
21 2.0601 0.99238 f3

21 1.0367 0.97758

f3
23 2.6848 0.76581 f3

23 4.3845 0.60509 f3
23 1.0796 1 f3

23 1.1998 0.99992

Tabela 7.28: Tabela com os erros de cada função paraev ([10, 5, 2], [10, 5, 2])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gev 9.944e-009 6.7958e-009 gev 1.0643e-008 1.8612e-008 gev 0.42042 0.98148 gev 0.34203 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 1.0099e-007 0.66819 f3

1 1.0099e-007 0.46922 f3
1 0.71237 0.99669 f3

1 0.60169 0.99728

f3
1 0.54468 0.94272 f3

1 0.46481 0.71616 f3
1 0.95853 0.99999 f3

1 0.94255 0.99999

f3
3 2.1722 0.873 f3

3 2.53 0.90575 f3
3 1.7493 0.96719 f3

3 1.8775 0.98385

f3
3 0.2134 0.80885 f3

3 0.30174 0.59315 f3
3 0.10948 0.80942 f3

3 0.28278 0.83916

f3
5 6.0267 0.81037 f3

5 1.7961 0.90672 f3
5 5.7453 0.70325 f3

5 4.8908 0.65523

f3
5 0.22991 0.80885 f3

5 0.32508 0.59315 f3
5 0.32083 0.86143 f3

5 0.30465 0.83916

f3
7 5.6642 0.9965 f3

7 4.0091 0.99676 f3
7 5.1197 0.99798 f3

7 5.622 0.99767

f3
7 0.23287 0.85384 f3

7 0.31835 0.90719 f3
7 0.048179 0.77271 f3

7 0.20556 0.55761

f3
9 0.30849 0.25391 f3

9 0.19024 0.37887 f3
9 0.29804 0.81981 f3

9 0.13123 0.92694

f3
9 0.28644 0.44178 f3

9 0.18428 0.49959 f3
9 0.3302 0.090669 f3

9 0.18084 0.8075

f3
11 1 1 f3

11 1 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 10.1051 5.4052 f3

11 0.99966 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
13 0.53053 0.72331 f3

13 0.36147 0.64992 f3
13 0.35766 0.91504 f3

13 0.44576 0.62255

f3
13 0.77898 0.99999 f3

13 0.33056 0.99994 f3
13 0.71477 1 f3

13 1.3619 0.99968

f3
15 0.26347 0.66528 f3

15 0.22939 0.56187 f3
15 0.51351 0.9689 f3

15 0.28809 0.9936

f3
15 0.27366 0.78581 f3

15 0.37411 0.92307 f3
15 0.57422 0.99226 f3

15 0.3581 0.98499

f3
17 0.47847 0.99263 f3

17 0.6408 0.97577 f3
17 0.74633 0.99823 f3

17 0.88558 0.9828

f3
17 143.3364 0.81825 f3

17 119.2609 0.784 f3
17 127.8015 0.89003 f3

17 36.7306 1.0716

f3
19 2.3235 0.79085 f3

19 8.9836 0.82073 f3
19 0.86762 0.87254 f3

19 2.7811 0.99861

f3
19 14.0821 0.40618 f3

19 13.0244 0.85634 f3
19 12.5053 0.94197 f3

19 14.853 1

f3
21 0.26372 0.6651 f3

21 0.23094 0.56243 f3
21 0.51373 0.96897 f3

21 0.2905 0.99361

f3
21 2.4431 0.9192 f3

21 2.2688 0.79417 f3
21 2.226 0.93681 f3

21 1.6366 0.99009

f3
23 0.41475 0.8229 f3

23 0.34071 0.19374 f3
23 0.88078 0.9998 f3

23 0.83519 0.99978

Tabela 7.29: Tabela com os erros de cada função paragev ([0], [10, 5, 2], [10, 5, 2])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

beta 8.0096e-009 1.2086e-008 beta 1.1977e-008 1.3139e-008 beta 0.40377 0.94878 beta 0.43014 0.73406

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 1.1368e-007 0.19662 f3

1 1.1485e-007 0.23429 f3
1 0.49279 0.91168 f3

1 0.44281 0.94372

f3
1 0.15072 0.8195 f3

1 0.2583 0.41332 f3
1 0.70632 0.98731 f3

1 0.67127 0.98296

f3
3 0.0095276 0.16187 f3

3 0.034662 0.12078 f3
3 0.38921 0.46703 f3

3 0.27512 0.84577

f3
3 0.08681 0.4415 f3

3 0.055639 0.14848 f3
3 0.42691 0.72163 f3

3 0.3319 0.90309

f3
5 0.010088 0.069841 f3

5 0.01814 0.25527 f3
5 0.3951 2.6987 f3

5 0.17088 0.93986

f3
5 0.062476 0.4415 f3

5 0.040042 0.14848 f3
5 0.39824 0.91923 f3

5 0.23886 0.90309

f3
7 0.061287 0.39186 f3

7 0.072364 0.10668 f3
7 0.44005 0.77057 f3

7 0.3507 0.91595

f3
7 0.02738 0.097678 f3

7 0.024406 0.1806 f3
7 0.3843 0.37508 f3

7 0.26557 0.83366

f3
9 0.065775 0.48678 f3

9 0.057198 0.35884 f3
9 0.38865 1.0906 f3

9 0.20564 0.81455

f3
9 0.071048 0.73799 f3

9 0.056066 0.47775 f3
9 0.39363 2.5728 f3

9 0.1435 0.78717

f3
11 0.010135 0.19819 f3

11 0.024711 0.1558 f3
11 0.41979 1.1936 f3

11 0.22268 0.91192

f3
11 0.0052918 0.14187 f3

11 0.024465 0.392 f3
11 0.41704 0.98876 f3

11 0.15785 0.94729

f3
13 0.23212 1.0538 f3

13 0.16598 0.59463 f3
13 0.50022 0.8959 f3

13 0.32211 0.76938

f3
13 0.65491 2.1165 f3

13 0.31846 0.96889 f3
13 0.56935 0.98336 f3

13 0.19476 0.94493

f3
15 0.030336 0.23587 f3

15 0.061227 0.47549 f3
15 0.43926 0.57049 f3

15 0.30204 0.92692

f3
15 0.019621 0.37425 f3

15 0.05814 0.63648 f3
15 0.39093 0.77358 f3

15 0.20489 0.96659

f3
17 0.061096 0.46446 f3

17 0.067068 0.5586 f3
17 0.33614 0.88061 f3

17 0.49008 0.55931

f3
17 0.0052355 0.098606 f3

17 0.050591 0.27322 f3
17 0.38088 0.90879 f3

17 0.38652 0.91784

f3
19 0.0068479 0.22618 f3

19 0.022803 0.56589 f3
19 0.38057 0.81201 f3

19 0.28457 0.97725

f3
19 0.0061064 0.15885 f3

19 0.035578 0.48678 f3
19 0.40121 0.89923 f3

19 0.23589 0.96074

f3
21 0.045657 0.43858 f3

21 0.062237 0.54392 f3
21 0.40176 0.81932 f3

21 0.37756 0.77652

f3
21 0.010634 0.29091 f3

21 0.037297 0.51666 f3
21 0.3775 0.99061 f3

21 0.40774 0.95379

f3
23 0.012786 0.54687 f3

23 0.15147 0.18311 f3
23 0.60418 0.96811 f3

23 0.56621 0.97211

Tabela 7.30: Tabela com os erros de cada função parabeta ([10, 5, 2], [10, 5, 2])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

gamma 1.1721e-008 1.059e-008gamma 2.0714e-009 1.0611e-008gamma 0.41439 0.88055 gamma 0.16228 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 1.3845e-007 0.38141 f3

1 1.3901e-007 0.62405 f3
1 0.50612 0.97342 f3

1 0.29654 0.99939

f3
1 0.20436 0.53107 f3

1 0.34907 0.99495 f3
1 0.72698 0.99806 f3

1 0.6476 1

f3
3 2.6495 0.84579 f3

3 1.0738 0.96115 f3
3 2.5041 0.92472 f3

3 2.4468 0.95248

f3
3 0.16441 1.4082 f3

3 0.082014 0.29569 f3
3 0.36559 1.4552 f3

3 0.27134 0.62881

f3
5 2.9544 0.92808 f3

5 2.3911 0.84479 f3
5 2.9411 0.70448 f3

5 4.1665 0.78855

f3
5 0.17151 1.4082 f3

5 0.085553 0.29569 f3
5 0.36034 1.2872 f3

5 0.28305 0.62881

f3
7 0.77869 0.99998 f3

7 1.4811 0.99997 f3
7 0.68018 0.99999 f3

7 1.1523 0.99999

f3
7 0.20788 2.7119 f3

7 0.030257 0.65079 f3
7 0.37248 2.3097 f3

7 0.34654 2.2284

f3
9 0.10366 0.60313 f3

9 0.044284 0.19821 f3
9 0.38559 0.77484 f3

9 0.15507 0.91159

f3
9 0.11836 0.93365 f3

9 0.041011 0.10205 f3
9 0.38601 2.1389 f3

9 0.23174 0.56219

f3
11 1 1 f3

11 1 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 15.8549 36.8567 f3

11 0.99978 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
13 0.20495 1.1459 f3

13 0.063699 0.21219 f3
13 0.35367 1.0145 f3

13 0.51502 2.6151

f3
13 0.70282 0.95102 f3

13 0.4154 0.98051 f3
13 0.74884 0.99903 f3

13 7.9413 31.7607

f3
15 0.037152 0.1775 f3

15 0.049415 0.23586 f3
15 0.42315 0.86022 f3

15 0.063678 0.99925

f3
15 0.22213 0.72393 f3

15 0.20681 0.70135 f3
15 0.47109 0.96174 f3

15 0.084793 0.96146

f3
17 0.25789 0.4072 f3

17 0.26484 0.63974 f3
17 0.46922 0.9791 f3

17 0.73895 0.83004

f3
17 3.5723 0.80038 f3

17 1.0905 0.99399 f3
17 1.7474 0.82144 f3

17 6.6714 0.66629

f3
19 13.3011 0.79863 f3

19 8.794 0.94801 f3
19 7.5601 0.54929 f3

19 2.1466 1.0497

f3
19 4.1796 0.78646 f3

19 6.9693 0.94901 f3
19 3.5618 0.91112 f3

19 7.2193 0.89704

f3
21 0.037231 0.17768 f3

21 0.049441 0.23592 f3
21 0.42315 0.86022 f3

21 0.063729 0.99925

f3
21 2.5663 0.93442 f3

21 2.2842 0.90915 f3
21 2.2383 0.94237 f3

21 1.8605 0.95481

f3
23 0.12649 0.43152 f3

23 0.18372 0.88506 f3
23 0.61964 0.99311 f3

23 0.49339 0.99996

Tabela 7.31: Tabela com os erros de cada função paragamma ([10, 5, 2], [10, 5, 2])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

logn 8.5858e-009 1.9012e-008 logn 1.021e-008 1.3251e-008 logn 0.39702 0.97187 logn 0.61604 0.74505

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 1.1529e-007 0.86448 f3

1 1.1529e-007 0.87929 f3
1 0.64957 0.99506 f3

1 0.64192 0.99331

f3
1 0.76527 0.99864 f3

1 0.75145 0.99972 f3
1 0.96347 1 f3

1 0.95949 0.99999

f3
3 0.24972 0.16777 f3

3 0.53365 0.76908 f3
3 0.42397 0.81531 f3

3 0.32091 0.29332

f3
3 0.37626 0.55092 f3

3 0.29436 1.0522 f3
3 0.25021 0.75283 f3

3 0.28179 0.60932

f3
5 1.3651 0.74584 f3

5 0.97154 0.6535 f3
5 1.5637 0.96634 f3

5 0.76366 0.79442

f3
5 0.50952 0.55092 f3

5 0.39861 1.0522 f3
5 0.49802 0.91648 f3

5 0.38159 0.60932

f3
7 0.69673 0.99999 f3

7 1.6801 1 f3
7 1.0298 1 f3

7 1.2908 1

f3
7 0.21592 1.6964 f3

7 0.15871 0.8987 f3
7 0.2705 0.43278 f3

7 0.34252 1.075

f3
9 0.26933 0.95478 f3

9 0.090263 0.63818 f3
9 0.35209 0.46242 f3

9 0.37512 0.2201

f3
9 0.25316 1.1664 f3

9 0.078051 0.73422 f3
9 0.3689 1.4713 f3

9 0.31135 0.96171

f3
11 1 1 f3

11 1 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 0.5344 2.8651 f3

11 0.096841 0.36667 f3
11 0.62169 0.96496 f3

11 0.56691 0.97155

f3
13 1.0435 1.3082 f3

13 0.29561 0.77522 f3
13 0.52668 0.96123 f3

13 1.2398 1.4461

f3
13 0.86247 1.5315 f3

13 0.15546 0.37005 f3
13 0.64629 0.95615 f3

13 1.1049 2.187

f3
15 0.23655 0.72074 f3

15 0.12067 0.36395 f3
15 0.48421 0.94822 f3

15 0.40057 0.9695

f3
15 0.1364 1.3694 f3

15 0.038471 0.60142 f3
15 0.35292 0.90839 f3

15 0.30322 0.96209

f3
17 0.18348 1.5664 f3

17 0.22817 0.34196 f3
17 0.27355 0.89242 f3

17 0.74196 1.2955

f3
17 2.1455 0.57947 f3

17 2.7411 0.53881 f3
17 4.3377 0.93108 f3

17 2.5165 0.41807

f3
19 1.0016 0.93756 f3

19 5.4641 0.32047 f3
19 2.8199 0.99771 f3

19 5.5035 0.59506

f3
19 0.2906 1.0439 f3

19 0.37638 0.64076 f3
19 0.47182 0.9692 f3

19 0.56495 0.90945

f3
21 0.23125 0.71854 f3

21 0.13677 0.36497 f3
21 0.47256 0.94632 f3

21 0.45101 0.96699

f3
21 0.45267 1.0635 f3

21 0.95969 1.0584 f3
21 0.87372 0.96656 f3

21 0.755 0.95861

f3
23 0.52465 0.98014 f3

23 0.44393 0.99194 f3
23 0.86196 0.99987 f3

23 0.8553 0.9997

Tabela 7.32: Tabela com os erros de cada função paralogn ([0.25, 0.35, 0.45], [0.5, 0.6, 0.7])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

pois 9.0803e-009 1.5061e-008 pois 9.0803e-009 1.5437e-008 pois 0.39916 0.95376 pois 0.51693 0.83737

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 8.6499e-008 0.4743 f3

1 8.6499e-008 0.49638 f3
1 0.59069 0.97601 f3

1 0.6082 0.95931

f3
1 0.26328 0.62684 f3

1 0.18044 0.89147 f3
1 0.85013 0.99864 f3

1 0.86244 0.99657

f3
3 0.91896 0.42619 f3

3 1.5743 0.88625 f3
3 0.72821 0.97731 f3

3 0.9316 0.75895

f3
3 0.3394 0.22517 f3

3 0.18849 0.40325 f3
3 0.27574 0.72405 f3

3 0.23994 0.89975

f3
5 1.4408 0.77459 f3

5 0.71528 0.98363 f3
5 1.7159 0.95685 f3

5 1.5419 0.76815

f3
5 0.40455 0.22517 f3

5 0.22467 0.40325 f3
5 0.27211 0.85896 f3

5 0.286 0.89975

f3
7 0.15392 0.99206 f3

7 4.05 3.649 f3
7 0.75385 0.9797 f3

7 2.218 2.0106

f3
7 0.20781 1.1438 f3

7 0.21041 0.72402 f3
7 0.26659 0.25962 f3

7 0.22838 0.92988

f3
9 0.23123 0.50413 f3

9 0.16814 0.49591 f3
9 0.33078 0.62895 f3

9 0.111 0.91498

f3
9 0.26449 0.52331 f3

9 0.22119 0.8183 f3
9 0.31762 0.17406 f3

9 0.18603 0.96086

f3
11 0.77189 0.99981 f3

11 0.83831 0.99999 f3
11 0.97395 1 f3

11 0.97488 1

f3
11 0.76004 2.261 f3

11 0.50248 0.85127 f3
11 0.81031 0.99673 f3

11 0.78821 0.99848

f3
13 0.61174 1.6113 f3

13 0.15878 0.53349 f3
13 0.23628 0.86343 f3

13 0.24007 0.82753

f3
13 0.94106 2.7006 f3

13 0.40794 0.53925 f3
13 0.51444 0.93771 f3

13 0.3222 0.82226

f3
15 0.11288 0.49894 f3

15 0.088194 0.38782 f3
15 0.47679 0.88873 f3

15 0.41935 0.92014

f3
15 0.17634 0.85095 f3

15 0.21495 0.78843 f3
15 0.36664 0.93428 f3

15 0.25482 0.98616

f3
17 0.20687 0.91722 f3

17 0.16571 0.64519 f3
17 0.36077 0.88055 f3

17 0.48575 0.60973

f3
17 0.25653 0.94979 f3

17 3.2671 0.17269 f3
17 1.2433 0.98213 f3

17 1.6938 0.97205

f3
19 2.1025 0.80506 f3

19 4.1082 0.66062 f3
19 3.5934 0.94279 f3

19 2.2805 0.64071

f3
19 0.63427 0.94529 f3

19 1.6437 0.30398 f3
19 0.46708 0.98874 f3

19 1.1565 0.86801

f3
21 0.12379 0.50645 f3

21 0.10754 0.42644 f3
21 0.47229 0.88824 f3

21 0.41975 0.91969

f3
21 3.0417 0.7189 f3

21 3.8577 0.90191 f3
21 3.7068 0.96873 f3

21 2.0132 0.80125

f3
23 0.21365 0.49756 f3

23 0.18257 0.75326 f3
23 0.74465 0.99417 f3

23 0.7642 0.98708

Tabela 7.33: Tabela com os erros de cada função parapois ([2, 3, 4])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

rayl 1.2127e-008 8.2049e-009 rayl 1.2127e-008 1.6471e-008 rayl 0.39805 0.95178 rayl 0.52766 0.76279

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 1.0897e-007 0.4817 f3

1 1.0953e-007 0.52202 f3
1 0.57345 0.97587 f3

1 0.60164 0.95942

f3
1 0.29097 0.63536 f3

1 0.16416 0.90479 f3
1 0.84823 0.99878 f3

1 0.8665 0.9976

f3
3 1.8818 0.76243 f3

3 1.7208 0.90003 f3
3 1.6756 0.98019 f3

3 0.97595 0.59044

f3
3 0.2795 0.65801 f3

3 0.19067 0.5618 f3
3 0.32335 0.38096 f3

3 0.16284 0.82289

f3
5 0.57832 0.69844 f3

5 1.3916 0.92678 f3
5 0.93538 0.95425 f3

5 0.9791 0.84394

f3
5 0.32127 0.65801 f3

5 0.21916 0.5618 f3
5 0.27741 0.69023 f3

5 0.18718 0.82289

f3
7 0.45239 0.99999 f3

7 1.3099 0.99997 f3
7 0.9213 1 f3

7 0.99774 0.99999

f3
7 0.26824 1.935 f3

7 0.15766 0.70103 f3
7 0.3313 1.1811 f3

7 0.099142 0.82495

f3
9 0.21267 0.89467 f3

9 0.086901 0.17739 f3
9 0.36419 0.20069 f3

9 0.2156 0.83673

f3
9 0.22035 1.2036 f3

9 0.086705 0.34712 f3
9 0.37525 1.5407 f3

9 0.12812 0.8253

f3
11 0.91097 0.99996 f3

11 0.9641 1 f3
11 0.9965 1 f3

11 0.99685 1

f3
11 0.87495 2.8863 f3

11 0.51091 0.86054 f3
11 0.81788 0.99707 f3

11 0.79542 0.99892

f3
13 0.55855 1.4461 f3

13 0.21452 0.51078 f3
13 0.20142 0.84096 f3

13 0.17236 0.82968

f3
13 1.0646 0.47122 f3

13 0.46737 0.9815 f3
13 0.68345 0.99669 f3

13 0.40545 0.98681

f3
15 0.11665 0.51252 f3

15 0.065996 0.28867 f3
15 0.46374 0.8865 f3

15 0.41281 0.91815

f3
15 0.15551 0.9657 f3

15 0.16563 0.7181 f3
15 0.35568 0.8912 f3

15 0.27269 0.98047

f3
17 0.20113 1.167 f3

17 0.13422 0.586 f3
17 0.33196 0.83659 f3

17 0.4922 0.031998

f3
17 5.6336 0.90782 f3

17 11.622 0.62242 f3
17 7.5183 0.93975 f3

17 7.0528 0.99974

f3
19 3.6992 0.8197 f3

19 5.3625 0.79202 f3
19 4.8627 0.87891 f3

19 3.8197 0.95163

f3
19 3.0783 0.70326 f3

19 2.3366 0.30427 f3
19 3.3905 0.97994 f3

19 3.6869 0.99948

f3
21 0.12189 0.51454 f3

21 0.078011 0.30923 f3
21 0.46076 0.88535 f3

21 0.41357 0.91709

f3
21 8.5925 0.77227 f3

21 7.8172 0.91511 f3
21 7.8312 0.97638 f3

21 4.2561 0.70947

f3
23 0.21837 0.51177 f3

23 0.096939 0.77512 f3
23 0.7349 0.99452 f3

23 0.76252 0.98929

Tabela 7.34: Tabela com os erros de cada função pararayl ([10, 5, 2])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

T 1.3591e-007 1.3586e-008 T 1.0548e-007 7.6199e-009 T 4.5455 0.99018 T 20.6416 0.71134

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 5.5917e-008 0.99688 f3

1 5.5917e-008 0.9999 f3
1 0.9913 1 f3

1 0.45535 0.9989

f3
1 0.99514 1 f3

1 0.99859 1 f3
1 1 1 f3

1 0.99793 1

f3
3 0.19792 0.9255 f3

3 16.1228 0.67376 f3
3 4.3006 0.91348 f3

3 12.0533 0.78382

f3
3 0.47571 0.44982 f3

3 13.9808 0.84945 f3
3 4.4065 0.97363 f3

3 14.8697 0.84566

f3
5 0.65339 0.36767 f3

5 0.88139 0.46075 f3
5 0.75077 0.88489 f3

5 0.67113 0.53167

f3
5 0.015401 0.44982 f3

5 0.45262 0.84945 f3
5 0.43265 0.92559 f3

5 0.4814 0.84566

f3
7 1.0004 1 f3

7 0.97359 1 f3
7 1.0054 1 f3

7 0.95281 1

f3
7 0.45598 0.57391 f3

7 9.7757 0.91639 f3
7 3.997 0.93793 f3

7 10.442 0.88327

f3
9 0.68366 0.22461 f3

9 0.42827 0.79681 f3
9 0.88295 0.89548 f3

9 0.76065 0.60964

f3
9 0.67072 0.38284 f3

9 0.26626 0.97493 f3
9 0.80096 0.5393 f3

9 0.7047 0.45734

f3
11 1 1 f3

11 1 1 f3
11 1 1 f3

11 1 1

f3
11 0.9196 1 f3

11 0.94633 1 f3
11 0.97122 1 f3

11 0.96861 1

f3
13 1.5038 1.6074 f3

13 0.74601 1.6179 f3
13 1.4685 1.5728 f3

13 1.6232 1.679

f3
13 17.2867 2.7574 f3

13 4.8716 0.99099 f3
13 17.2365 2.6536 f3

13 21.2748 2.9974

f3
15 0.36213 0.44991 f3

15 0.72839 0.98612 f3
15 0.92511 0.99382 f3

15 0.16649 0.56385

f3
15 5.2356 0.59329 f3

15 4.7989 0.47858 f3
15 9.4313 0.85847 f3

15 12.8136 0.99188

f3
17 8.9394 0.63697 f3

17 8.7831 0.44951 f3
17 6.9923 0.77695 f3

17 13.3883 0.90212

f3
17 2.5579 0.99963 f3

17 4.128 0.90962 f3
17 1.6884 0.99974 f3

17 1.0695 1

f3
19 0.52982 1.439 f3

19 0.6361 0.69931 f3
19 3.2579 0.99707 f3

19 0.35588 1

f3
19 0.61259 0.99979 f3

19 0.67064 0.83315 f3
19 0.35777 0.99977 f3

19 0.95488 1

f3
21 0.46671 0.51267 f3

21 0.74518 0.9913 f3
21 0.94664 0.99393 f3

21 0.75969 0.75955

f3
21 2.8572 1.2556 f3

21 3.1792 1.2581 f3
21 2.3255 0.99885 f3

21 0.73485 1

f3
23 0.99986 0.99999 f3

23 0.91113 1 f3
23 0.9998 1 f3

23 1.1853 1

Tabela 7.35: Tabela com os erros de cada função paraT ([10, 5, 2])
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Simétrico Mínimo Particular Mínimo de Julier Esféricos de Julier

Antes da Transformação

Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov Dist Média Cov

unif 1.3396e-008 8.283e-009unif 4.4248e-009 1.5054e-008unif 0.41687 0.96505 unif 0.28905 1

Depois da Transformação

Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov Func Média Cov

f3
1 2.5744e-008 0.39763 f3

1 3.1529e-008 1.128 f3
1 0.62008 0.98541 f3

1 0.47449 0.99428

f3
1 0.30127 1.388 f3

1 0.79451 3.1358 f3
1 0.86606 0.99899 f3

1 0.82043 0.9996

f3
3 0.95705 0.84816 f3

3 0.35535 0.49978 f3
3 0.78368 0.99168 f3

3 1.0389 0.72349

f3
3 0.11284 0.46162 f3

3 0.23404 0.56661 f3
3 0.27491 0.76617 f3

3 0.18721 0.89675

f3
5 0.61314 0.6489 f3

5 0.67023 0.36072 f3
5 1.117 0.99751 f3

5 0.44121 0.97437

f3
5 0.13405 0.46162 f3

5 0.27802 0.56661 f3
5 0.45405 0.89347 f3

5 0.22238 0.89675

f3
7 1.6257 1 f3

7 1.6091 0.99996 f3
7 1.3133 1 f3

7 1.5422 1

f3
7 0.19741 1.1977 f3

7 0.22757 0.65187 f3
7 0.25662 0.41832 f3

7 0.15773 0.86387

f3
9 0.23648 0.56964 f3

9 0.1544 0.5358 f3
9 0.34174 0.6484 f3

9 0.11012 0.96412

f3
9 0.24368 0.56353 f3

9 0.1532 0.65445 f3
9 0.35224 0.90324 f3

9 0.096424 0.92908

f3
11 1.5372 4.5646 f3

11 4.7602 36.5516 f3
11 0.97073 0.99998 f3

11 0.96194 0.99999

f3
11 0.86212 2.3302 f3

11 0.59254 0.89563 f3
11 0.84327 0.99797 f3

11 0.83617 0.99616

f3
13 0.88453 0.20586 f3

13 0.55315 0.78117 f3
13 0.56056 0.97199 f3

13 0.29137 0.88664

f3
13 0.96781 0.99992 f3

13 0.8656 0.99998 f3
13 0.91901 1 f3

13 0.7389 0.99985

f3
15 0.13677 0.47775 f3

15 0.17962 0.61944 f3
15 0.47684 0.93472 f3

15 0.22535 0.9938

f3
15 0.23807 0.96281 f3

15 0.33107 0.88335 f3
15 0.54149 0.98312 f3

15 0.31443 0.9815

f3
17 0.62046 1.935 f3

17 0.5424 0.95059 f3
17 0.67288 0.99468 f3

17 0.79046 0.96922

f3
17 1.0443 0.68705 f3

17 1.5714 0.99297 f3
17 1.7208 0.99066 f3

17 1.6577 0.56195

f3
19 0.99162 0.33906 f3

19 1.8813 0.91034 f3
19 1.6671 0.98227 f3

19 2.3593 0.94528

f3
19 1.158 0.68917 f3

19 1.6573 0.11304 f3
19 1.5571 0.98954 f3

19 1.2855 0.80523

f3
21 0.1658 0.4887 f3

21 0.19178 0.62577 f3
21 0.4784 0.93788 f3

21 0.24564 0.99413

f3
21 0.39793 0.99935 f3

21 0.70721 0.96582 f3
21 0.66308 0.99214 f3

21 0.89317 0.921

f3
23 0.031056 0.95607 f3

23 0.43104 2.0364 f3
23 0.77132 0.9964 f3

23 0.68959 0.99826

Tabela 7.36: Tabela com os erros de cada função paraunif ([0, 0], [10, 5, 2])
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7.2 EXEMPLO 2

Nesta seção faremos a simulação do algoritmo UKF-SLAM de TimBaley 1. Nós uti-

lizamos esse algoritmo com modificações para os mesmos quatro conjuntos de pontos sigma

dos exemplos anteriores. A simulação foi feita utilizando oMatlab R2009a.

A função de processof e a função de mediçãoh são as seguintes:

f (xR [k] , uk)

=




x1
R [k] + u1

k cos (u
2
k + x3

R [k])∆t

x2
R [k] + u1

k sin (u
2
k + x3

R [k])∆t

x3
R [k] + u1

k sin (u
2
k)

∆t
d


 ,

h (x [k])

=




√(
x1
fi [k]− x1

R [k]
)2

+
(
x2
fi [k]− x2

R [k]
)2

arctan
(

x2
fi[k]−x2

R[k]

x1
fi[k]−x1

R[k]

)
− x3

R [k]


 ,

em quexR [k|k − 1] é a predição do estado no tempok, uk = [u1
k u2

k]
T é a entrada de

controle,∆t é o intervalo de tempo,d é a distância entre as rodas do robô,xi
R [k] i-ésima

componente escalar dexR [k], exfi é a coordenada dai-ésima baliza (oulandmark).

A Tabela 7.37 contém os erros médios quadráticos (RMSE) das poses do robô em metros

para cada conjunto de pontos sigma. Podemos notar que o conjunto reduzido de [83] e

o conjunto esférico de [84] apresentaram instabilidade numérica. Isso aconteceu porque a

matriz de covariância perdeu a positividade.

A Fig. 7.1 apresenta os erros das poses dos robôs em cada iteração para o conjunto

de pontos simétrico (SyUT, em vermelho) e para o conjunto mínimo (MiUT, em azul) do

Teorema 4.2.1, página 78. Observe que a curva do MiUT está quase sempre abaixo da curva

do SyUT, o que indica que o conjunto mínimo particular apresentou uma estimativa melhor

que a do conjunto simétrico, mesmos se utilizando de menos pontos sigma.

Observe que há três em cada curva. Esses picos acontecem por causa das quinas que

existem no trajeto. Nesses lugares, o robô ideal faz a muda detrajetória bruscamente o que

provoca uma diferença grande na medida e, em consequência, na correção do filtro.

1Disponível emwww−personal.acfr.usyd.edu.au/tbailey/softwares/slam_simulations.htm.
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Tabela 7.37: Erros das posturas na simulação de SLAM

SyUT MiUT RUT SpUT

RMSE (m) 1.9772 1.8345 instável instável
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Figura 7.1: Erros das posturas na simulação de SLAM
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8 CONCLUSÕES

Pelo estudo do estado da arte pudemos constatar três problemas principais:

• A Transformada Unscented original e mais usada, a simétricade Julier [10], foi apre-

sentada sem justificação formal;

• Há diversas definições da transformada unscented na literatura, nem todas elas equiv-

alentes entre si (seção 2.4);

• Algumas definições são inconsistentes: em particular, vimos que os conjuntos apre-

sentados em [83] e em [84] - únicos conjuntos mínimos de pontos sigma apresentados

até então na literatura - apresentam problemas na sua proposição (seção 2.4).

Propusemo-nos a resolver esses problemas de inconsistências mediante a sistematização

da estimação por pontos sigma. Introduzimos o conceito daσ-representação (seção 3.2) e a

utilizamos para definir a Transformação por Pontos Sigma (seção 5.1) e os filtros de Kalman

unscented que resultam dessa transformação (capítulo 6).

Essa sistematização foi capaz de (1) englobar todos os filtros de Kalman unscented até en-

tão presentes na literatura, (2) justificar formalmente os filtros de Kalman unscented simétri-

cos, (3) oferecer novos filtros de Kalman unscented (capítulo 6).

8.1 SUGESTÃO DE TRABALHOS FUTUROS

Para trabalho futuros, podemos considerar, em primeiro lugar, a obtenção de umaσ-

representação para uma variável aleatória cuja distribuição é uma soma de gaussianas.

Também, podemos considerar a obtenção de um conjunto de pontos sigma que providen-

cie uma melhor estimativa para o caso de uma variável aleatória que tenha uma densidade de

probabilidade mista - composta pela soma de uma parte contínua e uma discreta.

E por último, podemos considerar a obtenção de conjuntos de pontos sigma que sejam

capazes de estimar momentos de ordem mais alta de uma variável aleatória.
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[128] R. Martinez-Cantin and J. Castellanos, “Unscented slam for large scale outdoor envi-

ronments,”Intelligent Robots and Systems, 2005. (IROS 2005). 2005 IEEE/RSJ Inter-

national Conference on, pp. 3427–3432, Aug 2005.

[129] T. Bailey, J. Nieto, and E. Nebot, “Consistency of the fastslam algorithm,”Robotics

and Automation, 2006. ICRA 2006. Proceedings 2006 IEEE International Conference

on, pp. 424–429, May 2006.

[130] C. Kim, R. Sakthivel, and W. Chung, “Unscented fastslam: A robust and efficient

solution to the slam problem,”Robotics, IEEE Transactions on, vol. 24, no. 4, pp.

808–820, Aug. 2008.

[131] N. Sunderhauf, S. Lange, and P. Protzel, “Using the unscented kalman filter in mono-

slam with inverse depth parametrization for autonomous airship control,”Safety, Se-

curity and Rescue Robotics, 2007. SSRR 2007. IEEE International Workshop on, pp.

1–6, Sept. 2007.

208



[132] L. Zhang, X. Meng, and Y. Chen, “Unscented transform for slam using gaussian mix-

ture model with particle filter,”Electronic Computer Technology, 2009 International

Conference on, pp. 12–17, Feb. 2009.

[133] J. Zhu, N. Zheng, Z. Yuan, Q. Zhang, and X. Zhang, “Unscented slam with conditional

iterations,” inIntelligent Vehicles Symposium, 2009 IEEE, June 2009, pp. 134–139.

[134] S. Li and P. Ni, “Square-root unscented Kalman filter based simultaneous

localization and mapping,” inInformation and Automation (ICIA), 2010 IEEE

International Conference on. IEEE, 2010, pp. 2384–2388. [Online]. Available:

http://ieeexplore.ieee.org/xpls/abs\_all.jsp?arnumber=5512187

[135] N. Araki, T. Sato, Y. Konishi, and H. Ishigaki, “Unknown parameter identification

method using Unscented Kalman Filter for container crane system,” in Modelling,

Identification and Control (ICMIC), The 2010 InternationalConference on, vol. 2,

no. x. IEEE, 2010, pp. 254–258. [Online]. Available: http://ieeexplore.ieee.org/

xpls/abs\_all.jsp?arnumber=5553556

[136] L. Chu, Y. Shi, and M. Liu, “Vehicle Lateral and Longitudinal Velocity Estimation

Based on Unscented Kalman Filter,” inEducation Technology and Computer, 2nd

International Conference on, 2010, pp. 2–7.

[137] M. Melzi, A. Ouldali, and Z. Messaoudi, “Multiple target tracking and classifica-

tion using the unscented probability hypothesis density filter,” in Systems, Signal Pro-

cessing and their Applications (WOSSPA), 2011 7th International Workshop on, may

2011, pp. 21 –24.

[138] G. Valverde and V. Terzija, “Unscented kalman filter for power system dynamic state

estimation,”Generation, Transmission Distribution, IET, vol. 5, no. 1, pp. 29 –37, jan.

2011.

[139] H. Huang, M. Yang, W. Zang, S. Wu, and Y. Pang, “In vitro identification of four-

element windkessel models based on iterated unscented kalman filter,” Biomedical

Engineering, IEEE Transactions on, vol. PP, no. 99, p. 1, 2011.

[140] H. Xiong, Z. Yuan, and Y. F. Zheng, “A learning-based video compression on low-

quality data by unscented kalman filters with gaussian process regression,” inCircuits

and Systems (ISCAS), 2011 IEEE International Symposium on, may 2011, pp. 1227

–1230.

[141] M. Ilyas, J. Lim, J. G. Lee, and C. G. Park, “Federated unscented kalman filter de-

sign for multiple satellites formation flying in leo,”Control, Automation and Systems,

2008. ICCAS 2008. International Conference on, pp. 453–458, Oct. 2008.

209



[142] P. Sekhavat, Q. Gong, and I. Ross, “Npsat1 parameter estimation using unscented

kalman filtering,”American Control Conference, 2007. ACC ’07, pp. 4445–4451, July

2007.

[143] K. Xiong, L. Liu, and H. Zhang, “Modified unscented kalman filtering and its applica-

tion in autonomous satellite navigation,”Aerospace Science and Technology, vol. 13,

no. 4-5, pp. 238 – 246, 2009.

[144] S. Movaghati, A. Moghaddamjoo, and A. Tavakoli, “Using unscented kalman filter for

road tracing from satellite images,”Modeling Simulation, 2008. AICMS 08. Second

Asia International Conference on, pp. 379–384, May 2008.

[145] W. Guo, C. Han, and M. Lei, “The square root unscented kalman filter formulation of

risk-sensitive filter,”Information Fusion, 2008 11th International Conference on, pp.

1–4, 30 2008-July 3 2008.

[146] N. Bellotto and H. Hu, “Multisensor-based human detection and tracking for mo-

bile service robots,”Systems, Man, and Cybernetics, Part B, IEEE Transactions on,

vol. 39, no. 1, pp. 167–181, Feb. 2009.

[147] P. Viola and M. Jones, “Robust real-time face detection,” International Journal of

Computer Vision, vol. 57, pp. 137–154, 2004.

[148] M. Montemerlo, S. Thrun, and W. Whittaker, “Conditional particle filters for simulta-

neous mobile robot localization and people-tracking,” inin IEEE International Con-

ference on Robotics and Automation (ICRA, 2002, pp. 695–701.

[149] D. Schulz, W. Burgard, D. Fox, and A. B. Cremers, “People tracking with a mo-

bile robot using sample-based joint probabilistic data association filters,”International

Journal of Robotics Research, vol. 22, p. 2003, 2003.

[150] M. Meuter, U. Iurgel, S.-B. Park, and A. Kummert, “The unscented kalman filter for

pedestrian tracking from a moving host,”Intelligent Vehicles Symposium, 2008 IEEE,

pp. 37–42, June 2008.

[151] W. Lu-jia, W. Jin-kuan, W. Yun, and L. Xiao, “Location estimation of mobile user in

wireless sensor network based on unscented kalman filter,”Microwave and Millimeter

Wave Technology, 2008. ICMMT 2008. International Conference on, vol. 1, pp. 96–

99, April 2008.

[152] A. Causo, E. Ueda, Y. Kurita, Y. Matsumoto, and T. Ogasawara, “Model-based hand

pose estimation using multiple viewpoint silhouette images and unscented kalman

filter,” Robot and Human Interactive Communication, 2008. RO-MAN 2008. The 17th

IEEE International Symposium on, pp. 291–296, Aug. 2008.

210



[153] L. B. Dorini and S. K. Goldenstein, “Unscented featuretracking,” Computer Vision

and Image Understanding, vol. 115, no. 1, pp. 8–15, Jan. 2011. [Online]. Available:

http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S1077314210001669

[154] L. I. Hongli, W. Jiang, C. H. E. Yanqiu, W. Haiyang, and C. Yingyuan, “On Neu-

ral Network Training Algorithm Based on the Unscented Kalman Filter,” in Control

Conference (CCC), 2010 29th Chinese, 2010, pp. 1447–1450.

[155] X. Wang, Y. Huang, and N. Nguyen, “Robustness quantification of recurrent

neural network using unscented transform,”Neurocomputing, vol. 74, no. 1-3, pp.

354–361, 2010. [Online]. Available: http://www.sciencedirect.com/science/article/

B6V10-4YPPPYS-2/2/f27e9e785d9e16b098dd0eaab0f61e28

[156] N. Y. Nikolaev, D. Mirikitani, and E. Smirnov, “Unscented grid filtering and elman

recurrent networks,” inNeural Networks (IJCNN), The 2010 International Joint Con-

ference on, 2010.

[157] L. R. A. X. deMenezes, A. J. M. Soares, F. C. Silva, M. A. B. Terada, and D. Cor-

reia, “A new procedure for assessing the sensitivity of antennas using the unscented

transform,”Antennas and Propagation, IEEE Transactions on, vol. 58, no. 3, pp. 988

–993, march 2010.

[158] L. de Menezes, A. Ajayi, C. Christopoulos, P. Sewell, and G. Borges, “Efficient com-

putation of stochastic electromagnetic problems using unscented transforms,”Science,

Measurement Technology, IET, vol. 2, no. 2, pp. 88 –95, 2008.

[159] ——, “Efficient extraction of statistical moments in electromagnetic problems solved

with the method of moments,” inMicrowave and Optoelectronics Conference, 2007.

IMOC 2007. SBMO/IEEE MTT-S International, 2007, pp. 757 –760.

[160] A. Papoulis and S. U. Pillai,Probalbility, Random Variables and Stochastic Processes,

4th ed. New Delhi: Tata McGraw-Hill, 2002.

[161] J. A. Gubner,Probalbility and Random Precesses for Electrical and Computer Engi-

neers. Cambridge, UK: Cambridge University Press, 2006.

[162] C.-T. Chen,Chen_Linear Systems Theory and Design, 3rd ed. Oxford: Oxford

University Press, 1999.

211





APÊNDICES

213





A. RESULTADOS DE ESTATÍSTICA

Neste capítulo, oferecemos resultados relativos à variáveis aleatórias e a conjunto de

amostras que foram utilizados ao londo da dissertação.

A.1 RESULTADOS DE VARIÁVEL ALEATÓRIA

A.1.1 Momentos de uma transformada

Neste item estaremos interessados em obter alguns resultados relacionados aos momen-

tos de uma transformação não-linear. A idéia principal serárealizar a expansão em série de

Taylor dos momentos considerados, pois esses resultados serão bastante utilizados ao longo

deste trabalho.

Comecemos por obter os resultados da média e da matriz de covariância de uma trans-

formação não-linear de uma variável aleatória vetorial.

Lema A.1.1 (Média de uma transformada). 1 Sejam a variável aleatóriaX ∈ ℜn de mé-

dia X̄ e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define a variável aleatóriaY tal

que

Y , f(X),

a média deY pode ser escrita da seguinte forma

Ȳ = f
(
X̄
)
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ · · ·+ E

{
Ψk

X,X̄
f

k!

}
+ E {Rkf} . �

PROVA Pela definição, a média deY escreve-se

Ȳ , E {f (X)} .

Utilizando a expansão de Taylor def {X} em torno deX̄, teremos

E {f (X)}

= E

{
f
(
X̄
)
+ΨX,X̄f +

Ψ2
X,X̄

f

2!
+ · · ·+

Ψk
X,X̄

f

k!
+Rkf

}

= E
{
f
(
X̄
)}

+ E
{
ΨX,X̄f

}
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ · · ·+ E

{
Ψk

X,X̄
f

k!

}
+ E {Rkf}

1[13], página 418, equação (28);[98], página 436, equação (14.12).
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= f
(
X̄
)
+ E

{
ΨX,X̄f

}
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ · · ·+ E

{
Ψk

X,X̄
f

k!

}
+ E {Rkf} .

Do Lema A.1.4:

Ȳ = f
(
X̄
)
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ · · ·+ E

{
Ψk

X,X̄
f

k!

}
+ E {Rkf} . �

Lema A.1.2 (Matriz de covariância de uma transformada). 2 Sejam a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄ e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define a variável

aleatóriaY tal que

Y , f(X),

a matriz de covariância deY pode ser escrita da seguinte forma

PY Y = Θ2
PY Y

+Θ3
PY Y

+Θ4
PY Y

+ · · ·+Θk
PY Y

+ · · · . (A.1)

em queΘj
PY Y

é o termo de ordemj da série de Taylor deP (j)
Y Y

3:

Θ2
PY Y

, E
{(

ΨX,X̄f
) (

ΨX,X̄f
)T}

. (A.2)

Θ3
PY Y

, E




(
ΨX,X̄f

)
(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T


+ E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)
(
ΨX,X̄f

)T
}

(A.3)

Θ4
PY Y

,

E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ3
X,X̄

f

3!

)T
}

+ E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
ΨX,X̄f

)T
} . (A.4)

Θ5
PY Y

,

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ4
X,X̄

f

4!

)T
}

+ E

{(
Ψ4

X,X̄
f

4!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)T
}

+ E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

−E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
− E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}T

.

...

2Modidicada de [13], página 418, equação (30);modificada de [98], página 438, equação (14.20).
3Por ordemj da Série de Taylor entendemos por todos os termos cuja maior derivada da função envolvida

for de ordemj.

216



Parak ímpar:

Θk
PY Y

= E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψk−1
X,X̄

f

(k−1)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−1

X,X̄
f

(k−1)!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

)(
Ψ2

X,X̄
f

(k−2)!

)T
}

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

}
− E

{
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

+E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

)(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)T
}

−E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E

{
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

}
− E

{
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

}
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}T

+ · · ·+

+E





(
Ψ

(k−1)
2

X,X̄
f

( (k−1)
2 )!

)(
Ψ

(k+1)
2

X,X̄
f

( (k+1)
2 )!

)T


+ E





(
Ψ

(k+1)
2

X,X̄
f

( (k+1)
2 )!

)(
Ψ

(k−1)
2

X,X̄
f

( (k−1)
2 )!

)T




−E

{
Ψ

(k−1)
2

X,X̄
f

( (k−1)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k+1)
2

X,X̄
f

( (k+1)
2 )!

}
− E

{
Ψ

(k+1)
2

X,X̄
f

( (k+1)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k−1)
2

X,X̄
f

( (k−1)
2 )!

}T

.

Parak par:

Θk
PY Y

217



= E






(
Ψ

k
2
X,X̄

f

( k
2 )!

)(
Ψ

k
2
X,X̄

f

( k
2 )!

)T



− E

{
Ψ

k
2
X,X̄

f

( k
2 )!

}
E

{
Ψ

k
2
X,X̄

f

(k
2 )!

}T

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψk−1
X,X̄

f

(k−1)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−1

X,X̄
f

(k−1)!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

)(
Ψ2

X,X̄
f

(k−2)!

)T
}

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

}
− E

{
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

+E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

)(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)T
}

−E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E

{
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

}
− E

{
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

}
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}T

+ · · ·+

+E






(
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

)(
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

)T





+E





(
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

)(
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

)T




−E

{
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

}T

−E

{
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

}T

.

�

PROVA Da definição 2.2.3 :

PY Y

= E
{(

Y − Ȳ
) (

Y − Ȳ
)T}

= E
{(

f (X)− Ȳ
)
(•)T

}
�

PROVA Aplicando a expansão de Taylor def (X) em torno deX̄ e utilizando o lema

A.1.1, teremos

E
{(

f (X)− Ȳ
)
(•)T

}
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= E
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X,X̄

f
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−f
(
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X,X̄
f
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+
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f
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+
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f
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· · ·+ Ψk
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f
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)T}

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ2
X,X̄

f

2!

)T
}

+ E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

−E
{(

ΨX,X̄f
)}

E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
− E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E
{
ΨX,X̄f

}T

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ3
X,X̄

f

3!

)T
}

+ E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

−E
{(

ΨX,X̄f
)}

E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
− E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E
{
ΨX,X̄f

}T

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

219



+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ4
X,X̄

f

4!

)T
}

+ E

{(
Ψ4

X,X̄
f

4!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

−E
{(

ΨX,X̄f
)}

E

{
Ψ4

X,X̄
f

4!

}
−E

{
Ψ4

X,X̄
f

4!

}
E
{
ΨX,X̄f

}T

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)T
}

+ E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

−E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
− E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}T

+ · · ·Θk
PY Y

+ · · · .

= E
{(

ΨX,X̄f
) (

ΨX,X̄f
)T}

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ2
X,X̄

f

2!

)T
}

+ E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ3
X,X̄

f

3!

)T
}

+ E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψ4
X,X̄

f

4!

)T
}

+ E

{(
Ψ4

X,X̄
f

4!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)T
}

+ E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)T
}

−E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
− E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}T

+ · · ·Θk
PY Y

+ · · · .

Parak ímpar:
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= E






(
Ψ

k
2
X,X̄

f

( k
2 )!

)(
Ψ

k
2
X,X̄

f

( k
2 )!

)T



− E

{
Ψ

k
2
X,X̄

f

(k
2 )!

}
E

{
Ψ

k
2
X,X̄

f

( k
2)!

}T

+E

{
(
ΨX,X̄f

)(Ψk−1
X,X̄

f

(k−1)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−1

X,X̄
f

(k−1)!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+E

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)(
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

)(
Ψ2

X,X̄
f

(k−2)!

)T
}

−E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
E

{
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

}
− E

{
Ψk−2

X,X̄
f

(k−2)!

}
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}T

+E

{(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)(
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

)(
Ψ3

X,X̄
f

3!

)T
}

−E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
E

{
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

}
− E

{
Ψk−3

X,X̄
f

(k−3)!

}
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}T

+ · · ·+

+E






(
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

)(
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

)T





+E





(
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

)(
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

)T




−E

{
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

}T

−E

{
Ψ

(k+2)
2

X,X̄
f

( (k+2)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k−2)
2

X,X̄
f

( (k−2)
2 )!

}T

.

�

Lema A.1.3 (Esperança do operadorΨα
X,X̄

f ). Sejam a variável aleatóriaX ∈ ℜn de

médiaX̄, o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemαe o operadorΨα
X,X̄

f

definido em 2.1.5, a seguinte equação é verdadeira:

E
{
Ψα

X,X̄f
}
=

n∑

i1,...,iα=1

Mα
x(i1),...,x(iα)

∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

. �

PROVA Da definição 2.1.5:

E
{
Ψα

X,X̄f
}

, E

{
n∑

i1,...,iα=1

(
x(i1) − X̄(i1)

)
· · ·
(
x(iα) − X̄(ia)

) ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

}

=

n∑

i1,...,iα=1

E
{(

x(i1) − X̄(i1)
)
· · ·
(
x(iα) − X̄(ia)

)} ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄
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=

n∑

i1,...,iα=1

Mα
x(i1),...,x(iα)

∂f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

. �

Lema A.1.4. Sejam a variável aleatóriaX ∈ ℜn de médiaX̄ e o mapeamentof : ℜn 7→
ℜm diferenciável, a seguinte igualdade é verdadeira:

E
{
ΨX,X̄f

}
= 0. �

PROVA

E
{
ΨX,X̄f

}

= E

{
n∑

i=1

(
x(i) − x̄(i)

) ∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

}

=
n∑

i=1

E
{(

x(i) − x̄(i)
)} ∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

=

n∑

i=1

(
E
{
x(i)
}
− x̄(i)

) ∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

=
n∑

i=1

(
x̄(i) − x̄(i)

) ∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

= 0. �

Corolário A.1.1 (Média da transformada de uma variável aleatória). Sejam a variável aleatória

X ∈ ℜn deX̄ e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk que define a variável

aleatóriaY tal que

Y , f(X),

a média deY pode ser escrita da seguinte forma:

sek for par,

Ȳ = f
(
X̄
)
+

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+
1

3!

n∑

i1,...,i3=1

M3
x(i1),...,x(i3)

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · ·+ 1

k!

n∑

i1,...,ik=1

Mk

x(i1),...,x(ik)

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ . . . . �
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Corolário A.1.2 (Elementos da Série da Matriz de Covariância). Sejam a variável aleatória

X ∈ ℜn de médiaX̄ e matriz de covariânciaPXX e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferen-

ciável que define a variável aleatóriaY tal que

Y , f(X),

e seja, ainda,PY Y a matriz de covariância deY , os termosΘ2
PY Y

, . . . ,Θk
PY Y

tal que

PY Y = Θ2
PY Y

+Θ3
PY Y

+Θ4
PY Y

+ · · ·+Θk
PY Y

+ · · · .

têm as seguintes forma:

Θ2
PY Y

=
n∑

i,j=1

M2
x(i),x(j)

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

(A.5)

=
n∑

i,j=1

(PXX)ij
∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

. (A.6)

Θ3
PY Y

=
1

2

n∑

i1,i2,i3=1

M3
x(i1)

···x(i3)

(
∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+
∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

(A.7)

Θ4
PY Y

=

1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4) −M2

x(i1)x(i2)M
2
x(i4)x(i4)

) ∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4)

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

) . (A.8)

Θ5
PY Y

=

1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)

···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
M5

x···x(i5) −M2
x(i4)x(i5)M

3
x(i1)

···x(i3)

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)
. (A.9)

...

Parak ímpar:

Θk
PY Y
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= 1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)···x(ik)(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M2

x(i1)x(i2)
Mk−2

x(i1)···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M3

x(i1)···x(i3)
Mk−3

x(i1)···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+ 1

( (k−1)
2 )!( (k+1)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

(k−1)/2

x(i1)···x(i(k−1)/2)
M

(k+1)/2

x(i(k+1)/2)···x(ik)

)

(
∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

Parak par:

Θk
PY Y

= 1

( k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

k/2

x(i1)···x(ik/2)
M

k/2

x(k/2+1)···x(ik)

)

(
∂k/2f(x)

∂x(ik/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(ik/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)···x(ik)(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M2

x(i1)x(i2)
Mk−2

x(i1)···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M3

x(i1)···x(i3)
Mk−3

x(i1)···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+ 1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

(k−2)/2

x(i1)···x(i(k−2)/2)
M

(k+2)/2

x(i(k−2)/2+1)···x(ik)

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

�
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A.1.2 Momentos de uma transformada escalada

Considere uma variável aleatóriaX ∼
(
X̄, PXX

)
, uma funçãof : ℜn 7−→ ℜm e Y tal

queY := f (X). Considere também a variável aleatóriaZ tal que

Z := g
(
X, X̄, α, κ

)
,

em que

g
(
X, X̄, α, κ

)
=

f
(
X̄ + α

(
X − X̄

))
− f

(
X̄
)

κ
+ f

(
X̄
)
.,

em queα ∈ ℜ, κ ∈ ℜ∗. Com relação a essa transformada, temos os seguintes resultados.

Lema A.1.5. Sejam o vetorX ∈ ℜn, a funçãof : ℜn 7→ ℜm , c ∈ ℜn, e sejag : ℜn × ℜ ×
ℜ×ℜ∗ 7→ ℜm tal que

g (X, c, α, κ) =
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ eκ ∈ ℜ∗, g
(
X, X̄, α, κ

)
pode ser escrita da seguinte forma:

g(X) = f(c) +
α

κ

Ψ1
X,cf

1!
+

α2

κ

Ψ2
X,cf

2!
+

α3

κ

Ψ3
X,cf

3!
· · ·+ αk

κ

Ψk
X,cf

k!
· · · . �

PROVA Do Lema 2.1.1 podemos escrever

g (X, c, α, κ)

=
f (c+ α (X − c))

κ
+ f (c)

(
1− 1

κ

)

=
1

κ

(
f(c) +

αΨ1
X,cf

1!
+

α2Ψ2
X,cf

2!
+

α3Ψ3
X,cf

2!
· · ·
)
+ f (c)

(
κ− 1

κ

)

= f(c) +
α

κ

Ψ1
X,cf

1!
+

α2

κ

Ψ2
X,cf

2!
+

α3

κ

Ψ3
X,cf

3!
· · ·++

αk

κ

Ψk
X,cf

k!
· · · . �

Lema A.1.6 (Média da transformação escalada).Sejam o vetorX ∈ ℜn, a funçãof :

ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk e o pontoc ∈ ℜn, e sejamZ ∈ ℜm eg : ℜn×ℜ×ℜ×ℜ∗

tal que

Z = g (X, c, α, κ) =
f (c + α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ eκ ∈ ℜ∗, as assertivas abaixo são verdadeiras:
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1. a Série de Taylor dēZ := E {Z} em torno deX̄ é

Z̄ = f(X̄) +
α2

κ
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+

α3

κ
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
· · · .

2. a Série de Taylor dēZ := E {Z} em torno deX̄ é

Z̄ = f
(
X̄
)
+

α2

κ

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+
α3

κ

1

3!

n∑

i1,...,i3=1

M3
x(i1),...,x(i3)

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · ·+ αk

κ

1

k!

n∑

i1,...,ik=1

Mk

x(i1),...,x(ik)

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · . �

PROVA Do Lema A.1.5 :podemos escrever

Z̄ := E {Z}

= E

{
f(X̄) +

α

κ

Ψ1
X,X̄

f

1!
+

α2

κ

Ψ2
X,X̄

f

2!
+

α3

κ

Ψ3
X,X̄

f

3!
· · ·
}

f(X̄) +
α

κ
E

{
Ψ1

X,X̄
f

1!

}
+

α2

κ
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+

α3

κ
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
· · · .

Agora, considerando o Lema A.1.4, temos que

Z̄ = f(X̄) +
α2

κ
E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+

α3

κ
E

{
Ψ3

X,X̄
f

3!

}
+

α4

κ
E

{
Ψ4

X,X̄
f

4!

}
· · ·

que satisfaz à primeira assertva. Agora, utilizando o Lema A.1.3,

Z̄ = f
(
X̄
)
+

α2

κ

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+
α3

κ

1

3!

n∑

i1,...,i3=1

M3
x(i1),...,x(i3)

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · ·+ αk

κ

1

k!

n∑

i1,...,ik=1

Mk

x(i1),...,x(ik)

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · . �

Lema A.1.7. Sejam o vetorX ∈ ℜn, a funçãof : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemk e o

pontoc ∈ ℜn, e sejamZ ∈ ℜm eg : ℜn ×ℜ ×ℜ× ℜ∗ tal que

Z = g (X, c, α, κ) =
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,
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em queα ∈ ℜ eκ ∈ ℜ∗, a Série de Taylor deP ∗
ZZ = µPZZ := µE

{(
Z − Z̄

) (
Z − Z̄

)T}

em torno deX̄ é

P ∗
ZZ = µPZZ = Θ2

P ∗
ZZ

+Θ3
P ∗
ZZ

+Θ4
P ∗
ZZ

+ · · ·+Θk
P ∗
ZZ
,

em que:

Θ2
P ∗
ZZ

=
α2

κ

n∑

i,j=1

M2
x(i),x(j)

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

=
α2

κ

n∑

i,j=1

(PXX)ij
∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

.

Θ3
P∗

ZZ
=

α3

κ

1

2

n∑

i1,i2,i3=1

M3
x(i1)

···x(i3)

(
∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+
∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

Θ4
P∗

ZZ
=

α4

κ
1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4) −M2

x(i1)x(i2)M
2
x(i4)x(i4)

) ∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

α4

κ
1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4)

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

) .

Θ5
P∗

ZZ
=

α5

κ
1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)

···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+α5

κ
1

2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
M5

x···x(i5) −M2
x(i4)x(i5)M

3
x(i1)

···x(i3)

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)
.

...

Parak ímpar:

Θk
P ∗
ZZ
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= αk

κ
1

(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)···x(ik)(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M2

x(i1)x(i2)
Mk−2

x(i1)···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M3

x(i1)···x(i3)
Mk−3

x(i1)···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+αk

κ
1

( (k−1)
2 )!( (k+1)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

(k−1)/2

x(i1)···x(i(k−1)/2)
M

(k+1)/2

x(i(k+1)/2)···x(ik)

)

(
∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

Parak par:

Θk
P ∗
ZZ

= αk

κ
1

(k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

k/2

x(i1)···x(ik/2)
M

k/2

x(k/2+1)···x(ik)

)

(
∂k/2f(x)

∂x(ik/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(ik/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)···x(ik)(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M2

x(i1)x(i2)
Mk−2

x(i1)···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M3

x(i1)···x(i3)
Mk−3

x(i1)···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+αk

κ
1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

(k−2)/2

x(i1)···x(i(k−2)/2)
M

(k+2)/2

x(i(k−2)/2+1)···x(ik)

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

�

PROVA Da definição 2.2.3 :

µPZZ
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= µE
{(

Z − Z̄
) (

Z − Z̄
)T}

= E

{(
f
(
X̄ + α

(
X − X̄

))
− f

(
X̄
)

κ
+ f

(
X̄
)
− Z̄

)
(•)T

}

= E

{(
f
(
X̄ + α

(
X − X̄

))
− f

(
X̄
)

κ
+ f

(
X̄
)
− Z̄

)
(•)T

}
�

PROVA Aplicando a expansão de Taylor def (X) em torno deX̄ e utilizando o lema

A.1.1, teremos �

PROVA

κE
{(

f (X)− Ȳ
)
(•)T

}

= µE









f(X̄) + α
κ

Ψ1
X,X̄

f

1! + α2

κ

Ψ2
X,X̄

f

2!

+α3

κ

Ψ3
X,X̄

f

3! + · · ·+ αk

κ

Ψk
X,X̄

f

k!

f
(
X̄
)
+ α2

κ
1
2!

n∑
i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

+α3

κ
1
3!

n∑
i1,...,i3=1

M3
x(i1),...,x(i3)

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

+ · · ·




(•)T






= µE








α
κ

Ψ1
X,X̄

f

1!

+α2

κ

Ψ2
X,X̄

f

2!
− α2

κ
1
2!

n∑
i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

+α3

κ

Ψ3
X,X̄

f

2!
− α3

κ
1
3!

n∑
i1,...,i3=1

M3
x(i1),...,x(i3)

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

+ · · ·




(•)T





=
α2

κ

n∑

i,j=1

M2
x(i),x(j)

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+
α3

κ

1

2

n∑

i1,i2,i3=1

M3
x(i1)

···x(i3)

(
∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+
∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(i3)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
.

+α4

κ
1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4) −M2

x(i1)x(i2)M
2
x(i4)x(i4)

) ∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

α4

κ
1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)
···x(i4)

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

) .

+α5

κ
1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)

···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)
···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+α5

κ
1

2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
M5

x···x(i5) −M2
x(i4)x(i5)M

3
x(i1)

···x(i3)

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)
···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)
.

...
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Θk
P ∗
ZZ
,

em que, parak ímpar:

Θk
P ∗
ZZ

= αk

κ
1

(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)···x(ik)(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M2

x(i1)x(i2)
Mk−2

x(i1)···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M3

x(i1)···x(i3)
Mk−3

x(i1)···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+αk

κ
1

( (k−1)
2 )!( (k+1)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

(k−1)/2

x(i1)···x(i(k−1)/2)
M

(k+1)/2

x(i(k+1)/2)···x(ik)

)

(
∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)
,

e parak par:

Θk
P ∗
ZZ

= αk

κ
1

( k
2)!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

k/2

x(i1)···x(ik/2)
M

k/2

x(k/2+1)···x(ik)

)

(
∂k/2f(x)

∂x(ik/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(ik/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

Mk

x(i1)···x(ik)(
∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M2

x(i1)x(i2)
Mk−2

x(i1)···x(ik−2)

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+αk

κ
1

3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M3

x(i1)···x(i3)
Mk−3

x(i1)···x(ik−3)

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(ik−3)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ · · ·+

+αk

κ
1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
Mk

x(i1)···x(ik)
−M

(k−2)/2

x(i1)···x(i(k−2)/2)
M

(k+2)/2

x(i(k−2)/2+1)···x(ik)

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=X̄

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k−2)/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=X̄

)

�
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A.1.3 Variável aleatória simétrica

Das propriedades que uma variável aleatória pode ter, uma bastante interessante de ser

estudada é a simetria, visto que ela é uma propriedade das variáveis aleatórias gaussianas,

entre outras. Façamos primeiro a definição de uma variável aleatória simétrica e depois

vamos obter algumas conseqüências desta propriedade para alguns de seus momentos e de

alguns dos momentos de uma transformação não-linear de uma variável aleatória simétrica.

Definição A.1.1 (Variável aleatória simétrica).4 Seja a variável aleatóriaX ∈ ℜn de

função de densidade de probabilidadepX(x) e o pontoc ∈ ℜn, X será uma variável

aleatória simétrica em torno dec ∈ ℜn se

pX(c− x) = pX(c+ x) , ∀x ∈ ℜn. �

Lema A.1.8 (Momentos ímpares de uma variável aleatória simétrica). 5 SejaX ∈ ℜn

uma variável aleatória simétrica em torno de sua médiaX̄, todos os seus momentos centrais

de ordem ímpar são iguais a zero. �

PROVA Considere os escalaresx(i) x̄(i) e , i = 1, 2, · · · , n, tal que

X =




x(1)

x(2)

...

x(n)




e

X̄ =




x̄(1)

x̄(2)

...

x̄(n)



e

Da Definição 2.2.4 ok-ésimo momento central entrex(j1), . . . , x(jk) é

E
{(

x(j1) − x̄(j1)
)
· · ·
(
x(jk) − x̄(jk)

)}

=

∫
∞

−∞

· · ·
∫

∞

−∞

(
x(j1) − x̄(j1)

)
· · ·
(
x(jk) − x̄(jk)

)
pX

(
x(1), · · · , x(n)

)
dx(1) · · · dx(n)

=

∫ x̄(j1)

−∞

· · ·
∫ x̄(jn)

−∞

(
x(j1) − x̄(j1)

)
· · ·
(
x(jk) − x̄(jk)

)
pX

(
x(1), · · · , x(n)

)
dx(1) · · · dx(n)

4Henrique.
5Henrique.
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+

∫
∞

x̄(j1)

· · ·
∫

∞

x̄(jn)

(
x(j1) − x̄(j1)

)
· · ·
(
x(jk) − x̄(jk)

)
pX

(
x(1), · · · , x(n)

)
dx(1) · · · dx(n)

=

∫ x̄(j1)

−∞

· · ·
∫ x̄(jn)

−∞

(
x(j1) − x̄(j1)

)
· · ·
(
x(jk) − x̄(jk)

)
pX

(
x(1), · · · , x(n)

)
dx(1) · · · dx(n)

+ (−1)
n
∫ x̄(j1)

∞

· · ·
∫ x̄(jn)

∞

(
x(j1) − x̄(j1)

)
· · ·
(
x(jk) − x̄(jk)

)
pX

(
x(1), · · · , x(n)

)
dx(1) · · · dx(n)

Se fizermos duas mudanças de variável, uma na primeira equação e outra na segunda:

u(i) = x(i) − x̄(i)

∴ du(i) = dx(i)

e

w(i) = x̄(i) − x(i) �

PROVA

∴ dw(i) = −dx(i)

teremos

=
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(n) + x̄(n)

)
du(1) · · · du(n)

+ (−1)n
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞
(
−w(j1)

)
· · ·
(
−w(jk)

)

pX
(
x̄(1) − w(1), · · · , x(n) − w(n)

) (
−dw(1)

)
· · ·
(
−dw(n)

)

=
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(n) + x̄(n)

)
du(1) · · · du(n)

+ (−1)2n
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞
(
−w(j1)

)
· · ·
(
−w(jk)

)

pX
(
x̄(1) − w(1), · · · , x(n) − w(n)

)
dw(1) · · · dw(n)

=
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(n) + x̄(n)

)
du(1) · · · du(n)

+
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞
(
−w(j1)

)
· · ·
(
−w(jk)

)

pX
(
x̄(1) − w(1), · · · , x(n) − w(n)

)
dw(1) · · · dw(n)

=
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(n) + x̄(n)

)
du(1) · · · du(n)

+ (−1)k
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞w(j1) · · ·w(jk)

pX
(
x̄(1) − w(1), · · · , x(n) − w(n)

)
dw(1) · · · dw(n).
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Da definição A.1.1, temos que

=
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(1) + x̄(1)

)
du(1) · · · du(n)

+ (−1)k
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞w(j1) · · ·w(jk)

pX
(
x̄(1) − w(1), · · · , x(n) − w(n)

)
dw(1) · · · dw(n)

=
(
1 + (−1)k

) ∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(1) + x̄(1)

)
du(1) · · · du(n).

Parak ímpar,

(
1 + (−1)k

) ∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(1) + x̄(1)

)
du(1) · · · du(n)

= (1− 1)
∫ 0

−∞ · · ·
∫ 0

−∞ u(j1) · · ·u(jk)

pX
(
u(1) + x̄(1), · · · , u(1) + x̄(1)

)
du(1) · · · du(n)

= 0. �

Agora queremos apresentar um resultado com relação à média da transformação e outro

com relação à matriz de covariância da transformação. Mas para isso, vamos, primeiro, ver

o seguinte alguns lemas com relação ao operadorΨα
X,cf :

Lema A.1.9. SejamX ∈ ℜn uma variável aleatória simétrica em torno de sua médiaX̄ e

Ψα
X,X̄

f o operador definido em 2.1.5, seα for ímpar,

E
{
Ψα

X,X̄f
}
= 0. �

PROVA Da definição 2.1.5,

Ψα
X,X̄f ,

n∑

i1,...,iα=1

(
x(i1) − x̄(i1)

)
· · ·
(
x(iα) − x̄(ia)

) ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

Portanto,

E
{
Ψα

X,X̄f
}

= E

{
n∑

i1,...,iα=1

(
x(i1) − x̄(i1)

)
· · ·
(
x(iα) − x̄(ia)

) ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

}
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=

n∑

i1,...,iα=1

E
{(

x(i1) − x̄(i1)
)
· · ·
(
x(iα) − x̄(ia)

)} ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

.

Do Lema A.1.8, resulta que

n∑

i1,...,iα=1

E
{(

x(i1) − x̄(i1)
)
· · ·
(
x(iα) − x̄(ia)

)} ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=X̄

= 0. �

Os resultados seguintes são corolários do lema acima.

Corolário A.1.3 (Média da transformação de uma variável aleatória simétrica). Sejam a

variável aleatóriaX ∈ ℜn simétrica em torno de sua médiāX e o mapeamentof : ℜn 7→
ℜm diferenciável que define a variável aleatóriaY tal que

Y , f(X),

a média deY pode ser escrita da seguinte forma:

sek for par,

Ȳ = f
(
X̄
)
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ E

{
Ψ4

X,X̄
f

4!

}
+ · · · (A.10)

= f
(
X̄
)
+

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.11)

+
1

4!

n∑

i1,...,i4=1

M4
x(i1),...,x(i4)

∂4f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i4)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.12)

+ · · ·+ 1

k!

n∑

i1,...,ik=1

Mk

x(i1),...,x(ik)

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · ,

sek for ímpar,

Ȳ = f
(
X̄
)
+ E

{
Ψ2

X,X̄
f

2!

}
+ E

{
Ψ4

X,X̄
f

4!

}
(A.13)

+ · · ·+ E

{
Ψk−1

X,X̄
f

(k − 1)!

}
(A.14)

= f
(
X̄
)
+

1

2!

n∑

i1,i2=1

M2
x(i1),x(i2)

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.15)

+
1

4!

n∑

i1,...,i4=1

M4
x(i1),...,x(i4)

∂4f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i4)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.16)

+ · · ·+ 1

k!

n∑

i1,...,ik−1=1

Mk−1

x(i1),...,x(ik−1)

∂k−1f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik−1)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · , �
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Corolário A.1.4 (Matriz de covariância da transformação deuma variável aleatória simétrica).

Sejam a variável aleatóriaX ∈ ℜn simétrica em torno de sua médiāX e o mapeamento

f : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define a variável aleatóriaY tal que

Y , f(X),

a matriz de covariância deY pode ser escrita da seguinte forma

PY Y = Θ̂2
PY Y

+ Θ̂4
PY Y

+ Θ̂6
PY Y

· · ·+Θk
PY Y

+ · · · .

em queΘ̂1
PY Y

+ Θ̂2
PY Y

+ Θ̂3
PY Y

+ Θ̂4
PY Y

+ · · · são os termos, respectivamente,Θ1
PY Y

+

Θ2
PY Y

+Θ3
PY Y

+Θ4
PY Y

+ · · · paraX simétrica. �

Corolário A.1.5.

Θ̂2
PY Y

=

n∑

i,j=1

M2
x(i),x(j)

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

(A.17)

=

n∑

i,j=1

(PXX)ij
∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

(A.18)

= Θ1
PY Y

.

Θ̂4
PY Y

= 1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
M4

x(i1)···x(i4)
−M2

x(i1)x(i2)
M2

x(i4)x(i4)

)

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

(A.19)

+
n∑

i1,··· ,i4=1

M4
x(i1)···x(i4)

(
∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

) . �

Θ̂6
PY Y

=
n∑

i1,··· ,i6=1

M6
x···x(i6)

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i4)···∂x(i6)

∣∣∣
T

x=X̄

+
n∑

i1,··· ,i6=1

(
M6

x···x(i6)
−M2

x(i5)x(i6)
M4

x(i1)···x(i4)

)

(
∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i5)∂x(i6)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂2f(x)

∂x(i5)∂x(i6)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+
n∑

i1,··· ,i8=1

(
M8

x(11)···x(i8)
−M4

x(i1)···x(i4)
M4

x(i5)···x(i8)

)

∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i5)···∂x(i8)

∣∣∣
T

x=X̄

. (A.20)
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A.2 RESULTADOS DE CONJUNTO DE AMOSTRAS

A.2.1 Momentos da transformada de um conjunto de amostras

Neste item queremos deduzir, de modo análogo ao feito para variáveis aleatórias, as

formas das séries de Taylor da média e da matriz de covariância da transformação de um

conjunto de amostras.

Lema A.2.1 (Média amostral de uma transformada).6 Sejam{χi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N ,

comN ∈ N, um conjunto de amostras(χi) e pesos (wi), de média amostralηχi
e o mapea-

mentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define os pontosγi tal que

γi , f (χi) ,

a média amostral deγi pode ser escrita da seguinte forma

ηγi
= f

(
ηχi

)
+ Ξ

{
Ψ2

χ,ηχi
f

2!

}
+ Ξ

{
Ψ3

χ,ηχi
f

3!

}

+ · · ·+ Ξ

{
Ψk

χ,ηχi
f

k!

}
+ · · · . �

PROVA Pelo Corolário 2.2.1, sabemos que

ηγi
, Ξ {f (χi)} . �

PROVA Utilizando a expansão de Taylor def (χi) em torno deηχi
, teremos

Ξ {f (χi)}

= Ξ

{
f
(
ηχi

)
+Ψχ,ηχi

f +
Ψ2

χ,ηχi
f

2!
+ · · ·+

Ψk
χ,ηχi

f

k!

}
+ · · ·

= Ξ
{
f
(
ηχi

)}
+ Ξ

{
Ψχ,ηχi

f
}
+ Ξ

{
Ψ2

χ,ηχi
f

2!

}

+ · · ·+ Ξ

{
Ψk

χ,ηχi
f

k!

}
+ · · ·

= f
(
ηχi

)
+ Ξ

{
Ψχ,ηχi

f
}
+ Ξ

{
Ψ2

χ,ηχi
f

2!

}

+ · · ·+ Ξ

{
Ψk

χ,ηχi
f

k!

}
+ · · · . �

6[98], página 442, equação (14.36).
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Lema A.2.2 (Matriz de covariância amostral de uma transformada). 7

Lema A.2.3. Sejam{χi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N , comN ∈ N, um conjunto de amostras(χi)

e pesos (wi), de média amostralηχi
e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordem

k que define os pontosγi tal que

γi , f (χi) ,

a matriz de covariância amostral amostral deγi pode ser escrita da seguinte forma

Σγγ = Θ2
Σγγ

+Θ3
Σγγ

+Θ4
Σγγ

+ · · ·+Θk
Σγγ

+ · · · . (A.21)

em queΘj
Σγγ

é o termo de ordemj da série de Taylor deΣγγ
8:

Θ2
Σγγ

, E

{(
Ψχi,ηχi

f
)(

Ψχi,ηχi
f
)T}

. (A.22)

Θ3
Σγγ

, Ξ




(
Ψχi,ηχi

f
)(Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)T


+ Ξ

{(
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)(
Ψχi,ηχi

f
)T
}

Θ4
Σγγ

,

Ξ

{(
Ψ2

χi,χ̄
f

2!

)(
Ψ2

χi,χ̄
f

2!

)T}

−Ξ
{

Ψ2
χi,χ̄

f

2!

}
Ξ
{

Ψ2
χi,χ̄

f

2!

}T

+Ξ

{(
Ψχi,ηχi

f
)(Ψ3

χi,ηχi
f

3!

)T
}

+Ξ

{(
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

)(
Ψχi,ηχi

f
)T}

Θ5
Σγγ

,

+Ξ

{(
Ψχi,ηχi

f
)(Ψ4

χi,ηχi
f

4!

)T
}

+Ξ

{(
Ψ4

χi,ηχi
f

4!

)(
Ψχi,ηχi

f
)T}

+Ξ

{(
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)(
Ψ3

χi,χ̄i
f

3!

)T}

+Ξ

{(
Ψ3

χi,χ̄i
f

3!

)(
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)T
}

−Ξ

{(
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)}
Ξ
{

Ψ3
χi,χ̄i

f

3!

}

−Ξ
{

Ψ3
χi,χ̄i

f

3!

}
Ξ

{(
Ψ2

X,X̄
f

2!

)}T

...

7Modificado de [98], página 445, equação (14.476).
8Por ordemj da Série de Taylor entendemos por todos os termos cuja maior derivada da função envolvida

for de ordemj.
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Parak ímpar:

Θk
Σγγ

= Ξ

{
(
Ψχi,χ̄f

)(Ψk−1
χi,ηχi

f

(k−1)!

)T
}

+ Ξ

{(
Ψk−1

χi,ηχi
f

(k−1)!

)(
ΨX,X̄f

)T
}

+Ξ

{(
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)(
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

)T
}

+ Ξ

{(
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

)(
Ψ2

χi,ηχi
f

(k−2)!

)T
}

−Ξ

{
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

}
Ξ

{
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

}
− Ξ

{
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

}
Ξ

{
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

}T

+Ξ

{(
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

)(
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

)T
}

+ Ξ

{(
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

)(
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

)T
}

−Ξ

{
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

}
E

{
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

}
− Ξ

{
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

}
E

{
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

}T

+ · · ·+

+Ξ





(
Ψ

(k−1)
2

χi,ηχi
f

( (k−1)
2 )!

)(
Ψ

(k+1)
2

χi,ηχi
f

( (k+1)
2 )!

)T




+Ξ






(
Ψ

(k+1)
2

χi,ηχi
f

( (k+1)
2 )!

)(
Ψ

(k−1)
2

χi,ηχi
f

( (k−1)
2 )!

)T





−Ξ

{
Ψ

(k−1)
2

χi,ηχi
f

( (k−1)
2 )!

}
Ξ

{
Ψ

(k+1)
2

χi,ηχi
f

( (k+1)
2 )!

}

−Ξ

{
Ψ

(k+1)
2

χi,ηχi
f

( (k+1)
2 )!

}
Ξ

{
Ψ

(k−1)
2

χi,ηχi
f

( (k−1)
2 )!

}T

.

Parak par:

Θk
Σγγ

239



= Ξ






(
Ψ

k
2
χi,ηχi

f

( k
2 )!

)(
Ψ

k
2
χi,ηχi

f

(k
2 )!

)T



− Ξ

{
Ψ

k
2
χi,ηχi

f

( k
2 )!

}
E

{
Ψ

k
2
χi,ηχi

f

( k
2 )!

}T

+E

{(
Ψχi,ηχi

f
)(

Ψk−1
χi,ηχi

f

(k−1)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−1

χi,ηχi
f

(k−1)!

)(
Ψχi,ηχi

f
)T}

+E

{(
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

)(
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

)(
Ψ2

χi,ηχi
f

(k−2)!

)T
}

−E

{
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

}
E

{
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

}
− E

{
Ψk−2

χi,ηχi
f

(k−2)!

}
E

{
Ψ2

χi,ηχi
f

2!

}T

+E

{(
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

)(
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

)T
}

+ E

{(
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

)(
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

)T
}

−E

{
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

}
E

{
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

}
− E

{
Ψk−3

χi,ηχi
f

(k−3)!

}
E

{
Ψ3

χi,ηχi
f

3!

}T

+ · · ·+

+E






(
Ψ

(k−2)
2

χi,ηχi
f

( (k−2)
2 )!

)(
Ψ

(k+2)
2

χi,ηχi
f

( (k+2)
2 )!

)T





+E





(
Ψ

(k+2)
2

χi,ηχi
f

( (k+2)
2 )!

)(
Ψ

(k−2)
2

χi,ηχi
f

( (k−2)
2 )!

)T




−E

{
Ψ

(k−2)
2

χi,ηχi
f

( (k−2)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k+2)
2

χi,ηχi
f

( (k+2)
2 )!

}T

−E

{
Ψ

(k+2)
2

χi,ηχi
f

( (k+2)
2 )!

}
E

{
Ψ

(k−2)
2

χi,ηχi
f

( (k−2)
2 )!

}T

.

�

PROVA Análoga à prova do Lema A.1.2. �

Lema A.2.4 (Esperança Amostral deΨα
χi,χ̄i

f ). Sejam{χi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N , com

N ∈ N, um conjunto de amostras(χi) e pesos (wi), de média amostralηχi
e o mapeamento

f : ℜn 7→ ℜm diferenciável até ordemα e o operadorΨα
χi,χ̄i

f definido em 2.1.5, a seguinte

equação é verdadeira:

Ξ
{
Ψα

χi,χ̄i
f
}
=

n∑

i1,...,iα=1

µα

χ
(i1)
i ,...,x(iα)

∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=ηχi

. �

PROVA Da definição 2.1.5:

Ξ
{
Ψα

χi,χ̄i
f
}

,

N∑

i=1

{
n∑

i1,...,iα=1

(
χ
(i1)
i − χ̄i

(i1)
)
· · ·
(
χ
(iα)
i − χ̄i

(ia)
) ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=ηχi

}
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=
n∑

i1,...,iα=1

N∑

i=1

(
χ
(i1)
i − χ̄i

(i1)
)
· · ·
(
χ
(iα)
i − χ̄i

(ia)
) ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
χi=ηχi

=

n∑

i1,...,iα=1

Ξ
{(

χ
(i1)
i − χ̄i

(i1)
)
· · ·
(
χ
(iα)
i − χ̄i

(ia)
)} ∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
χi=ηχi

=
n∑

i1,...,iα=1

µα

χ
(i1)
i ,...,x(iα)

∂αf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(iα)

∣∣∣∣
x=ηχi

. �

Corolário A.2.1 (Média amostral de uma transformada). Sejam{χi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N ,

comN ∈ N, um conjunto de amostras(χi) e pesos (wi), de média amostralηχi
e o mapea-

mentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define os pontosγi tal que

γi , f (χi) ,

a média amostral deγi pode ser escrita da seguinte forma

ηγi
= f

(
ηχi

)
+

n∑

i1,,i2=1

µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+
n∑

i1,i2,i3=1

µ3

χ
(i1)
i χ

(i2)
i χ

(i3)
i

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · ·+
n∑

i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · . �

Corolário A.2.2 (Elementos da Série da Matriz de Covariância Amostral). Sejam{χi, wi},

i = 0, 1, 2, . . . , N , comN ∈ N, um conjunto de amostras(χi) e pesos (wi), de média

amostralηχi
e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define os pontosγi tal que

γi , f (χi) ,

e seja, ainda,Σγγ tal que

Σγγ = Θ2
Σγγ

+Θ3
Σγγ

+Θ4
Σγγ

+ · · ·+Θk
Σγγ

+ · · · .

Os termosΘ1
Σγγ

, . . . ,Θk
Σγγ

deΣγγ definidos em A.2.2 têm as seguintes formas:

Θ2
Σγγ

=
n∑

i,j=1

µ2

χ
(i)
i ,χ

(j)
i

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi

=

n∑

i,j=1

(
Σχiχi

)
ij

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi
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Θ3
Σγγ

= 1
2

n∑
i1,i2,i3=1

µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i(
∂f(x)

∂x(i3)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=ηχi

∂f(x)

∂x(i3)

∣∣∣
T

x=ηχi

) .

Θ4
Σγγ

=

1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µ2

χ
(i4)
i χ

(i4)
i

)

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=ηχi

1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i(
∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

.

Θ5
Σγγ

= 1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+ 1
2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
µ5

χi···χ
(i5)
i

− µ2

χ
(i4)
i χ

(i5)
i

µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
χi=ηχi

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
T

χi=χ̄i

+ ∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
χi=χ̄i

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

χi=ηχi

)

.

...

Parak ímpar:

Θk
Σγγ

242



=

1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i(

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µk−2

χ
(i1)
i ···χ(ik−2)

i

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i

µk−3

χ
(i1)
i ···χ(ik−3)

i

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ · · ·+

+ 1

( (k−1)
2 )!( (k+1)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ
(k−1)/2

χ
(i1)
i ···χ(

i(k−1)/2)
i

µ
(k+1)/2

χ
(i(k+1)/2)
i ···χ(ik)i

)

(
∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

Parak par:

Θk
Σγγ

= 1

(k
2 )!(

k
2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ
k/2

χ
(i1)
i ···χ(

ik/2)
i

µ
k/2

χ
(ik/2+1)
i ···χ(ik)i

)

(
∂k/2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k/2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i(

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=ηχi

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µk−2

χ
(i1)
i ···χ(ik−2)

i

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ 1
3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i

µk−3

χ
(i4)
i ···χ(ik)i

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ · · ·+

+ 1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ
(k−2)/2

χ
(i1)
i ···χ(

i(k−2)/2)
i

µ
(k−2)/2

χ
(i(k+2)/2)
i ···χ(ik)i

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

�
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A.2.2 Momentos amostrais de uma transformação escalada

Considere um conjunto{χi, wi|χi ∈ ℜn, wi ∈ ℜ, i = 0, 1, 2, . . . , N} de médiaηχi
e ma-

triz de covariânciaΣχχ e a uma funçãof : ℜn 7−→ ℜm . Considere também o conjunto{
ξi, wi|ξi = g

(
χi, ηχi

, α, κ
)}

tal que

g (X, c, α, κ) :=
f (c + α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ, κ ∈ ℜ∗.

Com relação a essa transformada, temos os seguintes resultados.

Lema A.2.5. Sejam o conjunto{χi, wi|χi ∈ ℜn, wi ∈ ℜ, i = 0, 1, 2, . . . , N}, a funçãof :

ℜn 7→ ℜm , c ∈ ℜn, eg : ℜn ×ℜ× ℜ× ℜ∗ 7→ ℜm tal que

g (X, c, α, κ) :=
f (c + α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ eκ ∈ ℜ∗, g
(
χi, µχ, α, κ

)
pode ser escrita da seguinte forma:

g (χi, c, α, κ) = f(c) +
α

κ

Ψ1
χi,c

f

1!
+

α2

κ

Ψ2
χi,c

f

2!

+
α3

κ

Ψ3
χi,c

f

3!
· · ·+ αk

κ

Ψk
χi,c

f

k!
· · · . �

PROVA Do Lema 2.1.1 podemos escrever

g (χi, c, α, κ)

=
f (c+ α (χi − c))

κ
+ f (c)

(
1− 1

κ

)

=
1

κ

(
f(c) +

αΨ1
χi,c

f

1!
+

α2Ψ2
χi,c

f

2!
+

α3Ψ3
χi,c

f

2!
· · ·
)

+ f (c)

(
κ− 1

κ

)

= f(c) +
α

κ

Ψ1
χi,c

f

1!
+

α2

κ

Ψ2
χi,c

f

2!

+
α3

κ

Ψ3
χi,c

f

3!
· · ·+ αk

κ

Ψk
χi,c

f

k!
· · · . �

244



Lema A.2.6. Sejam o conjunto{χi, wi|χi ∈ ℜn, wi ∈ ℜ, i = 0, 1, 2, . . . , N} de médiaηχi
,

a funçãof : ℜn 7→ ℜm , c ∈ ℜn, eg : ℜn ×ℜ× ℜ× ℜ∗ 7→ ℜm tal que

g (X, c, α, κ) :=
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ eκ ∈ ℜ∗. Seja, ainda, o conjunto
{
ξi, wi|ξi = g

(
χi, ηχi

, α, κ
)}

, as assertivas

abaixo são verdadeiras:

1. a Série de Taylor deηξi := Ξ {Z} em torno deX̄ é

ηξi = f
(
ηχi

)
+

α2

κ
Ξ

{
Ψ2

χ,ηχi
f

2!

}
+

α3

κ
Ξ

{
Ψ3

χ,ηχi
f

3!

}

+ · · ·+ αk

κ
Ξ

{
Ψk

χ,ηχi
f

k!

}
+ · · · .

2. a Série de Taylor deηξi := Ξ {Z} em torno deX̄ é

ηξi = f
(
ηχi

)
+

n

α2

κ

∑

i1,,i2=1

µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

+
α3

κ

n∑

i1,i2,i3=1

µ3

χ
(i1)
i χ

(i2)
i χ

(i3)
i

∂3f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i3)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · ·+ αk

κ

n∑

i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · . �

PROVA Análoga à prova do Lema A.1.6. �

Lema A.2.7. Sejam o conjunto{χi, wi|χi ∈ ℜn, wi ∈ ℜ, i = 0, 1, 2, . . . , N} de médiaηχi
,

a funçãof : ℜn 7→ ℜm , c ∈ ℜn, eg : ℜn ×ℜ× ℜ× ℜ∗ 7→ ℜm tal que

g (X, c, α, κ) :=
f (c+ α (X − c))− f (c)

κ
+ f (c) ,

em queα ∈ ℜ eκ ∈ ℜ∗. Seja, ainda, o conjunto
{
ξi, wi|ξi = g

(
χi, ηχi

, α, κ
)}

, a Série de

Taylor deΣ∗
ξξ = µΣξξ := µΞ

{(
ξi − ηξi

) (
ξi − ηξi

)T}
em torno deηχi

é

Σ∗
ξξ = µΣξξ = Θ2

Σ∗
ξξ
+Θ3

Σ∗
ξξ
+Θ4

Σ∗
ξξ
+ · · ·+Θk

Σ∗
ξξ
,

em que:

Θ2
Σ∗

ξξ
=

n

α2

κ

∑

i,j=1

µ2

χ
(i)
i ,χ

(j)
i

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi
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=
α2

κ

n∑

i,j=1

(
Σχiχi

)
ij

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
χi=ηχi

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
T

χi=ηχi

Θ3
Σ∗

ξξ

= α3

κ
1
2

n∑
i1,i2,i3=1

µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i(
∂f(x)

∂x(i3)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=ηχi

∂f(x)

∂x(i3)

∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

Θ4
Σ∗

ξξ

= α4

κ
1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µ2

χ
(i4)
i χ

(i4)
i

)

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=ηχi

+α3

κ
1
3!

n∑
i1,··· ,i4=1

µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i(
∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

.

Θ5
Σ∗

ξξ
=

α5

κ
1
4!

n∑
i1,··· ,i5=1

M5
x(i1)···x(i5)

(
∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i5)

∣∣∣
T

x=X̄

)

+α5

κ
1

2!3!

n∑
i1,··· ,i5=1

(
µ5

χi···χ
(i5)
i

− µ2

χ
(i4)
i χ

(i5)
i

µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i

)

(
∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
χi=ηχi

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
T

χi=χ̄i

+ ∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
χi=χ̄i

∂2f(x)

∂x(i4)∂x(i5)

∣∣∣
T

χi=ηχi

)

.

...

Parak ímpar:

Θk
Σ∗

ξξ
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=

αk

κ
1

(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i(

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk

κ
1

2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µk−2

χ
(i1)
i ···χ(ik−2)

i

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=X̄

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk

κ
1

3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i

µk−3

χ
(i1)
i ···χ(ik−3)

i

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ · · ·+

+αk

κ
1

( (k−1)
2 )!( (k+1)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ
(k−1)/2

χ
(i1)
i ···χ(

i(k−1)/2)
i

µ
(k+1)/2

χ
(i(k+1)/2)
i ···χ(ik)i

)

(
∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂(k+1)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−1)/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k−1)/2f(x)

∂x(i(k+1)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

Parak par:

Θk
Σ∗

ξξ

= αk

κ
1

( k
2 )!(

k
2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ
k/2

χ
(i1)
i ···χ(

ik/2)
i

µ
k/2

χ
(ik/2+1)
i ···χ(ik)i

)

(
∂k/2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
x=X̄

∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k/2f(x)

∂x(k/2+1)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k/2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk

κ
1

(k−1)!

n∑
i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i(

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−1f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−1)

∣∣∣
x=ηχi

∂f(x)

∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk

κ
1

2!(k−2)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µk−2

χ
(i1)
i ···χ(ik−2)

i

)

(
∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−2)

∣∣∣
x=ηχi

∂2f(x)

∂x(ik−1)∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+αk

κ
1

3!(k−3)!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ3

χ
(i1)
i ···χ(i3)

i

µk−3

χ
(i4)
i ···χ(ik)i

)

(
∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
x=ηχi

∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂k−2f(x)

∂x(i1)···∂x(ik−3)

∣∣∣
x=ηχi

∂3f(x)

∂x(ik−2)···∂x(ik)

∣∣∣
T

x=ηχi

)

+ · · ·+

+αk

κ
1

( (k−2)
2 )!( (k+2)

2 )!

n∑
i1,··· ,ik=1

(
µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

− µ
(k−2)/2

χ
(i1)
i ···χ(

i(k−2)/2)
i

µ
(k−2)/2

χ
(i(k+2)/2)
i ···χ(ik)i

)

(
∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

+ ∂(k+2)/2f(x)

∂x(i1)···∂x(i(k−2)/2)

∣∣∣∣
x=ηχi

∂(k−2)/2f(x)

∂x(i(k+2)/2)···∂x(ik)

∣∣∣∣
T

x=ηχi

)
.

�

PROVA Análoga à do Lema A.1.7. �
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A.2.3 Conjunto de pontos simétricos

Da mesma forma que estudamos a simetria de uma variável aleatória, vamos estudar a

simetria de um conjunto de pontos. Comecemos pela definição:

Definição A.2.1 (Conjunto de pontos simétrico).Seja{Xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N , com

N ∈ N, um conjunto de amostras (Xi) e pesos (wi) da variável aleatóriaX ∈ ℜn, n ∈ N
∗,

o conjunto de pontos{Xi, wi} será simétrico em torno do pontoc ∈ ℜn se existir uma

seqüência de{Xj}, i = 0, 1, 2, . . . , N , em que{Xj} é uma seqüência formada pelos mesmo

pontos{Xi}, mas com índices permutados tal que,

se a quantidade de pontos for par,

Xi − c = −
(
Xi+N−1

2
− c
)
,

wi = wi+N−1
2

, ∀i = 0, . . . ,
N − 1

2
,

e se a quantidade de pontos for ímpar,

Xi −X0 = −
(
Xi+N

2
−X0

)
,

wi = wi+N
2

, ∀i = 1, . . . ,
N

2
, e c = X0. �

Lema A.2.8 (Momentos ímpares de conjunto simétrico).Seja{Xi, wi}, i = 0, 1, 2, . . . , N ,

comN ∈ N, um conjunto de amostras (Xi) e pesos (wi) da variável aleatóriaX ∈ ℜn, n ∈
N

∗, se{Xi, wi} for simétrico em torno de sua médiaηXi
, todos os seus momentos centrais

amostrais de ordem ímpar são iguais a zero. �

PROVA Suponha quex(j)
i seja oj-ésimo componente escalar deXi. Da definição 2.2.14:

µk

x
(j1)
i ,...,x

(jk)

i

,

N∑

i=0

wi

(
x
(j1)
i − η

(j1)
Xi

)
· · ·
(
x
(jk)
i − η

(jk)
Xi

)

Para um número par de pontos, podemos seguir o seguinte prosseguimento:

Como{χi} é simétrica,∃
{
χj

}
tal que �

PROVA

Xl − ηXi
= −

(
Xl+N+1

2
− ηXi

)
, ∀l = 0, . . . ,

N − 1

2
. (A.23)

Podemos, então, rearranjar os índices de (A.23) tal que9

9Claro que também teremos que rearranjar os índicesj∗, mas, se mantivermos a notação, não perderemos

em generalidade.
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µk

x
(j1)
i ,...,x

(jk)
i

=
N∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)
. �

PROVA Prosseguindo:

N∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

=

N−1
2∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

+

N∑

l=N+1
2

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

=

N−1
2∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

+ (−1)k
N∑

l=N+1
2

wl

[
−
(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)]
· · ·
[
−
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)]

=

N−1
2∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

+ (−1)k
N∑

l=N+1
2

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

=
(
1 + (−1)k

) N−1
2∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)
.

Parak ímpar,

(
1 + (−1)

k
) N−1

2∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)
= 0.

Para um número ímpar de pontos, podemos seguir o seguinte prosseguimento:

Como{χi} é simétrica,∃
{
χj

}
tal que

Xl −X0 = −
(
Xl+N

2
−X0

)
, ∀l = 1, . . . ,

N

2
, e c = X0. (A.24)

Podemos, então, rearranjar os índices de (A.24) tal que10

10Claro que também teremos que rearranjar os índicesj∗, mas, se mantivermos a notação, não perderemos

em generalidade.
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µk

x
(j1)
i ,...,x

(jk)
i

=
N∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l −X0

)
· · ·
(
x
(jk)
l −X0

)
.

Prosseguindo:

N∑

l=0

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

= w0 (X0 −X0) · · · (X0 −X0)

+

N
2∑

l=1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

+
N∑

l=N
2
+1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

=

N
2∑

l=1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

+ (−1)k
N∑

l=N
2
+1

wl

[
−
(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)]
· · ·
[
−
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)]

=

N
2∑

l=1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

+ (−1)k
N∑

l=N
2
+1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)

=
(
1 + (−1)k

) N
2∑

l=1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)
.

Parak ímpar,

(
1 + (−1)k

) N
2∑

l=1

wl

(
x
(j1)
l − η

(j1)
Xl

)
· · ·
(
x
(jk)
l − η

(jk)
Xl

)
= 0. �

Os dois próximos resultados são corolários da dos lemas A.2.1, A.2.2, A.2.4 e A.2.8.

Corolário A.2.3 (Média da transformação de pontos simétricos). Sejam{χi, wi}, i= 0,

1 , 2, . . ., N , comN ∈ N, um conjunto de amostras(χi) e pesos (wi), simétricos em torno

de sua média amostralηχi
e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define os pontos

γi tal que

γi , f (χi) ,

a média amostral deγi pode ser escrita da seguinte forma:
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sek for par,

ηγi

= f
(
ηχi

)
+ Ξ

{
Ψ2

χ,ηχi
f

2!

}
+ Ξ

{
Ψ4

χ,ηχi
f

4!

}
(A.25)

+ · · ·+ Ξ

{
Ψk

χ,ηχi
f

k!

}
(A.26)

= .f
(
ηχi

)
+

n∑

i1,,i2=1

µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.27)

+

n∑

i1,··· ,i4=1

µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i

∂4f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i4)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.28)

+ · · ·+
n∑

i1,··· ,ik=1

µk

χ
(i1)
i ···χ(ik)i

∂kf (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik)

∣∣∣∣
x=X̄

,

,sek for ímpar

ηγi

= f
(
ηχi

)
+ Ξ

{
Ψ2

χ,ηχi
f

2!

}
+ Ξ

{
Ψ4

χ,ηχi
f

4!

}
(A.29)

+ · · ·+ Ξ

{
Ψk−1

χ,ηχi
f

(k − 1)!

}
+ · · · (A.30)

f
(
ηχi

)
+

n∑

i1,,i2=1

µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

∂2f (x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.31)

+

n∑

i1,··· ,i4=1

µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i

∂4f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(i4)

∣∣∣∣
x=X̄

(A.32)

+ · · ·+
n∑

i1,··· ,ik−1=1

µk−1

χ
(i1)
i ···χ(ik−1)

i

∂k−1f (x)

∂x(i1) · · ·∂x(ik−1)

∣∣∣∣
x=X̄

+ · · · . �

Corolário A.2.4 (Covariância da transformação de pontos simétricos). Sejam{χi, wi}, i

= 0, 1, 2, . . . , N , comN ∈ N, um conjunto de amostras(χi) e pesos (wi), de média amostral

ηχi
e o mapeamentof : ℜn 7→ ℜm diferenciável que define os pontosγi tal que

γi , f (χi) ,

a matriz de covariância de{γi} pode ser escrita da seguinte forma

Σγγ = Θ̂2
Σγγ

+ Θ̂4
Σγγ

+ Θ̂6
Σγγ

+ · · ·+Θk
Σγγ

+ · · · .
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em quêΘ2
Σγγ

+Θ̂4
Σγγ

+· · · são os termos, respectivamente,Θ1
Σγγ

+Θ2
Σγγ

+Θ3
Σγγ

+Θ4
Σγγ

+

· · · para{χi} simétrica.

Θ̂2
Σγγ

=

n∑

i,j=1

µ2

χ
(i)
i ,χ

(j)
i

∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

(A.33)

=

n∑

i,j=1

(Σχχ)ij
∂f (x)

∂x(i)

∣∣∣∣
x=X̄

∂f (x)

∂x(j)

∣∣∣∣
T

x=X̄

(A.34)

= Θ1
Σγγ

.

Θ̂4
Σγγ

(A.35)

= 1
4

n∑
i1,··· ,i4=1

(
µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i

− µ2

χ
(i1)
i χ

(i2)
i

µ2

χ
(i4)
i χ

(i4)
i

)

∂2f(x)

∂x(i1)∂x(i2)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i3)∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

+
n∑

i1,··· ,i4=1

µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i(
∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂f(x)

∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

)
.

�

Θ̂6
Σγγ

=
n∑

i1,··· ,i6=1

µ6

χi···χ
(i6)
i

∂3f(x)

∂x(i1)···∂x(i3)

∣∣∣
x=X̄

∂3f(x)

∂x(i4)···∂x(i6)

∣∣∣
T

x=X̄

+
n∑

i1,··· ,i6=1

(
µ6

χi···χ
(i6)
i

− µ2

χ
(i5)
i χ

(i6)
i

µ4

χ
(i1)
i ···χ(i4)

i

)

(
∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
x=X̄

∂2f(x)

∂x(i5)∂x(i6)

∣∣∣
T

x=X̄
+ ∂2f(x)

∂x(i5)∂x(i6)

∣∣∣
x=X̄

∂4f(x)

∂x(i1)···∂x(i4)

∣∣∣
T

x=X̄

)
.

(A.36)
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B. ALGUNS RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAR

Este capítulo tem a função apenas de oferecer alguns resultados que se utilizam da Álge-

bra Linear que foram usados ao longo desta dissertação.

Lema B.0.9. Sejam as matrizesA ∈ ℜm×k eC ∈ ℜm×2k e o vetorx ∈ ℜn, tal que

C =
[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k x− A∗1 · · · x− A∗k

]
,

a seguinte equação é verdadeira:

rank {C} = rank {A} . �

PROVA Temos que

rank (C)

= rank
{[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k x− A∗1 · · · x− A∗k

]}
.

Agora, observe que, parai = 1, . . . k e j = 1, . . . k,

− (C)∗i + (C)∗j + (C)∗k+j

= −x− A∗i + x+ A∗j + x− A∗j

= x−A∗i

= (C)∗k+i .

Em outras palavras, qualquer coluna da segunda metade deC pode ser escrita como

uma combinação linear de outras colunas deC. Portanto,

rank
{[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k x− A∗1 · · · x− A∗k

]}

= rank
{[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k

]}

= rank {A} . �
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Lema B.0.10. Sejam as matrizesA ∈ ℜm×k eC ∈ ℜm×2k+1 e o vetorx ∈ ℜn, tal que

C =
[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k · · · x− A∗1 · · · x− A∗k x
]

a seguinte equação é verdadeira:

rank {C} = rank {A} . �

PROVA Temos que

rank (C)

= rank
{[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k · · · x− A∗1 · · · x− A∗k x
]}

.

Agora, observe que, parai = 1, . . . k e j = 1, . . . k,

− (C)∗i + (C)∗j + (C)∗k+j

= −x− A∗i + x+ A∗j + x−A∗j

= x−A∗i

= (C)∗k+i .

e

0.5 (C)∗j + 0.5 (C)∗j+k

= 0.5x+ 0.5A∗j + 0.5x− 0.5A∗j

= x

= (C)2k+1 .

Em outras palavras, qualquer coluna da segunda metade deC pode ser escrita como

uma combinaão linear de outras colunas deC. Portanto,

rank
{[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k · · · x− A∗1 · · · x−A∗k x
]}

= rank
{[

x+ A∗1 · · · x+ A∗k

]}

= rank {A} . �
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Lema B.0.11 (Decomposição em valores singulares).1.

Seja a matrizA ∈ ℜn×n positiva definida, existe uma matriz ortogonalU tal que

A = USSTUT ,

em queS = (sii = λi) é diagonal eλ2
1, . . . , λ

2
n são os autovalores deA. �

Definição B.0.2 (Matriz raiz quadrada). Seja a matrizA ∈ ℜn×n positiva definida e a

decomposição em valores singularesA = USSTUT de acordo com o Lema B.0.11, a matriz√
A será umamatriz raiz quadrada de Ase

√
A = USV T , �

em queV é uma matriz ortogonal.

Lema B.0.12. Seja a matrizA ∈ ℜn×n positiva definida e seja ainda
√
A uma matriz raiz

quadrada deA a seguinte relação é verdadeira:

√
A
√
A

T
= PXX . �

PROVA ComoA é positiva definida, podemos utilizar a decomposição em valores singu-

laresA = USSTUT de acordo do Lema B.0.11. Agora, utilizando a definição de matriz

raiz quadrada B.0.2 no lema em questão, teremos:

√
A
√
A

T
=
(
USV T

) (
USV T

)T
= USV TV STUT = USSTUT = PXX . �

Lema B.0.13. Sejam(A)∗i a i-ésima coluna da matrizA e
√
A ∈ ℜn×numa matriz raiz

quadrada da matriz quadradaA ∈ ℜn×n, a seguinte equação é verdadeira:

n∑

i=1

(√
A
)

∗i

((√
A
)

∗i

)T
= A �

1Modificada de [162], página77, equação(3.71)
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PROVA DefinaP =
√
A epij o elemento dai-ésima linha ej-ésima coluna deP . Então,

temos que

∑

i

(√
A
)

i

(√
A
)T
i

=
∑

i

(P )∗i ((P )∗i)
T

=




p11
...

pn1



(

p11 · · · pn1

)
+ · · ·+




p1n
...

pnn



(

p1n · · · pnn

)

=




p211 p11p21 · · · p11pn1

p11a21 p221 · · · ...
...

...
. . .

...

p11an1 · · · · · · p2n1




+ · · ·+




p21n p1np2n · · · p1npnn

p1np2n p22n · · · ...
...

...
. . .

...

p1npnn · · · · · · p2nn




=




∑
i

p21i
∑
i

p1ip2i · · ·
∑
i

p1ipni

∑
i

p1ip2i
∑
i

p22i · · · ...

...
...

. . .
...∑

i

p1ipni · · · · · ·
∑
i

p2ni




=




p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · ...
...

...
. . .

...

pn1 · · · · · · pnn







p11 p21 · · · pn1

p12 p22 · · · ...
...

...
. ..

...

p1n · · · · · · pnn




= PP T =
√
A
√
A

T
= A. �

Lema B.0.14. Sejam as matrizesA ∈ ℜn×p,B ∈ ℜp×m,C ∈ ℜm×q, as seguintes afirmações

são verdadeiras:

1.

(AB)∗j = AB∗j .

2.

(AB)i∗ = Ai∗B.

3.

(ABC)ij = (A)i∗B (C)∗j �
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PROVA

(AB)∗j =
([

AB∗1 AB∗2 · · · AB∗j AB∗m

])

∗j

= AB∗j .

(AB)i∗ =







A1∗B
...

Ai∗B
...

An∗B







i∗

= Ai∗B·

(ABC)ij =
(
(ABC)∗j

)

i∗

=
(
AB (C)∗j

)
i∗

= (A)i∗B (C)∗j . �

Lema B.0.15. Sejam as matrizesA ∈ ℜn×n, B ∈ ℜn×p, C ∈ ℜq×p, D ∈ ℜq×p as seguintes

igualdades são verdadeiras:

1. SejaA invertível,
[

A B

C D

]
=

[
A 0

C I

][
I A−1B

0 D − CA−1B

]
;

2. SejaD invertível,
[

A B

C D

]
=

[
I B

0 D

][
A− BD−1C 0

D−1C I

]
. �

PROVA Trivial. �

Lema B.0.16. Sejam as matrizesT ∈ n×m eQ ∈ m×n, a seguinte equação é verdadeira:

det (Im −QT ) = det (In − TQ) . �
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PROVA Tome a seguinte matriz: [
In T

Q Im.

]
(B.1)

Aplicando a primeira afirmativa do Lema B.0.15 em (B.1), temos que

det

([
In T

Q Im

])
= det

([
In 0

Q I

][
I T

0 Im −QT

])

= det

([
In 0

Q I

])
det

([
I T

0 Im −QT

])

= det (I) det (Im −QT )

= det (Im −QT ) .

Agora, aplicando a segunda afirmação do Lema B.0.15 em (B.1),temos que

det

([
In T

Q Im.

])
= det

([
I T

0 D

][
In − TD−1Q 0

D−1Q I

])

= det

([
I T

0 Im

])
det

([
In − TQ 0

Q I

])

= det (Im) det (In − TQ)

= det (In − TQ) . �

Lema B.0.17 ([103], pág. 123).Seja a matrizP =

[
A B

C D

]
, invertível comA e D in-

vertíveis, as seguintes identidades são verdadeiras:

[
A B

C D

]−1

=

[
A−1 + A−1B (D − CA−1B)

−1
CA−1 −A−1B (D − CA−1B)

−1

− (D − CA−1B)
−1

CA−1 (D − CA−1B)
−1

]
;

[
A B

C D

]−1

=

[
(A−BD−1C)

−1 − (A− BD−1C)
−1

BD−1

−D−1C (A− BD−1C)
−1

D−1 +D−1C (A− BD−1C)
−1

BD−1

]
.

�

Lema B.0.18. Sejam as matrizesG ∈ ℜn×m e K ∈ ℜm×n, a seguinte identidade é ver-

dadeira:

∴ G (I −KG)−1 = (I −GK)−1G. �
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PROVA Das matrizes bloco da primeira linha e da segunda coluna das duas equações do

Lema B.0.17, podemos fazer

[
I G

K I

]−1

=

[
(I −GK)−1 −G (I −KG)−1

−K (I −GK)−1 (I −KG)−1

]

=

[
(I −GK)−1 − (I −GK)−1G

−C (I −GK)−1 (I −KG)−1

]
.

∴ G (I −KG)−1 = (I −GK)−1G. �
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