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Resumo

Na genomica comparativa solucoes algoritmicas eficientes para o problema da dis-
tancia de rearranjo de genomas sao uma ferramenta importante para o desenvolvimento
de software que permite estabelecer relacionamento evolutivo entre organismos, por
exemplo para a construcao de arvores filogenéticas de organismos. Existem diversas
operacoes sobre palavras que modelam mutagoes ocorridas nos genes dos seres vivos
(e.g. reversoes, transposigoes, troca de blocos, etc.). Restritos a operagao de reversao
o problema de rearranjo de genomas é N P-dificil. Sendo assim, é plausivel considerar
algoritmos de aproximagcao. O algoritmo conhecido que melhor aproxima a solucao do
problema de rearranjo via reversoes tem raio de 1.375. No seu artigo seminal, Bafna
e Pevzner apresentam solugoes O(n?) de raios de aproximacgio 1.5 para permutagoes
com sinal e E para permutacoes sem sinal.

Neste trabalho propoe-se um uso cuidadoso e discriminado entre as representacoes
combinatéria (palavras e grafos de pontos de quebra) e algébrica (ciclos de permu-
tagoes) das permutagdes, que contribuirdo para analisar com precisao e de maneira
adequada diversas caracteristicas do problema da distancia de reversao e das solucoes

apresentadas por Bafna e Pevzner.

Palavras-chave: Rearranjo de genomas, reversoes, permutacoes, grafo de pontos de

quebra.



Abstract

Efficient algorithmic solutions to the problem of genome rearrangements in compar-
ative genomics are an important tool for the development of software allowing one to
estabilish the evolution link between organisms, for instance the construction of phylo-
genetic trees. There are several string operations modelling mutations occurring inside
genes (e.g. reversals, transpositions and block interchange, etc.). When restricted to
the reversal operation, the problem of genome rearrangement is NP-hard. Thus, poly-
nomially bounded approximated algorithms are considered to be admissible solutions.
The best known approximated algorithm to solve the rearrangement problem through
reversals has approximation ratio of 1.375. In their seminal paper, Bafna and Pevzner
presented O(n?) solutions of ratio 1.5 for signed permutations and I for unsigned per-
mutations.

This work proposes a careful discrimination between the combinatory (strings and
breakpoint graphs) and the algebraic (cycles of permutations) representations of per-
mutations to analyse precisely, and in an adequate way, many of the problem charac-

teristics and solutions presented by Bafna and Pevzner.

Keywords: Genome rearrangement, reversals, permutations, breakpoint graphs.
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Introducao

Evolugao biolégica diz respeito as modificacoes ocorridas nos organismos através
dos tempos. Essas mudancas sao evolutivas se passadas de geracao a geracao, via
material genético.

Teorias evolucionistas surgiram combatendo as idéias criacionistas e fixistas, que
propunham que os seres eram criacoes divinas e que a cadeia formada pelos seres vivos
era estatica desde a criacao.

Um dos pioneiros na tentativa de explicar cientificamente o processo pelo qual ocorre
a evolugao foi Jean-Baptiste Lamarck[11]. Lamarck propos que os organismos vao de-
senvolvendo caracteristicas de acordo com suas necessidades e que determinados érgaos
podem se atrofiar caso nao sejam necessarios. Esta ficou conhecida como primeira lei
de Lamarck ou lei do uso e desuso. A segunda lei de Lamarck sugere que caracteristi-
cas adquiridas pelo uso sao transmitidas de geracao a geragao. Esta é conhecida como
lei da heranga dos caracteres adquiridos. O bidlogo alemao Weissman[11] refutou as
leis de Lamarck, realizando um experimento que consistia em cortar caudas de ratos
durante varias geracoes. Weissman notou que os filhotes continuavam a nascer com
caudas; assim, verificou que a auséncia de caudas, adquirida por esses ratos, nao foi
uma caracteristica transmitida a outras geracoes.

O cientista britanico Charles Darwin ficou conhecido por propor uma teoria de
como se dd a evolugao por meio de selegao natural[11]. O conceito basico de selegao
natural é que caracteristicas favoraveis que sao hereditarias tornam-se mais comuns em

geracoes futuras de uma populacao de organismos, e que caracteristicas desfavoraveis
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que sao hereditarias tornam-se menos comuns. Em seu livro, A origem das espécies”,
Darwin preconizou a idéia de evolucao a partir de um ancestral comum, por meio de
selecao natural.

A fusdo da teoria de evolugao das espécies por meio de selecao natural de Charles
Darwin, da genética como base para a heranca biolégica de Gregor Mendel e a genética
populacional deu origem ao Neo-Darwinismo ou sintese moderna. Essencialmente, a
sintese moderna introduziu a conexao entre duas importantes descobertas: as unidades
de evolucao(genes) com o mecanismo de evolugao(selegdo natural). Pela sintese mo-
derna, a variacao genética em populacoes surge por meio de mutagoes e recombinacao
genética. A evolucao consiste das modificagoes na frequéncia dos alelos entre uma e

2 ¢ selecao natural. Assim, a

outra geracao, por meio de deriva genética!, fluxo génico
formacao de espécies ocorre de maneira gradual quando populagoes sao isoladas repro-
dutivamente, por exemplo, por barreiras geograficas.

Projetos de sequenciamento de genomas geraram uma grande quantidade de in-
formacao sobre o DNA de diversos organismos. Isto auxilia em pesquisas no sentido
de mapear e comparar genomas. A Matematica e a Computacao aparecem, entao,
como ferramentas para o desenvolvimento e automatizacao de processos que auxiliem
no armazenamento e analise dos dados obtidos.

Recentemente, softwares sao desenvolvidos com o intuito de construir arvores filo-
genéticas, a partir de métodos de rearranjos de genomas, entre organismos. GRAPPA,
MGR, e MGRA sao exemplos desses softwares [1]. O GRAPPA, criado em 2001 por
Moret et al. foi desenvolvido para analisar rearranjos a partir da analise de distancia
de pontos de quebra, inicialmente feita por Sankoff e Blanchette. Em 2002, Bourque e
Pevzner usaram a distancia genomica para desenvolver o MGR. O MGRA foi um algo-
ritmo desenvolvido para a reconstrucao de arvores filogenéticas e auxilia no estudo da
historia de rearranjo de genomas de sete mamiferos: humanos, chimpanzés, macacos,
camundongos, ratos, cachorros e gambdas. A arvore filogenética abaixo, adaptada de
[1], foi obtida a partir desse algoritmo.

Os métodos utilizados para se efetuar a comparacao entre genomas levam em con-
sideracao eventos que sao possiveis na natureza e que constituem fatores relevantes no
processo evolutivo. Essa comparacao leva em conta ainda a lei da Parcimonia, que
supoe que o processo evolutivo é econdomico, o que significaria dizer que o caminho

aparentemente mais simples que pode ter sido tomado durante a evolucao de qualquer

!Deriva genética corresponde & variacao do fundo genético das populacdes como consequéncia do
acaso. Um pequeno nimero de individuos, chamados fundadores, ao deslocarem-se para outro habitat
podem transportar apenas uma parte do fundo genético da populacao inicial. Assim, certos genes

podem ser fixados ou eliminados de uma populagao por simples acaso, e nao por selecgao natural.
2Fluxo génico é a transferéncia de genes de uma geracio para outra.
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Figura 1: Arvore filogenética, construida a partir do software MGRA, dos mamiferos:

rato(R), camundongo(Ca), gambé(G), cachorro(Cr), macaco(M), humano(H), chim-
panzé(Ch). Note que a ramificagdo correspondente ao gamba é dibia; as ramifi-
cagoes representadas por linhas pontilhadas apresentam possiveis variagoes do ances-

tral(Figura extraida de [1], pdg.948)

grupo corresponde ao processo real.

Sendo assim, é plausivel determinar o menor niimero de eventos mutacionais neces-
sarios para se transformar um genoma em outro.

E é isso que motiva o problema de rearranjo: dados dois genomas, ou parte de geno-
mas, vistos como uma lista ordenada de genes e um conjunto de possiveis operacoes,
o problema de rearranjo consiste em encontrar o nimero minimo dessas operagoes que
transformam um genoma em outro.

A fim de se obter um modelo matematico para o problema, atribuimos aos genes,
que ocorrem nNos Cromossomos que serao comparados, numeros inteiros. Quando a

orientacao desses genes®

é conhecida os numeros recebem sinais; o sinal (+) indica
que esses fragmentos possuem a mesma orientac¢ao, enquanto o sinal (-) indica que os

genes possuem orientagoes contrarias. Assim, o problema de rearranjo é equivalente

30rientacdo de um gene diz respeito & fita da dupla hélice onde o gene estd localizado. Sendo
assim, genes ocorrendo na mesma fita tém mesma orientagao (4) e genes ocorrendo em fitas diferentes

tém orientagodes contrarias.
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ao seguinte: dadas duas sequéncias numéricas e uma operagao, determine o nimero
minimo de eventos necesséarios para se transformar uma sequéncia em outra.

Existem varias operacoes que sao admitidas nesse processo. Dentre elas estao, rever-
soes, transposigoes, transreversoes e troca de blocos que atuam no mesmo cromossomo.

Informagoes relevantes sobre a complexidade do problema de rearranjo, bem como
algoritmos que fornecem raios de aproximacao para a sua resolucao ja estao presentes
na literatura [2, 10, 5, 8, 17, 16].

Reversoes atuam nas sequéncias revertendo parte de seus fragmentos. Quando essas
sequéncias possuem sinal, o sinal dos elementos do bloco invertido também é trocado.
Caprara [7] mostrou que o problema de reversao sem sinais é NP-dificil. Kececioglu
e Sankoff [15] desenvolveram um algoritmo que possui um raio de aproximacao de 2.
Bafna e Pevzner [4] melhoraram essa aproximagao para Z. Um algoritmo proposto por
Berman et al. [5] reduziu esse fator para 1.375. Para sequéncias com sinal Bader [2]
propos um algoritmo exato que resolve o problema de reversoes com sinal em tempo
linear.

Outra importante operagao é a transposicao. Ela atua cortando parte da sequéncia
de genes e colando-a em outra parte do cromossomo. A complexidade de ordenagao
por transposigoes ainda é um problema em aberto. O algoritmo de melhor desempenho
para esse problema foi dado por Elias e Hartman [10] que fornece uma aproximagao de
1.375 em tempo subquadratico.

Para a troca de blocos, que consiste em destacar dois fragmentos de um mesmo
cromossomo e trocar suas posigoes, Christie [8], além de introduzir essa operagao,
mostrou que o problema pode ser resolvido em tempo subquadratico .

Pode-se ainda mesclar essas operacoes. Para transposicoes com reversoes, por exem-
plo, que destaca dois fragmentos de um mesmo cromossomo, troca-os de posicao e in-
verte sua ordem, Mira e Meidanis [17] e Lin et al. [16], encontraram um algoritmo
exato que resolve o problema em tempo subquadratico.

A tabela abaixo, adaptada de [18] resume as complexidades e algoritmos conhecidos

para solucionar o problema de rearranjo.

Neste trabalho, estaremos interessados na solucao do problema de rearranjo via
reversoes.

Os resultados principais, que estao presentes nesse texto, encontram-se em [4]. Em
[4] propoe-se abordagens aproximadas para resolver o problema de rearranjo restrito a
reversoes de raio no minimo g para reversoes sem sinal.

Como ja dissemos, existem resultados que sao mais satisfatérios quanto ao raio
de aproximacao dos algoritmos propostos. Porém, nossa maior preocupagao foi em
caracterizar reversoes e usar essa caracterizagao de maneira cuidadosa ao longo do

texto, do ponto de vista algébrico.
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Tabela 1: Operagoes e complexidades para o problema de rearranjo de genomas

Operacao de rearranjo Complexidade Tipo do algoritmo
Reversao sem sinais NP-dificil Aproximacao de 1.375
Reversao com sinais O(n) Exato

Transposicao Nao conhecido | Aproximagao de 1.375
Reversao com sinais + Transposi¢ao | Nao conhecido Aproximacao de 2
Troca de blocos O(n?) Exato
Troca de blocos + Reversao O(n?) Exato

Neste trabalho sao apresentados, em detalhe, os métodos propostos em [4], man-
tendo uma disciplina de separacao entre as representacoes das permutacoes como ciclos,
que sao as usuais algebricamente, e palavras, que se mostram adequadas do ponto de
vista biolégico, mas nao sao sempre a melhor escolha no desenvolvimento das provas.

No primeiro capitulo, fazemos um esbo¢o do problema bioldgico molecular da dis-
tancia de reversao, contextualizando-o, e propomos uma discriminacao das represen-
tagoes de permutacoes como ciclos e palavras. Essa diferenciacao proposta, importante
para tornar mais claras e precisas as demonstracoes dos resultados, é o ponto de maior
relevancia no trabalho. No artigo, Genome Rearrangement and Sorting by Reversals [3]
nao fica clara a diferenga entre permutacoes como ciclos e palavras, que sao os objetos
utilizados para se caracterizar os genes matematicamente.

No segundo capitulo, define-se grafo de pontos de quebra proposto por Bafna e
Pevzner [3], uma ferramenta importante que sera utilizada em grande parte das provas
dos resultados. Discute-se ainda sobre permutacoes de Gollan, que sao as permutacoes
que requerem o maior nimero de reversoes para serem ordenadas, e apresenta-se resul-
tados sobre o valor esperado da distancia de reversao.

No terceiro capitulo, sao apresentados algoritmos que fornecem um raio aproximado
para a resolucao do problema de distancia por reversoes. Inicialmente, considera-se
permutacoes com sinais e propoe-se um algoritmo com raio de aproximacao de % para
ordenar essas permutagoes. Em seguida, usa-se esse algoritmo para obter outros que
ordenam permutacoes sem sinais com raio de no minimo %.

O dltimo capitulo é destinado a listar algumas situagoes em que se detecta in-
consisténcia no uso indiscriminado das duas representagao (ciclos e palavras) em [3].
Destaca-se também pontos em que existem ganhos com o uso da representacao de per-
mutacoes como ciclos ou palavras, de acordo com o que for mais conveniente. Por fim,

sugerimos trabalhos futuros.



CAPITULO 1

Fundamentos

1.1 Problema biolégico molecular

Em todo ser vivo dois tipos de moléculas presentes nas células sao essenciais. Estas
sao proteinas e acidos nucleicos [14].

Proteinas sao compostos organicos de alto peso molecular, formadas pelo encadea-
mento de aminodcidos. Representam cerca de 50 a 80% do peso seco da célula sendo,
portanto, o composto organico mais abundante de matéria viva.

As proteinas podem ser agrupadas em varias categorias de acordo com a sua funcao.
De uma maneira geral, elas desempenham nos seres vivos fungoes estrutural, enzima-
tica, hormonal, de defesa, nutritivo, coagulacao sanguinea e transporte.

Como ja dissemos, ao lado das proteinas, os acidos nucleicos formam um importante
tipo de molécula no organismo. Estes sao responsaveis por codificar e armazenar a
informacao hereditaria. Logo, permitem a transmissao dessas informacoes de uma
geracao a outra.

Assim como as proteinas, os acidos nucleicos consistem de uma cadeia formada por
entidades menores: os nucleotideos. Um nucleotideo é dado por um acticar, um fosfato
e uma base.

As bases distinguem os aspectos dos nucleotideos. Consequentemente, podemos
escrever um acico nucleico como uma sequéncia de bases ao longo de uma cadeia de

polinucleotideos.
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Basicamente, existem dois tipos de acidos nucleicos. Estes sao os acido desoxirri-
bonucleico (DNA) e 4cido ribonucleico (RNA). Os prefixos desoxirribo e ribo referem-se
aos acucares desoxirribose e ribose presentes no DNA e no RNA, respectivamente.

No DNA estao contidas as bases adenina (A), citosina (C), guanina (G) e timina
(T). No RNA a timina é substituida pela base uracila (U).

Uma molécula de DNA consiste basicamente de uma fita dupla de cadeias de nu-
cleotideos. Essas duas longas fitas se entrelacam formando uma dupla hélice. Bases ao
longo dessas duas faixas ligar-se-2o aos pares a um atomo de hidrogénio. Relacionam-
se aos pares, adenina e timina , citosina e guanina. Esses pares de bases sao ditos
complementares. Sendo esses pares complementares, a sequéncia de bases de uma fita
pode ser deduzida diretamente da sequéncia de bases da outra fita.

Em organismos vivos, existem dois tipos de células: células procariontes e eucari-
ontes. Nas células eucariontes o DNA esta encapsulado no nicleo, enquanto que nas
procariontes este encontra-se disperso no citoplasma. Organismos multicelulares, como
animais e plantas, sao eucariontes; seres unicelulares, como por exemplo bactérias, sao,
em geral, procariontes.

A sequéncia de aminodacidos de proteinas é codificada a partir de informacoes codifi-
cadas no DNA. Um segmento de DNA que leva a produgao de uma cadeia polipeptidica
e inclui regioes que antecedem e que seguem a regiao codificadora ¢ dito um gene. Uma
molécula de DNA contendo varios genes é chamada cromossomo. A colecao de infor-
macao genética em uma célula é dita seu genoma.

Em células eucariontes o DNA nao é capaz de deixar o nicleo. Assim, a sintese de
proteinas no citoplasma ocorre com a ajuda de certas moléculas chamadas ribossomos
formadas a partir de RNA.

O processo de transformar informagao genética codificada em uma sequéncia de
nucleotideos em uma sequéncia de aminoacidos é feito em, basicamente, duas etapas:
transcricao e traducao.

A transcricao ocorre no interior do niucleo das células e consiste na sintese de uma
molécula de mRNA (RNA Mensageiro) a partir da leitura da informagao contida numa
molécula de DNA. Este processo inicia-se pela ligacdo de um complexo enzimético a
molécula de DNA, o RNA-polimerase. Esta enzima desfaz a dupla hélice, destruindo as
ligacoes de hidrogénio que ligam as bases complementares das duas cadeias, afastando-
as. O RNA-polimerase, inicia a sintese de uma molécula de mRNA de acordo com a
complementaridade das bases nitrogenadas. Por exemplo, se na cadeia do DNA o nu-
cleotideo for a adenina(A), o RNA - polimerase liga o mRNA ao nucleotideo uracila(U).
Quando a leitura termina, a molécula mRNA separa-se da cadeia do DNA, e esta
restabelece as ligacoes de hidrogénio reconstituindo a dupla hélice. Mas nem todas as
sequéncias da molécula do DNA codificam aminoacidos. O RNA sintetizado sofre uma

maturacao antes de abandonar o nicleo. Algumas porgoes do RNA transcrito, vao
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ser removidas(introns), e as porgdes nao removidas(éxons), ligam-se entre si, formando
assim um mRNA maturado. O RNA que sofre este processo de exclusao de porgoes, é
designado de RNA pré-mensageiro. No final do processo, o mRNA é constituido apenas
pelas sequéncias que codificam os aminoacidos de uma proteina, podendo assim migrar
para o citoplasma e passar a informacao do DNA para os ribossomos.

Nos ribossomos, a informacao armazenada no mRNA é transformada em uma se-
quéncia de aminoacidos. Este processo é chamado de traducao. Neste ponto, uma
tripla de bases nitrogenadas ao longo do mRNA, chamada cédon, codifica um deter-
minado aminoacido. Os diferentes cédons determinam o tipo, o nimero e a posigao
dos aminodacidos na cadeia polipeptidica. Outro tipo de RNA, o RNA transportador
(tRNA), desloca-se para o citoplasma, onde se liga a aminoécidos, levando-os aos pon-
tos de sintese protéica. Numa determinada regiao, a molécula de tRNA apresenta
uma tripla especial de nucleotideos, o anticodon, que é complementar a um cédon do
mRNA. Observa-se que existem 43 = 64 diferentes cédons, mas apenas 20 diferentes
aminoacidos sao usados na sintese de proteinas. Entao, alguns aminoacidos sao codifi-
cados por varios cédons. Dentre os codons possiveis, trés nao especificam aminoacidos,
e referem-se a sinais de terminacao da sintese de um cadeia de aminoacidos. Esses
codons sao chamados de cédons de parada (stop codons). Um tRNA com seu antico-
don correspondente liga-se ao mRNA, e libera seu aminoacido. A medida que estes se
juntam, uma cadeia de aminodcidos é construida. A sintese da proteina é encerrada
quando os ribossomos encontram um cédon de parada no mRNA.

Diferentes argumentos podem ser usados para justificar a evolucao das espécies.
Dentre eles citamos anatomia comparada, argumentos embriolégicos, bioquimicos, ané-
lise de proteinas e comparacao entre moléculas de DNA.

A anatomia comparada consiste em analisar diferentes espécies e observar se estas
apresentam estruturas semelhantes ou membros que possuem a mesma funcao. Ca-
racteristicas semelhantes apoiam idéias evolucionistas e indicam uma possivel origem
comum entre espécies.

O cientista alemao Ernest Haeckel, ao comparar os embrioes das diferentes espé-
cies, pode observar que, num estado muito prematuro, os embrioes sao extremamente
semelhantes. A medida que estes vao se desenvolvendo, vao perdendo a sua seme-
lhanca com os embrides de outras espécies, sendo mais diferentes quanto menor for
o seu grau de parentesco. Estas observagoes levaram Haeckel [11] a concluir que o
embriao de determinada espécie passa por todos os estados adultos dos seus antepas-
sados. Se considerarmos que a ontogenia ¢é a histéria do desenvovimento embrionario
até ao estado adulto de um individuo, e a filogenia é a histéria evolutiva de determi-
nada espécie, poderiamos afirmar que Haeckel considerou que a ontogenia recapitula a
filogenia. Esta é a chamada lei da recapitulacao. Mais tarde, esta lei foi reescrita por

von Baer [11], o qual lhe acrescentou que o embrido passava por todos os estados em-
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brionarios dos seus antepassados, e nao pelos estados adultos, como Haeckel afirmou.
Esta lei passou a chamar-se lei biogenética. Deste modo, argumentos embriolégicos
nos permitem estabelecer um certo grau de parentesco entre duas espécies. Quanto
mais afastados filogeneticamente estiverem dois individuos mais curtas sao as fases
ontogénicas comuns. Assim, os seres mais aparentados apresentam fases ontogénicas
semelhantes mais longas.

Ao analisar os componentes quimicos das varias espécies podemos notar que quanto
mais semelhante for a sua constituicao quimica, maior o grau de relacionamento evolu-
tivo que pode ser estabelecido. Pode-se considerar como argumento bioquimico: o fato
de todos os seres vivos serem constituidos principalmente pelas biomoléculas: lipideos,
glicideos, acidos nucleicos, dentre outras; a existéncia de DNA e RNA e sua inter-
vencao na sintese proteica; a universalidade do codigo genético, o qual é constituido,
para quase todos os seres, por cinco bases, cujas combinacoes podem dar origem a
diferentes proteinas; o fato de existirem 20 aminoacidos nos seres vivos.

Como ja vimos, as diferentes proteinas sao agrupamentos de aminodacidos arranjados
com uma determinada ordem, a qual estd definida no DNA. Assim, uma proteina que
tenha determinada ordem de aminodacidos sera diferente de uma outra que possua uma
outra ordem. Frequentemente encontram-se em diferentes espécies proteinas de mesma
estrutura, mas com alguns aminodacidos diferentes. Isto ocorre devido a mutagoes que o
DNA sofreu, as quais sao lidas pelo RNA, sendo este quem vai transmitir a informacao
para que a proteina seja sintetizada. Deste modo, e uma vez que cada trés bases do
DNA vao dar origem a um aminodcido, uma alteracao de uma dessas bases, ou de mais,
podera dar origem a um novo aminoacido. Isto leva a crer que as proteinas tiveram
origem num ancestral, e que se foram alterando, depedendo da evolugao sofrida pelos
individuos. A partir disto pode-se afirmar que quanto maior for a semelhanca entre as
proteinas de individuos de diferentes espécies, maior é também o grau de parentesco.

Ao longo dos tempos, o DNA vai sofrendo alteragdes a nivel de suas bases. Ja
vimos que a dupla cadeia de DNA estd ligada através de pontes de hidrogénio, que
se estabelecem entre as bases de nucleotideos. Estas ligacoes apenas acontecem entre
bases complementares. Deste modo, se ocorre uma mutagao numa das cadeias, a ponte
de hidrogeénio entre o nucleotideo mutado e o da outra cadeia nao vai se estabelecer. E
através da andlise da quantidade de DNA que nao se emparelha que se pode calcular
a diferenca existente entre dois DNAs.

Um método biolégico molecular que determina o grau de semelhanca genética entre
combinacoes de sequéncias de DNA é a hibridizacao DNA-DNA. Esta técnica geral-
mente é usada para determinar a distancia genética entre duas espécies.

Como medidas para comparar sequéncias de DNA usamos o nimero de mutagoes
locais necessarias para se transformar uma sequéncia em outra. Dentre as mutacoes

locais estao delecao, insercao e substituicao de um nucleotideo por outro.
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Na natureza também ocorrem outros tipos de mutagoes em porcoes maiores do
DNA, tais como cortar parte de um cromossomo e colocd-la na sequéncia em uma
outra posicao ou reverter parte da sequéncia do DNA. Podemos assumir que mutacoes
desse tipo apenas mudam a ordem dos genes no DNA sem altera-los ou destrui-los. A
esse tipo de mutacoes damos o nome de rearranjo de genomas.

Podemos usar o nimero de tais rearranjos de genomas como medida da distancia
entre dois genomas.

Para determinadas espécies, a sequéncia de DNA codificada por genes simples geral-
mente sao quase idénticas. Logo, uma comparacao das sequéncias de genes nao ira aju-
dar muito a detectar as diferencas no DNA desses organismo. Por outro lado, a ordem
dos genes geralmente varia. E isso constitui um fator relevante para examinarmos a
diferenga entre dois organismos [6].

Diferentes tipos de transformagoes podem alterar a ordem dos genes. Dentre elas
podemos citar reversoes, transposicoes, troca de blocos, translocacoes, fusao e fissao.

Dada uma sequéncia de genes, uma reversao inverte parte dessa sequéncia. Uma
transposicao corta parte dessa sequéncia de genes e cola em outra parte do cromossomo.
Uma troca de blocos destaca dois fragmentos de um mesmo cromossomo e os troca.
Na fissao ocorre um corte entre dois genes de um cromosssomo formando, assim, dois
novos cromossomos. Essas operagoes sao aplicadas em um mesmo cromossomo. A esse

tipo de transformacao damos o nome de transformagcoes intracromossomais.

@ 143256— = 12345

) 341256——= 12345

© 1[4%3p6— = 12345

d 431256——= 12345

Figura 1.1: A figura mostra como agem as operagoes de reversao(a), transposi¢ao(b) ,

troca de blocos(c), transposigao + reversao(d) e troca de blocos + reversao(e)

A translocacao permuta blocos de dois cromossomos em suas extremidades. A fusao
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une dois diferentes cromossomos transformando-os em um.

Translocacao e fusao ja sao ditas operacoes intercromossomais. Isto porque elas
atuam em cromossomos distintos.

Duas ou mais operacoes podem ocorrer conjuntamente.

De uma maneira geral, o problema de rearranjo de genomas consiste em encontrar
um numero minimo de operagdes (reversao, transposigao, troca de blocos, etc) para se
transformar um genoma em outro. Neste trabalho, o foco é a operagao de reversao.

Em um caso especial, por exemplo, em genomas mitocondriais, reversoes ocorrem
essencialmente como unica forma de rearranjo de genomas. Neste caso, para determi-
narmos a distancia entre dois genomas tentamos encontrar o minimo de reversoes que
transformam um em outro.

Primeiramente, tratamos o caso em que cada genoma consiste exatamente de um
cromossomo. Vamos assumir adicionalmente que nao existem multiplas ocorréncias do
mesmo gene dentro de um genoma. Podemos entao descrever a ordem dos genes como
uma sequeéncia numérica onde cada elemento da sequéncia identifica-se com um gene
particular. Assim, ao compararmos dois organismos, o mesmo elemento da sequéncia
¢ atribuido a genes homologos nesses seres.

Uma reversao de um fragmento de genes desses organismos corresponde a reversao
de uma parte da sequéncia numérica associada. Logo, podemos formalizar o problema
da distancia de reversao como o problema de encontrar o nimero minimo de reversoes
que transformam uma sequéncia na outra.

Caso conhecamos a orientacao dos genes podemos modelar o problema levando em
conta essa orientagao. Relacionamos um elemento negativo na sequéncia numérica se
o gene ¢ lido da direita para a esquerda e um elemento positivo caso contrario. Veja
por exemplo, na Figura 1.2 uma distancia de reversao computada sobre permutacoes
com sinais.

i . i . B. oleracea (repolho)
1 5 +4 3 +2

+1 5 +4 3 =2

+1 5 4 3 2

L

+1  +2 +3 +4 +5

B. campestris (nabo)

Figura 1.2: Distancia de reversao com sinais (Exemplo tomado de [6], pag. 240)
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1.2 Representacao de permutacoes como palavras e ciclos

Sejam X um conjunto nao vazio e Sy = { o : X — X bijetiva }. Sy munido da
operacao composicao de fungoes é um grupo. Esse é dito o grupo das permutacoes do
conjunto X. Se X = {1,2,...,n} o grupo é denominado simétrico e denotado por S,.

Uma permutagao o € S, é chamada de r-ciclo se existem elementos distintos
ap, as, ...,a, € {1,2,...,n} tais que a(ay) = as, a(az) = as, ...,a(a,—1) = a,,a(a,) = ay
ea(j)=7,Vie{l,2,...,n}\ {ai,...,a,}; tal r-ciclo serd denotado por (ajas...a,). O
nimero r é chamado o comprimento do ciclo.

Um dos maiores cuidados que tivemos no trabalho foi preservar a diferenca entre a
nocao de palavra e permutacao, que sao os objetos que representam os genes e mutacoes
de um organismo na abordagem algébrica.

No artigo Genome Rearrangements and Sorting by Reversals, escrito por Bafna e
Pevzner, essa diferenca nao fica bem clara. Isso gerava grande dificuldade na leitura e
compreensao do que é apresentado no texto.

A fim de facilitar essa leitura e dar um maior rigor matematico a formalizacao do
problema, propomos a unificacao da notacao dos objetos estudados.

Consideremos a ordem dos genes em um organismo representada por uma palavra
T=mmy ... T, €{1,2,....,n}, 1 <i,j<nem#m,Vi#j.

Definigao 1.1 (Permutagoes associadas a palavras). Consideremos a palavra
T = Ty ... T,. Dizemos que 7(j) := m;. A permutacio em S, associada & palavra

7 mapeia m; em j, para todo 1 < j <mn.
Exemplo 1.1. A palavra 2 34 5 1 6 associamos a permutacao (2154 3) € Sg

Definigao 1.2 (Palavras associadas a permutagoes). Seja o € S,,.

(a) associa-se a ¢ uma palavra de simbolos pertencentes ao conjunto {1,2,..n},

denotada por oy, , de forma que og,.(i) = j, onde o(j) = i;

(b) dada uma palavra 7y, e uma permutagdo o, comete-se o abuso notacional de
tomar 7,0 por (mo) g, onde my,.0 é definida como uma palavra de comprimento

n tal que g0 (i) = Ty (j), onde g, (i) = 7.

Definigao 1.3. (Reversao) Uma permutagao p € S,, é denominada reversdo se é da
forma (i j)(i+1 j—1)...(i+ 5] +1 i+ [5]+1) paral <i<j<n.

Observagao 1.1. As notagoes |k| e [k]| correpondem, respectivamente, ao maior in-

teiro menor que k e ao menor inteiro maior que k.



1.2. Representacao de permutacoes como palavras e ciclos 13

Observagao 1.2. A inversa de uma reversiao p, p~!, é ela mesma.

Isto segue do fato de p ser uma transposicao de ciclos disjuntos.

Observagao 1.3. Uma reversao p permuta elementos do intervalo [i, j]; isto é, para

7w € S, temos que my,p(i) = Tspr (1), Tatrp(J) = Tstr (1), ete.

Exemplo 1.2. Sejam 7= (2 4 3)(5 7) ep=(1 6)(2 5)(3 4) permutagoes em Sy.
Observe que 7y, = 1342765 e mgp=6724315.

A subpalavra no intervalo [1, 6] de 7y, é revertida em 7y,.p.

Pelas defini¢oes (1.1) e (1.2) vemos que é possivel associar a cada permutacao de
S, uma palavra e vice-versa. A permutacao identidade, por exemplo, é representada
pela palavra idg, =123 ... n.

Logo, é possivel identificarmos o conjunto S = {7y, = m m ... 7, | ™ €
{1,2,...,n}} com S,. Temos entao a liberdade de usarmos, na demonstracdo dos

resultados, permutacoes ou palavras, de acordo com o que nos for mais conveniente.

Definicao 1.4. Sejam 7 e o duas permutacoes dadas e py, po,...,p; uma série de
reversoes tais que mpips...pr = o e t é minimo. Dizemos que ¢t é a distancia de

reversao entre w e o.

Proposicao 1.1. A distancia de reversao entre 7w e o é igual a distancia entre o~ !7 e

id.
Demonstracao. Seja t a distancia de reversao entre m e 0. Entao existem reversoes

P15 P25 - -5 Pty tais que
TP1P2 .- Pt =0 (1.1)
onde ¢ é o nimero minimo de reversoes que transformam 7 em o. De (1.1) segue que
o lrpipa. .. pr =id.
Suponhamos, por absurdo, que existe k < t tal que k seja a distancia entre o~ '7 e

1d. Entao existem reversoes 01, 0,, ..., 0, tais que

o' 70,0y.. .0, =id (1.2)

Lz em id.

e k é o nimero minimo de reversoes que transformam o~
Por (1.2), temos que 70, ... 6, = 0, 0 que contraria o fato de ¢ ser a distancia entre
meojaquek <t.

E o resultado é verificado. O

Logo, ordenar uma permutacao m por reversoes equivale ao problema de encontrar a
distancia de reversao entre 7 e a id; ou ainda, encontrar o niimero minimo de reversoes

que transformam 7y, em idg,.. Chamaremos essa distancia de d(m).
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Note que neste ponto ¢ interessante analisarmos o problema de rearranjo por re-
versoes a partir de permutagoes, ja que isso nos permite fazer uso das propriedades de
composicao de fungoes e existéncia de inversa e identidade; nogoes estas que nao estao
bem definidas para palavras.

Proposigao 1.2. Dada uma permutagao m € .5,, € sempre possivel atingir a permutagao

identidade por meio de reversoes.

Demonstracao. Seja Ty, = T Ty ... T,.

A prova sera por inducao no nimero de elementos ordenados em 7.

Digamos que o elemento 1 da palavra encontra-se na posicao j (m; = 1). A reversao
pr=01 2 j-1...0+ |5 +1 14+ [51] +1) é tal que

TstrP1 = 1 21 31+ Tp1

Suponhamos que existam reversoes p1, po, ..., p, t < k, que ordenem os k,1 < k <
n, primeiros elementos de 7,

Isto é,

TotrP1P2 - Pt =12 .0 K Tp)k Ter2)ke -+ - Tk
Consideremos que o elemento k+ 1 da palavra encontra-se na [-ésima posicao, [ > k
(mr = k + 1). Se necessario (i.e., caso | # k + 1), aplicando a reversao

—(k+1)

pro1=(k+1 )(k+2 l—1)...(k+1+Ll I=(k+1)

[ERT S Ll LR )

temos que

TotrP1P2 - Pre1 = 12 .0 Kk + 1 Tgo) (1) T(ht3) (k1) Tr(kt1)

Assim, por inducao segue que dada uma permutacao 7 é sempre possivel transforma-

la na permutacao identidade. O

Notamos que, na prova da proposicao anterior, desenvolvida neste trabalho e nao
vista demonstrada em outro texto, a representacao de permutagoes como palavras nos
permite observar claramente quais e como podemos aplicar as reversoes adequadas para
se chegar a identidade. Como consequéncia, as reversoes de S, sao geradores do grupo.

[sso garante que dadas permutagoes m e o é sempre possivel transformar uma na
outra por meio de reversoes. E disso segue que o problema de distancia por reversoes
estd bem definido.

Proposicao 1.3. Seja m uma permutagao de S,,. A distancia de reversao d(m) equivale

a distancia d(m~1), onde 7! é a inversa de 7.
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Demonstracao. Seja t a distancia entre 7 e a id. Entao existem reversoes pi, pa, ..., p:
tais que
Tp1p2 .- pr = 1d

De onde,
7 oepiot .. p1 =id (1.3)

Da Equacio (1.3) segue que existem ¢ reversoes que transformam 7! em id.

Mostremos que nao é possivel fazer essa transformacao com um niimero menor de

reversoes.
Suponhamos, por contradicao, que a distancia entre 7! e id seja s, s < t.

Entao, existem reversoes 01, 0s, ..., 0, tais que
7T710102 e 05 = id

Logo,

7T93093,1 . 91 =1id

O que contraria o fato de d(w) = t.



CAPITULO 2

Uso adequado das notacdes para permutacdo na solucio de

Bafna e Pevzner

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados do artigo de Bafna e Pevzner [3]
incluindo provas detalhadas nas quais discrimina-se com precisao quando cada uma das

notagoes para permutagoes (como palavras e ciclos de permutagao) deve ser utilizada.

2.1 Grafo de pontos de quebra e limitante inferior para a distancia

de reversao

Nesta secao iremos introduzir os conceitos de ponto de quebra e adjacéncia de uma
permutacao. A partir disso daremos os passos para a construcao do grafo de ponto de
quebra, uma importante ferramenta no estudo do problema de distancia por reversoes.

Definigao 2.1. Dizemos que i ~ j se | i —j |=1 e i # j caso contrério.

Seja m € S, uma permutacao dada e wy, = m T ... T, sua palavra. Estendamos
T adicionando as extremidades esquerda e direita, respectivamente, mp = 0 e m,1 =
n+ 1.

Definicao 2.2. Um par de elementos consecutivos m; e w11, 0 <7 < n, de my, é dito

adjacente se m; ~ ;41 € um ponto de quebra se w; % Tiyq.

16
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Exemplo 2.1. Na palavra 7y, = 01523467 os pares (1,5),(5,2), (4,6) sao pontos
de quebra, enquanto que (0,1),(2,3),(3,4) e (6,7) sao adjacentes.

Definigcao 2.3. (Grafo de pontos de quebra) Seja m uma permutagao sobre o
conjunto {1,2,...,n} e considere 0 7y, n + 1. Define-se o grafo de pontos de quebra
de m como G(m) := G({0,1,...,n+ 1}, E), onde cada vértice i tem rétulo mg,. (i) se
1 <i<neosvértices 0 e n+1 tém rétulos 0 e n+ 1, respectivamente. O conjunto das
arestas E estd dividido em arestas de pontos de quebra (pretas) e de desejo (cinza).
Entre os vértices i e ¢+ 1 para i = 0, 1,...,n, incluimos uma aresta preta se e somente
se os rotulos de 7 e 41 nao sao consecutivos. Além disso, existe uma aresta cinza entre

os vértices i e j se e somente se | i — 7 |> 1 e os rétulos de i e j nao sdo consecutivos.
(M) 74 « 0(0)

(6 6 1@
() 4 5(2
“ 3 2 (3)

Figura 2.1: Grafo de pontos de quebra de 7 = (234 5) € Sg

Observe que os vértices estao dispostos no sentido horario. Na figura, estes estao
representados entre parénteses ao lado dos seus respectivos rotulos.
No que se segue, a nao ser que seja importante para a compreensao, iremos omitir

a representacao dos vértices nos grafos de pontos de quebra.

Definigao 2.4. (Ciclos alternados) Seja G(V, E) um grafo. Um ciclo em G(V, E)
é uma sequéncia de vértices x1,xs,...,T,, = x1 tal que para todo ¢ < m a aresta
(x;,zi41) € E. Em um grafo de pontos de quebra G(r), para alguma permutacao T,

um ciclo é dito alternado se as cores das arestas alternam-se.
Definigao 2.5. (i-ciclo alternado) Seja G(V, E) um grafo. Diremos que um ciclo
em G(V, E) é um i-ciclo se este possui um total de i arestas.
Observacao 2.1. Os ciclos alternados no grafo de pontos de quebra de uma permu-

tacao possui comprimento par.

No que se segue consideraremos ciclos de decomposigao em G(7). Vamos denotar

por ¢(7m) o nimero maximo de ciclos alternados disjuntos em G(7). Denotemos, ainda,
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6) 6 0 (0)

(5) 4/ \ 3 (1)
@) 2\/1 @

5 (3)

Figura 2.2: Um 4-ciclo alternado no grafo de pontos de quebra de m = (53 12 4)

por b(7m) o nimero de arestas pretas em G(7); essas representam o nimero de pontos
de quebra em 0 7wy, n + 1.

Dada uma reversao arbitraria p, abreviemos G(7), G(mp), b(mp), b(w), c(mp) e ()
por G, G', V', b, ¢ e ¢, respectivamente.

Fagamos ainda Ab = Ab(m,p) =b—10 e Ac = Ac(m,p) = —c.

Teorema 2.1. Para toda permutacao 7 e reversao p temos Ab(m, p) + Ac(r, p) < 1.

Demonstracao. Toda reversao remove ou adiciona no maximo dois pontos de quebra.
Logo, temos cinco possiveis valores para Ab (Ab € {—2,—1,0,1,2}).
No que se segue, vamos assumir que p reverte um fragmento de g, que comega em
1 e termina em j.
As arestas tracejadas nas figuras correspondem a possiveis caminhos, no grafo, para

se chegar de um vértice a outro.

e Caso 1: Ab=2;
Se Ab = 2 entao uma permutacao p transforma 7y, do tipo ...j5" i...j514 ... em

uma palavra (7p)g, do tipo ...5" j...14 ... onde j' ~ j,i' ~i,j Lied £ j.

J ——i I nj

G G’

Figura 2.3: Caso 1 da prova do Teorema 2.1

Pontos de quebra j’,i e j, i’ correspondem a um 4-ciclo alternado em G(7), como
mostra a figura acima. A reversdo p simplesmente remove este ciclo de G().
Dessa maneira, toda decomposicao ciclica de G' em ¢ ciclos induz uma decom-
posicao em ciclos de G em ¢’ + 1 ciclos adicionando o 4-ciclo alternado mostrado
acima. Logo, ¢ > ¢ + 1 implicando Ac < —1 e Ab+ Ac < 1.
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e Caso 2: Ab=1;

Se aplicando uma permutagao p temos Ab = 1 entao duas possibilidades devem

ser analisadas:

i) p cria uma nova adjacéncia (Figura 2.4);

Neste caso 7y, tem a forma ...j5" i...57...e (wp)sgr ...j j... 14 ..., com

i~ i e

Figura 2.4: Caso 2.i da prova do Teorema 2.1

Note que todo ciclo alternado em G’ contendo a aresta (j', j) induz um ciclo
alternado em G contendo as arestas (5, 4), (¢,4) e (i, j). Consequentemente,
toda decomposicao ciclica de G’ em ¢ ciclos induz uma decomposicao de G
em no minimo ¢ ciclos.

ii) p transforma um ponto de quebra em uma adjacéncia (Figura 2.5).
Tstr tem a forma ... 7" i... 54 ... e (mp)g, é dadopor...j" j...i7 ..., onde

ind, jrghin g e

G G’
Figura 2.5: Caso 2.ii da prova do Teorema 2.1

Todo ciclo alternado em G’ contendo a aresta (j’, ) induz um ciclo alternado

em G contendo as arestas (j',7), (7,7) e (4,7').
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Logo, uma decomposicao ciclica de G’ em ¢ ciclos induz uma decomposicao

de G em no minimo ¢ ciclos.
Em ambos os casos, (i) e (ii), ¢ > ¢. Disso segue que Ac < 0 e Ab+ Ac < 1.

e Caso 3: Ab=0;
Como Ab =0 entao b =1
Novamente, duas situacoes sao possiveis:

./ . .y

) mgtr = ...j joid .. onde j' L j, i ie(mp)sgy =...7 i...540. ..,
onde 7' % ieid o j (Figura 2.6).
Note que, na pior das hipéteses, ciclos alternados contendo as arestas (j', )
e (7,7) em G’ poderao se converter em um tnico ciclo em G contendo as
arestas (j',7'), (7/,i) e (i, 7).
Logo, ¢ — ¢ <1, de onde Ab+ Ac < 1.

— I
N ~
N
\
A \
N \
N
N \
1
A
N I
N !
N /
— ,

i i I |
N - \ !
~ - \

S < -7 /
- - N /
N 7
~ _

Figura 2.6: Caso 3.i da prova do Teorema 2.1

i) mgp=...5 j...1d..,ondejtj i~ie(mp)gr=...5"1...54 ..., onde

i" o g, i~ j (Figura 2.7).

Neste caso, ciclos alternados em G’ contendo as arestas (4,4") e (j,7'), como mostra

a Figura 2.6, induz uma decomposi¢ao em G em um ciclo contendo as arestas
(J,5) e (J',9).

Logo, ¢ — ¢ < 1. E disso segue que Ab+ Ac < 1.

Observacao 2.2. O caso em que Ab =0 e Ab = 0 nao se da.
De fato, se Ab =0 entdao ngy, =...7" j...17 ..., onde j ~ j' e i ~i. Suponha-
mos que exista uma reversao p tal que (mp)gy = ...7 @...74¢ ..., com j ~ie

j ~i'. Assim,
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Figura 2.7: Caso 3.ii da prova do Teorema 2.1

j=j+1louj=j—1lei=i+1loui =i-1; (2.1)

e também

i=j+loui=j—1lei=j+1loui=j—1. (2.2)

Se j =j +1entaoi = j —1, por (2.2); isto implicaria, por (2.1) i’ = j' — 2. Mas
i'"=j4+1=74+20ui =j—1=j, por (2.2); o que é uma contradigao.

Analogamente, se j = 7' — 1 entao, por (2.2),7 = 7'+ 1 ; isto nos daria i’ = j' + 2.
Mas, por (2.2),7 =j+1=joud =j—1=j —2. O que também é uma

contradicao.

Disso segue a observagao.

e Caso 4: Ab= —1.
Se p é tal que Ab = —1 entao:

D) Mgr=..j i e (@p)gr=...50...57 ondein i, j~j i~j e

i' & j (Figura 2.8).
Ciclos em G’ que contém as arestas (j',7), (7,4') e (i,7) induzem um ciclo

em G que contém a aresta (j', 7).

. B S
) mge = .7 j..id ..

nos fornece (wp)sy = ...5" i...54¢ ..., onde i ¢ j e i £ j (Figura 2.9).

s onde j' ~ jeiqoi. A reversdo p aplicada a g,

Uma decomposicao ciclica de G' que contém as arestas (j',4), (j',7) e (j,i') nos

d4d um decomposigao em G de um ciclo que contém a aresta (i’,7).
Em ambos os casos ¢ — ¢ < 2.

E o resultado segue.
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’ ) | —
L= Ly = i
// . \\\
/ 7 AN
! // \
I , \
] 7/ I
\ d /
\ , 4
\ S — [r—
\ I 7/ I '1\ ’J
N v | \ /
\\ /// \ //
~o_ - S .
G G’

Figura 2.9: Caso 4.ii da prova do Teorema 2.1

e Caso 5: Ab= —2.

Neste caso, a permutacao p transforma duas adjacéncias em pontos de quebra.
Entao, mgy = ...5' j...i7 .., ondei~i ej~jie(mplsyr=...7 1...50 ...,
onde i ¢ j' e i’ o j (Figura 2.10).

G G’
Figura 2.10: Caso 5 da prova do Teorema 2.1

Uma decomposigao ciclica em G em ciclos que contém as arestas (j,7) , (4,7'),

(7,7) e (4,7") induz um tnico ciclo em G contendo os vértices j', j, 7 e 7.

Logo, ¢ — ¢ < 3. De onde Ab+ Ac < 1.



2.2. Permutacgao de Gollan e diametro de reversao 23

A anadlise desses casos conclui a prova do teorema. O

A partir do Teorema 2.1 sera possivel obter uma limitagao inferior para a distancia

de reversao.
Teorema 2.2. Para toda permutacao m, d(mw) > b(m) — ¢(m).

Demonstracao. Seja pg, pg—1, ..., p1 @ menor série de reversoes que transformam 7 =

na permutacao identidade id. Denotemos m;_y = m;p; para i =1, ..., k.

d(ﬂ'l) = d(ﬂ'lpl) + 1
> d(mi—1) + Ab(m;, pi) + Ac(m, pi)
= d(mi—1) + (b(m) — b(mi—1)) + (c(miz1) — c(m))

A desigualdade acima é dada pelo Teorema 2.1.
Lembrando que d(id) = b(id) = c(id) = 0, vale que para todo 1 < i < k,

dim) —  (b(m) —c(m)) =
d(mi-1) — (b(mi1) —e(mica)) > >
d(id) —  (blid) —c(id)) = 0
Logo, d(m) > b(m) — c(m). O

2.2 Permutacdo de Gollan e didametro de reversio

Neste ponto iremos tratar a conjectura de Gollan sobre diametro de reversao do
grupo simétrico.

Para o problema de ordenagao por reversoes, Gollan conjecturou que o maximo da
distancia de reversao ¢ n — 1 e que apenas uma permutacao, Yy,, € seul inverso, 7, !

requerem n — 1 reversoes para serem organizadas.

Definicao 2.6. O diametro de reversao do grupo simétrico de ordem n é definido como

d(n) = max,eg, d(m).
Em notagao ciclica a permutacao de Gollan é definida como segue:

m n—2mn—-4 ... 1 2 46 ... n—1), nimpar
m—=1 n-3 n—=5 ... 1 2 46 ... n), n par

Tn =
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Observacao 2.3. A permutacao 7, tem

315 ... n—5 n n—3 n—1, nimpar
(’Yn)str:
315 ...n—1n—-4 n n-—2  npar

como palavra associadasen > 2,71 =1ey =21sen =1en = 2, respectiva-

mente.

Observacao 2.4. Observe que a permutaciao v, ' ¢ dada por

im-—1 n—-3 n—-5 ... 421 ... n—2 n), nimpar
m n—-2mn—-4 ...42 1 ... n—3 n—1), npar

e tem como palavra associada

241 ... n—1 n—-4 n n—2 nimpar

(7”71)3257“:
241 ...n=5 mn n—3 n—1, npar

Exemplo 2.2. v =(7 5 3 1 2 4 6 8) que tem (7ys),,, =3 1527486 como

palavra associada.

9 0

N\
8/ 1
X 5

N

2

Figura 2.11: Grafo de pontos de quebra para G(7s)

Em [3] ndo fica clara a definigao de permutacao de Gollan. No capitulo 4 aponta-se

a dubiedade da definigdo proposta por Bafna e Pevzner em [3].
Lema 2.1. Todo ciclo alternado em G(7,) contém o vértice de rétulo 1 ou 3(ou ambos).
Demonstracao. Os casos em que n < 5 sao tratados especificamente.

o n=1;

Se n = 1 ent@o G(7;) ndo contém nenhum ciclo. O resultado segue por vacuidade.
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Figura 2.12: G(72)

o n=2
Neste caso G(7,) serd o 4-ciclo dado na figura. Logo, o tnico ciclo alternado em
G(72) conterd os vértices de rétulos 1 e 3 (Figura 2.12).

o n =23

Assim como no item anterior, G(73) possui apenas um ciclo alternado. Este ciclo

contém os vértices 1 e 3 (Figura 2.13).
4 0\
1

3

Figura 2.13: G(73)

o n =4;

Neste caso, G(v4) também contém um tunico ciclo alternado. E o resultado é
valido (Figura 2.14).

Figura 2.14: G(74)

e n—2>5.

Note que qualquer ciclo alternado que parta do vértice de rétulo 0, 1 ou 3 deve

conter o vértice de rétulo 1 ou 3 (Figura 2.15).
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Observemos o caso em que o ciclo alternado parte do vértice de rétulo 5. Se deste
vértice parte uma aresta preta, entao temos que 5 liga-se ao vértice de rétulo 1,
e neste caso o resultado segue, ou 5 liga-se ao vértice de rotulo 2 e logo 2 liga-se
a 1 ou 3 por uma aresta cinza. Consideremos que do vértice 5 parta uma aresta
cinza. Analisemos, por exemplo, o caso em que 5 liga-se a 6. Logo, 6 deve-se
ligar a 4 por uma aresta preta. Se 4 chega a 3 por uma aresta cinza, o resultado
é verificado; caso 4 volte a 5 por uma aresta cinza, este vértice deve-se ligar a 1
ou 2 por uma aresta preta. Se o segundo caso ocorre, 2 deve-se ligar a 1 ou 3 por

uma aresta cinza.

Fazendo uma anélise andloga para os outros vértices, concluiremos que qualquer

ciclo alternado em G(v5) contém os vértices 1 ou 3.
6 0
. /N ;
2 \ / 1

5

Figura 2.15: G(vs)

Para n > 5 seja ¢ o vértice de rétulo impar minimo de um ciclo alternado X em
G(7n)-

Considere a sequéncia 1, j, k de rétulos consecutivos em X onde (i,j) representa
uma aresta preta e (j, k) uma aresta cinza.

Sei>bentao j=i—3ouj=i—5ek=j+1ouk=7—1, implicando k impar
e k <1, o que contraria a minimalidade de 7.

Sei=>5entao j =2 e k=1 ou 3, o que também contraria a minimalidade de 1.

Logo, segue que 1 =1 ou 7 = 3. U
Teorema 2.3 (Conjectura de Gollan). Para todo n, d(v,) = d(y,” ) =n — 1.
Demonstracao. Consideremos quatro casos iniciais.

e sen =1, = (1) e nenhuma reversao precisa ser feita para que (v, ), chegue

a 'Ldstr;

e sen=2 7= (1 2)e (7)) =21 e apenas uma reversao é necessaria para se

chegar a 1dg,;
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esen=3,7=(3 1 2)e(v3)ar =312 e sao necessarias duas reversoes para se

chegar a idg;,..

esen=4,7%=(3 1 2 4)e (14)str =3 14 2 e sdo necessdrias trés reversoes para

se chegar a idg,..

Para n > 4 particionamos o conjunto de vértices de G(v,,) em V; = {0,1,3} e V,..
Todo ciclo alternado em G(7,) contém o vértice de rétulo 1 ou 3, pelo lema anterior.
Além disso, observe que nao existe ciclo alternado em V.

Dessas observagoes segue que todo ciclo alternado deve conter ao menos duas arestas
entre V; e V.. Como o corte (V,V,) contém 4 arestas ((1,2),(1,5),(3,2),(3,4)), o
numero maximo de ciclos alternados disjuntos em um ciclo de decomposicao G(7,) é
iy

Do Teorema 2.2, d(7,) > b(vn) —c(yn) >n+1—-2=n—1.

Por outro lado, em [3] é dito que podemos encontrar em [19] um algoritmo que
ordene, na pior das hipdteses, uma palavra de tamanho n em n — 1 passos. Logo,
d(v,) <n—1.

Disso, segue que d(7,) =n — 1.

J& vimos que uma permutacao e sua inversa tém a mesma distancia de reversao.

Portanto, d(7,) = d(v,”) =n — 1.

Isso conclui a prova do teorema. Ol

Definigao 2.7. Definamos a permutacao de Gollan sobre o conjunto {1,2,...,n+ 1},
denotada por ", por:

(nm+1 n—1 n-3 ... 2 3 5 ... n—2 n), nimpar
Tn =
m n—2mn—-4 ... 235 ... n—1 n+1), npar

1

Teorema 2.4 (Conjectura forte de Gollan). Para todo n, 7, € v, " sdo as unicas

permutacoes que requerem , no minimo, n — 1 reversoes para serem ordenadas.

Demonstragao. Definamos P, = {rn|r € S, e d(7) =n — 1}.

Pelo Teorema 2.3 temos que {~,, fyn_l} C P,.

Nossa estratégia serd mostrar que P, C {7V, 7 '}. A prova é por indugao na
distancia de reversao da permutacao.

1

Notemos que v; = (1) = 7,7 e nenhuma reversao precisa ser feita para se chegar

a identidade.

Considere m € P,. Seja p, a reversao que leva n ao fim da palavra, isto é, my,.pr =

/
str

/

™ str

n, onde 7’ é uma permutacao de {1,...,n — 1} e 7}, n representa a concatenacao

de 7, e n. Como 71’ € S,,_; segue que d(7') < n — 2. Logo, por hipdtese de indugao

str

!4 -1
T € Ypo1 OU Vo1 -
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Defina A = {n|mp, = Y1} e B = {7|mp: = 7m_1'}. Pode-se observar que

P, € AU B. Da mesma maneira defina p/ como a reversao que coloca 1 no inicio da

/

!, onde ' é uma permutagao de {2, 3,...,n}. Como antes,

palavra, isto é, mg,pl. =1 @
d(7') < n —2, o que implica que @ é v,_1" ou (yu_1")"". Definamos C = {r|mp. =
Yoo1TY e D = {x|7p. = (wmt)”'}. Entdo, P, € C U D e, consequentemente,
P, C(AUB)N(CUD,).

Afirmamos que
ANC =0, AnD={v}, BNnC={y, '}eBND=1 (2.3)

De onde P, C {7, 7 '}
Vamos verificar que as afirmagoes em (2.3) sao validas.

e ANC = 0;

Suponhamos, por contradicao, que AN C # (). Entao existe uma permutacao m
tal que

TPr = Vo1 € TPy = Yn-1"

Disso segue que

T = Yn-1Pr €T = Y1 Pl

Logo,
Tn—1Px = '7n—1+p;r
Yoel = Yn-1 PePr

Isso significa que existem reversoes p, e p. que transformam (v, 1), n em

]‘ (’yn—1+)str’

Dois casos devem ser analisados:

str

i) n é par;

Neste caso a permutacao de Gollan é dada por

Tm1=Mm—1 n—-3 ... 1 2 4 ... n—2)

Temos entao que:

(I) (-1)stbm =3 15 ... n—1 n—4 n—-2 n
(I) 1 (yprM)ser = 1 4 2 6 ... n n—3 n—1
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ii)

Para organizarmos a palavra em (/) segundo a palavra em (/) devemos

colocar 1 e n nas segunda e tltima posicoes, respectivamente.

As tnicas reversoes que nos fornecem o desejado sdo pr = (1 2) e pl =
(n —2 n). Mas aplicando prp. & 1 (y,-1" )« temos, por exemplo, 4 na

primeira posi¢ao; o que nao ocorre em (y,_1),,. n.

str

Portanto, nao existem duas tunicas reversoes que transformam -~,_; em
+

Tn—1 -

n é fmpar.

A permutacao de Gollan é

YTm1=MnM—2 n—4 ... 1 2 4 ... n—-3 n-—1)
De onde
() (Wmt)srm =3 15 ... n=5 n—-1n—-3 n
(I 1(yp1)str = 142 6 ... n—4 n n-—2

Como no caso anterior queremos encontrar duas reversoes p, € pl. que trans-
formam a palavra em (/1) na palavra em (/).

Para que coloquemos, em (I7), 1 e n nas posigoes que se encontram em (/)
devemos aplicar p, = (1 2) e pl =(n—1 n); mas essas reversoes deixam,

por exemplo, 4 na primeira posi¢do; o que nao acontece em (v,_1)s 7.

Entao, segue por (i) e (i7) que ANC = 0.

e BND =

Como no caso anterior suponhamos B N D # (). Entao existem uma permutacao

7 e reversoes p, e pl tais que

i)

7n—1_1 = (/Vn—1+)_1p;r107r

n é par;

Temos entao que

Y1 t=m—-2 n—4 ... 4 2 1 ... n—-5 n-3 n-—1)

() (1 Hsten =241 ... n=5 n—-1n-3 n
(In 1 ()™ HNer = 1.3 5 2 ... n—4 n n-—2
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As reversoes que, em (I1) organizam 1 e n como em (I) sdo p, = (1 3) e
pr. = (n—1 n). Mas aplicando aplicando p, e p.. temos que, por exem-
plo, 5 fica na primeira posi¢ao em 1 ((v,_1"7)" ), 0 que nio ocorre em
(Y1 Hstr 1.
Portanto, nao conseguimos transformar 1 ((7,-17) V)sr em (Vo1 Yetr 0
aplicando apenas duas reversoes.

ii) n é impar.

Se n é impar segue que

Vo1 t=m—-1 n-=3 ... 6 4 2 1 ... n—6 n—4 n—2)
Entao
() (Y1 Hsten =241 ... n—=1 n—4 n—-2 n
(II) 1 (™) Heer = 1 3 5 2 ... n n—3 n—1

Neste caso, p, = (1 3)epl =(n—2 n); mas essas levam 5 para a primeira

posicao em 1 ((7,-17)™1)sir; 0 que nao ocorre em (7,1~ 1) n.

Assim temos que BN D = (.
e AND={};

Distinguiremos novamente os casos em que n ¢ par e impar.

i) n é par;

Observemos que

Tm=Mm—-1 n-3 ... 1 2 4 ... n—4 n—2 n)
m-1=Mm—1 n-3 ... 1 2 4 ... n—6 n—4 n-—2)

Notemos que para a reversao p,, = (n —1 n) vale que

Yn = Vn—1Py,

E disso segue que 7, € A.
Agora,

Yoo1t=(m—-1 n-=-3 ... 5 3 2 ... n—4 n—2 n)
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/
Logo, para p/, temos

T = Yno1 0,
Disso segue que 7, € D.
Portanto, para o caso par v, € AN D.

ii) n é impar.

Neste caso,
Tw=Mm n—2 ... 1 2 4 ... n—5 n—-3 n—1)
Tm1=M—2 n—4 ... 1 2 4 ... n=5 n—-3 n—1)

Para p,, = (n—2 n) temos que

Tn = Yn—1Pyn
E disso vale que 7, € A.
Por outro lado,
Yort=m—-1 n-3 ... 4 2 1 ... n—6

Considerando pf, = (1 2) temos que

Tn = '7n—1+p£/n
De onde temos v, € D.

Logo, para o caso impar também vale que v, € AN D.

De (7) e (ii) segue que v, € AN D.

Agora devemos mostrar que 7, é o unico elemento de AN D.

n—4 n-—2)

Suponhamos, por contradicao, que exista uma permutacdo m € AN D, com

T % Yn.-
De m € AN D temos que existem reversoes p, e p. tais que
+

TPr = Yn-1 € TPy = Yn_1

De onde temos

Yoot = Vo1t Pl px

(2.4)
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i) n é par;

ii)

Observemos que
(Vm-1)srn=3 15 ... n—1 n—4 n—-2n

1 (Yt Near=1352 ... n—4n n—1

Disso segue que p/. = (1 2) e pr =(n—1 n), o que ndo pode acontecer ja
que estamos supondo T # 7,,.

De fato, se pr = pr,, = (1 2) e pl =p = (n—1 n) terfamos:

YnPr = Yn—-1 = TPx

E consequentemente teriamos

Tn =T
O que gera um absurdo.
n é fmpar.

No caso em que n é impar temos

(Vm-1)srm=3 15 ... n—1 n—3n
1 (Yt Ner=135 ... nmn—3 n—1
Para que (2.4) seja satisfeita é necessario que pl. = (1 2) e pr =(n—2 n).

Argumentando como em (i), disso terfamos que m = 7,. O que novamente

nos geraria um absurdo.

Analisados os dois casos, segue que AN D = {7,}.

e BNC ={v,'}.

Primeiramente, mostremos que v, * € BN C.

Novamente, dois casos devem ser levados em consideracao.

i)

n é par;

Neste caso,

Y 'l=(mn-2n-4 ... 6421 ... n=5n-3n-1)

Yol t=m—-2mn—-4 ... 421 ... n=3 n—1)
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ii)

Seja p.-1 =(n—2 n).

Notemos que 7, ' (p, 1) = Va1~
Logo, v,~ ! € B.

Agora,

Y1t =(n n—-2 ... 235 ... n—=3 n—1)

Para p’v_1 = (1 3) temos que

Yo (P 1) = A
Logo, v, 1 € C.
Segue, das observacoes feitas acima, que v, € BNC.
n é fmpar.
Temos que
Yo t=Mm—-1mn—-3n-5 ... 6421 ... n—4 n—-2 n)
Vo1 t=m—-1 n-=3 ... 6 4 2 1 ... n—6 n—4 n—2)

Podemos observar que se p.-1 = (n —1 n) entao

’7n71<p7;1) = 7117171

Portanto, para o caso n fmpar, v, * € B.

Além disso,

Yort=n—-1n-3 ...2 35 ... n—4 n—2 n)

Para p’v_1 = (1 3) temos que

Vn_l(p, —1) - 7n—1+

T
De onde segue que v, ! € C.

Para o caso fmpar também temos que v, ! € BN C.

Demonstremos agora a unicidade.

Novamente, suponhamos por contradicao, que exista 7w # 7, ! tal que 7 € BNC.

Entao vale que mp, = yp-1~

1 /) +
e TP = Yn—1" -
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Logo, temos que

Va1 =Yoot Prpr
i) n é par;

Neste caso,

(Ype1 Dern=2 4 1 ... n—=5 n—1 n—-3 n
I (Vo1 Detr=1 4 2 6 ... n n—=3 n—1

(2.5)

Logo, por (2.5) temos que p,. = (1 3) e pr = (n—2 n). O que contraria

o fato de 7 # 7, L.

ii) n é impar.

Analogamente,
Yot Dern=2 4 1 ... n—1 n—4 n—2 n
I (Vo1 Detr=1 4 2 6 ... n—4 n n—2

Para que valha (2.5), temos que p. = (1 3)ep,=(n—1 n).
Mas isso implica 7 = 7,7 1. O que é uma contradicao.

Portanto, BN C = v, %

E isso conclui a prova do Teorema.

O

A demonstracao das equagoes em (2.3) nao estava presente no artigo de Bafna e

Pevzner. Assim, a prova apresentada foi desenvolvida neste trabalho e nao transcrita

de [3] ou [4].

2.3 Limitante para o valor esperado da distancia de reversao

Seja m € S,,. Consideremos o conjunto de ciclos que formam uma decomposicao

ciclica méaxima de 7 e particionemo-lo de acordo com o comprimento dos ciclos. Denote-

mos por ¢;(m) o nimero de ciclos alternados de comprimento i em uma decomposigao

ciclica méxima.

Temos que
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Observacao 2.5. Ja observamos que os ciclos alternados em um grafo de pontos de
quebra em uma permutacao tém comprimento par; sendo assim, no somatério acima
¢i(m) = 0 para todo i impar. No que se segue, também tomaremos ¢;(w) = 0 sempre

que ¢ for impar.

Para k < 2(n+ 1), consideremos ciclos de decomposigao méxima cujo comprimento
¢ no minimo k. O numero de tais ciclos é ¢(m) — Zf;;l ci(m).

No grafo de pontos de quebra de uma permutacao 7 para cada aresta preta temos
uma aresta cinza de desejo. Logo, G(7) tem exatamente 2b(m) arestas. Como os ciclos

sao disjuntos, o numero de arestas para se construir ciclos de comprimento no minimo
k6 2b() — ¥ biei(m).
Disso, segue que para todo k < 2(n + 1) vale

k—1 1 k—1
c(m) — - ci(m) < % (21)( ) — A ’iCi(W))

Logo,

De onde,

k-1
c(m) < ( +Z —4)c;(m ) (2.6)

Pelos Teorema 2.2 e Desigualdade (2.6) temos que

d(m) > b(m) — ( +Z —m)

d(r) > <1—%) —%<4 ~ e )

Como % < 1 para todo k <2(n+ 1) e para todo i =4,5,....k — 1,

d(m) > (1 - %) b(m) — <§ ci(ﬁ)> (2.7)

i=4

Mw

O lema a seguir nos fornecerda uma limitacao para o valor esperado do numero
de ciclos de comprimento ¢ em uma decomposicao ciclica maxima. FEste ntmero é

independente de n.

Lema 2.2. E(c;(n)) < Z.

(2
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Demonstracao. Seja m € S,. Consideremos um ciclo alternado ¢;(7) em uma decom-
posicao ciclica maxima de w. Digamos que este ciclo tenha comprimento ¢ = 2t;
ou seja, contém t arestas pretas. Representemos o conjunto dessas t arestas por
{(zf, 21), (27, 22), - ., ()1, 2) } onde ) ~ x;.

Consideremos o conjunto de vértices cujos rétulos sao x1, oo, ..., ;. Afirmamos
que, em uma decomposicao ciclica maxima, esses vértices sao dois a dois distintos.

De fato, suponhamos que z; = z; para algum 1 < i < j < t. Entao, as arestas
(2}, Tiv1), (Thyys Tiya), -+, (254, 25 = 2;) formam um ciclo alternado em G(m). Dessa
forma, o ciclo ¢;(7m) pode ser quebrado em dois outros. Isso nos fornece uma decom-
posicao ciclica maior do que a inicial, contrariando o fato dessa ser maxima.

Observemos que temos ( ) maneiras de escolher o conjunto ordenado x1, xs, . . ., ;.
Uma vez que este conjunto é fixado, para cada z;,7 € {1,2,...,t}, temos no maximo
') seja uma aresta no ciclo alternado

i
¢i(m). Disso segue que obtemos no maximo 2* o ciclos de comprimento 2t em G ().

duas maneiras de tomar z; de modo que (s, x

Note que cada ciclo de comprimento 2t foi contado 215 vezes. Portanto, um melhor
|
2t (nn )

Escolhamos um ciclo arbitrario de comprimento 2¢. O nimero de permutacoes nas

limitante para o ntimero de ciclos de comprimento 2t é

quais este ciclo pode ocorrer nao excede o niimero de maneiras de se permutar os n — 2t
vértices restantes de m mais os t pares que formam o ciclo. Além disso, cada par pode
ser invertido nos dando uma ordem diferente; de onde segue que um ciclo arbitrario de
comprimento 2t pode ocorrer em no maximo 2'(n — t)! permutagoes.

Agora, seja FE(c;(m)) o nimero esperado de ciclos de comprimento ¢ em uma de-
composigao ciclica maxima de G(7) e p a probabilidade de que um ciclo arbitrario de

comprimento ¢ esteja em uma permutacao m qualquer. Entao,

E(ci(m)) = E(ca(m)) = Z Cor ()P

7T€Sn

(n t)!

Por observagoes ja feitas, pt < para toda permutacao m em S,,.

Logo,
2 (n —1t)! 2t (n —t)!2¢  nl
Blam) < === > enlm) S =5
7T€Sn
De onde,
22t 9t
E(c; — = —
((m) < 55 ==
E o lema é demonstrado. ]
Em uma palavra estendinda 0 7y 7 ... 7, n+ 1 existe um total de 2n adjacéncias

ordenadas.
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Qualquer tal par de adjacéncias pode ocorrer em (n — 1)! permutagoes. Entao a
probabilidade de que uma adjacéncia ocorra em uma permutagao é w = % Disso
segue que o valor esperado de adjacéncias em uma permutacao é 27” = 2.

Denotemos por a(m) o nimero de adjacéncias em uma permutagao 7. E de f4cil

observagao que

b(r)+a(r)=n+1

Como o operador esperanca € linear e o valor esperado de uma constante é a propria

constante, segue diretamente da equagao anterior que

E(b(r))+ E(a(r)) =n+1
De onde temos que E(b(m)) =n — 1.

No teorema a seguir temos uma limitagao inferior para o valor esperado do diametro

de reversao de .S,,.

Teorema 2.5. E(d(n)) > <1 — &5 )n

logan

Demonstragao. Pela Equagao (2.7) e pela monotonicidade da esperanga para todo k <

2(n+ 1), vale que
Pelo Lema 2.2

Disso, temos que

k—1

E(d(r)) > (1 — %) (n—1)—) 2

i=4
Remarcamos que os somatoérios acima correspondem a soma de termos para i par,
ja que ¢;(m) = 0 se ¢ é impar.
Notemos que Zf;ll 21 < 9k 1.
De fato, como os ciclos alternados sao de comprimento par Zi:i 2! é uma progressao
geométrica de razao ¢ = 22, primeiro termo a; = 24 e j-ésimo termo a; = 2871,

Vamos analisar os casos em que k é impar e par.

e k é impar;

Neste caso, kK — 1 é par e a soma S; dos j primeiros termos da progressao ¢
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24(2% — 1 16 .
— ( ) — _(22] - 1)

5 22 _ 1 3

Agora, a; = 271, Pelo termo geral da progressao geométrica, temos que
ok—1 _ 24.22(]'71)
De onde, 25 +2 =k — 1. Isto implica j = %

Pela Equacao (2.8) vale

e k é par.
Se k ¢ par, entdo k — 1 é fimpar. Logo, a; = 2872,
Do termo geral da progressao geométrica segue que 2F~2 = 24,2201,

Logo, 27 +2 = k — 2. De onde temos que j = %.

1 16 [ 2F
—6(2k—4—1) _ 602y
3 3 \ 16

(2 Ly Ly

3 \16 16
<2F 1
Logo,
2n 2
Edr)>n—"—(1->)-2"+1
) 2= - (1-7) =24
De onde,
2n i
E(d(w))>n—?—2

Escolhamos k = log, @, para n suficientemente grande.

Entao,

logy n
2k _ 210822 $ — 210g2 n—logylogon __ 2 n

log, 1 -
Qlogy loga n log, n

(2.8)

(2.9)
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< n.
> logon —
Logo, log, —"— < log, n. Disso segue que k < log, n.

logy
Portanto, 2% < %

Pela Equacao (2.9) temos

Agora

E(d(m)) >n— i%l = <1 - %) n (2.10)

1Og2 logy 1
Afirmamos que se n > 2'6 entao 2~ > 3 .
ogon log, n—log, logy n

Facamos log, n = t. Logo, verificar a afirmacao acima equivale a mostrarmos que

4.5 3
= > Tlog, 1 DI t > 16.

Ou ainda, que para t > 16,

t 3

<« Z

t—log,t = 2

16

Observe que ——>— =

16 Tog 16 % < % Logo, a desigualdade ¢é valida para t = 16.
)

gyt © decrescente para todo t > 1. Disso, segue que

4.5 3
= > Tlog, 1 DI t > 16.

Portanto, pela Equacao (2.10) temos que, para n > 21

BE(d(r) > (1 i )n

log, n

E o resultado segue.

2.4 Aproximacgao para a distancia de reversao

Iniciaremos agora a discussao sobre algoritmos de aproximacao para distancia de
reversao.
O algoritmo proposto nesta secao, procedimento para permutacoes sem sinal, sera

de grande valia quando tratarmos de permutacoes com sinal.

Definigao 2.8. (Faixa) Seja m = mymy ... T, uma permutagao de S,,. Definamos uma
faiza de m como um intervalo [4, j] tal que os pares (m;_1,7;) e (7, Tj+1) sdo pontos de

quebra e nao existe nenhum outro ponto de quebra entre eles.

Definicao 2.9. Uma faixa ¢ dita crescente se m; < ;. Caso contrério, dizemos que ¢
decrescente. Uma faixa de um tnico elemento pode ser tanto crescente quanto decres-

cente, exceto as faixas formadas por my ou 7,1 que diremos ser sempre crescente.
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Nota-se que uma reversao pode remover no maximo dois pontos de quebra; conse-

quentemente d(mw) > @

O procedimento e o lema que seguem foram estabelecidos por [15].
Lema 2.3. Se 7 é uma permutacao com uma faixa decrescente entao:
i) m admite uma reversao que remove no minimo um ponto de quebra;

i1) se toda reversao que remove um ponto de quebra de 7 deixa uma permutagao
com faixas decrescentes, entao m tem uma reversao que remove dois pontos de

quebra.

Demonstragao. i) Consideremos a faixa decrescente de 7 contendo o menor ele-

mento ;.

O elemento m; — 1 nao pode estar também em uma faixa decrescente, pois isso
comprometeria a minimalidade de ;. Logo, m; — 1 deve estar em uma faixa

crescente que fica a direita ou a esquerda de ;.

Digamos que o elemento 7; — 1 esteja numa posigao [ da palavra associada a .

— m; — 1 encontra-se em uma faixa crescente a esquerda de 7;;
Neste caso, basta aplicarmos a reversao que intercambia os elementos do
intervalo [l + 1,4] na palavra associada a permuta¢do para removermos ao

menos um ponto de quebra.

— m; — 1 encontra-se em uma faixa crescente a direita de ;.

Neste caso, devemos aplicar a reversao que intercambia o intervalo [i + 1, ]

e dessa forma ao menos um ponto de quebra é removido.

Nas figuras acima, as setas para a direita e esquerda representam faixas crescente

e decrescente, respectivamente.

A andlise desses casos demonstra o item (i) do lema.



2./,

Aprozimacao para a distancia de reversao 41

i)

Como no item anterior consideremos a palavra decrescente de 7 contendo o menor

elemento m; e digamos que m; — 1 ocupe a [-ésima posi¢ao na palavra.
A faixa crescente contendo m; — 1 deve estar a esquerda da faixa contendo ;.

De fato, se esta estivesse a direita a reversao que intercambia o intervalo [i + 1, ]
da palavra deixaria uma faixa decrescente. A saber, a faixa em que estao os

elementos m; e m; — 1. E isto contrariaria a hipdtese do lema.

Chamemos de p; a reversao que inverte os elementos do intervalo [l + 1,1]. Note-
mos que p; elimina um ponto de quebra, ja que deixa contiguos os elementos

consecutivos m; — 1 e m;.

Agora, consideremos a faixa decrescente de 7 cujo primeiro elemento, 7;, é o

maior dentre aqueles que estao em uma faixa decrescente.

O elemento 7; + 1 deve estar em uma faixa crescente a direita de uma faixa

contendo 7;.

Com razao, digamos que 7; + 1 ocupe a posi¢ao k na palavra. Se m; 41 estivesse
em uma faixa decrescente a maximalidade de 7; estaria comprometida. Além
disso, se a faixa crescente que contém 7; + 1 estivesse a esquerda da faixa que
contém 7; a reversao que inverte o intervalo [k, j — 1] deixaria 7 com uma faixa

decrescente.

A reversio que intercambia os elementos [j, k — 1] na palavra daremos o nome de
Pj-

Tanto as reversoes p; quanto p; agem sobre o intervalo [7,¢] da palavra. Logo, os

intervalos que sao revertidos por p; e p; se justapoem.

Nossa estratégia serd mostrar que esses intervalos nao somente se justapoem, mas
sao os mesmos. Tendo isso em vista, ja que a reversao p; remove um ponto de
quebra e a reversao p; remove outro ponto de quebra, e esses sao distintos, a

reversao p = p; = p; ird remover dois pontos de quebra simultaneamente.

Suponhamos que o intervalo I = [l + 1,14\ [, k — 1] seja ndo vazio. Se ele contém
uma faixa decrescente entao a reversao p;, que nao atua em I deixa uma faixa
decrescente. Se ele contém uma faixa crescente, a reversao p; atua sobre I e
deixa na palavra uma faixa decrescente. Em ambos os casos, temos a hipotese

contrariada.
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Uma anélise similar pode ser feita para o intervalo J = [j,k — 1]\ [l + 1,4].
Disso segue que I e J sao vazios. Deonde, [+1=jek—1=1.

E isso conclui a demonstragao do lema.

Descrevamos agora o procedimento.

Procedimento KS(r)

while 7 contém um ponto de quebra faca
p = Greedy(r)
T=T.p

endwhile

ProcedimentoGreedy(r)

begin
Retorne uma reversao que remova o maior nimero de pontos de quebra de 7 e
que deixe na permutacao ao menos uma faixa decrescente.

end

O Lema 2.3 implica que no Procedimento KS(w), cada execugao do algoritmo
termina com uma reversao que remove dois pontos de quebra (exceto, possivelmente,
na primeira execugao). Logo, cada reversao, possivelmente feita para deixar = com
uma faixa decrescente, pode ser amortizada por uma reversao que remove dois pontos
de quebra. Sendo assim, em média, necessitamos de uma reversao para remover um
ponto de quebra.

)

. ~ . . . . s . . b
Levando em consideragao o limite superior de b(7) e o limite inferior de (T

soes para se ordenar uma permutagao, temos que o algoritmo K S(7) tem um raio de

rever-

aproximacao de 2.
O que ird se fazer é fornecer algoritmos que tenham um melhor desempenho.
Pelo Teorema 2.2 temos que para qualquer permutagcao 7 vale que d(m) > b(m)—c(m).
Consideremos ciclos de comprimento quatro em uma decomposi¢ao maxima de G(7).
Entao,
d(m) > b(r) — ealm) — (elm) — es(r)) (2.11)

Agora, ¢(m)—cy(m) corresponde ao nimero de ciclos, em uma decomposi¢ao maxima,
de comprimento no minimo seis. Este nimero nao excede a quantidade de ciclos de
: : 2b(m)—4
comprimento exatamente seis. Logo, ¢(m) — ¢4(m) < M.

Segue da Equagao (2.11) que

b(m) — 2¢4(m)

() 2 blr) = ex(m) = 2
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De onde,

b() — %04(7r)

Nas secoes seguintes serao fornecidos algoritmos que ordenam uma permutacao

d(m) >

Wl b

em no maximo b(m) — ecq(m) passos, para algum e¢ > 0. Consequentemente, o raio de

aproximacao desses algoritmos serd de

. ( b(r) — ecy(n) )

0<es(m)< )

Notemos que, se € > % temos que

Agora, se € < % entao

Para cy(m) < @, temos 2¢4(m) — b(mw) < 0.

Disso, segue que

2¢4(m) — b(m) < 2€(2¢4(m) — b(m))

3(b(m) — eca(m)) < 4b(m) — 2¢4(m) — 2b(m)e + ca(m)e

De onde,
2 1
b(m) — ecy(m) < (2 —¢) <§b(7r) — —04(7T))
b(m) — ecy(m) <o9_.
30(m) — gea(m)
Portanto,
_ 2 —, <1
max <Qb<ﬂ) 6164<7T> ) < ‘ = (2.12)
0<ea(m)< 272 §b<7T) - §C4<7T) %, caso contrario.

No capitulo que segue, ira se fornecer algoritmos que garantem solugoes aproximadas

para o problema da distancia de reversao. Primeiramente, trataremos de permutacoes
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com sinais e dar-se-a4 um algoritmo, que ordena estas permutagoe, com raio de aproxi-
macao de % Depois, usar-se-a esse algoritmo para obter um procedimento que ordena

permutacoes sem sinais com um raio de aproximagao de frac95. Este tltimo proced-

7
4

imento servira de base para a construcao de outro de raio de aproximacao § para a

ordenacao de permutacgoes sem sinal.



CAPITULO 3

Algoritmos para o problema de rearranjo via reversoes

Neste capitulo iremos tratar dos algoritmos que aproximam a solugao do problema
de rearranjos de genomas via reversoes. Para isso, consideraremos, inicialmente, per-
mutacoes com sinal; ird se obter um algoritmo de raio de aproximacao % para esse tipo
de permutacao. Usar-se-a esse algoritmo para conceber outros que fornecem solugoes

aproximadas para reversoes sem sinal.

3.1 Permutacdes com sinal

Dado parte de um genoma, caso conhecamos a direcao em que é feita a leitura
dos genes, podemos representar esse fragmento por uma sequéncia numérica com sinais
que representa a orientacao em que sao lidos os genes. Essa modelagem caracteriza o
problema de rearranjo de genomas para permutacoes com sinal.

No entanto, é possivel transformar permutagoes com sinal em permutacgoes sem

sinal. E dessa forma, aplicar os resultados que vimos anteriormente.

Definigao 3.1. (Transformagao de permutagao com sinal para permutacao
sem sinal) Seja m uma permutagao com sinal de n elementos. A transformagao de
7 em uma permutacado sem sinal 7’ € S, é feita substituindo, simultaneamente, os

elementos +i por 27 — 1,27 e os elementos —i por 2i,2: — 1.

Observacao 3.1. A identidade com sinal, id; = (+1 +2 +3 ... +n), é levada na
identidade sem sinal (123 ...2n) de S,.

45
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Considerando a transformacao de uma permutacao m com sinal para uma permu-
tacao sem sinal 7/, temos que o efeito de uma reversao sobre 7 pode ser representado
por uma reversao em 7’'. Logo,qualquer limite inferior sobre 7’ é também limite inferior
sobre . E em particular, o Teorema 2.2 é valido.

Para conseguirmos um limitante superior, devemos realizar reversoes a fim de elimi-
nar o maximo de pontos de quebra. Essas reversoes em permutacoes com sinal também
podem ser transportadas para permutacoes sem sinal.

Sendo assim, o problema de ordenacao por reversoes para permutacoes com sinal
pode ser resolvido por andlise de permutacoes sem sinal através da transformacao
sugerida.

E de f4cil observacao que os vértices do grafo de pontos de quebra de uma permu-
tagdo com sinal possuem grau dois (de cada vértice, rotulado por um par de nimeros
inteiros, sai apenas uma aresta preta e uma aresta cinza). Este fato garante que a
decomposicao em ciclos disjuntos do grafo de pontos de quebra de permutacoes com
sinal ¢ dnica. E esse o ponto chave para se obter um algoritmo exato para a solugao
do problema de rearranjo por reversoes com sinal, como demonstrado por [12].

Nesta secao, no que se segue, sempre que citarmos grafo de pontos de quebra ou
faixas de permutacoes com sinal, estaremos nos referindo a grafo de pontos de quebra

ou faixas da permutacao sem sinal associada.

Definigao 3.2. (Reversao sobre um ciclo) Seja 7 uma permutagao tal que os pares
(mi—1,m;) e (mj, mj+1) sdo pontos de quebra. Dizemos que p(7,j) é uma reversio sobre
um ciclo se os pontos de quebra (m;_y,m;) e (7, Tj+1) pertencem ao mesmo ciclo em

G(m).

Definicao 3.3. (Ciclo orientado) Um ciclo é dito orientado se existe uma reversao

sobre ele que remove ao menos um ponto de quebra.

Definigao 3.4. (Ciclos cruzados) Seja m uma permutacao de n elementos e G(7) o
grafo de pontos de quebra de 7. Consideremos uma decomposi¢ao de G(7) em ciclos.
Dizemos que, nessa decomposicao, dois ciclos C7 e Cy se cruzam se existem arestas
pretas (m;, mit1), (75, T41) em Cy (Cs), i < j, e uma aresta preta (my, m41) em Cy (Ch)
tal que 7 < k < j. Isto é, existem arestas pretas em Cy e em Cy que se intercalam no
grafo G(m).

Exemplo 3.1. No grafo da permutacdoys = (7 5 3 1 2 4 6 8) destaquemos dois
ciclos C' e €', mostrados na figura abaixo.

Observe que p = (3 5) é uma reversao sobre o ciclo C, ja que os pares (5,2) e (2,7)
sao pontos de quebra que pertencem a C'.

O ciclo C' é orientado ja que p remove um ponto de quebra. A saber, o ponto de

quebra representado pela aresta com par de rétulos (7,4).
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7 \ 7\
\

C c

Note que os ciclos C' e C’ se cruzam, ja que, por exemplo, o ponto de quebra 8, 4)

em C intercala com os pontos de quebra dados pelas arestas (6,8) e (4,7) em C.
Uma reversao pode transformar um ciclo nao orientado em um ciclo orientado.

Lema 3.1. Qualquer 4-ciclo C que nao é orientado tem um ciclo C’ que o cruza. Além

disso, existe uma reversao sobre C’ que orientard C'.

AP

Demonstracao. Um 4-ciclo C' nao orientado ocorre na palavra como ...7 j...j" i ...
com i ~ i e j ~ j'. Como a aresta representada pelos rétulos (7, 7') é cinza, o conjunto
de elementos no grafo de pontos de quebra entre os vértices de rétulos j e j' é nao-vazio.
Chamemos de S esse conjunto. Considere o maior e o menor, nao necessariamente
distintos, elementos em S. Para ao menos um desses elementos, digamos k, deve
existir K’ ~ktalque k ¢ S, k' £ je k' # 5.

De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que £ seja maximo. Como estamos
considerando permutacoes com sinal o vértice de rotulo k é transformado em um vértice
de rétulos ky ko com ki ~ ko, tal que, ki ou ky é maximo entre os elementos que estao
em S na permutacao sem sinal. Como os vértices do grafo de pontos de quebra de uma
permutacao com sinal tém grau no méaximo dois, e dos vértices j e j' ja partem uma
aresta preta e uma aresta cinza segue que k' # j e k' # j'. Consequentemente existem
pontos de quebra (k,[) e (K, m) que sao intercalados com os pontos de quebra (i,j) e
(j',7). O ciclo C" que contém esses pontos de quebra cruza o 4-ciclo C.

Observe que a reversao feita sobre o ciclo C" ao longo dos pontos de quebra (k,1) e

(K',m) revertera os vértices de rétulos j e j' e tornard o ciclo C' orientado. O
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O Lema (3.1) motiva o algoritmo SignedSort, presente em [3], que ordena permu-

tagoes com sinal.

Procedimento SignedSort(r)
1. enquanto 7 contém um ponto de quebra faca

2. se m nao tem faixas decrescentes

3. se em G(m) temos um 4-ciclo C

4. encontre um ciclo C" que cruza C'

D. faca uma reversao sobre C’ de maneira que o 4-ciclo C' torne-se
orientado

6 faca uma reversao que remova dois pontos de quebra do 4-ciclo C'

7. caso contrario

8 faga uma reversao sobre um ciclo arbitrario

9 caso contrario

10. p = Greedy(m)

11. T =Tp

12. finalizar enquanto

Lema 3.2. Depois do passo (6) no procedimento SignedSort alguma faixa decrescente

permanece na permutacao.

Demonstragao. Observemos que o passo (4) é executado quando todas as faixas sao
crescentes, ja que este estd dentro do lago que se inicia no passo (2). A reversao
efetuada no passo (5), que age sobre uma faixa crescente, cria uma faixa decrescente.
Para remover essa faixa decrescente, o passo (6) deveria ser executado sobre o mesmo
intervalo em que foi realizada a reversao do passo (5). Isto nao ocorre, pois o passo (6)
remove dois pontos de quebra da permutacao; se ele agisse sobre a faixa decrescente
anterior ele apenas a transformaria na faixa crescente original. Logo, garantimos a

existéncia de alguma faixa decrescente depois do passo (6). O

Lema 3.3. Se existe um 4-ciclo em G(7) no inicio de alguma execugao do Procedi-
mento SignedSort (exceto, possivelmente, a primeira), entao existem no minimo duas

reversoes que removem dois pontos de quebra nessa execucao.

Demonstragao. Considerando que exista um 4-ciclo em G(7) no inicio de alguma ex-
ecucao do procedimento, essa comega com uma reversao que orienta o 4-ciclo seguida
de uma reversao que remove dois pontos de quebra. Pelo Lema (3.2) alguma faixa
decrescente permanece depois dessa ultima reversao. Agora, se a permutacao tem al-
guma faixa decrescente podemos aplicar Greedy. Pelo Lema 2.3 podemos efetuar uma
reversao que remove dois pontos de quebra.

E isso conclui a demonstracao. Ol
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Teorema 3.1. O Procedimento SignedSort ordena a permutacao com sinal ™ em no

mdzimo b(m) — Leu(m) reversoes.

Demonstracao. O nimero de 4-ciclos em um grafo de pontos de quebra decresce so-
mente se aplicarmos uma reversao em que dois pontos de quebra sao eliminados. Agora,
pelo lema anterior para duas reversoes que removam dois pontos de quebra, possivel-
mente serd necessario fazer uma reversao que oriente o 4-ciclo. Isto é, no maximo
metade de duas reversoes que removam dois pontos de quebra devem ser amortizadas
por uma reversao que oriente o 4-ciclo. Consequentemente, uma permutacao m com

sinal pode ser ordenada em no maximo b(m) — 3c4(m) reversoes. O
Corolario 3.1. O algoritmo SignedSort nos fornece um raio de aproximagao de %

Demonstragao. Pelo Teorema anterior uma permutacao com sinal é ordenada em b(7)—
1 ~ ~ ., . . . ~ 3
s¢a(m) reversdes. A Equagao (2.12) ird garantir um raio de aproximacao de 5 para o

algoritmo. O

3.2 Um algoritmo de aproximacao para ordenacao por reversoes

Nesta secao usaremos o algoritmo SignedSort para propormos outro procedimento
que ordena permutacgoes sem sinais com aproximacao de %.
Considere o conjunto de 4-ciclos em um grafo de pontos de quebra de uma permu-

tacao . Quaisquer dois 4-ciclos podem compartilhar no méaximo duas arestas.

Definigao 3.5. (Ciclos 2-sobrepostos) Dados dois 4-ciclos em um grafo de pontos
de quebra de uma permutacao m, diremos que eles sao 2-sobrepostos se compartilham

duas arestas.
Lema 3.4. Se dois 4-ciclos de G(7) sdo 2-sobrepostos, entao um deles é orientado.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que dois 4-ciclos que sao 2-sobrepostos nao
podem compartilhar arestas de mesma cor; pois isso implicaria que eles seriam o mesmo
ciclo.

Observe que a tnica maneira de dois 4-ciclos serem 2-sobrepostos é mostrada na

figura abaixo.

Jk

) i

O ciclo formado pelos vértices de rétulos i, j,i" e j' é orientado. Ol



3.2. Um algoritmo de aproximacao para ordenacao por reversoes 50

H(m)
Figura 3.1: Grafo de pontos de quebra e de 4-ciclos da permutagao m = (2 5)

O lema anterior nos garante que se dois 4-ciclos de G(7) sdo 2-sobrepostos entao é

possivel realizar uma reversao que remova dois pontos de quebra.

Defini¢ao 3.6. (Grafo de 4-ciclos) O grafo de 4-ciclos, denotemos por H(w), de
uma permutacao 7 é definido como um grafo em que cada né corresponde a um 4-ciclo
em G(m). Além disso, dois nds estao conectados por uma aresta se os correspondentes

4-ciclos compartilham ao menos uma aresta em G().

Definicao 3.7. (Conjunto méximo independente) Seja G(V, E) um grafo. Um
subconjunto V' de V' é dito independente se quaisquer dois vértices em V' nao sao
adjacentes em GG. Um conjunto V'’ independente é mdzrimo se G nao possui nenhum

conjunto independente V" com | V" |>| V' |.

Observagao 3.2. Um conjunto independente em H (7) corresponde a um conjunto de
4-ciclos em G(m) de arestas disjuntas. Isto é, corresponde a um conjunto de vértices

em H(7) que ndo estao diretamente conectados por uma aresta.

Exemplo 3.2. Seja m = (2 5). Na Figura 3.1 temos os grafos de pontos de quebra e
de 4-ciclos, G(m) e H(m), respectivamente, dessa permutagcao.

Denotemos por i(m) o comprimento de um conjunto méximo independente em um
grafo de 4-ciclos H ().
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Definig¢ao 3.8. (Grafo fortemente d-limitado) Dizemos que um grafo é fortemente
d-limitado se o grau de qualquer um de seus vértices é limitado por d e o grau de ao

menos um de seus vértices ¢ estritamente menor que d.

Lema 3.5. Se G(7) nao contém ciclos 2- sobrepostos, entdao o grafo de 4-ciclos H(7)

é fortemente 4-limitado.

Demonstracao. Os ciclos em G(m) compartilham, no maximo, uma aresta, ja que G()
nao tem ciclos 2-sobrepostos. Logo, um 4-ciclo de G(7) pode ter no maximo quatro
outros ciclos alternados compartilhando uma aresta com ele.

Considere um 4-ciclo C' que contém o vértice com rétulo ¢ méaximo dentre os outros
4-ciclos em uma componente conexa de H (7). Pela maximalidade de i, o vértice com
rotulo ¢ + 1 nao pode pertencer a qualquer 4-ciclo nesta componente. Disso segue que
C pode compartilhar uma aresta com no maximo trés 4 — ciclos dessa componente. E
portanto, H(m) é fortemente 4-limitado. O

Lema 3.6. Em um grafo G(V, F) fortemente d-limitado, um conjunto independente

. , . v .

de comprimento no minimo ‘Tl‘ pode ser computado em tempo linear.

Demonstragao. No grafo G(V, E) escolha um vértice de grau menor que d e o adicione
ao conjunto independente. Remova todos os vértices que estao ligados a esse. Repita
esse processo até que nao tenhamos mais vértices com grau menor que d. Como nao
mais que d vértices sao removidos em cada passo do processo, ja que os vértices esco-

lhidos tém grau menor que d, o comprimento do conjunto independente é no minimo

V]
M, 0

Definigao 3.9. (Cobertura minima) Em um grafo G(V, E) dizemos que um con-
junto K é uma cobertura de G(V, E) se qualquer aresta e = (u,v) € E tem ao menos
um vértice, u ou v, em K. Uma cobertura K é dita minima se G(V, E) nao tem uma
cobertura K’ tal que | K’ |<| K |.

Proposi¢ao 3.1. Um conjunto V' € V é um conjunto independente em um grafo
G(V, E) se e somente se V' \ V' é uma cobertura de G(V, E).



3.2. Um algoritmo de aproximacao para ordenacao por reversoes 52

Demonstragao. Seja V' um conjunto independente de G(V, E). Consideremos uma
aresta e = (u,v) € E. Se u € V' entdo v ¢ V' o que implica que v € V'\ V'. Por outro
lado, se v € V' entdao u ¢ V' o que nos dd u € V'\ V.

Logo, qualquer aresta de G(V, E') possui ao menos um vértice no conjunto V' \ V.
Disso segue que V' \ V' é uma cobertura de G(V, E).

Reciprocamente, seja V' '\ V' cobertura de G(V, E'). Suponhamos, por contradigao,
que V' nao seja um conjunto independente. Entao existem vértices u e v em V' tais
que e = (u,v) € E. Isso contraria o fato de V'\ V' ser cobertura de G(V, E).

Isso finaliza a demonstracao. O

Corolario 3.2. Um conjunto V' é maximo independente de G(V, E) se e somente se

V\ V' é cobertura minima de G(V, E).

Demonstragao. Seja V' um conjunto maximo de G(V, E). Pela proposicao anterior,
V' \ V' é uma cobertura de G(V, E). Suponhamos, por contradi¢ao, que exista uma
cobertura minima K de G(V, E) tal que K # V \ V'. Sendo assim, vale que

[V I= V= VAV > K| (3.1)

Como K é cobertura, temos que V' \ K é conjunto independente de G(V, E). Além

disso,

V=K== VK]

Logo pela Equacao (3.1), | V\ K |>| V |; isso contraria o fato de V’ ser um conjunto
maximo independente.

A reciproca é demonstrada com um argumento analogo. O

Lema 3.7. Em um grafo G(V, F') fortemente d-limitado, uma aproximacao de (d% a

um conjunto maximo independente é computada em tempo linear.

Demonstracao. Para algum inteiro positivo a, seja an o comprimento do conjunto
méximo independente em G(V, E), onde | V' |= n. Consequentemente, a cobertura
minima de vértices para G(V, E') tem comprimento (1 — a)n.

Em [4] é dito que em [9] podemos encontrar uma cobertura de vértices V' de com-
primento no maximo min(2(1 — a)n,n) em tempo linear. Sendo assim, I = V \ V' é
um conjunto independente cujo comprimento é no minimo max((2a — 1)n, 0).

Podemos obter ainda, pelo Lema 3.6 um conjunto independente I, de comprimento
no minimo %.

Selecionamos o maior desses conjuntos.

Devemos entao, analisar os casos:
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e max((2a — 1)n,0) = 0;

Neste caso, o conjunto maximo independente a ser escolhido deve ser I,. Sua

1

n
1 30 6 da — 1
aproximagao ¢ dada por - = -

Como max((2a — 1)n,0) = 0 entdo, 2a — 1 < 0. De onde, a < 3.

Dessa forma, é > 5> g

e max((2a — 1)n,0) = (2a — 1)n.

Neste caso, devemos escolher entre o maior dos conjuntos I; e I5. A aproximagao

serd dada por max(4-, 2&=1)

i) max(, 21) = L

Se isso ocorre entao

d+1
De onde, a < 5.

Sendo assim,

) max(h, 1) = 2L

Disso, segue que

2a — 1 1
Z —
a da
1+d
Logo, a > 5.
Assim,
20 —1 1 2d 2
a a d+1 d+1
iii) d—la = 2“;1.
Neste caso, a = % e o desempenho é exatamente le'

O

Os lemas anteriores levam a construgao de um algoritmo que mostraremos ter um

raio de aproximacao de % A seguir, estd a descrigao do procedimento presente em [4].

Procedimento ReversalSort(r)
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1. Comece realizando, na permutacao m, reversoes que removam dois pontos de que-
bra até que nao restem em G() ciclos 2-sobrepostos. Denote por ¢ a permutagao

resultante.

2. Use a aproximagao a um conjunto independente em H (o) para encontrar no grafo
de pontos de quebra G (o) um conjunto de 4-ciclos que ndo compartilham arestas
2

de comprimento no minimo zc4(c). Encontre uma decomposicao ciclica arbitraria

das arestas que restaram.

3. Decomponha os vértices de grau 4 em G(o) de acordo com a decomposigao ciclica
encontrada no passo (2). Em termos de faixas, substitua elementos tnicos por

faixas,orientadas apropriadamente, resultando em uma permutacao com sinal o’

4. Use SignedSort(c’) para ordenar o’. Essa ordenagao ird nos fornecer uma orde-

nacao para o.

Teorema 3.2. O algoritmo ReversalSort fornece um raio de aproximacao de %

Demonstragio. Nossa estratégia serd mostrar que d(m) ¢ no méximo b(m) — teq(m).

Disso e da Equagao (2.12) seguird o resultado.

No passo (4) podemos ordenar a permutagao ¢’ pelo Procedimenteo SignedSort(o’).
Logo, um limite superior para o nimero de reversoes em SignedSort(c’) serd um limite
superior para o numero de reversoes no passo (4) de ReversalSort. Suponhamos que
o nimero de 4-ciclos encontrados no passo (2) seja de (o). Pelo Teorema 3.1 segue
que d(o) < b(o) — 3¢,(c) para o niimero de reversdes no passo (4) do Procedimento
ReversalSort.

Agora, consideremos p1, pa, ..., p, a sequéncia de reversoes que transforma 7 em o
no passo (1). Logo, o Algoritmo ReversalSort nao requer mais que = + b(o) — 3¢, (o)
para ordenar a permutacao m. Mas, observe que, se sdo necessirias = reversoes que
removem dois pontos de quebra para se transformar 7 em ¢ temos que b(7) —b(o) = 2.
De onde temos que d(m) < b(r) —z — (o).

Os Lemas 3.5 e 3.7 nos garantem que cj(0) > 2i(0), onde i(0) ¢ o comprimento do
conjunto maximo independente em H (o).

Ja que existem no méaximo 4-ciclos que nao compartilham arestas com um outro
4-ciclo, cada reversao feita no passo (1) destréi no maximo i(7) vértices de um conjunto
méaximo independente em H (7). Disso segue que i(mw) — i(0) < 4zx.

Consequentemente,
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Recordemos que ¢4(m) corresponde ao nimero de 4-ciclos em G(7) em uma de-
composigao ciclica maxima, ou seja, c¢4(m) corresponde ao nimero de 4-ciclos que néao
compartilham arestas. Logo, c4(m) < i(m).

De onde,

E isso demonstra o teorema.

3.3 Uma melhor aproximacao para ordenacdo por reversoes

Nesta secao, nosso objetivo serda modificar o Algoritmo ReversalSort a fim de me-
lhorar seu raio de aproximagao. A partir do Procedimento Transform(r), que serd
descrito a seguir, transformaremos a permutacao m dada em uma permutagao o, cujo
grafo de 4- ciclos, H (o), terd uma propriedade especial. Isso possibilitard a construgao
de um procedimento, ImprovedSort, que garantird um nimero méximo de b(m)—fca(7)
reversoes para se ordenar a permutacao .

Dadas permutacoes 7 e v, como ja argumentamos, o problema de transformar 7 em
v equivale ao problema de transformar »~'m na permutacao identidade. Denotemos por
G(v= '), b(v~ir) = b(m,v) ei(v~'7) o grafo de pontos de quebra, o niimero de pontos
de quebra e o nimero de ciclos maximos independentes em H(v~'z7) da permutacao
vl

Observe que, se uma permutacao 7w tem k pontos de quebra entao k elementos de
T €stao desordenados se tomamos idg, como parametro. Se o elemento de rétulo @
ocupa a posicao j entao o elemento j ocupa alguma posicao k # j. Logo, a permutagao
7 pode ser escrita como produto de ciclos disjuntos. Sendo assim, a permutacao 7!
terd a mesma estrutura ciclica de m mas com a ordem dos elementos invertidas, e
consequentemente também tera k pontos de quebra.

Pela observagao feita acima b(m,v) = b(v, ).

Feitas essas observagoes estamos aptos a comecar o plano tragado no inicio da secao.

Descrevamos o procedimento T'rans form(m).

ProcedimentoT'rans form(m)

inicio
T=T
vV =1id

enquanto v~'7 ou 7717 tem uma reversao p que remove dois pontos de quebra
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if p ¢ uma reversao que remove dois pontos de quebra em v~'7
T=Tp
caso contrario v = vp
finalizar enquanto
1

retorne v~ 7

fim

Defini¢ao 3.10. (Grafo bipartido) Um grafo G(V, E) é dito bipartido se seus vér-
tices podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos nos quais nao héa arestas entre

os vértices de um mesmo conjunto.
Consideremos a permutacao o = v~ 7, dada pelo Procedimento T'ransform.
Lema 3.8. O grafo H(o) ¢é bipartido.

Demonstragao. Considere um 4-ciclo em G(o) formado pelos vértices cujos rétulos sao
0i,0it1,05 € 0j41, como 7 + 1 < j. A permutagao o ¢ obtida a partir do Procedimento
Transform(m); pela andlise do procedimento, nao é possivel realizar reversao que
remova dois pontos de quebra em o. Logo, qualquer 4-ciclo em G(o) é nao orientado.
Consequentemente, temos o; ~ 041 € 0 ~ 0j41.

Afirmamos que os vértices 0;,0;, 0,41 € 041 formam um 4-ciclo em G (c71).

E importante ressaltar que a representacao de permutacoes como ciclos é importante
na demonstracao a seguir, para visualizarmos com clareza como se dd a palavra em
o L.

De fato, observe que em G(o 1) os vértices 0;,0;,0,41 € 041 tém rétulos i,7 + 1, j
e j + 1, respectivamente. Agora, o; ~ 041 € 0; ~ 0;11; entao os elementos ¢ e j + 1,
assim como j e i + 1 sdo vizinhos na palavra associada & o~!. Portanto, em G(c7'),
os vértices 0;,0;,0,41 € 0;41 formam um 4-ciclo.

Sem perda de generalidade, vamos considerar que o par (0;,0,41) antecede o par
(04+1,0;) na palavra. Se 0; — 0,41 = 041 — 0; entdo a palavra associada a o~ é da
forma...ij+1...i+1j...ou...74+14...5i+1...; em ambos os casos os vértices
de rétulos 7,7 + 1,7 + 1, j formam um 4-ciclo orientado em G(o~1).

Por outro lado, pelo Procedimento Transform(mr) nao é possivel realizar em o~}
uma reversao que remova dois pontos de quebra. Logo, G(c~1) nao pode conter 4 —
ciclos orientados. E disso segue que 0; — 0,11 = —(0j41 — 0y).

Sendo assim, duas possibilidades existem:

i) 05> 0iy1;

1

Neste caso 0j41 < 0; e as palavras associadas a ¢ e 0~ sao respectivamente da

forma,...ajﬂai...al-ﬂaj...e...j—l—li...i—i—lj....
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11) Oit1 > ;.

1

Entao, temos que 0; < 0j41. As palavras associadas a o e 07" sao da forma,

. 0i0j41...00i41...¢...17+1...51+1..., respectivamente.

Para interpretarmos graficamente, direcionemos arestas pretas dos rétulos, nao con-
secutivos, o a 041 e arestas cinzas dos rétulos k£ a k + 1, para algum k.

Somente dois tipos de 4 — ciclos sao possiveis em G(o) e G(o~!) . A saber, os
construidos a partir de de (i) e (ii). Denotemos os 4 — ciclos de (i) por + e os de (i7)
por (—). Segundo a interpretagao grafica os 4 — ciclos em G(0) tém a mesma estrutura
que os de G(o71); mudando apenas as cores das arestas (arestas pretas em G(o) sao

cinzas em G(0™1) e vice-versa).

(it) o, o (i) ©.) Hle—— i (@)
) *) *)
() g 0. (i+1) © i = i+l
G (o) GO
() o 0. (j+1) @) | —j+10.)
" ) )
(i+D o, g(j) @.) #1=—] ()
G(o) G

Figura 3.2: Representacao grafica de (i) e (i7), respectivamente

Notemos ainda que, todos os ciclos que compartilham uma aresta com um ciclo do
tipo (+) deve ser do tipo (—) e vice- versa.

De fato, tomemos um 4-ciclo do tipo(+), como em (i), de vértices 04104, 0,41 € 0.

Do vértice de rétulo o; pode sair uma aresta preta ou uma aresta cinza para um
vértice de rétulo.

A aresta cinza direciona-se de g; para um vértice de rétulo ;. Isto se deve ao fato
de que 0; < 0y, ja que 0,41 < 0;.

Do vértice de rotulo 0,1 podemos ter uma aresta preta e uma aresta cinza. Digamos
que a aresta cinza, esteja ligada a um vértice de rotulo o, A direcao desta aresta é
de oy para o0;41; isto poque 0,41 < 0, logo oy < 0i41.

Como existem apenas 4 — ciclos do tipo (+) ou (=), o ciclo de vértices oy, 0%, o €
oir1 € do tipo (—).
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9. 9 q
(+) )
g a

+1

A andlise dos outros vértices é andloga. Assim, como a andlise para o caso (i7).

Isto implica que o grafo H (o) é bipartido.

1

Lema 3.9. A permutacao o pode ser ordenada em b(c) — 3i(0) reversoes.

Demonstragao. H(o) é bipartido. Em [4] é dito que em [13] se pode encontrar um

conjunto méximo independente em H(c) em O(n?2). Logo, podemos encontrar uma

decomposi¢ao de G(0) em ciclos e que o nimero de 4-ciclos é i(c). O Teorema (3.1)
1

nos garante que podemos ordenar a permutacdo ¢ em no maximo b(c) — zc4(0). E

disso segue o resultado. O

Sejam p1ps ... p, a sequéncia de reversoes em T'ransform(mw) que transforma = em

T e p1p2. .., asequencia que transforma id em v.
Lema 3.10. b(7) — b(0) =2(x +y) e i(m) —i(o) < 4(z +y).

Demonstracao. Em cada execucao do Procedimento Transform w e v sao transfor-

mados em permutacoes 7' e ¥’ de duas maneiras.

) @ =7pev=u;

Neste caso, p ¢ uma reversao que remove dois pontos de quebra na permutagao

71

Disso temos que

Temos que p é uma reversio que remove dois pontos de quebra em v7~'7.

Logo,

2=b(v %) —b(/ 7)) = b(7, v) — b(x', /)
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Ja que (z + y) iteragoes do Procedimento sao realizadas para se tranformar 7 em
o; segue que b(m) — b(o) = 2(z + y).
Agora, cada reversao que remove dois pontos de quebra pode destruir no maximo
quatro 4 — ciclos que nao compartilham arestas. Portanto, i(7, ) —i(n’, V') < 4.
No procedimento Transform cada reversao feita pertence a sequéncia pips ... ps
ou P13 . .. py. Disso, temos que i(m) —i(0) < 4(z + y).
O

A partir dos resultados anteriores e do uso do Procedimento Transform(w) é
possivel construir um algoritmo que melhore o raio de aproximagao do algoritmo

ReversalSort(m) dado na se¢ao anterior.

Procedimento ImprovedSort(r)

1. Use o procedimento T'ransform(mw) para encontrar duas sequéncias de reversoes

P1P2 - Pz € P1P2 ...y tals que Tp1ps ... py = T € tdp1ps ..., = V. Considere

oc=v"1.

2. Resolva o problema do conjunto maximo independente em um grafo bipartido
H (o) a fim de encontrar um conjunto maximo independente em G(o) de 4—ciclos
que nao compartilham arestas. Com as arestas restantes, faca uma decomposicao

ciclica arbitraria.

3. Decomponha os vértices de grau 4 em G(o) de acordo com a decomposicao ciclica
encontrada no passo (2). Em termos de faixas, substitua elementos tunicos por

faixas,orientadas apropriadamente, resultando em uma permutacao com sinal o’

4. Use SignedSort(o’) para encontrar uma sequéncia de reversdes que ordenam o’.

Esta sequéncia fornece uma outra 6165 .. .60, que ordena o.

5. Aplique a sequéncia de reversoes pipsz...pz0102...0,0,0,—1...¢1 para ordenar
TT.

O teorema a seguir diz respeito ao desempenho do algoritmo I'mprovedSort(r).

Teorema 3.3. O algoritmo ImprovedSort(r) ordena a permutagdo 7 em b(m) — ca()

Passos.

Demonstragao. Observe que do passo (5) do Algoritmo I'mprovedSort, temos que

dim) <z 4+y+=z

Pelo Lema (3.9) vale que
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1.
d(m) < 2 4y +b(o) - 2i(o)
Usando o Lema (3.10) segue que
1.
dim) <b(m) =2z —2y+z+y— 5@(0)
De onde,
1.
d(m) < b(m) = (z +y) — 5i(o)
Ainda pelo Lema (3.10)
' — 1
d(r) < () — LM i) Lo
4 2
Logo,
i(m) (o)
d(r) < b(m) — 2 _19)
() < b(m) — 1) 1
1.
d(m) < b{m) — 7ilm)
E finalmente, pelo fato de cy(7) > i(m)
1
d(m) < b(m) — 104(7T)
0
Corolario 3.3. O algoritmo I'mprovedSort prové um raio de aproximacao de g.
Demonstracao. Pelo Teorema (3.3) e Equagao (2.12) segue o resultado. O



CAPITULO 4

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho apresentamos uma abordagem na qual se discrimina com precisao as
propriedades de solugoes para o problema de rearranjo de genomas com transformacoes
restritas a operacao de reversao. Essa diferenciacao permite escolher a representacao
mais adequada de permutagoes, a fim de tornar as provas dos resultados mais claras
e precisas. Nosso principal cuidado foi distinguir entre as notacoes utilizadas para
representar permutacgoes: ciclos e palavras. Baseada nessa discriminacao é possivel
analisar com precisao os resultados presentes no trabalho seminal de Bafna e Pevzner
[3].

Nesta secao, vamos analisar alguns pontos do artigo com o intuito de justificar os
ganhos obtidos com a abordagem proposta.

Como ja observamos, podemos modelar o sequenciamento genético por sequéncias
numéricas. Associar essas sequéncias a permutacgoes € interessante visto que podemos
nos valer das propriedades matemaéticas que estas possuem.

Na apresentacao do problema de rearranjo de genomas por reversoes, por exemplo,
dadas duas sequéncias, que representam o genoma de dois organismos, queremos en-
contrar o menor nimero de reversoes que transformem uma sequéncia em outra. Iden-
tificando a essas sequéncias permutagoes ( visto que sao fungoes ), temos bem-definidas
as nogoes de inversa, composta e funcao identidade. Este é um fato importante, ja que
é essa associacao que nos permite fazer as operacoes algébricas que foram realizadas ao
longo deste trabalho e que também sao consideradas em outros textos.

Outra questao que deve ser ressaltada é a permutagao de Gollan. No artigo de
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Bafna e Pevzner, define-se permutacao de Gollan em notacao ciclica como:

(1, 3, 5, ..., n—1, n, ..., 6, 4, 2), npar
Tn =
(1, 3, 5, ..., mn, n-—1, ..., 6, 4, 2), nimpar

Observe que esta notacgao foge a que é usual para permutagoes.

Em um ponto mais avangado do texto da-se o exemplo de que 74 =315 2 6 4.
Porém, em momento algum define-se de que maneira a permutagao como notacao ciclica
ird nos fornecer essa representacao como palavra. Nesse ponto vimos a necessidade de
se formalizar a idéia de como podemos representar uma palavra em notacao ciclica
e, reciprocamente, se nos é dada uma permutacao em notacgao ciclica, como extrair a
palavra que se associa a essa permutacao.

Observe que na demonstracao do Teorema 2.4, principalmente quando se provam
as equagoes em (2.3), o formalismo proposto tem significancia relevante. De fato,
por exemplo, para mostrar que A N C = (), primeiramente usa-se as propriedades de
fungao que tém as permutagoes para garantir que v,_1 = (V,—1) " plpr. Posteriormente,
tomamos a permutacao de Gollan em notacao ciclica para constuirmos as palavras
(Yn—1)strnv € 1(n—1)" ;. Neste ponto, observando como estao dispostos os elementos
nestas palavras, fica facil identificar as permutacoes p.. e p, necessarias para obtermos
o resultado desejado.

Como tltima observacao, consideremos o Lema 3.8, que garante que o grafo H (o)
é bipartido. Em [4] na demonstracao do lema, considera-se um 4-ciclo de vértices
0i,0i+1,0; € 0j41 tal que 0; ~ 0541 e 0; ~ 0,41. Afirma-se entao que os vértices
04, 0i41,0 € 041 formam um 4-ciclo em G(o'). Note que nao é feita uma distingao
entre rétulos e vértices de G(o). Pelo que é apresentado ao longo do texto, o;, 0,41, 0
e 0,41 sao tomados como os rétulos do grafo /(o) na nossa representacao. Entao, dizer
que em G(o™ ') existe um 4- ciclo de vértices 0y, 0;41,0; € 041 nos leva a pensar que
existe um 4-ciclo com esses rétulos em G(o~!), o que nao ocorre. Portanto, a nogao de
rotulos e vértices em um grafo de pontos de quebra é importante, para que nao se torne
dibia a apresentacao dos resultados. Neste exemplo, a representacao das permutacoes
como palavras nos permite ter a visao de como extrair os 4-ciclos de G(o) e G(o71).
Por outro lado, é a representagao como ciclos que facilita a construcao de (07 1),,.. Com
efeito, ciclicamente, o deve ser da forma, o = (... 0;0...0j01 j+1...0;j...001 0+
1...); disso segue claramente que o' = (...i+10;q1...50;...7+10j1...00;...).
Com a informacdo de que o; ~ 0,41 € 0; ~ 0,41 se pode observar que em G(o~!) temos
um 4-ciclo de rétulos 72,¢ + 1,7 e 7+ 1.

Como ja dissemos, na literatura, existem trabalhos mais recentes que apresentam
algoritmos de melhor raio de aproximagao para distancia de reversao (por exemplo,

Hannenhalli e Pevzner [12] e Caprara [7] mostraram, respectivamente, que o prob-
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lema de rearranjo por reversoes para permutacoes com sinais ¢ resolvido em tempo
polinomial e que o problema para reversdes sem sinais é N P- dificil) e que nos pro-
porcionam informacoes sobre a complexidade desse problema e também de problemas
de rearranjos em que outras operagoes sao consideradas. Porém, nosso maior cuidado
foi em discriminar a notagao dos objetos matematicos que modelam os genes, a fim de
obter um embasamento tedrico solido para, em particular, o problema de rearranjo por
reversoes apresentado por Bafna e Pevzner.

Neste trabalho, utilizamos a representacao de permutacoes como palavras e ciclos,
de acordo com o que nos era conveniente, a fim de precisar e deixar clara a prova de
resultados presentes na literatura sobre rearranjo de genomas por reversoes. Como
trabalho futuro podemos tentar formalizar o problema de rearranjo de genomas por
meio apenas de representacoes algébricas, ou seja permutacoes como ciclos. Tendo em
maos essa abordagem algébrica, poderiamos tentar identificar o conjunto das operacoes
de rearranjo (reversoes, por exemplo) com algum elemento ji conhecido da Teoria
de Grupos (talvez Grupos Quocientes ou outro elemento). Isto permitiria o uso de
programas matematicos, como o GAP, com o objetivo de computar quais e quantas
sao as operagoes necessarias para se transformar um genoma em outro, além de talvez
nos possibilitar a obtencao de relacoes que fornecam dados importantes na solugao do

problema de rearranjo.
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