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Resumo

Neste trabalho estudamos o estimador da ordem de cadeiaagrdeMlisando o Ci&rio
EDC (Efficient Determination Criterioncom o termo de penalidad&#imo proposto por
Dorea (2008). Realizamos umaadise comparativa das performances dos estima@dde pt,
BIC e AIC, baseada nos resultados de simoésccomputacionais realizadas.



Abstract

In what follows we study and analyze the Markov chain ordénegor EDC (Efficient
Determination Criterion) with the penalty function propd$s Dorea (2008). We also carry
out extensive numerical simulations based on EDC, BIC and Aiaing to a detailed com-
parison of their features as well as their relative perfaorcea
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Introducao

Os processos markovianos, em gerd@mvsendo utilizados como modelos aplicados
em diversasfreas, tais como: economia (Silos 2006), geologia (Li 20839logia (Balzter
2000), geetica (Nuel 2007), meteorologia (Martell 1999)ércia da informa@o (Bendt
2005) e niisica (McAlpine, Miranda & Hoggar 1999). Uma boa parte desgaicades
sao tacitamente modleis usando Cadeias de Markov de ordem superior com esp@cos
estados finitos. Os casos onde o0s espacos de estralggrfinitos §io naturalmente aprox-
imados para o caso discreto/finito em fangas limitages computacionais e a necessidade
de simplifica@o do modelo.

Em linhas gerais, uma Cadeia de Markov de ordesaracteriza-se como um processo
em que a informagp num dado instante depende naximo das informa@es nog instantes
anteriores.

Neste ceario, conhecer a ordem de depéndia de um certo procedimento tem funda-
mental imporéncia, 1Ro apenas para conhecer a dejgeeth em si, mas principalmente para
ser posi/el estimar outros pametros e encontrar a Cadeia de Markov superior que melhor
se adapta, em certo sentido, ao problema eafisn Dessa forma, a quastda estimaip
da ordem de depeg@dcia surge como um problema natural e iréexet.

Soma-se ao problema de estiraagla ordem, a limitaép dos tamanhos das amostras em
algumas aplicaiies, como por exemplo em sémeias de tRNAque possuem comprimento
entre 74 a 95 amiraxidos (Lewin 2004) e em partituras musicais cue lgmitadas a poucas
paginas.

Bartlett (1951) publicou um dos primeiros trabalhos sobreablema de estima&p
da ordem de uma Cadeia de Markov, propondo um teste ddelsigs para testar a ordem
maxima da cadeia. Seguindo a mesma linha, seu trabalho fergeado/aperfeicoado por

1tRNA (Transfer RNA): Respotawel por transportar ami@gidos para aistese de profeas.



Hoel (1954), Good (1955), Anderson & Goodman (1957) e Bilieg (1961).

Varias alternativaas €cnicas de testes de bigsesé&m sido propostas. Tong (1975)
propds a aplicago do Crierio de Informago de Akaike (AIC), apresentado por Akaike
(1974) para selép de modelos, para a determiaaga ordem de uma Cadeia de Markov,
com espaco de estados finito e assumindo aénds de um limitante superior conhecido
para a ordem.

Basicamente, Akaike (1974) considerou o problema da&elde um modelo, dentke
modelos podgseis, que melhor se aproxima do modelo verdadeiro eGgom novo crigrio
de informa@o que tem como base a inforndagrédia de Kullback-Leibler (Kullback 1959)
e arado de verossimilhanca de Neyman-Pearson (vide Kenda#ytS& Ord (1991) e Shao
(2007)).

Apesar da indiscinel imporincia do trabalho de Akaike (1974) e da utilizagdo
estimador AIC, como sugerido por Tong (1975), para estimata ordem de cadeias em
modelos de dados meteadgicos por Gates & Tong (1976) e Chin (19773onse con-
hecia nenhuma demonstéa;rigorosa sobre as propriedades do procedimento AIC neste
caso. Finalmente Katz (1981) derivou formalmente a disigédn assirfitica do estimador
AIC e demonstrou sua incongdsicia para estimar a ordem de uma Cadeia de Markov.
Nesse mesmo trabalho foi proposto, como alternativa fraoggrconsistente, um estimador
baseado no Cétio de Informago Bayesiano (BIC) que foi um criério de informago cri-
ado por Schwarz (1978) para sélegde modelos, usando argumentos bayesianos. &iarit
proposto, basicamente, foi uma adaptago termo de penalidade do AIC.

Vale ressaltar que, em um trabalho similar ao Katz, Shid#t@q) tamém demonstrou
a inconsigkncia do estimador AIC para a ordem de processos auto-segres

Csiszar & Shields (2000) demonstraram a coésisia forte do estimador BIC sem a
hipbtese que a ordem desconhecida seja limitada.

Simultaneamente, Zhao, Dorea & Goncalves (2001) geraralin os estimadores AIC
e BIC para a estimé@p da ordenr de uma Cadeia de Marko¥ = {X,} com espago de
estados finitde, apresentando o estimador EDC (€riv de Informago Eficiente) baseado
na log-verossimilhancaaxima e com certa liberdade para a escolha do termo de padelid

2Tamkeém conhecido poBchwarz Information CriteriofSIC).
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Especificamente, de acordo com oé&riib proposto por Zhao et al, a ordera estimada
por repc definido por

fepc = argmin{EDC(k);k=0,...,K} (1)

EDC(k) = —2log L(k) + y(K)cn, (2)

ondeL (k) & a fungo de naxima verossimilhanca da amosti4, .. ., X,) da cadeia, {c,}
pode ser tomada como uma ségaia de aimeros positivos §k) pode ser qualquer fuiQ
crescente erk.

No caso particulac, = 2, y(k) = |E|%(|E| — 1), o estimador EDC reduz-se ao estimador
AIC, proposto por Akaike. No casm, = log n e y(k) = |[E[¥(|E| — 1) temos o BIC.

Sob a hiptese da exighcia de um limitante superiét, conhecido, para a ordeme
assumindo que a se@pcia{c,} satisfaz:

C C
—n_>oo e _n_>o,
loglogn n

Zhao et al provaram a congsicia forte do estimador EDC. Como casos particulares,
obtiveram a consigéncia forte do estimador BIC e a inconsistia do AIC.

Posteriormente, Lopes (2005) estendeu o EDC para o caspalgoade estadds enu-
metavel. Dorea & Lopes (2006) derivaram taxas de corivecgn para o estimador EDC
e Dorea & Zhao (2004) obtiveram limitantes exponenciais @aprobabilidade de erro do
estimador EDC.

Com a ampla possibilidade de escolha do termo de penalida@B@groduzindo esti-
madores consistentes da ordem da cadeia, umaaguesturak a escolha do melhor termo
de penalidade, ou seja, aquele que produziria um estimadsistente que, de certa forma,
teria maior chance de acerto, ou ainda, a melhor performance

Dorea (2008) demonstrou a congistia forte dos estimadores EDC sem assumir a ex-
istencia de um limitante superior finité, da ordem e sob condies mais fracas sobre a
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seq@encia{cp}:

o c 2|E . C
liminf > El e lim=2=0.
n—e loglogn — [E| -1 n—e N

Alem disso, props como estimador consisteritémo, dentre a classe (1) considerada,
aguele baseado no @&ito

EDCopt(k) = —2log L(k) 4 2|E[<**log log n. (3)
Ou seja, props a escolha dg(k) = |E|*(|[E| - 1) ech = E—E‘llog log n em (2).

Dorea mostrou teoricamente que a escolha do termo de padelam (3) produz um esti-
mador consistente melhor do que o BIC.

Nosso interesse neste trabalhnéazer uma alise comparativa da performance desses
estimadores atr@s de simula@es nungricas.

Inicialmente, no Cajpulo 1, apresentamos um breve bisto, uma descrigo mais minu-
ciosa dos estimadores e estudamos em detalhes o traballowesie(R008), que nos auxilar
na ardlise da performance dos estimadores.

No Captulo 2 descrevemos primeiramente 0s experimentos comiputas realizados
com o objetivo de comparar a etaicia dos estimadores consisterfd3C,,c € BIC, e de
analisar a performance do estimadaorconsistente AIC. Em seguida, apresentamos uma
discus&o, pautada na teoria estudada, sobre os resultados atdisiesnulages, onde veri-
ficamos principalmente que o estimaétimo EDCypc apresenta uma performance substan-
cialmente melhor que o BIC, e essa vantagem aumenta er@adulaccomplexidade do mod-
elo considerado. Encerramos o ttafm, com a aplicago desses estimadores, numarem
real, na aalise de uma peca musical.

Finalmente, apresentamos nossas colelsisobre o trabalho realizado.

As informa@es sobre o programa computacional desenvolvido para atagoes, tais
como ferramentas, linguagens e deswide rotinas relevantes, @stno Agendice A.
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1 Fundamenta@o Tedrica dos
Estimadores

Neste cafiulo nbs consideramos a classe de estimadores EDCe({orile Informago
Eficiente) da ordem de Cadeias de Markov, com espaco de sdtaio, baseados na log-
verossimilhanca @xima penalizada, que foi proposta por Zhao, Dorea & Gargg2001)
e que generaliza os estimadoresssicos AIC e BIC.

Na se@o 1.1 apresentamos um breve tigto e uma descrép desses estimadores.

Na se@o 1.2 estudamos em detalhes o trabalho de Dorea (2008),accalesistncia
forte desses estimadoreslemonstrada sob cond&s mais suaves do que as assumidas em
Zhao, Dorea & Goncalves (2001) e um termo de penalidgideo € proposto de tal forma a
obter um estimador fortemente consistente de melhor pesgioce.

1.1 Descri@o e Breve Hisbrico
Considere uma Cadeia de Mark¥v= {Xn},.-;, de ordem desconhecidacom espago

de estado& = {1,2,...,N} e probabilidades de trangig

p(arr1lal) = PXnt1=a41|X7 111 =a1) =PXnp1= a1 Xnrr1=a1,.... X = &),
(1.1)

onde consideramos a no#exg

a) = el = (ay,...,a), sel<k<r.
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Dada uma certa amosti' = (Xy,...,Xn) desta cadeia, o problema consiste em deter-
minar a ordent do processo, baseado nesta amostra.

Como hiptese inicial, assume-se a eristia de um limitante superior conhecido para
r,istoé

existe K(conhecidg tal que 0 <r < K. (1.2)

Inicialmente, assumindo (1.2), foi proposto por Bartle@51) e Hoel (1954), utilizar
testes de hipteses para a determirda;da ordem da cadeia.

O teste proposto por Bartlett testa adtgse de que a cadeia tenha ordeaximak,
enquanto que Hoel testa a bitpse de que a Cadeia de Markov em caesenha ordem
maximak — 1 contra a hiptese de que a cadeia tenha ordeaximak.

O teste de Hoe? baseado na eststica da raao de verossimilhanca de Neyman-Pearson
(vide, por exemplo, Shao (2007)) para testablteges compostas:

A:L@_D,
L(k)
ondel (k) & a maxima verossimilhanca estimada considerando verdaddiigteser = k,
dada por:
LK) = [1] Blaafaly NP4, (13)
a1+1
assumindo®=2"=1, e
j=n—k+1
N@EXD) = S 10X =a1,.., Xk 1= a). (1.4)

j=1

Na seqgéncia, play, 1/a%) & o estimador de axima verossimilhanga de (1.1). Usando
a semelhanca de (1.3) com o modelo multinomial (Andersono®dinan 1957), ou uma
simples verificago usando multiplicadores de Lagrange (Billingsley 196higm-se
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N(af™ X))

Plaw1/af) = : (1.5)
Y ON@EEXY)
Hoel (1954), supondo verdadeira adiipse nulddy : r = k— 1, verificou que
—2log(A) ~ x*([E[“ Y([E[-1)?). (1.6)

Isto &, —2log(A) possui uma distribuiio assirttica qui-quadrado conE|* 1(|E| — 1)2
graus de liberdade, onclg| &€ a cardinalidade do conjunio Para isso, utilizou a aproximag
normal para distribuiges multinomiais.

Tong (1975) prope a aplicago do Criério de Informago de Akaike (AIC), apresentado
por Akaike (1974) para selag de modelos, para a determiaagla ordem de uma Cadeia
de Markov com espaco de estados finito.

Em linhas gerais, em seu trabalho, Akaike questiona a adié¢patica dos procedimen-
tos de testes de Hipeses como Btodos para a constr@ig ou identificago de um modelo
estatstico. Considerando o problema da satede um dos modeldd;, ..., Mk que melhor
se aproxima do modelo verdadel, Akaike profe um novo criério de informaéo que
tem como base a informag nedia de Kullback-Leibler (Kullback & Leibler (1951) e Kull-
back (1959)). Para a estintagdesta divei@ncia §o utilizadas as propriedades assiitas
da ra&o de verossimilhanca de Neyman-Pearson para testaebgs compostas e de esti-
madores de @xima verossimilhanca (vide Billingsley (1961), Kend&tyart & Ord (1991)
ou Rao (1973)).

Conforme sugerido por Tong (1975) e seguindo Lopes (2005pldgma de estima&p
da ordem de uma Cadeia de Markov de ordem desconhegcidam espaco de estados
finito e assumindo a hgiese (1.2), pode ser inserido no contexto de &elate mode-
los da seguinte forma: denota-se My a classe de processos eststicosX = {Xn}-1,

com espaco de estadBs= {1,2,...,N}, para o qual exist& > 1 tal que para toda > k
n—k

P(X]_ =ay,.. 'axnfl - anflyxn - an) = P(xl =ay,... 7)<k = ak) 'I_ll pajaj+1..4aj+k,1;aj+k, para
]:

a matriz de trans#po apropriad® = (pal...w;aku)’ ondepa;..a;a., = pag;am = p(ak+1|a‘§),

como denotado em (1.1). A classe de processos&id&notada pavlg.
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Desta maneira, a ordem de uma cad¢ia { X}, emM = LkJMk € 0 menor inteira
tal que, para alguh> 1, X = {Xn},.| es& emM.

Baseado numa amosti' = (Xg,...,X,) de uma cadeiX = {X,} de ordem descon-
hecidar, pode-se estimarselecionando-se a classe do modéiemM = UMy que melhor
se ajusta M.

Assumindo (1.2), ou seja, < K (K conhecido), e admitindo que cada ttipseHy :
{a cadeia de Markoé de ordem k represente o modelll,, com matrizP = (pa'{; ak+1)
associada, deseja-se,@mtselecionar sobi = {Mo, Mg, ..., My} 0 modeloM; que melhor
se ajusta ;.

Sob a hipteseHy, comk =0,1,...,K, a fun@o de naxima verossimilhanca dada por
(2.3), (1.4) e (1.5), ou seja,

N k+1xn
Nk x N
a1+1 a1|xn

ondeN(ak|X]), dado em (1.4), representadmero de ocoéncias de na amostréXy, ..., %)

e no cask = 0 interpreta-sé(ak|X{") = n.

Assim, baseado nesta egstita, o Criério de Informago de Akaike, utilizado por Tong
(1975) para selecionar a ordem que melhor se apustdem verdadeinada cadei&@
AIC(k) = —2log L(k) 4 2y(k), (1.7)
ondey(k) = |E|%(|E| — 1) & o rumero de pa@metros livres a serem estimados B A
estimativar der & aquela que minimizAIC(k), dentrek =0,1,...,K, ou seja,
Faic = argmin{AIC(k);k=0,1,...,K}. (1.8)

Uma fundamentap mais detalhada dos trabalhos de Akaike e Tong pode sertesda
em Lopes (2005).

Posteriormente, Katz (1981) obteve a distriBwi@ssirttica do estimador AIC e mostrou
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sua inconsi€tncia para a estimag da ordem da cadeia, com a edigtia de uma probabil-
idade positiva de superestimar a ordem. Como uma alterregiysocedimento AIC, Katz
sugere o uso do Cétio de Informago Bayesiano (BIC) proposto por Schwarz (1978) para
a estimaao da dimer&o de um modelo.

O estimador BIC da ordemde uma Cadeia de Marko¢, sob a hiptese (1.2) e baseado
numa amostrX[' = (X1,..., %), pode ser descrito como

feic = argmin{BIC(k);k=0,1,...,K},

onde

BIC(k) = —2log L(k) + y(k)log n,

comL(k) e y(k) definidos como no ciétrio AIC.

Com a substituigo da constante 2, no termo de penalidade do AIC em (1.7) fgielo
log n, que depende do tamanho da amostra e converge ao infinito aaMenauficiente-
mente lenta, foi po$gel obter a consigéncia fraca do estimadog,c, demonstrada por Katz
(1981). No entanto, foi apontado por Katz, agavle alguns experimentos computacionais
modestos, a ter@hcia do estimador BIC de subestimar a ordem da cadeia.

Mesmo depois dos trabalhos de Schwarz (1978) e Katz (198&)afn duas quests
em aberto — a consistcia forte do BIC e a possibilidade de se obter termos deigadal
“melhores”. Csiszar & Shields (2000) responderam a primgiresfio apresentando uma
demonstrago da consiéncia forte do estimador BIC, sem assumir a priori a érisi
de um limitante superior da ordem [Bigse (1.2)], mas deixaram explicitamente a se-
gunda ques$to em aberto'it remains open whether smaller penalty terms suffice forsi®n
tency...”

Paralelamente, Zhao, Dorea & Gongalves (2001), proposerastimador EDCH(ffi-
cient Determination Criterionhcom uma certa liberdade para a escolha do termo de penali-
dade e inclindo como casos particulares os estimadores AIC e BIC. Espmuidinter se@a
estimado porgpc, a estimativa rmima de EDC, ou seja,
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f =argmin{EDC(k);k=0,...,K}, (1.9)

onde

EDC(k) = —2log L(k) + y(K)cn, (1.10)

com ¢, podendo ser tomada como uma s&agia de ameros positivos dependendo de
(ou, mais geral, como uma sémcia de vadéveis aledirias positivas) &/(k) podendo ser
tomada como qualquer fuag crescente etk

Nos casos particulares; = 2, y(k) = |E|X(|E| — 1) ec, = logn, y(k) = |E[X(|E| — 1)
temos os crérios AIC e BIC respectivamente.

Zhao, Dorea & Goncalves (2001) provaram a coesisia forte do estimadogpc para
estimar a ordem de uma Cadeia de Markov = {X}, cujo processo derivado

{Y<k> = (X, ,Xn+k—l>}

k>1

e irredutvel e recorrente positivo, assumindo adtgse (1.2) e sob as seguintes codds;
para a seggncia{c,} no termo de penalidade:

C C
— 1 Lo e 20 (1.11)
loglogn n

Em particular, obtiveram a congésicia forte degc.

Além disso, observaram que se acemde (1.11) assumirmos q{& } & uniformemente
limitada por uma constante, @airgpc € inconsistente. Esteo caso do estimadogc.

Com isso, qualquery, satisfazendo as condies em (1.11), @ origem a um estimador
fortemente consistente. Dessa foraatural pensar em qual,” fornece o estimador com
maior chance de acerto.

Recentemente, Dorea (2008), considerapld = |E|%(|E| — 1), propds o seguinte
termo de penalidade como senatomo dentro dessa classe de estimadores consistentes:
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_ _2[E|
- E[-1

Cn loglogn.

Além disso, Dorea (2008) demonstrou, sob algumas coeslide regularidade sobre
X, a consigkncia forte do estimador EDC sem a dtigse (1.2) de limitép da ordem e
assumindo as seguintes aipses (mais fracas) solye

. Cn 2|E| . Cn
liminf e limsup— =0.
n—» loglogn ~ |[E|—1 n—>oop

Em particular, Dorea apresentou uma prova alternativa a dea<sshields (2000) para
a consigncia forte do estimador BIC sem a limiga;(1.2).

1.2 EDC: Consiséncia e Termo de Penalidad®©timo

Nesta sego, consideramos a classe de estimadores EDC, dados poe (1.2)), com
y(k) = |E[%(|E| — 1) e ¢, > 0 uma seq@ncia de constantes, proposto por Zhao, Dorea &
Goncalves (2001) e que generaliza os estimadores AIC e BIC.

Como mencionamos no final da &egnterior, Dorea (2008) aborda a qéesda escolha
do termo de penalidad#imo e ainda demonstra a congistia forte do estimador EDC, sob
condiges suaves de regularidade, sem atape (1.2). A seguir apresentamos um estudo
detalhado de seu trabalho.

1.2.1 Nota@es e Resultados Auxiliares

SuponhaX = {Xn},-;, uma Cadeia de Markov de ordemcom probabilidades de
transi@o

p(ari1]a)) = P(Xni1 = &1 X7 1 = a7). (1.12)

Parak > r, considere o procesat® = {Y”(k)}n>1’ comY¥ = (Xa, ..., Xnrk_1) € EK.
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Considerand@\ = (& 1,...,8k) € EK, temos qué

P, = AnaYi¥ = A, YW = Ag) =
= P Xnss- s Xnrk) = (Bneads- - 8nssk)]
(Xn’ . 7Xn+k71) — (an7l7 MR | a‘r]?k)’ R | (Xl7 . 7Xk71) — (al,l’ e 7al,k))'

Considerando apenas 0s casos vass, istoe, a; j = a1 j+1, € denotande;, j_1 = a j,
enfio

POV, = Ava Y = An, . Y = Ay =
= PXnt1=an1 X' =a))

=PXni1= an+1|x,?_r+1 = ann_r+1)

= P(Xn”fr1+z = annir1+2|xr?—r+1 =an 1)

= PYY) = AtV = Ay).

Assim, conclimos queY K & uma Cadeia de Markov hom&mea de primeira ordem,
com probabilidades de tranaig

k k
PV = a v = &) = p(ay.ala) = plaala . q)- (1.13)

Assim, seX = {Xn},>, € uma Cadeia de Markov de ordeme espaco de estados
E, enfio, parak > r o processor k) = {Yn(k)} " ondeY¥ = (Xn, ..., Xnsk_1) € EK, &
n>
chamado Cadeia de Markéwderivada deX.

Podemos induzir a rec@mncia e aperiodicidade nas cadeias derivadas da seguimiz fo

Proposic¢ao 1.1. Se as probabilidades de tranéig da Cadeia de Markov X, de ordem r,
sA0 estritamente positivas exr, eniio a cadeia k-derivada ¥ & irredutvel e aperbdica.
Consequentemente, édjca.

Demonstrago. Como o espaco de estadés,deX é finito, temos que o espaco de estados
da cadei&-derivadafEK, tamkemeé finito. Por outro lado, para quaisquer dois estafts=

1Supostamente, Doob foi o primeiro a sugerir essa adaptap Doob (1966)4minas 89 e 185.



19

a eb® = bk, temos por (1.13)

P(YS) = aby,..., Y\ = abl L v, = by — &)
= p( bufa) - - plbxfabi )

~ { p(by|a)). .. p(br|arbi™t) >0, parak=r

| pbalak ). pbr]bkh) >0, parak>r.

Assim, todos os estados se comunicam e portanto a Cadeia #&ewairredutvel.
Como o espaco de estadedinito, segue que ela recorrente positiva e portanto édica
(vide, por exemplo, Kannan (1979)).

Além disso, para todac E, A= (a,a,...,a), temos queP(Yrgfl = A]Yrgk) =A) >0,

usando a irredutibilidade, condinos quey ) é aperbdica. u
Vale observar que a rgaroca da propos#p anterior Ao é verdadeira.

Uma quesio naturak a relago entre as cadeias derivadasd€uanto a ergodicidade,
podemos ter:

Proposi¢ao 1.2. Se a cadeia k-derivada de & ergbdica, com distribuigo de equibrio
(estaciorria) 75 (a¥), enfio a cadeia (k- 1)-derivada possui distribuo estacioaria dada
por

T (8) = (@) Plawsa[a_rae)- (1.14)

Demonstrado. Como por hipteseY ¥ possui a distribui@o de equibrio e estacioariarg,
engo temos

mi(af) = Z i (bf) p(atf|bf)
bl

(vide, por exemplo, Kannan (1979)).

Comop(ak|bk) = 0 paraal—? + b,
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@) = Y m(aod ) p(ak|apal )

3 Tid(@od ) p(
a

= Y mi(acd{ ") p(alacal ). (1.15)
a

Para a Cadeia de Markok+{ 1)-derivada definimos

Tli<+1(a|i+l> = T‘k(ali) p(ak+1‘ali)- (1.16)

Entao, substituindo (1.15) em (1.16), temos

(& Z"k (2025 ) p(a/aody ) p(a /). (1.17)

Dai novamente, aplicando (1.16) em (1.17), com um ajuste ripénslices, obtemos

Ma(a™) = Zﬂk(aoalf !

) plax|aoal ™) play 1/a)
= azo 71<+1(a0a1) p(ak+1’a§)

= Zk 71<+1(b(|§) p(ak+1|b'(§).

bo

Logo 751 dada por (1.14% uma distribuigo estacioaria paray (K+1), O

Para simplificar a not&p, vamos utilizar

m(ak) = mi(a) e (&™) = i ().

Note que esta notagp esh bem definida pois, atras do dorinio, &€ posével fazer a
distincao entre as distribugs.

Por indu@o, temos:

Corolario 1.3. Se a cadeia r-derivada de erghdica enfio, para |> r, a k-derivada de X
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possui distribuiéo estacioaria dada por

n(af) = m(ay) p(ar1/al) . plaxla_f)- (1.18)

Das proposiges 1.1 e 1.2 segue:

Corolario 1.4. Se Xé uma Cadeia de Markov, de ordemr, cujas probabilidades desi¢ao
30 estritamente positivas, ou sejaap,1/aj) > 0, v &t € E'*1, engio para todo k> r
a cadeia Y¥ possui distribuido de equibrio (estacioraria) dada por (1.18), onder(a)))
indica a distribuigio de equibrio de Y(").

Intuitivamente vemos que uma cadeia de ordgrode ser modelada por uma cadeia de
ordemk > r sem qualquer perda. Esse resultado (Goroll.4) mostra que a ergodicidade

& preservada neste caso.

O Lema abaixa@ necesario para detalhar os resultados de Dorea (2008). Emba@a sej
um resultado simple§,de grande impdaincia, pois com ele pos$vel relacionar as diversas
formas de contagem de uma determinada &ega de eventos.

Lema 1.5. Considerando a notdp N(aX) = N(ak|X["), definida em (1.4), temos que

N(a) = XN(aoa'{) +1(X=ag,..., X = &)
%

N(@) = 5 N(@fac1) + 106 ki1 =21, % = &). (1.19)
A1

Mais ainda, se b 0, por indu@o segue que:

-1 ,
N(ak) = Z N(ad ,a¥) + Z)Z 1(XIHHL — 0,ak)
ap 1=0a%;



22

NGl = 5 NG@ialy)+ 3 5 UK =atar’). (1.20)
ady = alliﬂﬂ

Demonstrago. Usando a defin&o deN(a'{)

j=n—k+1

N@&) = 310G =an e X1 = &)
|=

j=n—k+1
= ( _22 azol(xj1:aOan:ala"'7xj+k—1:ak)>+1(X1:ala"'7xk:ak)
=

i=n—k
:(z z 1(Xi:a07xi+1:ala~"7xi+k:ak))+1(X1:a1,...,Xk:ak)

ap i=1

= (Z N(aoali)) +1 X =ay,...,. % = a).
&

Analogamente,

N(alj(_) = le 1(XJ =a,... ,Xj—H(—l = ak)
j=n—k

= 2, 2 I(Xj =ag,. .., Xjrk-1 = a6 Xj+k = &) | + 1K1 =ag,..., Xn = &)

1= +1
j=n—k

= akz '21 1(xj - a17"'7xj+k—1: ak7xj+|(: ak+1) +1(Xn—k+1: ala"'axﬂ - ak)
1=

- akZ N(aliakﬂ)) +1(Xn—kt1=az,..., Xn = a).
+1

]

Em resultados subsequentes, témbvamos utilizar a seguinte adajiagla desigual-
dade das rdias.

Lema 1.6(Desigualdade das &tlias) Supondoa>0e g > 0,i=1..l, eno
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|
3° ye 2%
.——\%é‘
g r!

Nas demonstrdies dos resultados dagxima sub-sefo, vamos precisar de algumas

_93|I—\

relagges da fungo verossimilhanca. Essas rélas esio intimamente ligadas aos resultados
apresentados, pois tratam do comportamento lochlele.

Lema 1.7. Seja X uma Cadeia de Markov de ordem r com probabilidades dwsitgo
dadas em (1.12). E&b
(@) parak>r,logL(k+1) =logL(k) +0(dn) e log L(k+1) =log L(r) +0(dn);

(b) logL(k) = z N(aq_*l)logWJro(dq) paratodo|>0e0<k<I;

X
o (@ XD

A~

(¢) L(k+1)>L(k)+0(dn), k>0,

onde LK) & a fun@io verossimilhanca de X supondo a ordenikée méxima verossimilhanca,
como definida em (1.3). &in disso, ) significa que(% — 0 sempre qué, — «. Neste
caso, @dy) é limitado em n.

Demonstraéo. (a) Por definigo

Lk 1) = T p(b. 2|l N, (1.21)
2

b "

Comok > r, temos quep(by; o|bk™) = p(by, o|bk™) e substituindo em (1.21) obtemos

Lk+1) = ] p(bis o[l HNEE™),
2

(O

Agrupando adequadamente e usando o Lema 1.5 obtemos
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N bk+2)

>
Lk+1) = |K‘|p<bk+z|bk+1>b1
2

bk+2) (b|§+2:xj|f+1)

_ Ik—l bk 2|bk+1
+

K+2 k+2_ k+1
= (D (b 2| FHNC N(Bz" )> : (D IO(bk+2|b'é“)_l(bz+ =X )) . (1.22)
+2 pkt2

2

Chamandqg3 o segundo fator daltimo membro de (1.22) e usando a defaugdel (k)
obtemos

L(k+1) =L(K)-B.

Tomando logaritmo e considerando ei@ao depende detemos

log L(k+ 1) =log L(k) 4 0(dn).

(b) Por (1.3) e (1.5) temos

e pelo Lema 1.5, segue

-1 .
L= (N0 5,5, R g MR
AN
Consideranday™ = b/t | e 5 1(b%bf = X;) = c(a;™), temos
N(a|+1) C(a|+l)
aI1+1 a1+l k) att N(@ )
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Chamando o segundo fator em (1.23)3e tomando logaritmo, obtemos

N a.|—|—1
log L(k N(a? Iogw +0(&).
a1+1 a1+l K

(c) Para provar qué(k+ 1) > L(k) 4 0(3,), seguiremos as ideias da demonsgitado
Teorema 1 de Dorea & Zhao (2004 ginas 3689-3697.

Parak > 0, temos

k+2)

logL(k+1) = Z log N(a*2) NET)
N(ay

Como por (1.19N(&"1) = P N(@2) +1(X k= a1,..., % = a11),
+2

3 _  N@E)
logL(k) = a+lIogN(a1 )N(a'i)
_ 2 N )
= agzlog N(a;™) (a§+1)+o(5n)
Dal segue
T (k) _loal _ k2 N(a5"%) N(af™)
09 L9 ~logLik+1) = 5 N(ef)log [N(agﬂm(a% +o(&)
_ e NE@T?) IN(ES?) N(af™)
R T e [ TP
B Kl N(a|](_+2) N(a|§+2) N a5+1
= 2N 2 NE " [N k)

k+2
Note que Z —811“—1; < 0. Assim, usando a desigualdade de Jensen temos:
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N(a,'ﬁz) N(a|§+2) N(ai-i-l)
Z.N@) [N<a5“> NG| O
[ N(&"2) N(akt?) N(&s T
= 19| 2 N N Nk | P
i N(a"+2)

Assim, conclimos que

log L(k) —logL(k+1) < o(&n).
O

Observago 1.8. ComoI:(k) depende apenas da amostra, @ueonhecida, podemos deter-
minar melhor seu comportamento. Nesse sentido, o item (c@sh@lanterior pode ser mais
espedico:

L(k+1) > L(k)

Demonstraéo. Pela definigo e pela demonstrag do item (b) do lema, temos respectiva-
mente

(1.24)
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3 [N(bob™)-+10 =B ™)
0

zZ

O
=X

J’_

H

N—r
\—/

k k:
X +l:bl+l)

NG\ )
I ANYCH IANTES

N(a|§+2) N(a'frz) N(XJI-(—I—l)
D2<N(a§+1)> NOET ) (1.25)

2

Para mostrar o desejado, basta oﬁ{%ﬁ > 1. Usando (1.24) e (1.25), temos

k+2

N2 NGE )\ N
N(XKT) )

( \ ( y N(a'frz)) +1
s N@*?) | +1 A2
|: k+1 kT2 1
(l:(—:(—) ) - . k41 k+-2 k41 ’ (1'26)
k+2\N(a; " ")N(a;™) N(X; )
2 [N(a’l N a&*%N(a“l)] T NoD
1
\ Vs

Para o numerador (e expoente) do segundo membro de (1.263lai)s Lema 1.5, temos
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= N(ak*tt). (1.27)

( N(a§+2)N<aE+1>N<a5+2>) N

N(afT)N(astt) N(X{)
(o NEEINGED) | N
agﬁ NE ) N(X5)

< N@?) 1y, NOGH)

= P N(alé"'l) azl N(a1a2 )+ N(Xi()

(G Dy gk eny] . NOGET)

_a2+2N(a§+1) [N(az ) 1(Xl_a2 )] + N(X]l_()

_ K2y e N@T) O N(XET

8T 2 TR TR N T NG
N(XFa2) NG NXET)

S N(EK2) 1%:2)  NA ) N

£NETTLZ TN NeE NG
N(XKay. 2)

_ N k+2y v S X (128)

P (@) ak#ZXm N(XF)

Aplicando (1.28) e (1.27) em (1.26), segue
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k+1
5 N P
L(k+1) - altL 4
L K42 N (XKay -
L(k) %2 N(a2+ ) — N (N%XJZ)
a 27Xt 1

]

Tamkem sedo utilizados os f@ximos tés teoremas, o primeiro pode ser encontrado em
Dacunha-Castelle, Duflo & McHale (1986) e os outros em Meyn &8&gle (1993).

Teorema 1.9(Lei Forte dos Grandes (Nneros) Suponha Z uma Cadeia de Markov irre-
dufivel, recorrente positiva, com espaco de estados finito ksteiltlicido estacioaria 7.
Considere ainda fE — R e g: E — (0,%) confnuas, erdio

5£(Z) | Enlf(Z))
> 9(Zj) ac En(9(Z))
Teorema 1.10(Teorema do Limite Central)Se Zé uma Cadeia de Markov e¥gica com

n
espaco de estados finito E e distribiicestacioaria 1, g: E — R, Si(g9) =  9(Zj) e
=1

6F = Ex((?(21)) +2 3 En(0(Z1)0(2) > O, entlo

V'
Teorema 1.11(Lei do Logaritmos Iterado)Se Zé uma Cadeia de Markov evgica com
n
espaco de estados finito E e distritiidcestacioaria 11, g: E — R, $(9) = Y 9(Zj) e
j=1
n

0f = En((21))+2 5 En(0(Z2)0(Z,), ento

(@) Seeg =0, quase certamente

Iim = 1(0) ~Ex(S1(0)] =0

(b) Seeg > 0, quase certamente
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”msupS"l(g) —En($(9))

n—e . /283nloglogn

=1

iminf 29 —En(S(9) _

" \/262nloglogn

1.2.2 Resultados Principais

Daqui para frente, vamos assumir geé uma Cadeia de Markov de ordemcom
espacos de estadBsfinito, |E| > 2 e probabilidades de tranaig estritamente positivas, ou

seja,

p(ar1lal) >0, Va ™ = (a,...,a1) € E" (1.29)

Lembremos que pelas propodgs 1.1, 1.2 e coratios 1.3 e 1.4, segue que as cadeias
k-derivadasr ¥, k > r, sao irredutveis e ergdicas e set(a)) é a distribuigo de equibrio
estacio@ria para a cadetaderivaday ("), enfio pare > r ak-derivaday ¥ tem distribuio
estacioariar(af) = i(ak) dada por (1.18), ou seja,

mi(af) = (@) p(ar+1/a}) .. P(aklal 7).

Lema 1.12. Se Xé uma Cadeia de Markov de ordem r satisfaze(ida9)ento,vk >r e
v at ¢ EKL, temos

N@E - NG@)placald)]
limsup

s nlog log 1 = 2m(a™) (1 p(aak)) (1.30)

quase certamente. Ondgak"™) & a distribuigio estacioaria da cadeia k-derivada ¥.
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Demonstraéo. Considere

Q(Yj(k+l)) = 1(Yj(k+1) =t — l(Yj(k) = &) p(a + 1|a) (1.31)

Usando a definio deN(&X) e g, obtemos
Si(0) = N(@™) — N(@)pla,1la) + 1Y%, 1 = 8 ip1) Pla 1)
= N(af™!) - N(af) p(a. (|af) + o(&n). (1.32)

Indicando porE;; a esperanca relativa distribuigo estacioaria i1, engo de (1.31) e

(1.18)

eda

En(Sh-) =0, (1.33)

En(@(Y' ")) = (@) (21— plac/a))? + m@) (1 - plawsalas)) plac 1/ak)?
= (@)1 plaala) | (1 p(acsalal)) + placlab)|
= (&) (1- p(a1/a)). (1.34)

Para calculak (g(Y“"™)-g(Y*""))) com| > 1, consideremos?| .1 = 0(Xa,. .., Xj1k_1),

]
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(k+1)

en@o, comoYJ- é.7jk—1-mensuavel, temos

E o000 ™| = BB )0 )1 )]

=E {Q(Yl(k+l))E [1(Yj(k+l) =) — 1(Yj(k) = af) p(a1(a) [ ) u 1} } .(1.35)

Mas,

N2

B0 Y = a ) Fraca] = B[00 = 810X 41 = @)l T
= 1Y} = &) p(ac ).

Logo substituindo em (1.35) segue

E [ -90v{")] =0, (1.36)

Agora, usando (1.34) e (1.36), obtemos

65 _ E( k+1 +ZZZE[ k+1 Y(k+1))]
= m(a"™)(1- p(ak,alal)). (1.37)

Aplicando (1.37), (1.32) e (1.33) no Teorema 1.11, consiggot = n—k, € como
62 > 0 (por (1.29)) temos

p S(9)—E(S(9)
1 —|II:LSOOU \/2 2tloglogt

:"msupN<a§+l> N(@) p(a2/a) +1(Y ), =al 1.0)
noe /2@ (1 plafa) toglogt

N(@1)—N (@) p(as1le)

)(1—p(as1/d))tloglogt

= limsup
Nn—oo 27'[(

Pela continuidade da fuBigh(x) = x? e usando que= ( ) n, temos que
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2
ki1 k
1 limsup N (@) —N (@) p(a1/af)
N—oo \/Zn k11— pak+1|al))tloglogt

. [N() - N () plae )]
"Tfot‘p{z (&™) (1 pla. 112) tiog logt

_ [N N () plaafa) |
“Tfogp{ 2m(a" ) (1 p(aw1/af))nloglog ("5 )n "5< f°

Usando a continuidade de log lege das propriedades de limsup obtemos

IN(E) -~ N(@) plaeala)]

1 = limsup
n—o | 2m(85™)(1— p(ay1la))nlog log ("5¥) n "k
2
1 | IN(EE) = N(&) placa )|
= ) limsup
2m(a™) (1 - plag;1/a¥)) | n—e nlog log n

e portanto temos (1.30).

Observago 1.13.Sob as mesmas fifeses do Lema 1.12, podemos ainda ter

k+1 k NG
[N - N@) plaalak)
liminf =0. (1.38)
n—o nlog log n

Demonstragéo. Usando a defin&o deN(a'{), paran > k, podemos verificar que

Gy = N(aHXT ) N (& XD p(akaa)
+1o- \/(n+1)loglog(n+1)
N (@) + 1G0T, y=al ™) —N (@ X7 p(a alak) 10X =af™) p(afak)
\/(n+1)loglog(n+1)
_ N@EH)-N@) plaala) | 104 a=a ) 100" =al ™) p(aala)
\/(n+1)loglog(n+1) \/(n+1)loglog(n+1) '

Dai dadog > 0, paran suficientemente grande,
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(@) — N(@) p(akalaf)  N(@F) — N(@) plax;1/a)
v/nlogTlogn v/ (n+1)loglog(n+1)
A0, = alth) - 10 = k) pla. afal)
v/ (n+1)loglog(n+1)
N(@) — N(@) plaxialaf)  N(@) — N(@) p(ax;1/a)
v/nloglogn V/(n+1)loglog(n+1)
100 = ) — 10X, = a1 p(acsafal)
v/(n+1)loglog(n+1)
1(Xr?+lil+1 — ) - 1(X,§'+k1+1 = a™) p(ay1/a)
v/ (n+1)loglog(n+1)
< 2e. (1.39)

(h— hia| =

IN

< &+

Usando racioimio semelhante ao usado na prova do Lema 1.12, mas aplicafneo-
rema 1.11 para o liminf, podemos verificar que

liminf ¢, = — \/271 K1) (1 p(ays 1/ak)). (1.40)

Nn—oo

Alem disso, aplicando o Teorema 1.11 pafarsupobtemos

limsupgh = \/271 K1) (1 p(ay;a)ak)). (1.41)

n—oo

Assim, dadce > 0, pode-se tomaty tal quen > ng implica que|gh — @ 1| < €. Além
disso, de (1.40) e (1.41), temos que exisie> ng tal que @, > 0 e ¢gh,+1 < 0. Usando
(1.39), obtemos quigh, — ¢h,+1| < €. Logo

€ >|%1_(pﬂ1+1|:%1_(pnl+l
=|%1_O’+|O_¢h1+l‘
> ’%1_0‘ = |%1|

Assim conclimos que
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2
NG NG pla)|
liminf

N—oo nlog log n

= Iirr]ninf|(g11]2=0.
0

Teorema 1.14.Se Xé uma Cadeia de Markov de ordem r satisfaze(id@9) ento para
k > r temos quase certamente

(@)
imsup 2= K. o

(b)
log L(k) —log L(k) > o(&n), (1.43)

ondey(k) = |[E|%(|E| — 1) & o riimero de pametros livres, considerando o modelo de ordem
K.

Demonstrago. (a) Da defini@o deL (k) e L(k) temos

0 k+1 N(akH) gkl
logL(k) —log L(k) = N(a;"")log - Z N(&"*)log p(a1(a)
+

al+1 ( 1) al 1

- _ Z N( k+1>|og ( li)p(s_ti—;mli)

& N(ay
= 3 N(@log (1+2z(@™) (1.44)
a1+l
k+1 k+1
ondez,(ak*+t) = N(a@p(aﬁ(ﬂfﬂ)— @) Notemos que, come% Py p(ax.1/a¥) ento
1

z(@™) 0.

Considerando o desenvolvimento eenis de Taylor em torno de 1 pdiig x em (1.44),
temos que
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logL(k) —logL(k) = — ¥ N@&F )z (&) +

— ¥ R@EM), (1.45)
com

lim ————=0. (1.46)
Z(81) 0 <2n<ali+l))

Usando o Lema 1.5 na primeira parcela de (1.45), temos

. ;N(a'fl)zn(a'i“) = _Zakz [N(a'D p(ak+1!a'i)—N(a'i+l>}

= - Z [N(a'{) - <N(a'{) — 10X k1= a‘{))}
= - Z 1(Xr?—k+1 - aﬁ)
_ (1.47)

k+1
Agora, comow P n(a‘{*l), usando o Lema 1.12 obtemos

N(akt1 k1)) k+1 k k
imeup @ ) (@eE™)” imsup V(@) ~N@p@Eca)
oo log log n o nlog logn N (&)
_ 2n(a'{+1)(1—p(ak+1|ali))m
= 2(1— p(ays1/a)) (1.48)
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TP oglogn ~ "TP| T Toglogn NG )

2 2
(@) INED (@EY) g
n
= 0. (1.49)
Assim, de (1.48) segue
L (m@)’
Ilmsup2 Z 27T nioglogn’ alzln k+1 (et <1—p(ak+1!a'i))

-5 (1- plaiala))

= [E[*1-E|)
= K. (1.50)

NI =

Por outro lado, de (1.46) e (1.49) segue

k+1 k+1
Iimsupz (&) _ Ilmsupz R(& )2|09||?gln
a+1Ioglogn £ (Zn(a'fl)) R(a;™)
) (1.51)

Logo, de (1.45), (1.47), (1.50) e (1.51) obtemos (1.42).

(b) Temos de (1.45) e (1.47) que

logl(k) —logL(k) = —1+% > N (@) (zn(a'fl)) ~ 3 R@

vV
|
[ERN
|
.tl 1
Py
—~~
HQJX
J’_
N
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Assim, para provar (1.43) basta mostrarmos que

Z R(@) = o(&n). (1.52)

) k+1

Para isto, basta observarmos que, ¢ i q—> r(a;" "), usando (1.38) da Obsenzas;

1.13 temos que

2

(wE@™)T | [NE NG| e g

liminf ~———— = liminf 5=

n—o |oglogn n—o0 nlog log n [N(a'frl)] n
= 0.

Dai usando (1.46) segue que

o k+1
Ilrr]rllorgf Z Ioglogn =0. (1.53)
Logo, de (1.46), (1.51) e (1.53) obtemos (1.52) e consequastite
log £ (k) —log L(K) > o(&).
O

Observa@o 1.15.Sob as mesmas lifeses do Teorema 1.14 e repetindo 0 mesmo ragamc
da prova da partéa) deste teorema, substituintim suppor liminf e usando a Observag
1.13 no lugar do Lema 1.12 podemos mostrar

imin log L(k) —log L(k) _
n—o loglogn
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Para simplificar a not&@p utilizada nos g@ximos resultados, considere:

P(ari1lay)

o(k) = arlzl m(ay) p(a+1/ah)log Tord .y (1.54)
onde
q(ar1/ah) = p(ar+afay)
e
PRCILCHES
d(ari1lal_yq) = — 5 ) , para0<k<r. (1.55)
4

Uma motivago para a defind@o deq(a;;1/a;_,,,) € escrever uma probabilidade com
depené@ncia menor queem termos das probabilidades conhecidas. Podemos aingae/er
guase certamente,

> N, L) o8

i N(blfrl) im b g+
N (o) e 3 N(b ;1) +0(50)
b—(r—k)+l
N(bli(rfk)ﬂ) N(b:;rlfk)ﬂ)
= lim b g1 RS S
T new N
b° "
—(r—k)+1
= g(ar+1/ar_ii1)- (1.56)

Teorema 1.16.Se Xé uma Cadeia de Markov de ordem r satisfaze(il@9) enfio, se
0<k<r, temos

k =9(k), g.c. (1.57)

5(k) >0ed(k) > 5(k+1). (1.58)
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Demonstraéo. Seja 0< k < r. Para provar (1.57), notemos que de (1.20) do Lema 1.5
podemos obter

R B . (ar+1) ‘ N(ak+1)
logL(r) ~logtky = 5 Nea 209 gy — 2, N@log
[ V¢ e R N(ak )
_a;N(alﬂ)log N(@@) Zﬂ _%%N(alﬂa"i%) m] g N(;@
N(ar—i-l) i N(ak+1)
_ N r+1 | 1 . N k+1,r+1 | 1
R P R

N(ai"™) Na)
N(@) N

+0(&n). (1.59)

k a 1
Agora, I|m—((k+—)l)N 1 # 1 para alguma ”1, caso cong@rio a ordem da Cadeia de

a 1 r+1
(Tﬂ N ) _, (&) (usando

Markov seria menor ou igualla< r. Como ;
N(@}) qc

- Placsafah),
o0 Teorema 1.9) elb, juntamente com (1.56), segue que

- logL(r)—logL(k) _ |: N(aj ™) N(a ™) N(ak)

Jim == ‘rll‘}oa%l 1—log N@) N
- r (ar+1|a1)
=9(k).

Para provar (1.58), primeiramente segue da desigualdadenden que
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k
5(K) =3 plaxla)mak)log R

i q(axy1/at)
1
_ q(ak1/a)
Zlﬂ(al)a(z P(aks1 ‘al) (ak+1|a§)
> - Z"(al)l()g > P&l 1)—%21;
a1 A+1 1
= Zﬂ(al)log > q(ak+l‘a1)
1 A1
=0 ,

pois 3 d(awafaf) =1

A1

A Ultima desigualdade de (1.58) segue de (1.57) e da parte (®ma 1.7, ou seja,

5(k) = lim logL(r)—logL(k)

n—oo n
— |im '09L(r) ~logL(k) +logl(k+1) ~logL(k+1)
= lim :
n—oo . ~ A R
= |jm 19t “logblktl) iy loghiktd) —loghk)
n—oo R n . Nn—oo n
> lim |09'—(r)—lnogL(k+1)

T n—oo

= 5(k+1).

[

Teorema 1.17.Seja X uma Cadeia de Markov com espaco de estados E, taEque2 e
satisfazend@1.29) Considere o criério EDC em(1.9), (1.10)comy(k) = |[E[X(|[E| - 1) e
{cn} uma seq@éncia de constantes reais, & O.

(a) Se k>r, endo quase certamente

. EDC(k+1)—EDC(K)

iminf —— = oam —‘ZV“‘“”("m'QfW) (IEI= >(<1>60)
e

lirgjongDC‘kljgllL;ﬁDC(k)=2v<k> ('lfg‘jwpm)ﬂ I~ 1y(K). (L61)
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(b) Se0 <k < r, entio quase certamente

jim PSR =EDCI) o500 + [y(k) — y(r)] lim &0 (1.62)

n—oo n n—oo N

Demonstraéo. (a) Sek>r, do Lema 1.7 temokog L(k+ 1) =log L(k) + 0(dn). Enfo
da defini@o (1.10) do EDC segue

EDC(k+1) - EDC(k) =-2logL(k+1) + y(k+ 1)cn+ 2log L(k) — y(K)cn
=-2[logL(k+1) —log L(k+1)] +2[log L(k) —log L(K)]
+ Ca [y(k+1) — y(K)] + 0(dn).

Comoy(k) = |EX(|E| — 1) segue

EDC(k+1) - EDC(K) =-FlogL(k+1) —logL(k+1)]+2[logL(k) —logL(k)]
+ CaY(K)(|E| — 1) +0(dn).

Dal, usando (1.42) do Teorema 1.14, temos

.+ ¢ EDC(k+1)—EDC(K)
“QL'Qf loglogn

logL (k+1) —log L(k+1)
loglogn

=-2 limsup
Nn—oo R
e logL(k) —log L(k)
+2 Ilmlong

+ V(k)(’E’ - )“mmf Ioglogn

=-2y(k+ 1)+ y(k)(|E| — )Ilmlnf

Ioglogn
e assim (1.60) eatprovado.
Analogamente, usando (1.42) obtemos
|iTj°EpEDC(I|<c£:LI)O;EDC(k) - "r?liogf |og|1(k+|oléﬂ)|gg L(k+1)
+2 Ii[]nsmup%
+y(K)(IEl - )“mSUpmglogn
= 2y(K) + y(K)(|E| — 1) liminf oo

e segue (1.61).
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(b) Para < k < r, temos usando (1.57) do Teorema 1.16

N—oo n Nn—oo N—oo N

= 25(K) +[y(k) — y(r)] lim .

— 00

e portanto (1.62) eatprovado.

]

Corolario 1.18. Seja X uma Cadeia de Markov, satisfazendo as mesmatebags do Teo-
rema 1.17 e ¢> 0 satisfazendo

. Cn 2|E| . Cn
I f I —=0. 1.63
ik loglogn — |E|—1 © ITjo?pn ( )

(@) Se k>r entdo, quase certamente

EDC(K) — EDC(r) _

liminf (1.64)
n—o loglogn
) () —EDC(r)
. EDC(k) — EDC(r
“Tjo?p logTog n > 2y(r)(k—r)(|E| +1) > 2y(r), (1.65)
com o limite em (1.65) mé@bono crescente em K.
(b) Se0 <k < r, enio quase certamente
jim EPCR—EDCI) 5500, (1.66)

n—oo n

com o limite (1.66) martono decrescente em k.

Demonstrago. (a) Sejak > r. Aplicando as hipteses (1.64) em (1.60) no Teorema 1.17,
obtemos

iminf EDC(k+ 1) — EDC(k)
n—oo loglogn

~2ylc+ D+ g 5 (]~ Dyl

= =2y(k+1)+2|E|y(k)
= —2[E["}(|E|-1)+2E[|E[(E| - 1)
— 0 (1.67)
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k-1
Agora, comdEDC(k) —EDC(r)= S [EDC(j+1) —EDC(j)]. Aplicando (1.67) repeti-
r

das vezes, obtemos (1.64). De formz;semelhante, aplicarér) €m (1.61) obtemos

. k - k
imaupERAUD DO g, ZEL ey g
— 2y(K)(1+E)). (1.68)

Novamente, aplicando repetidas vezes (1.68), como lpara y(k) > y(r) podemos
obter

"T_i?pED?ggBEEC(r) _ TZ:'“TjotjpEDC(ligalngEDC(i)
> 201+ [E) 3 1)
2(1+[E[)y(r)(k—r)
e (1.65) esi provado.
(b) Segue de (1.63) e do Teorema 1.16. ]

Corolario 1.19. Sob as mesmas liteses do Teorema 1.17, o estimador EDC, com termo
de penalidade positivo que satisfaca (1.63¥prtemente consistente. Reciprocamente, um
estimador baseado na verossimilhanca penalizada §oesatisfaca (1.63)dn é fortemente
consistente.

Demonstrago. Nessas hipteses, usando o Coéolo 1.18, temos de (a) que, quase certa-
menterepc < r e por (b) temos que limgpe > r, onde conclimos a igualdade.

2[E|
|E[-1

Por outro lado, se Iimir‘,*c &

bglogn enfio, usando (1.60) do Teorema 1.17, temos

quase certamente

liming EDC(r +1) — EDC(r)
log logn

2y(r+1)+ (Iiminf mg?ﬁ) (IE| - Dy(r)
<0

o que indica que podarocorrer superestimag da ordem. Am disso, se lim suﬁ =c>0,
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temos por (1.62) do teorema 1.17 que

EDC(r —1) — EDC(r)
n

limsup =20(r—1)+[y(r—1) —y(r)]c,

que rao garante a cons@icia, pois podérter casos em queéy(r — 1) — y(r)|c| > 25(r —
1). O

Segue como consegncia imediata o seguinte coaoio.
Corolario 1.20. O estimador AIC &o é fortemente consistente.

Corolario 1.21. O estimador BIG fortemente consistente.

Demonstraéo. Para o estimador BIC temag = log n e temos

iminf 09" _ - 2E
n—» loglogn |E|—1

lim suplo% =0,

Nn—oo
logo as hifpteses do Coralio 1.19 esio satisfeitas. O
Corolario 1.22. Sob as hipteses do Cordlrio 1.18, o termo de penalidadgimoé

_ _2[E|
- E[-1

cn- V(K) log log(n) - (|E| - 1)|E* (1.69)

Demonstrago. O termo de penalidade deve ser 0 menor paspara evitar subestimag
da ordem e grande o suficiente para ter a camsisa forte. Neste caso, pelas coridis do
2|E|

Corolario 1.18, o menor termo assitico é ‘E‘—_llog log(n) - (|E| - 1)|E|. N

Em conseq@éncia desse resultado, segue:

Corolario 1.23. O estimador BIC penaliza mais que ne@ss

Como pode ser verificado na demonsii@glo Corchrio 1.22, o fato do BIC penalizar
mais que 0 nece&s0 gera uma maior te@dcia desse estimador a subestimar a ordem.

Vale ressaltar taméim que o Cordrio 1.21é o teorema da consisticia forte do BIC,
apresentada por Csiszar & Shields (2000).
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1.3 Considera@es

Se 0< k<, pela equago (1.59) na prova do Teorema 1.16 e pela démiq:eN(arlJfl)
em (1.4), temos que

N R -k N(a' 1) N(ak
logL(r) —logL(k) = 5 (_z 1(xj1+k_a§+1)> log l\(l?;D)N(;?ﬂ) +0(&).

Considerando a cadefa+ 1)-derivaday "1 e tomanda : E — R,

(r+1) N(ap™) N(&) 0
gy, ) = ;1(Yj—a'i”)log NGO N (a'{il) eSn(g)—j;g(Yj),

&l

temos
logL(r) —logL(k) = 5 g(¥{" ") +0(&) = Si(9) +0(&n).

Assim, segue do Teorema 1.10

logL(r) —logL(k) —nd(k)

En/V(O,l),

onde

2 _ ol paia) )2
99 =2 T[( )(Iog q(arrala)_ l:—l))

r+1

(k+1) _ r+1ypy (kD) _ prtt p(ari1/ay) P(br1b})
+2]£2ar+1zbr+l P(Y - al ) ( b )|0g a(ar+ l|ar k+1) Iog (b”l‘br k+1
1

Analisando o comportamento paraguficientemente grande e fixo, podemoserdon-
cluir da argumentdaip acima e do Teorema 1.16: & uma Cadeia de Markov de ordem
satisfazendo (1.29) eim, parek < r
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(i) —2logL(k) +2logL(r) =2n&(k)+o(n) e
(i) —2logL(k) +2logL(r) ~ .4 (2n5(k),n63).
Estas conclu@es despertam o interesse em se conhecer mé(kor O Teorema 1.16
mostra qued(k) deve ser positivo pafa< r e, pela sua defingp,é posével notar que pode

ser arbitrariamente pkimo de 0. Entretanto, podemos ter um limitante superica p&k),
limitando-o no intervalo, relativamente peque(@)og |E| ). Istoé: conforme definido,

o(k) <log|E]|.

De fato, usando as defiriigs (1.54) e (1.55) d&(k) eq(a,,1/af_,,,), respectivamente,
e o Lema 1.6 podemos obter
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r P(ar+1lay)m(a))
5(k) = log ( bl1/29) )
ar1+1 Q(ar+l|arfk+1)

p(art1]a)) p(arr1la)) m(a))

S Iog r—k r—k
| > omby el ) p(arsalby Ay )
al brlfk
PRRLC )
L b} i
Zk p(ary1lay)plar1lay)mal)
= log a

|2 Pl )

3 e )

I bl K J
5 placsala) )
o
< log |[m aj
g arlfllx(lz)(arJrlI ) o zk"(brfkarrfkﬂ)p(ar+1|br17ka;7k+1)
G ki1 | bi”
> "(brlika{—k+1)
] A J
< log Z by af ;1)
_atk-rlbr{
= log|E|. (1.70)

Assim, podemos justificar a escolha do termo de penalidia® em (1.69) no Corékio
1.22 alternativamente da seguinte forma:

ConsidereX;, uma Cadeia de Markov de ordersatisfazendo (1.2) | = N > 2. Para
k < r e usando a argumentag acima temos que para o estimador indique corretamente a
ordemé necesario a desigualdade
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(V(r)—y(K)en < —2logL(k) +2logL(r)
~ A (2n5(k),n6Z) (1.72)

Nesse sentido, comd(k) € (0,log |[E|) é arbit@rio, deve-se tomar o menaf assintot-
icamente que garanta a con8istia forte para que a desigualdade ocorra pgraqueno.
|E|

Neste casog, = ‘E|—_1Iog log n.

Por outro lado, um termo pequeno pode causar uméierna a superestimag da or-
dem para uma cadeky, de ordend < r. Entretanto, quandgy(r) — y(k))cn > 2nd(k), a
partir de (1.71), o erro de subestirdagdeX; & aproximadamente

P (4 (2n8(k),n63) < (y(r) — y(K))cn) > P (4 (2n8(K),n6Z) < 2nd(k)) = 0,5

enquanto, usando (1.6§yg tem menos de 50% de chance de superestiméerro).

Portanto, tomar o termo menor assintoticamente (que gasasunsigincia fortele uma
boa escolha para antecipar o fim da tamtla a subestimar e, por outro ladéprinduz uma
tencencia a superestimar.
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2 Analise Comparativa dos
Estimadores

Neste cafiulo 30 apresentados os resultados obtidos em sibeagealizadas com
0 objetivo de comparar os estimadores fortemente congist&iC eEDCyp: (EDC com
termo de penalidadatimo) definidos por (1.9) e (1.69) no dago anterior, &m de analisar
0 comportamento do estimador, inconsistente, AIC dadoX8).(

Vale ressaltar que, esse tipo de compaocageria praticamente impdgsl de ser feita
toda teoricamente. Isso porque levaria a contas exageesdamgrandes que dependeriam
das probabilidades de trangadesconhecidasAlém disso, &o faria sentido simplificar as
expresdes tomando comportamentos agsicbs.

As simula@es computacionais foram realizadas considerando os easqse a ordem
varia de 0 a 61(= 0..6) e o tamanho do espaco de estados varia de 2 & 10Z..10),
perfazendo 63 casos. Para cada caso foram consideradaadeih€ de Markov, geradas
aleatoriamente. E para cada Cadeia de Markov foi gerada traedamanho 100 midies.
Foram consideradas “sub-amostras” desta, tomando-sagmedntos da posa inicial aé
tamanhos @-definidos. Issoao © da uma sens@p de aproximeio, do ponto de vista
tedrico, mas traz um grande ber@b computacional, pois desta forma as contagens de um
fragmento de amostras feitas a partir das contagensidtimo fragmento computado.

Os casos foram escolhidos em fangdas capacidades computacionais. Os tamanhos
das amostras foram determinados empiricamente, na busedodes mais adequados para
a comparago dos estimadores.

A 1Esse fato foi observado por Katz (1981), que timalytical expressions for exact distributionsigf; and
knic (as a function of the sample size n) are not available andninevent, would probably be too complicated
to be very useful”
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Esses imeros, emborado aparentem muita expressividade sonsideaveis. No caso
de maior complexidade & 6 eN = 10), temos uma Cadeia de Markov coh®— 1)10° =
9.000.000 paametros e, para este caso, nos testes realizados, os esgsadcessitam de
amostras superiores a 100 n@iés para acusarem a ordem corretamente!

As simula@es geraram ao todo 250000’ resultados para afise. Dessa forma, foram
considerados relatios sumarizados, com o foco na compamdireta entre os atodos, e
distribuigdes dos valores calculados para cadaado.

A seguir, na sefo 2.1, descrevemos 0s objetivos e a metodologia dos exgransreal-
izados e na s@p 2.2 apresentamos uméaafise dos resultados obtidos nas simdks; Para
finalizar, apresentamos na &e2.3 um exemplo simples de aplidagesses estimadores na
aralise de pecas musicais sugerido por McAlpine, Miranda &déw (1999).

2.1 Defini@@o dos Experimentos Computacionais
Objetivos

e Conhecer o comportamento dos estimadores em amostras fzejes‘grandes”;
¢ |dentificar, para cada caso, os tamanhos em que os estimad@rtam 50%;

e Comparar a efi@ncia dos estimadores em rélaga ordemr(), tamanho do espaco de
estadosl{) e tamanho da amostra)(

Metodologia

Para caddr,N) € {0,...,6} x {2,...,10}, gerar 1000 cadeias de Markov, de forma
aleabria. Para cada cadeia, gerar uma amostra de tamanho 1@d@EemilRara cada “sub-
amostra” desta, calcular e salvar os valores da log-vendbsinca e ordens indicadas pelos

estimadoresgpc, feic €faic.

Usando o banco de dados criado, gerar ogias e gaficos apropriados, a fim de auferir

conclues.

2Resultado de 3491000+« 63
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Utilizar o procedimento proposto por Raftery (1985) para eag® de modelos de
Cadeias de Markov por permitir uma maior representatividdde gerago das amostras
utilizar a biblioteca/algoritmo de aleatoriedade propgxsir Park & Miller (1988).

Indicadores Comparativos

e Porcentagens de acertos para cada @abbn) considerado;
e Porcentagens de acertos sumarizados, para casosanfieaslog ouN oun;
e Porcentagens de acertos para todos os casos, considevafilogamente;

e Para os fveis de sumariz&p descritos nos itens anteriores, considerar as porcenta-
gens de acerto (erro) de um certo estimador, quando os @deosm (erram) — esse
indicador ch uma no@o de quais® plenamente “substiteeis” por outros;

e Graficos para cada caggN), considerando a porcentagem de acerto emaorp
tamanho da amostra

e Graficos das distribuiiies dos estimadores em casos ejpes (r, N, n).

2.2 Analise dos Resultados Obtidos nas Simulaes

A seguir apresentamos algumas cong@ssobtidas aps a adalise dos resultados dos
experimentos realizados.

2.2.1 O estimadorEDGCyp € mais eficiente que o BIC

Em todos os casos simuladosE®GC,pt apresentou maior prop@g de acertos que o
BIC para qualquer tamanho de amostra. A e&odpi para 0s casos on¢le| = 2 e em certo
intervalo do tamanho amostral. Nestes casos, os termosnddigaale do BIC podem ser
menores que os dd8DCypt, 0 que justifica o resultado obtido.
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Analise dos Indicadores
A Tabela 2.1 apresenta resultados obtidos no {fase 4 er = 1, onde a coluna rep-

resenta o tamanho da amostra,’;'* =" e “>", respectivamente, representam as propesc

de subestimap, acerto e superestin@agpara cada.

Tabela 2.1: Distribuiges de Acertos dos EstimadoeBCop € BIC para o cas¢tE| =4 e
r=1

[ n [ EDGCopt [ BIC ]
< = > < =
10 | 98,70% | 1,30% | 0% | 99,10% | 0,90% | 0%
25 | 90,20% | 9,80% | 0% | 91,40% | 8,60% | 0%
68 | 50,60% | 49,40% | 0% | 60,30% | 39,70% | 0%
775 0% 100,00% | 0% | 0,10% | 99,90% | 0%
900 0% 100,00% | 0% 0% 100,00% | 0%

Da mesma forma, a Tabela 2.2 apresenta os resultados pasa (Eta 10 er = 1.
Como pode ser verificado, em ambos casdSDE,: apresenta melhor performance que o
BIC. No de menor complexidadéH| = 4) as propor@es de acertosa® semelhantes, para
o caso de maior complexidadfe( = 10) 0 EDCypt necessitou de pouco mais da metade
do tamanho da amostra para acertar mais de 50% dos casogl¢cando a mediana da
distribuicdo de acertos como indicador de performance]. Esse diataroio se verifica
a medida que a complexidadelfmero de pametros livres) aumenta. Na Tabela 2.3est
representado, para cada caso, o tamanho de amostimaorem que cada estimador acer-

n em que BIC acert&0%

tou pelo menos 50%, @tima coluna tem a propo&g prop:= o Gue EDGy; acertas0% dU€
indica o “quanto d&EDCypt € melhor que o BIC”.

Tabela 2.2: Distribuiges de Acertos dos EstimadoeBCopt € BIC para o castE| =10 e
r=1

[ ] EDGopt [ BIC ]
< = > < = >
218 | 99,80% | 0,20% | 0% | 100,00% | 0,00% | 0%
425 | 40,90% | 59,10% | 0% | 100,00% | 0,00% | 0%
450 | 2890% | 71,10% | 0% | 99,90% | 0,10% | 0%
600 | 3,10% | 96,90% | 0% | 91,10% | 8,90% | 0%
775 | 0,10% | 99,90% | 0% | 48,20% | 51,80% | 0%
950 | 0% | 100,00% | 0% | 1540% | 84,60% | 0%
1812 | 0% | 100,00%| 0% | 0% | 100,00% | 0%
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Tabela 2.3: Tamanhos de Amostragivhos em que os EstimadorE®Cyp,: € BIC acertam
mais que 50%

[ r [ [E[ [ NnEDGyp [ nBIC [ prop |
2 76 50 0,65
3 53 50 0,94
4 72 85 1,18
5 100 150 1,50
1 6 143 225 1,57
7 200 337 1,68
8 250 475 1,90
9 337 625 1,85
10 425 775 1,82
2 1125 925 0,82
3 1125 1500 1,33
4 2000 3250 1,62
5 3125 5750 1,84
2 6 5750 11250 1,95
7 8000 16875 2,10
8 10625 23750 2,23
9 16875 40000 2,37
10 23750 62500 2,63
2 10625 11250 1,05
3 10000 15625 1,56
4 23750 45000 1,89
5 47500 100000 2,10
3 6 93750 212500 2,26
7 162500 400000 2,46
8 293750 775000 2,63
9 525000 1437500 | 2,73
10 637500 1812500 | 2,84
2 32500 37500 1,15
3 81250 137500 1,69
4 225000 475000 2,11
4 5 600000 1437500 | 2,39
6 1562500 4250000 | 2,72
7 2875000 8125000 | 2,82
8 4750000 | 13750000| 2,89
2 143750 175000 1,21
5 3 337500 650000 1,92
4 1687500 | 4000000 | 2,37
5 5625000 | 15000000| 2,66
2 400000 525000 1,31
6 3 2000000 | 4000000 | 2,00
4 11875000 | 28750000| 2,42

Nota-se que os casos onfle| =2 er € {1,2} ou |[E| =3 er = 1 s40 afpicos — o
estimador BIC apresenta melhor performance q&DG,p — issoé justificavel pois, para
n pequeno (s¢éE| = 2, n no intervalo[5,4500 é suficiente, como exemplo, veja odfico
2.1, com os respectivos termos de penalidade, consideiand® e |[E| = 2), o termo de
penalidade do BI@ menor que o d&DGCy €, para as ordens considerados-(0,....,6),

o tamanho nessas propdgs garante uma probabilidade pequena de supereatnpaca
ambos 0s casos. Assim, o estimador com o menor termo de gehaltem uma maior
chance de acerto. Esse&dicasos esp#icos rio contradizem o Coratio 1.22, pois para
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maior, o termo de penalidade do B&maior que o dé&DGCopt, € 0 corohrio toma o menor

termo assirttico.

Figura 2.1: Termos de penalidade do BIC (¢onb) eEDGCypt (pontilhado) paraE| =2 e
k =3 em fun@o den
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A medida que aumenta a complexidadértrero de pametros livres) dos modelos,
aumenta tamém a diferenca entre as propoes de acerto d&DCyp: € BIC. Isso ocorre
pois, modelos mais complexos exigem tamanhos de amostiases)ae nestes casos 0S
termos de penalidade de ambos se distanciam substandie)meiftetindo essa diferenca
nas proporges de acerto. I1sso nos leva a concluir que, para casos aais@omplexos que
os simulados, & DGyt devea apresentar uma propéigde acerto ainda maior queseC.

Para os outros casos considerado$idee r, podemos observar que o comportamento
dos estimadoreg semelhante ao descrito aqui no case 1, conforme podemos ver nas
Tabelas 2.4 e 2.5 para os casns$E|) = (3,4) e (r,|E|) = (4,5).

Tabela 2.4: Distribuiges de Acertos dos EstimadofeBCop; € BIC para o castE| =4 e
r=3

[ n [ EDCopt [ BIC ]
< = > < = >
1562 99,90% | 0,10% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00%
2375 98,80% | 1,20% | 0,00% | 99,90% 0,10% | 0,00%
23125 50,20% | 49,80% | 0,00% | 65,10% | 34,90% | 0,00%
9375000 | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,60% 99,40% | 0,00%
23750000| 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%
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Tabela 2.5: Distribuiges de Acertos dos EstimadoeBCyp € BIC para o cas¢tE| =4 e
r=5

[ n [ EDGCopt [ BIC ]
< = > < = >
6500 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00%
32500 99,80% 0,20% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00%
68750 93,60% 6,40% | 0,00% | 99,70% | 0,30% | 0,00%
600000 49,80% | 50,20% | 0,00% | 66,40% | 33,60% | 0,00%
1437500 33,50% | 66,50% | 0,00% | 49,90% | 50,10% | 0,00%
16875000 7,00% 93,00% | 0,00% | 13,81% | 86,19% | 0,00%
100000000| 0,00% 100,00% | 0,00% | 3,40% | 96,60% | 0,00%

2.2.2 Paransuficientemente pequeno, todos os estimador&sn tendencia
a subestimar

Katz (1981) por tés vezes sugere que os estimadores BIC e AIC subestimam ernnasnos
pequenas = .. ksic seldom overestimates the true ordgt”. . A simple modification of the
BIC procedure could reduce this tendency to undeyfit.’. except for n= 50, the AIC pro-
cedure virtually never underfits. ..~ Esse comportamento foi verificado nas simoés;

para os estimadores considerados.

A explicag@o para esse fato segue da seguinte argunmtéog L(r) —log L(I)]
2nd(l) +o(n) sel < r (Teorema 1.16), e portanteDC(l) — EDC(r) = 2nd(l) + o(n) —
cn(y(r) —y(l)). Comod(l) é relativamente pequeno (conforme (1.7@))y(r) — y(l)) >
2nd(l) + o(n) paran suficientemente pequeno, o que lévsubestimeigo. Obviamente, isso
nao pode ocorrer pam qualquer. O que justifica ado ocoréncia de subestimées da

ordem paran grande.
A Tabela 2.6 apresenta a distrib@iccde acertos para alguns casos em tamanhos variados.

Observa-se que o comportamento do AIC inverte para oajtee depende da complex-
idade e, como sarvisto na poxima se@o, o AIC pode ter probabilidade consideravelmente

pequena de superestindacparan grande.
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Tabela 2.6: Distribuiges de Acertos dos EstimadoeBC,t, BIC e AIC

[r [ IEl ] n [ EDCopt [ BIC [ AIC |
< = > < = > < = >

10 80,30% | 19,70% | 0,00% | 73,90% | 26,10% | 0,00% | 63,10% | 36,90% | 0,00%

22 72,20% | 27,80% | 0,00% | 67,40% | 32,60% | 0,00% | 39,80% | 59,90% | 0,30%

1 3 168 15,00% | 85,00% | 0,00% | 15,80% | 84,20% | 0,00% | 3,30% | 93,50% | 3,20%
1375 0,60% 99,40% | 0,00% | 0,80% 99,20% | 0,00% | 0,10% | 96,20% | 3,70%

3125 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,10% 99,90% | 0,00% | 0,00% | 96,20% | 3,80%

5000 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 97,10% | 2,90%

10 98,70% 1,30% | 0,00% | 99,10% | 0,90% | 0,00% | 96,10% | 3,90% | 0,00%

1 4 131 18,40% | 81,60% | 0,00% | 27,50% | 72,50% | 0,00% | 1,60% | 98,40% | 0,00%
212 7,30% 92,70% | 0,00% | 12,20% | 87,80% | 0,00% | 0,20% | 99,70% | 0,10%

975 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 99,90% | 0,10%

17 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 99,90% | 0,10% | 0,00%

5 3 137 96,50% | 3,50% | 0,00% | 97,30% | 2,70% | 0,00% | 58,59% | 41,30% | 0,10%

175000 1,70% | 98,30% | 0,00% | 3,50 % 96,50% | 0,00% | 0,10% | 99,80% | 0,10%
4750000 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 99,90% | 0,10%

137 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 99,70% | 0,30% | 0,00%

400 99,90% 0,10% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 67,00% | 33,00% | 0,00%

650 99,00% 1,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 50,10% | 49,90% | 0,00%

750 97,00% 3,00% | 0,00% | 9990% 0,10% | 0,00% | 47,00% | 53,00% | 0,00%

> 5 3125 49,90% | 50,10% | 0,00% | 68,10% | 31,90% | 0,00% | 20,90% | 79,10% | 0,00%
6000 35,80% | 64,20% | 0,00% | 49,00% | 51,00% | 0,00% | 13,70% | 86,30% | 0,00%

106250 5,40% 94,60% | 0,00% | 10,60% | 89,40% | 0,00% | 0,50% | 99,50% | 0,00%

187500 4,10% 95,90% | 0,00% | 6,40% 93,60% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%

837500 0,00% | 100,00% | 0,00% | 1,50% 98,50% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%

2000000 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%

17500 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 99,39% | 0,61% | 0,00%

81250 99,39% 0,61% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 61,26% | 38,74% | 0,00%

131250 91,49% 8,51% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 49,24% | 50,76% | 0,00%

3 10 637500 49,94% | 50,06% | 0,00% | 77,07% | 22,93% | 0,00% | 20,62% | 79,38% | 0,00%
1812500 30,63% | 69,37% | 0,00% | 49,74% | 50,26% | 0,00% | 12,31% | 87,69% | 0,00%

11250000 | 10,31% | 89,69% | 0,00% | 19,51% | 80,49% | 0,00% | 0,60% | 99,40% | 0,00%

13750000 | 7,90% 92,10% | 0,00% | 18,21% | 81,79% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%

100000000 0,00% | 100,00% | 0,00% | 6,41% 93,59% | 0,00% | 0,00% | 99,20% | 0,80%

2000 100,00% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 99,80% | 0,20% | 0,00%

9000 99,90% 0,10% | 0,00% | 100,00% | 0,00% | 0,00% | 81,90% | 18,10% | 0,00%

15625 98,40% 1,60% | 0,00% | 99,90% 0,10% | 0,00% | 68,70% | 31,30% | 0,00%

4 4 37500 88,60% | 11,40% | 0,00% | 96,90% 3,10% | 0,00% | 49,70% | 50,30% | 0,00%

225000 49,30% | 50,70% | 0,00% | 64,90% | 35,10% | 0,00% | 20,90% | 79,10% | 0,00%
475000 36,60% | 63,40% | 0,00% | 49,40% | 50,60% | 0,00% | 13,30% | 86,70% | 0,00%
16250000 | 2,80% 97,20% | 0,00% | 7,60% 92,40% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%
100000000| 0,10% 99,90% | 0,00% | 0,40% 99,60% | 0,00% | 0,00% | 100,00% | 0,00%

2.2.3 Comportamento do estimador AIC

Mesmo com a inconsighcia do estimador AIC e a eXésicia de alternativas fortemente
consistentes, este estimad@nv sendo utilizado em muitas aplié&s nas mais diferentes
areas (Yamaoka, Nakagawa & Uno (2005), Hoon, Imoto & MiyaP@0Q), Rose, Dick,
Viken & Kaprio (2001), dentre os mais recentes).

Assim, a questo, j levantada por Kuha (2004), por exemplo, sobre aefida utilizago
do estimador AIC merece ainda ser estudada. Neste sengidlizamos as simulaes
numericas com o objetivo de analisar especialmente a perfaendm AIC em amostras de
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tamanho finito (Ao necessariamente grande) e a probabilidade de supergsiido AIC,
apontada por Katz (1981).

Em linhas gerais, nos resultados obtidos para todos os cassglerados, verificou-
se um comportamento paudr entre as propodes de acertos dos estimadores, sendo que
0 AIC subestimava para amostras bem pequenas, apreserdenagoantidade de acertos
para amostras pequenas, mantendo pr@wodg acerto [@ximo de sua distribuipo limite.
Os tamanhos das amostras em que esses comportamentosapdegendiam substancial-
mente da complexidade dos casos considerados.

Paran grande e casos de menor complexidade, o AIC manteve umadaeedo maior
que 67%. Para casos de maior complexidade, essa taxa sevenamtesalorepr OXimos
de 100% — que o contradiz a sua incongésicia, pois a probabilidade de superestiamac
embora positiva, pode ser pequena.

Analise dos Indicadores

A Tabela 2.7 apresenta o case- 1 e |E| = 2. Verifica-se que o AICEDCyp; € BIC
acertam, respectivamente,,82%, 2865% e 3953%, paran = 10. Entretanto, com =
5000000, o AIC acerta apenas, &7%, enquanto ambos outros acertam, D02 dos casos.
Mas, para um caso de maior complexidade (Tabela 28)1 e |[E| =6, 0 AIC, EDCypt €
BIC acertam, respectivamente,, 82%, Q50% e Q00%, paran = 45 e parar = 5000000, o
AIC acerta 10000%.

Tabela 2.7: Distribuiges de Acertos dos Estimadores Para o Casd e|E| =2
[n ] EDCopt [ BIC [ AIC 1
< = > < = > < = >
10 70,45 | 28,65 | 0,89 | 53,68 | 39,53 | 6,78 | 45,20 | 42,92 | 11,87
57 52,99 | 46,91 | 0,10 | 43,40 | 54,80 | 1,79 | 24,95 | 50,90 | 24,15
375000 | 0,59 | 99,41 | 0,00 | 0,59 99,41 | 0,00 | 0,30 | 70,06 | 29,64
475000 | 0,59 | 99,41 | 0,00 | 0,59 99,41 | 0,00 | 0,00 | 68,77 | 31,23
5000000 | 0,00 | 100,00 0,00 | 0,00 | 100,00| 0,00 | 0,00 | 67,17 | 32,83

Cabe observar que o AIC acerta primeiro poispgL(r) —logL(l)) = 2nd(l) +o(n)
sel <r (Teorema 1.16), e portan®DC(l) — EDC(r) = 2nd(l) + o(n) — ca(y(r) — y(I)).
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Tabela 2.8: Distribuiges de Acertos dos Estimadores Para o Casd e|E| =6

[ n ] EDCopt [ BIC [ AIC ]
< = > < = > < = >
22 | 100,00 0,00 | 0,00 | 100,00 0,00 | 0,00 | 99,80 0,20 | 0,00
45 99,50 | 0,50 | 0,00 | 100,00 | 0,00 | 0,00 | 56,08 | 43,92 | 0,00

200 11,87 | 88,13 | 0,00 | 46,70 | 53,30 | 0,00 | 0,00 | 100,00 | 0,00
5000000 | 0,00 100,00 | 0,00 0,00 100,00 | 0,00 | 0,00 | 100,00 | 0,00

Assim, & necesario n suficientemente grande pama&l) +o(n) > ca(y(r) — y(l)) e o esti-
mador rao subestimar a ordem. Neste caso, quanto menor ccfabartermo de penalidade,
Menor on necesario para que isso ocorra. Como o AIC tem um termo de penaliciater
que oEDGypt € BIC, ele acerta primeiro.

Por outro lado, o AIC erra mesmo pamasubstancialmente grande. Isso vem do fato
dele ser inconsistente (Katz 1981). BasicamenflegZ (1) —logL(r)] ~ x2(y(I) — y(r))
sel > r (Billingsley 1961). Enquanto isso, o termo de penalidade o &constante, resul-
tando emAIC(I) — AIC(r) ~ —x2(y(1) — y(r)) +2(y(l) — y(r)). Logo, comoP(x?(y(l) —
y(r)) > 2(y(l)—y(r))) > 0, temos uma probabilidade positivafiC(l) < AIC(r), levando
a superestimap da ordem.

Entretanto,P(x?(t) > 2t) pode ser muito pequena se= y(l) — y(r) for grande, o
gue ocorre em modelos mais complexos. Para exemplificayylaatos alguns valores de

P(x2(y(1) = y(r)) > 2(y(I) — y(r))) na Tabela 2.9.

Nas simulages, consideramos o limitante superior para a ordem igudl.a. K = 7).
Utilizando as mesmas contas realizadas por Katz (1981hd€me, assintoticamente,

>

P(2logL(i+1) —logL(i)] > 2(y(i+1) —y(i)))

P (x2[y(i+1) — y(i)] > 2(y(i+1) — y(i)))
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Assim, para o caso considerado por K#4,= 2 er = 1, a probabilidade assitica do
AIC superestimaée

3Foi utilizado o programa R para @lculo nunérico.
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Tabela 2.9: Probabilidades Calculadas para a Dist@my¢

|E|

[E[=2

E|=3

|[E|>6

(X2(y(i) — y(i—1)) > 2[y(i) — y(i — 1)])

0,13+ 0,09+ 0,05

ol
72@72&
I

<

0,27

(X2(y(i) —y(i—1)) > 2[y(i) — v(i — 1))

Y

Por outro lado, se considerarmos o cdsjo= 6 er = 1, essa probabilidade
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Isso justifica os resultados encontrados nas simakgnde o AIC aparenta convergir
para a ordem verdadeira para os modelos mais complexos.

Observa-se que Katz desenvolveu as contas apenas para arsirogges, em que o
AIC apresenta uma probabilidade substancial de supegtimOs outros casoga foram
mencionados. Isso e outras indidag induzem ao pensamentodereo: “O AIC erra muito
sempre.”

2.3 Um Exemplo de Aplica@o

Nas simulages realizadas foram consideradas amostras geradas patnadg, que
representavam modelos markovianos “perfeitos”. Enttei@momo observou Akaike (1974),
a hipotese da exigéncia de uma Cadeia de Markov, estaéita, que gerou a amostra pode
mudar completamente o comportamento dos estimadoress$te interessante observar
como os nétodos se comportam em “dados reais”.

Uma aplica@o simples e interessante de Cadeias de Markov de ordemasuparpro-
posta por McAlpine, Miranda & Hoggar (1999), que sugere lizagao desse procedimento
na modelagem de iisicas. I1sso pode ser utilizadamapenas para gerafsicas aleatoria-
mente, mas tan#@m para analisar/classificar comp@s&ig existentes e gerar novagsitas a
partir dessas.

Nesse sentido, foi escolhido, a “Serenbifal 3” de Mozart, em fungo da sua grande
guantidade de notas musicais para a voz considerada (e2283). Os resultados aset
na Tabela 2.10.

Como pode ser observado, os resultados da Tabela 24 Gasisfairios para assumir
a ordem como maior ou igual a 3, madonpara assumi-la como 3. Mesmo assén,
pos$vel notar que os comportamentos dos estimadores foramitsames aos verificados
nas simulages: paran pequeno todos subestimaram a ordem; o AIC teve melhor perfor
mance no iicio; 0 EDG,p foi mais eficiente que o BIC.

No caso considerad&| = 7, a probabilidade de superestirhaglo AICé pequena e o
tamanho da amostraao foi grande o suficiente para a o@rcia de superestimag.
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Tabela 2.10: Ordens Indicadas pelos Estimadores para ari&elN®13” de Mozart

n EDGopt | BIC | AIC
91 0 0 0
101 0 0 1
161 1 0 1
171 1 0 1
181 1 1 1
581 1 1 2
1261 2 1 2
2851 2 2 2

4561 2 2 3
12871 3 2 3
21231 3 2 3

Este exemplo de aplicag a dados rea&sbastante simples e adise do comportamento
dos estimadores em dados reais mais relevantes, como poplexeéados meteorogicos,
seia objeto de estudos futuros.
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Conclusao

As simula@es realizadas indicaram que o estima@®C,p: tem melhor performance
gue o BIC e que essa diferenca aumenta emdarg complexidade das Cadeias de Markov
em aralise.

Como tamiem verificado por Katz (1981) para os estimadores AIC e BIC,rgbsese
uma tené@ncia desses estimadores eEldCypt @ subestimar a ordem quando o tamanho da
amostra Ao é suficientemente grande.

Vale ressaltar que Katz (1981), argumentando a inc@msis do AIC, realizou simulées
apenas para o casB| =2 er =1, em que o AIC apresenta probabilidade substancial de
superestimego. Entretanto, verificamos no nosso trabalho que para dasoaior complex-
idade essa probabilidade pode ser consideravelmentenmeaqéemesmo insignificante.
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APENDICE A - Recursos Computacionais
Utilizados

Sem dividas, a grande dificuldade em se gerar sinfidgagem escala tecnicamente sig-
nificativa se reside na criag do ambiente computacional adequado e eficiente.

Dentro desse problema, podemos citar:

e A escolha da linguagem- Geralmente linguagens maigckis de utilizar @0 $i0
as mais eficientes computacionalmente. Por outro lado, gamsicasos, linguagens
eficientes 8o de difcil manuten@o e programap. Para contornar esse problema,
pode-se utilizar diferentes linguagens em rotinas dastint

e Adequacao do volume de dados- A gera@o de muitos dados necessita de maior
espaco para armazenagem e maior capacidade computguaoagerené-lo. Deve-
se considerar a quantidade estritamente nadegsara os resultados desejados.

A seguir, apresentamos uma pequena parcela do traballwadeaha criago dos pro-
gramas escriptspara a gerao das simuldies, relabrios e gaficos. Para isso foi consider-
ado as seguintes premissas:

e Eficiencia— Rapido computacionalmente;

e Escalabilidade— Possibilidade de aumentar a velocidade agregando mags ped
processamento.
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A.1 Programa

Dentre as linguagens avaliadas (“R”, “C”, “C++”, “Perl”, “Pyth” e “PHP”), notou-se,
indubitavelmente, que a linguagem “@"a que melhor atendia as premissas postasmAl
disso, como os procedimentodosrelativamente simplesga haveria grande impacto na
facilidade de programag. Para a gerag de relairios foi utilizado a ferramenta “AWK?”;
os gaficos foram gerados utilizando-se do aplicativo “GnuPlot’ dados armazenados no
banco de dados “PostgreSQL”".

Para solucionar o problema da escalabilidade, o programdividido em pequenos
modulog, que podem trabalhar en&rios computadores em parafelo

No banco de dados, foram criadas tabelas para salvar astssgnformages:

e Cadeias de Markov— Com suas respectivas matrizes de tréwsic

Amostras— Amostras geradas pelas cadeias;

Log-verossimilhancas Estimadas- Valores del(k), k = 0..7, de cada tamanho de
certa amostra;

Ordens Estimadas— De cada Log-verossimilhanca estimada;

Tarefas— Utilizadas para orientar os trabalhos dasdulos.

Nas simulages principais, foram salvas apenas as ordens estimadasjukar estimador
juntamente com alguns valores da log-verossimilhanca.

A.1.1 Descri@o das Principais Rotinas

As rotinas principais criadas foram:

e Simular — Desempenha o trabalho principal, gerando os modelo®&lEsaé salvando
os resultados nuéaricos;

LArquiteturadashboard
2Trabalho encluster
SEntidades.
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e Gerar Relatério — Cria os indicadores apresentados nesse trabalho;

e Gerar Grafico— Cria figuras para facilitar a identificag de “paddes” de comporta-

mento.

Alem dessas, foram geradas outras rotinas que auxiliararastes ¢ verificdies. Estas
nao 0 enfatizadas nessa disse@mgmas tamém esho dispoiveis.

A gera@o de relatrios e gaficosé realizada computando diretamente no banco de dados
[usando a linguagem SQL]. A gef@g do relabrio em Latexe feita utilizando o aplicativo
AWK. Como a rotina “Simular"e a principal nesse trabalho, apresentamos a dasctig

seu funcionamento abaixo.

1. Recupera no banco de dados uma tarefa a ser executadajoobtepaametros da

ordem e tamanho do espaco de estados;

2. Cria na merarria a matriz de transép. Para cada probabilidade condicionada (linha
da matriz)é gerada a distribudp particionando aleatoriamente, de forma uniforme
o intervalo[0, 1] e considerando as paiies de forma ordenada (quando utilizado o

modelo proposto por Raftery (1985)G&@gicaé a mesma);

3. Gera uma amostra na méria com comprimento de 100 mdks. Para iniciar a
amostraé sempre considerado o condicionamento por “000...0";

4. Para cada “sub-amostra”;

(a) Atualiza a matriz de contagem [aq@ai & ganho ao considerar as “sub-amostras”];
(b) Calcula os valores da log-verossimilhanca (de 0 a 7)va sl banco;

(c) Calcula os estimadoresyg fbic € laic, Salvando-os no banco;

A.2 Estimativas

O tempo de exec@p de cada rotina independente varia com o tipo da tarefacefow
volume de dados envolvido. Para fins comparativos, ap@s@stos tempos aproximados
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medidoé na Tabela A.1.

Tabela A.1: Tempos de exe@gdas rotinas
| Rotina | Tempo Aproximado de Exec&o
Simular 5 a 180 segundos
Gerar Relatrio | 1 segundo a 2 dias
Gerar Gafico | 1 a 30 segundos

Pode-se rodar diversas rotinas em um mesmo computadoigearsdo uma por proces-
sador. AEm disso, as rotinas podem trabalhar em computadorestasstio mesmo tempo.
Isso aumenta consideravelmente a velocidade dos trabalhos

A.3 Ambiente Utilizado

Para esse trabalho foi utilizado computadores com prodesssa AMD Turion 64. O
sistema operacional utilizado foi o Ubuntu Linux. Dentrepagcipais ferramentas desta-
camos o compilador GCC vérs 4.3.1 e a libc6 vedw 2.7. Os imeros aledtrios foram
obtidos a partir das bibliotecas propostas por Park & M{1€x88).

4Em um computador mono-processado AMD Turion 64 X2 800 Mhz.



