UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FISICA

ANALISE NUMERICA DAS SOLUCOES DE VACUO
DOS UNIVERSOS HOMOGENEOS DE BIANCHI VII

JULIANO ALVES DE DEUS

Brasilia - DF, Marco de 2009



UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FISICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

ANALISE NUMERICA DAS SOLUCOES DE VACUO
DOS UNIVERSOS HOMOGENEOS DE BIANCHI VII

JULIANO ALVES DE DEUS

ORIENTADOR:

DANIEL MULLER

Brasilia - DF, Marco de 2009



Dedico,

A meus pais,

Moacir e Zenilde,

€ G Mmeus irmaos,

Fabiano e Camila.



Agradecimentos

Meus agradecimentos...

A minha familia, pelo apoio e compreensio diante da saudade compelida pela distancia,
mas minimizada pelo amor que nos une.

Ao professor Daniel Miiller, pela dedicada orientacao.

Aos professores da pos-graduacao, Ademir, Annibal, Geraldo Magela, Marcos Maia e
Vanessa, com os quais tive a satisfacao de cursar disciplinas.

As minhas amigas conterraneas e colegas de mestrado, Anailde, Dieime, Eliane e
Priscilla, pela amizade confortadora.

Aos muitos amigos que adquiri na pos-graduagao e nesta cidade, André, Andrei e
Gabriela, Camila, Carlos, Ednardo, Elias, Fernando, Fabio e Deise, Franciscarlos, José
Antonio, Juliana, Leandro e Andrezza, o outro Leandro, Luis, Mércio, Marcos, Mirian,
Paula, Pedro, Savio, Sérgio, Thiago e aos muitos outros que indesculpavelmente nao me
recordo neste momento.

Aos professores Tarcisio Marciano e Vanessa, coordenadores da pos-graduacao em
Fisica durante a minha permanéncia no mestrado, e a Célia, secretaria da pos-graduacao.

Ao Instituto de Fisica da UNB e a CAPES.



Resumo

As cosmologias de Bianchi sao modelos cosmologicos homogéneos anisotropicos. Podem no
entanto incluir o caso particular isotréopico. Modelos anisotropicos adquirem importancia
no estudo do universo préximo ao seu surgimento, quando a geometria ¢ dominante na
determinacao da dinamica do universo. Portanto, solugoes de vacuo, que desconsideram o
efeito da matéria e energia, sao apropriadas para obter as equacgoes de campo do sistema.

Neste trabalho noés resolvemos numericamente solugoes de vicuo dos universos ho-
mogéneos de Bianchi VII. O tipo Bianchi VII constitui um caso de grande generalidade
dentro destes modelos cosmolégicos homogéneos.

Nos obtivemos solucoes que indicam universos com expansoes lineares e com um par-
ticular comportamento tipo Kasner, para Bianchi VIIy. Para Bianchi VII,, obtivemos
solugbes de universos com expansoes lineares (incluindo o caso isotropico) e, num caso

mais geral, verificamos numericamente um comportamento de onda plana.



Abstract

The Bianchi’s cosmologies are anisotropic homogeneous cosmological models. May howe-
ver include the particular isotropic case. Anisotropic models gain importance in the study
of the universe close to their emergence, when the geometry is dominant in determining
the dynamics of the universe. Therefore, vacuum solutions, which disregards the matter
and energy effect, are suitable to obtain the system field equations.

In this work we numerically solve the vacuum solutions of Bianchi VII homogeneous
universes. The Bianchi VII type is a case of great generality within this homogeneous
cosmological models.

We obtained solutions which indicates universes with linear expansions and with a
particular Kasner type behavior, for Bianchi VII,. For Bianchi VII,, we obtained solutions
for universes with linear expansion (including the isotropic case) and, for more general

case, we verify numerically a behavior of flat wave.
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Capitulo 1

Introducao

A Relatividade Geral constitui a teoria basica para o entendimento da dinadmica do nosso
universo. Ela pressupoe o nosso espaco-tempo sendo descrito pela geometria diferencial na
variedade Riemaniana, cuja relacao com a distribuicao de matéria e energia ¢ dada pelas
equacoes de campo de Einstein. Assim, a distribuicao de matéria e energia no universo
determina a sua geometria, que define a gravitacao.

A Relatividade Geral resulta em sistemas de equacoes diferenciais parciais nao lineares,
que salvo em casos particulares, sao de dificil solu¢ao. Modelos cosmolégicos homogéneos
sao mais faceis de tratar, uma vez que suas resolucoes resultam em sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias. Além disso, modelos cosmologicos homogéneos sao os que estao
em concordancia com as observacoes atuais do universo.

E possivel estabelecer um formalismo tetradico da geometria diferencial, definindo um
espaco em termos de bases gerais, que podem ser escritas em relacao a base coordenada. As
bases deste espaco sao determinadas pelos grupos de isometria e pela relagao de comutacao
definida pela algebra de Lie desses grupos.

A classificagdo das possiveis dlgebras de Lie de trés dimensoes e sua utilizacdo na
descricao de espaco homogéneos foi feita pela primeira vez por Luigi Bianchi, em 1898
[1]. Bianchi descobriu que se tratam de nove espagos homogéneos de trés dimensoes |,
sendo o tensor de Riemann constante numa base apropriada. Um espago-tempo com
secao espacial homogénea, ou seja, uma cosmologia homogénea, pode ser obtido de um
produto direto de um desses 3-espagos M numa variedade pseudo-Riemaniana R x M.
O tensor de Riemann apresentari necessariamente apenas derivadas temporais na base
conveniente da secao homogénea. Neste caso, as equagoes de Finstein se reduzem a um
sistema de equacoes diferenciais ordinarias e a métrica é uma funcao do tempo apenas.

Os modelos de Bianchi tipo I, VII e IX sao os mais importantes do ponto de vista
cosmologico, pois contém em si os modelos de Friedmann plano, aberto e fechado, res-
pectivamente. Modelos homogéneos isotropicos, tais como Friedmann, constituem o foco
das atencoes na descricao do universo atual. Porém, nas condicoes do universo préximo

a seu surgimento, modelos anisotrépicos como as cosmologias de Bianchi adquirem maior
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

importancia |2].

Neste trabalho apresentaremos o formalismo tetradico da geometria diferencial e o
formalismo de grupos de Lie referidos [3]. Também mostraremos a classificacao das al-
gebras de Lie dadas por Bianchi. De posse dessas ferramentas, obteremos as equacoes
de campo para solucoes de vacuo dos tipo Bianchi I, VII e IX. Solugoes de vacuo sao as
mais naturais para descrever o universo proximo ao seu surgimento, pois acredita-se que
a influéncia de outros campos seja desprezivel.

O objetivo deste trabalho é resolver numericamente as equacoes de campo das solucoes
de vacuo dos universos homogéneos de Bianchi, e verificar como ocorre a evolucao do
espaco-tempo descrito. O uso de métodos numéricos se faz util uma vez que praticamente
todas as solugoes conhecidas de Bianchi sao casos particulares, e a obtencao de solucoes
mais gerais pode ser viabilizada por estudos numéricos.

O presente trabalho nao pretende esgotar todas as solucoes possiveis, mas sim concentra-
se nas solucoes de Bianchi VII, pelo fato de conter o espago hiperbdlico e também de ser

0 caso menos estudado na literatura.

Notacao de Indices e Convencoes

Como convencao de notagdo, usamos algarismos latinos da primeira metade do alfabeto
(a,b,..,g,h) para representar indices de tensores em bases gerais. Para representa¢ao em
bases coordenadas, usamos algarismos latinos da segunda metade do alfabeto (i, 7, ..., n, 0).
Nas notacoes acima, os indices correm de 1 a n, onde n é a dimensao do espaco. Para
indices varrendo apenas a parte espacial do tensor, usamos algarismos gregos («, 3,7, ...)
como indices.

Tensores e bases sdo representados em negrito: T, v, o, 8;, d’, e,, W.

As derivadas parciais sao representadas pela usual virgula para derivagao na base co-
ordenada, %f = f;; derivadas parciais em relacdo a outras bases (derivadas projetadas)
utilizam uma barra como convencao de notacao, f|,. Derivadas covariantes sao represen-
tadas pelo usual ponto-e-virgula, diferenciando base coordenada e base geral pelos indices
e pela virgula ou barra na parte parcial da derivada, 7%, = T%, + ..., T, = T4+ -

A métrica do espaco-tempo é definida pela assinatura (4+++—), onde o sinal negativo
estd associado a parte temporal. Similarmente, na notacao de tensores do espago-tempo,
o tltimo valor do indice expressa o termo temporal, como em v = (v*,v'), em que

v* = (v, 0%, 0?) e v?

é a componente relacionada ao tempo.
Utilizamos o sistema de unidades geometrizadas (¢ = G = 1), onde o tempo tem
unidade de medida de comprimento, que serd omitido no texto. O fator de expansao a(t)

é adimensional.



Capitulo 2

(GGeometria Diferencial e Formalismo

Tetradico

Os tensores compoem 0s objetos basicos da geometria diferencial com os quais re-
lacionamos as grandezas fisicas da Relatividade Geral. No ambito deste trabalho, eles
sao enfocados na representacao de bases gerais de vetores e 1-formas, relacionados a co-
ordenadas moveis (formalismo tetrddico), o que difere da literatura padrao, onde sdo
representados na base coordenada. Coeficientes de comutacao, de conexao e derivada
covariante sao definidos a fim de incluir estrutura a geometria, com énfase na obtencao
da curvatura.

Para englobar o conceito de espaco-tempo da Relatividade Geral, endossamos a geo-
metria Riemaniana por meio da inclusao da métrica e da condicao de metricidade. Estas
possibilitam determinarmos unicamente toda a estrutura dos elementos que compoem o

espaco-tempo, desde a transformacao entre vetores e 1-formas até o tensor de Riemann.

2.1 Variedades Diferenciaveis

A variedade Riemaniana é a estrutura basica que caracteriza a configuracao geométrica
do espaco. Uma variedade n-dimensional é um espago (ou conjunto) M contendo pontos
p € M com vizinhancas U C M e possuindo mapeamentos no espaco euclidiano £E™.

Uma carta (U, ) em M é um subconjunto de U C M que possui um mapeamento ¢
(um-para-um) associando U com um espagco euclideano E™ (ou com um subconjunto de
E™). Assim, ¢ associa a cada ponto p € U uma n-upla de coordenadas locais (2!, ..., 2") €
E™(figura 2.1a).

Se duas cartas (U, ¢) e (U’, ¢') formam um mapeamento combinado ¢’'o¢ ™! (continuo,
um-para-um e de inverso continuo) da sobreposi¢ao UUU’ das vizinhangas U e U’ levando

no espago E™, entdo estas cartas sao ditas compativeis (figura 2.1Db).

13
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x't

—_— .

Figura 2.1: a) Carta (U, ¢) na variedade M associando U C M com z; € E"™. b) Cartas
compativeis (U, @) e (U, ') em M: (UUU’, ¢ o p~t).

Um atlas sobre M é definido como o conjunto de cartas compativeis (Uy, ¢,) tal que
cada ponto p € M localiza-se em pelos menos uma vizinhanca U, das cartas compativeis.
Se o mapeamento compativel ¢’ o o~! para diferentes cartas ¢, além de continuo,
também diferenciavel, entao a variedade é diferenciavel. Neste caso, para cada ponto p na
sobreposicao do atlas, podemos relacionar as transformacoes de coordenadas de E™ para

E™:
l,/i — :L'Ii(fljj),

T (2.1)
det(J) = det(0z" /0x?) # 0.

Uma curva suave 7(t) em M ¢é definida com um mapeamento diferenciavel de um

intervalo da linha dos reais sobre M, ou seja,
Y(t):—e<t<e— M, (2.2)

onde t € R é o parametro da curva.

2.2 Vetores Tangentes

A generalizacao de vetor em E™ para uma variedade M é feita por meio do conceito
de vetor tangente. Um vetor tangente v em um ponto p da variedade M é um operador
funcional linear que associa para cada funcao diferenciavel f sobre M um ntmero real

v(f). Este operador segue as propriedades de linearidade e da regra do produto:

i)v(cf + dh) = cv(f) + dv(h),

3 (2.3)
it)o(fh) = v(f)h + fo(h),

onde ¢ e d sdo constantes (v(c) = v(d) = 0) e f e h sdo fungoes diferenciaveis em M.

A aplicacao v(f) representa uma derivada direcional de f ao longo da curva (t) sobre
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M passando em p, de modo que podemos expandir o vetor tangente v como
v = Ui3i7 (24)

onde v* sdo as componentes de v em p com respeito ao sistema de coordenadas locais
(z',...,2") e 8; = 8/0x" & a base coordenada ou frame holonémico. Aqui v atua como
um operador derivativo, que define a derivada direcional na direcao de v. O espaco vetorial
n-dimensional formado pelos vetores v e cuja base é 9; chama-se espaco tangente T),.

A definicao (2.3) é independente de escolha de coordenadas. Podemos ter uma base
geral {e,} formada por n vetores e, linearmente independentes de modo que qualquer

vetor v € T}, pode ser escrito como uma combinacao linear dessa base:
v =ve,. (2.5)

Os vetores da base {e,} sdo também vetores do espago vetorial, ou seja, operadores
derivativos cuja atuacdo sobre uma fungao f é denotada e,(f) = fj. (que significa a
derivada direcional de f na dire¢do da propria base e,). No caso particular de e, ser a
propria base coordenada 8;, usamos uma virgula ao invés da barra como convenc¢ao de
notagao, e temos 9;(f) = f;. Temos entdo a generalizacdo da expansao de vetores e da

derivada direcional,
v =1, = v(f) =v'e(f) = v"fia, (2.6)

v=10'0; > v(f) =v'0i(f) =v'f, (2.7)

sendo (2.6) para uma base geral e (2.7) para uma base coordenada.

A base geral {e,} pode ser expandida em termos de outra base {h;}, com em e, =
e, hy, ou mesmo na base coordenada (e o contrario), como em e, = ¢/8;. Neste tltimo
caso, operacoes de derivada na base geral podem ser escritas como f, = f,e/, envolvendo
derivadas usuais na base coordenada.

O conjunto dos espacos tangentes T}, sobre pontos p’s na variedade forma um espago
tangente total T'(M) de M. Podemos entender como campo vetorial v(p) sobre M a
associacao de cada ponto p € M com um vetor tangente v € 7, de modo que as compo-
nentes v* sejam funcoes diferenciaveis de coordenadas locais. Assim um campo vetorial é
definido como sendo o mapeamento suave M — T(M) tal que cada ponto p — v(p), o
que é referido como uma secao do espaco tangente total.

Da associagdo de vetores como operadores derivativos (que definem uma derivada
direcional) podemos supor que o resultado da aplicagao sucessiva de vetores sobre uma

fungao depende da ordem em que atuam sobre ela. Assim, definimos o comutador [u,v]
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de dois vetores u e v como

[, v](f) = w(v(f)) — v(u(f)). (2.8)
Para uma base {e,} temos
e, e] = D,e, (2.9)
onde
D, =—-D9,, (2.10)

que define os coeficientes de comutacao D,. Para o caso particular da base coordenada,
[0, 0;] =0, ou seja, D%, = 0. Os comutadores obedecem a identidade de Jacobi, ou seja,

para quaisquer vetores u, v e w,
[, v, w]] + [w, [, v]] + [0, [w, u]] = 0. (2.11)
Se u, v e w sdo vetores da base {e,}, entdo teremos

D¢ Dl + D% DI+ DY D = foabch ,=0. (2.12)

]

2.3 1-Formas

A 1-forma o ¢ um objeto que mapeia um vetor v em um nimero real. A aplicacao

(o, v), ou simplesmente « - v, é linear,
o (au+bv) =ala-u) + b(a - v), (2.13)
para todo a e b reais e w,v € T,. A combinacao linear de 1-formas ¢ definida por
(acc+b03) - v =ala-v) +b(B - v), (2.14)

para todo a e b reais e v € T),.
Se n 1-formas linearmente independentes mapeiam uma base vetorial {e,} do espago
tangente T, na identidade I,
w - e, =09 (2.15)

(relagao de dualidade), entdo essas n 1-formas formam uma base de 1-formas {w®} do
espago cotangente Ty. O espaco cotangente T é o espaco dual de T}, e a base {w”}
é a base dual de {e,}. Qualquer 1-forma pertencente a Ty pode ser escrita como uma

combinacdo linear de sua base {w*}:

a = q,w’. (2.16)
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Deste modo, expandindo a € T na base {w®} e v € T}, na base {e;}, temos que a

aplicacao a - v resulta em um nimero real

b

- v = (auw*) - (v="1"e) = (W

- ey) = av’8% = " (2.17)
Podemos investigar a base dual da base coordenada {8;} observando que a diferencial

df de uma funcao f é uma 1-forma definida pela propriedade

df -v=v(f)=0v"fla (2.18)

Sendo f a propria coordenada local, f = 2%, e v a propria base coordenada, v = 8,
temos que
dl‘l . 8] = :L’Z’j. = 52, (219)

J)
que é a relagao de dualidade (para a base coordenada) que define base de 1-formas. Entdo

temos que dx’ € Ty & a base de 1-formas dual da base coordenada {8;}, e resumindo

podemos escrever a diferencial de fungoes como

a=oquw" —df = fl,w" (2.20)

o= qdr’ — df = f,da’, (2.21)

sendo (2.20) para a base geral de 1-formas e (2.21) para a base coordenada de 1-formas.
Analogamente ao caso da base vetorial, a base geral de 1-formas pode ser expandida

b ou da base coordenada de 1-formas, como

em termos de outra base como w® = wio
em w” = wedz’, e vice-versa. Para expansoes na base coordenada e sua dual, obtemos a
partir de (2.15) e (2.19) que

wle, = 0% (2.22)

wlel =67 (2.23)

7

O conjunto de espacos cotangentes definidos nos pontos p’s da variedade M forma
um espago cotangente total T*(M) de M. Analogamente ao caso de vetores, podemos
entender como campo de 1-formas a(p) a associagdo de cada ponto p € M com uma
I-forma a € T, onde as componentes «; sao fungoes diferenciaveis das coordenadas

locais.
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2.4 P-Formas, Produto e Derivada Exterior

Vamos definir a operagao algébrica
o' NaP AL AP (2.24)

entre p 1-formas a', a?,...,a” de modo que i) seja linear em cada variavel e ii) anule-se
para qualquer dois fatores coincidentes. Esta operacao é chamada produto exterior e segue
de i) e ii) que @' A@? A ... A aP ¢ completamente anti-simétrico.
Da base n-dimensional de 1-formas {w”} = w! w? ..., w" podemos obter C,, =
u I objetos independentes

p!(n—p

W AW A LA W, (2.25)

onde 1 < a; <ay < .. <a, <nep<n Estes objetos sio chamados p-formas na
base de 1-formas. No caso de p > n havera termos repetidos em (2.25), que se anulara
conforme ii).

Podemos obter uma p-forma geral o) como uma combinagao linear da p-forma (2.25):
Q(p) = Qay.aq,@W™ Ao AW, (2.26)

onde os indices ay,...,a, correm de 1 a n e nao necessariamente precisam obedecer a

restricao 1 < a; < ay < ... < a, < n. Para o caso particular da base coordenada, temos
op) = ailmipdx“ A ... ANdx'. (2.27)
A relacao de comutatividade entre p-formas é dada por

ap) N Big) = (=1)""Bg) N e(p)- (2.28)

Vimos anteriormente que a aplicagao (contragao) de um vetor com uma 1-forma resulta
em um nimero. Analogamente, a contragao entre um vetor e uma p-forma or(p) resulta
em uma (p — 1)-forma Bp_1):

v - op) = Bp—1)- (2.29)

Em (2.18), (2.20) e (2.21) definimos a diferencial df com o operador d atuando em
uma fungao f (0-forma) e gerando uma 1-forma. Podemos generalizar este conceito e
definir a derwada exterior: um operador derivada exterior d mapeia uma p-forma em

uma (p + 1)-forma, obedecendo os seguintes axiomas:

d(a(p) + B(q)) = dovp) + dB(g), (2.30)
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d(ap) A B(g)) = dap) A Big) + (—=1)" A dBq), (2.31)
df = fw®,df = f.dz’ (2.32)

e
d(der) = 0, d(df) = 0. (2.33)

Para uma p-forma numa base geral de 1-formas, como (2.26), temos

day = d(Ca. a@™ A ... Aw™)
- d(a/al---%)wal Ao ANw + O-/al...apd(wal VAN w‘“’)
= Qaaph” AW A LAWY+ Oy, W™ A (WAL A W)=

gy .ayW™ Nd(W™2 A AWP)

(2.34)

o que deduzimos de (2.32) e (2.31). Para o caso da p-forma estar na base coordenada de
1-formas, como em (2.27), temos que os termos dw® em (2.34) tornam-se d(dz), que

sao nulos conforme (2.33), logo

2.5 Tensores

Seja T,(r, s) um espago formado pelo produto de r espagos tangentes 7, e s espacos

cotangentes 1
Ty(r,s)=T,®.0T,0T, ®..T). (2.36)

O operador ® define um produto tensorial e Ty(r,s) ¢ chamado de espago tensorial. Um
elemento do espago tensorial T,,(r, s) ¢ um tensor T de tipo (r,s) e ordem ou rank (r+s).

1 r.
sy @V, V)

Um tensor T de tipo (r,s) mapeia qualquer conjunto ordenado («
de r 1-formas e s vetores em um nimero real. Assim, em termos das bases {e,} e {w®}

podemos escrever
T=T""" ,€,®.. Q€ Qw' ®..0uw", (2.37)

onde os coeficientes T, sao chamados componentes de T nas bases {e,} e {w’}.
Usualmente, na literatura padrdao, a componente de tensor T %, & chamada sim-
plesmente tensor. Os indices a;...a, sao chamados contravariantes e by...bs sao ditos

covariantes (ambos correm de 1 a n). Se usarmos a base coordenada e sua dual, temos

T=T"", .0,0.808, ¢d’®. . od" (2.38)
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Podemos operar as tranformacgoes entre bases como em

e, = Lle, (2.39)
W = LW’ (2.40)

e assim
Le =0, (2.41)

onde LY (e L%) sdo as matrizes de transformagao de ordem (n x n). Deste modo, as

componentes de T obedecem a seguinte lei de transformacao:
T, g =L LG L LT (2.42)

Para o caso particular de transformacao da base coordenada e sua dual temos que L =
01 /0z% e L% = 0z /0, logo

ox'
9, = 2L g, 9.43
g (2.43)

e )
dz’ = aaxxz dz'. (2.44)

Analogamente ao caso de vetores e 1-formas, podemos entender como campo tensorial
T (p) a associagao de cada ponto p € M com um tensor T' € T),(r, s), onde as componentes
de T sao diferenciaveis nas coordenadas locais.

Fica claro, pela definicao de tensores, que vetores, formas e fungoes sao caso particu-
lares de tensores. Uma fungao f sobre M é um tensor de tipo (0,0); um vetor v = v%e, é
um tensor de tipo (1,0); e uma 1-forma a = a,w® é um tensor de tipo (0,1). O produto
exterior A nada mais é do que uma anti-simetrizacao do produto tensorial ®, e portanto

p-formas sdo tensores covariantes anti-simétricos de ordem p (tipo (0, p)).

2.6 Derivada de Lie

A derivada de Lie (em relacdo a um vetor v) mapeia um tensor T' de tipo (r,s) em

outro tensor de mesmo tipo:

LT = Lo(T""  eq ®.. .0 e, Quw" ®...Qw")
= Loy(T™ %, )eq .. Q€ W' @ ... 0w+ (2.45)
T4 Lo(eq, @ ... @ eq @W® ... @ wh),

onde a derivada de Lie da componente é dada por

aj...ar _ aj...ar c __ md..ar ar .
LT 4) = T bV T T Vg T

_ ai...f ar ai...ar g ai...ar h
=T S T 9bsUlpy T+ T bV by

(2.46)
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A derivada de Lie da base coordenada é nula, logo, a derivada de Lie de um tensor T

expandido na base coordenada é

LT = (Til".‘irjl..‘js,kvk - T 'jl.:.gg“i,lz — = TV
Tt St T 0 )0 ® .. ® 0, @ drt @ .. @ dade.
(2.47)
Para uma funcao f, a derivada de Lie resulta em
ﬁvf - Uaf\m (248)

que coincide com a derivada direcional v(f) = v%e,(f). Para a base coordenada temos
Evf = UZf,i-
No caso de vetores, a derivada de Lie de w em relagao a v é

Lou = Ly(ue,) = Ly(u*)e, +uLye,

. (2.49)

— a b,,a a,bmc
= (uf” —uv)e. — u" D e,

b b

que ¢é igual ao comutador [v,u] = v%e,(u’e,) — ue,(v’e;). Para a base coordenada
{8}, conforme mencionamos antes, a derivada de Lie ¢ nula, £,8; = Uleﬁjek =0
(uma vez que o coeficiente de comutacao é nulo para a base coordenada), e temos entao
Lou = (u' ;07 — w0’ ;).

Para 1-formas, a derivada de Lie de @ em relacao a v é

Ly = Ly(auw®) = Ly(ag)w® + agLyw®

= (aa|bvb + vt Jw® + o’ D% W,

(2.50)

onde obtemos a derivada de Lie da base {w®} por meio de Ly(e, - w’) = Ly(€,) - w’ +
€q - Lo(w’) = L,(82) = 0. Para a base coordenada, L,dz’ = 0, e entdo Ly = (a; ;07 +

ajvj; J)dz'. A derivada de Lie de uma 1-forma comuta com a derivada exterior,
Ly(da) = d(Lyox).

A derivada de Lie executa um importante papel na definicao de isometrias de grupo,

conforme veremos no capitulo 3.

2.7 Derivada Covariante

A derivada covariante V mapeia um tensor de tipo (r, s) em um outro tensor de tipo

(r,s +1); a derivada covariante direcional V, (na dire¢do do vetor v) mapeia um tensor
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de tipo (r,s) em outro tensor de mesmo tipo:

VT = V(T ey ®..0e, Quw"®..Qw")

ai...ar b b . (2.51)
=T brobs:c€ar @ D€, QW Q... QW™ Qw

V'UT - V’U(Talma?n...bseal ® ® ea'r' ® wbl ® ® wbs) (2 52)
= Talma?)l...bs;cvceal R ...&Q €,, & wbl ®..Q wbsu '

Qr

onde o coeficiente 7%, . nao foi definido ainda. Sendo assim, para o caso particular
de um vetor u, temos Vu = upeq @ W’ e Vyu = ua;bvbea.

A derivada covariante da base vetorial {e,} em relacao a propria base (V,e,, simpli-
ficadamente denotada Vye,) pode ser escrita como uma expansao na base vetorial, como
em

Ve, =1, e, (2.53)

onde os coeficientes I'° ,, chamados coeficientes de conexdo, podem ser obtidos aplicando-

ab?
se w? em ambos os lados de (2.53), resultando em

C

ab — wcvbea- (254)

Por compatibilidade com a relacdo de dualidade entre bases (2.15), podemos calcular

Vi(w®e.) = Vp(09) = 0, e usando a regra do produto e (2.53), obtemos

Vyw® = —T%,w", (2.55)

C

mostrando que derivada covariante de uma base de 1-formas {w®} em relacao a base
vetorial {e,}, analogamente ao caso de vetores, pode ser escrita como uma expansao na
propria base.

A fim de definir o coeficiente 7%, . em (2.51) e (2.52), podemos restringir a

s3C

derivada covariante para obedecer a relacao
Vou — Vv = [v,ul, (2.56)
que para u = e, e v = e, e usando (2.53) e (2.9), leva em
I —T% = QFC[ab] = —D%,. (2.57)
Agora, resolvendo (2.56) para u e v gerais, e usando (2.57), temos que
ul, = uf, + D’ (2.58)

A generalizacao desta construcdo permite obter a derivada covariante da componente
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de um tensor geral qualquer:

ai...ar o ai...ar a1 md...ar
T by..bs;e T T b1...bs‘c + F dCT b1...bs + +

ar qai...f g ai...ar h al...ar
r ch bi...bs r blcT g.bs FbscT bi...h*

(2.59)

1

~ ~ ai...ar — ay...ar
Por convencao de notacao, T’ by bae = Vel bybe
A derivada covariante se relaciona com o transporte paralelo, ou seja, se V,T = 0,

entao T' é paralelamente transportado ao longo da curva cujo vetor tangente é v.

2.8 Tensor Curvatura de Riemann

Podemos expandir as bases {e,} ¢ {w®} em termos da base coordenada, e, = ¢/8; e

w® = widx’, e reescrever (2.54) como
a __ 1 a,j __ a ,i,]
be = € jwiel = —wieyel, (2.60)

que sao conhecidos como coeficientes de rotacdo de Ricci.

A derivada exterior de {w®} expressa na base coordenada é
dw® = w5 ;dax’ N da?. (2.61)
Fazendo as substitui¢des (,—;) e da’ = w%e dz’, e usando (2.60), temos
dw® =T% W’ A W, (2.62)
ou ainda, usando 2dw® e (2.57),

1
dw® = —§D(§,Cwb Aw® . (2.63)

Agora, definimos a conexao 1-forma
p = [Gew" (2.64)
de maneira que podemos escrever
dw® = —T% AW’ (2.65)

(primeira equagao de Cartan).
O tensor curvatura (tensor de Riemann) ¢ um tensor de tipo (1,3), R = R e, ®

wb ® w° ® w?, mapeando um conjunto ordenado (a;u, v, w) da 1-forma a e dos vetores
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u, v e w em um ndmero real

R%Cdaaubvcwd = & [(Vuvv - Vvvu - v[u,v])w]

a a c,,d
ied w;dc)v u-,

(2.66)

= ag(w

b —v4®,)e,. Devido a arbitrariedade de escolha das componentes a,

a a

onde [u,v] = (u*v

ub e v¢, supomos a identidade de Ricci

wc;bcd o wcﬁdc = wbR%cw (267)
e usando (2.59) obtemos

C;)cd = FC;)d\c - F%}c|d + I CFJ;d - ade};c o D};dl—w;)f (268)

O tensor de Riemann satisfaz as seguintes relagoes de simetria:

abcd - %dc’ (269)
‘bea T Boap + Rigpe = Ripeq = 0, (2.70)
R%)cd;f + R%}df;c + Rabfc;d = Rab[cd;f] = O’ (271)

onde (2.71) é conhecida como identidade de Bianchi. Sua forma na base coordenada é
dada por R = R'},8; ® da’ @ dz* @ da'.

A fim de obter uma maneira facilitada de calcular as componentes de (2.68) definimos
a curvatura 2-forma

1
O = R A w?, (2.72)

que por simples substituicao equivale a
G =dIl'y + % AT, (2.73)

A equagao (2.73) é referida como segunda equacao de Cartan e fornece um método de

obtencao da curvatura diretamente a partir da conexao.

2.9 Tensor Métrico

O tensor métrico (também chamado elemento de linha) é um tensor de tipo (0,2),
g = gapw® ®w’, associando (linearmente) para cada dois vetores u e v do espaco tangente

T, um nimero chamado produto escalar ou produto interno:

u-v=(u'e,) - (v'er) = gapu'’ (2.74)
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onde identificamos a métrica
Jab = €4 * €p. (2.75)

Se u - v = 0, entao os vetores u e v sao ditos ortogonais. Se u-u > 0, w-u < 0
ou u - u = 0, entao o vetor nao nulo w é chamado vetor tipo-espaco, tipo-tempo ou nulo,

respectivamente.

1

Poderiamos alternativamente definir um tensor métrico inverso, g~ = g%°e, ® e;, com

ab b

g* = w" - w", mapeando duas 1-formas a e 8 do espago cotangente 77 em um niimero

a- B = (auw?) - (Byw®) = g®a.f. Do mapeamento u - v - a - B verificamos que
gabg™ = 0y (2.76)

Temos assim definido a componente contravariante g%, inverso de gu, € podemos efetuar

operacgoes de abaixamento e levantamento de indices de tensores,

al...ag...ar _ at...a;—1 Qj41...Qr
ea, T bi..bj..bs T c bi...bj...bs (2.77)
e
cbjrpai...a;...ar _ a1...Q...0p c
g T bl...b]’...bs - T b1...bj,1 bj+1...bs (278)

conectando os elementos dos espagos tangentes 7, e cotangentes 7.

Denominamos condicao de metricidade a imposicao
Vg=0 (2.79)

que implica em

Gab;e = YGable — I‘J;chfb - F}chah - 07 (280)

ou ainda, usando ype = gaal'%, € 2T (ap)e = Lape + Coacs
Gablc = 2F(ab)c- (281)

Assim, determinamos unicamente os coeficientes de conexao (2.54) em termos da métrica.
Se a métrica é constante, entao gupc = 0 e de (2.81) vem I'gpe = —I'yqc (anti-simétrico nos
dois primeiros indices).

Usando (2.81), (2.57) € Dape = gaa D%, temos a expressio

1
Fabc = §<gab|c + Gaclb — Ybcla + Dcab + Dbac - Dabc)7 (282)

determinando os coeficientes de conexao em termos da métrica e dos coeficentes de co-
mutacao. Na base coordenada, Dy = 0, e de (2.57) vem Ty = Ty (simétrico nos dois

altimos indices).
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2.10 Espaco-Tempo

O mundo fisico é descrito em termos do espago-tempo 4-dimensional (trés dimensoes
do espago e uma do tempo). A descricdo matematica do espaco-tempo é feita em termos
de uma variedade Riemaniana diferenciavel (3 + 1)-dimensional, cuja base ortonormal
{e,} é formada pelos vetores (e, e4) tal que e, é um vetor tipo-espago e e, é um vetor
tipo-tempo.

As equacbes de campo que determinam a dinamica do espacgo-tempo seguem a partir

do tensor curvatura e da métrica, compondo as Fquacoes de Finstein.



Capitulo 3
Modelos Cosmolbégicos Homogéneos

O grupo e a algebra de Lie permite-nos formar a representacao das bases de Killing e
sua ligagdo com as bases de vetores e 1-formas introduzidas anteriormente. No contexto
deste formalismo, Bianchi classificou as possiveis algebras de Lie para grupos de trés
dimensoes. Asisometrias resultam da invaridncia da métrica sob transformacoes do grupo,
e consistem na propria definicao de espacos homogéneos.

Mostraremos também os modelos cosmologicos homogéneos e isotropicos plano, hiper-
bélico e esférico, compondo o modelo de Friedmann, que podem ser obtidos por meio dos

tipos I, VII5 e IX de Bianchi, respectivamente.

3.1 Grupo e Algebra de Lie

Um grupo g de dimensao n é determinado pelos seus elementos (g1, go, ..., gn), existindo
um elemento g; chamado elemento identidade, e pelo mapeamento (opera¢dao ou regra de
multiplicagdo) g X g — g tal que i) (9:9;)9r = 9i(9;9%), 1) g19; = grg: = gi para qualquer
gi € g, e iil) para cada g; € g existe um gi(€ g) = gj_1 chamado elemento inverso de g;,
tal que g;g9;" = g7 '9; = gr.

Determinaremos o grupo de Lie G n-dimensional pela relacdo de comutacao (mapea-
mento G x G — () da base vetorial {£,},

(€0, €] = Cuée (3.1)

onde
L;zb = Li)a' (32)

C¢, & chamado constante de estrutura do grupo de Lie. Conhecidamente, da identidade
de Jacobi,
ClaCly = 0. (3.3)

O espaco vetorial obedecendo (3.3) e a operagao de comutagio [u, v] = —|[v, u] define

uma Algebra de Lie.

27
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A base vetorial {£,}, e conseqiientemente seu mapeamento (3.1), definem um grupo
de transformacao tnvariante a direita. Analogamente, podemos construir uma algebra de

Lie com uma base vetorial {n,} satisfazendo a operagao de comutacao

[na’ nb] = Dcabnc (34)

(similarmente ao desenvolvimento da segao 2.2), onde pressupomos a implicagao

[€a:me] =0, (3.5)

definindo um grupo de transformacao invariante a esquerda. Deste modo, temos que

N, = M,§, (3.6)

&= (M), my, (3.7)

onde (M~1)® denota a transformacdo inversa de M. De (3.1) e (3.7) temos
["7(17 nb] = _MachdC];d(M_l)gfng7 (38)
e de (3.4) temos a relacdo entre as constantes de estrutura C¢;, e D¢,;:

D¢, = —MAM,] Coyp (M), (3.9)

g

Uma escolha conveniente &, = m, para a identidade do grupo determina M) = §2 e

(M=)t = 6% e entdo
Dlzc == ai)c' (310)

A derivada de Lie da base {n,}, considerando (3.5), ¢ nula

Le,my, = €0, m) =0, (3.11)

e calculando L¢ (m, - w¢) = (Le,my) - w° +my, - (Le,w¢) = Le, (6°) = 0, podemos obter a
seguinte relacao:
Lew’=0. (3.12)

3.2 Classificacao de Bianchi

A obtengao de algebras de Lie para grupos de trés dimensoes G3 foi originalmente

mostrada por Bianchi [1]. Podemos relacionar a constante de estrutura do grupo com
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uma parte simétrica e outra anti-simétrica, tal como

1
Qacdb(]‘éd = N%® 4 gabe g (3.13)
onde £%°¢ ¢ um tensor totalmente anti-simétrico e ! = 1. Multiplicando (3.13) por eu
e usando eqpe? = 6,56,0 — 626, e Feaae!1CYG, = 3(C¢, — C%,) = C4, temos
C%e = cpeaN™ + 50Ap — 6, A, (3.14)

que relata a constante de estrutura para o tensor simétrico N e para a 1-forma A,.
Substituindo (3.14) na identidade de Jacobi (3.3) temos a condigao entre N e A,:

N®A, = 0. (3.15)

Para A, = 0 a equagdo (3.15) é sempre satisfeita, e essa dlgebra de Lie é referida como
classe G3A. Para A, # 0 temos a classe G3B. Em ambos os casos é sempre possivel

escrever

Ay = (4,0,0) (3.16)

N = diag(Ny, Ny, N3), (3.17)

de modo que a condic¢do (3.15) se reduz a
N A = 0. (3.18)

Assim, usando (3.14) podemos determinar as constantes de estrutura do grupo em relagao
ao parametro do grupo A e aos coeficientes diagonais Ny, Ny e N3, conforme mostrados
na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Constantes de estrutura do grupo de Lie para Gj.

Ch=-Ch=N C,=-C5=4 C3=-C5=-N,
C,=-C% =N; C3,=-C%=A (% =0 (outros)

A relagao de comutagao (3.1) do grupo de Lie para a base vetorial {£,} ¢ entdo obtida:

€1, &) = A&, + N3&s, (3.19)

[52753] = N1€1 (3-20)
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€1, &3] = A&5 — No&y; (3.21)

e na tabela 3.3 a enumeracao completa dos nove tipos de Bianchi.

Tabela 3.3: Tipos de Bianchi para a algebra de Lie.

Classe Tipo A N; Ny Nj

GsA 1 0 O 0
IT 0 1 0
Vlp, 0 0 -1 1
Vib, 0 0 1 1
Vil 0 -1 1 1
IX 0 1 1 1
GsB 111 1 0 -1 1
v 1 0 0 1
\4 10 0 0
VI, A 0 -1 1
VI, A 0 1 1

Observar que o tipo VIIj é um particular caso do tipo VIIA, e que os tipos III e VI,

sao particulares casos do tipo VIj,.

3.3 Espacos Homogéneos

Um espaco homogéneo é definido como uma variedade cujo grupo de tranformagao é
isométrico, ou seja, mantém a métrica invariante [4]. A base {£,} forma os geradores do

grupo; &, sao os vetores de Killing cuja atuacao mantém a invariancia da métrica,
Le,g =0, (3.22)
que resolvida, usando a condicao de metricidade, resulta na Equacao de Killing:
ap.e T Eauy = 0. (3.23)

O grupo definido pela base invariante a esquerda {e, = n,} (satisfazendo (3.5) com
os campos de Killing &,, geradores do grupo) e sua base dual {w®} é dito simplesmente-

transitivo e tem definido o tensor métrico

g = gaw" @’ (3.24)
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descrito na secao 2.9.

3.4 Universo Homogéneo e Isotrépico

A homogeneidade e isotropia do nosso universo sao conceitos amplamente aceitos
e usados como caminho natural na construcao das teorias padroes. Fortes evidéncias
observacionais (distribuicao de galaxias e aglomerados de galaxias, radiacao de raios-X
e raios-v, radiagao cosmica de fundo) e teoricas (coeréncia entre teorias e observagoes)
justificam a consideracdo de tais caracteristicas [5].

A homogeneidade esta naturalmente ligada ao fato de prevermos que todos os pontos
do universo sao semelhantes as vizinhancas da nossa galaxia. A isotropia reflete a natural
relacao de homogeneidade prevista em todas as direcoes observadas do universo.

Em termos de descrigao fisica (ver |5]), podemos pensar em um espago-tempo (espa-
cialmente) homogéneo como uma familia de hipersuperficies (3 dimensoes) tipo-espago
>; parametrizadas pelo parametro t, onde para quaisquer pontos p,q € >; existe uma
isometria na métrica do espago-tempo g, levando p em ¢ (figura 3.1a). Um espago-tempo
(espacialmente) isotropico é definido em termos de uma familia de curvas tipo-tempo (ob-
servadores) com vetores tangentes u, preenchendo o espago-tempo de tal modo que, para
dois vetores unitarios s; e sy ortogonais & w em um ponto p, possua uma isometria na

métrica do espago-tempo ¢y, trocando s; e S, mas mantendo w (figura 3.1b).

b}

Figura 3.1: a) Hipersuperficies ¥; folheando o espago-tempo homogéneo. b) Congruéncia de
curvas tipo-tempo (linhas-mundo) em um espago-tempo isotropico.

Assim, num espaco-tempo homogéneo e isotrépico, as hipersuperficies de homoge-
neidade ¥; sao ortogonais as linhas de observadores. Sao trés as possiveis geometrias
das hipersuperficies ;, de modo que um espago-tempo homogéneo e isotropico pode ser

apenas plano (aberto),

ds* = a®(t){dx® + dy* + dz°} — dt*, (3.25)
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esférico (fechado),

ds* = a*(t){dx* + sin*x(d? + sin*0dp*)} — dt?, (3.26)
ou hiperbdlico (aberto)

ds® = a®(t){dx* + sinh*x(d6* + sin*0dy®)} — dt?; (3.27)

ds? denota o elemento de linha (métrica) e a(t) ¢ o fator de expansdo (como o raio de um
volume, denotando a separagao entre linhas-mundo [6]). Podemos transladar a métrica
do espago plano para coordenadas esféricas e escrever (3.25), (3.26) e (3.27) como

d 2
ds* = a*(t) {1 _Tkﬂ +72(do* + sinQQdch)} — dt?, (3.28)

onde (k= 0,7 = x) para o espaco plano, (k = 1,r = siny) para o espaco esférico e (k =
—1,r = sinhy) para o espaco hiperbolico. O modelo cosmologico homogéneo e isotropico
descrito por (3.28) é conhecido como modelo Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Tal
modelo descreve um universo de curvatura constante [6] e nula (plano), positiva (esférico)
ou negativa (hiperbolico) [7].

Em termos do grupo de Lie de trés dimensoes GG3, um espago-tempo (espacialmente)
homogéneo é definido pela base {£,} da algebra de Lie. A invaridncia da métrica (3.24)
pela transformagao do grupo Gz determina que gu, = gup(t), ou seja, sem dependéncia nas
coordenadas espaciais. Os espacos Bianchi I, VII, e IX contém os modelos FRW plano,
hiperboélico e esférico, conforme mostraremos a frente.

Vamos primeiramente obter as constantes de estrutura e as bases para Bianchi. Rela-
cionando as informagoes das tabelas 3.1 e 3.3 obtemos as constantes de estrutura para os
tipos Bianchi I, VII, e IX (tabela 3.5):

Tabela 3.5: Constantes de estrutura para Bianchi I, VII, e IX.

Tipo de Bianchi I VII, IX

C2,=—-C% 0 A 0

C3,=-C3, 0 A 0
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A base {w"} pode ser obtida relacionando (2.63) e (3.10) em dw® = C% wW'Aw®

(equacao de Maurer-Cartan), que pode ser expandida na base coordenada como
a i 1 a b ) c 7
d(widz’) = §C’bc(wid:v ) A (wda?), (3.29)

. ) 1 ) )
w5 dx? Nda' = EC’%Cwbiwcjdﬂ A da?, (3.30)
resultando no sistema de equacoes de primeira ordem
a 1 a b ¢

que pode ser analiticamente resolvido.

A obtencgdo da base {n,} é feita usando a relacdo de dualidade 7, - w® = §:
i bog g\ i b s sb
(n,05) - (wjdxj) = nawjéi] =045 (3.32)
resultando no sistema de equacoes de primeira ordem
W' — 8, =0, (3.33)

que também pode ser analiticamente resolvido.

Por fim, os geradores do grupo {£,} sdo obtidos por meio da relacdo (3.12), L¢ w® = 0:
Le, (whda') = (Le,w)da’ =0, (3.34)

que resulta no sistema de equacoes de primeira ordem
Wb + Wl =0, (3.35)

cuja solucao analitica também pode ser obtida. Relembramos por tltimo que essa re-
presentagao de grupo descreve uma algebra 3-dimensional, e portanto no calculo das
constantes de estrutura e das bases os indices (a, b, ¢, ..., 4, ], k, ...) correm de 1 a 3 apenas.

Na tabela 3.7 mostramos o resultado do célculo de bases descrito acima para os trés

tipos de Bianchi ja mencionados (I, VII, e IX):
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Tabela 3.7: Bases de GG3 para Bianchi I, VII, e IX.

I VI, IX
& 0, 0,4+ (z—Ay)o,— (y+ Az2)0. secycosz8, + sinzd, — tanycosz,
& O, 9, —secysinz0, + cosz0y + tanysinz0,
£ 0. 0. 0.
n O 0, 0,
n, O, e~ 4%(coszd, — sinxd,) sinxtanyd, + cosxd, — sinzsecyl,
ny 0. e*A"E(sinway + cosz D) —cosztanyd, + sinxd, + cosrsecyd,
w! dx dx dx + sinydz
w? dy e? (coszdy — sinxrdz) cosxdy — sinxcosydz
w? dz e (sinzdy + coszdz) sinxdy + cosxcosydz

Uma tabela de bases completa para os nove tipos de Bianchi pode ser encontrada em
[3]. Essas bases compéem o grupo Gs. Para completar a representagao do espago-tempo
(3 + 1)-dimensional, adicionamos os vetores £, = 1, = 8; e a 1-forma w* = dt.

A fim de montar um tensor métrico para o espaco-tempo homogéneo, conforme equacao

(3.24), escrevemos
gup(t) = diag(al(t),as(t),ai(t), —1), (3.36)

onde a igualdade a;(t) = as(t) = a3(t) = a(t) monta a isotropia do espaco homogéneo.

Entao temos o tensor métrico
g=a*t)[(w")?+ (WH? + (w?)?] — at*. (3.37)

A substitui¢do da base de Bianchi I (tabela 3.7) em (3.37) gera diretamente o espaco
homogeéneo e isotropico plano (3.25).
Substituindo a base de Bianchi VII, (tabela 3.7) em (3.37) obtemos o elemento de
linha
ds? = a®(t)[da? + A (dy? + d2?)] — di?, (3.38)

que mediante a transformacao de coordenadas

x = %in(coshy — sinhxcost),
= Ssinfcosp/(cotanhx — cosb), (3.39)
z = Lsinfsing/(cotanhy — cosd)

e a(t)/A — a(t) resulta no espaco homogéneo e isotropico hiperbolico (3.27).

O elemento de linha espacial obtido pela substituicdo da base Bianchi IX (tabela 3.7)
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di* = (%“’1)2 + Gw?)Q + (%w?’)z (3.40)

1
ds* = Z[dxz +dy? + d2* + 2sinydydz], (3.41)

que coincide com o elemento de linha espacial di? = dx? + dxs + dx$ + dx/, mediante

em

é dado por

a troca de variaveis

x1 = cos(H=)cos(4 - %),
x3 = —sin( 5 )sm(% — Z)’
xa = cos(%F)sin(§ — 7).

N

Portanto, o elemento de linha espacial de Bianchi IX (3.40) descreve um 3-esfera de raio

igual a 1.



Capitulo 4

Equacoes de Campo e Solucoes

Analiticas

Uma vez descrita a métrica do espaco e o tensor curvatura, podemos obter o tensor de
Einstein, que guarda informacoes sobre o conteiido geométrico do espago-tempo. Intro-
duzimos uma descrigao fisica do espago-tempo homogéneo (ADM), que sera representado
pela métrica homogénea e pelo formalismo das algebras de Bianchi.

Podemos formalizar a obtencao das equagoes dinamicas do espaco-tempo, por meio das
equacoes de campo de Einstein, focando as solugoes de vacuo. O formalismo de Bianchi
permite descrever as equagoes de Einstein como um sistema de equacoes ordinéarias em .

Demonstramos ainda as equagoes de campo para a classe G3A de Bianchi e para o
tipo Bianchi VII, (pertencente a classe Gi3B), e algumas solugoes analiticas obtidas, como

preparacao para o estudo numérico do capitulo 5.

4.1 Equacoes de Campo de Einstein

Como colocamos anteriormente, o espaco-tempo é descrito em termos de uma varie-
dade Riemaniana diferencidvel de quatro dimensoes, onde sao definidos uma métrica gy, e
um tensor curvatura R%_;. O tensor curvatura pressupoe a determinacao dos coeficientes
de comutacao, relacionados as constantes de estrutura do grupo por (3.10).

O tensor de Ricci R = Ryw® ® w’ é dado pela contracdo do tensor curvatura,

Ray = R (4.1)

ach’

e possui com ele a seguinte relacao de simetria:

%)cd;a = _2Rb[c;d}- (42)

36



CAPITULO 4. EQUACOES DE CAMPO E SOLUGOES ANALITICAS 37
O escalar de Ricci ou escalar de curvatura R é dado pelo traco do tensor de Ricci,
R=g"R, = R". (4.3)

Podemos agora definir o tensor de Einstein G = Gupw?® ® w® como:

1
Gab = Rab — §gabR. (44)

O tensor de Einstein guarda informacao sobre o conteido geométrico do espaco-tempo.
A distribuicao de matéria e campos no espaco-tempo é dada pelo tensor Momento-

Energia T = Tyw® ® w’. Segundo estatiza a Relatividade Geral, a conexdo entre a

geometria do espago-tempo e a distribuicao de matéria é relatada pela equacao de campo

de Einstein:

Gab = 87TTab. (45)

A geometria do universo, conectada a distribuicdo de matéria e energia pelas equacgoes de

Einstein, determina dinamica do universo (gravitacdo).

4.2 Solucoes de Vacuo

A auseéncia de fontes (T, = 0) caracteriza as solucoes de vacuo da equacao de Einstein,

Gap =0, (4.6)
que podemos escrever como
1
Rab - §gabR = 07 (47)
cujo traco resulta em
R=0 (4.8)
e
Ry = 0. (4.9)
Vemos, portanto, que a equagao (4.9) toma o papel da equagao dindmica para a solugao
de vacuo.

A auséncia de fontes pode ser entendida como um cenario onde a geometria do universo
¢ dominante, tal como o universo proximo ao seu surgimento. As solugoes de vacuo
das equacoes de Einstein sao as mais naturais para descrever tal cenédrio. Constituem
também as melhores representagoes de modelos anisotropicos [2], tais como o formalismo
de Bianchi.

Modelos anisotropicos desempenham um papel importante na descricao do universo

primordial, uma vez que este é um periodo um pouco menos restritivo quanto a condicoes
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de isotropia, e a principio nao existe uma forte razao para acreditar que o universo tenha

surgido totalmente isotrépico.

4.3 Meétrica Homogénea

Na secao 3.4 mostramos uma descricao fisica do espaco-tempo homogéneo e montamos
uma métrica para tal espaco. Vamos aqui estender essa descri¢ao.

Pensemos em uma familia de hipersuperficies tridimensionais tipo-espaco >; parame-
trizadas pela familia de curvas tipo-tempo (observadores, linhas-mundo) de parametro t.
A homogeneidade é formalizada em termos da isometria da métrica transformando pontos

em ;. Seja m um vetor tipo-tempo unitario e normal & hipersuperficie ¥,

n-n=nn"=—1L. (4.10)

4

Definimos um sistema de coordenadas em que z* é constante na hipersuperficie >;:

ng = (0,0,0, —N); (4.11)

entao

n® = (~N°/N,1/N). (4.12)

Assim x* parametriza a separacao na direcdo normal a ¥, entre as hipersuperficies Y, e
Yivar- A fungao lapso N especifica o tempo proprio de separacao entre as hipersuperficies
Y e Xy g na direcao normal & X,

dr = Ndt. (4.13)

O vetor deslocamento N determina a distancia entre o ponto £ na hipersuperficie ¥, 4

e a sua interse¢ao em ;4 na direcao normal a ¥, (figura 4.1).

Figura 4.1: Vetor deslocamento e funcao lapso numa folheacao de hipersuperficies homogéneas
.
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O formalismo descrito acima é conhecido como formalismo ADM, devido a Arnowitt,
Deser e Misner [8]. O elemento de linha que mede a separacao entre os pontos z% (z% em
t) e x* 4+ dz® (z® + dz® em t + dt) ¢ dado por

ds® = gag(NOdt + da®)(NPdt + dz”) — N2di? (4.14)

[4, 9.
Em termos das bases do grupo de Lie, podemos expressar o elemento de linha acima

como o tensor métrico
g = gop(N?dt + w*) @ (Ndt + w’) — N*dt? (4.15)

[3, 10]. Podemos agora supor que as linhas-mundo cruzam perpendicularmente as hiper-

superficies. Disso resulta a nulidade do vetor deslocamento, N® = 0, e
g = Gopw® @ W’ — N2dt*. (4.16)

Temos assim definida uma métrica homogénea

~ as(t) O
Gab = < 0 —NQ(t) ) (417)

para g = gupw? @ w® (3.24), onde g,5(t) compde a isometria em ;.

Um sistema de coordenadas especial em que o elemento de linha segue

gas = —1 (4.18)

Goa =0 (4.19)

é chamado de sistema de referéncia sincrono [6, 4]. Nesse sistema o parametro tempo ¢
coincide com o tempo proprio 7.

O formalismo ADM pode ser desenvolvido para a métrica espacialmente homogénea
gan(t) (3.24) no sentido da formulagao hamiltoniana da teoria. Porém nao ¢ objetivo deste

trabalho desenvolver esta formulacao, que serd deixada para um trabalho posterior.

4.4 Solucoes de Vacuo da Classe G3A de Bianchi

Os tipos de Bianchi em que A = 0 compdem a classe G3A. As solucoes de vacuo das

equagoes de Einstein obtidas para esta classe por meio da métrica homogénea (4.17) num
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sistema de referéncia sincrono

sao [4]:

Qa1a9a3)
R11:<123)

a1a2as3

(aydaaz)

R22 -

a1a2a3

(alazds)'

a1a20ds3

0 a2t 0 0
0 0 af(t) 0
0 0 0 -1
1 9 4 2 212
2a12a22a32 [)‘ ay — (pay —vaz) } =0,
1
2atajta; ey = Qar’ = vagy] =0,
1
2alafag hag = (day = pay Y] =0

ay ds  as

Rf=—4+—=4+==0,

ay a2 a3
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

onde as constantes A, p e v estao relacionadas com a constante de estrutura por (A, y, v) =
(N7, N2, N3). Vamos brevemente discutir os tipos I, VII e IX.

4.4.1 Bianchi I

Para o grupo Bianchi I, (A, u,v) = (0,0,0), e o sistema de equagoes (4.21-4.24) torna-se

(a1aza3)
a1a20a3

=0,

(ardzaz)
a10a20as3

=0,

(ayazds)
a1a20a3

=0

aj ao as
—+ =+ —=0.
(431 a2 a3

Uma soluc¢do conhecida para este sistema ¢ a solu¢dao de Kasner [11]:

ai(t) =t as(t) = t72, az(t) = 72,

onde

PLtp+ps=pl+ps+p;=1

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

sao os indices de Kasner. Esta solucao descreve um espago-tempo homogéneo anisotropico

de volume linearmente crescente com o tempo e com expansao ao longo de dois dos eixos
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espaciais e contragdo ao longo de outro (salvo para (pi,p2,p3) = (0,0,1), onde temos
expansao linear numa dire¢do e comportamento estatico nas outras). Exceto para os
casos (p1,pe,p3) = (—1/3,2/3,2/3) e (p1,p2,p3) = (0,0,1), a expansao nunca é igual ao
longo de dois dos eixos. Este tltimo caso reduz-se ao caso plano mediante transformacgoes

de coordenadas, e ¢ a tinica excegao a singularidade nao-eliminavel em ¢ = 0.

4.4.2 Bianchi VII; e Bianchi IX

Para o grupo Bianchi VIIy, (A, u,v) = (0,1,1), e obtemos o sistema de equagoes

(arazaz) o (%2 - a32)2

_ 4.31
10203 2atasai ( )
(ardoas)  ag —ay
= 2o, (4.32)
a1a20a3 apagas
v 4 4
(a1a2d3) Gy — 0 (4.33)
a1a2a3 2aiasag
LI I (4.34)
aq as as
Ja para o grupo Bianchi IX, (X, u,v) = (1,1,1), e temos
(arazag) (a5 —af)* —af (4.35)
(ardras) (af —af)* —ay (4.36)
ajasas 2atazag .
(aaqas) _ (af — 32212 ; ag (4.37)
a10o03 2ai a5 a;
“y % B (4.38)

ap 4z as

Uma abordagem para se obter solucoes destes sistemas de equagoes consiste em con-
siderar o lado direito de (4.31-4.33) e (4.35-4.37) como uma perturbagao da solugao de
Kasner: se em um certo instante de tempo estes termos puderem ser negligenciados, a
dinamica segue o regime de Kasner.

As solucbes podem ser estaveis ou instaveis. Para o caso de Bianchi VIIj, por exemplo,
se num certo instante de tempo os indices de Kasner positivos estao associados a as(t)
e ag(t), entdo essas solugdes seguem para a singularidade em ¢ = 0, e consequentemente
anulam o lado direito do sistema (4.31-4.33), gerando uma época de Kasner com indices
ordenados (p; < 0,pe2 > 0,p3 > 0) para a;(t), as(t) e as(t). Essa solucdo é estavel. Para

o indice de Kasner negativo associado a as(t) ou a ag(t) num instante de tempo, resulta



CAPITULO 4. EQUACOES DE CAMPO E SOLUCOES ANALITICAS 42

que o lado direito do sistema (4.31-4.33) ndo se anula. Essa solucgao é instavel.

Assumindo que num tempo ¢t —oc 0 universo seja descrito por uma época de Kasner
ai(t) = tP* as(t) = t72 a3(t) = tP com p; < pa < ps, o sistema evoluird de modo que a
perturbacao cresca formando um ponto de potencial cuja acao é modificar os indices de
Kasner, dando inicio a uma nova época de Kasner com indices p/, pj e pj. A relagio entre
os indices da nova e da antiga época de Kasner ¢ dada pelo chamado mapeamento BKL
(Belinsky, Khalatnikov e Lifshitz) [12]:

/ |p1‘
— 4.39
;D2 —2|pi]
=== 7 4.40
e 2|p1|
/ b3 — 4|P1
== 4.41

A compreensao deste mapeamento nao é objetivo deste trabalho. Ressaltamos tal aborda-
gem apenas como uma possibilidade de solugao, alvo de um estudo futuro. Uma discussao
introdutoria pode ser encontrada em [4].

Na busca de uma solucao analitica exata, mas nao geral, para Bianchi VII;, vamos
impor as(t) = as(t). Deste modo, os termos do lado direito das equagoes (4.31-4.34)
se anulam, resultando no sistema de equagoes (4.25-4.28), que sabidamente, obedecem a
solucao de Kasner.

Conforme mencionamos anteriormente, s6 existem dois casos de solucao de Kasner
onde ay(t) = as(t), e sdo eles: (p1,p2,p3) = (1,0,0) e (p1,p2, p3) = (—1/3,2/3,2/3). Entao,
duas solucoes possiveis para Bianchi VII; sao dadas por:

al(t) = t,ag(t) = 1,(13(t) =1 (442)

ar(t) = 7, ag(t) = t7°, ag(t) = t7°. (4.43)

Como solucoes tipo Kasner, elas modelam um universo homogéneo anisotrépico com vo-
lume linearmente crescente com o tempo. No primeiro caso, se expande linearmente numa,
direcao e permance estatico nas outras; no segundo caso, se contrai numa diregao e se
expande igualmente ao longo das outras.

Essas duas solugoes nao sao solucoes de grande generalidade, pois uma solugao geral

de Bianchi VIIj nao necessariamente precisa obedecer as(t) = as(t).
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4.5 Solucao de Vacuo do Tipo VII, de Bianchi

O tipo VII, de Bianchi pertence a classe G3B. Enfatizaremos dois casos de solugao de

vacuo para Bianchi VII,, um para a métrica diagonal

al(t) 0 0 0
0 ap(t 0 0
Gab = 2 () ) (4.44)
0 0 ag(t) 0
0 0 0 =Nt
e outro para a métrica nao-diagonal num sistema de referéncia sincrono
al(t) 0 0 0
7 (t t) 0
Jab = a2 (f) - a(f) (4.45)

0
0 as(t) ai(t) O
0 0 0 —1

O primeiro caso, num sistema de referéncia sincrono, ja foi considerado na secao 3.4 para
obtencao de um espaco homogéneo e isotréopico com geometria hiperbdlica. O segundo
caso serd testado na solucao de uma onda-plana de Lukash e na obtencao de solucoes

diagonais.

4.5.1 Solucgao para Métrica Diagonal

A solugao de vacuo para o espaco homogéneo (4.44) resulta no seguinte sistema de equa-

coes:
a? (drasas) a2 (af—a2)’  aid;N
Ry = _ S % 7% —24%2 =0 4.46
11 = 32 410203 2 a12a22a32 N3 ’ ( )
9 : 5
Rus— A (ﬂ N %) _o (4.47)
aq (45} as
py 02 () a2 (o —af) NP
27 N2 ajasas 2 afajal N3 af ’ '
A
Ro3 = _2(%2 —ay) =0, (4.49)
ag
Rew — (l_??(CLlCLQCL.?;)' _ a_32(a24 —ay) _ asds N _ 2a; A —0 (4.50)
BT N? ajasas 2 afajal N3 af ’ '
e .
day dy  d N (dy  ay a
R44:—<—1+—2+—3)+—(—1+—2+—3>=0- (4.51)
a;  ay Qs N \ay a as

Observe que para o caso particular de Bianchi VII; (A = 0) num sistema de referéncia

sincrono (N = 1), o sistema (4.46-4.51) reduz-se ao sistema (4.31-4.34), j4 mostrado na
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secao 4.4.2.

A equagdo (4.49) estabelece a relagdo as = +as que simplifica demasiado a solugao
do sistema. Sua substitui¢do em (4.47) resulta em 91/a, = 92/a, e consequentemente em
d1/q, = d2/a,. Usando isto, nos resolvemos o restante do sistema (4.46-4.51) e obtivemos

que sua solucao analitica obedece

d; = £AN, (4.52)
_ a
a9 — (Zga—i (453)
e
as = Q9. (454)

Observe que o lapso N é arbitrario para a solugao. Para N = 1 (sincrono) calculamos

a seguinte solucao:
ap = :i:(At + Ol>, a9 = OQAt + 0102, ag = OQAt + 0102, N = 1, (455)

onde C e (5 sao constantes de integracao. Esta solugao descreve um espago-tempo plano,
homogéneo e anisotropico com expansao linear. Para N = ajasas temos duas possiveis
solucoes:

C +1 +1 —C}

= e T e T e V= oy, (456
Y T RV 7 T S Yy AR Y TR L

C +1 +1 C
ay = . , Qg = , A3 = 7N: - 3/0° (457)
V2At + Oy V2At + Oy V2At + 5 (24t + Cy)*?
A segunda (4.57) se reduz a solucao (4.55) mediante a reparametrizagdo para o tempo
proprio dr = Ndt. A primeira (4.56), mediante a mesma reparametrizagao, resulta no

elemento de linha
ds? = (AT + D1)?da® — (Do AT + Do Dy)?e**%(dy? + d2?) — dr?. (4.58)

Este elemento de linha é uma solugao Bianchi VII, em que a se¢ao espacial nao ¢ homo-
génea, e por isso nao apresenta maior interesse cosmologico. A se¢ao homogeénea é (x,y,z),
onde x faz o papel de uma coordenada temporal.

Convém aqui observar que, conforme mencionamos na secdo 3.4, podemos obter a
descricao de um universo homogéneo e isotropico hiperbolico como um caso de Bianchi
VIIx com métrica dada por (3.36), onde a;(t) = as(t) = as(t) = a(t). Portanto Cy = £1
em (4.55) consiste na solugdo de um universo homogéneo e isotropico, cuja se¢ao espacial
é o espaco hiperbdélico.

Cumpre aqui observar também que a relacdo as = +a3 nao ocorre necessariamente
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para o caso particular Bianchi VII;. Entao, apesar de Bianchi VIIj ser um caso particular
de Bianchi VII, (com A = 0) e ter um particular sistema de equagoes de Bianchi VIIy,
sua solucao nao necessariamente precisa ser um caso particular da solucao geral de Bianchi
VII5. Um exemplo é pela solugdo (4.43), que apesar de obedecer ay = a3, ndo é linear
e nem a mais geral possivel.

No entanto, uma solucao possivel para Bianchi VIl é a solugao particular de Bianchi
VII,, fazendo A = 0 na solugdo (4.55). Essa solucao particular é constante e nao apresenta
maior interesse neste trabalho, uma vez que representa apenas uma parametrizacao na

métrica.

4.5.2 Solucgao para Métrica Nao-Diagonal

A solugao de vacuo para o espago homogéneo sincrono (4.45) resulta no sistema de equa-
¢Oes mostrado no apéndice A. A solucao de vacuo da onda plana de Lukash |13, 14] é um
tipo de solugdo BVII, com métrica ndo-diagonal (4.45).

O elemento de linha para a onda plana de Lukash é dado por
ds® = t2dx® + 17 ¥ {(Aydy + Aydz)® + (Asdy + Aydz)?} — di?, (4.59)

onde 0 < r < 1 é um parametro constante, A; = cosv, Ay = f~lsinv, A3 = —fsinv e

v=Fk(z+In(t)) [13, 14, 15]. As constantes k e f sdo relacionadas a r e A (parametro do
grupo) por

r
k= — 4.60
. (4.60)
e
r2(1 — f2)?
yOIE Ar(1 —r). (4.61)
Podemos verificar que a métrica (4.45) com
A2t?
a'(t) = —5, (4.62)

al(t) =t (cos2 ﬂ%@) + f2sin? (T“;(t))) : (4.63)

as(t) = t* cos <H”Tft>> sin (”Zﬁ) (f*-1) (4.64)

al(t) = t* <f20032 (HNT@) + sin? (Hn—A(t)» (4.65)

resulta no elemento de linha de Lukash (4.59), com diferenca apenas de transformacoes

de coordenadas. Portanto, (4.62-4.65) constitui uma solugao de vacuo para Bianchi VII,.



Capitulo 5
Resultados Numéricos e Discussao

Um estudo numérico se faz apropriado para verificar solucoes de sistemas de equagoes
diferenciais mais complexos, tais como aquele obtido para a solugao de vacuo de (4.45).
Mesmo sistemas mais simples como (4.31-4.34) podem possuir solu¢oes mais gerais que
aquelas dadas por (4.42) e (4.43), e que podem ser reveladas por um estudo numérico.
Vamos nos concentrar na resolugdo numérica de solugoes de vacuo para Bianchi VIT (VI
e VII,), uma vez que os modelos Bianchi I e Bianchi IX sdo mais estudados na literatura.

No desenvolvimento deste trabalho, utilizamos o software Maple (versao 11) [16] como
manipulador algébrico para a obtengao das equacoes dinamicas dos sistemas estudados.
O co6digo para o calculo numérico propriamente dito foi desenvolvido usando linguagem
de programacao C, por meio da utilizacao do pacote compilador GCC (GNU Compiler
Collection, versao 4.2.2) [17] e da biblioteca de célculo cientifico GSL (GNU Scientific
Library, versao 1.10) [18]|, ambos pertencentes ao projéto GNU [19]. Os gréficos foram
gerados por meio do software GNUPIot (versao 4.2) [20], também pertencente ao projéto
GNU. Os célculos foram efetuados num processador Intel Pentium 3.4 GHz.

A biblioteca de calculo cientifico GSL possui um conjunto de fungoes que permitem o
controle de erro relativo e do erro absoluto, estipulados em 1,0.1072!. O método numérico

utilizado foi o Runge-Kutta-Fehlberg.

5.1 Condicao Inicial e Evolucao dos Vinculos

A solucao de vacuo do espago homogéneo (4.16) resulta num sistema de equagdes diferen-
ciais ordinarias que podem ser separadas em duas partes: Ry, =0 e R, = 0.

Pode-se demonstrar que, uma vez satisfeita a condigdo Ry, = 0 inicialmente (nas
condigbes iniciais), ela seré satisfeita por toda a evolucao do sistema [9]. Para isso partimos

da identidade de Bianchi e obtemos a equacgao
Cg);a = O, (51)
onde ja assumimos as nulidades (4.8-4.9) da solugdo de vacuo. Podemos agora escrever

46
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sua forma projetada por
ab;a = [(hﬂi - nani)Rib]ﬂ = 07 (52)

onde hap = gap + Nap € 0 tensor projecao e n, € o vetor unitario definido em (4.11).
Resolvendo (5.2) temos

h ib;a — nfaniRib — n“(niRib);a =0, (5.3)
que implica em

%(NR“,))A = —n%NR}, - R),_. (5.4)

Para a parte espacial (b = 0), temos para a condicao inicial que R45;4 = 0; ja para a
parte temporal (b = 4), temos para a condicdo inicial que RY, = 0. Logo, R, = 0 para
solugao de vacuo, e daf implica que, se R% = 0 na condigdo inicial, entdo permanecerd
nulo por toda a evolucao.

Ja as equacées R,3 = 0 determinam a evolucdo temporal do sistema, g,s(t), sendo
portanto as reais equagoes dinamicas de campo [9].

No contexto do método numérico desenvolvido neste trabalho, vamos nos referir ao
vinculo imposto por Ry, = 0 como vinculo Ry,. Ele sera checado na condi¢ao inicial (ou
mesmo podera determiné-la) e durante a evolugao dos sistemas de estudo. Para casos
de métrica diagonal, s6 temos o vinculo Ry4. Para casos de métrica nao-diagonal, como
(4.45), temos o vinculo Ry4 e o vinculo Ry;.

Conforme mostramos na secao 4.2, resulta do traco da equacao de Einstein para so-
lucao de vacuo que o escalar de curvatura é nulo: R = 0. Este resultado também sera
monitorado durante a evolucao dos sistemas de estudo.

A checagem dos vinculos Ry, e do escalar de curvatura R constitui um importante
mecanismo de controle numérico que certifica a exatidao dos resultados e atesta que os
erros numéricos estao dentro de um limite admissivel.

Por fim, monitoraremos ao longo do célculo numeérico o escalar quadrdtico de Riemann,
definido por

R™MR e (5.5)

trata-se de um escalar da teoria, que independe do sistema de coordenadas utilizado.
Constitui assim um bom parametro para determinar se certos efeitos observados sdao de
fato relacionados & geometria do espaco-tempo ou apenas efeitos ocasionados por uma
escolha nao conveniente de coordenadas. Assim, se um efeito tal como a aproximacao
de uma singularidade ¢ acompanhado de uma variacao atipica do escalar de Riemann, é
provavel que essa singularidade realmente esteja presente na geometria. Caso contrario,
pode refletir uma deficiéncia das coordenadas em questao em modelar aquele ponto da
geometria. Para modelos homogéneos, singularidades estao associadas a evolugao tempo-

ral. Isto significa que estamos interessados na verificagao de divergéncias no parametro ¢,
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e nao nas coordenadas espaciais.

Os casos que iremos resolver numericamente (Bianchi VIIj e VII,) constituem-se de
sistemas de equagoes equagoes diferenciais nao-lineares de segunda ordem (sistema (4.31-
4.34) para Bianchi VII; com métrica diagonal (4.20) e sistema do apéndice A para Bianchi
VII, com métrica nao-diagonal (4.45)). Portanto as condigoes iniciais para a resolugao
destes sistemas devem constituir-se dos valores a, (tinicial) € %aa(tinicial)~ A tnica restricao
sobre a escolha das condigdes iniciais é a obediéncia aos vinculos ja discutidos acima. Fora
isso, elas podem ser escolhidas livremente. No entanto, em algumas escolhas de condicoes
iniciais (devidamente mencionadas ao longo do texto), iremos utilizar valores de solugoes

analiticas particulares conhecidas, de modo a comparar a correcao do resultado numeérico.

5.2 Solucao Numérica para Bianchi VII

J4 mencionamos na se¢do 4.4.2 possiveis solucoes analiticas (4.42 e 4.43) para Bianchi
VII;. No entanto tais solugoes sao particulares, e na busca de solu¢oes mais gerais torna-
se apropriado um estudo numérico.

As equagoes dinamicas para a solugao de vacuo de VIIy sdo dadas pelo sistema (4.31-
4.34). Vamos simular quatro sistemas com condi¢oes iniciais obedecendo os vinculos. Sao
eles (tabela 5.1):

Tabela 5.1: Condigoes iniciais para Bianchi VIIj.

Sistema  tinicial ar(t)  as(ty) as(t) Lai(t;) Las(t;) Las(t;)
Sistema 1 1,0.10™° 1,0.10°> 1,0 1,0 1,0 0,0 0,0
Sistema 2 1,0 1,0 1,0 1,0 —1/3 2/3 2/3
Sistema 3 0,0 1,0 2,0 3,0 1,0 2,0 -1,239583333
Sistema 4 0,0 0,1 -2,3 0,4 8,9 0,0 3,493566937

As condigoes iniciais dos sistemas 1 e 2 (tabela 5.1) foram obtidas utilizando ;e =
1,0.107° € tiniciar = 1 em (4.42) e (4.43), respectivamente, com o objetivo de verificar
a similaridade de tais solucoes analiticas com o resultado numérico obtido. Tal escolha
fornece também uma verificacao da eficacia do método numeérico utilizado. As condi¢oes
iniciais para os sistemas 3 e 4 (tabela 5.1) foram escolhidas genericamente, obedecendo
apenas a restricao dos vinculos.

As evolugoes temporais para os sistemas 1, 2, 3 e 4 sdo mostradas nas figuras (5.1-5.14),
juntamente com os escalares e a preservacao dos vinculos durante a dinamica.

Vemos que a solugdo numérica do sistema 1 da tabela 5.1 (figura 5.1) representa

exatamente o universo descrito por (4.42), estatico em duas dire¢des e com expansao
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linear na ultima. Trata-se de um espago-tempo plano de Minkowski escrito nas coor-
denadas de Rindler (t = t'cosh(z'),x = t'sinh(x’)). Substituindo os valores numéricos
aq em In(a,(tg))/In(ts) = po obtemos os p, mostrados na figura 5.2, que equivalem a
(p1,p2,p3) = (1,0,0). Esse sistema ndo apresenta singularidade temporal, o que é cer-
tificado pela suavidade do escalar de Riemann R®“R,;.4, que é mostrado na figura 5.3,
juntamente com o escalar de curvatura R e com o vinculo Ryy. Estes dois ultimos perma-
necem constantes dentro da precisao do calculo.

Na figura 5.4 vemos a evolugao temporal numericamente calculada para o sistema 2 da
tabela 5.1. Novamente, substituimos os a, numericamente calculados em In(a,(tg)/In(tg) =
Do € obtemos os p, mostrados na figura 5.5. Dentro da precisao numérica eles equivalem
a (—1/3,2/3,2/3). Isto nos mostra que o sistema 2 modela numericamente o universo (4.43),
que tem contracao ao longo de uma direcao e expansoes equivalentes ao longo das duas
outras.

Sabemos que a solucdo (4.43) possui uma singularidade nao-eliminavel em t = 0.
Para verificar se o modelo numérico estd descrevendo essa singularidade, observemos
o comportamento do escalar R™®?R,,.; na figura 5.6: ele comeca a crescer na direcio
de t = 0. Vemos também a flutuacao do escalar de curvatura e do vinculo, que indi-
cam uma diminuicao da precisao nesta direcao, o que também é esperado nos arredo-
res de singularidades. Vamos entdo considerar uma condig¢ao inicial tipo (4.43) para ¢
mais proximo de zero, substituindo tipica = 1,0.107° em (a1 = t77%,ap = t**, a5 = t2/3) e
(Lay = —2t7"% Lay = 2472 Lay = 2¢7/%). A evolugdo a partir desta condi¢do inicial e
os indices de Kasner associados sao mostrados nas figuras 5.7 e 5.8, respectivamente. Ve-
mos que suas evolucoes sao continuas com aquelas calculadas a partir da condicao inicial
2 da tabela 5.1, exceto pela aparente quebra de continuidade dos p, proximo a ¢t = 1; na
verdade, trata-se apenas de oscilacao numérica, como podemos verificar pela suavidade
do escalar R™®?R;.q de Riemann na regido de continuidade entre as duas solucoes (figura
5.9).

Finalmente, analisando a figura (5.10), vemos a divergéncia do escalar R*“‘R .4 na
direcao de t = 0, mostrando claramente que a solucao numérica indica a existéncia da

singularidade neste ponto.
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Figura 5.1: Evolugao temporal para o sistema 1 de Bianchi VI (tabela 5.1).
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Figura 5.2: Indices de Kasner associados com a evolugdo do sistema 1 de Bianchi VIIj (tabela
5.1).
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Figura 5.3: Escalar de Riemann R*?R,;.4, escalar de curvatura R e vinculo Ry4 para o sistema
1 de Bianchi VIIj (tabela 5.1).
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Figura 5.5: Indices de Kasner
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Figura 5.6: Escalar de Riemann R*?R,;.4, escalar de curvatura R e vinculo Ry4 para o sistema
2 de Bianchi VII (tabela 5.1).
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Figura 5.7: Evolucdo temporal para o sistema 2 de Bianchi VIIj (tabela 5.1) na regido proxima

& singularidade.
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Figura 5.8: Indices de Kasner associados com a evolugdo do sistema 2 de Bianchi VIIj (tabela

5.1) na regiao proxima a singularidade.
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Figura 5.9: Escalar de Riemann R%®“R ., para o sistema 2 de Bianchi VIIy (tabela 5.1) na
regidao de continuidade.
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Figura 5.10: Escalar de Riemann R™“R,,.4, escalar de curvatura R e vinculo Ry para o
sistema 2 de Bianchi VIIy (tabela 5.1) na regiao proxima a singularidade.
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Os sistemas 1 e 2 (tabela 5.1) possuem condi¢oes iniciais obedecendo as(tinicial) =
a3(tiniciar). Bianchi VIIj ndo necessariamente precisa obedecer este tipo de condicdo.
Vamos agora analisar os sistemas 3 e 4, que possuem condigoes iniciais com as(tinicial) 7
as(tinicial)-

As evolugoes temporais para os sistemas 3 (figura 5.11) e 4 (figura 5.13) da tabela 5.1
mostram que ambos possuem expansao linear em uma direcao, predominante em relacao
as outras.

Para o sistema 3, o escalar de Riemann R™“R,,., apresenta uma queda negativa,
mas nao muito acentuada, na proximidade de ¢ = 0; o escalar de curvatura e o vinculo
demonstram apenas ruido numeérico (figura 5.12). Uma vez que a condigdo inicial foi bem
definida em ¢t = 0, podemos esperar que, se existe uma singularidade, ela se encontra
antes da condicao inicial testada.

Para o sistema 4, o escalar de Riemann R®“R,., sofre um decaimento bastante
acentuado na proximidade de ¢ = 0, indicando aparentemente a existéncia de uma singu-

laridade neste ponto.
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Figura 5.12: Escalar de Riemann R™R,,.4, escalar de curvatura R e vinculo Ry para o

sistema 3 de Bianchi VIl (tabela 5.1).
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Figura 5.14: Escalar de Riemann R™“R,,.4, escalar de curvatura R e vinculo Ry para o
sistema 4 de Bianchi VIl (tabela 5.1).

5.3 Solucao Numérica para Bianchi VII,

Para o tipo VII, de Bianchi com métrica diagonal (4.44) ja demonstramos as solucoes
analiticas lineares (4.55-4.57). Tais solugoes sao um tanto particulares, e por isso vamos
nos concentrar na solu¢gao numérica de um caso mais geral, o tipo Bianchi VII, com
métrica ndo-diagonal (4.45).

Alternativamente, vamos procurar condi¢oes iniciais diagonais para (4.45) que mante-
nham a diagonalidade durante a evolugao do sistema, de modo a verificar sua similaridade
com (4.55).

O sistema de equacgoes diferenciais para a solucao de vacuo de um espaco-tempo obe-

decendo (4.45) é mostrado no apéndice A, juntamente com os vinculos.

5.3.1 Solucgao para Condicao Inicial Nao-Diagonal

Vamos simular um sistema com a condicao inicial mostrada na tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Condigoes iniciais para sistema Bianchi VII, com métrica nao-diagonal.

A 0,1
Linicial 1,0.107°

a1 (tiniciar)  0,00245125000000000000000
ao(tiniciat)  0,994227631397922072628
as(tinicia)  0,109856219562202721010
ay(tiniciar)  0,0459954479760918211611
Ly (tinieiar)  245,125000000000000000
Las(tinici)  59,4330465162375172080
Lag(timiciar)  -166,324152470685908958
L as(tiniciat)  -394,582806512352940054

Tal condicdo inicial foi obtida fazendo tinieir = 1,0.107°, A = 0,1, f = 0,1 e
r = 0,407955124936257011728.107% em (4.62-4.65), novamente com o objetivo de obter a
comparacao entre a solu¢ao analitica e a numérica (figura 5.15). De forma concordante, a
solugdo numérica reproduz a solugdo da onda plana de Lukash (4.62-4.65), que se expande
linearmente na primeira direcao e é praticamente estatica nas outras.

Analisando o escalar de Riemann R®R .4 (figura 5.16) vemos a notoria indicacao de
singularidade para t = 0, o que é corroborado pelo comportamento do escalar de curvatura
R e dos vinculos nas proximidades (figura 5.16).

Em outras simulagoes, nés analisamos também condigoes iniciais nao tao proximas a
singularidade, tais como t;piciat = 1 € tiniciw = 10. Tais solucoes se aproximam da solucao
de Lukash com maior precisao do que a simulacao demonstrada. Isso pode indicar um
excessivo erro numérico associado a um t;,;. muito pequeno. Optamos, no entanto, por

resolver um t;,;.;; pequeno para verificar a indicacao de singularidade.
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Figura 5.15: Evolucao temporal para o sistema de métrica nao-diagonal de Bianchi VII, (tabela
5.3).
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Figura 5.16: FEscalares e vinculos para o sistema de métrica nao-diagonal de Bianchi VIIa
(tabela 5.3).

5.3.2 Solucgao para Condicao Inicial Diagonal

Vamos supor condigoes iniciais diagonais, com ay(tinicial) = %aél(tim‘cial) =0, e verificar a
subsequente evolucao do sistema. Cada novo ponto na evolucao de um sistema é também
uma condicao inicial do sistema. Para uma evolugdo diagonal, esperamos que as(t) =
as(t), conforme (4.49). Entao usaremos diretamente essa igualdade na condigao inicial.
Vamos agora verificar como os vinculos sao obedecidos por tais condigoes iniciais.
Os vinculos Ry e R4 para Bianchi VII, com métrica nao-diagonal sao mostrados no
apéndice A. A imposicdo da condigao inicial diagonal a4(tipicia)) = %a4(tinicial> =0,

as(tiniciat) = 3(tiniciat) © Sa2(tiniciat) = Saz(timiciar) satisfaz os vinculos se

d d
a1<tinicial)%CLQ(tim‘cial) = a2(tim’cial)%al(tinicml) (5.6)
e
L o tiniia)| = A (5.7
dtal inicial — . .
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Para um caso mais particular, isotropico (a1 (fiicia) = a2(tiniciat); 1 (tiniciat) = a2 (tiniciar))
basta que }%al(timcm)‘ = A. No entanto, serd que satisfazer os vinculos diagonais nas
condicoes iniciais garante uma evolucao diagonal do sistema? De fato, podemos verificar
que, uma vez obedecido a4(tinicial) = %%(timcml) = 0, também j—;a4(z€) =0, e resulta dai
que ay(t) = Lay(t) = 0 para todo ¢ na evolucio. Portanto, as(t) = 0 também constitui
um vinculo do sistema, que garante a evolucao diagonal.

Consideremos dois sistemas de estudo (tabela 5.5), sendo que o tltimo obedece con-

digao inicial isotropica.

Tabela 5.5: Condicgoes iniciais diagonais para Bianchi VII, com métrica nao-diagonal.

Sistema A a1(0) a2(0) a3(0) as(0) £ai(0) Las(0) Laz(0) Las(0)

dt

Sistema 1 0,2 20 1,0 1,0 00 02 0,1 0,1 0,0
Sistema 2 0,1 1,0 1,0 10 00 0,1 0,1 0,1 0,0

A partir das solucoes destes sistemas, nota-se que ambos se expandem linearmente
nas trés diregoes (figuras 5.17 e 5.19). O primeiro evolue igualmente ao longo de duas
direcoes e diferentemente ao longo da outra (figura 5.17). Uma simples verificacao indica
que o sistema 1 da tabela 5.5 modela a solugao (4.55) com (Cy; Cq; A) = (2,0;0,5;0,2).
O ultimo sistema resolvido se expande igualmente de forma linear nas trés direcdes com
isotropia espacial (figura 5.19). Trata-se, portanto, de um modelo cosmologico homogéneo
e isotropico. Uma verificacdo mostra que o sistema 2 da tabela 5.5 também modela a
solugdo (4.55) com (C7;Cy; A) = (1,0;1,0;0,1), e representa um universo de Milne [15].

Os vinculos para os dois sistemas sao mantidos dentro de um erro numérico aceitavel, e
os escalares de Riemann R*“!R ;.4 e de curvatura R ndo indicam qualquer comportamento
anomalo (figuras 5.18 e 5.20). A evolucao de ay(t) para os dois sistemas (tabela 5.5) oscila
em torno de zero numa aproximagcdo de 14 casas decimais (figuras 5.17 e 5.19).

Outras condicoes iniciais testadas mostraram, com parametro A < 1, um compor-
tamento de ay(t) similar aos sistemas 1 e 2. Para A > 1, mostraram comportamentos
instaveis no intervalo, as vezes evoluindo para uma rapida violacao dos vinculos. Parece,
portanto, que condi¢oes iniciais tais que o parametro A é pequeno produzem menos erros
numéricos do que aquelas em que A é maior. E necessario um estudo mais rigoroso sobre
esse papel do parametro A na evolucao numérica do sistema.

As condigoes iniciais testadas foram escolhidas genericamente dentro da restricao dos
vinculos, e todas conduziram a uma solucdo linear compativel com (4.55). Verificar a
existéncia ou nao de solugoes diagonais mais gerais que essa (por exemplo, uma evolugao

diagonal nao linear) sera alvo de um estudo futuro.
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Figura 5.17: Evolucao temporal para o sistema 1 de Bianchi VII5 com
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Ao longo deste trabalho, mostramos como desenvolver um formalismo tetradico capaz
de descrever modelos cosmologicos homogéneos. Esse formalismo foi descrito em termos
de bases gerais definidas pela relacao de comutagao dos grupos homogéneos de Lie e
classificadas pelos modelos cosmologicos de Bianchi.

Nos concentramos em solucoes de vacuo, que sao as mais naturais para descrever o
universo proximo ao seu surgimento. Também é nesse regime que modelos cosmologicos
anisotropicos, tais como Bianchi, se apresentam como boas alternativas.

Obtivemos as equacoes de campo para solucoes de vacuo dos tipos I, VII e IX de
Bianchi, supondo uma métrica diagonal. Também averiguamos o caso VII, com uma
métrica nao-diagonal. Na determinacgao das solucdes numeéricas nos concentramos apenas
no caso de Bianchi VII.

Para Bianchi VII;, mostramos as solu¢oes analiticas particulares (4.42) e (4.43), que
descrevem uma espaco-tempo com comportamento particular de Kasner: a primeira de um
espaco-tempo sem instante de singularidade, com expansao linear numa direcao e estatico
nas outras; a segunda de um espago-tempo com expansao em duas direcoes e contragao
na outra, com singularidade em ¢ = 0. Posteriormente, estas duas solucoes particulares
foram numericamente obtidas. Tais resultados numeéricos de solucoes conhecidas servem,
principalmente, para testar a eficiéncia do método numérico: ele se mostrou confidvel
para determinar o comportamento da evolucao e a aproximagao da singularidade. Para
condicoes iniciais mais gerais, obtivemos originalmente solucoes de espacos-tempos com
expansoes lineares numa direcao, predominante em relagao as outras, quase estaticas.

Para Bianchi VII, com métrica diagonal, calculamos de forma original a solucao ana-
litica (4.55), que representa um universo plano com expansao linear anisotropica. Poste-
riormente foi numericamente obtida para um estudo de evolucoes diagonais.

Para Bianchi VII, com métrica nao-diagonal, comparamos nossa solucao numérica
com a solu¢do da onda plana de Lukash (4.62-4.65). Neste teste o calculo numeérico se
mostrou menos preciso para condi¢oes iniciais préoximas a singularidade, o que acreditamos

se tratar de uma maior sensibilidade numérica a tais condigoes iniciais.
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Testamos também condigoes iniciais diagonais para este tltimo caso. Verificamos que
as possiveis condigoes iniciais diagonais sdo bem definidas (restringidas) pelos vinculos,
isto é, nossa liberdade de escolha de condi¢oes iniciais diagonais deve se restringir a (5.6)
e (5.7). De fato verificamos que as condigdes iniciais diagonais testadas numericamente
resultaram num espaco-tempo com expansao linear ao longo de todas as direcoes, sem
singularidades. Neste mesmo teste verificamos também a evolucao linear homogénea
e isotropica do universo para uma condig¢ao inicial diagonal isotrépica. Portanto, em
todos os casos, isotropico ou nao, a solugao numérica diagonal resultou na solucao linear
(4.55) que haviamos calculado analiticamente. Mostrar a existéncia ou a inexisténcia de
condicoes iniciais diagonais que evoluam para uma solugao mais geral que a solucao linear
(4.55) ¢ alvo de um estudo futuro mais rigoroso.

Por fim, mencionamos que de acordo com [2]|, qualquer solu¢ao Bianchi VII ortogonal
é assintoticamente do tipo Kasner, onda plana ou Milne, o que reafirma os resultados que
encontramos. No entanto, até onde sabemos, as solu¢oes que calculamos dadas por (4.43)
e (4.55) aparentemente ainda nao foram obtidas explicitamente na literatura pelo método
com o qual as obtivemos neste trabalho.

Como perspectiva de estudos futuros, temos a pretensao de aprofundar nossa investi-
gacao sobre as solucoes numeéricas dos universos de Bianchi, assim como refinar o método
de tratamento de condicoes iniciais, na busca de conjuntos de condicoes iniciais que re-
sultem em solugoes com caracteristicas especiais. Neste contexto pretendemos investigar
numericamente o efeito atrator da onda plana de Lukash [13, 2|, a relac¢do entre as con-
di¢oes iniciais e os potenciais que implicam nas transicoes BKL do regime de Kasner
[4, 15], incluindo a averiguacao de fractais nas condigoes iniciais para a solugao de saida
[21]. Pretendemos também acrescentar o formalismo hamiltoniano ao desenvolvimento de
nossos estudos. Outras perspectivas interessantes partem para a anélise da isotropizacao

do modelo e da inclusao de matéria, em adicao a solucao de vacuo.
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Apéndice A

Equacoes de Campo da Métrica

Nao-Diagonal

A solucao de vacuo para o espago-tempo homogéneo com métrica nao-diagonal sincrona

(4.45) resulta no seguinte sistema de equagoes:

(a2 (1)) (as (1))? >
= @y —@oy T e
_a®) (Gu®)a®) Fad (as (8))*
(a2 () (a2 () — (s (1)) (@2 () (aa (0)F — (@ (1))°
19 i (a3 (t)Q) - ar (1) (o (215)) (a2 (?) as (t) E;LB (t)
(02 () s () = (o (1) (a2 (1) (a3 (1)) — (a (1))
L m(®) L OO
(a2 ()7 (a3 (0)° — (s (1) (a2 ()7 (a (0)F — (a2 (1)
(0 (0P (0 OF 42 (0) (e () s (0 2 () aa ()
(a2 ()2 (a3 () — (s (1) (a2 () (a3 (1) — (a2 (1))° |
(A.1)
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APENDICE A. EQUACOES DE CAMPO DA METRICA NAO-DIAGONAL
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Os vinculos para (4.45) sdo:
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~ (ag(t )% as () Adas (t) N as (t) Aday (t)
(a2 ()" as (O = (s (0)* (a2 (1)" (aa ()" = (e ()"
12 (6213 (1)) d%z% (t) - a4 gt) as (t)2$a3 (t) i
(a2 (1))” (a5 (1)) — (aa (1)) (a2 (1)° (s (1)) — (aa (1))
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