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Resumo

As cosmologias de Bianchi são modelos cosmológicos homogêneos anisotrópicos. Podem no

entanto incluir o caso particular isotrópico. Modelos anisotrópicos adquirem importância

no estudo do universo próximo ao seu surgimento, quando a geometria é dominante na

determinação da dinâmica do universo. Portanto, soluções de vácuo, que desconsideram o

efeito da matéria e energia, são apropriadas para obter as equações de campo do sistema.

Neste trabalho nós resolvemos numericamente soluções de vácuo dos universos ho-

mogêneos de Bianchi VII. O tipo Bianchi VII constitui um caso de grande generalidade

dentro destes modelos cosmológicos homogêneos.

Nós obtivemos soluções que indicam universos com expansões lineares e com um par-

ticular comportamento tipo Kasner, para Bianchi VII0. Para Bianchi VIIA, obtivemos

soluções de universos com expansões lineares (incluindo o caso isotrópico) e, num caso

mais geral, veri�camos numericamente um comportamento de onda plana.
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Abstract

The Bianchi's cosmologies are anisotropic homogeneous cosmological models. May howe-

ver include the particular isotropic case. Anisotropic models gain importance in the study

of the universe close to their emergence, when the geometry is dominant in determining

the dynamics of the universe. Therefore, vacuum solutions, which disregards the matter

and energy e�ect, are suitable to obtain the system �eld equations.

In this work we numerically solve the vacuum solutions of Bianchi VII homogeneous

universes. The Bianchi VII type is a case of great generality within this homogeneous

cosmological models.

We obtained solutions which indicates universes with linear expansions and with a

particular Kasner type behavior, for Bianchi VII0. For Bianchi VIIA, we obtained solutions

for universes with linear expansion (including the isotropic case) and, for more general

case, we verify numerically a behavior of �at wave.
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Capítulo 1

Introdução

A Relatividade Geral constitui a teoria básica para o entendimento da dinâmica do nosso

universo. Ela pressupõe o nosso espaço-tempo sendo descrito pela geometria diferencial na

variedade Riemaniana, cuja relação com a distribuição de matéria e energia é dada pelas

equações de campo de Einstein. Assim, a distribuição de matéria e energia no universo

determina a sua geometria, que de�ne a gravitação.

A Relatividade Geral resulta em sistemas de equações diferenciais parciais não lineares,

que salvo em casos particulares, são de difícil solução. Modelos cosmológicos homogêneos

são mais fáceis de tratar, uma vez que suas resoluções resultam em sistemas de equações

diferenciais ordinárias. Além disso, modelos cosmológicos homogêneos são os que estão

em concordância com as observações atuais do universo.

É possível estabelecer um formalismo tetrádico da geometria diferencial, de�nindo um

espaço em termos de bases gerais, que podem ser escritas em relação à base coordenada. As

bases deste espaço são determinadas pelos grupos de isometria e pela relação de comutação

de�nida pela álgebra de Lie desses grupos.

A classi�cação das possíveis álgebras de Lie de três dimensões e sua utilização na

descrição de espaço homogêneos foi feita pela primeira vez por Luigi Bianchi, em 1898

[1]. Bianchi descobriu que se tratam de nove espaços homogêneos de três dimensões ,

sendo o tensor de Riemann constante numa base apropriada. Um espaço-tempo com

seção espacial homogênea, ou seja, uma cosmologia homogênea, pode ser obtido de um

produto direto de um desses 3-espaços M numa variedade pseudo-Riemaniana R ×M .

O tensor de Riemann apresentará necessariamente apenas derivadas temporais na base

conveniente da seção homogênea. Neste caso, as equações de Einstein se reduzem a um

sistema de equações diferenciais ordinárias e a métrica é uma função do tempo apenas.

Os modelos de Bianchi tipo I, VII e IX são os mais importantes do ponto de vista

cosmológico, pois contém em si os modelos de Friedmann plano, aberto e fechado, res-

pectivamente. Modelos homogêneos isotrópicos, tais como Friedmann, constituem o foco

das atenções na descrição do universo atual. Porém, nas condições do universo próximo

a seu surgimento, modelos anisotrópicos como as cosmologias de Bianchi adquirem maior
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importância [2].

Neste trabalho apresentaremos o formalismo tetrádico da geometria diferencial e o

formalismo de grupos de Lie referidos [3]. Também mostraremos a classi�cação das ál-

gebras de Lie dadas por Bianchi. De posse dessas ferramentas, obteremos as equações

de campo para soluções de vácuo dos tipo Bianchi I, VII e IX. Soluções de vácuo são as

mais naturais para descrever o universo próximo ao seu surgimento, pois acredita-se que

a in�uência de outros campos seja desprezível.

O objetivo deste trabalho é resolver numericamente as equações de campo das soluções

de vácuo dos universos homogêneos de Bianchi, e veri�car como ocorre a evolução do

espaço-tempo descrito. O uso de métodos numéricos se faz útil uma vez que praticamente

todas as soluções conhecidas de Bianchi são casos particulares, e a obtenção de soluções

mais gerais pode ser viabilizada por estudos numéricos.

O presente trabalho não pretende esgotar todas as soluções possíveis, mas sim concentra-

se nas soluções de Bianchi VII, pelo fato de conter o espaço hiperbólico e também de ser

o caso menos estudado na literatura.

Notação de Índices e Convenções

Como convenção de notação, usamos algarismos latinos da primeira metade do alfabeto

(a, b, .., g, h) para representar índices de tensores em bases gerais. Para representação em

bases coordenadas, usamos algarismos latinos da segunda metade do alfabeto (i, j, ..., n, o).

Nas notações acima, os índices correm de 1 a n, onde n é a dimensão do espaço. Para

índices varrendo apenas a parte espacial do tensor, usamos algarismos gregos (α, β, γ, ...)

como índices.

Tensores e bases são representados em negrito: T , v, α, ∂i, dxj, ea, ωb.

As derivadas parciais são representadas pela usual vírgula para derivação na base co-

ordenada, ∂
∂xif ≡ f,i; derivadas parciais em relação a outras bases (derivadas projetadas)

utilizam uma barra como convenção de notação, f|a. Derivadas covariantes são represen-

tadas pelo usual ponto-e-vírgula, diferenciando base coordenada e base geral pelos índices

e pela vírgula ou barra na parte parcial da derivada, T ij;k = T ij,k + ..., T ab;c = T ab|c + ...

A métrica do espaço-tempo é de�nida pela assinatura (+++−), onde o sinal negativo

está associado à parte temporal. Similarmente, na notação de tensores do espaço-tempo,

o último valor do índice expressa o termo temporal, como em v = (vα, v4), em que

vα = (v1, v2, v3) e v4 é a componente relacionada ao tempo.

Utilizamos o sistema de unidades geometrizadas (c = G = 1), onde o tempo tem

unidade de medida de comprimento, que será omitido no texto. O fator de expansão a(t)

é adimensional.



Capítulo 2

Geometria Diferencial e Formalismo

Tetrádico

Os tensores compõem os objetos básicos da geometria diferencial com os quais re-

lacionamos as grandezas físicas da Relatividade Geral. No âmbito deste trabalho, eles

são enfocados na representação de bases gerais de vetores e 1-formas, relacionados à co-

ordenadas móveis (formalismo tetrádico), o que difere da literatura padrão, onde são

representados na base coordenada. Coe�cientes de comutação, de conexão e derivada

covariante são de�nidos a �m de incluir estrutura à geometria, com ênfase na obtenção

da curvatura.

Para englobar o conceito de espaço-tempo da Relatividade Geral, endossamos a geo-

metria Riemaniana por meio da inclusão da métrica e da condição de metricidade. Estas

possibilitam determinarmos unicamente toda a estrutura dos elementos que compõem o

espaço-tempo, desde a transformação entre vetores e 1-formas até o tensor de Riemann.

2.1 Variedades Diferenciáveis

A variedade Riemaniana é a estrutura básica que caracteriza a con�guração geométrica

do espaço. Uma variedade n-dimensional é um espaço (ou conjunto) M contendo pontos

p ∈M com vizinhanças U ⊂M e possuindo mapeamentos no espaço euclidiano En.

Uma carta (U,ϕ) em M é um subconjunto de U ⊂ M que possui um mapeamento ϕ

(um-para-um) associando U com um espaço euclideano En (ou com um subconjunto de

En). Assim, ϕ associa a cada ponto p ∈ U uma n-upla de coordenadas locais (x1, ..., xn) ∈
En(�gura 2.1a).

Se duas cartas (U,ϕ) e (U ′, ϕ′) formam um mapeamento combinado ϕ′◦ϕ−1 (contínuo,

um-para-um e de inverso contínuo) da sobreposição U∪U ′ das vizinhanças U e U ′ levando

no espaço E ′n, então estas cartas são ditas compatíveis (�gura 2.1b).
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Figura 2.1: a) Carta (U, ϕ) na variedade M associando U ⊂ M com xi ∈ En. b) Cartas
compatíveis (U, ϕ) e (U ′, ϕ′) em M : (U ∪ U ′, ϕ′ ◦ ϕ−1).

Um atlas sobre M é de�nido como o conjunto de cartas compatíveis (Ua, ϕa) tal que

cada ponto p ∈M localiza-se em pelos menos uma vizinhança Ua das cartas compatíveis.

Se o mapeamento compatível ϕ′ ◦ ϕ−1 para diferentes cartas é, além de contínuo,

também diferenciável, então a variedade é diferenciável. Neste caso, para cada ponto p na

sobreposição do atlas, podemos relacionar as transformações de coordenadas de En para

E ′n:
x′i = x′i(xj),

det(J) = det(∂x′i/∂xj) 6= 0.
(2.1)

Uma curva suave γ(t) em M é de�nida com um mapeamento diferenciável de um

intervalo da linha dos reais sobre M , ou seja,

γ(t) : −ε < t < ε→M, (2.2)

onde t ∈ R é o parâmetro da curva.

2.2 Vetores Tangentes

A generalização de vetor em En para uma variedade M é feita por meio do conceito

de vetor tangente. Um vetor tangente v em um ponto p da variedade M é um operador

funcional linear que associa para cada função diferenciável f sobre M um número real

v(f). Este operador segue as propriedades de linearidade e da regra do produto:

i)v(cf + dh) = cv(f) + dv(h),

ii)v(fh) = v(f)h+ fv(h),
(2.3)

onde c e d são constantes (v(c) = v(d) = 0) e f e h são funções diferenciáveis em M .

A aplicação v(f) representa uma derivada direcional de f ao longo da curva γ(t) sobre
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M passando em p, de modo que podemos expandir o vetor tangente v como

v = vi∂i, (2.4)

onde vi são as componentes de v em p com respeito ao sistema de coordenadas locais

(x1, ..., xn) e ∂i ≡ ∂/∂xi é a base coordenada ou frame holonômico. Aqui v atua como

um operador derivativo, que de�ne a derivada direcional na direção de v. O espaço vetorial

n-dimensional formado pelos vetores v e cuja base é ∂i chama-se espaço tangente Tp.

A de�nição (2.3) é independente de escolha de coordenadas. Podemos ter uma base

geral {ea} formada por n vetores ea linearmente independentes de modo que qualquer

vetor v ∈ Tp pode ser escrito como uma combinação linear dessa base:

v = vaea. (2.5)

Os vetores da base {ea} são também vetores do espaço vetorial, ou seja, operadores

derivativos cuja atuação sobre uma função f é denotada ea(f) ≡ f|a (que signi�ca a

derivada direcional de f na direção da própria base ea). No caso particular de ea ser a

própria base coordenada ∂i, usamos uma vírgula ao invés da barra como convenção de

notação, e temos ∂i(f) ≡ f,i. Temos então a generalização da expansão de vetores e da

derivada direcional,

v = vaea → v(f) = vaea(f) = vaf|a, (2.6)

e

v = vi∂i → v(f) = vi∂i(f) = vif,i, (2.7)

sendo (2.6) para uma base geral e (2.7) para uma base coordenada.

A base geral {ea} pode ser expandida em termos de outra base {hb}, com em ea =

e b
a hb, ou mesmo na base coordenada (e o contrário), como em ea = e i

a∂i. Neste último

caso, operações de derivada na base geral podem ser escritas como f|a = f,ie
i
a , envolvendo

derivadas usuais na base coordenada.

O conjunto dos espaços tangentes Tp sobre pontos p's na variedade forma um espaço

tangente total T (M) de M . Podemos entender como campo vetorial v(p) sobre M a

associação de cada ponto p ∈ M com um vetor tangente v ∈ Tp de modo que as compo-

nentes vi sejam funções diferenciáveis de coordenadas locais. Assim um campo vetorial é

de�nido como sendo o mapeamento suave M → T (M) tal que cada ponto p → v(p), o

que é referido como uma seção do espaço tangente total.

Da associação de vetores como operadores derivativos (que de�nem uma derivada

direcional) podemos supor que o resultado da aplicação sucessiva de vetores sobre uma

função depende da ordem em que atuam sobre ela. Assim, de�nimos o comutador [u,v]
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de dois vetores u e v como

[u,v](f) = u(v(f))− v(u(f)). (2.8)

Para uma base {ea} temos

[ea, eb] = Dc
abec, (2.9)

onde

Dc
ab = −Dc

ba, (2.10)

que de�ne os coe�cientes de comutação Dc
ab. Para o caso particular da base coordenada,

[∂i,∂j] = 0, ou seja, Dc
ab = 0. Os comutadores obedecem a identidade de Jacobi, ou seja,

para quaisquer vetores u, v e w,

[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = 0. (2.11)

Se u, v e w são vetores da base {ea}, então teremos

Dd
bcD

f
ad +Dd

caD
f
bd +Dd

abD
f
cd ≡ Dd

[abD
f
c]d = 0. (2.12)

2.3 1-Formas

A 1-forma α é um objeto que mapeia um vetor v em um número real. A aplicação

〈α,v〉, ou simplesmente α · v, é linear,

α · (au+ bv) = a(α · u) + b(α · v), (2.13)

para todo a e b reais e u,v ∈ Tp. A combinação linear de 1-formas é de�nida por

(aα+ bβ) · v = a(α · v) + b(β · v), (2.14)

para todo a e b reais e v ∈ Tp.
Se n 1-formas linearmente independentes mapeiam uma base vetorial {eb} do espaço

tangente Tp na identidade I,

ωa · eb = δab (2.15)

(relação de dualidade), então essas n 1-formas formam uma base de 1-formas {ωa} do
espaço cotangente T ∗p . O espaço cotangente T ∗p é o espaço dual de Tp, e a base {ωa}
é a base dual de {eb}. Qualquer 1-forma pertencente a T ∗p pode ser escrita como uma

combinação linear de sua base {ωa}:

α = αaω
a. (2.16)
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Deste modo, expandindo α ∈ T ∗p na base {ωa} e v ∈ Tp na base {eb}, temos que a

aplicação α · v resulta em um número real

α · v = (αaω
a) · (v = vbeb) = αav

b(ωa · eb) = αav
bδab = αav

a. (2.17)

Podemos investigar a base dual da base coordenada {∂i} observando que a diferencial
df de uma função f é uma 1-forma de�nida pela propriedade

df · v = v(f) = vaf|a. (2.18)

Sendo f a própria coordenada local, f = xi, e v a própria base coordenada, v = ∂j,

temos que

dxi · ∂j = xi,j = δij, (2.19)

que é a relação de dualidade (para a base coordenada) que de�ne base de 1-formas. Então

temos que dxi ∈ T ∗p é a base de 1-formas dual da base coordenada {∂i}, e resumindo

podemos escrever a diferencial de funções como

α = αaω
a → df = f|aω

a (2.20)

e

α = αidx
i → df = f,idx

i, (2.21)

sendo (2.20) para a base geral de 1-formas e (2.21) para a base coordenada de 1-formas.

Analogamente ao caso da base vetorial, a base geral de 1-formas pode ser expandida

em termos de outra base como ωa = ωabσ
b, ou da base coordenada de 1-formas, como

em ωa = ωaidx
i, e vice-versa. Para expansões na base coordenada e sua dual, obtemos a

partir de (2.15) e (2.19) que

ωaie
i
b = δab (2.22)

e

ωaie
j
a = δ ji . (2.23)

O conjunto de espaços cotangentes de�nidos nos pontos p's da variedade M forma

um espaço cotangente total T ∗(M) de M . Analogamente ao caso de vetores, podemos

entender como campo de 1-formas α(p) a associação de cada ponto p ∈ M com uma

1-forma α ∈ T ∗p , onde as componentes αi são funções diferenciáveis das coordenadas

locais.
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2.4 P -Formas, Produto e Derivada Exterior

Vamos de�nir a operação algébrica

α1 ∧α2 ∧ ... ∧αp (2.24)

entre p 1-formas α1,α2, ...,αp de modo que i) seja linear em cada variável e ii) anule-se

para qualquer dois fatores coincidentes. Esta operação é chamada produto exterior e segue

de i) e ii) que α1 ∧α2 ∧ ... ∧αp é completamente anti-simétrico.

Da base n-dimensional de 1-formas {ωa} = ω1,ω2, ...,ωn podemos obter Cn,p =
n!

p!(n−p)! objetos independentes

ωa1 ∧ ωa2 ∧ ... ∧ ωap , (2.25)

onde 1 ≤ a1 < a2 < ... < ap ≤ n e p ≤ n. Estes objetos são chamados p-formas na

base de 1-formas. No caso de p > n haverá termos repetidos em (2.25), que se anulará

conforme ii).

Podemos obter uma p-forma geral α(p) como uma combinação linear da p-forma (2.25):

α(p) = αa1...apω
a1 ∧ ... ∧ ωap , (2.26)

onde os índices a1, ..., ap correm de 1 a n e não necessariamente precisam obedecer a

restrição 1 ≤ a1 < a2 < ... < ap ≤ n. Para o caso particular da base coordenada, temos

α(p) = αi1...ipdx
i1 ∧ ... ∧ dxip . (2.27)

A relação de comutatividade entre p-formas é dada por

α(p) ∧ β(q) = (−1)pqβ(q) ∧α(p). (2.28)

Vimos anteriormente que a aplicação (contração) de um vetor com uma 1-forma resulta

em um número. Analogamente, a contração entre um vetor e uma p-forma α(p) resulta

em uma (p− 1)-forma β(p−1):

v · α(p) = β(p−1). (2.29)

Em (2.18), (2.20) e (2.21) de�nimos a diferencial df com o operador d atuando em

uma função f (0-forma) e gerando uma 1-forma. Podemos generalizar este conceito e

de�nir a derivada exterior : um operador derivada exterior d mapeia uma p-forma em

uma (p+ 1)-forma, obedecendo os seguintes axiomas:

d(α(p) + β(q)) = dα(p) + dβ(q), (2.30)
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d(α(p) ∧ β(q)) = dα(p) ∧ β(q) + (−1)p ∧ dβ(q), (2.31)

df = f|aω
a,df = f,idx

i (2.32)

e

d(dα) = 0, d(df) = 0. (2.33)

Para uma p-forma numa base geral de 1-formas, como (2.26), temos

dα(p) = d(αa1...apω
a1 ∧ ... ∧ ωap)

= d(αa1...ap)ωa1 ∧ ... ∧ ωap + αa1...apd(ωa1 ∧ ... ∧ ωap)

= αa1...ap|bω
b ∧ ωa1 ∧ ... ∧ ωap + αa1...apdω

a1 ∧ (ωa2 ∧ ... ∧ ωap)−
αa1...apω

a1 ∧ d(ωa2 ∧ ... ∧ ωap) + ...,

(2.34)

o que deduzimos de (2.32) e (2.31). Para o caso da p-forma estar na base coordenada de

1-formas, como em (2.27), temos que os termos dωak em (2.34) tornam-se d(dxak), que

são nulos conforme (2.33), logo

dα(p) = αi1...ip,jdx
j ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxip . (2.35)

2.5 Tensores

Seja Tp(r, s) um espaço formado pelo produto de r espaços tangentes Tp e s espaços

cotangentes T ∗p :

Tp(r, s) = Tp ⊗ ...⊗ Tp ⊗ T ∗p ⊗ ...⊗ T ∗p . (2.36)

O operador ⊗ de�ne um produto tensorial e Tp(r, s) é chamado de espaço tensorial. Um

elemento do espaço tensorial Tp(r, s) é um tensor T de tipo (r, s) e ordem ou rank (r+s).

Um tensor T de tipo (r, s) mapeia qualquer conjunto ordenado (α1, ...,αr;v1, ...,vs)

de r 1-formas e s vetores em um número real. Assim, em termos das bases {ea} e {ωb}
podemos escrever

T = T a1...ar

b1...bs
ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs , (2.37)

onde os coe�cientes T a1...ar

b1...bs
são chamados componentes de T nas bases {ea} e {ωb}.

Usualmente, na literatura padrão, a componente de tensor T a1...ar

b1...bs
é chamada sim-

plesmente tensor. Os índices a1...ar são chamados contravariantes e b1...bs são ditos

covariantes (ambos correm de 1 a n). Se usarmos a base coordenada e sua dual, temos

T = T i1...ir j1...js∂i1 ⊗ ...⊗ ∂ir ⊗ dx
j1 ⊗ ...⊗ dxjs . (2.38)



CAPÍTULO 2. GEOMETRIA DIFERENCIAL E FORMALISMO TETRÁDICO 20

Podemos operar as tranformações entre bases como em

e′a = L b
aeb, (2.39)

ω′a = Labω
b (2.40)

e assim

LabL
c
a = δ cb , (2.41)

onde L b
a (e Lab) são as matrizes de transformação de ordem (n × n). Deste modo, as

componentes de T obedecem a seguinte lei de transformação:

T c1...crd1...ds
= Lc1a1

...Lcrar
L b1
d1
...L bs

ds
T a1...ar

b1...bs
. (2.42)

Para o caso particular de transformação da base coordenada e sua dual temos que L a
a′ =

∂xa/∂xa
′
e La

′
a = ∂xa

′
/∂xa, logo

∂i′ =
∂xi

∂xi′
∂i (2.43)

e

dxi
′
=
∂xi

′

∂xi
dxi. (2.44)

Analogamente ao caso de vetores e 1-formas, podemos entender como campo tensorial

T (p) a associação de cada ponto p ∈M com um tensor T ∈ Tp(r, s), onde as componentes

de T são diferenciáveis nas coordenadas locais.

Fica claro, pela de�nição de tensores, que vetores, formas e funções são caso particu-

lares de tensores. Uma função f sobre M é um tensor de tipo (0, 0); um vetor v = vaea é

um tensor de tipo (1, 0); e uma 1-forma α = αaω
a é um tensor de tipo (0, 1). O produto

exterior ∧ nada mais é do que uma anti-simetrização do produto tensorial ⊗, e portanto
p-formas são tensores covariantes anti-simétricos de ordem p (tipo (0, p)).

2.6 Derivada de Lie

A derivada de Lie (em relação a um vetor v) mapeia um tensor T de tipo (r, s) em

outro tensor de mesmo tipo:

LvT = Lv(T a1...ar

b1...bs
ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs)

= Lv(T a1...ar

b1...bs
)ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs+

T a1...ar

b1...bs
Lv(ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs),

(2.45)

onde a derivada de Lie da componente é dada por

Lv(T a1...ar

b1...bs
) = T a1...ar

b1...bs|cv
c − T d...ar

b1...bs
va1

|d − ...−
= T a1...f

b1...bs
var

|f + T a1...ar

g...bs
vg|b1 + ...+ T a1...ar

b1...h
vh|bs .

(2.46)
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A derivada de Lie da base coordenada é nula, logo, a derivada de Lie de um tensor T

expandido na base coordenada é

LvT = (T i1...ir j1...js,kv
k − T l...ir j1...js

vi1,l − ...− T
i1...m

j1...js
vir,m+

T i1...irn...jsv
n
,j1

+ ...+ T i1...ir j1...ov
n
,js)∂i1 ⊗ ...⊗ ∂ir ⊗ dx

j1 ⊗ ...⊗ dxjs .
(2.47)

Para uma função f , a derivada de Lie resulta em

Lvf = vaf|a, (2.48)

que coincide com a derivada direcional v(f) = vaea(f). Para a base coordenada temos

Lvf = vif,i.

No caso de vetores, a derivada de Lie de u em relação a v é

Lvu = Lv(uaea) = Lv(ua)ea + uaLvea
= (ua|bv

b − ubva|b)ea − uavbDc
abec,

(2.49)

que é igual ao comutador [v,u] = vaea(u
beb) − uaea(v

beb). Para a base coordenada

{∂i}, conforme mencionamos antes, a derivada de Lie é nula, Lv∂i = vjDk
ijek = 0

(uma vez que o coe�ciente de comutação é nulo para a base coordenada), e temos então

Lvu = (ui,jv
j − ujvi,j)∂i.

Para 1-formas, a derivada de Lie de α em relação a v é

Lvα = Lv(αaωa) = Lv(αa)ωa + αaLvωa

= (αa|bv
b + αbv

b
|a)ω

a + αav
bDa

cbω
c,

(2.50)

onde obtemos a derivada de Lie da base {ωa} por meio de Lv(ea · ωb) = Lv(ea) · ωb +

ea · Lv(ωb) = Lv(δ ba ) = 0. Para a base coordenada, Lvdxi = 0, e então Lvα = (αi,jv
j +

αjv
j
,i)dx

i. A derivada de Lie de uma 1-forma comuta com a derivada exterior,

Lv(dα) = d(Lvα).

A derivada de Lie executa um importante papel na de�nição de isometrias de grupo,

conforme veremos no capítulo 3.

2.7 Derivada Covariante

A derivada covariante ∇ mapeia um tensor de tipo (r, s) em um outro tensor de tipo

(r, s+ 1); a derivada covariante direcional ∇v (na direção do vetor v) mapeia um tensor
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de tipo (r, s) em outro tensor de mesmo tipo:

∇T = ∇(T a1...ar

b1...bs
ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs)

= T a1...ar

b1...bs;c
ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs ⊗ ωc

(2.51)

e
∇vT = ∇v(T a1...ar

b1...bs
ea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs)

= T a1...ar

b1...bs;c
vcea1 ⊗ ...⊗ ear ⊗ ωb1 ⊗ ...⊗ ωbs ,

(2.52)

onde o coe�ciente T a1...ar

b1...bs;c
não foi de�nido ainda. Sendo assim, para o caso particular

de um vetor u, temos ∇u = ua;bea ⊗ ωb e ∇vu = ua;bv
bea.

A derivada covariante da base vetorial {ea} em relação a própria base (∇eb
ea, simpli-

�cadamente denotada ∇bea) pode ser escrita como uma expansão na base vetorial, como

em

∇bea = Γcabec, (2.53)

onde os coe�cientes Γcab, chamados coe�cientes de conexão, podem ser obtidos aplicando-

se ωd em ambos os lados de (2.53), resultando em

Γcab = ωc∇bea. (2.54)

Por compatibilidade com a relação de dualidade entre bases (2.15), podemos calcular

∇b(ω
aec) = ∇b(δ

a
b) = 0, e usando a regra do produto e (2.53), obtemos

∇bω
a = −Γacbω

c, (2.55)

mostrando que derivada covariante de uma base de 1-formas {ωa} em relação a base

vetorial {eb}, analogamente ao caso de vetores, pode ser escrita como uma expansão na

própria base.

A �m de de�nir o coe�ciente T a1...ar

b1...bs;c
em (2.51) e (2.52), podemos restringir a

derivada covariante para obedecer a relação

∇vu−∇uv = [v,u], (2.56)

que para u = ea e v = eb, e usando (2.53) e (2.9), leva em

Γcab − Γcba ≡ 2Γc[ab] = −Dc
ab. (2.57)

Agora, resolvendo (2.56) para u e v gerais, e usando (2.57), temos que

ua;c = ua|c + Γabcu
b. (2.58)

A generalização desta construção permite obter a derivada covariante da componente
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de um tensor geral qualquer:

T a1...ar

b1...bs;c
= T a1...ar

b1...bs|c + Γa1
dcT

d...ar
b1...bs

+ ...+

Γar
fcT

a1...f
b1...bs

− Γgb1cT
a1...ar

g...bs
− ...− ΓhbscT

a1...ar

b1...h
.

(2.59)

Por convenção de notação, T a1...ar

b1...bs;c
≡ ∇cT

a1...ar

b1...bs
.

A derivada covariante se relaciona com o transporte paralelo, ou seja, se ∇vT = 0,

então T é paralelamente transportado ao longo da curva cujo vetor tangente é v.

2.8 Tensor Curvatura de Riemann

Podemos expandir as bases {ea} e {ωa} em termos da base coordenada, ea = e ia∂i e

ωa = ωaidx
i, e reescrever (2.54) como

Γabc = e ib ;jω
a
ie

j
c = −ωai;je ib e jc , (2.60)

que são conhecidos como coe�cientes de rotação de Ricci.

A derivada exterior de {ωa} expressa na base coordenada é

dωa = ωai,jdx
i ∧ dxj. (2.61)

Fazendo as substituições (,→;) e dxi = ωaje
i
adx

j, e usando (2.60), temos

dωa = Γabcω
b ∧ ωc, (2.62)

ou ainda, usando 2dωa e (2.57),

dωa = −1

2
Da

bcω
b ∧ωc . (2.63)

Agora, de�nimos a conexão 1-forma

Γa
b ≡ Γabcω

c (2.64)

de maneira que podemos escrever

dωa = −Γa
b ∧ ωb (2.65)

(primeira equação de Cartan).

O tensor curvatura (tensor de Riemann) é um tensor de tipo (1, 3), R = Ra
bcdea ⊗

ωb ⊗ ωc ⊗ ωd, mapeando um conjunto ordenado (α;u,v,w) da 1-forma α e dos vetores
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u, v e w em um número real

Ra
bcdαau

bvcwd = α · [(∇u∇v −∇v∇u −∇[u,v])w]

= αa(w
a
;cd − wa;dc)vcud,

(2.66)

onde [u,v] = (uavb;a− vaub;a)eb. Devido à arbitrariedade de escolha das componentes αa,

ub e vc, supomos a identidade de Ricci

wa;cd − wa;dc = wbRa
bcd, (2.67)

e usando (2.59) obtemos

Ra
bcd = Γabd|c − Γabc|d + ΓafcΓ

f
bd − ΓafdΓ

f
bc −D

f
cdΓ

a
bf . (2.68)

O tensor de Riemann satisfaz as seguintes relações de simetria:

Ra
bcd = −Ra

bdc, (2.69)

Ra
bcd +Ra

cdb +Ra
dbc ≡ Ra

[bcd] = 0, (2.70)

Ra
bcd;f +Ra

bdf ;c +Ra
bfc;d ≡ Ra

b[cd;f ] = 0, (2.71)

onde (2.71) é conhecida como identidade de Bianchi. Sua forma na base coordenada é

dada por R = Ri
jkl∂i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl.

A �m de obter uma maneira facilitada de calcular as componentes de (2.68) de�nimos

a curvatura 2-forma

Θa
b ≡

1

2
Ra

bcdω
c ∧ ωd, (2.72)

que por simples substituição equivale a

Θa
b = dΓa

b + Γa
c ∧ Γc

b. (2.73)

A equação (2.73) é referida como segunda equação de Cartan e fornece um método de

obtenção da curvatura diretamente a partir da conexão.

2.9 Tensor Métrico

O tensor métrico (também chamado elemento de linha) é um tensor de tipo (0, 2),

g = gabω
a⊗ωb, associando (linearmente) para cada dois vetores u e v do espaço tangente

Tp um número chamado produto escalar ou produto interno:

u · v = (uaea) · (vbeb) = gabu
avb, (2.74)
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onde identi�camos a métrica

gab = ea · eb. (2.75)

Se u · v = 0, então os vetores u e v são ditos ortogonais. Se u · u > 0, u · u < 0

ou u · u = 0, então o vetor não nulo u é chamado vetor tipo-espaço, tipo-tempo ou nulo,

respectivamente.

Poderíamos alternativamente de�nir um tensor métrico inverso, g−1 = gabea⊗eb, com
gab = ωa · ωb, mapeando duas 1-formas α e β do espaço cotangente T ∗p em um número

α · β = (αaω
a) · (βbωb) = gabαaβb. Do mapeamento u · v ·α · β veri�camos que

gabg
bc = δ ca . (2.76)

Temos assim de�nido a componente contravariante gab, inverso de gab, e podemos efetuar

operações de abaixamento e levantamento de índices de tensores,

gcai
T a1...ai...ar

b1...bj ...bs
= T

a1...ai−1 ai+1...ar

c b1...bj ...bs
(2.77)

e

gcbjT a1...ai...ar

b1...bj ...bs
= T a1...ai...ar c

b1...bj−1 bj+1...bs
(2.78)

conectando os elementos dos espaços tangentes Tp e cotangentes T ∗p .

Denominamos condição de metricidade a imposição

∇g = 0 (2.79)

que implica em

gab;c = gab|c − Γfacgfb − Γhbcgah = 0, (2.80)

ou ainda, usando Γabc = gdaΓ
d
bc e 2Γ(ab)c ≡ Γabc + Γbac,

gab|c = 2Γ(ab)c. (2.81)

Assim, determinamos unicamente os coe�cientes de conexão (2.54) em termos da métrica.

Se a métrica é constante, então gab|c = 0 e de (2.81) vem Γabc = −Γbac (anti-simétrico nos

dois primeiros índices).

Usando (2.81), (2.57) e Dabc = gdaD
d
bc temos a expressão

Γabc =
1

2
(gab|c + gac|b − gbc|a +Dcab +Dbac −Dabc), (2.82)

determinando os coe�cientes de conexão em termos da métrica e dos coe�centes de co-

mutação. Na base coordenada, Dabc = 0, e de (2.57) vem Γabc = Γacb (simétrico nos dois

últimos índices).
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2.10 Espaço-Tempo

O mundo físico é descrito em termos do espaço-tempo 4-dimensional (três dimensões

do espaço e uma do tempo). A descrição matemática do espaço-tempo é feita em termos

de uma variedade Riemaniana diferenciável (3 + 1)-dimensional, cuja base ortonormal

{ea} é formada pelos vetores (eα, e4) tal que eα é um vetor tipo-espaço e e4 é um vetor

tipo-tempo.

As equações de campo que determinam a dinâmica do espaço-tempo seguem a partir

do tensor curvatura e da métrica, compondo as Equações de Einstein.



Capítulo 3

Modelos Cosmológicos Homogêneos

O grupo e a álgebra de Lie permite-nos formar a representação das bases de Killing e

sua ligação com as bases de vetores e 1-formas introduzidas anteriormente. No contexto

deste formalismo, Bianchi classi�cou as possíveis álgebras de Lie para grupos de três

dimensões. As isometrias resultam da invariância da métrica sob transformações do grupo,

e consistem na própria de�nição de espaços homogêneos.

Mostraremos também os modelos cosmológicos homogêneos e isotrópicos plano, hiper-

bólico e esférico, compondo o modelo de Friedmann, que podem ser obtidos por meio dos

tipos I, VIIA e IX de Bianchi, respectivamente.

3.1 Grupo e Álgebra de Lie

Um grupo g de dimensão n é determinado pelos seus elementos (g1, g2, ..., gn), existindo

um elemento gI chamado elemento identidade, e pelo mapeamento (operação ou regra de

multiplicação) g × g → g tal que i) (gigj)gk = gi(gjgk), ii) gIgi = gIgi = gi para qualquer

gi ∈ g, e iii) para cada gj ∈ g existe um gk(∈ g) = g−1
j chamado elemento inverso de gj,

tal que gjg
−1
j = g−1

j gj = gI .

Determinaremos o grupo de Lie G n-dimensional pela relação de comutação (mapea-

mento G×G→ G) da base vetorial {ξa},

[ξa, ξb] = Cc
abξc, (3.1)

onde

Cc
ab = −Cc

ba. (3.2)

Cc
ab é chamado constante de estrutura do grupo de Lie. Conhecidamente, da identidade

de Jacobi,

Cd
[abC

f
c]d = 0. (3.3)

O espaço vetorial obedecendo (3.3) e a operação de comutação [u,v] = −[v,u] de�ne

uma Álgebra de Lie.

27
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A base vetorial {ξa}, e conseqüentemente seu mapeamento (3.1), de�nem um grupo

de transformação invariante à direita. Analogamente, podemos construir uma álgebra de

Lie com uma base vetorial {ηa} satisfazendo a operação de comutação

[ηa,ηb] = Dc
abηc (3.4)

(similarmente ao desenvolvimento da seção 2.2), onde pressupomos a implicação

[ξa,ηb] = 0, (3.5)

de�nindo um grupo de transformação invariante à esquerda. Deste modo, temos que

ηa = M b
a ξb (3.6)

e

ξa = (M−1)baηb, (3.7)

onde (M−1)ba denota a transformação inversa de M b
a . De (3.1) e (3.7) temos

[ηa,ηb] = −M c
aM

d
b C

f
cd(M

−1)gfηg, (3.8)

e de (3.4) temos a relação entre as constantes de estrutura Cc
ab e D

c
ab:

Dc
ab = −M d

a M
f
b C

g
df (M

−1)cg. (3.9)

Uma escolha conveniente ξa = ηa para a identidade do grupo determina M b
a = δ ba e

(M−1)ba = δba, e então

Da
bc = −Ca

bc. (3.10)

A derivada de Lie da base {ηa}, considerando (3.5), é nula

Lξa
ηb = [ξa,ηb] = 0, (3.11)

e calculando Lξa
(ηb · ωc) = (Lξa

ηb) · ωc + ηb · (Lξa
ωc) = Lξa

(δ cb ) = 0, podemos obter a

seguinte relação:

Lξa
ωb = 0. (3.12)

3.2 Classi�cação de Bianchi

A obtenção de álgebras de Lie para grupos de três dimensões G3 foi originalmente

mostrada por Bianchi [1]. Podemos relacionar a constante de estrutura do grupo com
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uma parte simétrica e outra anti-simétrica, tal como

1

2
εcdbCa

cd = Nab + εabcAc, (3.13)

onde εabc é um tensor totalmente anti-simétrico e ε123 = 1. Multiplicando (3.13) por εhlb
e usando εabfεcdf = δ ca δ

d
b − δ da δ cb e 1

2
εabdε

fgdCc
fg = 1

2
(Cc

ab − Cc
ba) = Cc

ab, temos

Ca
bc = εbcdN

ad + δ ac Ab − δ ab Ac, (3.14)

que relata a constante de estrutura para o tensor simétrico Nab e para a 1-forma Aa.

Substituindo (3.14) na identidade de Jacobi (3.3) temos a condição entre Nab e Aa:

NabAb = 0. (3.15)

Para Ab = 0 a equação (3.15) é sempre satisfeita, e essa álgebra de Lie é referida como

classe G3A. Para Ab 6= 0 temos a classe G3B. Em ambos os casos é sempre possível

escrever

Ab = (A, 0, 0) (3.16)

e

Nab = diag(N1, N2, N3), (3.17)

de modo que a condição (3.15) se reduz a

N1A = 0. (3.18)

Assim, usando (3.14) podemos determinar as constantes de estrutura do grupo em relação

ao parâmetro do grupo A e aos coe�cientes diagonais N1, N2 e N3, conforme mostrados

na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Constantes de estrutura do grupo de Lie para G3.

C1
23 = −C1

32 = N1 C2
12 = −C2

21 = A C2
13 = −C2

31 = −N2

C3
12 = −C3

21 = N3 C3
13 = −C3

31 = A Ca
bc = 0 (outros)

A relação de comutação (3.1) do grupo de Lie para a base vetorial {ξa} é então obtida:

[ξ1, ξ2] = Aξ2 +N3ξ3, (3.19)

[ξ2, ξ3] = N1ξ1 (3.20)



CAPÍTULO 3. MODELOS COSMOLÓGICOS HOMOGÊNEOS 30

e

[ξ1, ξ3] = Aξ3 −N2ξ2; (3.21)

e na tabela 3.3 a enumeração completa dos nove tipos de Bianchi.

Tabela 3.3: Tipos de Bianchi para a álgebra de Lie.

Classe Tipo A N1 N2 N3

G3A I 0 0 0 0

II 0 1 0 0

VI0 0 0 -1 1

VII0 0 0 1 1

VIII 0 -1 1 1

IX 0 1 1 1

G3B III 1 0 -1 1

IV 1 0 0 1

V 1 0 0 0

VIA A 0 -1 1

VIIA A 0 1 1

Observar que o tipo VII0 é um particular caso do tipo VIIA, e que os tipos III e VI0
são particulares casos do tipo VIA.

3.3 Espaços Homogêneos

Um espaço homogêneo é de�nido como uma variedade cujo grupo de tranformação é

isométrico, ou seja, mantém a métrica invariante [4]. A base {ξa} forma os geradores do

grupo; ξa são os vetores de Killing cuja atuação mantém a invariância da métrica,

Lξa
g = 0, (3.22)

que resolvida, usando a condição de metricidade, resulta na Equação de Killing :

ξab;c
+ ξac;b

= 0. (3.23)

O grupo de�nido pela base invariante à esquerda {ea = ηa} (satisfazendo (3.5) com

os campos de Killing ξa, geradores do grupo) e sua base dual {ωa} é dito simplesmente-

transitivo e tem de�nido o tensor métrico

g = gabω
a ⊗ ωb, (3.24)
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descrito na seção 2.9.

3.4 Universo Homogêneo e Isotrópico

A homogeneidade e isotropia do nosso universo são conceitos amplamente aceitos

e usados como caminho natural na construção das teorias padrões. Fortes evidências

observacionais (distribuição de galáxias e aglomerados de galáxias, radiação de raios-X

e raios-γ, radiação cósmica de fundo) e teóricas (coerência entre teorias e observações)

justi�cam a consideração de tais características [5].

A homogeneidade está naturalmente ligada ao fato de prevermos que todos os pontos

do universo são semelhantes às vizinhanças da nossa galáxia. A isotropia re�ete a natural

relação de homogeneidade prevista em todas as direções observadas do universo.

Em termos de descrição física (ver [5]), podemos pensar em um espaço-tempo (espa-

cialmente) homogêneo como uma família de hipersuperfícies (3 dimensões) tipo-espaço

Σt parametrizadas pelo parâmetro t, onde para quaisquer pontos p, q ∈ Σt existe uma

isometria na métrica do espaço-tempo gab levando p em q (�gura 3.1a). Um espaço-tempo

(espacialmente) isotrópico é de�nido em termos de uma família de curvas tipo-tempo (ob-

servadores) com vetores tangentes u, preenchendo o espaço-tempo de tal modo que, para

dois vetores unitários s1 e s2 ortogonais à u em um ponto p, possua uma isometria na

métrica do espaço-tempo gab trocando s1 e s2, mas mantendo u (�gura 3.1b).

Figura 3.1: a) Hipersuperfícies Σt folheando o espaço-tempo homogêneo. b) Congruência de
curvas tipo-tempo (linhas-mundo) em um espaço-tempo isotrópico.

Assim, num espaço-tempo homogêneo e isotrópico, as hipersuperfícies de homoge-

neidade Σt são ortogonais às linhas de observadores. São três as possíveis geometrias

das hipersuperfícies Σt, de modo que um espaço-tempo homogêneo e isotrópico pode ser

apenas plano (aberto),

ds2 = a2(t){dx2 + dy2 + dz2} − dt2, (3.25)
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esférico (fechado),

ds2 = a2(t){dχ2 + sin2χ(dθ2 + sin2θdϕ2)} − dt2, (3.26)

ou hiperbólico (aberto)

ds2 = a2(t){dχ2 + sinh2χ(dθ2 + sin2θdϕ2)} − dt2; (3.27)

ds2 denota o elemento de linha (métrica) e a(t) é o fator de expansão (como o raio de um

volume, denotando a separação entre linhas-mundo [6]). Podemos transladar a métrica

do espaço plano para coordenadas esféricas e escrever (3.25), (3.26) e (3.27) como

ds2 = a2(t)

{
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2θdϕ2)

}
− dt2, (3.28)

onde (k = 0, r = χ) para o espaço plano, (k = 1, r = sinχ) para o espaço esférico e (k =

−1, r = sinhχ) para o espaço hiperbólico. O modelo cosmológico homogêneo e isotrópico

descrito por (3.28) é conhecido como modelo Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Tal

modelo descreve um universo de curvatura constante [6] e nula (plano), positiva (esférico)

ou negativa (hiperbólico) [7].

Em termos do grupo de Lie de três dimensões G3, um espaço-tempo (espacialmente)

homogêneo é de�nido pela base {ξa} da álgebra de Lie. A invariância da métrica (3.24)

pela transformação do grupo G3 determina que gab = gab(t), ou seja, sem dependência nas

coordenadas espaciais. Os espaços Bianchi I, VIIA e IX contém os modelos FRW plano,

hiperbólico e esférico, conforme mostraremos à frente.

Vamos primeiramente obter as constantes de estrutura e as bases para Bianchi. Rela-

cionando as informações das tabelas 3.1 e 3.3 obtemos as constantes de estrutura para os

tipos Bianchi I, VIIA e IX (tabela 3.5):

Tabela 3.5: Constantes de estrutura para Bianchi I, VIIA e IX.

Tipo de Bianchi I VIIA IX

C1
23 = −C1

32 0 0 1

C2
12 = −C2

21 0 A 0

C2
13 = −C2

31 0 -1 -1

C3
12 = −C3

21 0 1 1

C3
13 = −C3

31 0 A 0
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A base {ωa} pode ser obtida relacionando (2.63) e (3.10) em dωa = 1
2
Ca
bcω

b∧ωc

(equação de Maurer-Cartan), que pode ser expandida na base coordenada como

d(ωaidx
i) =

1

2
Ca
bc(ω

b
idx

i) ∧ (ωcjdx
j), (3.29)

ωai,jdx
j ∧ dxi =

1

2
Ca
bcω

b
iω

c
jdx

i ∧ dxj, (3.30)

resultando no sistema de equações de primeira ordem

ωai,j +
1

2
Ca
bcω

b
iω

c
j = 0, (3.31)

que pode ser analiticamente resolvido.

A obtenção da base {ηa} é feita usando a relação de dualidade ηa · ωb = δ ba :

(η ia∂i) · (ωbjdxj) = η iaω
b
jδ

j
i = δ ba , (3.32)

resultando no sistema de equações de primeira ordem

η iaω
b
i − δ ba = 0, (3.33)

que também pode ser analiticamente resolvido.

Por �m, os geradores do grupo {ξa} são obtidos por meio da relação (3.12), Lξa
ωb = 0:

Lξa
(ωbidx

i) = (Lξa
ωbi)dx

i = 0, (3.34)

que resulta no sistema de equações de primeira ordem

ωbi,jξ
j
a + ωbjξ

j
a ,i = 0, (3.35)

cuja solução analítica também pode ser obtida. Relembramos por último que essa re-

presentação de grupo descreve uma álgebra 3-dimensional, e portanto no cálculo das

constantes de estrutura e das bases os índices (a, b, c, ..., i, j, k, ...) correm de 1 a 3 apenas.

Na tabela 3.7 mostramos o resultado do cálculo de bases descrito acima para os três

tipos de Bianchi já mencionados (I, VIIA e IX):
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Tabela 3.7: Bases de G3 para Bianchi I, VIIA e IX.

I VIIA IX

ξ1 ∂x ∂x + (z − Ay)∂y − (y + Az)∂z secycosz∂x + sinz∂y − tanycosz∂z
ξ2 ∂y ∂y −secysinz∂x + cosz∂y + tanysinz∂z

ξ3 ∂z ∂z ∂z

η1 ∂x ∂x ∂x

η2 ∂y e−Ax(cosx∂y − sinx∂z) sinxtany∂x + cosx∂y − sinxsecy∂z
η3 ∂z e−Ax(sinx∂y + cosx∂z) −cosxtany∂x + sinx∂y + cosxsecy∂z

ω1 dx dx dx+ sinydz

ω2 dy eAx(cosxdy − sinxdz) cosxdy − sinxcosydz

ω3 dz eAx(sinxdy + cosxdz) sinxdy + cosxcosydz

Uma tabela de bases completa para os nove tipos de Bianchi pode ser encontrada em

[3]. Essas bases compõem o grupo G3. Para completar a representação do espaço-tempo

(3 + 1)-dimensional, adicionamos os vetores ξ4 = η4 = ∂t e a 1-forma ω4 = dt.

A �m de montar um tensor métrico para o espaço-tempo homogêneo, conforme equação

(3.24), escrevemos

gab(t) = diag(a 2
1 (t), a 2

2 (t), a 2
3 (t),−1), (3.36)

onde a igualdade a1(t) = a2(t) = a3(t) = a(t) monta a isotropia do espaço homogêneo.

Então temos o tensor métrico

g = a2(t)[(ω1)2 + (ω2)2 + (ω3)2]− dt2. (3.37)

A substituição da base de Bianchi I (tabela 3.7) em (3.37) gera diretamente o espaço

homogêneo e isotrópico plano (3.25).

Substituindo a base de Bianchi VIIA (tabela 3.7) em (3.37) obtemos o elemento de

linha

ds2 = a2(t)[dx2 + e2Ax(dy2 + dz2)]− dt2, (3.38)

que mediante a transformação de coordenadas

x = 1
A
ln(coshχ− sinhχcosθ),

y = 1
A
sinθcosϕ/(cotanhχ− cosθ),

z = 1
A
sinθsinϕ/(cotanhχ− cosθ)

(3.39)

e a(t)/A→ a(t) resulta no espaço homogêneo e isotrópico hiperbólico (3.27).

O elemento de linha espacial obtido pela substituição da base Bianchi IX (tabela 3.7)
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em

dl2 =

(
1

2
ω1

)2

+

(
1

2
ω2

)2

+

(
1

2
ω3

)2

(3.40)

é dado por

ds2 =
1

4
[dx2 + dy2 + dz2 + 2sinydydz], (3.41)

que coincide com o elemento de linha espacial dl2 = dχ 2
1 + dχ 2

2 + dχ 2
3 + dχ 2

4 , mediante

a troca de variáveis
χ1 = cos(x+z

2
)cos(y

2
− π

4
),

χ2 = sin(x+z
2

)cos(y
2
− π

4
),

χ3 = −sin(x−z
2

)sin(y
2
− π

4
),

χ4 = cos(x−z
2

)sin(y
2
− π

4
).

(3.42)

Portanto, o elemento de linha espacial de Bianchi IX (3.40) descreve um 3-esfera de raio

igual a 1.



Capítulo 4

Equações de Campo e Soluções

Analíticas

Uma vez descrita a métrica do espaço e o tensor curvatura, podemos obter o tensor de

Einstein, que guarda informações sobre o conteúdo geométrico do espaço-tempo. Intro-

duzimos uma descrição física do espaço-tempo homogêneo (ADM), que será representado

pela métrica homogênea e pelo formalismo das álgebras de Bianchi.

Podemos formalizar a obtenção das equações dinâmicas do espaço-tempo, por meio das

equações de campo de Einstein, focando as soluções de vácuo. O formalismo de Bianchi

permite descrever as equações de Einstein como um sistema de equações ordinárias em t.

Demonstramos ainda as equações de campo para a classe G3A de Bianchi e para o

tipo Bianchi VIIA (pertencente à classe G3B), e algumas soluções analíticas obtidas, como

preparação para o estudo numérico do capítulo 5.

4.1 Equações de Campo de Einstein

Como colocamos anteriormente, o espaço-tempo é descrito em termos de uma varie-

dade Riemaniana diferenciável de quatro dimensões, onde são de�nidos uma métrica gab e

um tensor curvatura Ra
bcd. O tensor curvatura pressupõe a determinação dos coe�cientes

de comutação, relacionados às constantes de estrutura do grupo por (3.10).

O tensor de Ricci R = Rabω
a ⊗ ωb é dado pela contração do tensor curvatura,

Rab = Rc
acb, (4.1)

e possui com ele a seguinte relação de simetria:

Ra
bcd;a = −2Rb[c;d]. (4.2)

36
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O escalar de Ricci ou escalar de curvatura R é dado pelo traço do tensor de Ricci,

R = gabRab = Ra
a. (4.3)

Podemos agora de�nir o tensor de Einstein G = Gabω
a ⊗ ωb como:

Gab = Rab −
1

2
gabR. (4.4)

O tensor de Einstein guarda informação sobre o conteúdo geométrico do espaço-tempo.

A distribuição de matéria e campos no espaço-tempo é dada pelo tensor Momento-

Energia T = Tabω
a ⊗ ωb. Segundo estatiza a Relatividade Geral, a conexão entre a

geometria do espaço-tempo e a distribuição de matéria é relatada pela equação de campo

de Einstein:

Gab = 8πTab. (4.5)

A geometria do universo, conectada à distribuição de matéria e energia pelas equações de

Einstein, determina dinâmica do universo (gravitação).

4.2 Soluções de Vácuo

A ausência de fontes (Tab = 0) caracteriza as soluções de vácuo da equação de Einstein,

Gab = 0, (4.6)

que podemos escrever como

Rab −
1

2
gabR = 0, (4.7)

cujo traço resulta em

R = 0 (4.8)

e

Rab = 0. (4.9)

Vemos, portanto, que a equação (4.9) toma o papel da equação dinâmica para a solução

de vácuo.

A ausência de fontes pode ser entendida como um cenário onde a geometria do universo

é dominante, tal como o universo próximo ao seu surgimento. As soluções de vácuo

das equações de Einstein são as mais naturais para descrever tal cenário. Constituem

também as melhores representações de modelos anisotrópicos [2], tais como o formalismo

de Bianchi.

Modelos anisotrópicos desempenham um papel importante na descrição do universo

primordial, uma vez que este é um período um pouco menos restritivo quanto a condições
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de isotropia, e a princípio não existe uma forte razão para acreditar que o universo tenha

surgido totalmente isotrópico.

4.3 Métrica Homogênea

Na seção 3.4 mostramos uma descrição física do espaço-tempo homogêneo e montamos

uma métrica para tal espaço. Vamos aqui estender essa descrição.

Pensemos em uma família de hipersuperfícies tridimensionais tipo-espaço Σt parame-

trizadas pela família de curvas tipo-tempo (observadores, linhas-mundo) de parâmetro t.

A homogeneidade é formalizada em termos da isometria da métrica transformando pontos

em Σt. Seja n um vetor tipo-tempo unitário e normal à hipersuperfície Σt,

n · n = nan
a = −1. (4.10)

De�nimos um sistema de coordenadas em que x4 é constante na hipersuperfície Σt:

na = (0, 0, 0,−N); (4.11)

então

na = (−Nα/N, 1/N). (4.12)

Assim x4 parametriza a separação na direção normal à Σt entre as hipersuperfícies Σt e

Σt+dt. A função lapso N especi�ca o tempo próprio de separação entre as hipersuperfícies

Σt e Σt+dt na direção normal à Σt,

dτ = Ndt. (4.13)

O vetor deslocamento Nα determina a distância entre o ponto xα na hipersuperfície Σt+dt

e a sua interseção em Σt+dt na direção normal à Σt (�gura 4.1).

Figura 4.1: Vetor deslocamento e função lapso numa folheação de hipersuperfícies homogêneas
Σt.
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O formalismo descrito acima é conhecido como formalismo ADM, devido à Arnowitt,

Deser e Misner [8]. O elemento de linha que mede a separação entre os pontos xa (xα em

t) e xa + dxa (xα + dxα em t+ dt) é dado por

ds2 = gαβ(Nαdt+ dxα)(Nβdt+ dxβ)−N2dt2 (4.14)

[4, 9].

Em termos das bases do grupo de Lie, podemos expressar o elemento de linha acima

como o tensor métrico

g = gαβ(Nαdt+ ωα)⊗ (Nβdt+ ωβ)−N2dt2 (4.15)

[3, 10]. Podemos agora supor que as linhas-mundo cruzam perpendicularmente as hiper-

superfícies. Disso resulta a nulidade do vetor deslocamento, Nα = 0, e

g = gαβω
α ⊗ ωβ −N2dt2. (4.16)

Temos assim de�nida uma métrica homogênea

gab =

(
gαβ(t) 0

0 −N2(t)

)
(4.17)

para g = gabω
a ⊗ ωb (3.24), onde gαβ(t) compõe a isometria em Σt.

Um sistema de coordenadas especial em que o elemento de linha segue

g44 = −1 (4.18)

e

gα4 = 0 (4.19)

é chamado de sistema de referência síncrono [6, 4]. Nesse sistema o parâmetro tempo t

coincide com o tempo próprio τ .

O formalismo ADM pode ser desenvolvido para a métrica espacialmente homogênea

gab(t) (3.24) no sentido da formulação hamiltoniana da teoria. Porém não é objetivo deste

trabalho desenvolver esta formulação, que será deixada para um trabalho posterior.

4.4 Soluções de Vácuo da Classe G3A de Bianchi

Os tipos de Bianchi em que A = 0 compõem a classe G3A. As soluções de vácuo das

equações de Einstein obtidas para esta classe por meio da métrica homogênea (4.17) num
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sistema de referência síncrono

gab =


a 2

1 (t) 0 0 0

0 a 2
2 (t) 0 0

0 0 a 2
3 (t) 0

0 0 0 −1

 (4.20)

são [4]:

R1
1 =

(ȧ1a2a3)̇

a1a2a3

+
1

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

[
λ2a 4

1 − (µa 2
2 − νa 2

3 )2
]

= 0, (4.21)

R2
2 =

(a1ȧ2a3)̇

a1a2a3

+
1

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

[
µ2a 4

2 − (λa 2
1 − νa 2

3 )2
]

= 0, (4.22)

R3
3 =

(a1a2ȧ3)̇

a1a2a3

+
1

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

[
ν2a 4

3 − (λa 2
1 − µa 2

2 )2
]

= 0 (4.23)

e

R4
4 =

ä1

a1

+
ä2

a2

+
ä3

a3

= 0, (4.24)

onde as constantes λ, µ e ν estão relacionadas com a constante de estrutura por (λ, µ, ν) =

(N1, N2, N3). Vamos brevemente discutir os tipos I, VII0 e IX.

4.4.1 Bianchi I

Para o grupo Bianchi I, (λ, µ, ν) = (0, 0, 0), e o sistema de equações (4.21-4.24) torna-se

(ȧ1a2a3)̇

a1a2a3

= 0, (4.25)

(a1ȧ2a3)̇

a1a2a3

= 0, (4.26)

(a1a2ȧ3)̇

a1a2a3

= 0 (4.27)

e
ä1

a1

+
ä2

a2

+
ä3

a3

= 0. (4.28)

Uma solução conhecida para este sistema é a solução de Kasner [11]:

a1(t) = tp1 , a2(t) = tp2 , a3(t) = tp3 , (4.29)

onde

p1 + p2 + p3 = p 2
1 + p 2

2 + p 2
3 = 1 (4.30)

são os índices de Kasner. Esta solução descreve um espaço-tempo homogêneo anisotrópico

de volume linearmente crescente com o tempo e com expansão ao longo de dois dos eixos
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espaciais e contração ao longo de outro (salvo para (p1, p2, p3) = (0, 0, 1), onde temos

expansão linear numa direção e comportamento estático nas outras). Exceto para os

casos (p1, p2, p3) = (−1/3, 2/3, 2/3) e (p1, p2, p3) = (0, 0, 1), a expansão nunca é igual ao

longo de dois dos eixos. Este último caso reduz-se ao caso plano mediante transformações

de coordenadas, e é a única exceção à singularidade não-eliminável em t = 0.

4.4.2 Bianchi VII0 e Bianchi IX

Para o grupo Bianchi VII0, (λ, µ, ν) = (0, 1, 1), e obtemos o sistema de equações

(ȧ1a2a3)̇

a1a2a3

=
(a 2

2 − a 2
3 )2

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

, (4.31)

(a1ȧ2a3)̇

a1a2a3

=
a 4

3 − a 4
2

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

, (4.32)

(a1a2ȧ3)̇

a1a2a3

=
a 4

2 − a 4
3

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

(4.33)

e
ä1

a1

+
ä2

a2

+
ä3

a3

= 0. (4.34)

Já para o grupo Bianchi IX, (λ, µ, ν) = (1, 1, 1), e temos

(ȧ1a2a3)̇

a1a2a3

=
(a 2

2 − a 2
3 )2 − a 4

1

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

, (4.35)

(a1ȧ2a3)̇

a1a2a3

=
(a 2

1 − a 2
3 )2 − a 4

2

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

, (4.36)

(a1a2ȧ3)̇

a1a2a3

=
(a 2

1 − a 2
2 )2 − a 4

3

2a 2
1 a

2
2 a

2
3

(4.37)

e
ä1

a1

+
ä2

a2

+
ä3

a3

= 0. (4.38)

Uma abordagem para se obter soluções destes sistemas de equações consiste em con-

siderar o lado direito de (4.31-4.33) e (4.35-4.37) como uma perturbação da solução de

Kasner: se em um certo instante de tempo estes termos puderem ser negligenciados, a

dinâmica segue o regime de Kasner.

As soluções podem ser estáveis ou instáveis. Para o caso de Bianchi VII0, por exemplo,

se num certo instante de tempo os índices de Kasner positivos estão associados a a2(t)

e a3(t), então essas soluções seguem para a singularidade em t = 0, e consequentemente

anulam o lado direito do sistema (4.31-4.33), gerando uma época de Kasner com índices

ordenados (p1 < 0, p2 > 0, p3 > 0) para a1(t), a2(t) e a3(t). Essa solução é estável. Para

o índice de Kasner negativo associado a a2(t) ou a a3(t) num instante de tempo, resulta
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que o lado direito do sistema (4.31-4.33) não se anula. Essa solução é instável.

Assumindo que num tempo t →∝ o universo seja descrito por uma época de Kasner

a1(t) = tp1 , a2(t) = tp2 , a3(t) = tp3 com p1 < p2 < p3, o sistema evoluirá de modo que a

perturbação cresça formando um ponto de potencial cuja ação é modi�car os índices de

Kasner, dando início a uma nova época de Kasner com índices p′1, p
′
2 e p

′
3. A relação entre

os índices da nova e da antiga época de Kasner é dada pelo chamado mapeamento BKL

(Belinsky, Khalatnikov e Lifshitz) [12]:

p′1 =
|p1|

1− 2|p1|
, (4.39)

p′2 =
p2 − 2|p1|
1− 2|p1|

(4.40)

e

p′3 =
p3 − 2|p1|
1− 2|p1|

. (4.41)

A compreensão deste mapeamento não é objetivo deste trabalho. Ressaltamos tal aborda-

gem apenas como uma possibilidade de solução, alvo de um estudo futuro. Uma discussão

introdutória pode ser encontrada em [4].

Na busca de uma solução analítica exata, mas não geral, para Bianchi VII0, vamos

impor a2(t) = a3(t). Deste modo, os termos do lado direito das equações (4.31-4.34)

se anulam, resultando no sistema de equações (4.25-4.28), que sabidamente, obedecem a

solução de Kasner.

Conforme mencionamos anteriormente, só existem dois casos de solução de Kasner

onde a2(t) = a3(t), e são eles: (p1, p2, p3) = (1, 0, 0) e (p1, p2, p3) = (−1/3, 2/3, 2/3). Então,

duas soluções possíveis para Bianchi VII0 são dadas por:

a1(t) = t, a2(t) = 1, a3(t) = 1 (4.42)

e

a1(t) = t−
1/3, a2(t) = t

2/3, a3(t) = t
2/3. (4.43)

Como soluções tipo Kasner, elas modelam um universo homogêneo anisotrópico com vo-

lume linearmente crescente com o tempo. No primeiro caso, se expande linearmente numa

direção e permance estático nas outras; no segundo caso, se contrai numa direção e se

expande igualmente ao longo das outras.

Essas duas soluções não são soluções de grande generalidade, pois uma solução geral

de Bianchi VII0 não necessariamente precisa obedecer a2(t) = a3(t).
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4.5 Solução de Vácuo do Tipo VIIA de Bianchi

O tipo VIIA de Bianchi pertence à classe G3B. Enfatizaremos dois casos de solução de

vácuo para Bianchi VIIA, um para a métrica diagonal

gab =


a 2

1 (t) 0 0 0

0 a 2
2 (t) 0 0

0 0 a 2
3 (t) 0

0 0 0 −N2(t)

 (4.44)

e outro para a métrica não-diagonal num sistema de referência síncrono

gab =


a 2

1 (t) 0 0 0

0 a 2
2 (t) a4(t) 0

0 a4(t) a 2
3 (t) 0

0 0 0 −1

 . (4.45)

O primeiro caso, num sistema de referência síncrono, já foi considerado na seção 3.4 para

obtenção de um espaço homogêneo e isotrópico com geometria hiperbólica. O segundo

caso será testado na solução de uma onda-plana de Lukash e na obtenção de soluções

diagonais.

4.5.1 Solução para Métrica Diagonal

A solução de vácuo para o espaço homogêneo (4.44) resulta no seguinte sistema de equa-

ções:

R11 =
a 2

1

N2

(ȧ1a2a3)̇

a1a2a3

− a 2
1

2

(a 2
2 − a 2

3 )
2

a 2
1 a

2
2 a

2
3

− a1ȧ1Ṅ

N3
− 2A2 = 0, (4.46)

R14 = A

(
2ȧ1

a1

− ȧ2

a2

− ȧ3

a3

)
= 0, (4.47)

R22 =
a 2

2

N2

(a1ȧ2a3)̇

a1a2a3

− a 2
2

2

(a 4
3 − a 4

2 )

a 2
1 a

2
2 a

2
3

− a2ȧ2Ṅ

N3
− 2a 2

2 A
2

a 2
1

= 0, (4.48)

R23 =
A

a 2
1

(a 2
3 − a 2

2 ) = 0, (4.49)

R33 =
a 2

3

N2

(a1a2ȧ3)̇

a1a2a3

− a 2
3

2

(a 4
2 − a 4

3 )

a 2
1 a

2
2 a

2
3

− a3ȧ3Ṅ

N3
− 2a 2

3 A
2

a 2
1

= 0, (4.50)

e

R44 = −
(
ä1

a1

+
ä2

a2

+
ä3

a3

)
+
Ṅ

N

(
ȧ1

a1

+
ȧ2

a2

+
ȧ3

a3

)
= 0. (4.51)

Observe que para o caso particular de Bianchi VII0 (A = 0) num sistema de referência

síncrono (N = 1), o sistema (4.46-4.51) reduz-se ao sistema (4.31-4.34), já mostrado na
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seção 4.4.2.

A equação (4.49) estabelece a relação a2 = ±a3 que simpli�ca demasiado a solução

do sistema. Sua substituição em (4.47) resulta em ȧ1/a1 = ȧ2/a2 e consequentemente em
ä1/a1 = ä2/a2. Usando isto, nós resolvemos o restante do sistema (4.46-4.51) e obtivemos

que sua solução analítica obedece

ȧ1 = ±AN, (4.52)

ȧ2 = a2
ȧ1

a1

(4.53)

e

a3 = a2. (4.54)

Observe que o lapso N é arbitrário para a solução. Para N = 1 (síncrono) calculamos

a seguinte solução:

a1 = ±(At+ C1), a2 = C2At+ C1C2, a3 = C2At+ C1C2, N = 1, (4.55)

onde C1 e C2 são constantes de integração. Esta solução descreve um espaço-tempo plano,

homogêneo e anisotrópico com expansão linear. Para N = a1a2a3 temos duas possíveis

soluções:

a1 =
C1√

2At− C2

, a2 =
±1√

−2At+ C2

, a3 =
±1√

−2At+ C2

, N =
−C1

(2At− C2)
3/2

(4.56)

e

a1 =
C1√

2At+ C2

, a2 =
±1√

2At+ C2

, a3 =
±1√

2At+ C2

, N =
C1

(2At+ C2)
3/2
. (4.57)

A segunda (4.57) se reduz à solução (4.55) mediante a reparametrização para o tempo

próprio dτ = Ndt. A primeira (4.56), mediante a mesma reparametrização, resulta no

elemento de linha

ds2 = (Aτ +D1)
2dx2 − (D2Aτ +D2D1)

2e2Ax(dy2 + dz2)− dτ 2. (4.58)

Este elemento de linha é uma solução Bianchi VIIA em que a seção espacial não é homo-

gênea, e por isso não apresenta maior interesse cosmológico. A seção homogênea é (x,y,z),

onde x faz o papel de uma coordenada temporal.

Convém aqui observar que, conforme mencionamos na seção 3.4, podemos obter a

descrição de um universo homogêneo e isotrópico hiperbólico como um caso de Bianchi

VIIA com métrica dada por (3.36), onde a1(t) = a2(t) = a3(t) = a(t). Portanto C2 = ±1

em (4.55) consiste na solução de um universo homogêneo e isotrópico, cuja seção espacial

é o espaço hiperbólico.

Cumpre aqui observar também que a relação a2 = ±a3 não ocorre necessariamente
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para o caso particular Bianchi VII0. Então, apesar de Bianchi VII0 ser um caso particular

de Bianchi VIIA (com A = 0) e ter um particular sistema de equações de Bianchi VIIA,

sua solução não necessariamente precisa ser um caso particular da solução geral de Bianchi

VIIA. Um exemplo é pela solução (4.43), que apesar de obedecer a2 = ±a3, não é linear

e nem a mais geral possível.

No entanto, uma solução possível para Bianchi VII0 é a solução particular de Bianchi

VIIA, fazendo A = 0 na solução (4.55). Essa solução particular é constante e não apresenta

maior interesse neste trabalho, uma vez que representa apenas uma parametrização na

métrica.

4.5.2 Solução para Métrica Não-Diagonal

A solução de vácuo para o espaço homogêneo síncrono (4.45) resulta no sistema de equa-

ções mostrado no apêndice A. A solução de vácuo da onda plana de Lukash [13, 14] é um

tipo de solução BVIIA com métrica não-diagonal (4.45).

O elemento de linha para a onda plana de Lukash é dado por

ds2 = t2dx2 + t2re2rx{(A1dy + A2dz)2 + (A3dy + A1dz)2} − dt2, (4.59)

onde 0 < r < 1 é um parâmetro constante, A1 = cosv, A2 = f−1sinv, A3 = −fsinv e

v = k(x+ ln(t)) [13, 14, 15]. As constantes k e f são relacionadas a r e A (parâmetro do

grupo) por

k =
r

A
(4.60)

e
r2(1− f 2)2

A2f 2
= 4r(1− r). (4.61)

Podemos veri�car que a métrica (4.45) com

a 2
1 (t) =

A2t2

r2
, (4.62)

a 2
2 (t) = t2r

(
cos2

(
rln(t)

A

)
+ f 2sin2

(
rln(t)

A

))
, (4.63)

a4(t) = t2rcos

(
rln(t)

A

)
sin

(
rln(t)

A

)(
f 2 − 1

)
(4.64)

e

a 2
3 (t) = t2r

(
f 2cos2

(
rln(t)

A

)
+ sin2

(
rln(t)

A

))
(4.65)

resulta no elemento de linha de Lukash (4.59), com diferença apenas de transformações

de coordenadas. Portanto, (4.62-4.65) constitui uma solução de vácuo para Bianchi VIIA.



Capítulo 5

Resultados Numéricos e Discussão

Um estudo numérico se faz apropriado para veri�car soluções de sistemas de equações

diferenciais mais complexos, tais como aquele obtido para a solução de vácuo de (4.45).

Mesmo sistemas mais simples como (4.31-4.34) podem possuir soluções mais gerais que

aquelas dadas por (4.42) e (4.43), e que podem ser reveladas por um estudo numérico.

Vamos nos concentrar na resolução numérica de soluções de vácuo para Bianchi VII (VII0
e VIIA), uma vez que os modelos Bianchi I e Bianchi IX são mais estudados na literatura.

No desenvolvimento deste trabalho, utilizamos o software Maple (versão 11) [16] como

manipulador algébrico para a obtenção das equações dinâmicas dos sistemas estudados.

O código para o cálculo numérico propriamente dito foi desenvolvido usando linguagem

de programação C, por meio da utilização do pacote compilador GCC (GNU Compiler

Collection, versão 4.2.2) [17] e da biblioteca de cálculo cientí�co GSL (GNU Scienti�c

Library, versão 1.10) [18], ambos pertencentes ao projéto GNU [19]. Os grá�cos foram

gerados por meio do software GNUPlot (versão 4.2) [20], também pertencente ao projéto

GNU. Os cálculos foram efetuados num processador Intel Pentium 3.4 GHz.

A biblioteca de cálculo cientí�co GSL possui um conjunto de funções que permitem o

controle de erro relativo e do erro absoluto, estipulados em 1, 0.10−21. O método numérico

utilizado foi o Runge-Kutta-Fehlberg.

5.1 Condição Inicial e Evolução dos Vínculos

A solução de vácuo do espaço homogêneo (4.16) resulta num sistema de equações diferen-

ciais ordinárias que podem ser separadas em duas partes: R4a = 0 e Rαβ = 0.

Pode-se demonstrar que, uma vez satisfeita a condição R4a = 0 inicialmente (nas

condições iniciais), ela será satisfeita por toda a evolução do sistema [9]. Para isso partimos

da identidade de Bianchi e obtemos a equação

Ra
b;a = 0, (5.1)

onde já assumimos as nulidades (4.8-4.9) da solução de vácuo. Podemos agora escrever

46
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sua forma projetada por

Ra
b;a = [(hai − nani)Ri

b];a = 0, (5.2)

onde hab = gab + nanb é o tensor projeção e na é o vetor unitário de�nido em (4.11).

Resolvendo (5.2) temos

haiR
i
b;a − na;aniRi

b − na(niRi
b);a = 0, (5.3)

que implica em
1

N
(NR4

b);4 = −na;aNR4
b −R

γ
b;γ. (5.4)

Para a parte espacial (b = δ), temos para a condição inicial que R4
δ;4 = 0; já para a

parte temporal (b = 4), temos para a condição inicial que R4
4;4 = 0. Logo, R4

b;4 = 0 para

solução de vácuo, e daí implica que, se R4
b = 0 na condição inicial, então permanecerá

nulo por toda a evolução.

Já as equações Rαβ = 0 determinam a evolução temporal do sistema, gαβ(t), sendo

portanto as reais equações dinâmicas de campo [9].

No contexto do método numérico desenvolvido neste trabalho, vamos nos referir ao

vínculo imposto por R4a = 0 como vínculo R4a. Ele será checado na condição inicial (ou

mesmo poderá determiná-la) e durante a evolução dos sistemas de estudo. Para casos

de métrica diagonal, só temos o vínculo R44. Para casos de métrica não-diagonal, como

(4.45), temos o vínculo R44 e o vínculo R41.

Conforme mostramos na seção 4.2, resulta do traço da equação de Einstein para so-

lução de vácuo que o escalar de curvatura é nulo: R = 0. Este resultado também será

monitorado durante a evolução dos sistemas de estudo.

A checagem dos vínculos R4a e do escalar de curvatura R constitui um importante

mecanismo de controle numérico que certi�ca a exatidão dos resultados e atesta que os

erros numéricos estão dentro de um limite admissível.

Por �m, monitoraremos ao longo do cálculo numérico o escalar quadrático de Riemann,

de�nido por

RabcdRabcd; (5.5)

trata-se de um escalar da teoria, que independe do sistema de coordenadas utilizado.

Constitui assim um bom parâmetro para determinar se certos efeitos observados são de

fato relacionados à geometria do espaço-tempo ou apenas efeitos ocasionados por uma

escolha não conveniente de coordenadas. Assim, se um efeito tal como a aproximação

de uma singularidade é acompanhado de uma variação atípica do escalar de Riemann, é

provável que essa singularidade realmente esteja presente na geometria. Caso contrário,

pode re�etir uma de�ciência das coordenadas em questão em modelar aquele ponto da

geometria. Para modelos homogêneos, singularidades estão associadas a evolução tempo-

ral. Isto signi�ca que estamos interessados na veri�cação de divergências no parâmetro t,
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e não nas coordenadas espaciais.

Os casos que iremos resolver numericamente (Bianchi VII0 e VIIA) constituem-se de

sistemas de equações equações diferenciais não-lineares de segunda ordem (sistema (4.31-

4.34) para Bianchi VII0 com métrica diagonal (4.20) e sistema do apêndice A para Bianchi

VIIA com métrica não-diagonal (4.45)). Portanto as condições iniciais para a resolução

destes sistemas devem constituir-se dos valores aα(tinicial) e d
dt
aα(tinicial). A única restrição

sobre a escolha das condições iniciais é a obediência aos vínculos já discutidos acima. Fora

isso, elas podem ser escolhidas livremente. No entanto, em algumas escolhas de condições

iniciais (devidamente mencionadas ao longo do texto), iremos utilizar valores de soluções

analíticas particulares conhecidas, de modo a comparar a correção do resultado numérico.

5.2 Solução Numérica para Bianchi VII0

Já mencionamos na seção 4.4.2 possíveis soluções analíticas (4.42 e 4.43) para Bianchi

VII0. No entanto tais soluções são particulares, e na busca de soluções mais gerais torna-

se apropriado um estudo numérico.

As equações dinâmicas para a solução de vácuo de VII0 são dadas pelo sistema (4.31-

4.34). Vamos simular quatro sistemas com condições iniciais obedecendo os vínculos. São

eles (tabela 5.1):

Tabela 5.1: Condições iniciais para Bianchi VII0.

Sistema tinicial a1(ti) a2(ti) a3(ti)
d
dt
a1(ti)

d
dt
a2(ti)

d
dt
a3(ti)

Sistema 1 1, 0.10−5 1, 0.10−5 1,0 1,0 1,0 0,0 0,0

Sistema 2 1,0 1,0 1,0 1,0 −1/3 2/3 2/3

Sistema 3 0,0 1,0 2,0 3,0 1,0 2,0 -1,239583333

Sistema 4 0,0 0,1 -2,3 0,4 8,9 0,0 3,493566937

As condições iniciais dos sistemas 1 e 2 (tabela 5.1) foram obtidas utilizando tinicial =

1, 0.10−5 e tinicial = 1 em (4.42) e (4.43), respectivamente, com o objetivo de veri�car

a similaridade de tais soluções analíticas com o resultado numérico obtido. Tal escolha

fornece também uma veri�cação da e�cácia do método numérico utilizado. As condições

iniciais para os sistemas 3 e 4 (tabela 5.1) foram escolhidas genericamente, obedecendo

apenas a restrição dos vínculos.

As evoluções temporais para os sistemas 1, 2, 3 e 4 são mostradas nas �guras (5.1-5.14),

juntamente com os escalares e a preservação dos vínculos durante a dinâmica.

Vemos que a solução numérica do sistema 1 da tabela 5.1 (�gura 5.1) representa

exatamente o universo descrito por (4.42), estático em duas direções e com expansão
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linear na última. Trata-se de um espaço-tempo plano de Minkowski escrito nas coor-

denadas de Rindler (t = t′cosh(x′), x = t′sinh(x′)). Substituindo os valores numéricos

aα em ln(aα(tβ))/ln(tβ) = pα obtemos os pα mostrados na �gura 5.2, que equivalem à

(p1, p2, p3) = (1, 0, 0). Esse sistema não apresenta singularidade temporal, o que é cer-

ti�cado pela suavidade do escalar de Riemann RabcdRabcd, que é mostrado na �gura 5.3,

juntamente com o escalar de curvatura R e com o vínculo R44. Estes dois últimos perma-

necem constantes dentro da precisão do cálculo.

Na �gura 5.4 vemos a evolução temporal numericamente calculada para o sistema 2 da

tabela 5.1. Novamente, substituimos os aα numericamente calculados em ln(aα(tβ)/ln(tβ) =

pα e obtemos os pα mostrados na �gura 5.5. Dentro da precisão numérica eles equivalem

a (−1/3, 2/3, 2/3). Isto nos mostra que o sistema 2 modela numericamente o universo (4.43),

que tem contração ao longo de uma direção e expansões equivalentes ao longo das duas

outras.

Sabemos que a solução (4.43) possui uma singularidade não-eliminável em t = 0.

Para veri�car se o modelo numérico está descrevendo essa singularidade, observemos

o comportamento do escalar RabcdRabcd na �gura 5.6: ele começa a crescer na direção

de t = 0. Vemos também a �utuação do escalar de curvatura e do vínculo, que indi-

cam uma diminuição da precisão nesta direção, o que também é esperado nos arredo-

res de singularidades. Vamos então considerar uma condição inicial tipo (4.43) para t

mais próximo de zero, substituindo tinicial = 1, 0.10−5 em
(
a1 = t−1/3, a2 = t2/3, a3 = t2/3

)
e(

d
dt
a1 = −1

3
t−4/3, d

dt
a2 = 2

3
t−1/3, d

dt
a3 = 2

3
t−1/3

)
. A evolução a partir desta condição inicial e

os índices de Kasner associados são mostrados nas �guras 5.7 e 5.8, respectivamente. Ve-

mos que suas evoluções são contínuas com aquelas calculadas a partir da condição inicial

2 da tabela 5.1, exceto pela aparente quebra de continuidade dos pα próximo a t = 1; na

verdade, trata-se apenas de oscilação numérica, como podemos veri�car pela suavidade

do escalar RabcdRabcd de Riemann na região de continuidade entre as duas soluções (�gura

5.9).

Finalmente, analisando a �gura (5.10), vemos a divergência do escalar RabcdRabcd na

direção de t = 0, mostrando claramente que a solução numérica indica a existência da

singularidade neste ponto.
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Figura 5.1: Evolução temporal para o sistema 1 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.2: Índices de Kasner associados com a evolução do sistema 1 de Bianchi VII0 (tabela
5.1).
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Figura 5.3: Escalar de Riemann RabcdRabcd, escalar de curvatura R e vínculo R44 para o sistema
1 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.4: Evolução temporal para o sistema 2 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.5: Índices de Kasner associados com a evolução do sistema 2 de Bianchi VII0 (tabela
5.1).
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Figura 5.6: Escalar de Riemann RabcdRabcd, escalar de curvatura R e vínculo R44 para o sistema
2 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.7: Evolução temporal para o sistema 2 de Bianchi VII0 (tabela 5.1) na região próxima
à singularidade.
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Figura 5.8: Índices de Kasner associados com a evolução do sistema 2 de Bianchi VII0 (tabela
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Figura 5.9: Escalar de Riemann RabcdRabcd para o sistema 2 de Bianchi VII0 (tabela 5.1) na
região de continuidade.
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Figura 5.10: Escalar de Riemann RabcdRabcd, escalar de curvatura R e vínculo R44 para o
sistema 2 de Bianchi VII0 (tabela 5.1) na região próxima à singularidade.
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Os sistemas 1 e 2 (tabela 5.1) possuem condições iniciais obedecendo a2(tinicial) =

a3(tinicial). Bianchi VII0 não necessariamente precisa obedecer este tipo de condição.

Vamos agora analisar os sistemas 3 e 4, que possuem condições iniciais com a2(tinicial) 6=
a3(tinicial).

As evoluções temporais para os sistemas 3 (�gura 5.11) e 4 (�gura 5.13) da tabela 5.1

mostram que ambos possuem expansão linear em uma direção, predominante em relação

às outras.

Para o sistema 3, o escalar de Riemann RabcdRabcd apresenta uma queda negativa,

mas não muito acentuada, na proximidade de t = 0; o escalar de curvatura e o vínculo

demonstram apenas ruído numérico (�gura 5.12). Uma vez que a condição inicial foi bem

de�nida em t = 0, podemos esperar que, se existe uma singularidade, ela se encontra

antes da condição inicial testada.

Para o sistema 4, o escalar de Riemann RabcdRabcd sofre um decaimento bastante

acentuado na proximidade de t = 0, indicando aparentemente a existência de uma singu-

laridade neste ponto.
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Figura 5.11: Evolução temporal para o sistema 3 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.12: Escalar de Riemann RabcdRabcd, escalar de curvatura R e vínculo R44 para o
sistema 3 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.13: Evolução temporal para o sistema 4 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).
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Figura 5.14: Escalar de Riemann RabcdRabcd, escalar de curvatura R e vínculo R44 para o
sistema 4 de Bianchi VII0 (tabela 5.1).

5.3 Solução Numérica para Bianchi VIIA

Para o tipo VIIA de Bianchi com métrica diagonal (4.44) já demonstramos as soluções

analíticas lineares (4.55-4.57). Tais soluções são um tanto particulares, e por isso vamos

nos concentrar na solução numérica de um caso mais geral, o tipo Bianchi VIIA com

métrica não-diagonal (4.45).

Alternativamente, vamos procurar condições iniciais diagonais para (4.45) que mante-

nham a diagonalidade durante a evolução do sistema, de modo a veri�car sua similaridade

com (4.55).

O sistema de equações diferenciais para a solução de vácuo de um espaço-tempo obe-

decendo (4.45) é mostrado no apêndice A, juntamente com os vínculos.

5.3.1 Solução para Condição Inicial Não-Diagonal

Vamos simular um sistema com a condição inicial mostrada na tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Condições iniciais para sistema Bianchi VIIA com métrica não-diagonal.

A 0,1

tinicial 1, 0.10−5

a1(tinicial) 0,00245125000000000000000

a2(tinicial) 0,994227631397922072628

a3(tinicial) 0,109856219562202721010

a4(tinicial) 0,0459954479760918211611
d
dt
a1(tinicial) 245,125000000000000000

d
dt
a2(tinicial) 59,4330465162375172080

d
dt
a3(tinicial) -166,324152470685908958

d
dt
a4(tinicial) -394,582806512352940054

Tal condição inicial foi obtida fazendo tinicial = 1, 0.10−5, A = 0, 1, f = 0, 1 e

r = 0, 407955124936257011728.10−3 em (4.62-4.65), novamente com o objetivo de obter a

comparação entre a solução analítica e a numérica (�gura 5.15). De forma concordante, a

solução numérica reproduz a solução da onda plana de Lukash (4.62-4.65), que se expande

linearmente na primeira direção e é praticamente estática nas outras.

Analisando o escalar de Riemann RabcdRabcd (�gura 5.16) vemos a notória indicação de

singularidade para t = 0, o que é corroborado pelo comportamento do escalar de curvatura

R e dos vínculos nas proximidades (�gura 5.16).

Em outras simulações, nós analisamos também condições iniciais não tão próximas à

singularidade, tais como tinicial = 1 e tinicial = 10. Tais soluções se aproximam da solução

de Lukash com maior precisão do que a simulação demonstrada. Isso pode indicar um

excessivo erro numérico associado a um tinicial muito pequeno. Optamos, no entanto, por

resolver um tinicial pequeno para veri�car a indicação de singularidade.
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Figura 5.15: Evolução temporal para o sistema de métrica não-diagonal de Bianchi VIIA (tabela
5.3).
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Figura 5.16: Escalares e vínculos para o sistema de métrica não-diagonal de Bianchi VIIA
(tabela 5.3).

5.3.2 Solução para Condição Inicial Diagonal

Vamos supor condições iniciais diagonais, com a4(tinicial) = d
dt
a4(tinicial) = 0, e veri�car a

subsequente evolução do sistema. Cada novo ponto na evolução de um sistema é também

uma condição inicial do sistema. Para uma evolução diagonal, esperamos que a2(t) =

a3(t), conforme (4.49). Então usaremos diretamente essa igualdade na condição inicial.

Vamos agora veri�car como os vínculos são obedecidos por tais condições iniciais.

Os vínculos R44 e R41 para Bianchi VIIA com métrica não-diagonal são mostrados no

apêndice A. A imposição da condição inicial diagonal a4(tinicial) = d
dt
a4(tinicial) = 0,

a2(tinicial) = a3(tinicial) e d
dt
a2(tinicial) = d

dt
a3(tinicial) satisfaz os vínculos se

a1(tinicial)
d

dt
a2(tinicial) = a2(tinicial)

d

dt
a1(tinicial) (5.6)

e ∣∣∣∣ ddta1(tinicial)

∣∣∣∣ = A. (5.7)
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Para um caso mais particular, isotrópico (a1(tinicial) = a2(tinicial);
d
dt
a1(tinicial) = d

dt
a2(tinicial)),

basta que
∣∣ d
dt
a1(tinicial)

∣∣ = A. No entanto, será que satisfazer os vínculos diagonais nas

condições iniciais garante uma evolução diagonal do sistema? De fato, podemos veri�car

que, uma vez obedecido a4(tinicial) = d
dt
a4(tinicial) = 0, também d2

dt2
a4(t) = 0, e resulta daí

que a4(t) = d
dt
a4(t) = 0 para todo t na evolução. Portanto, a4(t) = 0 também constitui

um vínculo do sistema, que garante a evolução diagonal.

Consideremos dois sistemas de estudo (tabela 5.5), sendo que o último obedece con-

dição inicial isotrópica.

Tabela 5.5: Condições iniciais diagonais para Bianchi VIIA com métrica não-diagonal.

Sistema A a1(0) a2(0) a3(0) a4(0) d
dt
a1(0) d

dt
a2(0) d

dt
a3(0) d

dt
a4(0)

Sistema 1 0,2 2,0 1,0 1,0 0,0 0,2 0,1 0,1 0,0

Sistema 2 0,1 1,0 1,0 1,0 0,0 0,1 0,1 0,1 0,0

A partir das soluções destes sistemas, nota-se que ambos se expandem linearmente

nas três direções (�guras 5.17 e 5.19). O primeiro evolue igualmente ao longo de duas

direções e diferentemente ao longo da outra (�gura 5.17). Uma simples veri�cação indica

que o sistema 1 da tabela 5.5 modela a solução (4.55) com (C1;C2;A) = (2, 0; 0, 5; 0, 2).

O último sistema resolvido se expande igualmente de forma linear nas três direções com

isotropia espacial (�gura 5.19). Trata-se, portanto, de um modelo cosmológico homogêneo

e isotrópico. Uma veri�cação mostra que o sistema 2 da tabela 5.5 também modela a

solução (4.55) com (C1;C2;A) = (1, 0; 1, 0; 0, 1), e representa um universo de Milne [15].

Os vínculos para os dois sistemas são mantidos dentro de um erro numérico aceitável, e

os escalares de Riemann RabcdRabcd e de curvatura R não indicam qualquer comportamento

anômalo (�guras 5.18 e 5.20). A evolução de a4(t) para os dois sistemas (tabela 5.5) oscila

em torno de zero numa aproximação de 14 casas decimais (�guras 5.17 e 5.19).

Outras condições iniciais testadas mostraram, com parâmetro A < 1, um compor-

tamento de a4(t) similar aos sistemas 1 e 2. Para A ≥ 1, mostraram comportamentos

instáveis no intervalo, às vezes evoluindo para uma rápida violação dos vínculos. Parece,

portanto, que condições iniciais tais que o parâmetro A é pequeno produzem menos erros

numéricos do que aquelas em que A é maior. É necessário um estudo mais rigoroso sobre

esse papel do parâmetro A na evolução numérica do sistema.

As condições iniciais testadas foram escolhidas genericamente dentro da restrição dos

vínculos, e todas conduziram a uma solução linear compatível com (4.55). Veri�car a

existência ou não de soluções diagonais mais gerais que essa (por exemplo, uma evolução

diagonal não linear) será alvo de um estudo futuro.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS E DISCUSSÃO 68

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 180

 200

 220

 0  200  400  600  800  1000

a1
(t

)

t

a1(t) x t

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 110

 0  200  400  600  800  1000

a2
(t

)

t

a2(t) x t

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 110

 0  200  400  600  800  1000

a3
(t

)

t

a3(t) x t

-1e-14

-5e-15

 0

 5e-15

 1e-14

 1.5e-14

 2e-14

 0  200  400  600  800  1000

a4
(t

)

t

a4(t) x t

Figura 5.17: Evolução temporal para o sistema 1 de Bianchi VIIA com condição inicial diagonal
(tabela 5.5).
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Figura 5.18: Escalares e vínculos para o sistema 1 de Bianchi VIIA com condição inicial diagonal
(tabela 5.5).
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Figura 5.19: Evolução temporal para o sistema 2 de Bianchi VIIA com condição inicial diagonal
(tabela 5.5).
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Figura 5.20: Escalares e vínculos para o sistema 2 de Bianchi VIIA com condição inicial diagonal
(tabela 5.5).



Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Ao longo deste trabalho, mostramos como desenvolver um formalismo tetrádico capaz

de descrever modelos cosmológicos homogêneos. Esse formalismo foi descrito em termos

de bases gerais de�nidas pela relação de comutação dos grupos homogêneos de Lie e

classi�cadas pelos modelos cosmológicos de Bianchi.

Nos concentramos em soluções de vácuo, que são as mais naturais para descrever o

universo próximo ao seu surgimento. Também é nesse regime que modelos cosmológicos

anisotrópicos, tais como Bianchi, se apresentam como boas alternativas.

Obtivemos as equações de campo para soluções de vácuo dos tipos I, VII e IX de

Bianchi, supondo uma métrica diagonal. Também averiguamos o caso VIIA com uma

métrica não-diagonal. Na determinação das soluções numéricas nos concentramos apenas

no caso de Bianchi VII.

Para Bianchi VII0 mostramos as soluções analíticas particulares (4.42) e (4.43), que

descrevem uma espaço-tempo com comportamento particular de Kasner: a primeira de um

espaço-tempo sem instante de singularidade, com expansão linear numa direção e estático

nas outras; a segunda de um espaço-tempo com expansão em duas direções e contração

na outra, com singularidade em t = 0. Posteriormente, estas duas soluções particulares

foram numericamente obtidas. Tais resultados numéricos de soluções conhecidas servem,

principalmente, para testar a e�ciência do método numérico: ele se mostrou con�ável

para determinar o comportamento da evolução e a aproximação da singularidade. Para

condições iniciais mais gerais, obtivemos originalmente soluções de espaços-tempos com

expansões lineares numa direção, predominante em relação às outras, quase estáticas.

Para Bianchi VIIA com métrica diagonal, calculamos de forma original a solução ana-

lítica (4.55), que representa um universo plano com expansão linear anisotrópica. Poste-

riormente foi numericamente obtida para um estudo de evoluções diagonais.

Para Bianchi VIIA com métrica não-diagonal, comparamos nossa solução numérica

com a solução da onda plana de Lukash (4.62-4.65). Neste teste o cálculo numérico se

mostrou menos preciso para condições iniciais próximas à singularidade, o que acreditamos

se tratar de uma maior sensibilidade numérica à tais condições iniciais.
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Testamos também condições iniciais diagonais para este último caso. Veri�camos que

as possíveis condições iniciais diagonais são bem de�nidas (restringidas) pelos vínculos,

isto é, nossa liberdade de escolha de condições iniciais diagonais deve se restringir a (5.6)

e (5.7). De fato veri�camos que as condições iniciais diagonais testadas numericamente

resultaram num espaço-tempo com expansão linear ao longo de todas as direções, sem

singularidades. Neste mesmo teste veri�camos também a evolução linear homogênea

e isotrópica do universo para uma condição inicial diagonal isotrópica. Portanto, em

todos os casos, isotrópico ou não, a solução numérica diagonal resultou na solução linear

(4.55) que havíamos calculado analiticamente. Mostrar a existência ou a inexistência de

condições iniciais diagonais que evoluam para uma solução mais geral que a solução linear

(4.55) é alvo de um estudo futuro mais rigoroso.

Por �m, mencionamos que de acordo com [2], qualquer solução Bianchi VII ortogonal

é assintóticamente do tipo Kasner, onda plana ou Milne, o que rea�rma os resultados que

encontramos. No entanto, até onde sabemos, as soluções que calculamos dadas por (4.43)

e (4.55) aparentemente ainda não foram obtidas explicitamente na literatura pelo método

com o qual as obtivemos neste trabalho.

Como perspectiva de estudos futuros, temos a pretensão de aprofundar nossa investi-

gação sobre as soluções numéricas dos universos de Bianchi, assim como re�nar o método

de tratamento de condições iniciais, na busca de conjuntos de condições iniciais que re-

sultem em soluções com características especiais. Neste contexto pretendemos investigar

numericamente o efeito atrator da onda plana de Lukash [13, 2], a relação entre as con-

dições iniciais e os potenciais que implicam nas transições BKL do regime de Kasner

[4, 15], incluindo a averiguação de fractais nas condições iniciais para a solução de saída

[21]. Pretendemos também acrescentar o formalismo hamiltoniano ao desenvolvimento de

nossos estudos. Outras perspectivas interessantes partem para a análise da isotropização

do modelo e da inclusão de matéria, em adição a solução de vácuo.
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Apêndice A

Equações de Campo da Métrica

Não-Diagonal

A solução de vácuo para o espaço-tempo homogêneo com métrica não-diagonal síncrona

(4.45) resulta no seguinte sistema de equações:

R11 =
(a2 (t))2 (a3 (t))2

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 + a1 (t)
d2

dt2
a1 (t)

−
a1 (t)

(
d
dt
a1 (t)

)
a4 (t) d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 − 2
(a4 (t))2

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−1/2
(a3 (t))4

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
a1 (t)

(
d
dt
a1 (t)

)
(a2 (t))2 a3 (t) d

dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−1/2
(a2 (t))4

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 + 2
(a4 (t))2A2

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 −

−2
(a3 (t))2 (a2 (t))2A2

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
a1 (t)

(
d
dt
a1 (t)

)
(a3 (t))2 a2 (t) d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 = 0,

(A.1)
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R14 = 2

(
d
dt
a1 (t)

)
(a3 (t))2 (a2 (t))2A

a1 (t)
(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) − 2

(
d
dt
a1 (t)

)
(a4 (t))2A

a1 (t)
(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)

−
(a3 (t))2 a2 (t)A d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
a4 (t)A d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−1/2
(a3 (t))2 d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
a4 (t) a3 (t) d

dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−
a4 (t) a2 (t) d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 + 1/2
(a2 (t))2 d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

a3 (t) (a2 (t))2A d
dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 = 0,

(A.2)

R22 =

(
d
dt
a1 (t)

)
a2 (t) d

dt
a2 (t)

a1 (t)
+ 1/2

(a4 (t))2 (a3 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+3/2

(a4 (t))2 (a2 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) + 1/2
(a2 (t))6

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
−(a2 (t))2A2

(a1 (t))2 − 2
a4 (t)A

(a1 (t))2 − 1/2
(a3 (t))2

(a1 (t))2 + 1/2
(a2 (t))2

(a1 (t))2

+
(a4 (t))2A2 (a2 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) − (a3 (t))2 (a2 (t))4A2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+

(a2 (t))3 ( d
dt
a2 (t)

)
a3 (t) d

dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 − 1/2
(a3 (t))2 (a2 (t))4

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
−1/2

(a2 (t))2 ( d
dt
a4 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +

(
d

dt
a2 (t)

)2

+ a2 (t)
d2

dt2
a2 (t)

−
(a2 (t))2 ( d

dt
a2 (t)

)2
(a3 (t))2

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +

(
d
dt
a4 (t)

)
a4 (t) a2 (t) d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 = 0,

(A.3)
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R23 =
a4 (t)A2 (a3 (t))2 (a2 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) +
(a4 (t))3

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+1/2

(
d
dt
a1 (t)

)
d
dt
a4 (t)

a1 (t)
+ 1/2

a4 (t) (a3 (t))4

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+

(a4 (t))3A2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) + 1/2
(a2 (t))4 a4 (t)

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+1/2

d2

dt2
a4 (t) +

a4 (t)

(a1 (t))2 − 1/2

(
d
dt
a4 (t)

)
(a3 (t))2 a2 (t) d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

+2
a2 (t)

(
d
dt
a2 (t)

)
a4 (t) a3 (t) d

dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 − 1/2
(a3 (t))2A

(a1 (t))2 + 3/2
(a2 (t))2A

(a1 (t))2

−1/2
(a2 (t))4A (a3 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) − 1/2
(a2 (t))2A (a3 (t))4

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+1/2

(a2 (t))2A (a4 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) + 1/2
(a4 (t))2A (a3 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
−a4 (t)A2

(a1 (t))2 = 0,

(A.4)

R33 =

(
d
dt
a1 (t)

)
a3 (t) d

dt
a3 (t)

a1 (t)
+ 1/2

(a3 (t))6

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+3/2

(a4 (t))2 (a3 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) + 1/2
(a4 (t))2 (a2 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+2

a4 (t)A

(a1 (t))2 + 1/2
(a3 (t))2

(a1 (t))2 − 1/2
(a2 (t))2

(a1 (t))2 −
(a3 (t))2A2

(a1 (t))2

− (a3 (t))4 (a2 (t))2A2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) +
(a4 (t))2A2 (a3 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
+

(a3 (t))3 ( d
dt
a3 (t)

)
a2 (t) d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 − 1/2
(a3 (t))4 (a2 (t))2

(a1 (t))2 ((a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)
−1/2

(a3 (t))2 ( d
dt
a4 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +

(
d

dt
a3 (t)

)2

+ a3 (t)
d2

dt2
a3 (t)

+
a3 (t)

(
d
dt
a3 (t)

)
a4 (t) d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 −
(a3 (t))2 ( d

dt
a3 (t)

)2
(a2 (t))2

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 = 0

(A.5)
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R44 = −4
a3 (t) a2 (t)

(
d
dt
a2 (t)

)
d
dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 −
(a2 (t))2 ( d

dt
a3 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−
(a2 (t))2 a3 (t) d2

dt2
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 + 3/2
(a4 (t))2 ( d

dt
a4 (t)

)2(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2

−
(a3 (t))2 ( d

dt
a2 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 −

(a3 (t))2 a2 (t) d2

dt2
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

+
(a3 (t))4 (a2 (t))2 ( d

dt
a2 (t)

)2(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 +

(
d
dt
a4 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

+
a4 (t) d2

dt2
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
(a2 (t))4 (a3 (t))2 ( d

dt
a3 (t)

)2(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2

−
d2

dt2
a1 (t)

a1 (t)
− 2

a4 (t)
(
d
dt
a4 (t)

)
(a2 (t))2 a3 (t) d

dt
a3 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2
−2

(a4 (t))2 a3 (t)
(
d
dt
a3 (t)

)
a2 (t) d

dt
a2 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 + 4
(a3 (t))3 (a2 (t))3 ( d

dt
a2 (t)

)
d
dt
a3 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2
−2

(a3 (t))2 a2 (t)
(
d
dt
a2 (t)

)
a4 (t) d

dt
a4 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 − 1/2
(a3 (t))2 ( d

dt
a4 (t)

)2
(a2 (t))2(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 = 0.

(A.6)
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Os vínculos para (4.45) são:

R14 = 2

(
d
dt
a1 (t)

)
(a3 (t))2 (a2 (t))2A

a1 (t)
(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2) − 2

(
d
dt
a1 (t)

)
(a4 (t))2A

a1 (t)
(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)

−
(a3 (t))2 a2 (t)A d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
a4 (t)A d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−1/2
(a3 (t))2 d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
a4 (t) a3 (t) d

dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−
a4 (t) a2 (t) d

dt
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 + 1/2
(a2 (t))2 d

dt
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

a3 (t) (a2 (t))2A d
dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 = 0

(A.7)

e

R44 = −4
a3 (t) a2 (t)

(
d
dt
a2 (t)

)
d
dt
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 −
(a2 (t))2 ( d

dt
a3 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

−
(a2 (t))2 a3 (t) d2

dt2
a3 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 + 3/2
(a4 (t))2 ( d

dt
a4 (t)

)2(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2

−
(a3 (t))2 ( d

dt
a2 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 −

(a3 (t))2 a2 (t) d2

dt2
a2 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

+
(a3 (t))4 (a2 (t))2 ( d

dt
a2 (t)

)2(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 +

(
d
dt
a4 (t)

)2
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2

+
a4 (t) d2

dt2
a4 (t)

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2 +
(a2 (t))4 (a3 (t))2 ( d

dt
a3 (t)

)2(
(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2

−
d2

dt2
a1 (t)

a1 (t)
− 2

a4 (t)
(
d
dt
a4 (t)

)
(a2 (t))2 a3 (t) d

dt
a3 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2
−2

(a4 (t))2 a3 (t)
(
d
dt
a3 (t)

)
a2 (t) d

dt
a2 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 + 4
(a3 (t))3 (a2 (t))3 ( d

dt
a2 (t)

)
d
dt
a3 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2
−2

(a3 (t))2 a2 (t)
(
d
dt
a2 (t)

)
a4 (t) d

dt
a4 (t)(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 − 1/2
(a3 (t))2 ( d

dt
a4 (t)

)2
(a2 (t))2(

(a2 (t))2 (a3 (t))2 − (a4 (t))2)2 = 0.

(A.8)
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