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Wesley José da Rocha

Orientadores: Profa. Maria Emı́lia Xavier Guimarães
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Bytsenko, parceiros neste trabalho de descobertas
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3.3 Cordas cósmicas em relatividade geral . . . . . . . . . . . . . 68

3.3.1 O campo gravitacional de
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Resumo

Neste trabalho, obtemos uma solução exata para a métrica exterior de

uma corda cósmica local, neutra e retiĺınea, numa teoria alternativa da

gravitação, a teoria NDL. A propriedade fundamental dessa teoria, e que

a distingue da relatividade geral, é resumida na hipótese de que a interação

gravidade−gravidade não ocorre do mesmo modo que a interação matéria−gra-

vidade. A teoria NDL viola, portanto, o prinćıpio da equivalência forte.

A solução é dada por uma famı́lia de parâmetros que pode ser interpretada

como se a métrica adquirisse termos do tipo corrente, surgidos por causa da

não-linearidade da teoria.
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Abstract

In this work, we derive an exact solution for the exterior metric of a local

cosmic string, neutral and rectilinear, in an alternative gravitation theory, the

NDL theory. The fundamental property of that theory, which differentiates

it from the general relativity theory, is summed up in the hypothesis that the

gravity-gravity interaction does not occur the same way the matter-gravity

interaction does. Therefore the NDL theory violates the strong equivalence

principle.

The solution is given by a family of parameters that may be interpreted

as if the metric were in current-like terms, which come from the theory’s

nonlinearity.
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Preâmbulo

Entrou em vigor no ińıcio deste ano uma nova formulação da ortografia da

Ĺıngua Portuguesa. Esta tese, no entanto, encontra-se nos moldes antigos.

Primeiro, porque a tese começou a ser escrita antes da reforma. Segundo,

porque tanto o autor quanto seus orientadores ainda trazem dúvidas quanto

à correta aplicação das novas regras. Assim, pedimos − autor e orientadores

− a compreensão e a complacência dos leitores.
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Introdução

Um dos programas na linha de frente em teoria quântica de campos é

o que busca uma teoria que unifique as teorias da gravitação e quântica.

Essa busca, até o momento, foi bem sucedida à “tree-level”, ou seja, em

aproximação de 1-loop, mas os esforços para encontrar uma teoria exata

continuam.

Os mais comemorados candidatos na literatura − as teorias de supercor-

das, as teorias-M e a supergravidade − prevêem que a quantização exige di-

mensões extras. Essas teorias, quando reduzidas a sua forma efetiva em qua-

tro dimensões, devem englobar a relatividade geral como limite assintótico.

Por não ser uńıvoco o processo de compactificação ou de redução dimen-

sional, existem muitas teorias efetivas na literatura e, nesta tese, escolhemos

uma delas − a teoria NDL −, com o objetivo de testá-la. O estudo aqui de-

senvolvido, deve-se ser dito, não é nem pretende ser conclusivo, pois deman-

dariam comparações com observações de satélites, dados a que não temos,

por enquanto, acesso.

Embora a maioria dos f́ısicos acredite, por exemplo, que a observação

de ondas gravitacionais confirmará as predições da relatividade geral a esse

respeito, não se deve esquecer que essa é uma expectativa baseada apenas

em pré-julgamentos. O grande sucesso da relatividade geral, comprovado

em muitos experimentos, é o que faz crer que deverá ser assim também no

caso das ondas gravitacionais. Entretanto, a relatividade geral não estará
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destrúıda caso as observações das ondas gravitacionais discordem do que ela

prevê, e a grande crença de que ondas gravitacionais não tardarão a ser detec-

tadas torna a época em que vivemos adequada a uma revisão dos fenômenos

gravitacionais.

O prinćıpio da equivalência, a garantia de que qualquer tipo de matéria

interage do mesmo modo com o campo gravitacional, deu a Einstein a pos-

sibilidade de tratar o fenômeno gravitacional como uma modificação da ge-

ometria do espaço-tempo. Mas esse comportamento “universal” ocorreria

também no caso da interação da gravidade com ela mesma? Por meio de

uma hipótese impĺıcita, a relatividade geral responde afirmativamente a essa

questão [9, 53, 57]. O fato de a gravidade conter energia como qualquer outro

campo é o que fortalece a crença que valida uma extrapolação para incluir

a auto-interação, apesar de não existir nenhuma evidência observacional que

sustente essa atitude.

Foi essa hipótese, ainda hoje distante de qualquer sustentação observa-

cional, que levou ao mais notável resultado da relatividade geral: os processos

gravitacionais nada mais são do que uma modificação universal da geometria

do espaço-tempo. Nisso, resume-se toda a beleza da relatividade geral: a

componente da métrica g00 representa o potencial gravitacional. Portanto,

curvatura implica presença de matéria e vice-versa, e o Lema de Gauss [54]

ganha uma dimensão nunca imaginada.

Entretanto, quando se pretende que a observação seja o guia inseparável

no estudo da natureza, deve-se deixar claro que:

• No caso da interação matéria−gravidade, o esquema de geometrização

da gravidade fornecido pela relatividade geral parece ser um bom pro-

cedimento.
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• Não há evidência observacional que garanta uma descrição da interação

gravidade−gravidade nos moldes da interação matéria−gravidade.

Portanto, quando se busca não fugir do tradicional método cient́ıfico de

submeter as teorias a observações, deve-se notar que a modificação universal

da geometria proposta pela relatividade geral é na verdade uma extrapolação,

ainda não confirmada por experimentos. Conseqüentemente, com relação à

interação gravidade−gravidade é preciso levar em conta duas alternativas

mutuamente excludentes:

• A gravidade acopla-se a ela mesma como qualquer outra forma de ener-

gia.

• A gravidade acopla-se a ela mesma de um modo distinto do que ocorre

entre ela e as outras formas de energia.

No primeiro caso, a proposta da relatividade geral− a modificação univer-

sal da geometria − torna-se um cenário natural. Apesar disso, a ausência de

evidência experimental exige que a questão seja resolvida ou por argumen-

tos teóricos ou por algum tipo de imposição adicional sobre o mecanismo

de interação. A hipótese de Einstein que considerou a interação gravida-

de−gravidade em pé de igualdade com a interação matéria−gravidade pare-

ceu ser a mais natural, mas nos anos iniciais da teoria a inexistência de

observações adiou a decisão. Mais tarde, na década de 1950, a descoberta

de um modo de tratar a gravidade em termos de uma teoria de campo [3]

deixou a hipótese de Einstein menos questionável.

Neste trabalho, mostra-se um modo alternativo de gerar uma teoria de

campo da gravidade, a teoria NDL − assim chamada por causa dos nomes

do autores: M. Novello, V. A. De Lorenci e Luciane R. de Freitas [1]. A

propriedade fundamental, base da teoria NDL e que a distingue da rela-

tividade geral, é resumida nesta hipótese: a universalidade da interação
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matéria−gravidade é admitida, mas a interação gravidade−gravidade ocorre

de maneira distinta. A mais importante conseqüência da teoria é sua predição

acerca da velocidade de propagação de ondas gravitacionais, distinta da ve-

locidade prevista pela relatividade geral.

Isso mostra que, com relação às ondas gravitacionais, é um prejúızo

teórico admitir que a relatividade geral já resolveu a questão. Não se chegará

à solução antes que se consiga observar tais ondas.

Na teoria NDL, as ondas gravitacionais se propagam numa geometria

efetiva que não é a geometria onde a matéria se propaga. Pode-se então

perguntar: qual é a verdadeira geometria do espaço-tempo? A resposta: de-

pende da instrumentação que se usa para observá-la. Com exceção da energia

gravitacional, todas as formas de energia medem a mesma modificação do

espaço-tempo curvo. Já as ondas gravitacionais se comportam como se elas

estivessem mergulhadas numa outra geometria.

Um exemplo simples de uma teoria que mostra essas idéias é tomado

como modelo. É uma teoria não-linear para um campo de spin 1, proposta

por Born [10, 11, 12]. O desenvolvimento da teoria NDL segue um caminho

similar, obviamente no caso do campo de spin 2, e ficará claro que, enquanto

na teoria de Born a não-linearidade é uma possibilidade, no caso do campo

de spin 2 da teria NDL a não-linearidade é obrigatória.

O objetivo principal aqui é o de resolver as equações de campo da teoria

NDL para uma configuração que caracteriza a existência de cordas cósmicas

locais. As eventuais diferenças entre os resultados deste estudo e os corres-

pondentes da relatividade geral − elas devem, obviamente, existir − é que

possibilitarão, num futuro próximo, distinguir do ponto de vista observa-

cional uma teoria da outra.
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Esta tese apresenta-se da seguinte forma: nos caṕıtulos 1 e 2, fazemos

uma revisão da teoria NDL e fornecemos um exemplo de solução para uma

métrica estática e de simetria esférica nessa teoria; o caṕıtulo 3 traz uma

revisão das soluções do tipo vórtices (cordas cósmicas) e de outros defeitos

topológicos em teoria de campos; no caṕıtulo 4, finalmente, tratamos das

configurações do tipo vórtices na teoria NDL; apresentamos no caṕıtulo 5

nossas conclusões.
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Caṕıtulo 1

A teoria NDL

O prinćıpio da equivalência é um dos pilares da relatividade geral, e uma

medida de sua importância para a teoria de Einstein é dada pelo fato de esse

prinćıpio ocupar o centro da idéia de espaço-tempo curvo [54]. Com mais

cuidado, entretanto, deve-se fazer a distinção entre o prinćıpio da equivalência

fraco e o prinćıpio da equivalência forte. Resumidamente, o primeiro deles

garante que − com exceção do campo gravitacional − todos os campos de

matéria interagem com a gravidade do mesmo modo (mecanismo chamado

acoplamento universal); já o prinćıpio da equivalência forte não exclui ne-

nhum campo, ou seja, ele enuncia que todos os campos − inclusive o gra-

vitacional − interagem com a gravidade do mesmo modo.

Mas não há evidência que sustente o prinćıpio da equivalência forte, ou

seja, não se sabe de que maneira a gravidade se acopla a ela mesma, e é

precisamente essa questão que é explorada pela teoria NDL [1]. A NDL é

uma teoria do campo gravitacional, no esṕırito das teorias de Feynman [3] e

Deser [4], na qual o prinćıpio da equivalência forte é violado: a gravidade não

se acopla a ela mesma do modo como ocorre entre ela e os outros campos.
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1.1 Definições e notações

A fim de exibir a covariância geral da teoria, a métrica auxiliar de Minkowski

γµν é escrita num sistema de coordenadas arbitrário, com a derivada covari-

ante correspondente dada por

Vµ;ν = Vµ,ν −∆α
µνVα, (1.1)

em que

∆α
µν =

1

2
γαβ (γβµ,ν + γβν,µ − γµν,β) . (1.2)

O tensor de curvatura associado é identicamente nulo:

Rαβµν (γελ) = 0. (1.3)

Define-se o tensor Fαµν , chamado campo gravitacional e descrito em ter-

mos da variável simétrica ϕµν (tratada como o potencial), por

Fαβµ =
1

2

(
ϕµ[α;β] + F[αγβ]µ

)
, (1.4)

em que o śımbolo de anti-simetrização [ ] é usado como em

[A,B] ≡ AB −BA. (1.5)

Para a simetrização, será usado o śımbolo ( ):

(A,B) ≡ AB +BA. (1.6)
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O traço Fα é tal que

Fα ≡ Fαµνγ
µν

=
1

2

(
ϕν[α;µ] + F[αγµ]ν

)
γµν

=
1

2
(ϕνα;µ − ϕνµ;α + Fαγµν − Fµγαν) γµν

=
1

2
(ϕνα;µγ

µν − ϕνµ;αγ
µν + Fαγµνγ

µν − Fµγανγµν) γµν

=
1

2
(ϕνα;µγ

µν − ϕ,α + 4Fα − Fµδµα)

=
1

2
(ϕαν;µγ

µν − ϕ,α + 3Fα)

= ϕ,α − ϕαµ;νγ
µν . (1.7)

A quantidade Fαβµ é anti-simétrica nos dois primeiros ı́ndices, ou seja,

Fαµν + Fµαν = 0, (1.8)

pois isso segue imediatamente da definição:

Fαµν + Fµαν =
1

2
(ϕνα;µ − ϕνµ;α + Fαγµν − Fµγαν)

+
1

2
(ϕνµ;α − ϕνα;µ + Fµγαν − Fαγµν)

= 0.

Além disso, vale a identidade ćıclica,

Fαµν + Fµνα + Fναµ = 0. (1.9)

16



De fato,

Fαµν + Fµνα + Fναµ =
1

2
(ϕνα;µ − ϕνµ;α + Fαγµν − Fµγαν)

+
1

2
(ϕαµ;ν − ϕαν;µ + Fµγνα − Fνγµα)

+
1

2
(ϕµν;α − ϕµα;ν + Fνγαµ − Fαγνµ)

= 0.

A constante de Einstein k é dada em termos da constante de Newton GN

e da velocidade da luz c:

k =
8πGN

c4
. (1.10)

1.2 Do acoplamento universal à geometrização

de Einstein

Durante a década de 1960, Feynman buscou quantizar a gravidade, ou

seja, ele tentou forjar uma śıntese da relatividade geral e dos prinćıpios da

mecânica quântica. Sua abordagem da relatividade geral, naquela época,

baseou-se no desejo que ele tinha de chegar do modo mais direto posśıvel à

teoria quântica da gravitação. Com essa proposta, Feynman encarou as su-

tilezas geométricas como mera distração. De fato, a abordagem geométrica

convencional obscureceria a relação entre a gravitação e a eletrodinâmica.

Chega-se à eletrodinâmica clássica de Maxwell a partir da observação de

que o fóton é uma part́ıcula sem massa e de spin 1. A forma de uma teo-

ria quântica para uma part́ıcula sem massa e de spin 1 acoplada à matéria

carregada é fortemente restringida por prinćıpios fundamentais, como a in-

variância de Lorentz e a conservação da probabilidade. A versão autocon-

sistente da teoria quântica disso resultante, a eletrodinâmica quântica, é
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governada no limite clássico pelas equações de campo de Maxwell.

Encorajado por essa analogia, Feynman viu a teoria quântica da gravitação

como “apenas outra teoria quântica de campo”. Então, ele se pergunta se

seria posśıvel encontrar uma teoria quântica de campo que descrevesse um

part́ıcula sem massa e de spin 2, o gráviton, acoplada à matéria, no espaço-

tempo de Minkowski. O limite clássico dessa teoria seria governado, obvia-

mente, pelas equações de campo de Einstein. Assim, Feynamn se preocupa

sobretudo com os aspectos da teoria quântica responsáveis pela forma que

essa teoria adquiriria no limite clássico. O tensor de curvatura, por exem-

plo, é introduzido inicialmente apenas como dispositivo para a construção de

termos, na ação gravitacional, com as desejadas propriedades de invariância.

Só um pouco mais adiante, é que a curvatura seria interpretada em termos

do transporte paralelo de um vetor tangente, numa variedade curva.

Um aspecto crucial da teoria quântica desejada é que o gráviton possui

apenas dois estados de helicidade. Portanto, o campo gravitacional clássico

também deve possuir apenas dois graus dinâmicos de liberdade. Porém, o

campo clássico que corresponde à part́ıcula de spin 2 é um tensor simétrico

hµν com dez componentes. Como quatro dessas componentes, h0µ, não são

dinâmicas, restam seis componentes dinâmicas hij para descrever os dois es-

tados de helicidade. É essa incompatibilidade entre o número de estados da

part́ıcula e o número de componentes do campo que causa sérias restrições à

teoria quântica da gravitação.

Para contornar a incompatibilidade, é necessário que a teoria incorpore

uma redundância de modo que diferentes configurações do campo clássico

descrevam um mesmo estado. Em outras palavras, a teoria deve ser uma

teoria de calibre. Para o campo sem massa e de spin 2, o prinćıpio de calibre

que se exige é o da covariância geral, que leva à teoria de Einstein.
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Feynman constrói uma ação quadrática para o campo sem masssa de

spin 2, com acoplamento linear ao tensor de energia−momento. Depois de

analisar a invariância de calibre da resultante equação linear de campo, ele

nota que se pode inferir o auto-acoplamento não-linear do campo quando se

exige a invariância de calibre das amplitudes de espalhamento. Porém, Feyn-

man não executa essa tarefa, apenas comenta que ela deve ser muito árdua.

É por outro método, baseado na condição de consistência, que ele chega à

equação de campo clássica não-linear, ou seja, à equação de Einstein. Mas,

já que a equação linear de campo (campo livre sem massa e de spin 2) possui

necessariamente uma invariância de calibre − para remover os estados de he-

licidade indesejados −, então modificações genéricas nessa equação (como as

que ocorrem quando o campo de spin 2 é acoplado à matéria) não garantem

solução. Os novos termos na equação modificada devem respeitar a condição

de consistência, que é, essencialmente, a exigência de que esses termos não

violem a simetria de calibre. Essa condição de consistência é suficiente para

obter a equação não-linear de campo.

Com mais detalhes, o problema era este: encontrar uma ação F [h] para

o campo hµν , de spin 2, tal que a equação do campo gravitacional

δF

δhµν
= T µν (1.11)

fosse consistente com a equação do movimento para a matéria (T µν é o ten-

sor de energia−momento da matéria). Feynmam encontrou uma expressão

quadrática para F , que produz uma equação linear de campo, consistente

enquanto o tensor T µν é conservado, ou seja, enquanto T µν,ν = 0. A difi-

culdade é que, uma vez que o campo hµν se acopla à matéria, a equação do

movimento para a matéria é modificada por forças gravitacionais, e T µν,ν não

mais se anula. Isso significa que a equação de campo para hµν e a equação

do movimento para a matéria não são compat́ıveis entre si, ou seja, não pos-
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suem soluções simultâneas. É esse o problema de consistência da teoria linear.

Depois de exigir que não se perdesse a compatibilidade entre a equação de

campo para hµν e a equação do movimento para a matéria, Feynman infere

que correções não-lineares de ordem mais elevada deveriam ser acrescentadas

à ação F [h]. A condição de consitência pode ser expressa na forma de um

prinćıpio de invariância, ao qual a ação obedece, e que é exatamente a in-

variância sob transformações gerais de coordenadas. A partir dáı, a análise

de Feynman segue padrões convencionais e leva a esta conclusão: a mais geral

e consistente equação de campo que envolve no máximo duas derivadas é a

equação de Einstein, com uma constante cosmológica.

As correções não-lineares resultantes possuem uma interessante inter-

pretação f́ısica. Sem elas, a gravidade não se auto-acoplaria. Com as correções

inclúıdas, a fonte do campo gravitacional é o tensor de energia−momento to-

tal, ou seja, o tensor que leva em conta também a contribuição do próprio

campo gravitacional. Isso revela, com outras palavras, que o prinćıpio da

equivalência (forte) está embutido na teoria.

A equação de campo para o campo livre, sem massa e de spin 2 foi obtida,

em 1939, por Fierz e Pauli [21]. Depois disso, a idéia de tratar a gravidade

de Einstein como uma teoria de um campo de spin 2 num espaço plano

tem, ocasionalmente, aparecido na literatura. A primeira tentativa publi-

cada de obter o acoplamento não-linear na teoria de Einstein foi a de Suraj

N. Gupta, em 1954 [27]. Gupta notou que a ação da teoria deveria obedecer

a uma condição de consistência não trivial, condição a que a relatividade

geral obedece. Não forneceu, entretanto, nenhum argumento que garantisse

a unicidade da equação de campo de Einstein. Grosso modo, o argumento

de Gupta é como segue.
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Para o campo livre, sem massa e de spin 2, a equação de Fierz (linear) é

G(L)
µν = −kTµν , (1.12)

em que a quantidade

G(L)
µν = −kTµν ≡ 2φµν−φαµ;αν−φαν;αµ+φαα;µν−γµν

(
2φαα − φ

αβ
;αβ

)
(1.13)

possui o divergente nulo. Então, por compatibilidade, também deve ser nulo

o divergente do tensor de energia−momento da matéria Tµν . Mas, já que o

campo gravitacional contribui com sua própria energia para o balanço da lei

da conservação, o tensor Tµν não pode ser separadamente conservado. É nesse

ponto, precisamente, que a hipótese que faz a interação gravidade−gravidade

seguir o mesmo comportamento da interação matéria−gravidade atua como

guia na escolha da contribuição gravitacional como fonte de G
(L)
µν . Isso

significa que se deve adicionar ao tensor Tµν o correspondente tensor de

energia−momento do campo gravitacional.

A idéia é proceder passo a passo. Inicialmente, adiciona-se ao membro di-

reito da equação (1.13) o tensor T (1)
µν , ou seja, o tensor de energia−momento

da equação linear da gravidade. Como conseqüência, deve-se adicionar à la-

grangiana original um termo de ordem mais alta que produzirá, depois da

variação, o tensor T (1)
µν . Mas isso gera uma nova condição de compatibili-

dade, que é resolvida quando se adiciona, novamente ao membro direito de

(1.13), um termo de uma ordem mais alta, T (2)
µν . Mais uma vez, porém, surge

a condição que exige outro termo na lagrangiana. Portanto, esse processo

prossegue indefinidamente, pois em cada passo deve-se acrescentar um termo

à lagrangiana de modo a reaver a compatibilidade perdida no passo imedi-

atamente anterior.

Esse procedimento geraria uma série infinita cuja soma produziria as

equações de Einstein. Gupta esboçou essas idéias, mas não as levou adi-

ante, ou seja, ele não executou os cálculos que as sustentassem. A primeira
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versão completa de seus argumentos foi publicada por S. Deser, em 1970 [4].

Antes de Gupta, Robert Kraichnan estudara o mesmo problema de obter

a relatividade geral como uma consistente teoria de um campo sem massa e

de spin 2, num espaço plano. Ele descreve os resultados em seu trabalho de

fim de curso no MIT, em 1946−1947 [32], e continua a desenvolver essa pro-

posta em 1949−1950. Kraichnan não publicou nenhum resultado até 1955

[33, 34], quando então conseguiu uma versão que o encorajaria. Diferente-

mente de Gupta, ele não admitiu que a gravidade se acopla ao tensor de

energia−momento total. Em vez disso, como Feynman, obteve o resultado

como uma conseqüência da consistência das equações de campo.

Uma análise mais geral da condição de consistência da equação de campo,

executada mais tarde por Robert M. Wald [52], leva a conclusões análogas

àquelas de Feynman e Kraichnan.

Uma abordagem do problema de deduzir a forma da interação gravita-

cional, bastante diferente do que era proposto, foi desenvolvida por S. Wein-

berg [55, 56]. Por meio de considerações acerca das propriedades das ampli-

tudes do espalhamento gráviton−gráviton, Weinberg mostrou que a teoria

da interação de uma part́ıcula sem massa e de spin 2 só pode ser Lorentz-

invariante se o acoplamento entre a part́ıcula e a matéria for o acoplamento

universal. Em outras palavras, apenas se o prinćıpio da equivalência estiver

presente. Num sentido, o argumento de Weinberg é o mais forte de todos,

pois a propriedade que garante o acoplamento entre o gráviton e o tensor de

energia−momento decorre de outro prinćıpio: o estabelecimento do prinćıpio

da equivalência assegura a obtenção da teoria de Einstein.

A teoria NDL reanalisa essa descrição tradicional, a gravidade como uma

teoria de campo, e mostra que o procedimento que leva à compatibilidade
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não é único.

1.2.1 A teoria linear de Fierz revisitada

Como motivação para o desenvolvimento da teoria NDL (teoria não-

linear), neste item mostra-se que a teoria linear de campo de spin 2 pode

ser descrita por meio dos invariantes do campo gravitacional Fαµν . Os dois

únicos invariantes do campo são

A ≡ FαµνF
αµν (1.14)

e

B ≡ FµF
µ, (1.15)

e a covariância geral exige que a lagrangiana seja um funcional de A e B, ou

seja,

L = L(A,B). (1.16)

A teoria linear de campo de spin 2 é dada pela ação

SL =

∫
d4x
√
−γ(A−B), (1.17)

em que γ é o determinante de γµν . Isso é facilmente verificado, pois, a menos

de uma divergência total, pode-se escrever [5, 6]

SL =

∫
d4x
√
−γϕµνGL

µν (1.18)

ou

SL = −
∫
d4x
√
−γϕµνF λ

(µν);λ =

∫
d4x
√
−γϕµν;λFλ(µν), (1.19)

e uma manipulação dessa expressão mostra que

ϕµν;λFλ(µν) = −2(A−B). (1.20)
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A argumentação acima revela que qualquer teoria que forneça a equação

linear de Fierz no limite de campo fraco deve se reduzir à combinação dos

invariantes A e B apresentada. Essa conclusão motiva o exame de teorias

cujos funcionais dependam apenas de tal combinação, e é esse o caso da teo-

ria NDL.

A seguir, apresenta-se um resumo de uma teoria não-linear de campo de

spin 1. É um exemplo que possui muitas propriedades em profunda analogia

com o caso do campo de spin 2 e que servirá de guia para a análise mais

complexa da teoria NDL.

1.2.2 Exemplo de uma teoria não-linear de campo de
spin 1

Seja a ação dada por

S =

∫
d4x
√
−γL(F ), (1.21)

em que a lagrangiana depende não-linearmente do invariante F do campo

Fµν , obtido por

F ≡ FµνF
µν . (1.22)

Então, a equação do movimento é dada por

{LFF µν};ν =
1

4
Jµ, (1.23)

em que LF é a derivada funcional da lagrangiana com relação ao invariante.

A teoria de Maxwell decorre da equação acima quando LF = −1
4
.
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A análise é agora limitada a um tipo teoria proposta por Born e desen-

volvida por Infeld [10, 11, 12]. É uma teoria não-linear da eletrodinâmica,

cuja lagrangiana é

L = −1

4

{√
b2 + 2b2F − b2

}
, (1.24)

em que a constante b representa o valor máximo do campo.

Duas importantes propriedades dessa teoria que interessam mais adiante

são destacadas:

• A teoria é não-linear.

• A propagação das ondas eletromagnéticas pode ser descrita como se as

propriedades métricas do espaço-tempo fossem alteradas pela presença

do campo eletromagnético não-linear.

Da forma geral do tensor de energia−momento Tµν , obtém-se, para a

lagrangiana (1.24):

Tµν = −Lγµν − 4LFFµαF
α
ν . (1.25)

Essa quantidade possui basicamente as mesmas propriedades e simetrias

do caso linear de Maxwell. A propriedade do caso não-linear que interessa

aqui é esta: a interação do campo com correntes externas permanece a

mesma. De fato, a equação acima, contráıda com Fαµ, fornece

{LFFαµF µν};ν − LFFαµ;νF
µν =

1

4
FαµJ

µ. (1.26)

Com a ajuda do tensor Tµν , essa expressão pode ser escrita como

T µ
α ;µ + LFF,α + 4LFF

µνFαµ;ν = −FαµJµ (1.27)
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ou

T µ
α ;µ = −FαµJµ. (1.28)

Dessa expressão, segue o conhecido fato: o balanço de forças pela troca de

energia do campo e das correntes é independente da forma como o invariante

F entra na lagrangiana.

1.2.3 Uma classe de teoria não-linear de campo de
spin 2

Conforme discutido, quando se passa da teoria linear da gravidade para o

caso geral o procedimento padrão é o de adicionar ao tensor de energia−mo-

mento da matéria o correspondente tensor de energia−momento do campo

gravitacional. Foi visto que o primeiro termo não-linear contém o tensor de

energia−momento T (1)
µν , obtido da parte linear. Esse procedimento baseia-se

na hipótese impĺıcita que trata a energia gravitacional do mesmo modo que

as outras energias. Ou seja, o campo gravitacional gerado pela energia gravi-

tacional não é distinto dos campos gerados por outras formas de energia.

Isso, entretanto, é uma extrapolação do prinćıpio da equivalência, aplicada

à energia gravitacional.

Os autores da teoria NDL, para desenvolvê-la, tomaram um caminho

diferente daquele seguido por Feynman, Deser e outros. Em vez de adicionar

à fonte do campo os sucessivos tensores de energia−momento do campo gra-

vitacional para cada ordem de não-linearidade, partiram desta hipótese: os

termos que representam a interação gravidade−gravidade são constrúıdos

como funcionais dos invariantes A e B. Então, a ação é dada por

S =

∫
d4x
√
−γL(A,B), (1.29)
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e a variação do potencial ϕµν produz

δS =

∫
d4x
√
−γΘλ

µν;λδϕ
µν . (1.30)

Logo, a equação do movimento é dada por

Θλ
µν;λ = 0, (1.31)

com

Θλµν = LAFλ(µν) − (LA + LB)[2Fλγµν − Fµγνλ − Fνγµλ], (1.32)

em que LA ≡ δL/δA, LB ≡ δL/δB.

No caso especial em que LA = −1
2

e LB = 1
2
, a expressão acima reduz-se

ao caso linear de Fierz,

Θλµν = −Fλ(µν), (1.33)

ou seja,

F λ
(µν) = −Gµν = 0, (1.34)

em que Gµν é o operador linear de Fierz, equação (1.13).

Para garantir que no limite de campo fraco a teoria fornecerá a equação

linear de Fierz, devem-se considerar apenas as lagrangianas tais que

LB = −LA, (1.35)

o que faz a equação do movimento tomar a forma{
LAF

λ
(µν)

}
;λ

= 0. (1.36)
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Na equação (1.36), quando se isola o operador linear de Fierz, pode-se ver

diretamente que a fonte da não-linearidade, em contraste com a relatividade

geral, não é expressa em termos do tensor de energia−momento do campo

gravitacional:

Gµν = L −1
A

{
LA;λF

λ
(µν)

}
. (1.37)

No caso de interação com matéria, abordado mais adiante, essa com-

paração ficará mais clara. Deve-se notar também que a equação (1.37) é

exata, ou seja, não sofreu nenhum tipo de aproximação.

1.2.4 O tensor de energia−momento do campo
gravitacional

Da definição geral do tensor de energia−momento,

Tµν =
2√
−γ

δL
√
−γ

δγµν
, (1.38)

e da classe de lagrangiana considerada, equação (1.35), obtém-se o tensor de

energia−momento do campo gravitacional

T (g)
µν = −Lγµν + 2LA

{
2FµαβF

αβ
ν + FαβµF

αβ
ν − FαFα(µν) − FµFν

}
, (1.39)

em que (g) significa que se trata do caso gravitacional.

O tensor T (g)
µν acima difere por um divergente total do tensor obtido pelo

teorema de Noether:

Nµν = −Lγµν −
1

2
ϕαβ;νLAF

(αβ)
µ . (1.40)
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Sob a forma (1.40), o balanço de energia entre o campo gravitacional e

suas fontes tem uma expressão simples, dada por

Nµ
ν;µ = −Tαβϕαβ ;ν . (1.41)

Isso pode ser mostrado por um procedimento análogo ao descrito no caso

do spin 1 ou por cálculo direto. Deve-se notar que, como naquele caso, o

balanço de energia entre o campo gravitacional e suas fontes é independente

da forma que a lagrangiana assume para representar o campo gravitacional.

Na próxima seção, com a escolha de uma lagrangiana para o esquema

desenvolvido até aqui, considera-se um caso espećıfico da teoria.

1.3 Um modelo de gravitação

Nas seções anteriores, desenvolveu-se um cenário geral proṕıcio à cons-

trução de uma teoria gravitacional. Agora, apresenta-se uma lagrangiana es-

pećıfica e, por meio dessa escolha, obtém-se uma caracterização das equações

do movimento. Isso significa apresentar um exemplo de uma teoria de campo,

para o campo gravitacional, que cumpre as condições:

• Concorda com o que se desenvolveu nas seções anteriores.

• Concorda com os testes observados do campo gravitacional.

Tomando como modelo a teoria não-linear do campo eletromagnético de

Born e Infeld, acima discutida, admite-se para a interação gravidade−gravidade

a lagrangiana

Lg =
1

k

{√
b4 + b2(−A+B)− b2

}
. (1.42)
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A quantidade b não tem o mesmo significado que em Born-Infeld. A esse

respeito, neste ponto, o máximo que se pode fazer é especular. Observações

futuras trarão mais luz.

Nas equações do movimento da teoria NDL, a partir de agora, a única

lagrangiana de interesse é a lagrangiana (1.42). Soluções dessas equações para

métricas esférica e ciĺındrica são dadas nos caṕıtulos 2 e 4, respectivamente.

1.3.1 Ondas gravitacionais

Esta seção examina o comportamento de ondas gravitacionais na teoria

NDL. Com base na análise da evolução das descontinuidades da equação do

movimento através de uma superf́ıcie caracteŕıstica Σ, chega-se à velocidade

das ondas gravitacionais, que é o aspecto central usado para distinguir a

teoria NDL da relatividade geral. Antes, porém, analisa-se o que ocorre no

caso da teoria não-linear de spin 1.

Spin 1

Se Σ é uma superf́ıcie de descontinuidade, então

[Fµν ]Σ = 0 (1.43)

e

[Fµν,λ]Σ = fµνkλ, (1.44)

em que [J ]Σ representa a descontinuidade da função J através da superf́ıcie

Σ [7].

Aplicando isso à equação (1.23), obtém-se

LFf
µνkν + 2LFFηF

µνkν = 0, (1.45)

em que

Fαβfαβ ≡ η. (1.46)
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A equação (1.45) pode ser escrita como{
γµν

(
L2
F

LFF
+ L

)
+ Tµν

}
kµkν = 0, (1.47)

que, no caso da teoria de Born, torna-se{
γµν +

4

b2
Tµν
}
kµkν = 0. (1.48)

Portanto, as perturbações não mais se propagam na geometria de fundo

γµν , mas numa geometria modificada que depende da distribuição de energia

do campo. Comportamento semelhante ocorre no caso do spin 2, a seguir.

Spin 2

As condições de descontinuidade

[Fµνα]Σ = 0 (1.49)

e

[Fµνα,λ]Σ = fµναkλ (1.50)

aplicadas à equação do movimento do campo gravitacional produzem

fµ(αβ)k
µ = −2

LAA
LA

(η − ψ)Fµ(αβ)k
µ = 0, (1.51)

em que

η ≡ Fαβµf
αβµ (1.52)

e

ψ ≡ Fµf
µ. (1.53)

A identidade ćıclica permite escrever

f µ
αβ kλ + f µ

βλ kα + f µ
λα kβ =

1

2
δµαf[λkβ] +

1

2
δµβf[αkλ] +

1

2
δµλf[βkα], (1.54)
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e essa equação, multiplicada por Fαβµkλ, torna-se

(η − ψ)k2 − 2Fαβµfλβµk
λkα + fµk

µFλk
λ + FαβλF

αkβkλ = 0 (1.55)

ou

kµkν [γµν + Λµν ] = 0, (1.56)

em que a quantidade Λµν é escrita em termos do campo gravitacional:

Λµν ≡ 2
LAA
LA

[
F αβ
µ Fν(αβ) − FµFν

]
. (1.57)

1.4 A interação matéria−gravidade

Conforme discutido, a forte evidência de que a matéria se acopla uni-

versalmente à gravidade torna posśıvel a descrição dessa interação como se a

matéria estivesse “mergulhada” numa geometria riemanniana produzida pelo

campo gravitacional. Muitos autores [4, 26] mostraram que essa geometria

pode ser descrita em termos de uma geometria de fundo γµν , não observável,

e do campo gravitacional (por meio do potencial ϕµν):

gµν ≡ γµν + ϕµν . (1.58)

Isso significa que para saber como a matéria se acopla à gravidade, deve-

se apenas substituir a geometria de fundo γµν pela geometria efetiva gµν e as

derivadas por derivadas covariantes constrúıdas com gµν .

Portanto, na presença de matéria é fácil obter a modificação da equação

do movimento do campo gravitacional. Já que a matéria sente a gravidade

apenas pela combinação (1.58), então

δL

δγµν
=

δL

δgµν
. (1.59)
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Logo, com termos de fonte, a equação geral do movimento do campo

gravitacional é {
LAF

λ
(µν)

}
;λ

= −Tµν (1.60)

ou

G(L)
µν = L −1

A

{
LA;λF

λ
(µν) + Tµν

}
, (1.61)

em que Tµν é o tensor de energia−momento da matéria.
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Caṕıtulo 2

Solução das equações da teoria
NDL para uma métrica estática
e com simetria esférica

Neste caṕıtulo, apresenta-se uma solução das equações da teoria NDL,

teoria da gravidade que, com exceção da energia gravitacional, admite o

prinćıpio da equivalência de Einstein para qualquer tipo de matéria. Como

discutido, essa teoria descarta a hipótese (impĺıcita) da relatividade geral

acerca da universalidade da interação gravitacional. Pois, embora seja forte

a base observacional para a universalidade da interação matéria−gravidade,

não existe nada que assegure que a gravidade interaja com ela própria da

mesma forma que com outras formas de energia.

A teoria NDL, portanto, trata a interação gravidade−gravidade de modo

distinto do que faz a relatividade geral, mas de acordo com o atual ńıvel

de observação. Será exibido o campo gravitacional produzido por uma con-

figuração estática e com simetria esférica [2], e os parâmetros PPN que se

obtêm (α = β = γ = 1) coincidem com os da relatividade geral.
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2.1 A solução estática e esfericamente simétrica

Conforme discutido, o campo gravitacional na teoria NDL propaga-se

numa geometria de Minkowski e obedece à equação do movimento{
LAF

λ
(µν)

}
;λ

= −Tµν (2.1)

ou

G(L)
µν = L −1

A

{
LA;λF

λ
(µν) + Tµν

}
. (2.2)

Já na relatividade geral, a correspondente equação do movimento do

campo gravitacional, na representação geométrica, é

Rµν −
1

2
Rgµν = −Tµν , (2.3)

em que a curvatura associada à métrica riemanniana aparece explicitamente.

Muitos autores [4] mostraram ser posśıvel escrever a equação (2.3) na

forma

G(L)
µν = −Tµν − Tµν , (2.4)

em que Tµν é uma complicada expressão não-linear, constrúıda com o ten-

sor métrico e suas derivadas. Uma simples inspeção das equações (2.2) e

(2.4) revela a particular caracterização da interação gravidade−gravidade em

cada teoria, e deve-se enfatizar que nenhuma dessas equações possui qualquer

espécie de aproximação. São exatas.

Além disso, essas teorias obedecem ao prinćıpio da equivalência fraco e,

portanto, o comportamento da matéria (ou qualquer forma não gravitacional

de energia) é rigorosamente o mesmo em ambas. São distintos apenas os pro-

cessos que tratam da interação gravidade−gravidade.
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Passa-se agora à resolução da equação (2.1) no vácuo, ou seja, com Tµν =

0. Na busca de uma solução estática e esfericamente simétrica, faz-se na

métrica

ds2 = dt2 − dr2 − r2
(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)
(2.5)

a substituição de γµν por gµν = γµν + ϕµν , mas de modo a preservar a forma

ds2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2
(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)
. (2.6)

Isso leva a

ds2 = [1 + µ(r)] dt2 − [1 + ν(r)] dr2 − r2
(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)
. (2.7)

Portanto, as quantidades não nulas são

γ00 = 1, γ11 = −1, γ22 = −r2, γ33 = −r2 sen2 θ,

γ00 = 1, γ11 = −1, γ22 = − 1

r2
, γ33 = − 1

r2 sen2 θ

ϕ00 = ϕ00 = µ(r), ϕ11 = ϕ11 = −ν(r),

que, utilizadas na equação (1.7), e com a ajuda de (1.1) e (1.2), produzem

Fα = ϕ,α − ϕαµ;νγ
µν

=
(
ϕ00γ

00 + ϕ11γ
11
)
,α
−
(
ϕαµ,ν −∆σ

µνϕσα
)
γµν

= (ϕ00 − ϕ11),α − ϕαα,αγ
αα

+
(
∆α

00γ
00 + ∆α

11γ
11 + ∆α

22γ
22 + ∆α

33γ
33
)
ϕαα

= (ϕ00 − ϕ11),α − ϕαα,αγ
αα

+

[
1

2
γαρ (2γρ2,2 − γ22,ρ) γ

22 +
1

2
γαρ (2γρ3,3 − γ33,ρ) γ

33

]
ϕαα

= (ϕ00 − ϕ11),α − ϕαα,αγ
αα

+
1

2
γαα

[
(2γα2,2 − γ22,α) γ22 + (2γα3,3 − γ33,α) γ33

]
ϕαα. (2.8)
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Obviamente, F0 = F2 = F3 = 0 e

F1 = (ϕ00 − ϕ11),1 − ϕ11,1γ
11 +

1

2
γ11
(
−γ22,1γ

22 − γ33,1γ
33
)
ϕ11

= µ′ − (−ν ′)− (−ν ′)(−1)

+
1

2
(−1)

[
−(−2r)

(
− 1

r2

)
− (2r sen2 θ)

(
− 1

r2 sen2 θ

)]
(−ν)

= µ′ − 2ν

r
. (2.9)

Com os valores de Fα, e utilizando (1.4) e (1.5), passa-se ao cálculo do

campo gravitacional Fαµν :

Fαµν =
1

2

(
ϕν[α;µ] + F[αγµ]ν

)
=

1

2
(ϕνα;µ − ϕνµ;α + Fαγµν − Fµγαν)

=
1

2

(
ϕνα,µ −∆σ

νµϕσα −∆σ
αµϕσν − ϕνµ,α

+ ∆σ
ναϕσµ + ∆σ

µαϕσν + Fαγµν − Fµγαν
)

=
1

2

[
ϕνα,µ −

1

2
γαβ (γβν,µ + γβµ,ν − γµν,β)ϕαα

]
+

1

2

[
−ϕνµ,α +

1

2
γµβ (γβν,α + γβα,ν − γνα,β)ϕµµ

+ Fαγµν − Fµγαν ] . (2.10)

Ou seja,

Fαµν =
1

2

[
ϕνα,µ −

1

2
γαα (γαν,µ + γαµ,ν − γµν,α)ϕαα

− ϕνµ,α +
1

2
γµµ (γµν,α + γµα,ν − γνα,µ)ϕµµ

+ Fαγµν − Fµγαν ] . (2.11)
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Por causa da anti-simetria nos dois primeiros ı́ndices de Fαµν , as possi-

bilidades independentes para αµν são

000 010 020 030 110 120 130 220 230 330

001 011 021 031 111 121 131 221 231 331

002 012 022 032 112 122 132 222 232 332

003 013 023 033 113 123 133 223 233 333

Porém, da definição de Fαµν , são nulas suas componentes com os três

ı́ndices iguais: Fααα ≡ 0. Além disso, como ϕµν = γµν = 0 quando µ 6= ν,

segue que são nulas também as componentes Fαµν com os três ı́ndices distintos

entre si. Portanto, as possibilidades restantes para αµν são aquelas em que

ocorre repetição em apenas dois ı́ndices:
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010 020 030 110 220 330

001 011 121 131 221 331

002 022 112 122 232 332

003 033 113 133 223 233

Novamente por causa da anti-simetria, a repetição ou ocorre nos dois

primeiros ou nos dois últimos ı́ndices. Lembrando que F0 = F2 = F3 = 0,

que F1 = µ′ − 2ν
r

e usando os valores de ϕµν e γµν , passa-se, portanto, à

inspeção direta da equação (2.11):

Se α = µ = 0, então F00ν = 0.

Se α = µ = 1, então F11ν = 0.

Se α = µ = 2, então F22ν = 0.

Se α = µ = 3, então F33ν = 0.

Se µ = ν = 0, então Fα00 = 1
2

(−ϕ00,α + Fα). Dáı,

F100 =
1

2

(
−µ′ + µ′ − 2ν

r

)
, (2.12)

ou seja, F200 = F300 = 0 e

F100 = −ν
r
. (2.13)
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Se µ = ν = 1, então Fα11 = −1
2
Fα, ou seja, Fα11 = 0.

Se µ = ν = 2, então Fα22 = 1
2

[
1
2
γααγ22,αϕαα + Fαγ22

]
. Logo,

F122 =
1

2

[
1

2
(−1)(−2r)(−ν) +

(
µ′ − 2ν

r

)
(−r2)

]
, (2.14)

isto é, F022 = F322 = 0 e

F122 =
1

2

(
νr − µ′r2

)
. (2.15)

Se µ = ν = 3, então Fα33 = 1
2

[
1
2
γααγ33,αϕαα + Fαγ33

]
. Dáı,

F133 =
1

2

[
1

2
(−1)(−2r sen2 θ)(−ν) +

(
µ′ − 2ν

r

)
(−r2 sen 2θ)

]
, (2.16)

isto é, F033 = F233 = 0 e

F133 = sen2 θ

[
1

2

(
νr − µ′r2

)]
(2.17)

ou

F133 = sen2 θF122. (2.18)

Portanto, está determinado o campo gravitacional, cujas componentes

não nulas, a menos da anti-simetria Fαµν = −Fµαν , resumem-se abaixo:

F100 = −ν
r

(2.19)

F122 =
1

2

(
νr − µ′r2

)
(2.20)

F133 = sen2 θF122 (2.21)
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Com as quantidades Fαµν e Fα obtidas acima, pode-se agora calcular os

invariantes A ≡ FαµνF
αµν e B ≡ FµF

µ:

A = FαµνF
αµν

= FαµνFβρδγ
βαγρµγδν

= F010F010γ
00γ11γ00 + F100F100γ

11γ00γ00

+ F212F212γ
22γ11γ22 + F122F122γ

11γ22γ22

+ F313F313γ
33γ11γ33 + F133F133γ

11γ33γ33

= 2γ11
[(
F100γ

00
)2

+
(
F122γ

22
)2

+
(
F133γ

33
)2
]

= −2

{(
−ν
r

)2

+

[
1

2

(
νr − µ′r2

)(
− 1

r2

)]2

+

[
sen2 θ

1

2

(
νr − µ′r2

)(
− 1

r2 sen2 θ

)]2
}

= −3
ν2

r2
− µ′2 + 2

νµ′

r
(2.22)

e

B = FαF
α

= FαFµγ
µα

= F1Fµγ
µ1

= F1F1γ
11

= −
(
µ′ − 2ν

r

)2

= − 1

r2
(µ′r − 2ν)

2
. (2.23)

A lagrangiana L = L(A − B) = 1
k

[√
b4 + b2(−A+B)− b2

]
pode ser

reescrita como

L =
b2

k

(√
1− A−B

b2
− 1

)
, (2.24)
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e a derivada de L em relação ao invariante A, LA, é

LA = − 1

2k

(
1− A−B

b2

)− 1
2

. (2.25)

Mas, de (2.22) e (2.23), segue que

−A+B = 3
ν2

r2
+ µ′2 − 2

νµ′

r
− 1

r2
(µ′r − 2ν)

2

= 2
νµ′

r
− ν2

r2
. (2.26)

Então, com este último resultado, a derivada (2.25) ganha a forma

LA = − 1

2k

[
1 +

1

b2

(
2
νµ′

r
− ν2

r2

)]− 1
2

. (2.27)

Como LA não depende das quantidades t, θ e ϕ, a equação do movimento{
LAF

λ
(µν)

}
;λ

= 0,

ou seja,

LAF
λ
(µν);λ + LA,λF

λ
(µν) = 0,

é escrita como

LAF
λ
(µν);λ + LA,1F

1
(µν) = 0. (2.28)
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O desenvolvimento de F λ
(µν);λ é tal que:

F λ
(µν);λ = Fα(µν);λγ

αλ

= (Fλµν;λ + Fλνµ;λ) γ
λλ

= γλλFλµν,λ −
1

2
γλλγσσ (γσλ,λ + γσλ,λ − γλλ,σ)Fσµν

− 1

2
γλλγσσ (γσµ,λ + γσλ,µ − γλµ,σ)Fλσν

− 1

2
γλλγσσ (γσν,λ + γσλ,ν − γνλ,σ)Fλµσ

+ γλλFλνµ,λ −
1

2
γλλγσσ (γσλ,λ + γσλ,λ − γλλ,σ)Fσνµ

− 1

2
γλλγσσ (γσν,λ + γσλ,ν − γλν,σ)Fλσµ

− 1

2
γλλγσσ (γσµ,λ + γσλ,µ − γµλ,σ)Fλνσ.

(2.29)

Agrupando termos, a equação (2.29) torna-se

F λ
(µν);λ = γλλ (Fλµν,λ + Fλνµ,λ)

− 1

2
γλλγσσ (γσλ,λ + γσλ,λ − γλλ,σ) (Fσµν + Fσνµ)

− 1

2
γλλγσσ (γσµ,λ + γσλ,µ − γλµ,σ) (Fλσν + Fλνσ)

− 1

2
γλλγσσ (γσν,λ + γσλ,ν − γνλ,σ) (Fλµσ + Fλσµ) , (2.30)

ou

F λ
(µν);λ = γλλ {(Fλµν,λ + Fλνµ,λ)

− 1

2
γσσ [(2γσλ,λ − γλλ,σ) (Fσµν + Fσνµ)

+ (γσµ,λ + γσλ,µ − γλµ,σ) (Fλσν + Fλνσ)

+ (γσν,λ + γσλ,ν − γνλ,σ) (Fλµσ + Fλσµ)]} . (2.31)
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Por inspeção direta de (2.31), são identicamente nulas as quantidades

F λ
(01);λ, F λ

(02);λ, F λ
(03);λ, F λ

(10);λ, F λ
(13);λ,

F λ
(20);λ, F λ

(23);λ, F λ
(30);λ, F λ

(31);λ, F λ
(32);λ.

Também por inspeção de (2.31), as quantidades restantes, ou seja, F λ
(00);λ,

F λ
(11);λ, F

λ
(12);λ, F

λ
(22);λ e F λ

(33);λ, são escritas abaixo:

F λ
(00);λ = γ11

[
2F100,1 + F100

(
γ22γ22,1 + γ33γ33,1

)]
(2.32)

F λ
(11);λ = −γ22γ22γ22,1F212 − γ33γ33γ33,1F313 (2.33)

F λ
(12);λ =

1

2
γ33γ33,2

(
γ22F212 − γ33F313

)
(2.34)

F λ
(22);λ = γ11

(
2F122,1 + γ33γ33,1F122 − 2γ22γ22,1F122

)
(2.35)

F λ
(33);λ = γ11

(
2F133,1 + γ22γ22,1F133 − 2γ33γ33,1F133

)
(2.36)

Do segundo termo de (2.28), segue que

F 1
(µν) = Fα(µν)γ

α1 = F1(µν)γ
11,

ou seja,

F 1
(µν) = − (F1µν + F1νµ) . (2.37)

Dáı, as quantidades não nulas de (2.37) são

F 1
(00) = − (F100 + F100) = −2F100, (2.38)

F 1
(22) = −2F122 (2.39)
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e

F 1
(33) = −2F133. (2.40)

Portanto, os resultados de (2.32) a (2.36) e de (2.38) a (2.40) permitem

resumir abaixo as cinco equações não identicamente nulas extráıdas de (2.28):

LAγ
11
[
2F100,1 + F100

(
γ22γ22,1 + γ33γ33,1

)]
− 2LA,1F100 = 0 (2.41)

LA
(
−γ22γ22γ22,1F212 − γ33γ33γ33,1F313

)
= 0 (2.42)

LA
1

2
γ33γ33,2

(
γ22F212 − γ33F313

)
= 0 (2.43)

LAγ
11
(
2F122,1 + γ33γ33,1F122 − 2γ22γ22,1F122

)
− 2LA,1F122 = 0 (2.44)

LAγ
11
(
2F133,1 + γ22γ22,1F133 − 2γ33γ33,1F133

)
− 2LA,1F133 = 0 (2.45)

Relembrando que F133 = sen2 θF122, equação (2.21), e que

γ22 = −r2, γ33 = −r2 sen2 θ,

γ22 = − 1

r2
, γ33 = − 1

r2 sen2 θ
,

a equação (2.42) fornece

LA
4

r3
F122 = 0. (2.46)

Como LA > 0, segue que

F122 = 0, (2.47)

ou seja,

µ′r = ν. (2.48)
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O resultado (2.47) torna as equações (2.43), (2.44) e (2.45) identicamente

nulas, e a equação (2.41) será abordada depois que o resultado (2.48) for

usado em LA, ou seja, na equação (2.27). Isso significa substituir µ′ por ν/r

em

LA = − 1

2k

[
1 +

1

b2

(
2
νµ′

r
− ν2

r2

)]− 1
2

,

o que produz

LA = − 1

2k

[
1 +

ν2

b2r2

]− 1
2

. (2.49)

Dáı,

LA,1 = − 1

4k

[
1 +

ν2

b2r2

]− 3
2
[

2νν ′r−2 − 2r−3ν2

b2

]
. (2.50)

Agora, a equação (2.41), já com os resultados (2.49) e (2.50) e com as

demais substituições, torna-se

0 = − 1

2k

[
1 +

ν2

b2r2

]− 1
2 [

2r−2ν + 2ν ′r−1
]

+
1

4k

[
1 +

ν2

b2r2

]− 3
2
[

2νν ′r−2 − 2r−3ν2

b2

]
2ν

r
(2.51)

cuja simplificação leva a

2ν3 + b2r2ν + b2ν ′r3 = 0. (2.52)

Resumindo, a busca pela solução da equação do movimento,{
LAF

λ
(µν)

}
;λ

= 0,

46



reduziu-se, depois de várias etapas, ao seguinte: resolver as equações (2.52)

e (2.48), reproduzidas abaixo:{
2ν3 + b2r2ν + b2ν ′r3 = 0
µ′r − ν = 0

A equação (2.52) é uma equação de Bernoulli, cuja forma geral é

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yn.

Uma equação de Bernoulli pode ser transformada numa equação diferen-

cial linear de primeira ordem, ou seja, em

dz

dx
+R(x)y = S(x).

Como a solução desta última é dada por

z = e−
∫
Rdx

[∫
Se

∫
Rdxdx+ cte

]
,

então a solução da equação de Bernoulli é

y = z
1

1−n .

Portanto, escrevendo a equação (2.52) como

dν

dr
+

1

r
ν =

−2

b2r3
ν3, (2.53)

e transformando esta última na equação diferencial linear de primeira ordem

dz

dr
− 2

r
z =

4

b2r3
, (2.54)
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segue que

z = r2

[
4

b2

(
c− 1

4
r−4

)]
(2.55)

e

ν =

[
4r2

b2

(
c− 1

4
r−4

)]−1/2

, (2.56)

em que c é uma constante.

Adaptando a constante c para c = C−2b2

4
, e fazendo r2

0 = C
|b| , então a

equação (2.56) torna-se

ν =
|C|
r

[
1−

(r0

r

)4
]−1/2

. (2.57)

Da outra equação (equação (2.48)), ou seja, µ′r − ν = 0, seque que

µ =

∫
ν

r
+ c1, (2.58)

em que c1 é uma constante.

A substituição de (2.57) em (2.58) e o fato de a função ν(r) ser definida

apenas para r > r0 produzem

µ(r) = |C|
∫ r

r0

dr√
r4 − r4

0

+ c1,

ou

µ(r) = |C|
∫ r

r0

dr√
(r2 − r2

0) (r2 + r2
0)

+ c1. (2.59)

Em termos de integrais eĺıpticas [24], será utilizado o resultado geral∫ u

b

dx√
(x2 − a2) (x2 − b2)

=
1√

a2 + b2
F (g, h), (2.60)
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com u > b > 0, g = arccos (b/u), h = a√
a2+b2

, e F é uma integral eĺıptica de

primeira espécie.

Logo, usando (2.60), a equação (2.59) é escrita como

µ(r) =
|C|√
r2

0 + r2
0

F

[
arccos (r0/r) ,

r0√
r2

0 + r2
0

]
+ c1, (2.61)

ou seja,

µ(r) =
|C|
r0

√
2
F
[
arccos (r0/r) , 1/

√
2
]

+ c1. (2.62)

A constante c1 em (2.62) é determinada quando se impõe que o espaço

torna-se de Minkowski para r grande, o que significa µ(r) tender a zero nesse

limite. Dáı,

µ(r) =
|C|
r0

√
2

{
F
[
arccos (r0/r) , 1/

√
2
]
− F

[
π/2, 1/

√
2
]}

. (2.63)

Já a constante C é determinada pelo limite de campo fraco da solução,

pois esta deve coincidir com a solução de Schwarszchild. A análise é imediata:

enquanto a componente radial da métrica de Schwarszchild (com G=c=1) é

g11(r) = −1− 2M

r
,

no presente caso o que se tem é

g11(r) = −1− ν(r),

que no limite de campo fraco torna-se

g11(r) = −1− |C|
r
.
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A comparação desses casos faz concluir que C = 2M .

Portanto, pode-se agora escrever a expressão geral para o espaço estático,

esfericamente simétrico e assintoticamente plano na teoria NDL. Ela é dada

pela métrica (2.7), ou seja,

ds2 = [1 + µ(r)] dt2 − [1 + ν(r)] dr2 − r2
(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)
, (2.64)

com

ν =
2M

r

[
1−

(r0

r

)4
]−1/2

(2.65)

e

µ =
2M

r0

√
2

{
F
[
arccos (r0/r) , 1/

√
2
]
− F

[
π/2, 1/

√
2
]}

. (2.66)

2.2 A geometria efetiva

Esta seção ocupa-se com a representação geométrica da teoria NDL. Con-

forme discutido, o procedimento seguido em [4, 3] define o tensor métrico,

em termos do potencial gravitacional, por

gµν ≡ γµν + ϕµν . (2.67)

Deve-se chamar a atenção para o importante significado dessa definição:

para as formas de energia não gravitacionais, o campo gravitacional é sentido

exatamente como se a gravidade fosse responsável por mudar as propriedades

métricas do espaço-tempo, de uma estrutura plana para outra curva, rela-

cionada ao campo gravitacional precisamente pela expressão (2.67).
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Sabe-se que a geometria efetiva, encontrada na seção anterior, é da forma

ds2 = g00dt
2 − g11dr

2 − r2
(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)
, (2.68)

com

g00 = 1 + µ (2.69)

e

g11 = −(1 + ν), (2.70)

µ e ν dados, respectivamente, por (2.66) e (2.65).

Para r0 << r, segue que

g00 ≈ 1− 2M

r
− M

5r

{r0

r

}4

+ · · · (2.71)

e

g11 ≈ −1− 2M

r
− M

r

{r0

r

}4

+ · · · . (2.72)

Portanto, a modificação do espaço-tempo plano, conforme “visto” pela

matéria, além da ordem O(M/r) ocorre apenas na ordem O(M3/r5), e isso

é radicalmente diferente dos resultados da relatividade geral.

Já os parâmetros post-Newtonian da teoria NDL coincidem com os da

relatividade geral. De fato, usando o sistema de coordenadas isotrópico, a

geometria efetiva da teoria NDL pode ser escrita como

ds2 =

(
1− 2α

M

ρ
+ 2β

M2

ρ2
+ · · ·

)
dt2

−
(

1 + 2γ
M

ρ

){
dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sen2 θdϕ2

)}
. (2.73)
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Então, os valores dos parâmetros PPN seguem da inspeção direta dessa

expressão, e a Tabela 2.1 permite compará-los com os parâmetros correspon-

dentes obtidos da relatividade geral.

Parâmetro PPN Relatividade geral Teoria NDL
α 1 1
β 1 1
γ 1 1

Tabela 2.1: Parâmetros PPN da teoria NDL confrontados com os da rela-
tividade geral.

O exame dessa Tabela confirma, portanto, que a análise dos parâmetros

PPN é incapaz de revelar qualquer distinção entre a teoria NDL e a relativi-

dade geral. Os efeitos do campo gravitacional sobre a matéria obtidos por

uma dessas teorias são exatamente os mesmos obtidos pela outra.
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Caṕıtulo 3

Cordas cósmicas

Neste caṕıtulo, estuda-se um tipo de configuração cilindricamente simétrica

e estática. A solução mais interessante que satisfaz estes atributos é a da

corda cósmica retiĺınea.

Defeitos topológicos são uma conseqüência natural de vários modelos que

procuram entender o cenário padrão (forças eletrofracas e fortes) das in-

terações fundamentais. Admite-se que essas interações se unifiquem numa

escala de energia alta − escala de grande unificação (GUT) −, cujo valor,

que depende do modelo, é da ordem de 1016 GeV. À medida que o universo

esfriou, passando de temperaturas comparáveis às da GUT para temperatu-

ras menores, ocorreram transições de fase, e isso deu origem a regiões nas

quais as fases iniciais ficaram confinadas. Tais regiões, por serem topologica-

mente estáveis, são chamadas defeitos topológicos.

Os defeitos topologicos são basicamente de três tipos: monopólos (obje-

tos puntiformes), muros de domı́nio (superf́ıcies de descontinuidade) e cordas

cósmicas (linhas extensas). Apenas cordas cósmicas e muros de domı́nio po-

dem cruzar o universo inteiro. No instante de sua formação, os defeitos

surgem como uma rede que se desenvolve, posteriormente, por causa de

sua própria dinâmica e da expansão do universo. Monopólos tendem a se
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aniquilar com os antimonopólos, e loops de cordas e bolhas de muros de

domı́nio contraem-se e eventualmente dissipam-se em radiação gravitacional.

Portanto, a influência cosmológica dos defeitos topológicos depende crucial-

mente de sua dinâmica. Enquanto é consenso que monopólos e muros de

domı́nio levam a catástrofes cosmológicas, as cordas cósmicas possuem a

propriedade de se ajustarem à expansão do universo. Esse fato faz com que

a contribuição na densidade de uma rede de cordas seja constante, e essa

densidade é, na verdade, despreźıvel diante da densidade do universo.

Embora a densidade de energia de uma rede de cordas seja baixa para

padrões cosmológicos, ela pode impor importantes efeitos sobre a evolução

da matéria, em particular no mecanismo de formação de estruturas em larga

escala, por causa da peculiar interação das cordas com a matéria.

3.1 Sólitons

Teorias de campo clássicas não-lineares admitem uma categoria de soluções,

conhecidas como sólitons, que representam configurações estáveis, com ener-

gia bem-definida e sem singularidades [43]. Vórtices, monopólos magnéticos

e “instantons” são soluções solitônicas das equações de campo de calibre

em, respectivamente, um espaço bidimensional (uma “corda” num espaço

tridimensional), um espaço tridimensional (localizada no espaço, mas não no

tempo) e um espaço quadridimensional (localizada no espaço e no tempo).

A estabilidade dessas soluções decorre do fato de que as condições de con-

torno pertencem a classes distintas. O vácuo pertence a apenas uma delas,

e essas condições de contorno são caracterizadas por uma particular corres-

pondência (mapa) entre o “group space”e o “co-ordinate space”. Além disso,

os mapas são topologicamente distintos, pois não podem ser continuamente

54



deformados uns nos outros.

Nas linhas seguintes, um exemplo mostra de que maneira cordas cósmicas

(ou vórtices) surgem como soluções de equações de calibre. Antes, porém,

outro tipo de solução solitônica − o kink − servirá para mostrar o signifi-

cado da formação de defeitos topológicos a partir da quebra espontânea de

simetria, apesar de esse tipo não surgir de uma teoria de calibre.

3.1.1 Kinks

A equação de sine-Gordon,

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+

1

b2
sen(bφ) = 0, (3.1)

descreve um campo escalar numa dimensão espacial e noutra temporal. Para

soluções dinâmicas, quando se escreve o campo φ como

φ(x, t) = f(x− vt) = f(ξ), (3.2)

pode-se mostrar que

f(ξ) =
4

b
arctan exp

[
±

(
γ√
(b)

)
ξ

]
(3.3)

é solução de (3.1), em que γ = (1− v2)
− 1

2 . Essa solução origina uma “onda

solitária”, ou sóliton, que se desloca sem mudar tamanho e forma, ou seja,

sem dissipar energia.

Percebe-se também que a equação (3.1) possui infinitas soluções esta-

cionárias, dadas por

φ =
2πn

b
, n = 0,±1,±2, ..., (3.4)
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ou seja, a equação de sine-Gordon possui estado de vácuo infinitamente de-

generado. A lagrangiana para a equação (3.1) é

L =
1

2

(
∂φ

∂t

)2

− 1

2

(
∂φ

∂x

)2

− V (φ), (3.5)

com

V (φ) =
1

b2
[1− cos(bφ)] , (3.6)

em que a constante foi escolhida de modo que V = 0 nas soluções (3.4). As

equações de Euler-Lagrange para (3.5) são exatamente a equação (3.1) com

o estado de vácuo degenerado. Ou seja, a lagrangiana (3.5) sofre quebra

espontânea de simetria em V (φ) = 0, o que dá origem ao sóliton.

A densidade de energia é dada por

H =
1

2

(
∂φ

∂t

)2

+
1

2

(
∂φ

∂x

)2

+ V (φ), (3.7)

e a expansão de (3.6) em Taylor fornece

V (φ) =
1

2
φ2 − b2

4!
φ4 + · · · , (3.8)

ou, com λ = b2,

V (φ) =
m2

2
φ2 − λ

4!
φ4 + · · · , (3.9)

em que m é a massa do sóliton, e λ é a constante de acoplamento. Seja agora

a configuração na qual φ tende a um dos zeros de V (n = 0, por exemplo)

quando x→ −∞ e a outro zero (n = 1, por exemplo) quando x→∞. Entre

esses dois valores, existe uma região em que

φ 6= 2πn

b
,

∂φ

∂x
6= 0, (3.10)

e, portanto, de (3.7), com energia positiva. Já que a configuração é estática,

então ∂φ
∂t

= 0. Assim, para uma solução estacionária de (3.1), seque que

∂2φ

∂x2
=
∂V

∂φ
, (3.11)
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cuja integração fornece
1

2

(
∂φ

∂x

)2

= V (φ). (3.12)

Então, de (3.7) e (3.12), a energia do sóliton estacionário é

E =

∫
Hdx

=

∫ [
1

2

(
∂φ

∂x

)2

+ V (φ)

]
dx

=

∫
2V (φ)dx

=

∫ 2π
b

0

[2V (φ)]
1
2 dφ. (3.13)

Utilizando (3.6), a integral (3.13) torna-se

E =

√
2

b

∫ 2π
b

0

[1− cos(bφ)]
1
2 dφ

=

√
2

b

∫ 2π

0

(1− cosα)
1
2 dα

=
8

b2

=
8m3

λ
, (3.14)

ou seja, a energia do sóliton é finita.

3.1.2 Vórtices

Seja um campo escalar num espaço bidimensional cujo contorno seja o

ćırculo infinito S1. O campo é tal que no contorno seu valor é

φ = aeinθ (r →∞) , (3.15)

em que r e θ são coordenadas polares, a é uma constante, e, para que φ seja

uńıvoco, n é inteiro. De (3.15), segue que

∇φ =
1

r

(
inaeinθ

)
θ̂. (3.16)
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A lagrangiana e o hamiltoniano são, respectivamente,

L =
1

2

(
∂φ

∂t

)2

− 1

2
|∇φ|2 − V (φ) (3.17)

e

H =
1

2

(
∂φ

∂t

)2

+
1

2
|∇φ|2 + V (φ). (3.18)

Seja uma configuração estática com, por exemplo,

V (φ) =
[
a2 − φ∗φ

]2
(3.19)

de modo que V = 0 no contorno. Então, quando r →∞,

H =
1

2
|∇φ|2 =

n2a2

2r2
, (3.20)

e a energia da configuração é

E ≈
∫ ∞
Hrdrdθ = πn2a2

∫ ∞ 1

r
dr, (3.21)

divergente, portanto, e o significado desse resultado é que o kink não pode

ser generalizado para duas dimensões − nem para mais de duas.

Para contornar essa dificuldade, deve-se considerar uma teoria de calibre,

situação em que a derivada covariante do campo escalar assume a forma

Dµφ = ∂µφ+ ieAµφ. (3.22)

Escolhendo Aµ tal que

A =
1

e
∇(nθ) (r →∞) , (3.23)

ou seja,

Ar → 0, Aθ → −
n

er
(r →∞) , (3.24)
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segue que, em r =∞,

Dθφ =
1

r

(
∂φ

∂θ

)
+ ieAθφ = 0, Drφ = 0, (3.25)

ou seja, Dµφ→ 0 quando r →∞. Como a lagrangiana (3.17) é agora

L = −1

4
F 2
µν + |Dµφ|2 − V (φ), (3.26)

e já que (3.24) é um calibre puro,

Aµ → ∂µχ (r →∞) , (3.27)

então Fµν → 0. Como resultado, a lagrangiana (3.26) se anula no contorno,

o que significa que nele o hamiltoniano também se anula. Portanto, a escolha

do calibre puro permitiu uma configuração de energia finita para o sóliton.

Mas o campo de calibre dá ao sóliton também um fluxo magnético. De fato,

seja a integral
∮

A · dI ao redor do ćırculo S1 no infinito. Pelo teorema de

Stokes, o fluxo Φ dentro do ćırculo é tal que

Φ =

∮
A·dI =

∫
B·dS =

∮
Aθrdθ = −2πn

e
, (3.28)

ou seja, o fluxo é quantizado.

Resumindo, construiu-se uma configuração bidimensional, de energia finita,

para um campo φ composto por uma campo escalar carregado e por uma

campo de calibre (o próprio campo eletromagnético). A visualização do

sóliton é simples, pois a equação (3.15) mostra que φ pode assumir um só

valor dentro de um ćırculo de raio a contido no plano. Porém, φ = 0 quando

a → 0, e φ = 0 não é o valor de vácuo esperado. Isso significa que o plano

possui um “buraco” de energia finita e estável. Dáı, o acréscimo de uma

terceira dimensão, da qual φ não depende, transforma o ponto numa corda

(cósmica), ou vórtice. Além disso, a estabilidade desse defeito topológico

deve-se à topologia da variedade do vácuo, o ćırculo. De fato, uma solução

de (3.15) caracterizada por um valor de n não pode ser continuamente de-

formada noutra solução caracterizada por outro valor de n.
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3.2 Formação de cordas cósmicas no universo

primordial

A formação de cordas cósmicas no universo primordial é proposta no

contexto de teorias de grande unificação. A idéia central dessas teorias é

a de que as simetrias na f́ısica de part́ıculas resultam de sucessivas quebras

espontâneas de simetria de um grupo maior de simetria G:

G −→ H −→ SU(3)× SU(2)× U(1) −→ SU(3)× U(1)em. (3.29)

Em cosmologia, essas quebras sucessivas de simetria se traduzem por

muitas transições de fase à medida que o universo primordial perde tempe-

ratura. A cada transição de fase, defeitos topológicos− como cordas cósmicas,

paredes de domı́nio e monopólos − são formados conforme a escala de energia

da simetria é quebrada [51]. É interessante notar que o estudo dos defeitos

topológicos é consideravelmente simplifcado pelo fato de suas propriedades

fundamentais não dependerem dos detalhes do modelo de f́ısica de part́ıculas.

Isso permite considerar modelos de calibre mais simples, mesmo que não cor-

respondam ao modelo real de grande unificação.

No mais simples modelo de quebra espontânea de simetria local, o modelo

de Higgs, um campo escalar complexo φ se acopla minimamente a um campo

de caibre Aµ conforme a lagrangiana

L = (Dµφ)∗Dµφ− 1

4
FµνF

µν − V (|φ|) , (3.30)

em que Dµ ≡ ∂µ + ieAµ é a derivada covariante associada à simetria U(1)

local do modelo, Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ é o campo propriamente dito da teoria

de calibre, e e é o parâmetro de acoplamento. O potencial V (|φ|) é dado por

V (|φ|) =
λ

4

(
|φ|2 − η2

)2
, (3.31)
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em que λ e η são duas constantes positivas. O potencial é do tipo chapéu

mexicano.

Esse modelo é invariante pelas transformações do grupo U(1) local

φ(x) → eiα(x)φ(x),

Aµ → Aµ +
i

e
∂µα(x), (3.32)

em que α é função dos pontos x do espaço.

Como o potencial é da forma (3.31), então existe um conjunto de valores

degenerados de vácuo, todos equivalentes por uma transformação de calibre,

caracterizado por um valor esperado não nulo, ou seja,

〈0|φ|0〉 = ηeiθ. (3.33)

Os estados de vácuo diferem entre si pelo valor da fase θ (0 ≤ θ ≤ 2π), e

cada um deles situa-se sobre o ćırculo de raio | 〈0|φ|0〉 | = η.

É evidente que a transformação (3.32) muda a fase θ do estado de vácuo

para θ + α. Assim, esses estados de vácuo não são invariantes por trans-

formação do grupo U(1) local, e a simetria diz-se “espontaneamente que-

brada”.

Como os estados de vácuo são equivalentes entre si, pode-se escolher

qualquer um deles para ser o estado fundamental da teoria. Por simplicidade,

elege-se o estado no qual a fase θ é nula (〈φ〉 = η). Redefinindo φ como

φ ≡ η + φ1√
2

(φ1 real), a lagrangiana torna-se

L =
1

2
(∂µφ1)2 − 1

2
m2
φφ

2
1 −

1

2
m2
AAµA

µ + Lint, (3.34)

em que Lint contém os termos de ordem três e quatro em Aµ e φ1. Os coefi-

cientes mφ =
√
λη e mA =

√
2eη representam, respectivamente, as massas do
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campos φ1 e Aµ. Portanto, após a quebra espontânea de simetria do grupo

U(1) local, o campo de calibre Aµ se torna massivo, fato que decorre da ab-

sorção de um grau de liberdade do campo complexo original φ.

Considerou-se acima um modelo abeliano de calibre, mas o modelo pode

ser generalizado para uma simetria de calibre qualquer [60]. Seja então um

modelo de calibre no qual o campo de Higgs é invariante por um grupo de

simetria G arbitrário, o potencial permite uma quebra espontânea da simetria

G e o campo adquire o valor esperado não nulo de vácuo 〈Φ〉. Se um dos

estados do vácuo for descrito por 〈Φ〉 = Φ0, então podem-se encontrar os

outros elementos de G correspondentes à transformação que deixa os estados

do vácuo invariantes e que formam o grupo H, subgrupo de G,

H = {D(g)Φ0 = Φ0 : g ∈ G} . (3.35)

Para todo g ∈ G, segue que D(g)φ0 ∈ M e, para todo h ∈ H, obtém-se

D(h)φ0 = φ0. Então, D(g)φ0 = g′φ0 se e somente se g′ = gh, com h ∈ H.

Em outras palavras, os pontos de M estão em correspondência biuńıvoca

com o espaço quociente à esquerda em G. Portanto [28, 43],

M = G/H. (3.36)

No caso abeliano, G = U(1) e H é o grupo identidade. Então, M é

topologicamente equivalente ao ćırculo. Na verdade, a topologia deM (mais

precisamente o grupo de homotopia πk(M)) desempenha um papel funda-

mental na determinação da natureza do defeito topológico [30].

É facil entender por que os defeitos topológicos (particularmente os vórtices)

aparecem no modelo (3.30): a lagrangiana (3.30) é invariante pelo grupo de
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simetria U(1) local. O campo φ(x) é uma representação de U(1), e o espaço

do grupo U(1) é topologicamente equivalente ao ćırculo S1. A configuração

φ = ηeiθ é uma representação de U(1), além de ser o valor assintótico do

campo φ(x) no espaço f́ısico bidimensional. Mas esse contorno é também um

ćırculo (no espaço bidimensional em que x ≡ (r, θ), o ćırculo desse contorno

é caracterizado por r →∞, e θ varia de 0 a 2π). Portanto, φ(x) define uma

aplicação do contorno S1 do espaço f́ısico no espaço do grupo S1 do vácuo:

φ : S1 → S1.

Essa aplicação é não trivial e é caracterizada por um inteiro n (o número

de voltas). A estabilidade dessas configurações deve-se a razões puramente

topológicas. Uma solução caracterizada por um valor de n é estável porque

não se pode deformar uma solução continuamente noutra solução caracteri-

zada por outro valor de n. Por esses argumentos de continuidade, o campo

φ tende a zero quando r → 0 e, já que esse valor não corresponde ao valor

esperado do vácuo (φ = 0 não minimiza o potencial V (φ)), nesse local haverá

uma densidade de energia não nula associada ao núcleo da corda. Destaca-se

que os defeitos pontuais num plano são seções de linhas (dáı o nome “cor-

das”) em três dimensões.

De maneira geral, pode-se dizer que os vórtices topologicamente estáveis

estão presentes nos modelos em que a variedade de vácuo M não é simples-

mente conexa, propriedade revelada quando o grupo fundamental (o primeiro

grupo de homotopia) de M é não trivial:

π1(M) 6= I.
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Portanto, os elementos deM classificam os tipos de defeitos que um mo-

delo admite. No caso particular do modelo de Higgs (3.30), os elementos do

grupo fundamental π1(M) se caracterizam pelo grupo dos números inteiros:

π1(M) = Z. Existe um número infinito de vórtices topologicamente estáveis,

cada um caracterizado por um particular valor de n, o número de voltas.

Seja agora o contexto cosmológico [30]. Todo o racioćınio precedente

ocorreu para o caso de temperatura nula (T = 0). Quando um sistema

estat́ıstico está numa temperatura suficientemente alta, a simetria se restaura

[31]. Com efeito, introduzindo um potencial efetivo que contém correções

térmicas1 do potencial V (φ) dado por (3.31), então

Vef (φ, T ) = V (φ) +

(
λ+ 3e2

12

)
T 2|φ|2

= m2(T )|φ|2 +
λ

4
|φ|4, (3.37)

em que m2(T ), que é a massa efetiva do campo de Higgs no estado simétrico

〈φ〉 = 0,

m2(T ) =
1

12
[(λ+ 3e2)T 2 − 6λη2], (3.38)

anula-se quando T tende a um valor cŕıtico

Tc =

(
6λ

λ+ 3e2

)1/2

η. (3.39)

É fácil ver que o termo m2(T ) é positivo quando T > Tc . Logo, 〈φ〉 = 0

minimiza o potencial efetivo, e a simetria é restaurada. Se T < Tc, então a

massa efetiva é negativa. O estado simétrico se torna instável, e φ desenvolve

um valor esperado térmico não nulo,

〈φ〉 =
1√
2

(T 2
c − T 2)1/2, (3.40)

1Deve-se supor que a relação λ >> e4 é válida de modo que se possam negligenciar as
correções radioativas do potencial de Higgs.
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em que Tc, dado por (3.39), é tipicamente da ordem de grandeza do parâmetro

η da quebra de simetria.

No contexto da cosmologia [30], o universo nos estados iniciais era muito

denso e quente e, assim, o valor inicial de equiĺıbrio do campo de Higgs era

〈φ〉 = 0. Quando o universo esfriou, e sua temperatura se tornou inferior à

temperatura cŕıtica Tc, o campo φ assumiu o valor esperado (3.40), que cor-

responde a um ponto qualquer da variedadeM de potencial mı́nimo efetivo.

Entretanto, a fase θ do campo φ se torna arbitrária e não é determinada pela

f́ısica local. A escolha de uma fase depende das flutuações estat́ısticas, e θ as-

sume diferentes valores em diferentes regiões do espaço. Os valores de 〈φ〉 em

duas dessas regiões são completamente independentes se elas estão separadas

por uma distância maior que um certo fator de correlação ζ. A magnitude de

ζ depende da dinâmica da transição de fase, mas deve satisfazer a condição

de causalidade

ζ(t) < dH(t), (3.41)

em que dH(t) é o horizonte causal. Se o grupo de homotopia da variedade

M é não trivial, o campo estocástico 〈φ〉 contorna a fronteira de M não

trivialmente, e as estruturas de domı́nio se formam com um comprimento

caracteŕıstico, comparado a ζ.

De maneira geral, é a topologia da variedade de vácuo que determina se

uma estrutura aparece num modelo em que há quebra espontânea de sime-

tria. As propriedades deM são convenientemente analisadas com a ajuda dos

grupos de homotopia: o k-ésimo grupo de homotopia πk(M) classifica quali-

tativamente as aplicações de uma esfera Sk k-dimensional numa variedade de

vácuo. Portanto, a natureza dos defeitos de uma dimensão qualquer, forma-

dos num certo modelo, é determinada de acordo com os elementos do grupo

de homotopia da variedade do vácuo (Tabela 3.1).
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Com relação às cordas cósmicas, a analogia mais simples no espaço-tempo

de Minkowski é a configuração do tipo vórtice presente no modelo abeliano de

Higgs (3.30). Tais configurações foram encontradas por Nielsen e Olesen [39].

No calibre de Lorentz ∂µA
µ = 0, o campo de Higgs assume a forma

assintótica

φ ∼ ηeinθ,

em que n é o número de voltas, e o campo de calibre Aµ toma a forma

assintótica

Aµ ∼ −
i

e
∂µ lnφ.

Apesar da aparência do campo Aµ, de calibre puro, essa solução não pode

ser anulada em toda parte se n 6= 0. Isso se deve à existência de um fluxo

magnético ΦB,

ΦB =

∮
A · dl =

2πn

e
. (3.42)

Com as formas assintóticas acima, segue que Dµφ ∼ 0 e Fµν ∼ 0, as-

sintoticamente. Assim, a densidade de energia tende rapidamente para zero

quando se afasta do núcleo da corda, e a energia total por unidade de com-

Defeito topológico Dimensão Classificação
Paredes de domı́nio 2 π0(M)

Cordas 1 π1(M)
Monopólos 0 π2(M)
Texturas π3(M)

Tabela 3.1: Classificação topológica dos defeitos conforme o grupo de homo-
topia πk(M).
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primento é finita. O raio da corda é determinado pelo comprimento de onda

Compton dos campos de Higgs e de calibre: δφ ∼ m−1
φ e δA ∼ m−1

A , com

mφ =
√
λη e mA =

√
2eη, respectivamente. As configurações do tipo vórtices

são caracterizadas por um parâmetro µ − a densidade linear de massa − de

ordem de grandeza η2. A distâncias maiores que o raio da corda, a estrutura

interna torna-se despreźıvel, e a corda se compara a um objeto unidimen-

sional. As cordas consideradas sem estrutura interna são chamadas cordas

de Nambu-Goto, e sua lagrangiana é obtida como a lagrangiana efetiva de

uma corda no contexto do modelo abeliano de Higgs. Como a corda descrita

por xµ (ζ0, ζ1) não possui estrutura interna, então sua lagrangiana não pode

depender das propriedades geométricas da superf́ıcie de universo [50],

S = µ

∫ √
−hd2ζ,

em que h é o determinante da métrica induzida sobre a superf́ıcie de “world-

sheet” da corda hab = ηµνx
µ
,ax

ν
,b.

Quando se despreza a estrutura interna da corda cósmica, as quantidades

f́ısicas de interesse, como o tensor de energia−momento, podem ser calculadas

no valor esperado sobre a seção transversal da corda. Assim, supondo a corda

estática e retiĺınea, localizada sobre o eixo z num sistema de coordenadas

(t, z, xi), (i = 1, 2), o tensor de energia−momento da corda assume a forma

[49]

T νµ = µδ(x1)δ(x2)diag(1, 1, 0, 0). (3.43)

Portanto, a corda possui uma grande tensão sobre o eixo z, que é igual à

densidade linear de massa. Imaginando a formação das cordas cósmicas no

universo primordial, diante de escalas de energia da grande unificação, η será

da ordem de 1016 GeV. Assim, tais objetos são estáveis topologicamente e

sobreviveriam ainda hoje com uma densidade linear de massa da ordem de
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µ ∼ 1022 g/cm.

É de grande interesse o estudo do campo gravitacional das cordas, mas ele

não pode ser descrito pela teoria newtoniana, pois o tensor de energia−momento

é de natureza relativ́ıstica. Na próxima seção, estuda-se a corda cósmica

retiĺınea em relatividade geral [23, 35].

3.3 Cordas cósmicas em relatividade geral

3.3.1 O campo gravitacional de
uma corda cósmica retiĺınea

A teoria do modelo abeliano de Higgs, acoplado minimamente à métrica

gµν do espaço-tempo, é regida pela lagrangiana2

L =
1

4
gαγgβδFαβFγδ −

1

2
gαβ (Dαφ)∗Dβφ+ λ

(
φ∗φ− η2

)2 − 1

16π
R, (3.44)

em que Fαβ ≡ ∂αAβ − ∂βAα é a intensidade do campo associado ao campo

de calibre Aα, Dαφ é a derivada covariante de calibre, Dαφ + ieAαφ, e R é

o escalar de curvatura. A teoria é constrúıda por uma invariância de calibre

local U(1), com a transformação de calibre

φ(x)→ φ(x)eieα(x) e Aµ → Aµ + ∂µα(x),

em que α é uma função dos pontos x do espaço-tempo.

O potencial V (φ) = λ(φ∗φ − η2)2, do tipo chapéu mexicano, é mı́nimo

para | 〈φ〉 | = η, e a simetria é espontaneamente quebrada. A interpretação

f́ısica da lagrangiana (3.44) é que um campo vetorial Aµ e um campo escalar

φ adquirem massas mA = eη e mφ = 2
√

2λη, respectivamente.

2O sistema de unidades é tal que h̄ = c = G = 1.
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A variação de (3.44) com relação à métrica conduz às equações de Ein-

stein,

Gµν = 8πTµν , (3.45)

em que Tµν é o tensor de energia−momento da parte material da lagrangiana

(3.44):

Tµν = gµνLm +
1

2
[(Dµφ)∗Dνφ+ (Dνφ)∗Dµφ] +

1

2
Fα
µ Fαν . (3.46)

As equações de campo acopladas são obtidas a partir da parte material

de (3.44):

DµD
µφ + 2

∂V

∂φ∗
= 0, (3.47)

∇µF
µν + i

e

2
[φ(Dµφ)∗ − φ∗(Dµφ)] gµν = 0. (3.48)

As equações (3.46), (3.47) e (3.48) constituem um sistema de equações

diferenciais parciais acopladas nos campos Aµ e φ e na métrica gµν . Essas

equações dependem de três constantes de acoplamento positivas: e, λ e η.

Entretanto, a resolução desse sistema de equações exige condições so-

bre os campos. Garfinkle [23] e Laguna-Castillo e Matzner [35] estudaram

as soluções estáticas e cilindricamente simétricas que descrevem uma corda

cósmica retiĺınea. Com a hipótese de que a métrica possui as mesmas sime-

trias da corda cósmica estática e cilindricamente simétrica, pode-se escrever,

de forma genérica,

ds2 = eA(ρ)dt2 − eB(ρ)dz2 − dρ2 − eC(ρ)dϕ2 (3.49)

num sistema de coordenadas ciĺındricas (t, z, ρ, ϕ) tal que ρ ≥ 0 e 0 ≤ ϕ < 2π.

As funções A, B e C dependem apenas de ρ e satisfazem, sobre o eixo ρ = 0,
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as condições de contorno3

A(0) = B(0) = 0 e lim
ρ→0

eC

ρ2
= 1. (3.50)

Por analogia com as configurações de vórtices em Minkowski [39], os cam-

pos φ e Aµ assumem as formas (com n 6= 0)

φ = R(ρ)einϕ,

Aµ =
1

e
[P (ρ)− n] δϕµ , (3.51)

com as condições de contorno

R(ρ)→ 0 e P (ρ)→ n quando ρ→ 0,

R(ρ)→ n e P (ρ)→ 0 quando ρ→∞. (3.52)

O fluxo magnético das configurações de vórtices é quantizado por

ΦB =
2πn

e
. (3.53)

Com as hipóteses acima, as equações de campo são escritas como

d2R

dρ2
+

1

2

d

dρ
(A+B + C)

dR

dρ
−R[4λ(R2 − η2) + e−CP 2] = 0,

d2P

dρ2
+

1

2

d

dρ
− e2R2P = 0, (3.54)

3Escolhidas de tal forma que os vetores de killing ∂t e ∂z, normalizados, sejam iguais a
1 ou −1.
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e as equações de Einstein tomam a forma

Gt
t =

A′′

2
+
A′

4
(A′ +B′ + C ′) = 8πT tt

Gz
z =

B′′

2
+
b′

2
(A′ +B′ + C ′) = 8πT zz

Gρ
ρ =

1

2
(A′′ +B′′ + C ′′) +

1

4
(A′

2
+B′

2
C ′

2
= 8πT ρρ

Gϕ
ϕ =

C ′′

4
(A′ +B′ + C ′) = 8πTϕϕ ,

em que as componentes não nulas do tensor de energia−momento são

T tt = T zz =
1

2

[(
dR

dρ

)2

+ e−CR2P 2

+ 2λ
(
R2 − η2

)2
+
e−C

e2

(
dR

dρ

)2
]
, (3.55)

T ρρ =
1

2

[(
dR

dρ

)2

− e−CR2P 2 − 2λ
(
R2 − η2

)2
+
e−c

e2

(
dP

dρ

)2
]
, (3.56)

Tϕϕ =
1

2

[
−
(
dR

dρ

)2

+ e−CR2P 2 − 2λ
(
R2 − η2

)2
+
e−c

e2

(
dP

dρ

)2
]
.(3.57)

A expressão (3.55) coloca em evidência uma propriedade da corda cósmica:

a corda é invariante por tranformação de Lorentz no eixo z, conforme a

hipótese feita por Vilenkin [49]. Essa propriedade permite simplificar o sis-

tema de equações. Com efeito, a expressão (3.55) implica Gt
t = Gz

z, que, por

sua vez, implica A(ρ) = B(ρ).

Apesar dessa simplificação, não é posśıvel encontrar uma solução exata4,

4Apenas no caso particular em que mφ = mA, Linet [36] encontrou soluções exatas
para tais equações.
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mas apenas soluções assintóticas. Garfinkle [23] mostrou que a métrica as-

sume a forma assintótica

ds2 = ea0(dt2 − dz2)− dρ2 − e2a0(κ2ρ+ a1)2dϕ2, (3.58)

em que a0, a1 e κ2 são constantes. A métrica (3.58), depois da transformação

de coordenadas [23]

t′ = e
a0
2 t e z′ = e

a0
2 z,

ρ′ = ρ+
a1

κ2

e ϕ′ = κ2e
−a0ϕ,

assume a forma da métrica de Minkowski:

ds2 = dt′2 − dz′2 − dρ′2 − ρ′2dϕ′2. (3.59)

Na forma (3.59), o novo angulo azimutal ϕ′ varia no intervalo 0 ≤ ϕ′ <

2πκ2e
−a0 e, assim, o espaço-tempo não cobre todo o espaço de Minkowski:

cobre Minkowski menos um angulo e, por esse fato, o espaço diz-se cônico.

O ângulo que falta (o déficit angular) pode ser determinado com a ajuda

da fórmula − sobre a superf́ıcie (t, z)=constante (teorema de Gauss-Bonnet)

[22]−
4 =

1

2

∫
d2x
√
g̃R(2), (3.60)

em que R(2) é o escalar de curvatura da métrica induzida g̃ sobre a superf́ıcie

(t, z)=constante. Quando se integra a equação Gt
t = 8πT tt levando em conta

as condições de contorno (3.50) e se utiliza a definição de densidade de massa

por unidade de comprimento,

µ ≡
∫ 2π

0

∫ ∞
0

d2x
√
g̃T tt , (3.61)

obtém-se, finalmente,

4 = 8πµ+
π

2

∫ ∞
o

dρβA′2. (3.62)
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Deve-se notar que 4 ≥ 8πµ, em que a diferença entre 4 e µ decorre da

linearidade das equações de Einstein.
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Caṕıtulo 4

Cordas cósmicas na teoria NDL

Levando em conta o que desenvolvemos ou apresentamos até agora, este

caṕıtulo dedica-se à resolução das equações do movimento da teoria NDL

quando se considera o campo gravitacional produzido por uma corda cósmica

local − situação em que se admite que a métrica do espaço possui simetria

ciĺındrica.

O procedimento que leva à solução, que de fato encontramos, é análogo

ao seguido no caṕıtulo 2, quando se trabalhou com uma métrica de simetria

esférica. Porém, a solução agora obtida é consideravelmente mais simples,

pois é dada em termos de funções conhecidas e não em termos de integrais

eĺıpticas, por exemplo, como naquele caso.

4.1 Solução para cordas locais

Consideraremos a região exterior a uma corda cósmica local. Nesse caso,

o tensor de energia−momento é identicamente nulo, e a fonte possui simetria

ciĺındrica. Então, trabalharemos com a métrica

ds2 = (1 + α(r)) dt2 − dr2 −
(
r2 + C(r)

)
dθ2 − (1 + β(r)) dz2, (4.1)

cujas quantidades não nulas são
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γ00 = 1, γ11 = −1, γ22 = −r2, γ33 = −1,

γ00 = 1, γ11 = −1, γ22 = − 1

r2
, γ33 = −1,

ϕ00 = α(r), ϕ22 = −C(r), ϕ33 = −β(r).

Logo, o traço Fα, equação (2.8), é tal que

Fα = ϕ00,αγ
00 + ϕ11,αγ

11 + ϕ22,αγ
22 + ϕ33,αγ

33

+ ϕ00γ
00
,α + ϕ11γ

11
,α + ϕ22γ

22
,α + ϕ33γ

33
,α

− ϕ0α;0γ
00 − ϕ1α;1γ

11 − ϕ2α;2γ
22 − ϕ3α;3γ

33

= α,α +
1

r2
C,α + β,α − C

(
− 1

r2

)
,α

− (ϕ0α,0 −∆σ
α0ϕσ0) + (ϕ1α,1 −∆σ

α1ϕσ1)

+
1

r2
(ϕ2α,2 −∆σ

α2ϕσ2) + (ϕ3α,3 −∆σ
α3ϕσ3)

= α,α +
1

r2
C,α + β,α − C

(
− 1

r2

)
,α

+
1

2
γ0λ (γλα,0 + γλ0,α − γα0,λ)α

+
1

2

1

r2
γ2λ (γλα,2 + γλ2,α − γα2,λ)C

+
1

2
γ3λ (γλα,3 + γλ3,α − γα3,λ) β

= α,α +
1

r2
C,α + β,α − C

(
− 1

r2

)
,α

+
1

2

1

r2

(
− 1

r2

)(
−r2

,α

)
C, (4.2)

ou seja,

Fα = α,α +
1

r2
C,α + β,α + C

(
1

r2

)
,α

+
C

2r4

(
r2
,α

)
. (4.3)

Portanto, por inspeção direta, segue que

F1 = α′ +
C ′

r2
+ β′ − C

r3
, F0 = F2 = F3 = 0. (4.4)
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Para o cálculo do campo (2.11), ou seja,

Fαµν =
1

2

[
ϕνα,µ −

1

2
γαα (γαν,µ + γαµ,ν − γµν,α)ϕαα

− ϕνµ,α +
1

2
γµµ (γµν,α + γµα,ν − γνα,µ)ϕµµ

+ Fαγµν − Fµγαν ] , (4.5)

faremos, conforme discutido no caṕıtulo 1, ν = µ:

Fαµµ =
1

2

[
ϕµα,µ −

1

2
γαα (2γαµ,µ − γµµ,α)ϕαα

− ϕµµ,α +
1

2
γµµγµµ,αϕµµ

+ Fαγµµ − Fµγαµ] . (4.6)

Agora, com as quantidades não nulas γµν , γ
µν e ϕµν , acima obtidas, e

com (4.4), obteremos as componentes de (4.6).

Se µ = 0, então Fα00 = 1
2

(Fα − α,α). Dáı,

F100 =
1

2

(
−α′ + α′ +

C ′

r2
+ β′ − C

r3

)
, (4.7)

ou seja, F200 = F300 = 0, e

F100 =
1

2

(
β′ +

C ′

r2
− C

r3

)
. (4.8)

Se µ = 1, então Fα11 = 1
2

(ϕ1α,1 − Fα − F1γα1). Logo,

F011 = F211 = F311 = 0. (4.9)
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Se µ = 2, então Fα22 = 1
2

[
1
2
γααγ22,αϕαα − ϕ22,α + 1

2
C
r2
γ22,α − r2Fα

]
. Por-

tanto,

F122 =
1

2

[
C ′ +

1

2

C

r2
(−2r)− r2

(
α′ +

C ′

r2
+ β′ − C

r3

)]
, (4.10)

isto é,

F122 = −1

2
(α′ + β′) r2, (4.11)

e F022 = F322 = 0.

Se µ = 3, então Fα33 = −1
2

(ϕ33,α + Fα). Dáı,

F033 = 0,

F133 = −1

2

[
−β′ +

(
α′ +

C ′

r2
+ β′ − C

r3

)]
, (4.12)

isto é,

F133 = −1

2

(
α′ +

C ′

r2
− C

r3

)
, (4.13)

e

F233 = 0.

Encontramos, portanto, as componentes não nulas do traço Fα e do campo

Fαµν , a menos da anti-simetria Fαµν = −Fµαν , que listamos abaixo:
F1 = α′ + C′

r2
+ β′ − C

r3

F100 = 1
2

(
β′ + C′

r2
− C

r3

)
F122 = −1

2
(α′ + β′) r2

F133 = −1
2

(
α′ + C′

r2
− C

r3

)
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Para escrevermos as equações do movimento (2.28), ou seja,

LAF
λ
(µν);λ + LA,1F

1
(µν) = 0, (4.14)

as quantidades F λ
(µν);λ dadas pela equação (2.31),

F λ
(µν);λ = γλλ {(Fλµν,λ + Fλνµ,λ)

− 1

2
γσσ [(2γσλ,λ − γλλ,σ) (Fσµν + Fσνµ)

+ (γσµ,λ + γσλ,µ − γλµ,σ) (Fλσν + Fλνσ)

+ (γσν,λ + γσλ,ν − γνλ,σ) (Fλµσ + Fλσµ)]} , (4.15)

não nulas são

F λ
(00);λ = γ11

(
2F100,1 + γ22γ22,1F100

)
(4.16)

F λ
(11);λ = −γ22γ22γ22,1F212 (4.17)

F λ
(22);λ = γ11

(
2F122,1 − 2γ22γ22,1F122

)
(4.18)

F λ
(33);λ = γ11

(
2F133,1 + γ22γ22,1F133

)
, (4.19)

e as quantidades F 1
µν não nulas são as equações (2.38), (2.39) e (2.40):

F 1
(00) = − (F100 + F100) = −2F100, (4.20)

F 1
(22) = −2F122, (4.21)

e

F 1
(33) = −2F133. (4.22)
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Portanto, (4.16),..., (4.22) fornecem as equações não identicamente nulas

de (4.14), e uma delas é exatamente (4.17),

γ22γ22γ22,1F212 = 0, (4.23)

pois F 1
(00) = 0 e LA 6= 0.

Mas (4.23) implica

F212 = 0, (4.24)

resultado que anula (4.18), pois F212 = −F122.

Portanto, as equações não identicamente nulas de (4.14) agora são apenas

duas:

LAF
λ
(00);λ + LA,1F

1
(00) = 0 (4.25)

e

LAF
λ
(33);λ + LA,1F

1
(33) = 0. (4.26)

Da conclusão de que F122 = 0 e de F122 = −1
2

(α′ + β′) r2, equação (4.11),

segue que β′ = −α′. Levando em conta esse resultado, reescrevemos F1

e F100, equações (4.4) e (4.8), respectivamente, que, juntamente com F133,

equação (4.13), serão utilizadas em (4.25) e (4.26).

F1 =
C ′

r2
− C

r3
, (4.27)

F100 =
1

2

(
−α′ + C ′

r2
− C

r3

)
, (4.28)

F133 =
1

2

(
−α′ − C ′

r2
+
C

r3

)
. (4.29)
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Com os valores (4.16), (4.19), (4.20), (4.22), (4.28) e (4.29), as equações

(4.25) e (4.26) são reescritas como

LA

(
α′′ − C ′′

r2
+

2C ′

r3
− 2C

r4
+
α′

r

)
− 2LA,1

1

2

(
−α′ + C ′

r2
− C

r3

)
= 0 (4.30)

e

LA

(
α′′ +

C ′′

r2
− 2C ′

r3
+

2C

r4
+
α′

r

)
− 2LA,1

1

2

(
−α′ − C ′

r2
+
C

r3

)
= 0, (4.31)

e a soma de (4.30) com (4.31) produz

LA

(
α′′ +

α′

r

)
+ LA,1α

′ = 0. (4.32)

Para calcular LA e LA,1, precisamos dos invariantes A e B,

A = FαµνF
αµν

= 2γ11
[(
F100γ

00
)2

+
(
F122γ

22
)2

+
(
F133γ

33
)2
]

= −2

[
1

4

(
−α′ + C ′

r2
− C

r3

)2

+
1

4

(
−α′ − C ′

r2
+
C

r3

)2
]
, (4.33)

B = FαF
α

= F1F1γ
11

= −
(
C ′

r2
− C

r3

)2

, (4.34)

de onde obtemos

−A+B = (α′)
2
. (4.35)
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Como sabemos, da equação (2.25), que

LA = − 1

2k

(
1 +
−A+B

b2

)− 1
2

, (4.36)

isso nos leva, depois de usar (4.35), a

LA = − 1

2k

(
1 +

α′2

b2

)− 1
2

(4.37)

e a

LA,1 =
1

2k

(
1 +

α′2

b2

)− 3
2
(
α′α′′

b2

)
. (4.38)

Então, a equação (4.32), com os resultados (4.37) e (4.38), torna-se

− 1

2k

(
1 +

α′2

b2

)− 1
2
(
α′′ +

α′

r

)
+

1

2k

(
1 +

α′2

b2

)− 3
2
(
α′α′′

b2

)
α′ = 0 (4.39)

ou

1

2k

(
1 +

α′2

b2

)− 1
2

[(
−α′′ − α′

r

)
+

(
1 +

α′2

b2

)−1(
α′α′′

b2

)
α′

]
= 0, (4.40)

o que implica [(
−α′′ − α′

r

)
+

(
1 +

α′2

b2

)−1(
α′α′′

b2

)
α′

]
= 0, (4.41)

ou seja,

α′′b2r + α′b2 + α′3 = 0. (4.42)
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A solução de (4.42), equação diferencial não-linear de segunda ordem, é

dada por

α(r) = ±b
√
a1 ln

(
ra1 +

√
(r2 − a1)a1

√
a1√

a1

)
+ a2, (4.43)

em que a1 e a2 são constantes de integração.

Além disso, como já conclúımos que β′ = −α′, então

β(r) = −α(r) + a3, (4.44)

em que a3 é uma constante de integração.

A equação para C(r) é obtida quando subtráımos (4.30) de (4.31), o que

fornece

2LA

(
C ′′

r2
− 2C ′

r3
+

2C

r4

)
+ 2LA,1

1

2

(
C ′

r2
− C

r3

)
= 0, (4.45)

ou

0 =
1

2k

(
1 +

α′2

b2

)− 1
2
[(
−C

′′

r2
+

2C ′

r3
− 2C

r4

)
+

(
1 +

α′2

b2

)−1
α′α′′

b2

(
C ′

r2
− C

r3

)]
, (4.46)

ou ainda

−C
′′

r2
+

2C ′

r3
− 2C

r4
+

α′α′′

α′2 + b2

(
C ′

r2
− C

r3

)
= 0. (4.47)

Agora, utilizando (4.43), obtemos a quantidade

α′α′′

α′2 + b2
=

−a1

r (r2 − a1)
, (4.48)

que, substitúıda em (4.47), produz a equação linear

C ′′
(
r4 − a1r

2
)

+ C ′
(
3a1r − 2r3

)
+ C

(
2r2 − 3a1

)
= 0, (4.49)
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cuja solução é

C(r) = a4r + a5r
√
r2 − a1, (4.50)

em que a4 e a5 são constantes de integração.

Portanto, encontramos uma solução que representa a região exterior a

uma corda cósmica local: a região é descrita pela métrica (4.1), na versão

estática, ou seja,

ds2 = (1 + α(r)) dt2 − dr2 −
(
r2 + C(r)

)
dθ2 − (1 + β(r)) dz2, (4.51)

com

α(r) = ±b
√
a1 ln

(
ra1 +

√
(r2 − a1)a1

√
a1√

a1

)
+ a2, (4.52)

β(r) = −α(r) + a3 (4.53)

e

C(r) = a4r + a5r
√
r2 − a1, (4.54)

em que a1, ..., a5 são constantes.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

O objetivo principal desta tese, provar a existência de solução do tipo

corda cósmica na teoria NDL, foi atingido. Ora, como é consenso que toda

teoria da gravitação que pretenda incorporar a teoria quântica deverá ad-

mitir a relatividade geral como limite de baixas energias e que, além disso,

acredita-se que a “teoria quântica da gravitação” é realizada em regime de

dimensões extras, e essas dimensões, ao serem compactificadas, geram de-

terminadas estruturas no universo, então qualquer candidato à teoria da

gravitação quântica deve admitir, em sua forma efetiva, soluções do tipo

corda cósmica. Isso justifica a importância do estudo desenvolvido aqui.

A solução aqui obtida, embora tenhamos trabalhado com corda cósmica

neutra, assemelha-se num certo sentido às soluções para cordas supercon-

dutoras em relatividade geral [42] e em teorias escalares-tensoriais [19]. A

razão para essa “aparente” propriedade supercondutora está na natureza da

não-linearidade da lagrangiana, pois esta é constrúıda a partir de um campo

de spin 1.

Outro aspecto da solução digno de nota é o fato de o déficit angular,

dado pela função C(r), depender de r − em vez de ser constante. Como a

teoria NDL viola o prinćıpio da equivalência forte, então o significado de o
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déficit variar com r é este: observadores a diferentes distâncias da corda a

“vêem” com diferentes déficits. Nesse aspecto, a solução é bastante diferente

das soluções em relatividade geral e em teorias escalares-tensoriais.

Deve-se notar também que as expressões para α(r) e C(r) impõem condi-

ções sobre a posição r para que ela não apresente valores imaginários. Além

disso, em analogia com o espaço de Rindler, pode ser posśıvel, imaginamos,

separar a métrica exterior em duas regiões − uma para r real, outra para r

imaginário.

Ressaltamos, obviamente, que este estudo não se esgota aqui, pois existem

muitos aspectos a serem testados− investigações acerca de configurações com

horizontes de evento, por exemplo −, e pretendemos ir mais adiante.
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