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Resumo

Investigacao de vibracgoes torcionais em compressores alternativos de duplo

efeito na presenca de nao-linearidades

Autor: Nicolas da Silva Dias
Orientadora: Aline Souza de Paula, Dra. Univ (ENM/ UnB)
Programa de P6s Graduagao em Ciéncias Mecéanicas

Brasilia, 01 de junho de 2021

Vibragoes torcionais estao geralmente presentes em algum nivel em maquinas
rotativas. Este trabalho tem o objetivo de avaliar a vibragao torcional de um eixo de
compressor alternativo na presenca de nao-linearidades através de dois modelos simplifica-
dos nao-lineares, sendo um de 2 GDL (1 cilindro) e o outro possui 5 GDL (4 cilindros),
além de identificar as situacoes criticas de operacao. A nao-linearidade é proveniente da
consideracao de uma inércia variavel de acordo com a rotagao do eixo, comportamento
usualmente desconsiderado na literatura. Os eixos dos compressores estao sujeitos a dois
diferentes tipos de excitacao, a primeira ¢ oriunda do cilindro, sendo um torque periédico
causado pela forca de compressao no pistao, e a segunda é proveniente do motor de inducao
que aciona o compressor alternativo. Os sistemas nao-lineares sdo resolvidos numericamente
usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Uma andlise paramétrica é executada
e os resultados mostraram que a nao-linearidade devido a inércia nao-constante nao causa
comportamentos complexos. No entanto, a influéncia da nao-linearidade fica evidente nos
comportamentos observados através dos espagos de fase. O aumento do niimero de GDL
com a consideragao de 4 cilindros com inércia variavel possibilitou o surgimento de com-
portamentos nao periddicos, porém estas respostas nao apresentaram muita complexidade.
Entretanto, com a introducao da excitagao adicional, respostas complexas surgiram para

determinados valores de amplitudes e frequéncias do torque harmonico.

Palavras-chaves: Nao-linearidades, Vibracao torcional, Compressor alternativo, Inércia

nao-constante.
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Abstract

INVESTIGATION OF TORSIONAL VIBRATIONS AT DOUBLE EFFECT
COMPRESSORS IN THE PRESENCE OF NONLINEARITIES

Author: Nicolas da Silva Dias
Supervisor: Aline Souza de Paula, Dra. Univ (ENM/ UnB)
Master in Mechanical Sciences

Brasilia, 2021

Torsional vibrations are generally present at some level in rotating machines. This
work aims to evaluate the torsional vibration of a reciprocating compressor’s shaft in
the presence of nonlinearities through two simplified nonlinear models, one with 2 DOF
(1 cylinder) and the other with 5 DOF (4 cylinders), in addition to identifying critical
operating situations. The nonlinearity comes from the consideration of variable inertia
according to the rotation of the axis, behavior that is usually disregarded in the literature.
The compressor’s shafts are subject to two different types of excitation, the first is from
the cylinder, which is a periodic torque caused by the force of compression in the piston,
and the second is from the induction motor that drives the reciprocating compressor. The
nonlinear systems are solved numerically by employing the fourth-order Runge-Kutta
method. A parametric analysis is executed and the results show that the nonlinearity
due to non-constant inertia does not cause complex behaviors. However, the influence of
nonlinearity is evident in the behaviors observed through the phase spaces. The increase in
the number of GDL with the consideration of 4 cylinders with variable inertia allowed the
emergence of non-periodic behaviors, but these responses did not present much complexity.
However, with the introduction of additional excitation, complex responses emerged for

certain amplitude values and harmonic torque frequencies.

Key-words: Nonlinearities, Torsional vibration, Reciprocating compressor, Non-constant

inertia.
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1 Introducao

Os compressores sao maquinas que convertem energia mecanica em energia de gas.
Este processo esta coerente com a Primeira Lei da Termodinamica, em que a energia nao
pode ser destruida, apenas transformada. Uma parcela desta transformacao é convertida
também em energias nao-utilizaveis, como por exemplo, em perdas de calor. A conversao
de energia nestas maquinas pode acontecer por duas possibilidades: deslocamento positivo
para reducao de volume do gas ou por deslocamento dindmico impondo uma velocidade
a0 gas para que ele passe por uma se¢ao especifica. Logo, a partir dessas duas categorias
de transformacao de energia, os compressores sao classificados em deslocamento positivo e
deslocamento dindmico. Os compressores alternativos sao largamente utilizados em diversas
aplicacoes que variam de uso residencial a industrial, também sao os mais conhecidos
compressores de deslocamento positivo. Seu funcionamento deve-se a um pistao que se
move dentro de um cilindro e comprime o ar ou gas em um volume menor, desta forma
aumentando a pressao. Os compressores alternativos podem ser de simples ou duplo efeito,
com um ou mais estdgios (BLOCH; HOEFNER, 1996).

Em todas maquinas rotativas, como no caso de compressores alternativos, ha a
presenca de algum nivel de vibragoes torcionais, que estao intrinsicamente relacionadas
ao seu comportamento durante a partida (startup), operagao (continuos operation) ou no
desligamento (shutdown) do equipamento. Logo, é imprescindivel a anélise da resposta
torcional do sistema para garantir uma alta confiabilidade e uma elevada vida ttil do
maquinario (WACHEL; SZENASI, 1993). Em geral essas vibragoes sao causadas pelas
forcas e momentos excessivos provenientes da dindmica do movimento, e pela velocidade
de rotacao do sistema, resultando em falhas de componentes mecanicos tais como o
virabrequim e mancais (WACHEL; TISON et al., 1994).

Os modelos dinamicos de compressores alternativos podem ser lineares ou nao-
lineares. Sendo os primeiros mais empregados pela sua facil resolucao e simplicidade das
equagoes do movimento. Nesses modelos, as inércias dos cilindros sao consideradas constan-
tes, o que pode acarretar em respostas numéricas que nao condizem com o comportamento
fisico, tendo em vista que essa quantidade é variavel. Por outra via, alguns modelos
nao-lineares consideram a inércia dos cilindros sendo uma funcao do angulo de rotacao do
eixo (virabrequim), como pode ser visto nos trabalhos de Metallidis e Natsiavas (2003)

e Huang et al. (2012). A introducao dessa inércia varidvel dos cilindros na modelagem



matematica possibilita um modelo mais representativo e, como consequéncia, pode haver

uma maior variedade de comportamentos dinamicos.

Sistemas nao-lineares estao presentes nos casos mais simples como em um péndulo
simples (Nayfeh e Balachandran (1989)) até na biologia com o crescimento de populagoes
(May (1974)). Todavia, a presenca de nao-linearidades pode resultar em um comportamento
totalmente imprevisivel denominado caos, onde uma mudanca sutil em um parametro pode
proporcionar mudancas drasticas no comportamento global do sistema. Como exemplo
pode-se citar o trabalho de Huang et al. (2012), no qual o aumento progressivo da rotacao
do virabrequim causa uma resposta caodtica do sistema. Portanto, a analise dindmica tem
um papel fundamental quando um sistema apresenta nao-linearidades, pois na maioria das
vezes a resposta nao ¢ intuitiva, e desta forma pode-se identificar as situacgoes indesejaveis

para propiciar um bom funcionamento do sistema.

Nesta pesquisa propoe-se uma analise dindmica de dois modelos nao-lineares, sendo
o primeiro representado por um eixo do compressor com um cilindro (2 GDL) e o segundo
descreve um eixo com quatro cilindros em série (5 GDL). Ambos os modelos sao simulados
numericamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem em diversas condicoes
de operacao. Os resultados demonstraram que a nao-linearidade proveniente da inércia
nao-constante do cilindro nao é capaz de desencadear respostas complexas, até mesmo
nas regioes de ressonancia. Entretanto, com a introducao de uma excitagao harmonica
adicional de forma a representar outras causas que aumentam a amplitude de resposta.
Nessas condigoes, as amplitudes maiores fazem com que as nao-linearidades sejam mais

evidentes, aumentando a complexidade de resposta no sistema em diversas configuracoes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Avaliar a vibracao torcional de um eixo de compressor alternativo na presenca de
nao-linearidades na inércia através de dois modelos dinamicos nao-lineares em situagoes

criticas de operacao.

1.1.2 Objetivos especificos

a) Estudar dois modelos do eixo de um compressor alternativo para um sistema
nao-linear inércia-mola-amortecedor torcional equivalente sendo um de 2 GDL (1 cilindro)
e outro de 5 GDL (4 cilindros);

b) A partir de andlises paramétricas, avaliar com ferramentas qualitativas da
dindmica nao-linear, se a nao-linearidade da inércia nao-constante do cilindro é capaz de

produzir comportamentos complexos nos sistemas estudados.



1.2 Metodologia

Os dois modelos estudados sao provenientes do trabalho feito por Metallidis e
Natsiavas (2003), que representam duas configuragoes do eixo de um compressor alternativo
com um cilindro (2 GDL) e com quatro cilindros em série (5 GDL). Para obter as respostas
dos sistemas nao-lineares ¢ utilizado o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem,
o qual foi implementado em linguagem C++ e os parametros dos sistemas foram extraidos
de Metallidis e Natsiavas (2003), Huang et al. (2012) e Doughty (1988).

A analise dinamica é realizada a partir do emprego das ferramentas qualitativas
da dinamica nao-linear, as quais sao o espacgo de fase, secao de Poincaré e o diagrama
de bifurcacao. Estas determinam se o sistema apresenta comportamento complexo a
partir da influéncia de nao-linearidades da inércia do cilindro. Essa analise é realizada
em duas etapas, a primeira é destinada a tratar das respostas do modelo de 2 GDL, e a
segunda é responsavel por investigar os resultados produzidos pelo modelo com 5 GDL.
Ambos os modelos sao analisados em duas configuracoes principais, com e sem excitagao
harmonica. Em um primeiro momento, o eixo do compressor com um cilindro (2 GDL)
tem seu comportamento analisado pelas ferramentas qualitativas nao-lineares. Adiante,
introduz-se um torque harmonico adicional no sistema e verificam-se as respostas nas
condigbes criticas de operagao para diferentes valores da amplitude do torque harmoénico
(Tp), rigidez torcional equivalente (ky) e comprimento da manivela (r). Na segunda parte
da andlise o eixo do compressor com quatro cilindros em série (5 GDL) ¢ investigado.
Usando a mesma abordagem da etapa inicial, o sistema é analisado com e sem a influéncia

do torque harménico adicional para diferentes tamanhos da manivela (7).

1.3 Contribuicoes

Esta dissertacdo tem como sua principal contribui¢ao a analise da influéncia da néo-
linearidade devido a presenca de uma inércia variavel do cilindro na resposta da vibragao
torcional de um eixo de compressor alternativo. Outros pesquisadores também utilizaram
esta abordagem, entretanto, a andlise feita no presente trabalho diferencia-se dos demais
pois na maioria dos trabalhos, tal como Huang et al. (2012), a inércia ¢ linearizada, assim
como as equagodes governantes apresentam simplificacdes na sua construcao. Metallidis e
Natsiavas (2003) também consideram a inércia varidvel, no entanto, a analise dindmica ¢é

realizada somente no regime transiente.

Uma outra contribuicao que difere desses trabalhos é que introduz-se uma excitagao
harmonica adicional, de tal forma a descrever um fenémeno que aumenta a amplitude da
resposta, desta forma, as nao-linearidades presentes no sistema sao realcadas e resultam

em comportamentos complexos.



1.4 Organizacao do trabalho

Esta dissertacao esta estruturada em 7 capitulos. Neste primeiro capitulo apresenta-
se uma introdugao ao tema, os objetivos e as contribui¢des da pesquisa, além da organizacao
deste trabalho.

O capitulo 2 trata da revisao de literatura apresentando os trabalhos precursores
relacionados aos temas centrais deste estudo. Sao abordados trabalhos sobre a presenca
de vibracoes torcionais em maquinas alternativas, e os tipos de modelos dindmicos mais

usuais pelos pesquisadores.

Adiante tem-se o capitulo 3 oferecendo uma compreensao geral sobre a teoria de
compressores. Sendo apresentados os fundamentos, como o principio de funcionamento,
suas principais aplicagoes, como também ¢é discutido sua classificacdo. Os compressores
alternativos sao descritos com mais detalhes por meio dos seus tipos mais usados, suas
vantagens e desvantagens, tipos de acionamentos, como também seus ciclos de compressao

ideal e real.

No capitulo 4 sao discutidas e conceituadas as principais ferramentas de analise
dindmica de sistemas nao-lineares, que sao o espaco de fase, secao de Poincaré e diagrama
de bifurcacao. Destaca-se que estas ferramentas sdo de natureza qualitativa, e empenham

papel fundamental para a analise global do comportamento do sistema.

Em sequéncia tem-se o capitulo 5, que apresenta os dois modelos dinamicos nao-
lineares (2 GDL e 5 GDL) a serem estudados. Neste capitulo, sao tratados em detalhes
todos parametros, equagoes de movimento e a adimensionalizagdo empregada para a analise

dindmica subsequente.

O capitulo 6 emprega as ferramentas qualitativas para realizar a analise dinamica
a partir de simulagoes numéricas. Os modelos sao submetidos a duas configuras principais,

com e sem excitagao harmoénica adicional.

Por fim, o capitulo 7 sintetiza as principais conclusoes atingidas ao longo desta

pesquisa, além de apresentar propostas para a continuidade deste trabalho.



2 Revisao da Literatura

Neste capitulo é apresentada uma analise critica da evolugao do tema de vibracoes
torcionais em maquinas alternativas. Sao explorados aspectos importantes tais como:
a presenca de vibracoes torcionais, problemas associados ao comportamento vibratério
torcional e suas propostas de mitigacao, além da apresentacao dos modelos mais empregados

na literatura.

A primeira secao aborda as vibragoes torcionais presentes nos mais diferentes
tipos de equipamentos rotativos, os problemas gerados e os métodos de reducao de
vibragoes propostos. O surgimento de novos métodos de medicao de vibracoes torcionais
desempenhou um papel importante para o crescimento de pesquisas relacionadas a esta
area, visto que, os métodos usados até entao nao forneciam uma precisao satisfatoria. Ao
longo dos anos, os pesquisadores propuseram formas de reduzir ou controlar os niveis de
vibragao torcional por meio de controladores ativos e passivos, que podem ser absorvedores,
atuadores, estruturas com dupla massa ou por balanco de torques no sistema. Existe
também interesse sobre a dinamica do acoplamento de modos na presenca de vibragao

torcional-flexural e longitudinal-flexural.

Em seguida, explorando uma camada mais especifica, a segunda se¢ao apresenta
os modelos dinamicos mais usados para representar o comportamento destas maquinas.
Os modelos variam de linear a nao-linear, sendo que o tltimo grupo tem a capacidade de
retratar os fendmenos oscilatérios de forma mais realista. Os modelos mais elementares
simplificam a variagdo de inércia por uma inércia constante, a adocdo desta hipotese
resulta em erros significativos como apontam os pesquisadores. Desta forma, a variacao de
inércia é um fator chave que muitos autores levam em consideragao nos seus modelos para
representar a dinamica de maquinas alternativas. Os métodos de resolucao mais frequentes
sao os numéricos pela sua facilidade de implementagao computacional e acuracia. No

entanto, em alguns casos como os lineares, existem solugoes analiticas.

2.1 Vibracoes torcionas em maquinas alternativas

As vibragoes torcionais produzidas pela dindmica de compressores alternativos
causam efeitos também nos motores elétricos que os acionam, conforme afirma o trabalho

conduzido por Grasso, Fusi e Ussi (2015). Estas oscilages torcionais produzem harmoénicos
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na corrente de entrada, sendo assim um defeito para o funcionamento do motor elétrico.
A partir da investigacao deste problema, os autores elaboraram uma nova técnica de

mitigacao da corrente harmonica baseada em um filtro hibrido ativo.

Segundo Wachel e Szenasi (1993), a agressividade das oscilagoes torcionais e das
tensoes geradas em maquinas rotativas depende da relacao entre a velocidade de operacao
e as frequéncias de excitacao dos torques instaveis e, das frequéncias naturais torcionais e
os modos de vibrar. Desta forma, a andlise de vibragoes tem papel primordial para que o

equipamento nao tenha uma vida util diminuida.

Drew e Stone (1997) apresentaram resultados experimentais usando um amplificador
eletronico, que pode ser combinado com um motor de acionamento e um excitador
torcional usados para a excitacao de maquinas rotativas pequenas. Foram empregadas
duas configuragoes otimizadas do amplificador e a capacidade méaxima de torque dindmico
senoidal descarregada (abaixo de 1400 rpm) foi medida entre 1 e 10 N.m (RMS), em
frequéncias de pelo menos 2 kHz. A excitacdo aleatoria também foi possivel em frequéncias
mais baixas. Os pesquisadores conseguiram ter um alto nivel de consisténcia entre os
resultados obtidos usando diferentes técnicas sob apropriadas condi¢oes. Logo, verifica-
se que este estudo foi fundamental para o avango de melhores técnicas de excitagoes
torcionais de estruturas pequenas, e assim contribuir para uma analise mais precisa de
vibragoes torcionais, visto que, naquela época varios estudos apresentaram procedimentos

experimentais inconsistentes.

Ao invés do uso da medigao convencional de vibragao torcional para estruturas com
eixos, Lv et al. (2016) propuseram um método indireto e mais preciso. Neste trabalho, uma
viga em formato de T foi acoplada a um lado da estrutura, por meio da qual sdo produzidos
torques através de forgas, e sao usados acelerometros lineares em posicoes estratégicas da
viga. Empregando um modelo de elementos finitos para a viga, a receptancia torcional
que conecta o torque ao angulo de tor¢ao da estrutura com eixo é determinada a partir
dos dados de entrada da aceleragao linear para a forca de excitacao. A validacao deste
modelo foi realizada através de simulagoes numéricas e experimentos que verificaram a
sua acuracia e praticidade. Xiang, Yang e Gan (2012) também trabalharam em uma
nova técnica de medicao de vibragoes torcionais em estruturas com eixos rotativos. Esta
técnica é largamente empregada pela literatura e utiliza-se um instrumento chamado de
Vibrometro de Torgao a Laser (VTL), o qual fundamenta-se na Velocimetria Doppler a
Laser (VDL). O sistema de estudo foi analisado por duas vias: com o uso do VTL e por
uma modificacdo do Método da Matriz de Transferéncia de Torcao de Riccati. Em ambos
os métodos foram determinadas as frequéncias naturais da estrutura. Os resultados da

medicao utilizando o VTL sao consistentes com os obtidos analiticamente.

O estudo conduzido por Kang et al. (1998) realiza uma investigacao de modos
acoplados, incluindo os acoplamentos das vibragoes torcional-flexural e longitudinal-flexural
para virabrequins nao rotativos que sao livre-livre e suspensos. Usando o Método de

Elementos Finitos (MEF), a estrutura foi modelada em dois tipos de elementos: elemento



de viga e elemento de solido. Foram determinadas as frequéncias naturais e os modos de
vibrar dos virabrequins nesses dois casos e, os resultados foram comparados com a anélise
modal experimental. A analise concluiu que o elemento de sélido é mais apropriado na

analise modal de virabrequins.

Controladores ativos e passivos de vibracoes torcionais para sistemas dindmicos
nao-lineares é o foco do trabalho de El-Sayed e Bauomy (2015). Nesta pesquisa, o sistema é
submetido a excitacao de forgas multi-paramétricas, e ¢ modelado por equagoes diferenciais
nao-lineares acopladas. O modelo apresenta 3 GDL incluindo o absorvedor torcional. A
técnica de perturbacdo em multipla escala é empregada para obter uma solugao aproximada
e investigar a resposta do sistema. Os resultados numéricos verificaram que a vibragao
torcional de um sistema nao-linear pode ser controlada passivamente através do uso de

um absorvedor linear.

Segundo Levecque et al. (2011) um compressor alternativo pode ser descrito em
linhas em gerais por trés subconjuntos mecanicos: o involucro hermético, o carter e o
conjunto rotor-virabrequim. Comumente apds o processo de fabricacao do equipamento,
podem ser verificados niveis excessivos de vibragao produzidos por massas desbalanceadas
no virabrequim. A analise conduzida por este grupo propoe um balanceamento analisando
o comportamento dindmico dos trés subconjuntos. Para investigar possiveis solucoes foi
posto em uso o Método do Coeficiente de Influéncia. Os resultados experimentais validaram
a solucao numérica e demonstrou-se que este processo integrado de balanceamento é mais

eficiente do que o procedimento classico, o qual somente balanceia o virabrequim.

Um método para a reducao de vibragoes torcionais no virabrequim foi proposto por
Ostman e Toivonen (2008). A técnica descrita pelos autores balanceia as contribuiges de
torque nos cilindros utilizando as velocidades angulares medidas do sistema. Os resultados
demonstram que os niveis de vibracao torcional das frequéncias relevantes foram reduzidas
em até 90%. Song et al. (2014) propoem uma nova estrutura da volante de dupla massa
com rigidez continuamente variavel para a reducao de oscilagdes torcionais. Este estudo
baseia-se no principio da compensagao com finalidade de redugao do impacto produzido
por mudancas de rigidez. A proposta, por meio dos cédlculos e experimentos, provou ser
viavel para a amenizagao de vibragdes torcionais de sistemas de transmissao de poténcia em
veiculos com motores de alta poténcia e alto torque. Logo, como o eixo de um compressor
alternativo é similar ao de motores de combustao interna, este tipo de estrutura também
pode ser utilizado nesses equipamentos para a suavizagao do comportamento vibratorio
torcional. Wenzhi e Zhiyong (2010) propuseram a criagao de um controle ativo de vibragoes
por meio de um atuador, que age diminuindo as vibragoes torcionais com a deteccao de
perturbagoes eletromagnéticas e fluxo turbulento em um rotor de uma turbina de geracao
de vapor. Os resultados preliminares tedéricos e numéricos demonstraram que houve uma

significativa redugao da amplitude da resposta.

Oscilagoes torcionais em compressores alternativos de grande porte provocam,

com frequéncia, o desgaste do primeiro e segundo mancais da manivela, que por sua vez
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impactam diretamente na falha do virabrequim por fadiga, conforme apontam Zhao e Wang
(2014). Neste estudo, esse problema foi corrigido através uma montagem de interferéncia
utilizando duas placas conectando o segundo e terceiro eixo do virabrequim. Foi realizada
uma analise modal numérica para verificar a resposta dinamica dos sistemas com e sem
interferéncia. Os resultados demonstraram que a montagem com a interferéncia alterou
a primeira frequéncia natural torcional, e assim evitou-se que a estrutura entrasse em
colapso em sua operacao. Wang, Xu e Li (2012) também empregaram uma montagem
analoga, e determinaram que esta interferéncia possibilitou o aumento da massa de inércia

rotacional, fazendo com que a regiao de interesse nao apresente ressonancia.

Uma contribui¢do importante da analise de vibragoes torcionais em maquinas
alternativas é a deteccao de falhas de combustao em motores diesel, conforme destaca
a pesquisa conduzida por Charles et al. (2009). Para realizar o diagndstico de falhas foi
utilizado um sensor encoder para medir e construir a forma de onda da velocidade angular
instantanea (VAS) do virabrequim, a qual representa a assinatura do comportamento
oscilatério torcional. Segundo os autores, estudos precedentes mostraram que o sinal da
VAS e sua anélise via Transformada Rapida de Fourier sao eficazes para monitorar motores
com menos de oito cilindros. A equipe concluiu que a partir da analise do espectro da VAS
ficou evidente a distin¢ao entre um motor com combustao adequada e um com falha de

ignicao.

2.2 Modelos dinamicos de maquinas alternativas

A anélise dindmica de maquinas alternativas é complexa e lida com uma série de
consideragoes simplificadoras segundo afirma Brusa, Delprete e Genta (1997). Uma hipétese
bastante utilizada pelo campo de pesquisa é que as propriedades inerciais do sistema
sao constantes e compensadas via adicado de torques inerciais. Logo, o foco dos autores
¢é estudar a vibragao torcional de virabrequins considerando a variacao da geometria do
sistema com o angulo da manivela, para as respostas livre e forcada. A resolu¢ao da analise
foi linearizada e o modelo matematico apresenta um conjunto de equacgoes diferenciais

lineares com coeficientes periédicos.

Modelos que representam vibragoes torcionais em mdaquinas alternativas com
equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes nao retratam com fidelidade a
dindmica destes equipamentos, conforme explica Pasricha e Carnegie (1979). O sistema
vibra com varia¢ao de inércia e grandes flutuagoes de torques inerciais que podem aumentar
a chance de ocorrer o fendmeno da segunda ressonancia em vibracoes torcionais. Portanto,
estes fatores sdo pontos relevantes para a proposi¢ao de um modelo mais preciso e que
represente de maneira mais adequada o seu comportamento dindmico. Em um trabalho
anterior de Pasricha e Carnegie (1976), foi proposta uma anélise de vibragoes torcionais

amortecidas em méaquinas de combustao interna, incluindo o efeito da variagdo da inércia



do sistema. Com a insercao deste fator somada ao amortecimento, produziu uma equacao
do movimento nao-linear. Para pequenos deslocamentos, a solucao deste modelo pode ser

linearizada.

O método linear da massa concentrada tem sido aplicado amplamente pelos pes-
quisadores para modelar a dinamica de virabrequins em maquinas rotativas, no entanto,
Huang et al. (2012) afirma que esta modelagem conduz a erros significativos. Este grupo
de pesquisa propoe um modelo nao-linear que, utiliza uma expressao geral para a variacao
nao-constante da inércia do virabrequim, derivada de um método de equivaléncia de
energia cinética instantanea, além de adicionar o amortecimento estrutural dos compo-
nentes acoplados ao eixo. Os resultados deste modelo revelam que o torque adicional
produzido pela variacao da inércia excita o segundo modo torcional e, a adi¢ao do torque

de amortecimento também gerado por esta mudanga é o principal fator nao-linear.

Boysal e Rahnejat (1997) trabalham uma abordagem nao-linear usada para repre-
sentar a dinamica de um cilindro de motor de combustao interna. Esta modelagem numérica
inclui todos os componentes inerciais do corpo rigido, além de analisar o amortecimento
das vibragoes torcionais no virabrequim. Os resultados numéricos apresentaram coeréncia

com outras solucoes analiticas reportadas por varios autores pertencentes a literatura.

No trabalho de Hu, Mourelatos e Vlahopoulos (2003) foi desenvolvido um modelo
dindmico da rotacao de um eixo flexivel apoiado por estruturas flexiveis. O efeito do
acoplamento entre a rotacao do corpo rigido e a deformagcao flexivel do eixo, foi levado
em consideragao e sao representados por termos nao-lineares na matriz de massa, e no
vetor de forcamento do sistema de equagoes globais. Sendo que, a rotagdo do corpo rigido
é tratada como um dos graus de liberdade do sistema, e que os GDL flexiveis do eixo e da
estrutura sao representados como um conjunto de GDL retidos e internos pela formulacao
de Craig-Bampton. As equagoes do movimento sao resolvidas no dominio do tempo usando
uma modificacdo do método de Newmark e com o método de Newton-Raphson. Esta
analise foi validada com o desenvolvimento de diferentes combinacgoes de carga, tipo de

mola e rotagao de corpo rigido.

Estudos de modelos dinamicos para o comportamento de maquinas alternativas
que envolvem flexibilidade torcional do virabrequim foram apresentados por Metallidis e
Natsiavas (2003). Estes modelos apresentam equagoes do movimento com forte presenga
da nao-linearidade. Uma solu¢do analitica aproximada foi descrita para caracterizar uma
versao linearizada das equagdes do movimento, através da aplicacao de método assintotico
adequado. Também foram apresentados resultados numéricos para os modelos lineares
e nao-lineares levando em consideragao a determinacgao direta de ramos completos da

resposta em estado estacionario.

Conforme Wang e Lim (2000), para que o modelo proposto seja efetivamente
utilizado é necesséario ter um conhecimento alicer¢cado nos parametros de inércia, rigidez e

amortecimento, ou seja, a validade do modelo é proporcional a precisao destes parametros.



Desta forma, o estudo desenvolvido por estes cientistas apresenta uma abordagem de
energia vibratoria equivalente para analisar e quantificar com uma acuracia satisfatoria os
coeficientes de amortecimento. Portanto, pesquisas relacionas a este tema se justificam

para obter informagoes relevantes e parametros essenciais para projetos de vibragoes.

A modelagem do comportamento dindmico de um virabrequim de motores de
combustao interna é descrita por Mourelatos (2001). O modelo acopla a dindmica estrutural
do virabrequim, a lubrificagdo hidrodinamica do mancal principal e a rigidez do bloco do
motor usando uma abordagem sistémica. A predi¢ao da resposta dinamica é determinada
através do uso de uma técnica de subestruturacao dindmica de dois niveis baseada no uso
do MEF. Os resultados experimentais demonstraram a eficiéncia do modelo e os resultados
numeéricos apresentam as capacidades e significancias do modelo no projeto de virabrequins

para motores.

Seguindo um viés alternativo e diferente da maioria dos trabalhos citados até entao,
Li (2003) utiliza uma abordagem analitica para a andlise de vibragao torcional de uma
barra nao-uniforme com elementos concentrados tais como discos rigidos. A vantagem da
adogao deste modelo é que a equagao das frequéncias naturais torcionais para este conjunto
pode ser determinada por uma equacao algébrica homogénea. Os resultados numéricos

verificaram que esta proposta é eficaz e conveniente.
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3 Teoria Geral de Compressores

Este capitulo tem o propésito de fornecer em linhas gerais os principais fundamentos
tedricos dos compressores. A primeira secao destina-se a abordar o funcionamento destas
maquinas, suas principais aplicagoes que variam de uso doméstico a industrial, além de
apresentar sua classificagdo mais usual com base no seu fluxo de trabalho, que se divide

em duas categorias principais: intermitente ou continuo.

Adiante, a segunda secao é mais especifica e descreve os compressores alternativos,
visto que sao o tema focal desta pesquisa, além de serem os compressores mais utilizados
dentre todos os outros. Tratam-se os dois tipos mais utilizados, os possiveis arranjos dos
cilindros, assim como suas vantagens e desvantagens. Em seguida, os tipos de acionamentos
mais comuns sao apresentados, assim como os ciclos de compressao ideal e real. Por fim,

sao demonstrados os seus principais elementos constituintes e suas devidas fungoes.

3.1 Fundamentos

Os compressores sao maquinas mecanicas projetadas para aumentar a pressao
de um ar, gas ou vapor que sao encaminhados de um local para o outro. A pressao de
suc¢ao ou de entrada pode variar de nivel subatmosférico até um nivel que seja compativel
aos limites de operagao do equipamento (GIAMPAOLO, 2010). A compressao do gés é
realizada através da adicao de trabalho para aumentar a sua pressao, a medida que ele
escoa pelo equipamento. Eles sao usados em muitas aplicagoes desde as mais cotidianas
tais como aspiradores de p6 e ar condicionados a larga escala industrial para processos
quimicos, propulsdo de motores a jato, processamento e transmissao de gas natural (BRUN;
KURZ, 2019).

A compressao de gases em altas pressoes resultam em altas temperaturas criando
problemas no compressor. Todos os seus componentes basicos, independente do tipo, tém
um limite para as condigoes de operacao. Quando alguma limitagao é envolvida, torna-se
necessario que o processo de compressao seja realizado em mais de uma etapa, ou seja, em
multiestagio. Estas limitagoes variam com o tipo de compressor, porém as mais importantes
incluem: pressao de descarga, aumento de pressao ou diferencial de pressao, razao de
compressao, efeito do espaco livre e desejo de economia de poténcia (BLOCH; HOEFNER,
1996).
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Compressores alternativos sao usados em diferentes industrias, tais como: refinarias
de Oleo e gas, coleta de gas e processamento, gasodutos, industrias quimicas e de refrigeracao
(GIAMPAOLO, 2010). Em plantas industriais, na maior parte do tempo os sistemas de
compressao trabalham além do regime de carga maxima, e os ciclos do compressores sao
ajustados pelos termostatos. O controle da velocidade de trabalho também pode ajudar
no ajuste das condigoes de trabalho, pois tem-se a equivaléncia da carga maxima para
cada rotagao. Logo, a determinagao da frequéncia é um parametro que permite um melhor
controle para que os compressores trabalhem em condigoes favoraveis e, sua pratica tem

tido uma grande economia de energia (APREA; MASTRULLO; RENNO, 2009).

A classificagao dos tipos de compressores pode ser feita em dois grandes grupos
separados pelo modo de compressao usado: intermitente ou continuo. A compressao inter-
mitente é caracterizada por sua natureza ciclica, ou seja, um volume de gas ¢ injetado na
maquina, comprimido, e sua descarga acontece antes do ciclo se repetir. No modo continuo,
o gas ¢é succionado, trabalhado, transportado ao longo do compressor, e expelido sem
interrupcao do escoamento em nenhum ponto do processo. Compressores que trabalham
com o modo intermitente de trabalho sao conhecidos como compressores de deslocamento
positivo, sendo divididos em duas categorias: alternativos e rotativos. E compressores
de modo continuo também sao separados em dois tipos: dindmicos e ejetores (BROWN;
2011). De modo mais usual, esta é classificagdo mais difundida pela literatura no estudo

de compressores, como demonstra a Figura 3.1.

Compressores
|
| 1,
Intermitente Continuo
Deslocamento Positivo
| Dinamico Ejetores
4 . . I .
Iternativos Rotclmvos Fluxo radial Flixo misto Fluxo Axial
Pistao Mecanico Palhet’as , Centrifugo Fluxo misto Axial

Anel liquido

Lobulos (roots)

Parafusos

Figura 3.1 — Classificagao dos compressores.

Compressores de deslocamento positivo trabalham diminuindo o volume de um
gas em um ambiente fechado. Desta forma, estas maquinas operam em diferentes porcgoes
do fluido a cada instante de tempo, tais como seu comportamento mecanico, velocidade
de trabalho. Sao exemplos de compressores deste tipo o alternativo, parafusos e o de
palhetas. Por outro lado, os compressores dindmicos funcionam através do continuo

aumento do momento do gas conforme ele flui pelo compressor. Como exemplos pode-se
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citar compressores centrifugos, axiais e de fluxo misto (BRUN; KURZ, 2019).

Por serem o coragao de refrigeradores, ar condicionados e aquecedores, os compres-
sores de deslocamento positivo ganham um destaque especial pelo fato que sao encontrados
em qualquer lugar. Eles fornecem ar comprimido para ferramentas, equipamentos de
construcao, dispositivos de satide como brocas usadas por dentistas e para acessorios de
mergulho. Além de que, podem trabalhar em servigos pesados como transporte gés natural
em gasodutos e na compressao de oxigénio e nitrogénio. Desta forma, a sua poténcia
pode variar de pequenas fracoes de HP (Horse Power) para milhares de HP dependo
da demanda de trabalho. Logo, estes tipos de compressores nao sao somente os maiores

consumidores de energia, mas também sao os principais poluidores sonoros (SOEDEL,

2006).

Ao contréario de compressores centrifugos, compressores de deslocamento positivo
continuam a gerar pressao até ultrapassar o limite maximo. Esta caracteristica pode causar
sérios problemas em sistemas de ar comprimido. Sistemas projetados para operar com
pressao de 689.476 kPa, podem receber nas linhas uma pressao superior que 1034.21 kPa.
Desta forma, é comum nesses sistemas a presenca de valvulas para aliviar o excesso de
pressao, além de um sistema de controle automatizado de pressao que permite descarregar
o compressor de forma periédica (MOBLEY, 2000).

Na secao seguinte, os compressores alternativos serao apresentados e discutidos
com mais detalhes. Sdo abordados sua classificacdo, os possiveis arranjos, suas vantagens e
desvantagens, tipos de acionamento, os ciclos de compressao ideal e real, além dos seus

principais elementos constituintes.

3.2 Compressores alternativos

Sao os compressores mais conhecidos, como também os mais utilizados dentre todos
os tipos de compressores. O movimento alternativo é transmitido ao pistao que se desloca
no sentido vertical no interior do cilindro. A acdo do pistao, em conjunto com as valvulas
de entrada, determina a quantidade de gis que entra no cilindro onde é comprimida e
expelida. As valvulas de descarga trabalham para prevenir que o retorno de gas proveniente
da descarga entre no proximo ciclo de compressao. Quando a compressao é realizada em
somente um lado do pistao, o compressor é de tnico-efeito (Figura 3.2a), porém, quando a
compressao acontece em ambos os lados do pistao, o compressor é chamado de duplo-efeito
(Figura 3.2b). Estes compressores podem ter um tnico cilindro ou miltiplos cilindros
na mesma estrutura. Se a montagem for formada por um cilindro ou multiplos cilindros
conectados em paralelo, o arranjo é nomeado de estagio iinico. E quando multiplos cilindros
sao interligados em série na mesma estrutura, normalmente com auxilio de arrefecedor, a

montagem ¢ referenciada de multiplo estagio (BROWN;, 2011).
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Figura 3.2 — Representagdo esquemética: a) compressor alternativo de simples-efeito e b)
compressor alternativo de duplo-efeito.

Estes compressores tém sido usados com frequéncia por mais de 200 anos desde que
0s gases necessitassem ser comprimidos. Entretanto, nos tltimos 50 anos sua dominancia
sofreu uma redugao, visto que novos tipos de compressores foram desenvolvidos. Ainda
assim, eles podem ser empregados em qualquer aplicacdo de compressao, porém outros
tipos podem ser preferiveis em certas ocasides. Por exemplo, os compressores centrifugos
tendem a ser utilizados quando a poténcia requerida é maior que 2 MW e a pressao de
descarga é menor que 100 MPa. Compressores do tipo parafuso sao recomendados quando

a poténcia estd compreendida entre 10 a 500 kW e a pressao de descarga ¢ abaixo de 30

bar (BRUN; KURZ, 2019).

Os compressores de deslocamento positivo sao conhecidos como maquinas de volume
constante e pressao variavel. Ressalta-se ainda que, os compressores alternativos sao os
mais eficientes, pelo fato de que sua relagao de pressao (em inglés, pressure ratio ) é de um
valor aproximadamente maior de 1.5 a 1. Podem ser empregados para cargas parciais ou
aplicacoes de capacidade reduzidas. Além disso, em operacoes de multiplo estagio, cada
cilindro pode trabalhar com um tipo de gas diferente. Por exemplo, um cilindro pode atuar
na refrigeracao de propano enquanto os outros podem ser responsaveis pela producgao de
um outro gas (BROWN, 2011; MOBLEY, 2000).
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3.2.1 Classificacao

Compressores de pistao mecénico podem ser divididos em diferentes tipos, porém,
existem dois que sdo os mais empregados em aplicagdes de pequeno e grande porte. A
diferenca entre os tipos depende da forma do pistao e do elemento conector entre o pistao

e o virabrequim, conforme apresentam as segoes a seguir.

3.2.1.1 Compressor de pistdo automotivo ou sem cruzeta

O primeiro é conhecido como pistao automotivo, onde o pistao é conectado a biela,
a qual é acoplada diretamente no virabrequim, como demonstra a Figura 3.3. Este tipo
de compressor utiliza somente um cilindro, podendo trabalhar com um estagio ou varios
estigios dependendo de sua aplicacdo. E o principal tipo de compressor utilizado em
sistemas de refrigeracao de pequena escala (BROWN;, 2011). Sao usados em servigos mais
leves que possuem o pistao de simples-efeito lubrificados pelo cérter, e sem a presenca da
cruzeta. (STEWART, 2018).

piston rings T

concentric valves

bearings

main bearings § crankcase

S ankshaft

Figura 3.3 — Compressor alternativo do tipo automotivo com trés estagios. Adaptado de
(BORREMANS, 2019).

3.2.1.2 Compressor com cruzeta

A segunda categoria representa os compressores alternativos que sdo usados em
aplicagoes pesadas, como nas operacoes de petréleo e gas natural. Estas maquinas sao
conhecidas como do tipo cruzeta, onde cada pistao é em geral de duplo-efeito e esta
conectado ao moente pela haste do pistao, cruzeta e biela (STEWART, 2018). O pistao é
movimentado por uma barra que passa por uma caixa de gaxeta e é conectada a cruzeta.

Esta por sua vez, é acoplada indiretamente ao virabrequim pela biela, conforme mostra
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a Figura 3.4. Desta forma, o cilindro esta isolado do carter mantendo sua lubrificacao
intacta da exposicao de gases. O cilindro pode ser simples ou de duplo-efeito, em aplicacoes

industriais os de duplo-efeito sdo mais empregados (BROWN, 2011).

Integral cylinder
Hydraulically-tensioned Plug-type water jacket
Connecting rod flanged crosshead inlet unloader Compressor Port-type

inlet unloader
Crankshaft Cylinder

liner

Qil slingers
Solid or hollow i Cylinder

pistons*® support
Frame Oil level Discharge "
lubrication sight glass valves Compressor
ofl pump discharge
Compressor Frame extension Two-compartment Water-cooled
frame and em;shead distance plece compressor cylinder
guide

Figura 3.4 — Compressor alternativo do tipo cruzeta. Adaptado de (STEWART, 2018).

3.2.2 Arranjo

Na maioria do casos o arranjo de um compressor de pistao automotivo é com o
cilindro na vertical, isto para um unico estagio. A configuracao de multiplos estagios é
posicionada na vertical em linha, com no maximo dois cilindros. Arranjos com multiplos
cilindros sdo postos em pares com formato de V, formando um angulo de 45 graus. Com
este tipo de arranjo, o nimero maximo de cilindros é oito e sdo aplicados a compressao de
refrigerantes organicos (BROWN, 2011).

Os compressores do tipo cruzeta de simples-efeito trabalham em um tnico estagio
e possuem o cilindro na vertical. No entanto, os duplo-efeito quando usados com um
estagio, em grande parte das situagoes o cilindro é posicionado na horizontal. Estes
podem trabalhar tanto na vertical quanto na horizontal, sendo esta uma caracteristica
vantajosa, pois levando em consideracao a alocagao fisica e problemas de manutencao,
o arranjo horizontal é predominante na maioria das instalagoes e plantas industriais
(BROWN, 2011). Nesta configuracao, pode se ter dois, quatro e até seis estdgios, sendo
esta ultima a que apresenta maior estabilidade na operacao. Além disso, este arranjo pode
ser empregado para aplicagoes de baixa (200 a 600 rpm) e alta velocidade (acima de 600
rpm) (BRUN; KURZ, 2019). Porém, os compressores com multiplos cilindros opostos
balanceados apresentam fatores limitantes ao niimero de cilindros instalados, tais como

a capacidade de carregamento da estrutura, a habilidade de manter o alinhamento dos

16



principais mancais e a sua velocidade. Compressores com cilindros opostos com mais de 12
cilindros ndo sao normais. Geralmente, compressores com dois a seis cilindros operam em
uma velocidade maior que 1200 rpm, com oito cilindros ou mais, a velocidade reduz para
300 rpm (GIAMPAOLO, 2010). A Figura 3.5 ilustra um tipico compressor alternativo com

cilindros opostos na horizontal.

Figura 3.5 — Compressor alternativo com cilindros opostos na horizontal. Adaptado de
(BLOCH; GODSE, 2006).

A configuragdo para multiestagios em compressores do tipo cruzeta é ampla. Os
arranjos mais utilizados sao os vertical e horizontal, porém existem outras variacoes tais
como em V, Y, angulo ou até mesmo em L, no entanto, tais arranjos nao sao empregados
com tanta frequéncia (BROWN, 2011).

3.2.3 Vantagens e desvantagens

Os compressores alternativos sao muito eficientes, possuem anéis de reten¢ao no
pistao que fornecem uma boa vedacao para evitar vazamentos, além de que, sendo a
transferéncia de calor baixa, a eficiéncia de sua compressdo aproxima-se para um ciclo de
compressao adiabatica. Sabendo-se que, a eficiéncia de uma compressao adiabatica varia
entre 85 a 95% para baixas velocidades e 80 a 90% em altas velocidades de compresséo.
Sua eficiéncia mecanica também ¢é alta tal que, as perdas devido ao atrito dentro do
cilindro e em sua estrutura e caixa engrenagem é de 97 a 98% em velocidades baixas e em
altas velocidades pode-se atingir até 97%. Estes niimeros sdo expressivos mesmo quando
sao comparado a outros tipos de compressores de deslocamento positivo, tais como os
de parafuso, que apresentam uma maior vazamento e eficiéncia menor (BRUN; KURZ,
2019). Para exemplificar de forma mais abrangente as vantagens e desvantagens de um
compressor alternativo, a Tabela 1 mostra uma comparagdo em relagdo a um compressor

centrifugo.
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Tabela 1 — Comparacao entre os compressores centrifugo e alternativo. Adaptado de
(STEWART, 2018).

Fator Centrifugo Alternativo
Investimento inicial Baixo Alto
Custo de operacao (excluindo o combustivel) Menor Maior
Consumo de combustivel Alto Baixo
Flexibilidade Menor Maior
Eficiéncia Melhor em baixas RC | Melhor em altas RC
Vida projetada Vida curta favoravel | Vida longa favoravel
Requisitos de espago Menor Maior
Realocagao Mais fécil Mais dificil

*RC - Razao de Compressao

3.2.4 Acionamento

Uma outra caracteristica dos compressores alternativos que os tornam tao tnicos
quando comparados aos outros ¢é a variedade disponivel de acionamentos, que podem ser
complexos tanto como os arranjos dos cilindros. Compressores de pequeno porte de simples
estagio ou de multiplos, em particular do tipo automotivo, sao acionados por motores
elétricos com acoplamento feito por correias em V. Os pequenos do tipo cruzeta e de tinico
estdgio, também possuem um acionamento de maneira similar. Compressores automotivos
de grande porte com multiplos estdgios, podem ser projetados para operar em faixa de
trabalho compativel com as velocidades produzidas pelos motores e, sdo acoplados de
forma direta. Se acoplamento for indireto pela presenca de um eixo que conecta o motor
ao compressor, a este tipo de arranjo denomina-se tipo de motor. Nesses compressores o
acoplamento com motor elétrico pode ser projetado de diversas maneiras diferentes, tal como
a utilizacao de caixas de engrenagens para compatibilidade de velocidade. Motores com
frequencimetros se tornaram popular pela capacidade de controle na operagdao (BROWN,
2011).

Os compressores alternativos usados na industria de dleo e gas sdo acionados
por motores elétricos ou motores a gas natural. Os motores elétricos podem ser tanto
de indug¢ao ou sincronos. Para aplicagoes com velocidades de 400 rpm ou mais, os de
inducao sao recomendados, e para velocidades abaixo de 400 rpm e poténcia maior que
2 MW, os motores sincronos sao desejaveis. Estes motores de forma geral trabalham em
velocidades constantes, porém o uso de frequencimetros pode ser incorporado para permitir
um range maior de variagao de velocidades, tal que se obtenha a velocidade adequada para
cada ocasiao. Ressalta-se que, compressores alternativos impoem um torque ciclico que é
transmitido pelo virabrequim ao eixo do motor, e vibragoes laterais que sao transmitidas
ao motor pela fundagao. Desta forma, a escolha do motor de acionamento deve considerar
todos os requisitos necessarios por se tratar de uma operagao pesada de servigo (BRUN;
KURZ, 2019).
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3.2.5 Ciclo de compressao

A Figura 3.6 apresenta o ciclo de compressao ideal de compressores alternativos. No
inicio, o pistao estd situado no Ponto Morto Inferior (PMI) que é representado pelo ponto
1 do grafico. Neste ponto, o cilindro é abastecido com gas em uma pressao P; e as valvulas
(sucgao e descarga) estdao fechadas. A compressao inicia-se com a movimentagao do pistao,
sendo este processo representado por 1-2. Quando o pistao atinge o ponto 2, a valvula de
descarga comeca a abrir, este processo é simbolizado por 2-3. Ressalta-se que a valvula
de descarga estd aberta neste tempo e a de sucgao esta fechada. O gas é expelido com
pressao P,. No ponto 3, o pistao alcanga o Ponto Morto Superior (PMS), sendo o seu ponto
maximo. O espago compreendido entre o pistao no PMS e topo do cilindro é chamado
de volume morto. Em seguida, o pistao faz o movimento reverso e inicia o processo de
expansao (3-4), onde o gés é alocado dentro do volume morto e é reexpandido pela pressao
de sucgao. A valvula de descarga se fecha e a valvula de succao ainda permanece fechada.
A expansao finda-se em 4 e a valvula de succao é aberta conforme mostra o processo 4-1.

O cilindro preenche-se com o gas em uma pressao P;. No ponto 1 o ciclo termina e inicia-se
um novo ciclo (BROWN, 2011).

P 3 2
S
3
&
P] | -
J 1
0
Volume Volume do cilindro
morto

Figura 3.6 — Ciclo ideal de compressao.

Em um ciclo de compressao real o grafico apresenta variagoes nos pontos 2 e 4
(Figura 3.7), que representam as transi¢oes dos processos de descarga e sucgao. O fator
determinante para a diminuicao da eficiéncia da compressao é a perda nas valvulas ou a
queda de pressao através das valvulas de sucgao e descarga. Tais perdas fluidas sao em
funcao da densidade do gas e da velocidade da valvula. Sendo a densidade resultante das
pressoes de succao e descarga com a presenga do peso molecular (BLOCH; HOEFNER,
1996).
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Figura 3.7 — Ciclo real de compressao.

3.2.6  Principais componentes

Os principais elementos construtivos de um compressor alternativo sao: carter,
virabrequim, biela, cruzeta, haste do pistao, pistao e cilindro. Sendo que a forca ou a
capacidade de poténcia do compressor sao definidos pelos trés primeiros e a haste do pistao.
O cérter (Figura 3.8) tem formato em U podendo ser fabricado a partir de ferro fundido
ou de ago. E projetado para suportar o virabrequim, cilindros, e outras partes rotativas,
além de manté-las em perfeito alinhamento sob agao de altas forcas impostas durante a
operagao. Ressalta-se também que ele serve como reservatorio de 6leo para a lubrificagao

de todo o conjunto (BLOCH; GODSE, 2006; BLOCH; HOEFNER, 1996; GIAMPAOLO,
2010).

Figura 3.8 — Carter. Adaptado de (STEWART, 2018).

A arvore de manivelas ou virabrequim é o coracdo da maquina, e costuma ser
o componente mais caro do sistema. De forma geral, é constituido em pequenos blocos
que sao forjados e os contrapesos sao parafusados para equilibrar a massa alternativa da
cruzeta e pistao (BLOCH; GODSE, 2006). Enquanto pequenos virabrequins tenham sido
fabricados de um tnico forjamento, a maioria dos virabrequins sao fabricados a partir de
trés partes: mancais, moentes e pecas de interconexao. A funcao desse elemento é converter

o movimento de rota¢do em movimento linear com auxilio da biela (GIAMPAOLO, 2010).
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Figura 3.9 — Virabrequim de um compressor feito de ago SAE 4140 tratado termicamente
e forjado. Adaptado de (GIAMPAOLO, 2010).

Em seguida, tem-se a biela (Figura 3.10a) que é o elemento conector entre o
virabrequim e a cruzeta (Figura 3.10b). Esta por sua vez converte o movimento de rotagao
da biela em linear enquanto aciona a haste do pistao (STEWART, 2018). Ressalta-se que,
as cruzetas sdo elementos pesados de modo que a massa de todas as partes alternativas seja

suficiente para reverter a tensao no pino do pulso, mesmo quando uma das extremidades

do pistao esta sob pressao (BLOCH; GEITNER, 2012).

Cruzeta

Ferramenta de
alinhamento da biela

Alca de alinhamento da biela
(b)

Figura 3.10 — Elementos constituintes: a) biela de um compressor velocidade moderada.
Adaptado de (BLOCH; GEITNER, 2012); b) acoplamento da cruzeta e biela.
Adaptado de (BLOCH; GEITNER, 2012).

A haste do pistao conecta a cruzeta ao pistao, sendo rosqueada em ambas as
extremidades e podendo até ter um colar que conecta-se ao pistao. Sua fixagdo deve ser

de modo que o carregamento inercial alternado criado pela aceleracao, desaceleragao e
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parada do pistao em cada revolugao nao adicione tensoes indevidas na haste ou final do
pistao. A compressao é realizada pelo pistdo que a cada rotagdo do virabrequim desloca-se
linearmente em diregoes alternadas. Podem ser classificados em dois tipos: simples-efeito
ou duplo-efeito. Os primeiros fazem a compressao do gas somente a medida que o pistao
desloca-se em dire¢do ao PMS. Por outro lado, os de duplo-efeito podem comprimir em

ambas dire¢oes. A fabricacdo deste componente é feita por fundigdo a partir de uma peca
ou de um conjunto (GIAMPAOLO, 2010).

Figura 3.11 — Pistdo com seus anéis e banda de desgaste. Adaptado de (BROWN, 2011).

Os cilindros podem ser fabricados de ferro fundido, aco fundido e ago forjado,
sendo a pressao de trabalho que determina o material adequado em cada aplicacdo. Em
operagoes que a pressao varia de 6895 a 8274 kPa, o ferro fundido é preferivel. Acima de
10342 kPa, recomenda-se o ferro nodular, e no range de 6895 a 17237 kPa o ago fundido é
a melhor opgao. O ago forjado é geralmente empregado para pressoes acima de 17237 kPa
(STEWART, 2018). Destaca-se que cada cilindro deve ser projetado de modo que atenda
a capacidade, pressao, temperatura e as propriedades do gas que compressor trabalha. Em
geral, estes componentes tém um sistema proprio de lubrificacao que utiliza dleos especiais,
porém ha sistemas sem lubrificacao que alimentam com gas que é muito limpo devido
uma filtragem rigorosa. Grande maioria dos cilindros sdo de duplo-efeito (Figura 3.12),
entretanto, podem ser feitos de simples-efeito para condi¢oes especificas de operacao como
para altas pressoes, similar aos usados em compressao de gas combustivel automotivo,

onde é apenas requerido um pequeno deslocamento (BLOCH; GODSE, 2006).
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Figura 3.12 — Cilindro de duplo-efeito. Adaptado de (BORREMANS, 2019).

As valvulas dos compressores sao de retencao simples com mola (Figura 3.13a),
também sdo chamadas de placa-mola, quando acionadas sao abertas ou fechadas devido
ao diferencial de pressao nos processos de sucgao e descarga. O papel da mola é fornecer a
forga necesséria para ajudar no deslocamento do selo mecénico (Figura 3.13b) da posicao
de aberto para fechado (BRUN; KURZ, 2019). Desta forma, o propésito das valvulas é
controlar a entrada (sucgdo) e saida (descarga) de gés no cilindro. As de sucgao abrem no
inicio do ciclo para permitir que o gés seja aspirado para o cilindro, e fecham no inicio do
processo de compressao. Por outro lado, as valvulas de descarga abrem quando ha pressao
suficiente no cilindro para superar a combinagao da carga da(s) valvula(s) de placa-mola e

a pressao a jusante. No final do processo de compressao a pressao estabiliza e a valvula(s)
de placa-mola fecha a vélvula de descarga (GTAMPAOLO, 2010).

Generous seat and stop Poppets available in

kil nylon and Hi-Temp

Parafuso central

Arruela
rosqueada

Protecdo
Maolas

Anel de guia
Mola de bolacha

Placa da valvula

Noduslar Iron seat and e SEL Base
- stop plate. .

Figura 3.13 — Valvulas: a) componentes tipicos de uma valvula de placa. Adaptado de
(BRUN; KURZ, 2019); b) valvula reguladora de pressdao. Adaptado de
(BLOCH; GODSE, 2006).
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4 Dinamica-nao linear e suas

ferramentas de analise

Este capitulo é dedicado a apresentar o alicerce tedrico que permitira analisar as
possibilidades das respostas apresentadas por sistemas nao-lineares. Os fundamentos sobre
caos e suas ferramentas de andlise sdo devidamente apresentados e desenvolvidos nesta
secao, objetivando construir em capitulos seguintes, uma anélise dinamica qualitativa, de
tal maneira que se compreenda o comportamento global do sistema. A principio, faz-se uma
revisao histérica da evolugao do estudo do caos, desde o seu nascimento até a modernidade.
Logo apds, as principais ferramentas de analise dinamica qualitativas sdo brevemente

apresentadas, as quais sao: espaco de fase, secao de Poincaré e diagrama de bifurcacao.

4.1 Comportamento cadtico

Trés séculos apds a publicagdo da obra-prima de Newton, Principia (1687), a
dindmica conhecia novos sistemas, que apesar de simples apresentam uma rica dinamicidade
e imprevisibilidade no seu comportamento. Tais sistemas foram denominados de cadticos,
e seu estudo promoveu uma discussao excitante de novas ideias matematicas no mundo
da dindmica (MOON;, 1992). O caos foi descoberto na mecéanica pelo mateméatico francés
Henri Poincaré no final dos anos 1800, quando este se propos a estudar a dindmica das
6rbitas de trés corpos celestiais sujeitos a forga de atracao gravitacional mutua (OTT,
2002). Entretanto, o desenvolvimento deste campo de pesquisa somente iniciou-se com a
publicagao de Lorenz sobre um estudo da conveccao na atmosfera, no qual os resultados

numeéricos apresentaram um comportamento totalmente irregular do fluido (escoamento
turbulento) (HAKEN, 1985).

A chegada dos computadores de alta velocidade em 1950 foi um divisor de dguas
na histéria da dindmica. Através desta maquina foi possivel realizar simula¢oes numéricas
com equacgoes de uma maneira jamais vista, e também ajudou a melhorar no entendimento
sobre o estudo de sistemas nao-lineares. Em 1963, Lorenz deparou-se com o movimento
cadtico em um atrator estranho. Suas solugoes nunca chegavam a um ponto de equilibrio
ou a um estado peridédico, ao invés disso, o sistema continuava a oscilar de forma irregular

e aperiddica. Ele também observou que, se as simulagoes fossem executadas com duas
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condicoes iniciais quase idénticas, produziam comportamentos totalmente distintos apds
um certo periodo de tempo, desta forma, o sistema era inerentemente imprevisivel e
sensivel as condigoes iniciais (STROGATZ, 2018).

Ao longo das décadas seguintes, importantes trabalhos investigaram a presenca do
caos nas demais areas das ciéncias, tais como: o estudo da natureza do comportamento
turbulento por Ruelle e Takens (1971); May (1976) fez um revisao de varios modelos
matematicos que aparecem da biologia a ciéncias sociais; Denton et al. (1990) demonstram
que o comportamento cadtico também esta presente na cardiologia. Uma descoberta
extraordindria foi realizada por Feigenbaum (1983), na qual apresentou leis universais

sobre sistemas nao-lineares que descrevem a transicdo para o regime cadtico.

O termo cadtico é reservado aos problemas deterministicos que nao possuem
entradas ou parametros aleatorios ou imprevisiveis (MOON, 1992). Isto é, sistemas deter-
ministicos sao aqueles que as condi¢oes sao precisamente conhecidas em um instante de
tempo, tal que, permita em principio a sua predigdo exata no futuro. Cabe ressaltar que
existe a diferenca entre um sistema apresentar comportamento cadtico ou aleatério, em
ambos a saida produzida é a mesma, aperiodicidade, no entanto, para comportamento
aleatorio as entradas ou parametros sao desconhecidos. O problema no entendimento do
caos ¢é a reconciliacao de nogoes totalmente distintas: imprevisibilidade e determinismo. A

chave que faz o elo entre esses conceitos ¢ a nao-linearidade (HILBORN, 2000).

A diferenga entre sistemas lineares e nao-lineares pode ser visualizada através da
evolugao das respostas no tempo. Se uma entrada for periddica, um sistema linear responde
de forma peridédica, no entanto, para um sistema nao-linear podem existir diferentes saidas:
periddica, quase-periddica, sub-harménica ou caética (MOON, 1992). Em sistemas nao-
lineares uma mudanca de um parametro pode conduzir dramaticas transformagoes no
comportamento qualitativo e quantitativo do sistema, ou seja, para um valor sua resposta
pode ser periédica, para um outro valor bem proximo pode apresentar aperiodicidade
(HILBORN, 2000). O escoamento turbulento é um exemplo cldssico no qual o pardmetro
(Ntmero de Reynolds) é varidvel no conjunto de equagoes deterministicas (Equagoes de
Navier-Stokes), o movimento do fluido pode ir abruptamente de uma configuragao estavel
(regime laminar) para um regime aparentemente estocastico (regime turbulento) (MAY,
1976). A Figura 4.1 apresenta um exemplo de um sistema cadtico com a evolucao de sua

resposta no tempo.
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Figura 4.1 — Evolugao temporal de uma resposta cadtica.

4.2 Espaco de fase

O espaco de fase ou espaco de estado ¢ a representagao vetorial que possibilita o
conhecimento do estado do sistema em qualquer instante de tempo através do grafico de
x(t) (posigao) versus @(t) (velocidade). Conforme a evolugao temporal do sistema dindmico
ocorre, uma trajetéria descreve a fase do sistema (HILBORN, 2000). Desta forma, pode-se

investigar qualitativamente a natureza do comportamento apresentado pelo sistema.

Quando a resposta ¢é periddica, o plano apresenta uma curva fechada conhecida
como atrator periddico, tal como apresenta a Figura 4.2a. Entretanto, se a resposta for
caltica, as érbitas nunca se fecham ou repetem pela caracteristica aperiddica inerente do
sistema, este tipo de representagao geométrica é nomeado de atrator estranho (MOON,

1992), como representa a Figura 4.2b.
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Figura 4.2 — Espaco de fases.
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4.3 Secao de Poincaré

A investigacao da dindmica de trés corpos celestiais realizada por Poincaré (1899),
resultou em uma ferramenta importante na andlise qualitativa de sistemas dinamicos
nao-lineares (WIGGINS, 2003). Ao invés de analisar o comportamento continuo do sistema
no espaco de fase, sua proposta é verificar sob uma Otica discreta seccionado este espaco,
e verificando sua projecdo em um plano a cada periodo T" que a érbita do sistema o cruza.
Logo, a representagao espacial no plano passa a ser um conjunto de pontos e esta técnica
é chamada de Secao de Poincaré ou Mapa de Poincaré em sua homenagem. A construcao
desta secao nao segue uma regra geral, no entanto, é habitual na literatura adotar um
periodo multiplo de T' = 27 /wy, com base na frequéncia de forcamento (ws) que o sistema
é excitado (THOMPSON; STEWART, 2002). A Figura 4.3 exemplifica o desenvolvimento

deste mapeamento.

Figura 4.3 — Construgao da Segao de Poincaré. Adaptado de (WIGGINS, 2003).

Esta técnica oferece vantagens interessantes no estudo de equagoes diferenciais
ordinarias tais como: redu¢ao de pelo menos uma dimensao do problema; proporciona um
entendimento do global do sistema e apresenta clareza conceitual na analise do estado
dindmico (WIGGINS, 2003).

A analise dindmica do sistema através desta ferramenta é simples. Se o plano
apresenta um unico ponto, a resposta é peridodica de periodo 1. Se a saida resultar em
dois pontos, a resposta é periédica de periodo 2. Logo, se a se¢do for representada por um
conjunto finitos de pontos, o sistema tem comportamento peridédico ou sub-harmonico,
que sao frequéncias multiplas de wy. Os sistemas quase-periddicos sao figuras fechadas ou
orbitas fechadas no plano, também sao nomeados de "movimento em toro". Se a se¢ao nao
apresentar um conjunto finito de pontos ou uma trajetoria fechada, o sistema pode ser
cadtico. Entretanto, existe uma diferenca de resposta em sistemas amortecidos e com pouco
ou sem amortecimento no regime cadtico. Sistemas com baixo ou sem amortecimento sao
representados por uma nuvem de pontos desorganizados, tal padrao de resposta é chamada

com frequéncia de estocastica. Por outro lado, em sistemas amortecidos, o mapa demonstra
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um conjunto infinito de pontos altamente organizados tais como linhas paralelas (MOON;,
2004).

Essa estrutura organizada é proveniente dos fractais, que sao formas geométricas
complexas com estrutura fina (STROGATZ, 2018). Quando este tipo de estrutura geomé-
trica apresenta-se no mapa, o sistema comporta-se como um atrator estranho (MOON,
1992). Foi com esta configuragdo que Lorenz se deparou em 1963, porém ele nao conseguiu
visualizar a estrutura fractal em suas simulagoes. Nos anos seguintes, Hénon (1976) propds
um mapeamento que possuia as mesmas propriedades do sistema estudado por Lorenz, e
verificou a existéncia da hierarquia das linhas paralelas que se repetiam dentro do atrator

estranho.

A Figura 4.4 apresenta duas se¢des de Poincaré representando um sistema periédico

de periodo 1 (Figura 4.4a) e um sistema cadtico (Figura 4.4b).
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Figura 4.4 — Secao de Poincaré.

4.4 Diagrama de bifurcacao

Sistemas fisicos tipicamente tém parametros de interesse no estudo de suas equagoes
do movimento. A medida que tais pardmetros mudam, pode ocorrer uma mudanca
qualitativa na estrutura da resposta para determinados valores. Essas mudancas sao

nomeadas bifurcagoes e os valores dos parametros sao chamados de valores de bifurcacao

(GUCKENHEIMER,; HOLMES, 1983).

Essas mudangas podem resultar da colisao de uma o6rbita periddica instavel e
a coexisténcia de um atrator cadtico, tais colisbes sao nomeadas de crises. Fenomenos
associados com crises incluem a mudanca drastica no tamanho dos atratores cadticos,
bruscas aparigoes de atratores cadticos (possivel rota para o caos) e destrui¢oes repentinas
de atratores cadticos e suas bacias (GREBOGI; OTT; YORKE, 1983).

A teoria de bifurcacoes estd divida em duas categorias: locais e globais. As bifur-
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cagoes locais trabalham com analise das bifurcacoes em uma area limitada do espacgo de
fase, por exemplo, os pontos fixos. Por outro lado, as bifurcacoes globais representam
uma mudanca qualitativa na estrutura das érbitas em uma regiao do espaco de estado.
Graficamente, diagramas de bifurcacao podem ser construidos de diversas maneiras dife-
rentes. Um método bastante empregado é o da forca bruta, no qual, se varia um parametro
de interesse e avalia-se sua resposta na se¢ao de Poincaré. Para cada valor simulado,
despreza-se o regime transiente e coleta-se um conjunto de pontos, desta forma, tem-se
uma curva da varidvel do sistema (posigao, velocidade, etc.) em relagdo a variagao deste
pardmetro (frequéncia do for¢camento, amplitude do forgamento, etc.) (SAVI, 2006). A

Figura 4.5 exemplifica um diagrama de bifurcagao de um sistema nao-linear.
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Figura 4.5 — Diagrama de bifurcagao: amplitude de forcamento (B) e amplitude da resposta

(x).

A existéncia de bifurcacoes esta intrinsecamente associada ao comportamento
cadtico, tal que, qualquer sistema dindmico que nao apresenta bifurcagao nao responde
caoticamente. No entanto, a reciproca nao é concreta, logo, um sistema que produz bifurca-
¢oes nao obrigatoriamente desenvolve uma resposta cadtica (SAVI, 2006). Para garantir a
existéncia de resposta cadtica é necessario a aplicacao de ferramentas quantitativas, sendo

que as duas mais usuais sdo o Expoente de Lyapunov e a Dimensao Fractal.
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5 Modelagem Matematica

Neste capitulo os sistemas dindmicos que representam o objeto de estudo sao
apresentados. Em um primeiro momento, um modelo de 2 GDL ¢é abordado descrevendo
um eixo do compressor com apenas um cilindro. Adiante, um compressor com quatro
cilindros em série é retratado por um modelo de 5 GDL. Ambos os modelos sdo nao-
lineares e apresentam uma carga acoplada, além de que, suas equac¢oes do movimento sao

desenvolvidas em duas configuracoes: com e sem excitacao harmoénica adicional.

As equagdes matematicas que representam o compressor alternativo de duplo-
efeito sdo fundamentadas na pesquisa realizada por Metallidis e Natsiavas (2003). E
comum na literatura o uso de modelos de motores de combustao interna para representar
compressores alternativos, pelo fato que esses maquinarios sao de movimento alternativo
e apresentam componentes em comum, tais como: virabrequim, manivela, biela, pistao
e cilindros. Entretanto, grande parte desses modelos nao considera a variacao de inércia
produzida pelo conjunto manivela-biela-pistdo. A nao inclusdo desse fator pode prejudicar
a representacgao fisica do sistema real. Portanto, os modelos dindmicos do presente trabalho
sao nao-lineares pela consideracao de uma inércia do cilindro variavel, a qual possibilita

uma melhor representatividade da dindmica deste sistema.

5.1 Modelo de 2 GDL com um cilindro

Segundo a modelagem proposta por Metallidis e Natsiavas (2003), assume-se que
maquinas alternativas sao divididas em duas partes. A primeira é o compressor em si
e a segunda representa a carga. A Figura 5.1 apresenta um esquema simplificado que

representa um compressor alternativo de um tnico cilindro.
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Figura 5.1 — Modelo equivalente para um compressor alternativo de um cilindro.

Como mostra a Figura 5.1, tem-se que a inércia variavel do cilindro é simbolizada
por Ig(p1) que depende do dngulo da manivela (¢1). A carga possui inércia constante
representada por I, que esta relacionada com parametros da transmissao, tais como a sua
inércia e razao numérica de transmissao (METALLIDIS; NATSIAVAS, 2003). Além disso,
o deslocamento angular da carga é representado por ,. O eixo que acopla estas partes
possui uma rigidez torcional equivalente ky e amortecimento viscoso ¢y. Também existe um
amortecimento associado a cada parte, cg e cr, além de que, os torques aplicados ao sistema
sao representados por T,.(y1), sendo o torque resistivo desenvolvido pela compressao do

gas no cilindro e T}, é o torque de acionamento do motor elétrico.

5.1.1 Derivacdo da inércia equivalente para um unico cilindro

A manivela rotaciona ao longo do eixo de rotagdo (virabrequim) transmitindo
movimento e poténcia a biela, que por sua vez aciona o pistao a executar um movimento
alternativo (HUANG et al., 2012). Este conjunto é representado pelo mecanismo da Figura

0.2

Figura 5.2 — Mecanismo manivela-biela-pistao.
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No mecanismo manivela-biela-pistao representado pela Figura 5.2, tem-se que o
comprimento da manivela é descrito por r, Iz é a distancia do final da manivela até o
centro de massa da biela, [ ¢ o comprimento total da biela, F,(¢;) é a forca resultante da

compressao no cilindro, além de que  é o angulo entre a biela e o eixo .

A energia cinética total deste mecanismo é dada por:

1 1. 1
TE' = §<Ic + m1r2)(p-12 + 51262 + §(m2 + mp)x?) (51)

onde I. é o momento de inércia da manivela, I5 e m, sao respectivamente, o
momento de inércia do centro de massa e a massa da biela. Além de que, m, representa a
massa do pistao e &, é a sua velocidade. Os parametros my, mg e Iy sao descritos pelas

equacoes:

I = Ig —myls — my(l — lg)? (5.4)

onde a razao lg/l tem valor de 0.29.

Da anélise das relacoes cinematicas do mecanismo da Figura 5.2, tem-se as seguintes

expressoes:

rsen(pq) = lsen(p) (5.5)

B = k()61 (5.6)

o deslocamento do pistao, x,(¢1), e a sua velocidade, &,(p;1) sao obtidas pelas

equacoes 9.7 e 5.8.

xp(0) = rcos(p1) + leos(B) (5.7)

ip = —rsen(p1)[1 + K(p1)]é1 (5.8)

Sendo que, k(1) e A sdo dados por:

w(or) = Acos(p1) 59
(o) \/1 — A2sen?(p1) (5.9)
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A\ = T (5.10)

Apo6s algumas manipulagoes matematicas, a energia cinética de um tnico cilindro

¢ determinada pela equacao 5.11.

1
Ty = i{Ic +myr? + Lr?(p1) + (mg + mp)r2sen2(<p1)[l + (1) e (5.11)

1
No entanto, a energia cinética é equivalente a 5[ £(p1)$12, logo, a inércia equivalente

de um cilindro ¢ dada por:

Ip(p1) = I+ mur? + Le* (1) + (mg + mp)rgsen2(g01)[1 + k(p1)]% (5.12)

A equagao do movimento é desenvolvida pelo emprego da Formulagao Lagrangeana,
utilizando-se a coordenada generalizada (; e considerando-se a presenca de amortecimento

viscoso. Entao, o resultado final da equacido do movimento é

; 1dl ] )
Ig(e1)g1 + 25501)9012 +cpr = =T (p1) + My, (5.13)
1

onde ¢ é o coeficiente de amortecimento viscoso, T,.(y1) é o torque resistivo do
cilindro e My, é o torque do compressor transmitido a carga, contando com a inclusao da

volante.

A equacao do movimento da carga é obtida tal que:

Ipgs = —Mp+ T, (5.14)

Quando o eixo do compressor é considerado rigido, tem-se que @, = o, desta

forma, a equacao do movimento para este caso é produzida através das equagoes 5.13 e
5.14.

[Ip(p1) + 1)1 + 1dlp(¢1)

5,2 5 = =T, T, 5.15
2 dp, Y1” +cpr (1) + ( )

A equacao diferencial 5.15 é ndo-linear pela presenca do termo 5,2, além de que, o
momento de inércia equivalente (Ig(¢1)), e o torque resistivo (7)) sdo fungoes dependentes

do adngulo da manivela (¢y).

E importante ressaltar que o sistema apresenta flexibilidade torcional devido ao
movimento de rotagao do virabrequim. Sua inclusdo pode ser representada de forma simples

através de uma rigidez torcional ky e um coeficiente de amortecimento ¢y no eixo que
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conecta o compressor ao motor, conforme a Figura 5.1 apresenta. Desta forma, tem-se um

modelo de dois graus de liberdade com equacdes do movimento acopladas nao-lineares.

I5(o1)$1 + §T<ﬁ12 + co(Y1 — P2) + crpr + ko(p1r — p2) = =T (1) (5.16)
1

I8y + co(P2 — b1) + cpfe + ko(p2 — 1) = Tin (5.17)

No entanto, existe um equivoco na equacgao 5.16 proveniente da abordagem utilizada
no desenvolvimento das equagoes do movimento. Conforme afirmam Pesce, Tannuri
e Casetta (2006), as equagoes do movimento de Lagrange nao podem ser aplicadas
diretamente a sistemas que possuem variacao de massa explicitamente com a posicao.
Neste contexto, mesmo em simples casos, sem considerar a presenca de nenhuma forga
generalizada nao-conservativa, estabelecem-se equac¢oes do movimento com falta ou excesso

de termos na forma 1/2(0m/dq)¢*, onde q é a coordenada generalizada. Desta forma, o

1dI
termo 25(('01)@2 deve ser corrigido com a retirada da constante 1/2, logo as equagoes
¥1
do movimento do modelo sao:
.o dl . : : :
Ip(p1)é1 + CJZE:OI)‘PF + co($1 — P2) + cppr + ko1 — p2) = =T (1) (5.18)
1

I + co(Pa — 1) + crba + ko(w2 — 1) = T (5.19)

5.1.2 Torque resistivo do cilindro

Segundo Metallidis e Natsiavas (2003), o torque resistivo T,.(¢1) é resultante da
forca F,(¢1) exercida pela compressao da mistura de gas no interior do cilindro, tal forca

é proporcional & pressao vezes a area transversal do cilindro:

Fy(p1) = pAc (5.20)

onde p é a pressao desenvolvida no cilindro e A, é a area da base do cilindro.

Assume-se que a mistura gasosa respeita a lei politropica, logo, a relagao entre a

pressao e volume ¢ dada pela equagao:

pV* = conste (5.21)
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onde V' é o volume que o gas ocupa no cilindro e k é o coeficiente de expansao
adiabatica com valor de 1.4 para o ar. O volume V é determinado em funcao de ¢q,

conforme segue:

Vg = Ve Ir +1 = 2yl 52 (5:22)

sendo V. o volume morto do cilindro e D, o diametro do cilindro.

O volume morto do cilindro é determinado a partir da equagao:

(w/4) D7 Sp

L= (5.23)

onde S, é o curso do pistao no cilindro e RC' ¢é a razao de compressao.

Para reproduzir o ciclo de compressao ideal, separaram-se as regides de pressao
constante (sucgao e descarga) e variavel (compressao e expansao) em intervalos dependentes
do angulo da manivela (y1). A construgao desses espagos obedece a posi¢ao que o pistao
se encontra nos pontos onde se iniciam e findam suas fases dentro do ciclo. A etapa de
compressao esta compreendida entre 0 < 1 < 0.771 rad, sendo a pressao calculada usando
a equacao 5.21. Em seguida, a fase de descarga possui pressao constante e é delimitada
por 0.771 < ¢y < m rad. Na expansao, assim como na compressao, a pressao ¢ variavel e
obtida pela equacao 5.21, tendo sua fase descrita em m < ¢ < 5.362 rad. Ressalta-se que,
embora os processos de compressao e expansao utilizem a mesma equacao, suas constantes
sao diferentes, assim como os volumes também. Por tltimo, a fase de succao fecha o ciclo
com pressao constante igual a pressao atmosférica, e sua faixa esta contida no intervalo de
5.362 < 1 < 2w rad.

Neste modelo, assume-se que o carter do compressor é aberto ou possui influéncia
da ventilacdo proveniente da atmosfera. Desta forma, a pressao submetida no pistao é
determinada através da subtracdo da pressao decorrente da compressao e da pressao

atmosférica. Sendo F, () a forga resultante exercida sobre o pistao, tem-se:

Fp(p1) = (p — Patm) Ac (5.24)

onde p é a pressao do ciclo de compressao, P, € a pressao atmosférica.

A partir da geometria do mecanismo manivela-biela-pistao representado na Figura

5.2, tem-se as seguintes relagoes:
rcos(p1) + lecos(B) = x, (5.25)

rsen(py) — lsen(B) = 0. (5.26)
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O angulo entre a biela e o eixo z, [, pode ser reescrito através de p; com uso da

equacao 5.27.

B = sen '(Asen(p1)) (5.27)

Para obter-se as velocidades do sistema em relacao a coordenada generalizada de

analise, deriva-se no tempo as equagoes 5.25, 5.26. Entao, tem-se:

—rp1sen(pr) — B3sen(B) — i, = 0 (5.28)

rgycos(pr) — 1fcos(B) = 0. (5.29)

Definindo-se K, como sendo o coeficiente de velocidade que relaciona a velocidade
do pistao com a velocidade da coordenada generalizada, K, = 4,/¢1. Com a manipulacdo

algébrica das equacoes 5.28 e 5.29 obtém-se:

K, = —r[sen(¢1) + cos(p1)tg(P)]. (5.30)

Portanto, define-se o torque resistivo do cilindro como sendo:

T.(p1) = =K. Fy(1)
T (1) = rsen(p1) + cos(1)tg(B)](P — Patm) Ae- (5.31)

5.1.3 Torque do motor elétrico

Em muitos modelos o torque do motor de acionamento do compressor é uma
funcao periédica, como no trabalho apresentado por Morillo (2017) que usa uma série de
Fourier truncada. No entanto, nesta pesquisa o torque sera modelado a partir de uma
lineariza¢ao da curva torque-velocidade, conforme é abordada em Doughty (1988). A

Figura 5.3 demonstra uma curva tipica torque-velocidade de um motor de inducao.
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Figura 5.3 — Curva torque-velocidade para um motor de indugao.

Motores de inducao sao conhecidos por apresentarem uma relagdo quase linear
entre torque e velocidade na faixa proxima da velocidade sincrona. Essa caracteristica
peculiar permite que seu torque possa ser representado por uma funcao linear, tal conforme
pode ser visualizado na Figura 5.3. No ponto de velocidade sem carga, o motor nao produz
torque util, somente o torque requerido para superar as perdas mecanicas internas. A
poténcia util gerada pelo motor ¢ alcancada no cruzamento dos pontos de velocidade
nominal e torque nominal, a qual pode ser observada pelas linhas tracejadas no grafico
da Figura 5.3. Desta forma, tem-se dois pontos de valores conhecidos na parte linear da
curva torque-velocidade, a partir desses pontos pode-se determinar a funcao governante
aproximada do torque do motor de indugao (DOUGHTY, 1988).

Entao, tem-se que o torque do motor é modelado por:

T = Co + Cipa (5.32)

onde Cj é a constante que intercepta a curva torque-velocidade e C'; ¢é a inclinagao

da curva torque-velocidade.

5.1.4 Equacoes do movimento adimensionalizadas

Para diminuir o tempo de integracao do sistema, as equagoes governantes (5.18
e 5.19) foram adimensionalizadas pela introdugao do tempo adimensional 7 = wyt, com
wo = \/k;o(IL + Iy) /11y conforme ¢é realizado por Metallidis e Natsiavas (2003). Sendo Iy

a quantidade de inércia dada pela linearizacao da inércia equivalente I ().

1
Iy =1.+mr’ + 5(ma + my)r? (5.33)
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O coeficiente de amortecimento torcional ¢y é determinado a partir do fator de

amortecimento ({p), rigidez torcional (k) e da quantidade de inércia (I):

Co = 2<0\/ k?o]o. (534)
Tem-se que as derivadas temporais de 1 e 9 sao dadas por:

. dpy dpy , . dpo dpo ,
—_ —— — —_ — p— 5 . 35
PL= g T Y0y T 2T g T W0y T 0w (5.35)
. d2<ﬂ1 d2901 . d2902 d2902
%:ﬁQZngW@q w=ﬁ2=ﬁwf=%9

Entao, substituindo as equacoes 5.35 em 5.18 e 5.19, tem-se as equagodes do movi-

mento no dominio de 7:

dl
JA%W@“‘zgﬂ%ﬁ+%w@}w@+@w%+%wvwﬁ=
1
rlsen(p1) + cos(p1)tg(sen™" (Asen(¢1)))](p — Patm)Ac (5.36)
ILwhy + cowo (9 — ¢) + cLwoh + ko2 — 1) = Co + Crwoph. (5.37)

5.1.5 Equacoes de estado

Sistemas dindmicos de dois graus de liberdade ou mais, sdo governados por um
conjunto de equagoes acopladas com igual nimero de GDL. Logo, uma forma mais
conveniente de representar este conjunto de equagoes é usando a notacao matricial. Entao,

as equacoes do movimento sao reescritas tal que:

dl
Ip(p)wg 0 ] {901”} n 5;@1)“(2)@,1 + Cowo + cpWo —CoWo {sOll}
2 9 1
0 Inwp ] (2 —CoWo Cowp + Crwo ¥
N ko  —ko| |1 _ rlsen(p1) + cos(p1)tg(sen ™t (Asen(¢1))] (P — Patm)Ae
—ko ko ©2 Co + Crwophy
(5.38)
logo, a equacao de movimento do sistema na forma matricial é dada por:
Me"+Cp'+ Kp=F (5.39)

onde M é a matriz de inércia, C' é a matriz de amortecimento, K é a matriz de
rigidez e F' é o vetor de torques. Além de que, ¢”, ¢’ e ¢, representam os vetores de

aceleragao, velocidade e deslocamento angular respectivamente.
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O modelo dinamico é governado por equacoes diferencias nao-lineares de segunda
ordem, entretanto, para a aplicacgdo do método numérico proposto, Runge-Kutta de quarta
ordem, estas equacoes necessitam ser de primeira ordem ou serem reescritas de forma a
representar um conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem. Para tal, utiliza-se

as equacoes de estado, de modo que:

bofil) o) e

{QO 2x1
onde s é o vetor de estados e s’ é sua a derivada temporal.

Partindo-se da equacao 5.38, as equagoes de movimento sao reescritas na formas:

i =

onde Z é a matriz de zeros e I é a matriz identidade e a ordem de ambas é 2z2.

{F}m (5.41)

Z I
MK _M—IC] {S}4$1+ M1

5.1.6 Modelo de 2 GDL com excitacao harménica

Maquinas rotativas sao uma fonte comum de problemas vibratérios por terem
componentes giratorios, e que normalmente estdo sendo acionados por motores elétricos,
como sao os compressores. Pequenas irregularidades na distribuicao de massa desses
elementos podem causar vibragoes substanciais (INMAN, 2008). Desta forma, nesta se¢ao
um torque harmoénico é adicionado ao sistema, o qual pode simular efeitos que aumentam

a amplitude da resposta do sistema.

Assumindo que o eixo do compressor gira com frequéncia angular w, o torque

harmonico é definido por:

Thar = Tocos(wt) (5.42)

onde Ty é a amplitude do torque.

. T . .
Sendo w = ¢ = wpy) e t = —, tem-se o torque no tempo adimensional:
Wo

Thar = Tocos(p}T). (5.43)

Logo, inserindo o torque nas equagoes do movimento em 7 tem-se:

dl
Ip(p1)wiel + 55;01)“(2)@0/12 + cowo (@] — ¢h) + cewow] + ko(pr — ¢2) = (5.44)
1

rsen(py) + cos(p1)tg(sen™ (Asen(©1))](p — Patm) Ae + Tocos(¢)T)

Lwips + cowo (s — @) + crwops + ko(pa — 1) = Co + Crwoph. (5.45)
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Reescrevendo as equagoes do sistema dinamico em coordenadas de estado, obtém-se:

Sy = $1 (5.46)
Al (1)

2
dpy !

51 = (T[sen(so) + cos(so)tg(sen™" (Asen(s0)))](p — Patm)Ae + Tocos(s17) — wys

— Cowo(81 — 83) — CEWpS1 — ko(So - 32))/[12(%01)%2)

Sy = S3

Sé = C() + Cle83 - c0w0(33 - 81) — CrL,WpS3 — k’o(SQ — S())) /Ing.

5.2 Modelo de 5 GDL com quatro cilindros

Compressores alternativos de um tnico cilindro sao poucos e trabalham em apli-
cagoes leves, a maioria destas maquinas apresentam dois ou mais cilindros. Nesta secao,
apresenta-se um modelo do eixo de um compressor alternativo com quatro cilindros em
série e com 5 GDL, que possuem inércias variaveis (Ig(p,) com n = 1,2,3 e 4) ¢ uma

carga acoplada com inércia Iy, como mostra a Figura 5.4.

4

I

Figura 5.4 — Modelo equivalente para um compressor alternativo de quatro cilindros em
série: cilindros 1 e 4 em fase e cilindros 2 e 3 fora de fase.

As equagoes do movimento sao adaptadas do trabalho desenvolvido por Metallidis

e Natsiavas (2003), e sao descritas no tempo adimensional 7 tal que:
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dl
;(;101)%,12 + crwo (@) — ©h) + cewoy + ki(er — o) = =T,

dl —
I (2 —901)W390/2/+—E<902 21 22

Ip(pr)whel +
dl -
IE(SOS_QOI)WSSOZO,/‘F E(ng 901) 2 12

dI
Ip(pa)wiyely + Ty, 0P cowo () — #5) + crwo (@ — ©3) + crwoy + ko(pa — ¢5)+

d
ki(ps — p3) = =T,
ILwal + cowo(0h — 1) + crwoph + kolps — @a) = =T (5.47)

onde ¢y e k; sdo o coeficiente de amortecimento torcional e a rigidez torcional dos
eixos entre os cilindros. As posi¢oes angulares dos cilindros 2 e 3 estao defasadas de ¢,
por isso tem-se Ig(ps — ¢1) e Ip(p3 — 1) nas equagdes do movimento. Enquanto que, os
cilindros 1 e 4 estao em fase. Os torques resistivos dos cilindros 7, sao dados por:

T,, = r[sen(pn) + cos(pn)tg(sen™ (Asen(0n))(p = Patm)Ae;n = 1,2,3,4. (5.48)

As equacgoes do sistema dindmico em coordenadas de estado sdo dadas por:
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[

dl
sy = (r[sen(so) + cos(s0)tg(sent (Asen(so))](p — Patm)Ac — gé"%)wgsi — cwo(s1 — 83) — CEWOST
0
(oo = ) ) ()
Sy = S3
r_ -1 dlp(s2 — S0) o o
sy = | rlsen(sqe) + cos(s2)tg(sen™" (Asen(sq2)))|(p — Patm)Ac — Twos3 — cwo(2s3 — 51 — 85)
2
— CEWpS3 — k1(282 — S0 — S4)> /[E(SQ — So)UJ(Q)
sy = ss
;o - dIg(ss—s0) 5 5
sg = | rlsen(sy) + cos(sq)tg(sen " (Asen(s4)))]|(p — Patm)Ae — T woss c1wo (285 — s3 — s7)
4
— cpwoss — k1(284 — 89 — 56)> /15 (s4 — s0)wp
Sg = St
dIE<86)

wis2 — cowo(s7 — S9)

sn = (r[sen(sﬁ) + cos(sg)tg(sen  (Asen(s6)))](p — Patm)Ac — dse

— cuwo(S7 — 85) — cpwoST — ko(se — sg) — k1(s¢ — 34)> /IE(sﬁ)wg

Sg = Sg

Sé = (OO + CleSQ — CQWQ(SQ — 87) — CLWpSg9 — k‘o(Sg — 86))/]ng. (549)

5.2.1 Modelo de 5 GDL com excitacdao harmonica

Assim como o modelo de 2 GDL, o compressor com quatro cilindros também serd
analisado com a adicao de uma excitacao harmonica. Desta forma, as equagoes governantes

do eixo do compressor com a excitacao harmonica sao descritas em coordenadas de estado:
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Sy = $1 (5.50)

d]E(So)
15, Wost

s = (r[sen(so) + cos(so)tg(sen™ (Asen(s0)))](p — patm) Ae + Tocos(s17) —

— Cle(Sl — 83) — CpWpS1 — ]ﬁ(SO — SQ))/[E(51>W(2)

Sy = S3
r_ -1 dlp(s2 — s0) 5 o
sy = | rlsen(sqe) + cos(s2)tg(sen™" (Asen(sq)))|(p — Patm)Ac — e woss c1wo(2s3 — 51 — S5)
2
— CEWpS3 — k1(282 — S0 — S4)> /[E(SQ — So)UJ(Q)
sy = ss
; 1 dlp(ss = S0) 5
sg = | rlsen(sy) + cos(sq)tg(sen " (Asen(s4)))]|(p — Patm)Ae — T woss c1wo (285 — s3 — s7)
4
— cpwoss — k1(284 — 89 — 56)> /15 (s4 — s0)wp
Sg = St
dIE(Sg)

wis2 — cowo(s7 — S9)

sn = (r[sen(sﬁ) + cos(sg)tg(sen  (Asen(s6)))](p — Patm)Ac — dse

— cuwo(S7 — 85) — cpwoST — ko(se — sg) — k1(s¢ — 34)> /15 (s6)wd
Sg = Sg

Sé = (OO + CleSQ — CQWQ(SQ — 87) — CLWpSg9 — k‘o(Sg — 86))/]ng.

Portanto, as equagoes de movimento foram deduzidas neste capitulo, assim como
também utilizou-se a abordagem de equagoes de estados para propiciar a aplicacao do
método de integracao numérica adotado. Com esta etapa concluida, o proximo capitulo

ird discutir os resultados das simulag¢oes numéricas dos presentes modelos.
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6 Analise numérica dos modelos

nao-lineares

Neste capitulo é feita uma analise do comportamento dinamico do sistema a partir
de simulagoes numéricas de dois modelos nao-lineares, avaliando-se a influéncia de alguns
parametros na vibragao torcional, e empregando-se as ferramentas qualitativas apresentadas
no capitulo 4. O método de integracao usado nas simulacoes é o Runge-Kutta de quarta
ordem, o qual foi adotado ao longo de toda esta pesquisa. Inicia-se com o modelo de 2 GDL
a partir de uma situagao em que o eixo do compressor esta girando pelo acionamento do
motor elétrico. Em seguida, estuda-se a amplitude méxima em relagdo a velocidade média
do eixo e a influéncia da rigidez na amplitude. Adiante, realiza-se uma andlise paramétrica
da inércia nao-constante do cilindro para verificar que parametros tém mais influéncia
na sua variagao. Por fim, avalia-se a resposta do eixo do compressor na presenca de uma
excitacao harmonica adicional que visa representar efeitos que aumentem a amplitude de

resposta do sistema.

A segunda secao é destinada a tratar das respostas para um compressor com quatro
cilindros em série, o qual é representado por modelo de 5 GDL. Duas configuragoes sao
analisadas e discutidas, a primeira mostra os efeitos que a inércia variavel dos cilindros
exercem no comportamento do sistema, e a segunda aborda os resultados com a adicao de
um torque harmonico em conjunto com as situagoes da etapa inicial. Em ambos os modelos,
o acréscimo de uma excitacao harmonica tende a causar complexidade na resposta do

sistema.

6.1 Resultados do modelo de 2 GDL

A anélise inicia-se a partir de uma situacao na qual o eixo do compressor esta
girando e sob influéncia dos torques resistivo do cilindro e do motor elétrico. As equacoes
do movimento (equagoes 5.41) foram integradas numericamente, considerando-se o tempo
adimensional 7, com passo h = 0,01256637 e usando as condigdes iniciais: ¢1(0) = 0, ¢} (0) =
0,5 rad, ©2(0) =0 e ¥,(0) = 0. Os parametros utilizados nas simulagoes sdo apresentados
na Tabela 2, sendo provenientes de Huang et al. (2012), Doughty (1988) e Metallidis e
Natsiavas (2003).
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Tabela 2 — Parametros do sistema dinamico.

Pardmetro [Unidade] Valor
I. [kg.m?| 0,01783
T; ke 0,165
To [kg.m] 0,0458
m, [kg] 3,8
m, [ke] 1,026
I/l 0,29
7 [mm] 72,5
[ [mm] 262
D, [mm] 132
Sy [mm] 145
RC 17,5
k 1,4

ko [N.m/rad] 0,3x10%
cg [N.m.s/rad] 0,004
cr, [N.m.s/rad] 0,004
Go 0,3

Datm P2 101325

Paes P2 618459,0720

Co [N.m] 5000
C: [N.m.s] -0,5

A Figura 6.1a apresenta o deslocamento angular da manivela mostrando que o eixo
estd girando no sentido anti-horério (positivo). Sendo assim, o deslocamento ultrapassa 27
rad. Para melhor entendimento do comportamento dinamico, consideram-se os valores dos
angulos entre 0 e 2 uma vez que, fisicamente, valores fora dessa regiao possuem angulos
equivalentes. Com essa restrigdo (Figura 6.1¢), a visualizagdo da resposta temporal e no
espaco de fase fica mais representativa por limitar os valores dos angulos ao invés de ter
um aumento indefinido, além disso, pode-se reproduzir o ciclo de compressao ideal. Na
Figura 6.1b tem-se a rotacao do eixo em radianos, que apresenta caracteristica periodica e

varia em regiao satisfatoria.
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Figura 6.1 — Deslocamento angular, rotagao do eixo e espaco de fase: a) deslocamento
angular da manivela, b) rotagdo do virabrequim e c¢) espago de fase com
restricao de movimento.

Para avaliar a vibracdo torcional no eixo do compressor, define-se a amplitude
relativa como sendo Ay = ¢ — 9. A Figura 6.2a apresenta o comportamento temporal
de Ay para o caso analisado acima, enquanto a Figura 6.2b apresenta o seu espago de
fase, onde verifica-se uma curva fechada que pode estar associada a um comportamento

quase periddico.
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Figura 6.2 — Amplitude relativa: a) evolugao temporal e b) espago de fase.

O ciclo pressao-volume obtido, correspondente a uma compressao ideal, é apresen-
tado na Figura 6.3a. Nele estao representadas as suas quatro fases: compressao, descarga,
expansao e sucgao. Sendo que as pressoes de sucgao e descarga no compressor tem valores
de 101325 Pa e 618459,9720 Pa segundo Doughty (1988). Ressalta-se que nas linhas adia-
baticas representadas pelos processos de compressao e expansao, o coeficiente de expansao
adiabética (k) utilizado foi de 1,4 para o ar. Como a pressao possui caracteristica peridédica
relacionada com a posi¢ao angular da manivela, o torque resistivo do cilindro também

possui, conforme apresenta a Figura 6.3b.

6x10° 100 K
5%10° b 0fr v
— —100
S =
E 4x10 E |
| a -200
3x10° - = L
I -300 [
2x10° [ L
i -400
10° \r |
1 1 1 1 I 1 1 1 -500 I 1 1 1 1 1 1
0 5x107* 1073 1.5x1073 2x1073 14920 14940 14960 14980 15000
V [m?] T
(a) (b)

Figura 6.3 — Ciclo P-V e torque resistivo: a) ciclo de compressao ideal e b) torque resistivo
do cilindro.

O torque que aciona o compressor é produzido pelo motor elétrico. Como apresen-
tado no capitulo anterior, a equacao que o governa ¢ fundamentada em uma linearizacao e

dependente da rotacdo do eixo, tal que a constante Cy é o coeficiente linear da reta e C

o

o

o coeficiente angular da reta ou o valor aproximado para a inclinagao. Os valores das

47



constantes utilizadas nesta simulagao sao adaptados de Doughty (1988), sendo Cy = 5000
N.m e C; = -0,5 N.m.s. A Figura 6.4 apresenta o torque do motor elétrico (7;,).

1600
1400
£
Z. 1200 H
=
F
1000 "
800 L | 1 | \ | 1
14920 14940 14960 14980 15000

T

Figura 6.4 — Torque do motor elétrico.

6.1.1 Avaliacdo da amplitude de resposta de acordo com a velocidade de

rotacao do eixo

As situacoes criticas de operacgao consistem nos casos que merecem mais atencao do
ponto de vista dinamico. Esses pontos estao relacionados as maiores amplitudes de vibracao,
e ocorrem nas regides de ressonéncia, localizados perto das frequéncias naturais. Logo,
para a determinacao destas condigdes ou frequéncias relacionadas as amplitudes maximas,
realizou-se uma varredura da resposta variando-se o parametro Cjy, visto que, provoca-se
uma variacdo da velocidade de rotagao média do eixo (¢} meq). A Figura 6.5a apresenta as
amplitudes maximas em relacao a velocidade de rotagao média do eixo na faixa de 0 a
4,41 rad, e a Figura 6.5b mostra a amplitude maxima em funcao de Cj, considerando-se a
regiao de 100 a 22000 N.m. Ressalta-se que em ambas as figuras sao utilizados trés valores
distintos de rigidez torcional ko: 0,3x10°, 0,3x107 e 0,3x10® N.m/rad.
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Figura 6.5 — Amplitudes maximas: a) amplitude maxima e rotacdo média do eixo e b)
amplitude méxima em relacao Cj.

Observa-se a partir da andalise da Figura 6.5a que a amplitude maxima esta
localizada na regido proxima de ¢} meq = 0,54 rad, e possui valor de 0,2746 rad para
os trés casos de rigidez distintas. Em sistemas dindmicos, a variacao da rigidez altera
a frequéncia natural e, consequentemente, a regiao de ressonancia. Essa mudanca nao
¢é percebida na Figura 6.5a pois o sistema estda adimensionalizado no tempo, e neste
processo utilizou-se o parametro wy que também é dependente da rigidez e as equagoes
5.35. Entretanto, considerando valores dimensionais, as frequéncias naturais sao diferentes.
Apesar da amplitude maxima estar compreendida na mesma faixa de velocidade de rotacao
nos trés casos, o valor da constante Cy é diferente para cada caso, e seu valor associado a
amplitude méxima aumenta conforme a rigidez, tendo valores de 850, 2500 e 11000 N.m
para kg igual a 0,3x10° 0,3x107 e 0,3x10® N.m/rad, respectivamente como mostra a
Figura 6.5b.

6.1.2 Influéncia da rigidez na amplitude relativa

Para avaliar a agdo que a rigidez torcional kq exerce na amplitude do sistema, foram
realizadas simulagdes com trés valores distintos de rigidez (0,3x10°, 0,3x107 e 0,3x10%
N.m/rad) para as mesmas condigoes iniciais anterior e com Cy = 5000 N.m e C; = 0,5
N.m.s, como mostra a Figura 6.6. Percebe-se de forma nitida que, para um mesmo conjunto
de parametros, ao diminuir uma ordem de grandeza da rigidez, a amplitude da resposta
aumenta de maneira significativa. Isto é coerente pois, ao reduzir a rigidez permite-se que
o eixo seja mais flexivel e desta forma, o deslocamento relativo serd maior, conforme é
mostrado para os valores de rigidez de 0,3x107 e 0,3x10% N.m/rad quando comparado

com o caso de referéncia (0,3x10% N.m/rad).
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Figura 6.6 — Espacos de fase para valores diferentes de rigidez.

Também sao avaliadas as repostas com Cy referente as regides de amplitude méxima
para os trés valores de rigidez da comparacgao anterior, conforme apresenta a Figura 6.7.
Observa-se que, nesses conjuntos de parametros a resposta do sistema mantém-se periddica,
conforme indicam as curvas fechadas no plano de fase, e nao apresentam mudancas de

amplitude, apesar que a rigidez ¢ diminuida em duas ordens de grandeza.
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03
02
S0l
<
= L
g o
—0.1 |-
_0.2 -
-0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3
Ag [rad]
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Figura 6.7 — Espacos de fase para diferentes valores da rigidez nos pontos de amplitude
maxima.
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6.1.3 Andlise paramétrica da inércia equivalente do cilindro

A inércia equivalente é uma variavel que merece ser estudada, pois é o termo
associado a nao-linearidade presente na equacao do movimento (equagao 5.36). Além
disso, a inércia nao-constante (equagao 5.12) apresenta pardmetros fisicos que podem ser
explorados para melhor entendimento do seu comportamento. Para isto, nesta secao ¢é
feita uma andlise paramétrica para identificar de que forma cada pardmetro influencia na

varia¢ao da inércia de acordo com a rotacgao do eixo.

Na Figura 6.8 sao analisadas as inércias da manivela (I.) e a inércia adicional 5.
Verificou-se que a inércia da manivela provocou pequenas mudancas no comportamento
da inércia equivalente, e somente o valor de 0,5 kg.m? mudou de forma abrupta a reposta,
como pode ser visto na Figura 6.8a. Porém, este é um valor muito grande para as
dimensoes do sistema adotado sendo inviavel fisicamente. Da mesma maneira, a inércia I
também produziu pouco efeito, como apresenta a Figura 6.8b. Logo, a influéncia que estes

parametros exercem ¢é baixa.
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0 0 /2 n 3n/2 2n 0.02
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Figura 6.8 — Efeito das inércias I.. e I5 na inércia equivalente Ig(p;): a) inércia da manivela
e b) inércia adicional de um sistema simplificado de duas massas.

Em seguida sao avaliados os efeitos provenientes das massas do pistao, biela, my
e my apresentados pela Figura 6.9. Variaram-se todos esses parametros em uma faixa
similar, de no maximo 9 ou 10 kg. Em todos os graficos percebe-se que o comportamento
da inércia equivalente nao ultrapassou o valor de 0,1 kg.m?, que apesar de ser maior que o
seu comportamento padrao, nao houve mudancas qualitativas. Ressalta-se que, qualquer
uma dessas massas com valor de 9 ou 10 kg é um caso extremo para este sistema e mesmo
assim, como no caso anterior, nao influenciou de forma significativa no padrao de resposta

desenvolvido pela inércia.
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Figura 6.9 — Efeito das massas na inércia equivalente Ig(p1): a) massa do pistao - my, b)
massa da biela - m,., ¢) massa da extremidade maior da biela - m; e d) massa
da extremidade menor da biela - ms.

Por fim, analisou-se a influéncia do comprimento da manivela. Neste caso, percebe-
se logo que o valor da inércia ultrapassa o patamar de 0,1 e aproxima-se de 0,2 kg.m?, como
mostra a Figura 6.10. Outra caracteristica observada é que, com o aumento do comprimento
da manivela, ha um achatamento nos picos da resposta da inércia, demonstrando que este
pardmetro consegue promover mudangas mais evidentes no seu comportamento, sendo essa
peculiaridade observada de forma mais nitida na curva de 150 mm. Portanto, a partir da
analise paramétrica pode-se concluir que o parametro mais influente no comportamento da
inércia nao-constante do cilindro é o comprimento da manivela. Logo, a seguir investiga-
se de que forma a variacao desse fator influencia na resposta dindmica do sistema em

funcionamento.
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Figura 6.10 — Efeito do comprimento da manivela na inércia equivalente g (7).

A fim de avaliar como a variagao do comprimento da manivela influencia na resposta,
a Figura 6.11 apresenta os espagos de fase para valores diferentes de r. Sendo que, os
parametros utilizados nesta simulagao sdo ky = 0,3x10% N.m/rad, Cy = 5000 N.m e C} =
-0,5 N.m.s. Observa-se que a amplitude aumenta a medida que o comprimento da manivela
aumenta, e que o espago de fase muda de forma. Apesar do sistema ainda apresentar
um comportamento periddico, a influéncia da nao-linearidade é evidente nos espacos de

fase, que é deformado devido ao aparecimentos de outros componentes de frequéncia na
resposta.
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Figura 6.11 — Espacos de fase para distintos valores do comprimento da manivela.

A Figura 6.12 apresenta os espacos de fase para diferentes valores de rigidez e r
nas situacoes de maxima amplitude de vibragao. Verificou-se que apesar do aumento do
comprimento da manivela, tanto a amplitude méxima como velocidade maxima sofrem
pequenas alteracdes que nao sao significativas. Os valores de Cj usados nas simulac¢oes
foram 11000, 2500 e 850 N.m, os quais estao relacionados a cada valor de rigidez na ordem

decrescente.
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Figura 6.12 — Espagos de fase para diferentes valores do comprimento da manivela avaliados
nas condi¢oes de amplitude maxima.

6.1.4 Resultados com excitacao harmonica

Na secao anterior foram analisados diversos casos e nenhuma situacao apresentou
comportamento complexo, mostrando que a vibragao torcional ocasionada pela variacao
de inércia combinada com a nao-linearidade considerada nao é suficiente para induzir
respostas mais complexas. No entanto, como outros fendmenos fisicos podem aumentar
os niveis de vibragao torcional do sistema, como por exemplo um desbalanceamento,
decidiu-se nesta secao avaliar a influéncia da adicao de um torque harmonico na resposta
do sistema, sendo a frequéncia de excitacao igual a frequéncia de rotacdao do eixo. Esta
analise tem por finalidade uma abordagem mais conceitual do modelo dindmico, visando
identificar quais conjuntos de parametros sao capazes de desencadear comportamentos
complexos em trés casos distintos de rigidez (ko = 0,3x 108, 0,3x107, 0,3x10% N.m/rad)
nos pontos de criticos de operacao (Cy = 11000, 2500, 850 N.m). Todos os resultados desta
secao foram obtidos a partir da integracao numérica com passo h = 0,00418879 e com
as mesmas condigdes iniciais utilizadas nas simulages anteriores (p1(0) = 0,¢7(0) = 0,5

rad, p2(0) = 0 e ¢5(0) = 0). A Figura 6.13 apresenta o primeiro caso, onde ¢ avaliada
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a resposta do sistema para diferentes valores da amplitude do torque harmoénico, com
Co = 11000 N.m e uma rigidez torcional de kg = 0,3x10® N.m/rad.
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Figura 6.13 — Respostas do sistema sob a acdo de diferentes valores de Ty para ky =
0,3x10® N.m/rad e Cy = 11000 N.m.

Para os valores de Ty = 650,1500 e 60000 N.m (Figuras 6.13a, 6.13b e 6.13c),
verificam-se respostas periddicas, visto que os espagos de fase apresentam curvas fechadas e
as segoes de Poincaré correspondentes apresentam somente um ponto no plano, mostrando
que a inclusao do torque nao aumenta a complexidade da resposta. No entanto, para
To = 650000 N.m (Figura 6.13d), a resposta apresenta um comportamento nao periédico
como pode ser visto em detalhes quando a imagem é ampliada, com o espago de fase
mostrando oérbitas que nao se fecham e a se¢do de Poincaré é formada por um conjunto de

pontos, tal resposta pode ser cadtica.

No segundo caso, a Figura 6.14 apresenta os resultados para ky = 0,3x 10" N.m/rad e
Co = 2500 N.m avaliados em quatro amplitudes do torque harmoénico (T = 650, 1500, 60000
e 650000 N.m).
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Figura 6.14 — Respostas do sistema sob acdo de diferentes valores de Tp para ko = 0,3x 107
N.m/rad e Cy = 2500 N.m.

Assim como no primeiro caso, as respostas apresentadas pelo sistema com amplitude
do torque até 1500 N.m (Figuras 6.14a e 6.14b) sdo peridédicas. Porém, quando se aumenta
To para 60000 e 650000 N.m (Figuras 6.14c e 6.14d), tem-se respostas mais complexas como
mostram seus espacos de fase e se¢oes de Poincaré, sendo este resultado também observado
para kg = 0,3x10® N.m/rad, além disso, o comportamento de maior complexidade,
Figura 6.14c, acarretou uma diminui¢ao expressiva nas amplitudes maximas da resposta,
evidenciando que a rigidez do sistema ainda nao permite que comportamentos mais

complexos sejam realcados.

O sistema com a adicdo da excitacdo harmonica resultou no aparecimento de
respostas complexas para determinados valores de amplitude do torque, como foram vistos
nos dois casos anteriores. Neste terceiro caso, para analisar de forma global as possiveis
respostas que o sistema pode apresentar, construiu-se um diagrama de bifurcacdo (Figura
6.15), no qual tem-se o deslocamento angular relativo (Ayp) para diferentes valores da
amplitude do torque harmonico (7p). Este diagrama foi feito considerando-se a mesma
condic¢ao inicial para cada amplitude do forcamento, sendo que foram desconsiderados os

primeiros 9000 pontos. A partir da Figura 6.15, observa-se que existem regides periédicas
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(0 a 1,2x10° N.m) e possiveis regioes cadticas (1,2x10% a 10 N.m) que sao representadas

por uma nuvem de pontos.
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Figura 6.15 — Diagrama de bifurcagao para ky = 0,3x10% N.m/rad e Cy = 850 N.m.

A seguir sao apresentadas as resposta do sistema sob a atuagdo do torque harmonico
com quatro amplitudes diferentes (7 = 650, 1500, 60000 e 650000 N.m) para uma rigidez
torcional ky = 0,3x10° N.m/rad e Cy = 850 N.m, conforme mostra a Figura 6.16.

o8



0.8 0.8

Espago de fase — Espago de fase
[ e Segao de Poincaré [ e Segdo de Poincaré
0.6 - 0.6 -
0.4 0.4
=) =)
.g, 02 F ‘g 02
=3 =3
- 3 ok
-02 -02
-04 -04
L 1 L 1 L 1 L 1 1 1 1 1 " L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Ao [rad] Ao [rad]
(a) Ty = 650 N.m (b) Ty = 1500 N.m
0.8 0.8
Espago de fase /o Espago de fase
[ e Segao de Poincaré i ®  Secao de Poincaré
0.6 - 0.6
04 0.4
=) =
£ o0af E 02
o =
-02 -0.2
-04 -0.4
L 1 L 1 1 1 1 1 1 1 I 1 I L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 1 1 1
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.3 -0.2 —-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Ag [rad] Ao [rad]
(¢) Ty = 60000 N.m (d) Ty = 650000 N.m

Figura 6.16 — Respostas do sistema sob diferentes valores de T para ko = 0,3x10% N.m /rad
(S O() = 850 N.m.

Para as amplitudes do torque harmonico de 650 e 1500 N.m (Figuras 6.16a e 6.16b),
tem-se respostas periddicas, fato que se repetiu nos dois casos anteriores (kg = 0,3x108% e
0,3x10” N.m/rad). Com T = 60000 N.m (Figura 6.16c), um comportamento nao periédico
comega a se desenvolver, e em 650000 N.m (Figura 6.16d) apresenta uma resposta de
maior complexidade que pode ser cadtica, por ter um espaco de fase que preenche o plano
com trajetorias que nao se repetem, além de uma se¢do de Poincaré com uma nuvem de
pontos. Ressalta-se também que, como comentado anteriormente, a diminuicao da rigidez
juntamente com a presenga de uma fonte injetora de poténcia (excitagdo harménica) pode
induzir que o eixo do compressor desenvolva comportamentos mais complexos conforme
foram apresentados nos trés casos de rigidez torcional (kg = 0,3x10%, 0,3x107 e 0,3x10°
N.m/rad).

Uma outra configuracao possivel também pode aumentar a complexidade da
resposta do eixo do compressor. Quando se aumenta a nao-linearidade da inércia variavel
através do aumento do valor do comprimento da manivela para r = 150 mm, e em conjunto
com uma amplitude do torque harménico de T, = 650000 N.m, para uma rigidez de ky =

0,3x10% N.m/rad com Cy = 850 N.m referente a zona critica, tem-se um comportamento
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que pode ser cadtico, como mostra a Figura 6.17.
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Figura 6.17 — Resposta do sistema com T = 650000 N.m e 7 = 150 mm para ky = 0,3x10°
N.m/rad e Cy = 850 N.m.

A inclusao do torque harmonico pode gerar comportamentos complexos dependendo
da magnitude do torque (T},,) para diferentes combinagoes de pardmetros. Desta forma,
a realizagao de uma analise global do comportamento do sistema se faz necessario para
garantir um funcionamento adequado do eixo do compressor. Ressalta-se ainda que, o
comportamento cadtico somente é confirmado através de ferramentas quantitativas, tais
como Expoente de Lyapunov e Dimensao Fractal, portanto, os resultados obtidos sao

apenas indicativos que o sistema pode apresentar caos nessas circunstancias.

6.2 Resultados do modelo de 5 GDL

Nesta secao sao analisadas as respostas do eixo de um compressor alternativo com
quatro cilindros em série, com objetivo de determinar se a influéncia da inércia variavel
do cilindro pode resultar em comportamentos complexos quando ha mais cilindros, visto
que, como foi discutido na secao anterior, somente esta inércia como fonte de vibracao
nao foi capaz de desencadear em respostas nao peridédicas. Esta andlise se divide em duas
partes, na primeira verifica-se a resposta do sistema com o aumento da nao-linearidade da
inércia (Ig(p,)) através do aumento do comprimento da manivela (r), e na segunda etapa
adiciona-se um torque harménico em conjunto com as configuracdes da etapa inicial. O
eixo apresenta rigidez torcional kg = k; = 0,3x10” N.m/rad, e amortecimento torcional
c1 = ¢y igual ao do modelo de 2 GDL, os demais parametros estao descritos na Tabela
2. As equagoes governantes (equagoes 5.49) foram integradas numericamente em 7 com
passo h = 0,00418879, sendo as condigoes iniciais dadas por: p; = 0, ¢} = 0,5 rad, ¢ = 0,
vy = 0,5 rad, 3 =0, 5 = 0,5 rad, 4 =0, ¢} = 0,5 rad, 5 =0 e ¢ = 0,5 rad.
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O eixo do compressor agora tem quatro cilindros, logo, este é subdivido em quatro
partes. Para analisar a vibragao torcional em cada uma dessas partes, os deslocamentos
angulares relativos sdo descritos por Ay, = ¢, — @,y1 com n = 1,2,3,4. De inicio, o
sistema é submetido ao conjunto de parametros com Cy = 2500 N.m e com r = 72,5 mm.

A Figura 6.18 apresenta as respostas do sistema nestas condigoes.
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Figura 6.18 — Respostas do eixo com quatro cilindros para: r = 72,5 mm, kg = 0,3x107
N.m/rad e Cy = 2500 N.m.

Verifica-se que o eixo apresenta comportamento nao periédico com o aumento do
numero de GDL e cilindros com inércia variavel, como mostra a Figura 6.18. Apesar que
as se¢oes de Poincaré apresentam mais de um ponto no plano, porém o comportamento
nao apresenta muita complexidade, desta forma, esta inércia nao exerce uma influéncia
capaz de intervir de forma direta no desenvolvimento de comportamentos complexos. A
seguir, a Figura 6.19 mostra as respostas do sistema quando aumenta-se a nao-linearidade

da inércia Ig(p,) com o aumento do comprimento da manivela para r = 150 mm.
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Figura 6.19 — Respostas do eixo com quatro cilindros para: r = 150 mm, ky = 0,3x10”

N.m/rad e Cy = 2500 N.m.

Nesses resultados é possivel perceber a influéncia do aumento da nao-linearidade da

inércia com a deformacao geométrica dos espacos de fase, no entanto, os comportamentos

permanecem no regime periédico. Mostrando que a nao-linearidade considerada junto com

a vibragao torcional causada pela nao uniformidade da inércia nao sao capazes de gerar

comportamentos mais complexos. A seguir, a Figura 6.20 apresenta os resultados para

um torque harmoénico que foi acoplado ao eixo, com amplitude de Ty = 60000 N.m, para

Co =2500 N.m e r = 72,5 mm.
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Figura 6.20 — Respostas do eixo com quatro cilindros para: r = 72,5 mm, ko = 0,3x10”
N.m/rad, Cy = 2500 N.m e Ty = 60000 N.m.

Nessa configuragao os comportamentos nao periddicos comegam a surgir, como pode
ser visto nas Figuras 6.20c e 6.20d, embora a resposta na Figura 6.20b apresenta-se parada.
As sec¢bes de Poincaré apresentam um conjunto de pontos, indicando que o sistema pode
desenvolver uma resposta cadtica nessa situagao. Este resultado também foi registrado no
modelo de 2 GDL, porém quando se aumenta o comprimento da manivela para r = 150
mm e com amplitude do torque harmodnico igual, os resultados sao diferentes, conforme

apresenta a Figura 6.21.
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Figura 6.21 — Respostas do eixo com quatro cilindros para: r = 150 mm, ky = 0,3x10”
N.m/rad, Cy = 2500 N.m e Ty = 60000 N.m.

Com esse conjunto de parametros o sistema apresenta comportamentos periddicos
(Figuras 6.21a, 6.21c e 6.21d), algo que a principio nao é intuitivo pois, a inércia do cilindro
tem seus efeitos amplificados pelo aumento do comprimento da manivela, e uma excitacao
harménica adicional insere poténcia no sistema. Por outro lado, a Figura 6.21b mostra um
comportamento nao periédico pelas deformacoes geométricas apresentadas no espaco de
fase e, se as condigoes de construcao da secao de Poincaré fossem alteradas, provavelmente
existiria uma nuvem de pontos na regiao direita do plano. Este resultado, mais uma vez
reforca a necessidade de explorar sistemas nao-lineares em diversos contextos, visto que,
estes tipos de sistemas apresentam uma grande variedade de respostas possiveis, além de

que, em muitos casos nao apresentam respostas intuitivas.
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7 Conclusao

No presente trabalho fez-se uma andlise dinamica nao-linear do eixo de um compres-
sor alternativo de duplo-efeito, na qual usou-se uma abordagem qualitativa para propor

uma compreensao do comportamento global do sistema nas condigoes criticas de operagao.

O eixo do compressor foi representado por dois modelos nao-lineares, sendo um
de 2 GDL (1 cilindro) e outro de 5 GDL (4 cilindros). A inércia do conjunto rotativo
manivela-biela-pistao é levada em consideracdo e obedece uma funcao dependente da
rotacao do angulo da manivela, fazendo com que este modelo possa descrever com mais
realidade os fendmenos vibratérios deste sistema. Desta forma, a inclusao deste termo faz
com que as equagdes governantes sejam nao-lineares, diferindo da maioria dos modelos
utilizados na literatura que sao lineares e usam a simplificacdo de inércia constante do

cilindro.

Através da aplicacao das ferramentas qualitativas (espago de fase, secao de Poin-
caré e diagrama de bifurcagao) na andlise dindmica foi possivel avaliar os diferentes
comportamentos apresentados pelo sistema com 2 GDL. O eixo do compressor apresentou
respostas periddicas para diferentes conjuntos de parametros, até mesmo em situagoes
criticas de operacao e quando aumentou-se a nao-linearidade da inércia com o aumento
do tamanho da manivela, mostrando que a inércia nao-constante do cilindro em con-
junto com a nao-linearidade considerada nao sao capazes de promover comportamentos
complexos significativos. No entanto, a influéncia do aumento da nao-linearidade ficou
evidente na resposta do sistema, conforme verificado a partir da deformacao dos espacos
de fase como consequéncia do aparecimento de diferentes componentes de frequéncia na
resposta. Quando o eixo foi submetido & uma excitacdo harmoénica adicional, as respostas
apresentaram uma maior variedade de comportamentos. Observou-se respostas periddicas
e complexas, sendo que estas ultimas apareceram a medida que a amplitude do torque

harmonico e a nao-linearidade da inércia aumentaram.

Os resultados do eixo do compressor com quatro cilindros (5 GDL) mostraram
que com o aumento do nimero de GDL e cilindros com inércia varidavel podem surgir
comportamentos nao periodicos, porém estas respostas nao apresentam muita complexidade,
embora sejam notadamente nao-lineares. O aumento da nao-linearidade da inércia influencia
na deformacao geométrica dos espagos de fase, mas as respostas ainda permanecem no

regime periddico, indicando que esta inércia nao-constante nao é capaz de desencadear
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em comportamentos complexos nessa condi¢oes. Com a introducao do torque harmonico
no sistema, obtiveram-se comportamentos nao periédicos, como também foi mostrado
para o modelo de 2 GDL. No entanto, quando se aumentou a nao-linearidade da inércia
em conjunto com a excitacao harmonica, o sistema apresentou respostas peridédicas e nao
periddicas. Este resultado reafirma que sistemas nao-lineares precisam ser explorados nas
mais diferentes condigoes de operacao, visto que podem-se obter respostas que muitas
vezes nao sao intuitivas. Embora estes resultados indiquem que comportamentos cadticos
possam ser desencadeados em ambos os modelos, é necessario a presenca de ferramentas

quantitativas para comprovar de fato a existéncia de respostas cadticas.

7.1 Trabalhos futuros

Analisando o contexto desta pesquisa e sua extensdao, hd muitas propostas de
continuidade que podem ser feitas para complementar este estudo. Logo, um ponto de
implementacgao é o emprego de ferramentas quantitativas na analise dinamica dos dois
modelos, como por exemplo o Expoente de Lyapunov para assegurar que existem compor-

tamentos cadticos quando se adiciona uma excitagdo harmoénica ao eixo do compressor.

Outra sugestao é adotar um torque mais realista e que melhor descreve as caracte-
risticas elétricas e magnéticas do torque desenvolvido pelo motor elétrico, visto que usou-se

uma func¢ao linear para representar seu comportamento.

Seria interessante também a proposi¢do de um modelo continuo nao-linear para
descrever as vibragoes torcionais e flexurais do eixo, no qual as equacoes governantes sao
solucionadas via MEF. Ressalta-se que pode-se fazer um estudo de caso para verificar
em que situagoes um modelo discreto consegue retratar de forma eficiente a dindmica do

sistema, e comparar os resultados com a solu¢ao numérica do modelo continuo.

Uma outra proposta é inserir uma rigidez nao-linear no eixo de acoplamento entre
o cilindro e a carga no modelo de 2 GDL. E a partir disso, verificar se comportamentos
complexos sao desenvolvidos em conjunto com a nao-linearidade da inércia variavel do

cilindro nas regioes criticas de operacao.

Pode-se também investigar o acoplamento de modos nao-lineares, visto que, ao
contrario do que acontece com os modos de sistemas lineares que nao apresentam nenhuma
interagao mutua, os modos nao-lineares podem compartilhar energia mecanica em deter-
minadas ocasioes, e podem causar respostas ressonantes fora das zonas de operacao. Estes
modos nao-lineares sdo estudados por diversos autores tais como Nayfeh e Nayfeh (1994);
Rosenberg (1960), Rosenberg (1962), Rosenberg (1966); King (2016).
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