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Resumo

Os sistemas de longo alcance sao caracterizados por um potencial decaindo a longas dis-
tancias com r~®, de modo que a < d e d é a dimensao do sistema. Neste trabalho
estudamos caracteristicas pouco usuais do sistema gravitacional unidimensional, este sis-
tema consiste de folhas infinitas livres para se mover no eixo x, e para tanto analisamos
as propriedades ergddicas nos estados homogéneo e inomogéneo. Também investigamos,
através das equacoes cinéticas, a dinamica dos sistemas de longo alcance e do sistema gra-
vitacional unidimensional. As equagoes que descrevem a dinamica dos sistemas de longo
alcance homogéneos e unidimensionais, equagao de Landau e Balescu-Lenard, tém termo
colisional nulo, sendo necessario considerar termos de ordem superior a estes para poder-
mos concluir como ocorre a evolugao destes sistemas. Obtivemos uma equacao cinética
geral, que descreve a dindmica dos sistemas homogéneos, unidimensiais e com potencial
periodico. Vimos para o estado homogéneo dos sistema unidimensional que o termo colisi-
onal da equagao cinética é nulo e através de simulagoes constatamos que a distribuicao de
particulas permanece constante, indicando um termo colisional nulo se considerarmos um
limite adequado, logo o sistema é dito nao ergdédico. Ja para o estado inomogéneo vimos
que é ergodico, além de constatar que o termo de ordem 1/N da equacdo de Balescu-
Lenard em variaveis angulo-agao ¢ nulo. Portanto para cada um dos estados do sistema
gravitacional unidimensional h4 uma dinamica diferente.

Palavras-chave: sistemas de longo alcance, equagoes cinéticas, sistema gravitacional
unidimensional



Abstract

Long-range systems interact by a potential decaying over long distances with »~¢, so that
a < d and d is the size of the system. We study unusual features of the one-dimensional
gravitational system, this system consists of infinite free sheets to move on the z axis,
and for that, we analyze the ergodic properties in the homogeneous and inhomogeneous
states. We also studied, through kinetic equations, the dynamics of long-range systems
and the one-dimensional gravitational system. The equations that describe the dynamics
of homogeneous and one-dimensional long-range systems, the Landau and Balescu-Lenard
equation, have a vanish collisional term, and it is necessary to consider terms of a higher
order than these to conclude how these systems evolve. We obtained a general kinetic
equation, which describes the dynamics of homogeneous, one-dimensional systems with
periodic potential. We saw for the homogeneous state of the one-dimensional system
that the collisional term of the kinetic equation is null and verify through simulations,
we found that the particle distribution remains constant, indicating a vanish collisional
term if we consider an adequate limit, so the system is said to be non-ergodic. As for
the inhomogeneous state, we saw that it is ergodic, in addition to verifying that the order
term 1/N of the Balescu-Lenard equation in angle-action variables vanish. So for each of
the states of the one-dimensional gravitational system, there is a different dynamic.

Keywords: long range systems, kinetic equations, one-dimensional gravitational
systems
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho iremos estudar a dinamica de sistemas de longo alcance, ou seja, ire-
mos descrever como esses sistemas se comportam ao longo do tempo. Tais sistemas sao
caracterizados por potenciais entre pares que decaem para longas distancias com r~¢, tal
que a < d e d é a dimensao do sistema. Eles apresentam propriedades termodinamica no
equilibrio diferentes das observadas em sistemas de curto alcance como nao ergodicidade
(12], 3], [4]), inequivaléncia de ensemble [5], ndo aditividade [6], entre outras. Sao exem-
plos desse tipo de sistema: os sistemas gravitacionais |7], plasmas [8], sistemas de dipolos
[9] ¢ o HMF (Hamiltonian Mean Field) [10]. A dindmica de sistemas com interacdo de
longo alcance pode tipicamente ser dividida em trés estagios: a relaxagao violenta, da con-
digao inicial para os estados quasi-estacionérios [11] e ocorre num tempo curto, seguida
por uma evolucao lenta para o equilibrio termodindmico, causado por efeitos de colisao
([12],]13]). O terceiro e ultimo estagio é o equilibrio termodindmico, que pode nunca ser
atingido no limite N — 00, neste estagio a descrigao de campo médio se torna exata e a
colisao contribue para que a equagao cinética se torne nula [14].

Vamos considerar um sistema de particulas idénticas descrito pela hamiltoniana:

N
>
H:Z;)mJFN 3 Vi (1.0.1)

com potencial entre particulas V;; = V(|r; —r;|), pi, r; 0 momento e a posi¢do da particula
i, respectivamente, e m a massa de cada particula. O fator 1/N na energia potencial da
Eq.(1.0.1) & introduzido tal que a energia total ¢ extensiva (o chamado fator de Kac [15])
[2, 5, 16, 17].

A dindmica dos sistemas de longo alcance sao descritas pelas equagoes de Hamilton e
de Liouville, das equagoes de Liouville derivamos a hierarquia BBGKY, da qual obtemos a
equagao de Landau ou Balescu-Lenard, quando os efeitos coletivos dos sistemas sao levados
em consideracao. A equacao de Landau é obtida quando computamos termos colisionais
de ordem A\? da hierarquia BBGKY, onde A\ é a constante de acoplamento fraco, ja a
equagao de Balescu-Lenard é obtida considerando termos colisionais de ordem 1/N. No
sistemas unidimensional homogéneo o termo colisional das equagoes de Landau e Balescu-
Lenard cancelam, sendo necesséario considerar termos de ordem superiores, ou seja, termos
de ordem A3 e 1/N?. Na literatura nao ha uma equagao cinética que descreve a evolucao
de um sistema homogéneo, unidimensional, com potencial geral, neste trabalho iremos
obter a equacao cinética que descreve a dindmica destes sistemas, com potencial periddico
geral. Para obtermos esta equagao usamos um método semelhante ao usado em [13| para
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o modelo HMF, mas consideramos um potencial geral. Além de investigarmos um caso
particular dos sistemas de longo alcance, que é o sistema gravitacional unidimensional.

O sistema gravitacional unidimensional tem potencial V' (z, 2) = 217Gz — 2’| [20] em
que as particulas sao folhas infinitas no eixo y — z e estao livres para se moverem no eixo
x. Este potencial é obtido da solucao da equacao de Poisson no espac¢o unidimensional
e este sistema contém N folhas infinitas cada uma com massa unitaria. Para o estado
homogéneo do sistema gravitacional unidimensional analisaremos os termos colisionais das
hierarquias BBGKY e para o estado nao homogéneo usaremos a abordagem de Chavanis
[21], que consiste em obter o termo colisional da equagao cinética usando variavel angulo-
acao. Para os smtemas gravitacionais unidimensionais a for¢a da particula ¢ ¢ dada por
F, = (NEZ) - )/N onde NJ(F) e N% sdo 0 nimero de particulas a direita e a esquerda
da particula 7, respectlvamente, e particulas podem cruzar entre si livremente.

A dinamica do sistema gravitacional unidimensional foi estudada na literatura nas
ultimas décadas e uma questao recorrente era se o sistema relaxa para o equilibrio ter-
modinamico, devido a dinamica lenta de parametros macroscopicos [22, 23, 20, 24, 25].
Rybicki em seu trabalho [26] obtem a mecénica estatistica desses sistemas, considerando
os ensembles candnico e microcandnico, e encontra a fungao distribuicao de uma parti-
cula no ensemble microcanénico para um numero de particulas finito e também no limite
N — oo. Com isto muitos grupos dedicaram em estudar o tempo de termalizagao, ou
seja, o tempo para o sistema relaxar para a distribuicao microcanoénica, considerando
diferentes critérios. Em [27] os autores examinam um sistema de N = 40 particulas e
concluem que o tempo de termalizacao é da ordem de N2T., com 7T, o tempo para uma
particula atravessar o sistema. Em [28] foram realizadas investigagoes a respeito da esta-
bilidade destes sistemas para diferentes niimeros de particula e eles mostram através de
simulagoes numéricas que sistemas com N < 10 convergem para o equilibrio, enquanto
para N > 10 o sistema fica preso em regides intermediarias. Em [29] séo feitas algumas
simulagoes para N pequeno e grande e nota-se a existéncia de regioes no espago de fase
onde o sistema permanece por tempos longos e nao atingindo o equilibrio em ambos os
casos, levantando questoes sobre a estrutura do espago de fase, relaxamento e a adequa-
cao de varios testes de equilibrio para estes sistemas. Joyce e Worrakitpoonpon em [30]
introduziram uma ferramenta para caracterizar o longo tempo de evolucao desses sistema
através da evolucao do parametro de ordem para determinar o equilibrio, mostraram que
de fato o sistema gravitacional unidimensional evoluem para o equilibrio no estado nao
homogéneo e que o tempo de relaxagao escala linearmente com o niimero de particulas.
Em [14] os autores mostram a evolugao ao longo do tempo para o parametro ¢(t), para o
sistema auto-gravitante unidimensional com N finito, definido por:

o) — % / (N(2,1) — N (2)]? da, (1.0.2)

onde N(z,t) é o nimero de particulas localizada entre z e  + dz no tempo ¢ e Ng(x)
é o numero de particulas na posicao x na distribuicao de core-halo, que corresponde a
distribuicao no estado quasi estacionério ou QSS. Os autores mostram neste trabalho que
o tempo de relaxacao para o equilibrio, partindo do QSS ¢ proporcional a N*¥, mas outros
trabalhos indicam resultados divergentes quanto ao tempo de relaxagao [18, 19].

Iremos separar nosso estudo em dois casos: estados homogémeos e inomogéneo (ou
nao homogéneo). Mostraremos através de uma abordagem diferente de [30] que no estado
nao homogéneo com N finito o sistema realmente atinge o equilibrio, ja para o estado ho-
mogéneo as simulagoes indicam que a evolugao € lenta e ao aumentar o tamanho da célula
unitaria a distriuicao do momento se torna constante neste estado. Nossa abordagem,
também usada em [31] para um sistema gravitacional bidimensional, consiste em obter a
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distribuicao de uma simples particula para um tempo fixo e comparar com a média do
ensemble de N particulas para um tempo fixo. Se o sistema é ergddico, para um tempo
igual ao tempo de ergodicidade as duas distribui¢oes sao iguais a distribuicao gaussiana
apresentada por Rybicki em seu trabalho [26]. Realizaremos este teste de ergocidade para
ambos os estados (homogéneo e ndo homogéneo) do sistema gravitacional unidimensional.
Além disso realizamos uma anélise analitica das equagoes que descrevem a evolugao destes
sistemas.

Em suma neste trabalho iremos investigar a dindmica dos sistemas de longo alcance
através de uma anélise analitica e investigar a dinamica do sistema gravitacional unidi-
mensional através de uma descricao analitica e apresentar alguns resultados que validam
a analise analitica. Deste modo, dividiremos este trabalho da seguinte maneira: no capi-
tulo 2 sao apresentadas a defini¢cao do sistema de longo alcance e algumas das principais
caracterisiticas desses sistemas. No capitulo 3 sao introduzidas as principais equagoes que
descrevem a dinamica de sistemas de longo alcance e a partir destas equagoes obtemos a
equagao que descreve a dinamica dos sistemas homogéneos e unidimensionais, para um
potencial geral. No capitulo 4 descreveremos o sistema gravitacional unidimensional e sao
apresentados nossos resultados das equacoes que descrevem a dindmica destes sistemas
nos estados homogéneos e nao homogéneos. Finalmente, no capitulo 5 expomos alguns
resultados da teoria ergodica para o sistema gravitacional unidimensional e concluimos
como ocorre a dindmica para este sistema.



Capitulo 2

Sistema de Longo Alcance

Vamos estimar a energia potencial para uma particula colocada no centro da esfera
d-dimensional de raio R, considerar que as particulas estao homogeneamente distribuidas
dentro do volume, excluindo a contribuicao para as particulas localizadas na vizinhanca
de raio pequeno e menor que d, pois o potencial diverge proximo a origem. Se o potencial
entre as particulas é [2, 3]:

vy =2, (2.0.1)

onde « é o parametro chave, que define o alcance da interacao, entao a energia potencial

é:
R
U = / pidrd
s T

d—a
d— ol
= pJQy (R —6"7%), (2.0.2)

R

= pJQq

onde p ¢é a densidade, J ¢é a constante de acoplamento e €; o volume angular na dimensao
d (2m em d = 2, 47 em d = 3). Quando incrementamos o raio R, a energia é finita apenas
se a > d. Considerando a energia potencial total U,y = UV | a energia potencial total
ird incrementar com o volume, este comportamento ocorre em sistemas de curto alcance.
Ao contrario, se o < d:

U x JR*®x Jyi-o/d (2.0.3)

Entdo a energia potencial de uma particula cresce com o volume através do fator V1=*/4 e
a energia potencial total cresce com o fator V2=%/¢. Casos onde a energia potencial total
cresce superlinearmente com o volume define interacoes de longo alcance. Segue alguns
exemplos de sistemas de longo alcance [6]:

e Gravitacional- O sistema gravitacional é muito utilizado na astrofisica, esta inte-
ragao é responsavel pela dinamica, formagao e evolugao das galaxias. Para o sistema
unidimensional « = —1led = 1:

Yoz oaGm? &
H:Zﬁ%— ~ > s — (2.0.4)
i=1

i>j
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onde m é a massa da particula i, G é a constante gravitacional, x; é a posicao da
particula i e p; 0 momento [29, 32].

Para o sistema bidimensional:

N 27TGm
HoN P Zln vy — 1] +€), (2.0.5)

2m
=1 i,0=1

onde m é a massa da particula i, r;, p; & a posicao e o momento da particula i,
respectivamente, e € é o parametro de suavizacao, usado para lidar com a divergéncia
quando a distancia entre as particulas é zero [31].

Para o sistema tridimensional a« =1 e d = 3:

N 2

Z i QWGm Z - (2.0.6)
i1 T r]|

onde m é a massa da particula i, r; e p; é a posigao e o momento da particula i [33].

e HMF-O modelo Hamiltonian Mean-Field (HMF) é definido como:

N p2 c
H=S "2 4+ = N"1 —cos(6;, —0,)], 2.0.7
> o * 2 1= o 0= 0) 20.7)

onde m; é a massa da particula i, 6; € [0,27] é a posigao, p; 0 momento conjugado
da particula i e € é a constante que indica atragao (¢ > 0) ou repulsdo (¢ < 0)
entre as particulas. Este potencial é obtido considerando apenas o primeiro termo
da expansao do potencial gravitacional unidimensional em séries de Fourier [34]

e Modelo Blume-Capel- Esse modelo consiste em reproduzir a superfluidez da mis-
tura He® — He*. Para este modelo a hamiltoniana é:

H=A i SZ % (i Si) : (2.0.8)

onde J é a constante de acoplamento, S; = 0,+1 é a variavel de spin e A > 0
controla a diferenga de energia entre o estado ferromagnético e paramagnético [35].

e Sistema Dipolar- Para este sistema a hamiltoniana é

Z . MJ 3 ) (5-75) (2.0.9)
47TN ng |sz‘5 ’ .

onde 7z, ¢ o momento magnético, 77; = (7"_; — FZ) ¢ a distancia entre dois dipolos e

o ¢ a permeabilidade magnética do vacuo [36].

Como veremos a seguir o fato de conseguirmos transformar os sistemas de longo
alcance em extensivos, através da redefinicao da constante de acoplamento, nao implica
em aditividade. E veremos a seguir algumas outras caracteristicas destes sistemas.



2.1 Extensividade e aditividade

Nesta se¢ao utilizaremos a hamiltoniana de campo médio de Curie-Weiss para ilustrar
os conceitos de aditividade e extensividade. Esta hamiltoniana ¢ definida como segue:

N

J J(& Y

i,j=1

onde a variavel de spin 5; = +1 é relacionada ao especifico sitio 7, tal que i =1,..., N. O
fator 1/N da prescri¢ao de Kac, garante a extensividade de (2.1.10). A magnetizag¢ao por
particula é uma grandeza intensiva

N
POE!
i—1 M
== - 2.1.11
m= = (21.11)

enquanto M é uma grandeza extensiva e a hamiltoniana (2.1.10) é nao aditiva, como
Veremos a seguir.

Vamos dividir um sistema em duas partes: uma parte com N/2 spins + e outra com
N/2 spins — [2]. A energia das duas partes é calculada e obtem-se E; = Fy = —%.
Por outro lado, a energia total E desse sistema é zero. Ja que E # F; + FE5, o sistema é
dito nado aditivo. A extensividade em (2.1.10) é garantida pelo fator 1/N. Logo o sistema
descrito pela Eq. (2.1.10) é extensivo, mas nao aditivo.

Dividindo um dado sistema em duas partes, a energia E vai ser igual a Ey + Fo+ Ej,
onde E; e Fy é a energia das partes e E;,; é a energia de interagao entre as partes. No
limite termodindmico se a razao FEy,/(E; + E;) tende a zero, entdo o sistema é dito
aditivo. A aditividade esté relacionada com a extensividade, uma vez que se E;,; tende a
zero no limite termodinamico, entao a energia de duas partes iguais é igual a metade da
energia total e a energia total é o dobro da energia de uma das metades, entao aditividade
implica extensividade (nao extensividade implica nao aditividade), mas o reverso nao é
valido, desde que a energia de interacao deve escalar com N, como é o caso do modelo de
Curie-Weiss . Para este modelo E;,; < N e no limite termodinamico a razao Ej,;/(E1+FE»)
nao tende a zero [2].

2.2 Nao aditividade e a inequivaléncia de ensembles

Tomemos um sistema com dimensao d = 3, com N particulas e volume V', o niimero
de microestados com energia F, no espaco de fase é

Q(E) ~ [ qdp o(E - Hla.p) (2.2.12)
onde H é a hamiltoniana do sistema. A entropia é
S(E)=InQ(E), (2.2.13)

onde a constante de Boltzmann k;, é tomada igual a 1.
Agora considere um sistema isolado com energia FE e vamos dividir esse sistema em
duas partes: a primeira parte menor com energia F e a segunda parte maior com energia



E5. Se o sistema é aditivo a probabilidade que o sistema tenha energia F; é:

p(E1> = /QQ(E2)5(E1 + E2 — E)dEQ = QQ(E — E1>

111])(E1> = In QQ(E - El) = S(E - El)

P(E) = exp(Sa(E — F)) = exp (S2<E>+<—E1> 0%

) )
x Q(F)exp (—E1pP) (2.2.14)

Podemos observar que quando o sistema ¢é aditivo, podemos partir do ensemble microcand-
nico e construir o ensemble canénico. Quando o sistema é finito claramente a aditividade
¢ violada, pois a entropia depende da contribuicao da superficie que separa os dois sub-
sistemas. No limite termodinéanico essa contribui¢ao pode ser negligenciada para sistemas
de curto alcance, mas nao pode ser negligenciada para sistemas de longo alcance. Nos
sistemas de longo alcance mesmo no limite termodinamico, ¥ = E; + Es + E;,;, onde
Eini € a energia da superficie que separa os dois subsistemas [6]. A escolha do ensemble
dependera dos vinculos fisicos do sistema:

e O ensemble microcanonico é empregado quando o sistema ¢ isolado, em [37] o autor
considera a aplicacao deste ensemble nos sistemas com particulas carregadas, com
potencial Coulombiano, e em sistemas auto-gravitantes;

e O ensemble candnico é empregado quando o sistema esta em contato com um banho
térmico, como é o caso apresentado em [38] em que os autores mostram que no HMF
podemos usar o ensemble candnico;

e [ caso os ensembles sejam equivalentes, pode-se escolher qualquer um.

2.3 A nao aditividade e a falta de convexidade

Seja o espago de grandezas termodinamicas intensivas (g, m), onde m é a magnetiza-
¢ao por particula e € é a energia por particula do sistema. Dividimos um sistema de curto
alcance em dois subsistemas com energias diferentes (1, £5) e magnetizacoes diferentes
(mq, ms). Definimos A como sendo um parametro com valor entre 0 e 1, dependendo do
tamanho do subsistema.

Considerando a aditividade dos sistemas de curto alcance, a energia total devido
a contribuigdo de cada um dos subsistemas é ¢ = Ae; + (1 — A\)ey e a magnetizagdo
m = Am; + (1 — A\)mg . Qualquer valor de A no intervalo [0,1] corresponde a uma
configuragao do sistema que pode ser realizada. Portanto convexidade implica que o
espago de parametros é conectado.

Ja em sistemas de longo alcance as interacoes sao nao aditivas e intermediarios valo-
res dos pardmetros nao sao necessariamente aceitaveis, para estes sistemas o espaco dos
parametros termodindmicos nao é conectado. Mas devemos tomar um cuidado, pois nao
aditividade nao necessariamente implica ser nao conectado [2].



2.4 Inequivaléncia de ensembles e o calor especifico ne-
gativo

No ensemble candnico o valor médio da energia é

E.e—BE:
<E>——aan—z": . (2.4.15)
B op A ’ o
com 7 a fungao de particao e o calor especifico é
0 (E) 1 2
= = E—(F 2.4.1
6= Tt = (B = (E)) >0, (2416

com 3 = 1/kgT, logo podemos concluir que o calor especifico canénico é sempre positivo.

Ja para sistemas auto-gravitantes isolados (ensemble microcandnico) tridimensionais
utiliza-se o teorema do virial, que vale para o potencial V (r;;) o T (para sistemas au-
togravitantes « = —1). O teorema do virial fornece uma relagao entre a energia potencial
e a energia cinética para sistemas no estado estacionério. Partimos da identidade de La-
grange (para mais detalhes ver [39, 40]),

1d*I

onde F,., U e I sao a energia cinética, potencial e o momento de inércia, respectivamente,
com:

I = > mr (2.4.18)

Considerando a média temporal de (2.4.17) ao longo de ¢ obtemos:

0=2(E) +(U), (2.4.19)

este é o teorema do virial para sistemas com potencial 1/r*. Do teorema do virial temos
que:

E=(E)+(U)=—(E,). (2.4.20)

Como a energia cinética E,. devido o teorema da equiparticao é proporcional a tem-
peratura, temos que:

_0(E) OF
Co= —pp & 5 <0, (2.4.21)

ou seja, quando o sistema perder energia este ficara mais quente. Portanto ha uma inequi-
valéncia entre os ensembles candnico e microcanonicos para os sistemas autogravitantes
tridimensionais. Podemos notar essa inequivaléncia também em plasmas [41] e fluidos
dindmicos bidimensionais [42] . Ja no modelo HMF os ensembles sao equivalentes, esta
equivaléncia é discutida em [43]. Ou seja, a inequivaléncia de ensemble é uma caracteris-
tica presente em alguns sistemas de longo alcance.



2.5 Dinamica de Sistemas de Longo Alcance

A dinamica dos sistemas de longo alcance é regida por trés estagios descitos a seguir.
O primeiro estégio é a relaxacao violenta, que representa a evolugao desde as condigoes
iniciais até estados de Vlasov. Este é um estagio rapido que independe do nimero de
particulas e é uma consequéncia da dinamica complexa nao linear da equacao de Vlasov
[44].

O segundo estagio da dinAmica sao os estados quasi estacionarios (QSS), que sao
estados estaveis de Vlasov, fora do equilibrio, na qual o sistema esté preso. Nesse estagio
o sistema permanece por tempos longos até atingir o equilibrio, o tempo de permanéncia
nos QSS é conhecido como tempo de relaxagao e diverge com N [13]. A dindmica lenta
nos QSS foi estudada ao longo dos anos por varios autores [6, 5, 44|, principalmente para
o sistema Hamiltonian Mean Field (HMF) [44, 10, 45, 12|, onde sistematicas simulagdes
e analises das equagoes cinéticas indicam que a lei de escala de duracao do QSS para o
HMF é N2

O terceiro estagio é o estagio de equilibrio de Gibbs-Boltzmann, que é o estagio na
qual o sistema ¢ conduzido apos os QSS [2].
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Capitulo 3
Equacoes Cinéticas

Neste capitulo veremos algumas equacgoes cinéticas que descrevem a evolucao de
sistemas de longo alcance e, em particular, como obter a equacao cinética geral para
sistemas de longo alcance homogéneos e unidimensionais.

3.1 Hierarquia BBGKY (Bogoliubov-Born-Green-Kirk
wood-Yvon)

Esta abordagem apresentada abaixo é a utilizada em [16]. Introduzimos a notagao j
para representar a coordenada f; e 0 momento ]75 da particula j:

i = {7,1}, (3.1.1)

paraj = 1,..., N. Considerando um sistema de N particulas, a hamiltoniana desse sistema
é uma funcao das variaveis 1,2, ..., N, e pode ser escrita como,

H(1,2,..,N) = ZH]Q G +D D V3K, (3.1.2)

j< k=1

onde HY(j) ¢ a energia cinética,

H? = 7 (3.1.3)
I om’ o
e V(j, k) é o potencial de interacao entre as particulas j e k.

O estado estatistico do sistema é representado pela fungao distribuicao no espaco
de fase F'(1,...,N,t) (eventualmente a dependéncia temporal sera considerada implicita
quando nao escrita), tal que F(1,...,N,t) dl...dN é a probabilidade de encontrar a
particula 1 no volume do espago de fase d1 = dx; dp;, a particula 2 no volume do espaco
de fase d2 e assim por diante e vamos considerar todas as particulas idénticas com massa
m.

Vamos definir a funcdo distribui¢do de uma particula fi(1), como

A1) = / d2...ANF(1, .., N). (3.1.4)
Agora definiremos a funcao distribui¢ao reduzida de s-particulas fs(1,...,s), s < N:
fs(l,...,s):/d(s+1)...dNF(1,...,N), (3.1.5)
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tal que fs(1,...,s) representa a densidade de probabilidade das s particulas estar nos
respectivos s espacos de fase. Sabendo que

/F(l, oy N)dL..dN =1, (3.1.6)
a condicao de normalizacao da fungao distribuicao reduzida é:

/dl...dsfs(l,...,s) = 1. (3.1.7)

Em sistemas homogéneos as propriedades intensivas sao as mesmas em todos os
pontos do espago. Essa propriedade é expressa matematicamente por:

fs(x—)I + E)a .I—'>2 + 77 sty .T—>5 + ﬁ)ﬁa 7]72) - fs(x—>17 $—2>7 I ﬂaﬁ? "‘7]7;)7 (318>

onde @ éum vetor constante. Devido ao vinculo de (3.1.8), a funcio distribuicao reduzida
de s particulas depende efetivamente de s — 1 variaveis de posicao. Em particular, f;
depende apenas do momento ? e fo depende da distancia entre as particulas, além dos
momentos das particulas, ou seja,

(T T) = ne(P),

fQ(x—i:?%ﬁa}TQ)) = fQ(H_gvﬁaﬁ)a (319>

onde n = 1/V é a densidade, a qual é constante para o sistema homogéneo, neste caso
iremos considerar:

/w(?)d? = L (3.1.10)

A evolugao de um sistema de N particulas interagentes contidas num volume V é
descrita pela equacao de Liouville. Esta equagao determina, que para um sistema com
6N condigoes iniciais nicas [178, ]75], a evolucao hamiltoniana garante que a forma pode
mudar, mas o volume permanece o mesmo. A equacao de Liouville é:

O,F(1,...N) =[H(1,...,N), F(,...,N)]

&F(1,..,N)=LF(1,...,N), (3.1.11)
em que
Y (oH 0  OH 0
L= ; {3@ 57 " o a:?;}’ (3.1.12)

¢é o operador Liouviliano e H ¢ a hamiltoniana do sistema de /N particulas:

N N
H:Zf;‘nJrzka, (3.1.13)
i=1 k

i<

com Vi =V (z; — x). Vamos usar as seguintes abreviagoes:

v, =2 ajza%, Dy = 0; — O, (3.1.14)
J

j_aflfj’



Entao:
L = LY jav““
B Z " Z Z Z 0xj
i j
N
Vi 0 3‘% 0
— LU
Z +;Z (8332 op " om aﬁ,:)
N
%
= > (Viva) O (3.1.15)
j=1 i <k
0 — o — — : T
com L] = —(pj/m)-V; e Vi /0x; = =0V, /Oxi. E considerando Lj; = V;Vj0i, temos:

N
SO+ N L (3.1.16)
j=1 i <k

Portanto a equagao de Liouville (3.1.11) pode ser reescrita, como:

ZL0F+ZZL (3.1.17)

i< k=1

Derivando a condi¢ao de normalizagao de F(1,..., N) dada por Eq. (3.1.6) com relagao
ao tempo, obtemos:

/wcn...ow:o. (3.1.18)

Logo, integrando (3.1.17) com relagdo a dl...dN e usando (3.1.18):

/d1d2 dN{ZLOFJrZZL } (3.1.19)

1< k=1

para que esta equagao se anule, os termos devem cancelar separadamente, ou seja,
/ dl...dNLJF(1,..,N) = 0,
/ dl... dNL;-kF(l, .wN) =0, (3.1.20)

para todo j. Cada um dos termos acima envolve derivada de F' com respeito a x ou p,
vamos considerar sempre nulas as integrais de superficies, ou seja,

/d@gg—o e /d*gF 0. (3.1.21)

Integrando a Eq. (3.1.17) sobre as particulas s + 1,..., N, obtemos entdo a equagao
da evolucao da fungao distribuicao reduzida a s-particulas:

O fs(1,..,N) = /ds+1 dN(ZL0F+ZZL ) (3.1.22)

1< k=1
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Considerando a propriedade de (3.1.21) no primeiro termo do lado direito de (3.1.22),
reduzimos a

N
A fo(l, ..., ZLofs /d(s+1)...dNZZL;kF. (3.1.23)

i< k=1
Ja o segundo termo do lado direito de (3.1.23) é ramificado em trés casos:

1. Particulas i e k pertencente ao grupo (1, ..., s). Para esta regiao:

iiLékfs(l,---,S); (3.1.24)

i< k=1

2. Particulas 7 e k pertencente ao grupo s + 1,..., N. Para esta regiao os termos sao
nulos devido as integrais de superficie;

3. Particulas 7 pertencentes ao grupo 1, ..., s e particulas k pertencentes a s+ 1,..., N.
Neste caso consideramos que fs(1,...,s) é simétrica sob mudanga de particulas, ou
seja,

f3(1,2,3) = f5(1,3,2). (3.1.25)

Vamos considerar que:
/d2...dNL12F(1,...,N) = /d2...dNL13F(1,...,N), (3.1.26)
/d2d3L12f3(1,2,3) = /d2d3L13f3(1,2,3),
/d2L12f2(1,2) = /d3L13f2(1,3). (3.1.27)

Ou seja, para que a igualdade de (3.1.26) seja estabelecida, basta fazer uma mudanca
de variavel de 3 para 2. Portanto, no terceiro caso, todos os termos do somatoério
Zszs .1 para um dado i sao iguais, logo:

/d (s+1). dNZ Z L, .,N):/d(s+1)...dNZ(N—s)L;75+1F(1,...,N)
1=1 k=s+1 =1
:/d(s+1)...dN(N7s)ZL;HlF(l,...,N)
=1

_ (N—s)/ d(s + 1)ZL;73+1J2+1(1,...,(5+ 1)

(3.1.28)

Reescrevendo a equagao (3.1.23), obtemos:

Oufo(1,.8) = Y L1, ... +ZZkas
§=0

1=1< k=1

+ (N —5s) Z/ dzeir L oy forr (1, ooy (s + 1)), (3.1.29)
=1
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para 1 < s < N. Esta equacao consiste de um conjunto de N equagoes, relacionando
a evolugao da fungao distribui¢do de s particulas com a fungao distribui¢ao de (s + 1)
particulas. Devido a esta caracteristica, esta é uma equagao hierarquica e conhecida como
hierarquia BBGKY (a inicial dos autores que derivaram esta equagao: Bogoliubov-Born-
Green-Kirkwood-Yvon).

Outra abordagem possivel é a utilizada por Balescu em [17], nesta abordagem o autor
considera a seguinte condi¢ao de normaliza¢ao para a funcao distribui¢ao reduzida:

/ dl..dsfs(1,...,s) = m (3.1.30)

Nesta abordagem a hierarquia BBGKY é:

afs(1, ..., ZLOfS . +ZZkas

1=1< k=1
+ Z/d$8+1L;,s+1fs+1(1a'--78+1)7 (3131)
i=1

paral < s < N.

Ambas as abordagens representam a equacao que descreve a dindmica de sistemas
de longo alcance, a diferenca estd apenas na definicao da funcao distribuicao reduzida.
Ao longo deste trabalho iremos utilizar as duas abordagens conforme conveniéncia. A
hierarquia BBGKY pode ser representada através de diagramas que indicam as interagoes
entre particulas, para entender como sao representados os termos da hierarquia BBGKY
através dos diagramas veja Apéndice A.

3.2 Equacao de Vlasov

Para um sistema de s particulas, se a probabilidade de encontrar uma particula
no estado x; independe de outras particulas, podemos representar a func¢ao distribuicao
reduzida, tal que:

5) = Hfl(j>' (3.2.32)

Neste caso, o sistema de particulas é dito descorrelacionado e as particulas sao estatis-
ticamente independentes uma das outras. A correlacao depende da distancia entre as
particulas e quando a distancia tende a infinito a correlagao é nula. A representacao de
aglomerado descreve essa dependéncia da correlacao com a distancia, além de relacionar
o namero de particulas da funcao distribuicao reduzida com os possiveis tipos de cor-
relagoes. Para um sistema de duas particulas, a tnica correlacao entre particulas é a
correlagao entre duas particulas. Para um sistema com trés particulas, a correlacao pode
ocorrer entre um par de particulas e a terceira particula estar independente ou a correla-
¢ao pode ocorrer entre as trés particulas. Ou seja, podemos escrever a fungao distribuigao
reduzida de s particulas com um termo que representa a descorrelagao entre as particulas
e os termos que indicam as correlagoes:

(1,2) = f)f(2)+g(1,2), (3.2.33)
f3(1,2,3) = f)FR)FB)+ f(1)g2(2,3) + f(2)g2(1,3)
+ f(3)92(1,2) + g5(1,2,3), (3.2.34)
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e assim por diante.
Usando a representacao de aglomerado podemos reescrever a hierarquia BBGKY
(3.1.31) para s = 1:

as (1) = L+ [ d2Lfa(12)
= I0F (1) + / a2Ll, (f (1) £ (2) + 02(1,2). (3.2.35)

E para s = 2:
Ofa(1,2) = LYf2(1,2)+ Lf> (1,2) + Liyf2 (1,2)
+ / d3 (Lllgfg (1, 2, 3) + L’23f3 (1, 2, 3)) . (3.2.36)
Usando (3.2.33), (3.2.34), (3.2.35) na (3.2.36), obtemos:
B9 (1,2) = (12 + L9) g2 (1,2) = Ly (£ (1) £ (2) + 2 (1,2))
+ [ @ L 0923+ Lif (D)2 (13
+ (L34 L) (f (3) 92 (1,2) + g3 (1,2,3))}. (3.2.37)

Sob certas condigoes as particulas podem ser consideradas descorrelacionadas (para
mais detalhes veja [17]), tal que:

af(1) = LY (1) + / Q2L f (1) (2). (3.2.38)

O ultimo termo da equagao (3.2.38), usando as integrais de superficie (3.1.21), pode ser
reescrito como:

/d2L’12f(1)f(2) = /d2V1V12612f(1)f(2)

= /d2V1V12f (2)0.f (1)

= Vl/dfgdﬁzvm (71— ) £ (2) 0y f (1)

= ViV (z1)oif (1)

= V{ff}, (3.2.39)
V(z) = / A7y dpaVag (21 — 72) f (2) (3.2.40)

e V é o potencial médio. Portanto:

0f (1) = Lif () +V{ff}. (3.2.41)

A equagdo (3.2.41) é conhecida como equagao de Vlasov [46]. Seus termos tém a
seguintes caracteristica:

o L9f (1)- esta associado ao deslocamento das particulas devido sua velocidade. Quando
apenas este termo esta presente as particulas se movem livremente com velocidade
constante;

e V{ff}-¢é o termo de Vlasov, ele é responsavel pela aceleragao e desaceleragao das
particulas, devido a dependéncia com o potencial de interagao Vi [47].
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3.3 Equacao de Landau

Na pratica as equagoes cinéticas de interesse sao derivadas através de uma expansao
em termos de um parametro pequeno. Inicialmente vamos considerar o estado de referén-
cia quando todas as interagoes estdo “desligadas” e que o potencial de interagao V(r) é
uniformemente pequeno para todas as distancias. Para dimensionar este potencial vamos
consideré-lo:

V(r) = \v(r), (3.3.42)

onde A\ é um parametro adimensional.

Quando A << 1, temos o acoplamento fraco. Ou seja, os termos da equacgao cinética
que dependem do potencial serdo termos de ordem O(\), ja termos que ndo dependem da
interagao sao termos de ordem O(AY). Portanto,

0 __ 0 r
L} =0(\), L, = O(\) (3.3.43)

J

f1) =00, (3.3.44)
mas para correlacionar duas particulas é necessario pelo menos uma interagao, logo:
g2(1,2) = O(N) (3.3.45)

e para correlacionar trés particulas é necessario pelo menos duas interagoes (a interagao
da particula 1 com a 2 e da particula 2 com a 3, por exemplo), entao:

95(1,2,3) = O(\?). (3.3.46)

Para um sistema de longo alcance de particulas interagentes, hé diferentes tipos de
comprimentos caracteristicos e tempo de escala associados a estes comprimentos. Na
equacao de Vlasov vimos que a interacao ocorre devido ao potencial de campo médio,
ela é obtida considerando termos de ordem A. Considerando termos de ordem superior
(O(M\?)) a dinAmica dependera também da correlagao entre particulas. Para caracterizar
o movimento é necessario os seguintes comprimentos e tempos caracteristicos ( esta segdo
apresenta o método desenvolvido em [17]):

e 1° termo- Considere o movimento de uma particula P em linha reta, quando uma
particula P se encontra proxima a uma particula QQ seu movimento muda para uma
trajetoria curva devido a correlagao entre as particulas. Esta distancia onde comega
ocorrer a correlacao é conhecida como comprimento de correlagao [. e o tempo onde
a particula estara sob influéncia da correlagao é conhecido como tempo de correlagao
T.. Ambos [. e 7, sao independentes de .

e 2° termo- Apds o evento da correlagao a particula P continua seguindo uma traje-
toria retilinea até ocorrer outra colisdo (correlagao) com outra particula. O compri-
mento percorrido entre duas colisoes ¢ conhecido como livre caminho médio [,
este comprimento depende inversamente da densidade, quanto maior a densidade
menor sera o lyr,, € do comprimento das interacoes (\), quanto maior A menor
serd I, fp. O tempo entre duas sucessivas colisoes é conhecido como 7 tempo de
relaxacao.
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e 3° termo- O tltimo comprimento caracteristico é o hidrodinamico /g, a qual depende
do comprimento macroscépico do sistema. Este comprimento é maior do que todos
os outros e associado a ele estd o tempo hidrodinamico 7.

Esses comprimentos caracteristicos e tempos caracteristicos se relacionam através da
inequivaléncia a seguir:

le <<lppp <<lg e T, <Tp<TH. (3.3.47)

Como vimos o tempo de correlagao 7, é o menor tempo. Vamos assumir ¢, o tempo de
interesse da teoria cinética, como sendo muito maior do que o menor tempo caracteristico,
ou seja,

T, << t, (3.3.48)

pois vamos considerar o tratamento assintético do processo evolutivo.
Em sistemas homogéneos f(Z, p,t) = ne(p,t), logo o termo de Vlasov é reescrito, tal
que:

V{ff} = n2/ dpo V4 (/ dz,V (27 — fz)) O (P1,t) ¢ (Pa, t), (3.3.49)

fazendo a mudanca de variavel ¥ = 1| — 25,

V{ff} = n’Oip (Pt Vl/ drV (r) = n*01¢ (1, t) ViV =0,
(3.3.50)

onde V é uma constante. E a equacao de Vlasov fica:
op(pit) = 0, (3.3.51)

portanto para sistemas homogéneos devemos considerar os termos de ordem superior
(O(N?)). Para tanto vamos considerar o termo que depende da correlagao em (3.2.35),
mas para obter uma equagao dindmica para a fungao distribuigao de uma particula, f(1),
precisamos resolver (3.2.37). No lado direito da equagao (3.2.37), apenas o primeiro termo
¢ de ordem \, os demais termos sao de ordem A\? e A\3. Considerando apenas os termos de
ordem A:

ge (1,2,8) + (LY + L9) g2 (1,2,8) = Li,f (1) f(2). (3.3.52)

Para resolver a equagao (3.3.52), vamos introduzir a ideia do propagador. Inicial-
mente vamos considerar os termos de ordem A\’ nas equagoes (3.2.35) e (3.2.37):

af(1) = Lif(1) (3.3.53)
dg2 (1,2) = (LY+L3) g2 (1,2) (3.3.54)

Para resolver as equagoes acima vamos introduzir o propagador nao pertubado U?,
tal que:

f(flvﬁlvt) = Ulo(t>f<flaﬁ17 O)? (3355>

onde U{)(t) = eL?t — e—(pl/m)vlt.
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Sabendo que:
etz f(x) = f(x + a), (3.3.56)
portanto:
f(Z,p,t) = e_(pl/m)iltf(fl,ﬁl, 0)
= f(@ - %t,ﬁl,o), (3.3.57)

que esta de acordo com a equacao de Liouville, pois a fun¢ao densidade de probabilidade
de encontrar uma particula no tempo ¢ e nas coordenadas ¥; e p; € igual a densidade
inicial quando a particula esta na posicao inicial 1 — pit, com momento pj.

Ja para (3.3.54) o propagador que resolve a equagao para g, é:

g2(1,2,1) = Uphga(1,2,0), (3.3.58)
onde
UY, = M — pO(1) U (1), (3.3.59)

ou seja, LY comuta com LY. Para resolver (3.3.52) vamos utilizar o propagador U}, e a
solucao é

g2 (1,2,t) = Uy () g2 (1,2,0) + /t drUL, (1) Lo f (Lt —7) f (2.t —7),  (3.3.60)
0

onde o primeiro termo é obtido da mesma maneira que em (3.3.58) e o segundo termo
que é a convolugao do propagador U, (7) com o termo independente de g,. Substituindo
g2(1,2,t) na equagao (3.2.35), obtemos:

@-1)7() = [ a2Lf )@+ [ a2LL08 0)91.2.0)

/ dar}, /Ot drU% (1) Liof (1,t —7) f(2,t —7) (3.3.61)

Nesta equacao o primeiro termo do lado direito é o termo de Vlasov, o segundo termo
é o funcional da correlagao inicial e o terceiro termo é o termo que depende do histérico
de f(i) no tempo 7 = 0 a t, ou seja, devido a esta dependéncia com o histérico da fungao
distribuicao de uma particula, a equacao acima é uma equacao nao markoviana. Para
transformar esta equagao em uma equagao markoviana, vamos analisar termo a termo da
equagao acima. Analisando o segundo termo do lado direito e considerando a mudanca
de variavel ¥, para 79 = Ty — T1:

[ et 0e20 = [z [ 4w oe o
= /dT21/dp2L WU () g2 (21, 71, P, P2, 0)

= / del/ dpaLiyge (1 — Pit, a1 — goal, Pr, P2, 0)
(3.3.62)

onde go; = P> — p1 € 0 momento relativo.
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Observa-se no lado direito de (3.3.62), que 75 — gait € uma fungdo do tempo e pela
relagao (3.3.48), nota~se que como t >> 7, entao |ra — gart| >> l. e a correlagao se torna
nula. Logo:

/ d2L,U7, (t) g2 (1,2,0) =0 para  t>> 1. (3.3.63)

Para o terceiro termo do lado direito de (3.3.61):

f d2v,v 7”12 (912 fo dTU102 )VIV(TH)alZf(l ) (2 t_7'>
—fo dr [ dps [ dz2012V1V (712) Uty (1) ViV (712 )012U1°2< ) f(1,8) f(2,1)

= Jo dr [ dpio [ dﬁz@lNlV(ﬂz)VlV(m — Gi27) Us (1) 012U, (=7) f (1,1) [ (2,1),
(3.3.64)

onde 7y = ¥} — To, 12 =P1 — P2 €
Uy (1) 012Uty (=7) = 12+ 7 (Vi +Va). (3.3.65)

Vamos considerar que o tempo dinamico ¢ é consideravelmente maior que o tempo
de colisao, desse modo:

Uty (1) 012Uy (=7) = i (3.3.66)
et — oo.
Além disso:
of (& le ., .
F@) =@ - ~ F) -l @) - @) = g @)
(3.3.67)

Portanto,

@—L%ﬂnz/dﬂaﬂnﬂﬁ

+/ dT/ dﬁz/ dﬂzalzﬁv (F12) 6‘/ (F12 - 9127') ale (flaﬁla t) f (flaﬁ% t)

=V{ff+K{ff}, (3.3.68)

onde V{ff} é o termo de Vlasov e KL {ff} é o termo de Landau, que pode ser reescrito
como:

K{ff} = / dp2012G (G12) Oraf (@1, 1, t) f (T4, D5, 1), (3.3.69)

com
G () = 8r / dks (E.g’m)f/(k)QE.E, (3.3.70)

onde G (gi2) € o tensor de Landau. Portanto realizamos um processo de transformagao
de uma equagao nao Markoviana em uma equacao Markoviana, a este processo de trans-
formacao é conhecido como markovianizacao. Para sistemas homogéneos, os termos de
Vlasov e do movimento livre sdo nulos, temos f(Z, 7, t) = np(p,t) e a equagao de Landau
pode ser reescrita como [17]:

dp(pit) = K{pp} (3.3.71)
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e para sistemas unidimensionais:

dp(p,t) =0, (3.3.72)

pois em sistemas unidimensionais ke J12 estao numa mesma direcao e temos que o (E . §12> =
0 (kg12) em (3.3.70). Portanto:

K {ff} = / dp20i2 (87T4/ dko (k?glz) 1% (k)2 kk) O f ($1,p1, t) f (%;pz; t)

= /dp2812 ( /dk (|li|> (p1 —p2) V (k) kk) Oz f (z1,p1,t) f (21, p2,)

1 ~
= 87T4/ dk <|k|> V(k)Q kk/ dp20120 (p1 — p2) Do f (w1, p1,t) f (21, P2, 1)
= 0, (3.3.73)
ou seja, concluimos que K {ff} é nulo para sistemas gravitacionais homogéneos e unidi-

mensionais. Veremos adiante um método para obter as equacoes que descrevem a dinamica
destes sistemas.

3.4 Abordagem de Klimontovich

Esta ¢ uma abordagem alternativa para obter a equagao cinética ao invés da hierar-
quia BBKGY. Em [48, 49, 50| a abordagem de Klimontovich é empregada no estudo de
plasma. A hamiltoniana geral para um sistema de N particulas é

Hy = Zp; +U({z}), (3.4.74)

onde z; e p; sdo a coordenada e o momentos da particula i, respectivamente, e {x;} é o
conjunto de coordenadas das ¢ particulas tal que:

U({z;}) Z V(z, — xj), (3.4.75)

1<j

com V uma funcao par, ou seja, V(—z) = V(z). O estado exato de um estado bem
definido do sistema no espaco de fase, em funcao do tempo, pode ser representado pela
funcao distribuicao singular:

flepst) = 5 38l = a(0)80 — ple). (3470

As 2N equagoes de movimento sao:

. ou
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Diferenciando (3.4.76) com relagao ao tempo:

Ofa(z,pt) i Oz; 0 (0 (x —z; (1)) 6 (p — pi (1))
Ip; 0 (0 (z — i (1) 0 (p — pi (1))
N Z Ip;
= —% ' piaé(xa_—lji(t))(s (p—pi(t))
1 ou 96 (p—p; (1))
N2 8902-5 (x —x; (1)) o, (3.4.79)

Usando ad(a — b) = bd(a — b)

w _ _%ZPWW—M 1))

L | OV (xi — ) 96 (p — pi (t))
N Zl: EJ: a—xjé (x =z () T (3.4.80)

Considerando
v(z,t) = N/ da’ dp'V (x — 2') fq (2/, 9, 1), (3.4.81)
que corresponde ao potencial de campo médio, obtemos:

ov , 0V (x—2a) .
Y N/dxdp 5 fa (@', p',1)

- [y S 0)5 6 - 0)
- > [ )

_ Z oV (J?a_xxi (1) (3.4.82)
Portanto,
Ohazpd _ _1 pra (i (1)
v o= Z —5 (z—x; (1)) (%(pa_—pf’i(t», (3.4.83)

ou, equivalentemente,

afd (l',p,t) +pafd (l',p,t) i @%

ot Oz orop (34.84)

denominada de equagao de Klimontovich, que pode ser reescrita como:

%Hﬂd, fil = o0, (3.4.85)
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onde H; = %2 +o(z,t) e
H, f]= —=— — ——=—. (3.4.86)

Seja {x;(0),p:(0)} os estados iniciais das N particulas e fi,,({x:(0), p;(0)}) a densidade
do estado inicial. A funcao distribuicao suave f é obtida por:

fo= (/)
= [ TI do o 00O .0, (3487

Note que ha uma dependéncia de f; com as condigoes iniciais, desde que f; depende
das solugoes das equagoes de movimento decorrente de 3.4.76 |6, 51|.Vamos introduzir
flutuagoes suave § f, tal que 0 f é conhecido como ruido de disparo ou shot noise e depende
do desvio padrao da fungao distribuigao suave [16]. Como 6 f o< \/(fa) ¢ f = (fa) x 1/N,
entdo 0 f o< \/1/N. Considerando d¢ a flutuagao do potencial, temos:

N Jf
Ja =1 TN
_ d¢
v o= ¢+\/N, (3.4.88)

ou seja, quanto maior o nimero de particulas menor é a diferenca entre a fungao distri-
buigao fy e a média das distribui¢oes. Substituindo estas fungoes na equagao (3.4.85):

of 1 06f 1 _

E_Fﬁﬁ + H+5H7f+\/_ﬁdf:| =0 (3.4.89)

of 1 O6f 1 1 B

T [H, f] + [0H, f] + NI [H,5f] + {51{, \/—Naf] =0, (3.4.90)
onde Hy = & + ¢+ 8¢/VN = H + 6H, onde 6H = d¢//N, logo:

of 1 O5f 1 1 1 B

EjL\/_NWjL[H’f]JF\/_N[M’ﬂ+\/_N[H’5f]+ﬁ[M’éf] = 0.(3.4.91)

Fazendo a média de ensemble de (3.4.91), temos:

af 1 0(sf) 1 1 1 _
E+\/—NT+<[H>JE]>+\/_N<[5¢,f]>+ﬁ<[H’5f]>+N<[5¢75f]> = 0
(3.4.92)

Mas f = (f2) = (f+6f/VN) = f+{5f/VN),logo (6f) = 0. E ¢ = (v) = (¢p+3¢/VN) =
o+ (5(;5)/\/N, entdo (0¢) = 0. Além disso,

(H, f]) = <%—gg—£—%%—§>=[ﬁf], (3.4.93)
[(60) ., f] = 0, (3.4.94)
[H.(6f)] = 0, (3.4.95)
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ja que (0f) e (0¢) sao nulos.

Portanto,
of 1
D) = - (56.60) (34.96)
Subtraindo (3.4.96) de (3.4.91) :
B 11,61+ 100, £) = ——=(160,5f] — {[6,5]) (3.497)
v , 7 199, , . 4.

As equagoes (3.4.96) e (3.4.97) formam a base da teoria quaselinear e considerando o
limite termodinamico em ambas (N — 00), obtem-se:

or , B
5 Tl =0, (3.4.98)
agif [H,5f] + [66, f] = 0, (3.4.99)

onde a primeira equacao ¢ a equagao de Vlasov e a segunda equagao de Vlasov linearizada
[50]. Usaremos as equagoes apresentadas nesta segao para obter a equagao de Balescu-
Lenard na proxima segao.

3.5 Equacao de Balescu-Lenard

Da equacao de Klimontovich(3.4.84), usando f; = f 4+ 6f/VN e v = ¢ + 5¢/V/'N:

of | Of 969f _ 1 (98f 05f 9060f 099051\
ot Por azop ~ YN \ot Por  oxrop oz op
1 956 90 f

Fazendo a média da equacao acima, obtemos:

o _ L (%)

5 5 (3.5.101)

Esta é a equagao principal para obter a equacao de Balescu-Lenard, nesta secao iremos
obter esta equagao para o caso unidimensional, que seré o foco deste trabalho, mas esses
calculos podem ser generalizados para o caso d-dimensional. Para obter uma forma mais
utilizavel da equagao de Balescu-Lenard vamos definir primeiramente a transformacao de
Laplace do tempo de uma funcdo g(t) , tal que:

gw)y=L{gt)} = /Oooeiwtg(t) dt, (3.5.102)

para Im (w) suficientemente grande. A transformada de Fourier do espago de g(z), tal
que z ¢ a coordenada com valores no intervalo [0, 27|, é [6]:

1 2w

g(k) = o e~ *g (z) da. (3.5.103)

A transformada da densidade d f (z,p,t) é dada por:

2 o)
of (k,p,w / : / dte k2=t 5 f (2, p, t) (3.5.104)
0
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e a transformada de d¢:

2w 00
> d ; / !
6o (K W) = / & / dte”**Fe="D5p (1, 1) (3.5.105)
o 27 Jo
onde consideramos que o potencial tem periodo 27. A transformagao inversa é:
Of (x,p,t) = i /%ei(k‘r””({f (k,p,w) (3.5.106)
) ) = C 27T ) )
0¢ (z,1) = i / d“’/ei<’f’fﬂ—W’t>5}b(k’ W' (3.5.107)
) 2 e o= ,w') . 5.

Nos restringimos a estados homogéneos, tal que a fungao distribuicao de uma parti-
cula nao depende da posicao e usando a equagao de Vlasov linearizada para o presente
caso:

a0 f

S+ [H. )+ [59, ]

oof | 05f 960f _ |
ot Por  orop

I
o

(3.5.108)

e multiplicando a Eq. (3.5.108) por e~***=%%) integrando ¢ de 0 a 27, ¢ de 0 a 0o, obtemos:

onde o primeiro termo é a transformada de Fourier espacial de valor inicial:

. 2 d )
5f (k,p,0) :/ 2—:eﬂkz(5f(x,p,0). (3.5.110)
0

Reescrevendo (3.5.109) e isolando 6 f(k, p,w), temos:

~

- _ kf'(p) o (k,w)  of (k,p,0)
of (k.pw) = b i)

. (3.5.111)

Sabemos que:

o= (v)= /0 ’ da’ /OO dp v(z—2a') f (2, p,t), (3.5.112)

portanto a flutuacao do potencial pode ser escrita como:

0o (x,t) = /027r dz’ /OO dp v(z—2")of (2, p,t) (3.5.113)

e a transformada de Laplace-Fourier desta flutuacao do potencial é :

0 (k,w) = 27r/ dpt (k) 0 f (k,p,w), (3.5.114)
1 2w ) ,

v(k) = — dze @2y ( — o). (3.5.115)
21 Jo
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Integrando (3.5.111) por p, substitutindo (3.5.114) e passando o primeiro termo do lado
direito para o lado esquerdo de (3.5.111), obtemos:

/dpcff(k;,p,w) (1—27r/kf/( P) 0 (K )dp> - /OO dp‘ifék—’“o)).(s.alm)

kp — w o i(kp—w

A funcao dielétrica é definida como

- . kI (0)
D(wk) = 1—2ri(k . 5.11
(6. i (b) [ ) (35,117
Logo de (3.5.116), temos:
- 1 < of (k,p,0)
Apdf (k,p,w) = — dp2l BB T 3.5.118
/ po f (k,p,w) D(w,k)/oo P hp— ) ( )
Substituindo este resultado em (3.5.114), obtemos:
. 20 (k) /°° of (k.. 0)
00 (k,w) = = dp2l ) 3.5.119
¢ (k,w) Dok ) Vit —w) ( )

Podemos usar as equagoes acima para obter o lado direito de (3.5.101). Portanto
substituindo (3.5.106) e (3.5.107) em (3.5.101) e esquecendo temporariamente + e a de-
rivada com respeito a p, temos que:

<(?95j > - Z / A peitha—an 5 (1. ) Z / (;_:6“'“'“”’”5} (K. p, )
= o Z > [ [ i A o 057 ().

- (3.5.120)
De (3.5.111):
) ) : ) 06 (k,w)8f (K.p,0)
(56 (k)67 Wpa)) = KDL (5 (ko) i ’>>+< B )
(3.5.121)

e de (3.5.119):

,)> _ 20’ ak)T(K) /_°° dp/_oo /<5f(k,p,0)5f(k’p 0)>

oo i(pk—w)i(pk —w)

CrPsmote) [~ o (0 (kp0)3F (K.p.0)
/ dp/oo ok —w) (k1 &)
(3.5.122)

<5~¢ (k,w) 86 (k' w

usando a definicao de transformacao de Fourier:
N N 2m d 2m da’ ) .
(57 Gep 0057 00,0)) = [ 55 [ SR (5 (0p,0) 87 (0 0).
0 27T 0 271—
(3.5.123)
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Como vimos 6 f = VN (f4 (z,p,0) — f (p)), logo:
of (x,p,0)0f («",p/,0) = N (fa(z,p,0) fa(@',p/,0) = fa(z,p,0) f ()
fa(2',p',0) f(p) + [ (0) f (P)) - (3.5.124)
E a média é :
(5F (2,00 5F (' 0,0)) = N ({fu(e,0,0) fu (&', 1, 0)) — £ (5) £ (1) (3.5.125)
Substituindo fy (x,p,0) => .6 (x —x;) 0 (p — p;) /N, temos:

(fa(x,p,0) fa(a',p',0)) = %<Z5(ﬂf—wj)5(p—pj)5(x—w’)5(p—p’)

+ Y > S =)0 (p—py)6 (¢ — )6 (p —pz’)>
ii#]’-
~z (V{fa(z,p,0)) 6 (z —2") 6 (p = 1)
+N (N —1) fa (2,p,2".p', 0))
= %f (p)o(x—a)o(p—p)+f(p)f @)+ he(z,pa",p)
(3.5.126)

Onde f5 (z,p,2',p',0) é a funcao distribui¢ao de duas particulas e é definida por

fo(z,p,2',p",0) = (0(x—x;)0(p—p;)0(z" =)0 (p' — pi))
= W) R ). (3.5.127)

onde hy é a fungao correlagao. Substituindo (3.5.126) em (3.5.125) e (3.5.125) em (3.5.123),
obtemos:

2
<5}“(k,p,0)5}‘(k'7p’70)> :/0 %Me‘”(’”’“')é(p—p’)

2m 27
27 2 /
.ZC dl’ . 1o

+ / / Ne—z(km+k x )h2 (I,p, I/,p/)
_ [
= Ok, k0 (p—p )

27r 21

d : .. . ! !

n / / X Ne—z(kz-i-k T )e—zk:(x —x )h2 (1’, D, x/,p/)
= 5k wo(p—p )

2ﬂ. 2
_'_ / 27T / 72k2 *lklx 7lk(mix/)h2 (:,U - m/7 p7 p/)

2m dl‘ ! / 2!
_ IWs - p>+/ LR (ko)
0

2 (2m)
_ [ oo, ulkpp)
= o 5k,fk’5 (p p) + o 6]{7,]6/, (35128)
onde:
21
u(k,p,p) = / deNe * = py (. — 2’ p,p') (3.5.129)
0
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e usamos o fato do sistema ser homogéneo, ou seja, hy depende da diferenca x — z’.
Portanto:

Ok, —k

o U (p)o(p—p)+u(k,pp)) (3.5.130)

(97 (k,p, 0) 3F (K., 0)) =
Substituindo este resultado em (3.5.122), temos:

<5~gb(k,w)5~gz§(k',w’)> = 27r((5k k/)ﬁlé():j (:/)) /OO dp
" / d,(f()5( P) +u(k.p.p))

(pk —w) (=K'p + )

(3.5.131)

O segundo termo da equacdo acima depende de wu (k,p,p’), ou seja, da correlagao
inicial entre as particulas e esta funcao decai no tempo, logo podemos descartar o segundo
termo e obtemos:

. S w0 (k) D > f(p)
<6¢(k7w)5¢(k’w)> - ﬁ(w,k)b(w’,k/)/ dp(pk: w)( k:’p—l—w)

2mby w0 (K) D (K) ~ f ()
- Bhpo | e ey 51)

usando a féormula de Plemelj:

im—— = Ptz —a), (3.5.133)

=0 & — a £ i|7y| r—a

temos que [(pk — w) (pk + )] = (27)? 6 (w + w') § (w — pk). Entdo

(o) ds ) = B0 ’Zw (:)) - Ek') if)‘” ) | s —mm

e sabendo que D (w, k) = D* (—w, —k), temos:

,)> )t (R) T (K) 0 (w + ) /w aof (5)5 w0 — o).

<5~¢ (k,w) 86 (k' w

D (w, k) 2 —oo
(3.5.135)
Considerando o segundo termo de (3.5.121) e usando (3.5.119):
(5 (k)5 K2 0)  aryqpy = (0 (k2055 (#5,0))
i (P — ') - D(w.k) / i (kp' —w)i(pk' — o)
_ R 7 e () (=P
= Dk IR i i ey
_ oK) f(p) O, '
D (w, k) (kp—w) (pk + )
_ 27)* 8 (w+u') 6 Ew — pk) 0 (k) Op,—p f (p) (3.5.136)

D (w, k)
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Desta maneira o primeiro termo do lado direito de (3.5.120), seré o fator abaixo:

G Y [ dw [ w0 RS 2y g (p (w PE) -0

Ar? |D(w,k)|?
=2r Y, [ dw [ dw'ike™ W*‘“)t%ﬁi dp'f (p') 0 (w — p’k:) _kp E)p)
=23, [ dw %L dp/f (1) 6 (w — p'k) T2

*27T2kfd ilo(k)[*|k| f(p) p)

ID( )2 kp—w

£ (%)
= 973 Zkf dw‘D w|k|)]’|“2‘ p)f (% ( kp - — imd (kp — w))
)0 (w

(k) k w
_47T2k 1f dw|‘D(w;‘€|2 ( - ) (E)’
(3.5.137)
onde desconsideramos termos imaginérios.
O segundo termo do lado direito de (3.5.120) sera:
1 N —i(wtw’ (2#)25(w+w’)5(w7 k)o(k)d — 1 f(p)
1 @n? >k Zk'f dwf dw’ ikelktkE)z—i(wtw)t f)(ofk) k,— k! J D
= dw [ do' ike—ilw+w)tdwtw)ow—pk)ok)f(p)
Z’“ / f s34 Dlw)k) (3.5.138)
=ik [ dw ’“”D*“”“f@)a(w—pk),
onde
B B L ()
D*(w,k) = D(—w,—k)=1-270 (—k’)/ dp’kg,—g‘)}. (3.5.139)
Sabendo que
I ! ~op i — ) (3.5.140)
vli%x—xoj:i'y N x—x():Fm T %) o
entao
! P ! o (kp' ) (3.5.141)
= —1 —w 5.
kp —w kp —w TOEP ’
logo temos:

1_ wf’ (p') + 272 kD (—Fk) / dp's (k}p/ — W) 7 (p/)

D' (w k) = 1275 (—k) / WP

w

—f' () + 2’ z|—Z’v( k) f (E> (3.5.142)

i 1
_ 1—27w(—k)/dp’k77kp/_

Substituindo (3.5.142) em (3.5.138) e desconsiderando termos imaginarios, obtemos que
o segundo termo do lado direito de (3.5.120) é

2 : v (_k) / w k
(k) [* (W

Portanto (3.5.120) é:

(Gasr) = a3 [t st (1005 () - 1007 (5)

(3.5.145)
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Substituindo em (3.5.101) e derivando com relagao a p, obtemos:

Y - %Zap/ ,DM |26<w—kp>(f’<p>f(%)—f(p)f'(%)).

(3.5.146)
Assim vemos que para o caso homogéneo em uma dimensao espacial obtemos
af
— = 0, 3.5.147
5 ( )

ou seja, o termo de Balescu-Lenard se anula. O caso para mais de uma dimensao espacial
nos da:

of @) w0 [ s B(F)P ﬁ
5 = T ﬁ./dvldk : ( ))

— U
ot (% T ?)
= (= 2O (V1) of (v7,t)
que é a equacao de Balescu-Lenard, onde:
— of ()
e 2m)? - k.—5=2
D(w,k) = 1+ v(k)/d?w_k'ﬁ, (3.5.149)

¢ a funcao dielétrica do sistema.

3.6 Resultados da dindmica de sistemas de longo al-
cance homogéneo

Nesta secao serao apresentados nossos resultados da dinamica de sistemas de longo
alcance, nossso objetivo sera obter uma equagao cinética geral que descreva a dinamica de
sistemas unidimensionais, periédicos e homogéneo. Consideraremos o potencial periédico,
pois iremos resolver as hierarquias BBGKY representando as correlagoes e o potencial
através das séries de Fourier e para tanto estas funcgoes devem ser periddicas.

Como vimos para um sistema homogéneo e unidimensional, o termo colisional da
equacgao de Lenard-Balescu é nulo (assim como o termo colisional da equagao de Landau),
nos levando a concluir que é necessario considerar termos de ordem superior para a equacao
cinética. Conforme ¢é observado em [13, 52| para o modelo do HMF (Hamiltonian Mean
Field) com estados homogéneos, a interacdo entre duas particulas é fraca, justificando a
expansao de acoplamento fraco para este caso. De maneira analoga, em sistemas de longo
alcance, que a interacao entre as particulas é pequena para longas distancias, podemos
utilizar a expansao de acoplamento fraco e para esses sistemas introduzimos um parametro
A para especificar a pequenez do potencial, tal que V' — AV, com A sendo a constante de
acoplamento fraco. Iremos considerar a seguinte notagao: 1 = x1,p1, 2 = 9, p2 € assim
por diante, com z; e p; as variaveis de posicao e momento, respectivamente.

Como discutido na se¢ao 3.1 nosso ponto de partida sera a hierarquia BBGKY, ou
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seja:

Jj=1 Jj< n=1
A - .
+ N(N_ S)Z/ d(S + 1)Lj(s+1)fs+1 (1729"'a3+ 1)7
j=1
(3.6.150)
com
0 ;o OV (a4) o) o)
L° —, L, =—220,, =V (2;u)0n, Ojn=—-———=—, (3.6.151
j Dj oz, jn oz; (@jn)Ojn, J ap;  Opn ( )
N 2 A N N
HZZ%—{—NZZV(%,%). (3.6.152)
i=1 i< j=1

Para s=1 e considerando o sistema homogéneo, a primeira equacao da hierarquia BBGKY
é:
0 A

ST t) = (N - 1)/ des dpy £ f (1,2). (3.6.153)

onde 1 e 2 representa o estado no espago de fase das particulas 1 e 2, ou seja, 1 = {x1,p1}
e 2 = {xq,p2}. Usando a expansao em aglomerados (3.2.33), temos que a equagao acima
pode ser reescrita tal que:

5 A N
—f(p1,t) = N(N — 1)/ dzodps L592(1,2). (3.6.154)

ot
Notemos que para criar uma correlacao entre duas particulas é necessario uma interacao,
a fun¢ao go é proporcional a A/N. Seguindo o mesmo raciocinio, g3 é proporcional &
A?/N?, e assim por diante. Entdo vamos expandir as correlagoes g, e g3 em termos de
poténcias de A/N, temos que:

. Ay, . A\ @ (s A3
920 J) = 392 (L) + | ) 97 @) +0( 53 ) (3.6.155)
(§
A\ o A

Usando (3.6.155), (3.6.156), (3.2.33) e (3.2.34) e a expansao em aglomerados nas hierar-
quias BBGKY para s = 2 e s = 3, obtemos que a equagao que descreve a dinamica dos
termos de ordem 1/N para s =2 é:

(8~ 28— £2) 682 (1,2,1) = VV(@)0ha  (pr, 1) (.1
0 ) 0 )
A—f (p1, 1) / A3V (213) 05" (2,3,8) + A=—f (p2, 1) / A3V (223)05" (1,3, 1).
Op1 Op2

(3.6.157)
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Quando s = 2 os termos de ordem 1/N? obedecem a seguinte equagao:

+A/v'<x13)ig§2> (1,2,3,¢) d3 + A

op

/ 0 (1) pla / /
— 13 — 2,3,t)d —2
Font) [ Viem)gt@2.3,008 22500 [y,

(0~ 20 - §) 8 (1,2) = L1a0t"(1,2,8)

—afgp? )/V’(x 3957 (2,3,1)d3

2,3,t)d3
+1 42, (3.6.158)

onde 0/0t = 0y e 1 <» 2 representando os termos onde existem permutagao dos indices
1 <> 2. Quando s = 3 considerando os termos de ordem 1/N?2, obtemos:

(8= 20— 18— 1) 8 (1,2,3,6) = Liaf (1, 1) 087 (2,3,0) + Lo (1) ) (1,31

+L13f (p1,t) g5

$(2,3,8) + L'rsf (p3,1) 957 (1,2,8) + Liag f (pa, 1) g5 (1,3,1)

(1)

o (20280} Fyr ) o0 (1,48 dd 4 x (222020} £y (g,) 60 (3,4,1) da

(1)
A (22830 ) [V (@) gV (1,4,1) dd+ A M SV (w34) g5 (2,4,1) d4

1)
A 8926;112_0 [V (214) gV (3,4,) dd + A W SV (1) 95" (2,4,1) d4
— (2L) £ (ps,t) [ V' (w14) 9 ( 4,0) dd = (2582 ) f (p2, ) [ V' (1) 92 '(3,4,8) d4
— (22D £ (pr,t) [V (ma) 05 (3,4,1) A4 — (ZL22) £ (py t) [ V7 (s 92 '(1,4,8) d4
— (2D f (o, t) [V (w3a) g5 (1,4,1) d4 — (L) (pl,t fV/ 734) 957 (2,4,1) d4
A (22D [V (25,) 6 (1,3,4,1) d4+)\(8fp3t>fV’(:r3 Y (1,2,4,1) a4
A (D) [V (214) g (2,8,4,8) dd. + Lo f (s, ) g8 (1,2,1).

(3.6.159)

Para resolver as equacoes acima iremos escrever as correlagoes e o potencial em séries

de Fourier:

g (i, 4, t)

957 (i, 4, 1)

o7 G kt) = > > G

= Z gél) (77/, Di, pj7 t) 6i7rnx¢j/L’

- > (3.6.160)
- nioog§2> (n, pi, pj, t) €@/ L (3.6.161)

= - n,m, pi, P, pit) e /L gimmae/L.
T (3.6.162)
V (i) Z V (n)eim@alk (3.6.163)

n=—oo
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com n e m inteiros e o potencial tomado como periédico com periodo 2L. Substituindo
as séries de Fourier do potencial e da correla¢ao na equagao cinética (3.6.154) obtemos:

TA(N
of (m,t) = (L—ZV ym [ dpa 01 (i)
TA(N —1) - i
B _(L—N;Wm)m/dpz A1 Im o (m, p1, pa, t), (3.6.164)

onde consideramos apenas a contribuicao dos termos reais no lado direito da equacao. Para
obter Im go (m, p1, pa,t) é necessario resolver as equagoes (3.6.157), (3.6.158) e (3.6.159).

Vamos primeiro resolver a equagao (3.6.157), para os termos gél) (1,2,t), a equagao
(3.6.157) é uma equagao integro-diferencial dificil de resolver e para conseguir resolvé-la
iremos negligenciar os termos de ordem A e passar para o espaco de Fourier. Assim a
solugdo de (3.6.157) &

—imm p1oT ~(1)

1) (m P1, D2, ) € L g2 (map17p270)
/dm”“’” V(m)owf (pr,t —7) f(psst —7) ,  (3.6.165)

z7rm

com pis = p; — pa. Podemos notar em 3.6.165 que a correlagao gél) (m, p1, p2,t) depende

do valor inicial, que corresponde ao primeiro termo do lado direito de 3.6.165, e dependera
da historia de f ao longo do intervalo ¢ = 0 a t, esta é uma equacao nao markoviana.
Para transforma-la numa equacao markoviana realizaremos a aproximacao markoviana,
que consiste em considerar o tempo t — 7 muito maior do que 7., que é o tempo de
correlagao, isso nos permite fazer o limite ¢t — oo e trocar f(p,t — 7) por f(p,t) [53].
Fazendo a aproximacao markoviana o primeiro termo é transiente e nulo neste limite. E
para segundo termo do lado direito de (3.6.165) usaremos a féormula de Plemelj:

o0 —imm p12T 1
/0 dre= £ 5 = —mé_ (Wmme) = —7mdp (Wmme) + 1P (Wm p12>
L

1
= _L(SD (m pl?) + P (ﬂ'm p12> ) (36166>
T P2

com P (1/z) a parte principal de 1/x e dp (x) a funcao delta de Dirac. Portanto obtemos:

N . 1 ) ~
951) (maphpz, t) = (—L5D (m plz) +1iP (ﬂm Pia >) ' 7erV (m) O f (pht) f (pz,t)
L

1 ~
= —73 (m pm) mV (m) 812f (pl,t)f(pg,t) s (36167)

na qual usamos a seguinte propriedade:

1 1. 1 1
azx 2e=0\ax +1€  axr — 1€
1 .. ( 1 1 )
= —lim — + ,
2a =0 \x +1i5  x —is
1 . ( 1 1 )
= —lim — + :
2a =0 \x +1in T — 11
1 1
= -P <—) , (3.6.168)




e entao:

1 L L 1
5 (W) _p ( > _Lp ( ) | (3.6.169)
-7 ™M P12 7T m pi2
(1)

Logo g5 ' (m, p1,p2,t) é puramente real e substituindo (3.6.167) em (3.6.164) resulta num
termo colisional nulo. Usando os termos \° da equagao (3.6.158), concluimos que o termo
géZ) (mq,p1,p2,t) € também puramente real e o termo colisional de (3.6.164) também é
nulo.

Dessa forma devemos considerar os termos até a ordem A em (3.6.158), substituindo as
séries de Fourier e resolvendo usando a aproximacao markoviana, conseguimos encontrar

que:

1
Tm g (m, p1,pa.t) = 2A7>( )w
mpi2
~ d1Im g2 ¢
va (_n) (/ m gs <m+g7n7p17p27p37 )dpg
n#£0 P1

/6Im§§ (m7n7p17p27p37t) d )
5 P3| -
D2

X

(3.6.170)

Vamos precisar da parte imaginéaria da componente de Fourier da correlagao de trés parti-
culas Im g2 (m; + n,n, p1, pa, p3, t), para tanto vamos usar a equagao (3.6.159) para obter
este termo. Considerando os termos de ordem A\’ em (3.6.159) e resolvendo no espago de
Fourier, conclui-se que:

Imgg(mla m27])17p27p37t) =dp (m1 (pl - Pz) + mo (pz - ps)) ™
X (—V(m2)m2313f(p3,t)§%(m1 — Mg, p1, P2, t)
—V (my)midia f(p1, t)Gs(—ma + ma, pa, ps, t)

- 0 , T -
+ 2V (mg)7 m2f(P27t)%5(m1 — Mg, 0) /95(—m2,p3,p4, t)dpy
1
~ 0 ,t .
+ 2V(m2)ﬂ'6<m17 O)%f(pla t) /g%(_m%p?npﬁb t) dp4
2
0 ) ~ -
- 27rf(p2,t)%3)V(—m2) ma (/ g%(mg,pl,m, )dp4)5 — My, )
3
0 , ~ N
+ 27 féil )f(p?nt)v(ml) (/g%<_m17p27p47 dps | mu 5 mz;
1
a ) ) 7t ~ 8 ) ¥
~(my —m) ( Flpa 2212 D) e TP G )
Ops Ops
a ) ) ) ~ 8 7t ¥
- (m1 - mz) ( (p2, ) gg(mg b1 Ps )) - gé(mz,pl,p:ﬂ,t)m) V(m1 - m2)
pl 3]?2
0 ,t ~ ~
— QW%JC(P&@V(—WQ (/ Gy (ma, p1,pa, t) dp4> my 6(ms, 0)
2

- QWf(pl)%lgt)V(—mz) mo (/éé(mz,pz,m,

\_/

dp4) 6(ma,0)

8~1 ma, ) 7t ¥ a~1 ma, 9 7t ¥
+ (f(p1,t) 92( 281];; 3 ))V(ml) my — f(p3,t) 92( 1@]])); P2 ))V(mz) Mo
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Of (p1,t) _ 8f (ps, ~
—Mg%(m%p%p&t)‘/(ml) my + fps )gg(mhpbpz, )V (mo) m2)) .
Op1 Ops
(3.6.171)
Portanto a equacao cinética para um potencial periddico com periodo L é:
TA(N —1 ~ .
of (p1,t) = —% 20V(m1)m1/ dpe 01 Im Go (ma, p1, 2, t)
mi
_ MW V( dps 0y Tm 32
- NSL Z ml my P2 0111 g, (m17p17p27t)7
m17#0
(3.6.172)

com Im g3 (my, p1, p2,t) expressa por (3.6.170), Im g3(mq, ma, p1, p2, p3,t) por (3.6.171)
e ga(my,p1, p2,t) por (3.6.167). Nos podemos notar que fazendo L = 7 para (3.6.172),
(3.6.170), (3.6.171), (3.6.167) e trocando V (n) = — (0,1 + 0,.—1) /2, a qual ¢ a componente
de Fourier do potencial para o HMF, obtemos a expressao para a equacao cinética para
HMF homogéneo unidimensional obtida em [13]. Ou seja, as equagdes (3.6.167), (3.6.170),
(3.6.171) e (3.6.172) descrevem a evolucao de um sistema de longo alcance unidimensional
homogéneo com potencial periddico.
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Capitulo 4

Dinamica de um sistema
auto-gravitante unidimensional

Neste capitulo iremos estudar as equacoes cinéticas que descrevem a dinamica do
sistema, gravitacional unidimensional. Apresentaremos o modelo referente a este sistema,
o método da soma de Ewald, que consiste em um método para transformar o potencial
gravitacional unidimensional em um potencial periédico e descreveremos a dinamica destes
sistemas através da equagoes BBGKY e de Landau, para os dois estados possiveis destes
sistemas: estados homogéneos e nao homogéneos.

Nossa motivagao para estudar a dinamica destes sistema surgiu do artigo [30]. Neste
trabalho Joyce e Worrakitpoonpon obtiveram resultados sobre a relaxagao para o equi-
librio do sistema gravitacional unidimensional no estado nao homogéneo utilizando o
parametro de ordem definido por:

(el
T ey (Y e

com

(W) = %Zu (4.0.2)

Por construcao essa quantidade do parametro de ordem é zero no equilibrio térmico. Para
caracterizar este equilibrio calcula-se os parametros de ordem ¢, e ¢ considerando sua
evolugao temporal. A condi¢ao inicial utilizada por [30] foi uma distribuicao tipo waterbag
nas posigoes e momentos, definida por:

1
se |z| < zo e |p| < po,
0) = 4zopo’
f(z,p,0) { 0, caso contrario,

(4.0.3)

para g = po = 200. Neste trabalho escolhe-se a razao R, adimensional, que caracteriza
a waterbag, sendo Ry = 2T,/Uy, onde Tj é a energia cinética média e Uy a energia
potencial total média, a palavra "média"indica que os valores obtidos sdo calculados
para a configuracao inicial da waterbag. Se em ¢t = 0 a funcao distribuigao nao é solugao
estacionaria da equacao de Vlasov, o sistema deve oscilar. Quando a relaxagao é completa
e 0 QSS ¢é estabelecido R = 1, portanto esta deve ser uma condi¢ao para o equilibrio
térmico [14].

A evolugao de R, ¢11 e ¢ para N = 100, N = 400 e Ry = 0 sao realizadas em [30] e
conseguimos observar os estagios de evolucao de um tipico sistema de longo alcance: re-
laxacao violenta em um curto intervalo de tempo para um estado quase-estacionario QSS
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e um tempo de relaxacao N-dependente, que relaxa do QSS para o equilibrio. Portanto é
razoavel dizer que o sistema atinge o equilibrio para tempos de escala longos e da ordem
de t ~3,4-10* para N =100 e t ~ 1,3 - 10° para N = 400, em [30] os autores mostram
que para o numero de particulas até N = 800 os estados nao homogéneos evoluem para
o equilibrio termodinamico. Devido a dinamica lenta do sistema gravitacional unidimen-
sional nao homogéneo, podemos concluir que o termo colisional da equagao cinética deve
ser pequeno. Analisaremos a seguir este termo colisional analiticamente para cada um
dos estados do sistema gravitacional.

4.1 O modelo

Nosso sistema de interesse ¢ o sistema gravitacional unidimensional. Ele consiste de
um modelo onde o potencial é obtido da solugao da equacgao de Poisson em uma dimensao
[32], e descreve folhas massivas, paralelas, infinitas, livres para se moverem no eixo x [54,
como ilustrado na figura abaixo:

N

Figura 4.1.1: Representagao do sistema gravitacional, as particulas sao representadas
como planos infinitos, livres para se moverem no eixo x

<y

A equacao de Poisson para este sistema é:
V2 (z,t) = 47Gp (2,1), (4.1.4)

onde G é a constante gravitacional e p(x,t) a densidade de massa. Para simplificar
a equacao vamos trabalhar com grandezas adimensionais. Para tanto, serao feitas as
seguintes mudangas:

@D("L‘,t) = 7750%(%?5);
p(l’,t) = pop('rut)a
onde v (x,t) e p (x,t) sdo adimensionais. Substituindo (4.1.5) e (4.1.6) em (4.1.4), temos:

Pat)

v 0x?

(27Gpo)p (x,t), (4.1.7)

onde pg = Lﬂo e Lo ¢ o comprimento da escala. Logo, temos que:

0% (1) Gm
———> =2(2r— | p(x,t 4.1.
¢0 Or2 m LO p(xv )7 ( 8)
onde ¥y = 27TC£—’;"°, por simplificacao consideraremos 27G = m = 1. Entao:
0% (z,t) _
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¢ a equagao de Poisson adimensional. Podemos reescrever (4.1.9) como:

L (z,t) = 2p (x, 1), (4.1.10)
com L = 9%/dx2. A
Sabemos que a fun¢ao de Green do operador diferencial de 2° ordem, L, atuando no
ponto z’ é solugao da equacao:

LG (z,2') =6 (x —2'), (4.1.11)

onde § é a funcdo delta de Dirac. Se for possivel encontrar a fungdo de Green G (z,2")
que satisfaz a equagao acima, entao a solucao da equagao de Poisson adimensional pode
ser escrita como:

¥ (z,t) = / d2'G (z,2") p(2). (4.1.12)
A transformada inversa de Fourier de v (z,t) e p (,t) é:
) (x,t) = / %ei’% (k,t) (4.1.13)
2m
e
—= _ dk ikx ~
5 (2,1) = / S ep ). (4.1.14)

Substituindo (4.1.13) e (4.1.14) em (4.1.9):

_kQQ/;(kvt) = Qﬁ(k‘,t),

O (kt) = = h (k1) (4.1.15)

Entao:

[e.e] [e.e] ) , _2
= / da'p (m’,t)/ dk e*@=2) <27rk2) . (4.1.16)

Comparando (4.1.12) com (4.1.16), temos que:

o , / —2
G(z,2") = / dk e*@=) (27%2) : (4.1.17)

—00

A transformada inversa de Fourier de G (x,2’) é dada por:

(o] . k /
G(z,2) = / i eike G ET) (4.1.18)
oo 2m
de onde temos,
Glka!) = —2eib 4.1.19
(k,2") = —5e™". (4.1.19)



Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. (4.1.19) obtemos finalmente que:
G(z,2") = |z —2a. (4.1.20)

Considerando que a densidade é p(x — 2') = § (r — 2’), entdo a hamiltoniana para um
sistema de N particulas interagindo através de um potencial gravitacional unidimensional
é, portanto:

N 2
_ b; 1
=1 1<j=1
onde o potencial entre as particulas ¢ V (z;,z;) = |z; — z;|, 1/N é a prescrigdo de Kac

necessario para garantir a extensividade da hamiltoniana e, por uma escolha de unidades,
tomamos 27G =m = 1.
No sistema gravitacional unidimensional a forca numa dada particula 7 é:

ov; 1 (i —25)  (Ns(25) — No (2))

E = - - T AT - )
0@- N ; |.Z'Z—£L’J‘ N

(4.1.22)

onde N~ (z;) é o numero de particulas com posigdo maior que x; e N (x;) é o nimero de
particulas com posicao menor do que x;.

4.2 Condicoes de contorno periédica e soma de Ewald

A condicao de contorno periddica consiste em dividir o eixo, onde as particulas se
encontram, em infinitas células periddicas, cada célula com periodo 2L e 2N particulas.
As particulas interagem através de um potencial e podem em algum momento deixar a
célula através de uma das faces delimitadoras, mas, imediatamente, entram na regiao da
face oposta [55]. A soma de Ewald consiste em obter as solugoes analiticas do potencial
em sistemas unidimensionais com as condigdes de contorno periddica [56]. Para plasmas
e sistemas gravitacionais [57, 58|, estas condig¢oes de contorno sao adotadas para evitar o
tratamento nos extremos do eixo. No caso especifico do sistema gravitacional podemos
calcular a contribuicao de todas as células para o potencial, como veremos a seguir.

Considere uma particula localizada em z’, o potencial gravitacional unidimensional
num ponto x devido a esta particula é:

V(z) =]z — 2. (4.2.23)

O potencial no ponto x devido a todas as particulas com massa unitéaria é:

¢ (x) = / da’ |x —2'|p (2), (4.2.24)

onde p(x) é a densidade de massa. Para um sistema homogéneo com p constante, o
potencial total sobre todo o espago diverge. Para tratar um sistema infinito, vamos
utilizar condigoes de contorno periddicas, ou seja, a regiao do espacgo no intervalo (—L, L)
¢ denominada de célula unitaria e todo o restante da reta real é preenchida por copias
exatas das particulas da célula unitaria. Quando uma particula chega numa borda da
célula unitaria em x = +L ela ressurge na outra borda em x = 4L com a mesma
velocidade, em mais de uma dimensao o procedimento é o mesmo em cada variavel de
posicao. Dessa forma a distribuigao de massa passa a ter periodo 2L:

p(r+2L)=p(x), (4.2.25)
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esta distribuicao de massa periddica produz um potencial periddico, que sera empregada
nas equacoes cinéticas para o sistema gravitacional. Com o intuito de tornar o potencial
convergente, introduzimos um fator exp (k|z — 2'|), resultando em:

o (x) = / da’ |z — '|e H=="l p (27 | (4.2.26)

ao final dos célculos tomamos o limite & — 0. Apresentamos a seguir o resultado para a
soma de Ewald a uma dimensao espacial [56].

Como a densidade de massa p (z) é agora uma fungao periodica, podemos escreve-la
como p () = py + o (), com py ¢ a média de p(z) e o(x) a flutuagdo periodica. A
contribui¢ao da média em (4.2.26) é:

/ dﬂf/|$ N x/|€7k|zfx’|p0

= po/dx'|x—x'|6_k|x_‘vl

x oo
o </ da|z — af|e M / da’|z — :c’|ek|wz/|)
- ;

2po
- (4.2.27)
Embora ¢y exploda no limite £ — 0, desde que ¢ é um invariante translacional, ele nao
contribue para o campo gravitacional, portanto ¢ (z) em (4.2.26) dependera apenas da
contribuigao de o (), que é dada por:

o

bo (x, k) = / dz' |z — '|e H*=l g (27 . (4.2.28)
Como o (z') é uma fungao periodica, podemos representa-la como uma série de Fourier,
o(x)= Z ‘ene T (4.2.29)

onde no somatorio ' indica que estamos desconsiderando o termo n = 0. Entao:

; /

orton) = [ arla— et S e
n

) ' .

= Z /CnemL"z/dx/|x_x/|€_k|m_$/emn(a£m)’

n

=Y ‘ene Eh,, (4.2.30)

n

com

_ | imno
by, = /dx’]as—x’\e ko=l 50 (@' =)

= / du|u!e’k|“|ean“,
2 (k* — (WH/L)Q)

_ R (4.2.31)
(k2 + (mn/L)7)
No limite k& — 0:
212
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Logo,

imnx _2L2
bo(2) = D lene’ (w2n2>’

2L2 n inmzx
= TN e (4.2.33)

Tomamos a célula unitaria, com 2N folhas cada, cada folha com massa m = 1, a
flutuacao (periddica) na densidade é:

o (@) = pla)—po,

M
= p(z) - BV
2N
= plz) - BV
> (662 5;)- (4:2.34)

O coeficiente ¢, em (4.2.29) é calculado na célula unitaria:

Cn = % _LL da'o (2') e T (4.2.35)
Substituindo (4.2.35), temos:
1 L / 2N / 1 iend
G = 57 de;(é(:p—xj)—ﬁ)e L,
12N e,
= 37 (=0 (z; —L)+O(L+x))e T, (4.2.36)
j=1

com @ a funcao de Heaviside. Entao,

CTL — _ e L . (4237)

Substituindo (4.2.37) em (4.2.33):

L & 1 & ey
0 (1) = —— > 'EZG_T. (4.2.38)
j=1

n=—oo

Esse é o potencial total no ponto x devido a flutuagao periédica da densidade de massa,
considerando a célula primitiva e todas as réplicas, devido as 2N folhas em cada célula.
Considerando apenas uma folha de massa m = 1, localizada em z; e suas réplicas, o
potencial em x é
L > 1 itn(z—xq)
¢ (z) = —= e T . (4.2.39)

2 n?
n=—o00

A funcéo |z — 21| — (¢ — x1)* /2L pode ser representada pela série de Fourier:

(.’,17 - %1)2 - 1 inm =21 L
‘ZL’ - .CE1| — T = — Z e L W’ (4240)

n=—oo
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periodica de periodo 2L. Logo,

¢ (x) = (!w — x| - %) : (4.2.41)

Portanto o potencial total em (4.2.38) é

6(x) = olwk)=Y (|x . %) . (4.2.42)

=1

E o potencial da soma de Ewald, entre duas particulas, é um potencial peridédico de
periodo L e dado por [56]:

(zi — Ij)2'

V2, 25) = | — 24| — 5T

(4.2.43)

4.3 Equacao cinética para o estado homogéneo

Para tratar o caso de um estado homogéneo consideramos condi¢oes de contorno
periddicas e a soma de Ewald, conforme apresentado na secao anterior. A Hamiltoniana
na célula unitéria é entao escrita como:

2m Y Z V(@i ;) (4.3.44)

i=1 1<j=1
com

(i — fﬂ'j)2'

V(zg,x;) = |v;— x5 — 5T

(4.3.45)

Como vimos anteriormente, as hierarquias BBGKY para s =1 e s = 2 sao:

0

Gt = [ Q2Vialin0feut) + w20, (@30)

o 0 9 , ,
(825 +pla +p28x ) 92(1,2,t) = V5012f(1,8) f(2,1) + V5,01292(1,2, 1)

+/ d3 [ 1/3613f<17 t)g2(27 37 t) + ‘/2/3823f(27 t)g2(17 37 t)

+ (‘/1,3813 + ‘/2,3823) {f(?’v t)92(17 27 t) + 93(17 27 37 t)}] .
(4.3.47)

Podemos notar que estas equagoes dependem da derivada do potencial (4.3.45), que tem
uma singularidade quando a distancia entre as particulas é zero. Consideramos a seguinte
renomeagao de indices de particulas: no momento em que duas particulas (folhas) se
cruzam, trocamos seus rotulos. Desta forma, em cada colisdo (em distancia zero) as par-
ticulas trocam seus momentos e a for¢a é constante no tempo, esta colisao é equivalente
a uma colisao elastica. Se as particulas sao rotuladas tal que x; < x; se ¢ < j, o ordena-
mento na posigao é preservado ao longo do tempo. Entao a for¢a na particula ¢ devido
a particula j pode ser escrita como F' = Fy,q, + Fyc, com Fyq, = =0V (z; — x;)/0z;,
com V dado por (4.3.45), e Fyc é a forga associada a troca do momento das particulas
quando elas colidem a uma distancia zero, a forca de hard-core.
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A contribuicao da forga F,,, para (4.3.47) desaparece no limite L — oo, esta afir-
macao é comprovada pela figura 4.3.2, que mostra a for¢a sobre uma dada particula em
funcao da posicao, devida ao potencial gravitacional e ao potencial de Ewald, variando
L da célula unitaria, mas mantendo a densidade n = N/L constante. Observamos que
conforme aumentamos L, a forca F,,, aproxima-se de zero, tal que apenas contribuigoes
de Fye sao retidas em (4.3.47). Como a forga hard-core apenas troca o momento de duas
particulas em cada interagao, isso faz com que as equagcoes obtidas da hierarquia BBGKY
sejam idéntica as equagao de Boltzmann para um sistema homogéneo unidimensional.
Isso implica que nossa equagao cinética é da forma de uma equacao de Boltzmann, que
nesse caso tem um termo colisional nulo. Como o termo de campo médio também é nulo
para um estado homogéneo, a equagao cinética se reduz simplesmente a df;(p;t)/0t = 0,
ou seja, f; é constante no tempo. No entanto, caso o estado homogéneo seja instavel,
para menores energias, qualquer flutuacao na homogeneidade tira o sistema do estado
homogéneo, que passara entao a evoluir segundo a equagao de Vlasov para tempos curtos,
ou segundo uma equagao cinética com termo colisional nao nulo para tempos mais longo.
Pequenos desvios deste comportamento sao esperados para ocorrer em simulacoes numé-
ricas devido a efeitos resultantes do valor L finito, que resulta numa pequena flutuacao do
valor da for¢a proximo de zero, mas que representa efeitos espirios devido a aproximacao
de uma célula unitaria finita.

0.03 I

N=2048
N=20480
N=204800
N=2048000

grav

0.02 — 3 ]

] | | |
0037 0.5 0 0.5 1

X

Figura 4.3.2: Forca na particula 4, na posi¢ao r = x;, devido a N — 1 particulas para o
sistema gravitacional unidimensional com o adicional potencial de Ewald, para diferentes
nameros de particulas, mas mesma densidade n = N/L. A posicao foi reescalada para
[-1,1] para fins de comparagao. Nossa célula unitaria para N = 2048 é dada por L = 20
e simulamos para outros valores de N para manter a densidade no mesmo valor. Figura
retirada de [1].

4.4 Equacao cinética para o estado nao homogéneo

Nesta se¢ao utilizaremos a abordagem de Klimontovich, descrita na segéo (3.4), para
derivar a equacao cinética que descreve a dindmica de sistemas inomogéneos unidimensi-
onais usando variaveis angulo-acao, nesta abordagem consideraremos os efeitos coletivos
do sistema. Para tal seré necessério utilizar variaveis de angulo-acao obtidas para o po-
tencial de campo médio, conforme desenvolvido nas referéncias [21, 59|, e que passamos a
apresentar de forma sucinta. Posteriormente aplicaremos essa abordagem para o sistema
auto-gravitante unidimensional.
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A variavel acao é:

J = 7 j{pdx, (4.4.48)
onde
plx) = +2(E—v(z)) (4.4.49)

e v(x) é o potencial de campo médio no ponto z, expresso pela Eq. 3.4.81.
Definimos a variavel angulo por:

_ oW (x,J)

57 (4.4.50)

onde W(x,J) ¢ a solugdo da equagado de Hamilton-Jacobi independente do tempo [60].
Sendo W (x, J) independe do tempo, podemos definir a frequéncia angular w, tal que:

oH

— 4.4.51

com ¢ = @o+wt e H sendo a hamiltoniana do sistema. As equagoes de Hamilton assumem
entao a forma:

o =2 — () (4.4.52)

J =21 —, (4.4.53)

— %0

Por construcao a hamiltoniana H depende apenas da variavel acao, isto implica que as
variaveis agao sao constantes de movimento, ou seja, neste caso f = f(J), corresponde a
distribuicao do estado estacionério da equagao de Vlasov e é uma distribuicao homogénea
nas variaveis angulo-acao. Devido as colisoes entre as N particulas do sistema esta fungao
f evolue lentamente ao longo do tempo no QSS, portanto a fungao distribui¢ao ao longo
do tempo ¢ descrita por f(J,t) [21]. Agora vamos partir das equagoes (3.4.96) e (3.4.99)
para obter a equagao cinética. Como, a hamiltoniana depende apenas da variavel agao,
temos que [H, f] = 0, além disso:

03¢ 95f  95¢A6f 95 dbf (4.4.54)

[9¢,9/) oJ 0p  Op 0J  Op 0J’

OHOSf OHOISf  O6f
H — - — = —_— 4.4.
[H, 0] o] 0o  op 0J "oy’ (4.4.55)

_ 9000f 90¢0f _ 9560f
09, f] = 9T 00 00l g ol (4.4.56)

Portanto as equagoes (3.4.96) e (3.4.99) nas variaveis angulo-acao sao:
of 10 0d¢
— = ——(0f—= 4.4.
ot NoJ < Oy > (4.4.57)
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a0 f +u)85]‘“ 06 0f
ot Op dp 0J

0. (4.4.58)

Podemos resolver as equagoes acima utilizando uma transformada de Fourier-Laplace.
Definimos a transformada de Fourier-Laplace da flutuacao da funcao distribuicao 6 f como:

5f (k, J,0) /dgo/ dte " Fe=5 f (o, J, 1) | (4.4.59)

com transformada inversa
5f (g, J,1) Z / e k=S f (k, J,0), (4.4.60)

onde C ¢é o contorno de Laplace no plano complexo e deve passar acima de todos os polos
de integracao. Utilizaremos a propriedade da derivada da transformada de Laplace [61]:

L@y = sL{f ()} = f(0), (4.4.61)

tal que:

L{ft)} = /OOO e f (t) dt. (4.4.62)

Fazendo a transformada de Fourier-Laplace em (4.4.58) e substituindo a propriedade
acima, temos:

—5}(k,J,0)—ie(sff(k,J,e)+z‘/<w5ff(k,J,9)—zk%(s}b(k,J,e) = 0, (4.4.63)
com:
3 de
of (k. 7,0) = | 5= ™6 (p,],0) (4.4.64)
= de —i(kp—0t)
o (k,J,0) = Py P80 (p, J,t) . (4.4.65)
™
Ou seja,

Of (k,J,0)  Kk2Loo (k,J,0)
i (kw—0) kw—6 7

of (k,J,0) = (4.4.66)

com o primeiro termo dependendo da condicao inicial de d f e o segundo termo dependendo
de efeitos coletivos de d¢.
A flutuacao do potencial esta relacionada com a flutuacao da densidade por:

0 (z,t) = /V(|$ —2'|)op (', ¢t) da’. (4.4.67)
Tomemos agora a equacao de Poisson:

Vv (z) = 4nGp (x), (4.4.68)
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e introduzimos uma base bi-ortogonal tal que:

v(z) = Z oo () (4.4.69)

p(x) = aopa(x) (4.4.70)

[0}

de tal forma que:
V2, (z) = 4nGpq () . (4.4.71)

O coeficiente constante a,, é determinado quando multiplicamos Eq. (4.4.70) por —¢? (x)
e integramos em z. Entao:

Sa =Y _ Mypaq, (4.4.72)
B
com:
su == [ dedi () p o),
M,z = —/ dzl () ps (x). (4.4.73)
Vamos escolher M, tal que é uma matriz identidade, entao:
Ao = —/ dz¢? (x) p(z) (4.4.74)
e temos a seguinte condi¢ao de bi-ortogonalidade:
/ dvd’ (2) ps(x) = —dus. (4.4.75)
Usando Eqs. (4.4.69) e (4.4.70) em (3.4.81), temos:
¢o (r) = /V (|lr — 2'|) po (2') da'. (4.4.76)

Escrevemos a flutuacao da densidade das particulas, a flutuagao do potencial médio
e a flutuagao do potencial médio nas varidveis angulo-acao, respectivamente:

op(x,t) = Y Aa(t)palx), (4.4.77)
56 (x,t) = Za:Aa () du (2), (4.4.78)
56 (o, Jt) = iAa () ba (0, ) | (4.4.79)
com A, (t) sendo o mesmo para as trés fungdes acima e representado por:
A, () = — / dze’, (z) p(, 1), (4.4.80)
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multiplicando Eq. (4.4.76) por A, (t), somando para todo « , temos a Eq. (4.4.67).
A transformada de Fourier-Laplace de (4.4.79) é

50 (k. J,0) ZA ) G (K, J) (4.4.81)
com:
i, (0) = /0 T AL (1) e, (4.4.82)
e
o (k) J) / bu (2, —“w (4.4.83)

Entao podemos reescrever (4.4.66) como:

5F (k, J,0) . k) Yo Ao (0) G (k, )

¥ = 4.4.84
Of (k. J.6) i (kw —0) kw — 0 (4.4.84)

A transformada de Fourier inversa de 0 f é:
0f (9, J,0) = > e*of (k,J,0). (4.4.85)

k

Ou seja,

O0f (@, J,0) = > e

k

Of (k, J,0) k3L Aa(0) Ga (K, J)
(z’(kw—@) + - ) . (4.4.86)

Multiplicando o lado esquerdo de (4.4.86) por ¢%, (¢, J) e integrando sobre ¢ e J, temos:
/ Of (0, J,0) % (@, J) dpd] = —Au(6), (4.4.87)
no qual usamos
op(x,0) = /(5~f (,v,0) dv
= ) Aa(8)pa(z), (4.4.88)

e dedv = dedJ ja que (p,J) sdo variaveis canonicas e o jacobiano da transformagao é
1. Multiplicando o lado direito de (4.4.86) por ¢, e integrando por ¢ e J, temos:

> / dp dJE*2 61, (p,.]) (57 (k, J,0) kG5 30 Aa (6) 90 <k,J>>

i (kw — 0) kw—6
) : oIS A (44
_ Qﬂgk:/ dJEE (k. J) (f{;ﬁffg)) k57 2 a ?j (_9>9¢a (k, ‘”) . (4.4.89)

Igualando (4.4.87) a (4.4.89), obtemos:

5f (k, JO
—2m Z/dJ (ho —0) ZA ) €aar ( (4.4.90)
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ou

> A, (0) €anr () = —2r Z/dﬁf}%’z_‘]o (K, ), (4.4.91)

«

com
€aar (0) = daw +27TZ/ dkaa;’ Ga (b, J) OF (K, J). (4.4.92)

O lado esquerdo de (4.4.91) pode ser visto como o produto da matriz A () com a matriz
€ (0) e multiplicando ambos os lados da equacao por € ! (6), que é a matriz inversa de
€ (0), resulta em:

A, (0) = —27‘(2 el Z/dféfk/]zj_/ ))gb,(k’,J’). (4.4.93)

Substituindo (4.4.93) em (4.4.81), temos:

5 1 8f(K,J,0)

00 (k, J,0) = —2 /dJ’ R 4.4.94

¢< ) m ; Dk,k’(J,J’,B) i (k’w’ _ 9) ( )
com

Dy (J,J',60)” Zgba k,J)ek (0)o% (K, J') . (4.4.95)

O termo da direita de (4.4.57) é

< 85¢> Z/ ithp—o1) /;‘i Wik (5F (k, J.6) 06 (K. .6

(4.4.96)
Usando (4.4.66):
<5} (k, J,0) 66 (K, J, 0/)> o/ <5~¢ (k, J,0) 60 (K, J, 9')>

i (ko — 0) HREY, Fo — 0
(4.4.97)

<5}“ (k, J,0) 60 (K, J, 9')> —

Agora vamos calcular estes dois termos do lado direito de (4.4.97) separadamente.
Usando (4.4.94):

. . 1 1
/ / — 2
(00 (k. 7.0) 86 (K,.1,0')) ) ;/dJldJQDkkl 70 Do T

(7 (kr, 1, 0) 5F (ks Jo.0) )

X
(k‘lwl — 0) (]{'2(4)2 — 9/)
(4.4.98)
O termo <(5}f (k,J,0) Sf (K, J, 0)> pode ser obtido usando (4.4.64), tal que:
(5 wao) iy (. 70) = [ GEGET N G (0, 10)8F (4. 70).
2 2w
(4.4.99)
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Na segao (3.4) vimos que 0 f = f; — f, logo:

(0f (k, J,0)of (K,J,0)) = {falp, J,0) fa (&', J"0)) = f(J) f' (J') . (4.4.100)
Da equagao (3.4.76), fazendo m = 1/N temos:

falp, Jt) = mZé (s — @i (1)) 0 (J = Ji (1)), (4.4.101)

tal que:

(fale, J,0) fa (&', J,0)) = mf(J)d(p—¢)é(J—=T)+ f()f ().
(4.4.102)

Substituindo (4.4.102) em (4.4.100) e (4.4.100) em (4.4.99), temos:
<5ﬁf (k, J,0) 5 (k' J’,O)> - 22 FO)S(T =) S (4.4.103)
T
Logo de (4.4.98), temos:

¥ ¥ _ 1 1 mf(J1)
<5¢(k‘,J, 0) oo (K, J, 9')> =213, J AN T Dy 1, (3 1.0) (o —0) (o1 70

(4.4.104)

Mas de [48]:

1 _ 2 / o
T —0) o v 0) (2m)" 6 (w+w') 0 (0 — kywy) . (4.4.105)
Entao,
J J / / mf J 1
<6¢(k,J,9)5¢(k:,J,9)> - 27r2/dJ1Dkk1 7 }1’0) e I

X (27r) 5(0+60)6 (kyw, —0). (4.4.106)

Ja o segundo termo de (4.4.97) é
(9 . 70080 (0, 7.00) (57 (k, J,0)07 (k,.7",0))
1 (kw — (9) = o %;/ dJ Dk/ k:” J/l’ 9/) (kw _ 0) (k”w” _ 0/) )
(4.4.107)

onde usamos (4.4.94). Usando (4.4.103):

(8 (1,.,0) 86 (K, J,0')) ) | mf ()8 (] — J") 6 g
i (kw — 0) = 2 / i o (70 (kw — 0) (K'w" — 0)

k//

(27T) mf( ) /
Do (10— 5(0+8)6 (kw—0). (4.4.108)

Iremos substituir (4.4.106) em (4.4.97) e (4.4.97) em (4.4.96), tal que o primeiro
termo colisional de (4.4.96) ¢

85¢ . k’5 k:lwl k‘w) af
(545), - oms [ b, () o
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Para o segundo termo colisional de (4.4.96) usaremos (4.4.108) em (4.4.97) e (4.4.97) em
(4.4.96), logo:

85¢ = m m ;
<5f>n = Ek:k fFI)I <Dk7k(J,J’kw)>. (4.4.110)
Usando (4.4.95):
1 B » *
Dirddwy ol oo (k) 00 (k, J). (4.4.111)

Sabendo que dado um niimero complexo z = a+1ib, o complexo conjugado sera z* = a—1b,
logo:

1
z—2"=2tb e b= % (z—2"), (4.4.112)
i

onde b = Im (z). Entao,

Im (W) = 21Z¢ (k, J) [enns (kw) — (enmr (kw))"] @ (K, J)(4.4.113)
O termo entre colchetes é representado na forma matricial, como:
el— () = (=€) (). (4.4.114)
Em termos das componentes:

6;01/ - (6;/104)* = € L (Eva — ) (6;/1/\/)*- (4.4.115)

De (4.4.92), temos que a operagao acima com o tensor dielétrico é:

S0 —ow®) = 2 [ 4715 I (o~ e & (6 ).
(4.4.116)
E usando a férmula de Plemelj:
im— — P ( ! ) Tind (z —a), (4.4.117)
e=0x —a£0" T —a
temos que:
L L s (w—0). (4.4.118)
kw—0  kw—0
Logo,
S0 o (@) = it S [ ar (w55 ) s~ oy on i )05, 0,7,
(4.4.119)

Substituindo (4.4.119) em (4.4.113), obtemos:

1 _ / 1 v ,Of
m (Dk,ku,J,kw)) B _”%);/ Y iDew 7 7k O F ) (’“ w)'
(4.4.120)
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Substituindo (4.4.120) em (4.4.110):

AN : 1 " ) Of
<5f%>n = —W(QW)mZ/ dJk:‘DW 7 Jl7kw)|26(k:w — kw) (k: aJ/) ).

kK’
(4.4.121)

Reagrupando (4.4.57) e somando os termos (4.4.109) e (4.4.121), obtemos a equagao
cinética:

of 2Pm 0 1
95 _ = dJ'k kw — k'
ot N aJZ/ J |Dk7k/(J,J’7kw)|25( w = k)

kK’

0 0
X |(k— —F— Jt) f(Jt). 4.4.122
(ka7 ~ K ) P20 £ %0 (44122
Esta é a equagao de Balescu-Lenard com efeitos coletivos para um sistema unidimensional
e nao homogéneo [21], nas variaveis angulo-agao.

4.5 Equacao cinética para um estado nao homogéneo
do sistema auto-gravitante unidimensional

Agora vamos utilizar a abordagem descrita acima para obter uma equacao cinética
do tipo Balescu-Lenard para o sistema auto-gravitante unidimensional em um estado
nao homogéneo e hamiltoniana dada na equagao 4.1.21. Como determinar as variaveis
angulo-agao em forma fechada nao é sempre possivel, pois requer poder realizar integrais
de forma analitica mesmo em uma tnica dimensao, vamos nos restringir aqui a um estado
de waterbag na parte espacial, definido pela densidade espacial:

p(z) = 2—;@(m0—|x|), (4.5.123)

ou seja, as particulas estao uniformemente distribuidas entre —x( e xy, com massa m = 1
cada e © é a funcao de Heaviside:

0, t<0
Ot) = ’ 4.5.124
(*) {1. t>0 ( )

O potencial de campo médio definido na equagao (3.4.81), é dado no presente caso por:

v(z) = /OO lz — 2’| p(2') da’

[e.o]

xo 1
= / |z — 2| — da’. (4.5.125)

—z0 2270

e Sex < —xq:

S— (4.5.126)
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e Sex > xg:

2 2
— (4.5.127)

5 75
= —\|\zxg— 5 +x00+ - |,

o Se |z| < xo:

o = ([ e ars (e as),

- L (2% + 7). (4.5.128)
Lo

A hamiltoniana que descreve o movimento de uma particula sob o efeito do campo
médio é dado por:

H(z,p) = %2 + v(z). (4.5.129)

A solugao da equacao de Hamilton-Jacobi para cada uma das regices é (vide (B)):
o v < —xq:

A equacao de Hamilton-Jacobi é:

8_521_4_8_5—0
or) 2 " T T

2
(g_S) %_x:_%_f — H-F (4.5.130)
xXr

onde F ¢ a energia total. Usando o método de separacao de variaveis, obtemos:
S(z,t) = W(zx) — Et, (4.5.131)

onde S ¢ a fungao geradora, desta maneira podemos reescrever (4.5.130), tal que:

oW\’ 1
(%) 3¢ = B
2
(%—va) — 2E+2),

%—W = +2(E+ ),
T

W(z) = 2(E +a)]"”,

2
S(z, E,t) 2(E 4 2)** — Et. (4.5.132)



Considerando que o momento associado a particula i é definido por [60]:

oS
= 4.5.1
o= o (45.133)

para esta regiao, temos que:

p - % — J2(E+a). (4.5.134)

O novo momento é:
, (4.5.135)

e a nova coordenada da posigao é

as s
Q=35=7p=V2(E+a)—t (4.5.136)

Portanto a antiga coordenada da posicao pode ser reescrita em funcao das novas
variaveis, como segue:

v = M _E. (4.5.137)

e T > 10!

A equacao de Hamilton-Jacobi é:

(85)21 a8
str+—7 =0

oz ) 2 ot
as\* 1 as
=) = =——— = H=F 4.5.1
(8x) 5 T7 Ay , (4.5.138)
onde F é a energia total. Usando o método de separacao de variaveis, obtemos:
S(z, E,t) = W(x) — Et, (4.5.139)

desta maneira podemos reescrever (4.5.138), tal que:

oW\’ 1
(%) gt =k

(2 - e

ow
i 2(F —
e (B — )
1
W) = 2 [2m(E- )2 (4.5.140)
Para esta regiao, temos que:
08
= — =+2(F—2x). 4.5.141
p o (B —x) (4.5.141)
A nova coordenada da posicao é:
as oS

Portanto a antiga coordenada da posi¢ao pode ser reescrita em funcao das novas variaveis,
como segue:

(Q+1)?
e

r=F— (4.5.143)
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o |z| < xp:
A equacao de Hamilton-Jacobi é:

dS\’1 (2> +a2) S
ot I I S e VA W
<8x> 2 * 21 * ot
08\*1, (@*+af) _ 0
or ) 2 2z Ot
Usando o método de separacao de variaveis, obtemos:

S(z,E,t) =W(z, E) — Et, (4.5.145)

- H=E. (4.5.144)

reescrevendo (4.5.144), obtemos:

W\’ 1 (22412
— ) -+ —- = F

(5) - +(e-58)

ow (22 + x3)

W(z,E) = \/x—O(E—%) arctan

2!23'0

) = \/2 (E_%> (4.5.147)

A nova coordenada da posicao é:

_ 95 _
- ==

3_:; = /g arctan ° —t. (4.5.148)

2 (B - 520)

Portanto a antiga coordenada da posicao pode ser reescrita em funcao das novas variaveis,
como segue:

Q

t
x = ++/x9 (2E — 1) sin (Q il ) . (4.5.149)
V2o
O potencial de campo médio para cada regiao é mostrado na figura 4.5.3, para o
caso ro = 10. Nota-se que ha dois intervalos possiveis para a energia, £ < xg e E > xg.
Quando E < zg o potencial é (22 + 23) /2 e |z] < \/22(F — 2¢/2). Quando E > zy:

-, —F<x<—x
v(z) = (12::0)’ 2| < o (4.5.150)
x, ro<r<FE
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X

Figura 4.5.3: Potencial de campo médio em cada regiao para xo = 10

Para E < xy, —x; < x < x; com:

1 = 1| 220(E — %). (4.5.151)

p

dh
-

Figura 4.5.4: Regiao de integracao para obter J quando F < xg

A energia total, nesta regiao, é:
2 2 2
D 7+ xp
EF = = 4.5.152
2 * 2.350 ’ ( )

esta expressao pode ser interpretada como uma elipse no espaco de fase centrada em
(20, p0) = (0,0), com a seguinte expressao:

2 2

p z o

—+— = E—-— 4.5.153

2 + 21 2’ ( )

com eixo maijor e menor, respectivamente:
a=4/2 (E - %) e b=/2x, <E - %) (4.5.154)
A variavel de acao por sua vez é dada por:
1 1
J = — dg = —mab

2w ped 27T7m

- el 2y
- V% <E _ %) _ (4.5.155)
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A hamiltoniana em funcao da variavel acao pode entao ser escrita como:

J o
H=F=—+ — 4.5.156
de modo que a frequéncia angular é dada por:
OH 1
=== —. 4.5.157
R (4.5.157)
A funcao geradora W (x, F) dada pela equagao (4.5.146) assume a forma:
2 2
W(x,E) = M(E—%) arctan ° +%\/E_w'

22452 T

Vamy B - ) °
(4.5.158)

A variavel angulo é obtida substituindo a energia F em funcao de J como dada pela
equagao (4.5.156) com a fungao geradora na equagao (4.5.158):

oW (z,J) x
p = 07 = arctan - = |
v 2.%'01 / \/_CCT) — %

A posicao nas coordenadas angulo-acao é:

2IOJ
= 4.5.1
x <\/ 7o (1 + tar® 90)> tan p, (4.5.160)

o momento em variaveis angulo-a¢ao usando Eq. (4.5.156) e (4.5.160) em Eq. (4.5.152) é:

J J  tan®o
= 2 — 4.5.161
P \/ <1/a:0 ,/x01+tan2<p)’ ( )

e a variavel agdo como fungao das variaveis (z,p) é:

J = VY (p2 - m—2> : (4.5.162)

2 Zo

(4.5.159)

Note na Eq. (4.5.157) que a frequéncia nao depende da variavel agao e que a Eq. (4.4.122)
depende da fungao Dy (J, J', kw), tal que:

Dy (J,J kw)™" = lim Dy (J,J,0)"
0—kw

= Y Vo (k. J)T (K, J') lim e 2 (0), (4.5.163)
O0—kw

aa’

com €, () dado por Eq 4.4.92. Devido w ser independente de J o termo 1/ (kw — 6) sai
da integral Eq (4.4.92) e no limite § — kw, temos:

lim €, (0) — 00, (4.5.164)

O0—kw
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que por sua vez implica:
Dy (J,J' kw) ™ = 0. (4.5.165)

Ou seja, quando E < x, a frequéncia independe de J e da Eq. (4.4.122) concluimos que
af /ot = 0.

Para F > xy, a regiao de integracao, no espago de fase esté representada na figura
(4.5.5).

v'2m[£'+ .?C] /\

-y Im(E+x)

Figura 4.5.5: Regiao de integracao para obter J quando E > xg

Com z; = +F, ou seja, —F < x < F e a variavel agao é:

1
J = %j{pdq

([ [ [
[ [ o5 S e [ vaee)

2$0

= —(4E—.§Co) — X @ — X ) arctan —\/37_0
- — 2(E — 20) + Y= (2B — o) arct ( Q(E_%)). (4.5.166)

Nao conseguimos obter, de maneira analitica, a energia F em funcao da variavel acao
através da equagao (4.5.166). Com o intuito de obter uma aproximacao para essa expres-
sao, consideramos os valores zop = 5 e > z(, e mostrados o grafico de J em funcao de
FE na figura 4.5.6, tal que o primeiro termo da equagao 4.5.166 é representado por 17, o
segundo termo de 4.5.166 por 15 e a equagao 4.5.166 é representada por Tjyq;-
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Figura 4.5.6: Na figura a curva vermelha representa o primeiro termo do lado direito de
(4.5.166) e é aproximadamente coincidente com a curva verde. A curva azul representa o
segundo termo do lado direito de (4.5.166) e a curva verde indica a soma dos dois termos,
considerando xy = 5.0 e a energia variando 6 a 1000.

Podemos notar que o segundo termo de (4.5.166) é aproximadamente igual a zero,
logo vamos considerar que:

(4E — x)

J =~
3T

2(E — x0). (4.5.167)

A energia total da particula é entao:

2
1 ((20V2r + VBT 5 200®) ™ + 4y

E= T (4.5.168)
(12J\/§7r +4\/18%7 + 4a;g>
a frequéncia angular é:
4/3
O 2137 <24/3 (3J7T + /9J27? + 2x3> — 41:%)
- == — (4.5.169)
8\/0.777 + 20 (37 + /0T + 227
e a fungao geradora
L2(E+2)*?, ~E << -1
Wz, E) = J%(E—?)arctan<“w)+\f§ E—(m%:g) —z0 < 2 < Xp
%(2(E—x))3/2, xo <z <E,
(4.5.170)

No entanto nao conseguimos obter uma expressao analitica em forma fechada para
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x (J,p). Obtemos na regido —zy < x < xo a variavel angulo:

_ z 22 T
® a(J, zo) arctan (\/b(J, g x%) (\/b(J, ro) — 2?2 — x 4)
1

X b
\/b (‘]7 3:0) — 1% — x(2)

(4.5.171)

com b(J, zg) e a(J, xy) fungdes de J e xp, mas ndo conseguimos isolar o x na expressao
acima. Portanto para o sistema gravitacional unidimensional nao homogéneo conseguimos
mostrar que o termo de ordem 1/N, na equagao dindmica se anula para F < x, indicando
que o tempo de relaxacdo para o equilibrio neste caso deve ser N°, com o expoente § > 2,
no entanto nao foi possivel obter o termo colisional para E > x.
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Capitulo 5

Ergodicidade do sistema
auto-gravitante em uma dimensao

A teoria ergddica auxilia o estudo de diversos campos de pesquisa, como a mecéanica
celeste (estabilidade do sistema solar), quimica (estabilidade de moléculas excitadas iso-
ladas) e na mecénica estatistica. Ela surge com George D. Birkhoof e John von Neumann
em 1931 [62], quando ambos publicaram artigos separados e praticamente simultaneos
sobre o que veio a ser conhecido como teorema ergddico. Nesses artigos as técnicas eram
diferentes, mas chegaram a resultados semelhantes. Eles conseguiram solucionar um pro-
blema enfrentado pelos criadores da mecanica estatisitica J. C. Maxwell e L. Boltzmann
desde 1870, justificar a hipotese de que as médias de observéaveis sobre intervalos gran-
des de tempo sao iguais a suas médias de ensemble no espaco de fase. Neste capitulo
apresentaremos o conceito de ergodicidade, alguns métodos para verificar a ergodicidade,
como o método direto [63], funcional dindmico [64] e estatistica dos tempos de ocupagao
[65], e aplicaremos o método direto no sistema gravitacional unidimensional, nos estados
homogéneos e nao homogéneos.

Considerando = um ponto no espaco de fase M, representando o sistema no tempo
t =0, tal que z = (¢1,p1,-.-,qn,PN), onde ¢; e p; sdo as posi¢oes e 0 momento da i-
ésima particula, respectivamente, e N é o numero de particulas. Definimos por P; (z) o
estado do sistema no tempo ¢, com Py(z) = 0 ao tempo inicial ¢ = 0. Além disso f é
uma funcao integravel, que descreve a distribuicao de particulas no espaco de fase M. Na
abordagem de Birkhoff e von Neumann um sistema ¢é dito ergddico caso a seguinte relacao
seja satisfeita:

Jm oz [ pRa) e = [ pw) e, (5.0)

onde v representa o estado do sistema no espago de fase e du(r) é uma medida invariante
no espaco de fase. Ou seja, o sistema é ergodico quando a média temporal é igual a
média do ensemble ([66],[62]).Para determinar se o sistema é ou nao ergodico utilizaremos
o método direto, que passamos a descrever na subsecao a seguir.

5.1 Teste de ergodicidade - Método Direto

Neste teste de ergodicidade analisaremos o comportamento do desvio padrao para as
coordenadas e para o momento de um sistema de N particulas. Este método sera descrito
com mais detalhes abaixo e em [63, 31]. A média temporal do momento da k-ésima
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particula é [31]:

M
_ 1 .
Pi(t) = 77 > _ (i) (5.1.2)
j=1
e a média temporal da posigao:
LM
Ty(t) = i ;Ik(JAt), (5.1.3)

com At um intervalo de tempo constante, que tomamos como sendo o passo de integragao,
M = t/At. Definimos também o desvio padrao para cada uma das grandezas como:

oalt) = 3| 3 SPRH) — (p(1)? (514)
k=1

ou(t) = %Zfi(t) —(FO), (5.1.5)

k=1

onde (...), denota a média de ensemble, isto ¢, a média sobre as N particulas. O sistema
¢ ergodico quando o, (t) e o0, (t) tendem a zero quando t — t., com ¢, o tempo de
ergodicidade, ou seja, um sistema é ergddico quando Ty e D, ¢ a mesma para todas as
particulas. Em [31] os autores apresentam um estudo sobre os devios padrées do modelo
HMF (homogéneo e inomogéneo) e para o sistema gravitacional bidimensional mostrando
que t. = t,, com t,. o tempo de relaxacao para o equilibrio termodinamico.

Podemos classificar o sistema com forte quebra de ergodicidade, quando alguma
regiao no espago de fase é nao acessivel pela trajetéria do sistema ou, por outro lado,
o sistema pode ter comportamento fracamente nao ergodico correspondendo a situacao
onde todos estados podem ser alcancados, mas o tempo gasto em regioes diferentes do
espaco de fase, de mesma medida, é diferente, entao o sistema é nao ergodico.

Na literatura encontramos outros métodos , como:

e Estatistica de tempos de ocupagao-Este teste analisa a fungao densidade de
probabilidade da média temporal de um observavel, este método foi desenvolvido
em [65] e também ¢ apresentado em [31].

e Método do funcional dinamico- O método do funcional dindmico é usado em
processos estocasticos estacionarios [67, 31|, como o processo classico Ornstein-
Uhlenbeck e o processo Gaussiano apresentado em [68].

Além destes métodos utilizamos outro método para determinar a ergodicidade dos siste-
mas auto-gravitantes unidmensionais, ele seré descrito na se¢ao seguinte.

5.2 Propriedades ergdédicas do sistema auto-gravitante
unidimensional

5.2.1 Estado nao homogéneo

Agora iremos apresentar nossos resultados para as propriedades ergodicas do sistema
auto-gravitante em uma dimensao, da hamiltoniana dada pela equacao 4.1.21, e relatado
em [1].
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Para um estado nao homogéneo nao ha razao de utilizar condi¢oes de contorno pe-
riddicas, de forma que a interacao entre duas particulas é dada pelo potencial:

As simulacoes de dinamica molecular foram realizadas utilizando uma adaptacao do algo-
ritmo de event driven descrito em [69], neste algoritmo as colisdes ocorem pela influéncia
da forca de hard-core, ou seja, no momento da colis@o consideramos a troca dos rétulos
das particulas. Como condicao inicial vamos considerar as N particulas com posicao e
momento dados por uma realizacao de uma distribuicao de waterbag definida por

f(z,p,0) =

{ @, se |x| < zo e |p| < po, (5.2.7)

0, caso contrario,

para xg e po constantes. A evolucao temporal do sistema entre duas colisoes é entao dada
por:

Fit?
(1) = x;(0)+p; (0)t+ 5 (5.2.8)
A colisao ocorre quando z; (t) — x;11 (t) = 0, para o tempo de colisao t = t.,, dado por:
—b+d
col — y 5.2.9
l 5 (5.2.9)
com:
Fipn—F;

a ( )
b = pir1(0) —pi(0), ( )
d = Vb —4ac. ( )
Apo6s a colisao as posi¢gdes e momentos sao, respectivemente:

F,At?

pi(t+At) = p;(t) + FAL (5.2.15)

Temos assim N — 1 tempos de colisdo (eventualmente infinito se as particulas nunca
colidirem no futuro), que sao armazenados na memoria do computador. Aquela com o
menor tempo de colisao é implementada, e todas as particulas sao avancadas até esse
tempo. O tempo de colisao entre as particulas envolvidas na colisao e suas vizinhas é
atualizado correspondentemente. O sistema é assim evoluido ao longo do tempo colisao
a colisao. A forca F; pode ser reescrita como:

N (z;)) = No(z;)) (N—i4+1)—i N-=2i+1

- = 2.1
N N TR (5.2.16)

onde N (x;) e N (x;) é o nimero de particulas com coordenadas maior do que x; e menor
do que x;, respectivamente. A for¢a F; é constante ao longo do tempo.
O desvio padrao tempo dependente, usando o método direto, sera:

F;

(5.2.17)

(5.2.18)




onde usamos (z) =0 e (p) = 0.
Para medir a a distancia ao equilibrio com uma distribui¢ao gaussiana, vamos usar
o momento reduzido:
k
W = <§—k>, (5.2.19)
p
onde o, ¢ o desvio padrao de p. Para k = 4 o momento reduzido ¢ a curtose e no caso
de uma distribui¢ao gaussiana py = 3 e pug = 15. Portanto, quanto mais proxima gy e pg
esta destes valores, mais proximo a distribuicao de particulas estda da gaussiana.

A evolugao de iy e pg ao longo do tempo para o sistema com a distribuigao inicial
tipo waterbag com zy = 10.0, pg = 0.5 e N = 100, esta apresentada na Fig. 5.2.1, com
tempo de relaxacao t, ~ 10°. Usamos um valor de N pequeno para podermos observar
a evolucao até o equilibrio, o que nao conseguimos em nosso algoritmo para N grande.
Devido a alta densidade da distribuicao espacial, uma alta precisao numérica ¢é requerida,
vamos usar uma precisao quadrupla para evitar perder qualquer colisao devido aos erros
de arredondamento. Além da evolugdo de py e g, sdo apresentados na Fig. 5.2.1 (b) a
evolugao dos desvios para p e x. Podemos notar na Fig. 5.2.1 que quando t — %,, 4 €
g tende aos valores de equilibrio associados a distribui¢ao gaussiana e o, ¢ 0, tende a
zero, demonstrando que o sistema se torna ergodico para tempos da ordem do tempo de
relaxamento para o equilibrio.

30 Co R Co 100

25

T T
__ o (b)
x

20

P L | P
0 0.0001 L rvi [ |

7 5 s L L
1- 10 1- 10 1- 10 1 100 10000 le+06
t t

Figura 5.2.1: (a): Evolugdo dos momentos reduzidos p4 € pg ao longo do tempo. (b):
Evolucao temporal dos desvios o, e 0, para N = 100, zo = 10.0, py = 0.5.

Outra forma de obter a ergocidade do sistema ¢é considerar as distribui¢oes ¢ (p,t) e
p(x,t), que sdo a densidade de probabilidade para as variaveis x e p sobre as N particulas
no tempo fixo t e as densidades de probabilidade para os valores de x e p de uma particula
especifica, que ela assume ao longo de sua histéria entre o tempo inicial e ¢, denotamos
por h(z,t) e g(p,t). A ergodicidade implica:

¢(pt) = g1 (5.2.20)
p($,t) = h(l‘,t) (5.2.21)
(5.2.22)

et~ t, comt, otempo de ergodicidade. Os resultados da evolucao destas densidades
de probabilidade ao longo do tempo sao apresentados nas figura 5.2.2 e 5.2.3 para alguns
valores de tempo e é evidente que as equagoes 5.2.21 e 5.2.22 sao satisfeitas quando o
tempo tende para o tempo de ergodicidade e de relaxagao para o equilibrio.
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Figura 5.2.2: A distribuigao g(p, t) (histograma), ¢(p,t) (linha pontilhada) e a distribui¢ao
de equilibrio (linha tracejada) para a mesma simulagao da Fig. 5.2.1 para $=0.225, para
alguns valores de t.

Nas Figs. 5.2.2 e 5.2.3 a distribui¢do no equilibrio foi obtida em [26]:

M 2/ 2 A
_ —p*/o 22
feq (2, D) 2\/7_WA6 sech X (5.2.23)
onde o e A sao:
4F
o’ = EIE (5.2.24)
41F

com E a energia total do sistema, G é a constante gravitacional e M = N é a massa total
do sistema para um sistema com particulas de massa unitaria. Assim as densidades de
probabilidade no equilibrio sao:

beg () = Ce P, (5.2.26)

Peq () = Asech?%, (5.2.27)

com b, C' e A constantes e § o inverso da temperatura.
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Figura 5.2.3: Mesmo como Fig. 5.2.2, mas para h(z,t) (histograma) e p(z,t) (linha
pontilhada) e a distribui¢do espacial no equilibrio (linha tracejada).

5.2.2 Estado homogéneo

Ja para um estado homogéneo temos que utilizar condigoes de contorno periddicas,
com célula unitaria no intervalo [—L, L] e com acréscimo da componente de Ewald, como
explicado na secao 4.2 . Assim o potencial entre duas particulas é dado por:

(2; — ;)

2.2
5T (5.2.28)

Viwg,x;) = || — x5 —

A seguir apresentamos os resultados obtidos para uma distribui¢ao inicial de waterbag,
com xg = L = 1 e pg = 3, tal que a colisao entre as particulas nao é influenciada pela
forca de hard-core, ou seja, as particulas podem se atravessar. As equagoes de Hamilton
do sistema sao entao resolvidas numericamente utilizando um integrador simplético de
quarta ordem, descrito no apéndice C. A evolug@o temporal dos momentos reduzidos iy
e g até t = 105 é mostrada na Fig. 5.2.4.
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Figura 5.2.4: Momento reduzido py e pg para o estado homogéneo com a condigao inicial
waterbag com zy = 1.0 e pg = 3.0.

Cabe comparar os resultados para as distribuigoes ¢ (p,t) e p(x,t) em t = 10° com
as distribuigoes g (p,t) e h (z,t), mostradas na figura 5.2.5 para o mesmo valor do tempo.
Elas sao claramente muito distintas, mesmo ap6s um tempo tao longo e tao poucas par-
ticulas. A distribuicao espacial h (z,t) é aproximadamente uniforme, ja que as particulas
podem se entrecruzarem e a forca de campo médio é, residualmente, pequena. No entanto
a distribuigdo do momento ¢ (p, t) ndo ¢é simétrica, contrario ao caso do sistema inomogé-
neo para todos os valores de ¢, exceto para um tempo inicial como é observado na figura
5.2.2. Portanto concluimos que o tempo para ergodicidade, se for finito, é muitas ordens
de magnitude maior do que o estado nao homogéneo.
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Figura 5.2.5: (a): Fungao distribuigao g(p,t) para ¢t = 10°, a simulagao ¢ a mesma que a
realizada em Fig. 5.2.4. (b): func¢do distribuicao h(x,t) para t = 10°.

Com base na discussao na segao 4.3, com base nos resultados mostrados na figura
4.3.2, percebemos que essa evolucao extremamente lenta do momento g observada na
figura 5.2.4 é um efeito espurio de utilizar a aproximagao com valor finito para L e que
quando L aumenta essa variagao se tornaréd ainda mais lenta, desaparecendo para L — oo.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho estudamos a dinamica dos sistemas auto-gravitantes unidimensional,
além de estudar as equagoes cinéticas, que descreve a evolucao dos sistemas unidimen-
sionais no estado homogéneo. Nossa motivacao para estudar os sistemas gravitacionais
unidimensionais, se deve aos resultados do artigo [30] em que os autores indicam uma di-
namica lenta dos estados nao homogéneos para o equilibrio. Por este motivo, realizamos
em nosso trabalho tanto a analise analitica , através da obencao das equagcoes cinéticas,
quanto a analise numérica, para estados homogéneos e nao homogéneos.

Além disso, os trabalhos [52, 13| também nos motivaram. Nestes trabalhos os autores
obtém uma equagao cinética para o HMF e mostram através anélise analitica e através
de simulacoes numeéricas, que o tempo de relaxagao para o equilibrio é proporcional a
N?2. Incentivados por estes resultados , buscamos obter uma equacao geral para descrever
a evolucao dos sistemas unidimensionais homogéneos e com potencial periddico, ja que
a técnica utilizada consiste em resolver as equacoes BBGKY expressando os potenciais
e as correlacoes como séries de Fourier. Como vimos ao longo do capitulo 3, os termos
colisionais das equagoes de Landau e Balescu-Lenard se anulam para este sistema, logo
consideramos termos de ordem superiores da equacao BBGKY e obtivemos através das
equagoes (3.6.167), (3.6.170) e (3.6.171) uma equagao que descreve a dindmica destes
sistemas. Aplicamos o potencial e periodo do HMF nesta equacao geral e obtivemos
exatamente os resultados de [52] e [13].

No capitulo 4 estudamos os sistemas auto-gravitantes unidimensionais, estes sistemas
apresentam dois estados: os estados homogéneos e nao homogéneos, cada qual com uma
dindmica. Apresentamos a soma de Ewald, que consiste em um método de condicoes de
contorno periddica, com periodo L, para obter o potencial gravitacional devido a uma
célula e suas réplicas. Este potencial obtido da soma de Ewald foi utilizado na analise da
equagao cinética para o estado homogéneo. As equacoes cinéticas deste estado dependem
da derivada do potencial e este potencial tem uma singularidade, quando a distancia entre
as particulas é nula. Consideramos que na colisao as particulas trocam seus momentos e
a forga responsavel por esta troca é a for¢a de hard-core (Fy¢), neste caso a for¢a numa
particula ¢ devido a uma particula j é F' = F, 4, + Frc, onde Fy,,, = —VV;;. Vimos que,
no limite . — oo a forca gravitacional tende a zero e que a tunica forca que permanece
nesse limite é a forca de hard-core. Esta forca é responsavel apenas pelas trocas dos mo-
mentos, mantendo o ordenamento entre as particulas preservado. Desta forma, a evolucao
da funcao distribuicao de uma particula ao longo do tempo é constante, implicando que
o termo colisional da equacao cinética é nulo. Isto indica que o tempo de relaxagao do
estado homogéneo ¢ infinito.
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Para o sistema auto-gravitante unidimensional no estado nao-homogéneo, utilizamos
a equacao de Balescu-Lenard para variaveis angulo-acao. Para este caso analisamos dois
regimes diferentes de energia F > xye E < xy. Vimos para F < x, que o termo colisional
da equacdo cinética é nulo e que o tempo de relaxacao para o equilibrio deve ser N, com
0 > 2. Ja para ¥ > x5 nao podemos concluir sobre a dinamica.

No capitulo 5 foi apresentado o teste de ergodicidade do método direto para o sistema
auto-gravitante unidimensional, no qual consiste em calcular o desvio padrao, tanto para
a posicao quanto para o momento. O sistema é dito ergodico quando o desvio padrao
tende a zero, quando o tempo tende ao tempo de ergodicidade. Fizemos este teste para o
estado nao homogéneo, com N = 100 particulas e com estado inicial representado por uma
waterbag, verificamos que para t ~ 10° o sistema atinge o equilibrio. Realizamos outro
dois testes: o teste dos momentos reduzidos (4 e pg), para obter o tempo de relaxagao
para o equilibrio, e o teste para comparar a evolugao das distribui¢coes das N particulas
(o(p,t) e p(x,t)) com as distribuigdes de uma particula (g(p,t) e h(x,t)) e a distribui¢ao
gaussiana, para comparar o tempo de relaxagao e ergodicidade. Concluimos através destes
testes, que o estado nao homogéneo atinge o equilibrio, além disso, é ergédico e o tempo
de relaxacao é proporcional a N3, estando estes resultados de acordo com os resultados
da analise analitica.

Considerando os estados homogéneos, os resultados dos testes de ergodicidade, mos-
tram que estes sistemas nao atingem o equilibrio para t = 10° e pela andlise das distri-
buigoes g(p,t) e h(z,t) podemos observar que se este sistema atinge o equilibrio é para
tempos muito grande, este resultado também esta de acordo com nossa andlise analitica
das equagoes cinéticas.

Como proposta para futuros estudos destacam-se estudar a dinamica de outros sis-
temas unidimensionais, de longo alcance e homogéneos e aplicar as equagoes (3.6.172),
(3.6.167), (3.6.170) e (3.6.171), para testar a validade em outros sistemas. Além disso,
devido a insuficiéncia de resultados quanto ao uso da equagao de Balescu-Lenard nas
varidveis angulo-acao para os sistemas gravitacionais unidimensionais nao homogéneo de-
vemos investigar essa dependéncia com a energia total e tentar obter alguma conclusao
sobre a dinamica destes sistemas para os diferentes limiares de energia.
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Apéndice A
Diagramas da hierarquia BBGKY

Para construir a representacao grafica da hierarquia BBGKY, vamos considerar
fs(x1, ..., z5) representado por linhas horizontais associada as particulas (1, ..., s). O propa-
gador LY ndo requer nenhuma representacio, ja que ele é um propagador que representa
a particula livre. As interagoes associadas aos operadores L;j sao representadas pela
jungao das linhas, que representa i e j da direita para a esquerda. Considerando esta
representacao, temos dois tipos de diagramas:

o X vértice-esté associado apenas a interacao de duas particulas e representa o segundo
termo de 3.1.29, dependendo apenas ao operador L;;;

b

J j

Figura A.0.1: Diagrama tipo X-vértice.

e Y wértice- representa o terceiro termo da equagao 3.1.29, associado a interacao
entre duas particulas, seguida de uma integracao da particula extra. Este vértice
representa a transicdo do estado de (s + 1) particulas para s particulas e apenas
uma linha é representada na esquerda.

—C

]

Figura A.0.2: Diagrama tipo Y-vértice.

Para s =1 em 3.1.29:
O f (x1) = LYf (1) +/ dao Ly f (21) f (22), (A.0.1)

o diagrama de evolucao da hierarquia BBGKY é:

Para s =2 em 3.1.29:

Onfo(x1,22) = LYfa (w1, 22) + LY fo (w1, 22) + Ly fo (21, 22) + (N — 2) / dagLisfs (21, 22, 23)
+ (N—Q)/ das Ly f3 (01, 72, 73) (A.0.2)
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Figura A.0.3: Diagrama da hierarquia BBGKY para s = 1.

e os diagramas sao:

Figura A.0.4: Diagrama da hierarquia BBGKY para s = 2.

Estas representacoes graficas auxiliam a visualizagao dos termos colisionais das equa-
¢oes cinéticas.
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Apéndice B
Formalismo de Hamilton-Jacobi

O formalismo de Hamilton-Jacobi permite obter uma transformacao candnica que
simplifica as equagoes de movimento.

Seja um sistema descrito pelas variaveis canonicas (g, p) e com hamiltoniana H (g, p, t),
seja uma funcao geradora S(q, P,t) responsavel pela transformagao canonica. A fungao
geradora S é escolhida de tal forma que a nova hamiltoniana é K(Q, P,t) = 0, logo as
equagoes do movimento sao:

. 0K
- = = 3 B.0.1
Qi op, =0 @i=15 (B.0.1)
. K
onde «; e 3; sao constantes. Logo,
oS
e para este tipo de fungao geradora, temos que:
08
i = B.0.4
p 94, (B.0.4)
e
08
- — B.0.
Logo,
08 08 0S
H ey Gy Ty ey = — = 0, B.0.6
<QI7 » 4 6q1 aqn ) + 8t ( )

esta é a equacao de Hamilton-Jacobi. Ou seja, encontrada uma solu¢ao da equacao de
Hamilton-Jacobi da forma S (qi, ..., ¢n, @1, ..., (v, t) esta fungao transforma a nova hamil-
toniana reduzindo-a a zero.

A natureza da equacgao de Hamilton-Jacobi possibilita a separacao de variaveis na
forma de soma [60].
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Apéndice C
Integrador Simplético

Integradores simpléticos sao usados para resolver numericamente sistemas hamilto-
nianos. Quando o integrador nao é simplético o erro da energia total cresce em geral,
j4 quando o integrador é simplético nao ha mudanca no erro da energia total, ja que os
algoritmos sao construidos tal que preservam certas propriedades geométricas inerentes
ao sistema.

O primeiro desses métodos foi desenvolvido por Rene de Vogelaere. Esse método foi
desenvolvido independentemente por R. D. Ruth, que construiu o integrador simplético
para estudar a dindmica de aceleradores de particulas [70]. Demonstraremos a seguir
como obter o integrador simplético de primeira, segunda e quarta ordem.

O

Seja A e B operadores que nao comutam e 7 um numero real pequeno. Vamos
considerar n a ordem do integrador e encontrar um conjunto de niimeros reais (cy, ca, ..., Cx)
e (dy,ds, ..., dy), tal que:

k
oTA+B) HeanednBJr@(TnH). (C.0.1)

i=1

O problema de obter ¢; e d; esta relacionado diretamente ao integrador simplético do
sistema Hamiltoniano. Primeiramente, introduzimos a notagao z = (z,p) e a equagao de
Hamilton pode ser reescrita, tal que:

o= {2 H(2)}, (C.0.2)

onde { } é o parénteses de Poisson, {F, G} = F,G, — F,G,, com F, = 0F/0z. Vamos in-
troduzir o operador diferencial D¢, com Dg = {F, G}, portanto (C.0.2) pode ser reescrito
como Z = Dgz. Entao a solucao de 0 a 7 para z é:

z(1) = z(0)ePH, (C.0.3)
Para uma hamiltoniana separavel,
H(z,p)=T(p)+V (), (C.0.4)
o operador diferencial Dy = D7 + Dy, ou seja:
2 (1) = 2 (0) AT, (C.0.5)

com A= Dy e B = Dy. Considerando z = z (0) e 2/ = z(7), entao:

k
2= (H eC”Aed”B> z (C.0.6)
i=1

7



e esse mapeamento aproxima de (C.0.5) até a ordem O (7). De (C.0.5) e (C.0.6), temos:

k
CZ‘TAediTB7

ou seja,

k

k
=1

i=1

Expressando as seguintes exponenciais em série de Taylor:

. (A7)
AT = ; —
eBT — i(BTZ;)n,

i
o

notamos que:

A’z =Dz = Dp{z, T}y = {{z,T},T} = {(%,0),T} = 0,

ox

B*2 =D}z =Dy{z,V}={{z,V},V} = {(O, _8_V) Vi=0.

Logo concluimos que:

e = 147A
T = 1+47B.

E de (C.0.5):
z = (14+47A)(1+7B)=2(0)

Considerando z = (x,p) e substituindo em (C.0.12), podemos reescrever:

x Ti—1 + caT( )
i = Ti- TCi—o— \Pi-1),
1 op Pi—1
ov
i = DPie1 — Tdi—— (24),
p pim1 = Tdi— (i)

(C.0.7)

(C.0.8)

(C.0.9)

(C.0.10)

(C.0.11)

(C.0.12)

(C.0.13)

com i=1,..., k. Portanto um integrador de ordem n é obtido através de (C.0.13). Quando
queremos o integrador simplético de ordem n = 1, consideramos (C.0.1) e expandimos o
lado esquerdo de (C.0.1) em potenciais de 7 e igualamos o coeficiente de poténcia igual de
T até a ordem 1 do lado direito de (C.0.1), fazendo k = 1, teremos duas equagoes: uma

com os coeficientes de A e outra com os coeficientes de B. Ou seja:

B =14+ 7(A+ D),
el =14 TAc,
™ =14 7Ad,,

=1+7(A+ B)=1+7Ac; + TAds,
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com ¢; = dy = 1. Seguindo a mesma técnica, para o integrador simplético de ordem n = 2
a solugao mais simples é quando k = 2, ¢; = ¢o = 1/2 e d; = 1. Ja os coeficentes do
integrador de quarta ordem foi obtido por F. Neri e sao [71]:

1 1—21/3

AT T e aEy 2T BT e )
1 _21/3

d1=d4=m, dzzm, ds = 0.

(C.0.15)

E para o integrador de quarta ordem a equagao (C.0.13) é aplicada para ¢ = 1,2, 3, 4.
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