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Resumo

Neste trabalho mostraremos a existência de soluções fracas para a seguinte classe

de problemas eĺıpticos

(P )


−∆u = h(x)uq + f(x, u), x ∈ Ω,

u ≥ 0, Ω,

u = 0, ∂Ω.

As principais ferramentas utilizadas são o Prinćıpio Variacional de Ekeland e o Teorema

do Passo da Montanha.



Abstract

In this work we show the existence of weak solutions for the following class for

elliptic problems

(P )


−∆u = h(x)uq + f(x, u), x ∈ Ω,

u ≥ 0, Ω,

u = 0, ∂Ω.

The main tools used are Ekeland’s Variational Principle and Mountain Pass Theorem.
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Introdução

A existência de soluções para o problema

(P1)

{
−∆u = gλ(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

onde gλ : Ω × R → R e λ é um parâmetro real, tem sido amplamente investigada

nos últimos anos. Mas encontrar solução de (P1) depende do comportamento de gλ.

Quando gλ é sublinear, por exemplo, gλ = λuq, 0 < q < 1, o método de sub-super

solução nos fornece uma única solução positiva para (P1) quando λ > 0, veja [2, 7].

Para o caso em que gλ é superlinar, por exemplo, gλ = λu + |u|k−1 u, 1 < k < 2∗ − 1,

mostra-se que o problema (P1) possui infinitas soluções para λ > 0 e pelo menos uma

solução positiva para λ < λ1, ver [4]. Quando k = 2∗, o problema é mais delicado,

devido a falta de compacidade da imersão de Sobolev H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω). Contudo a

existência de uma solução positiva de (P1) para todo 0 < λ < λ1, quando N > 3 e,

0 < λ∗ < λ < λ1, quando N = 3, foi provada em [7] via métodos variacionais.

Em um celebrado artigo de 1994, Ambrosetti, Brézis e Cerami [3], estudaram o pro-

blema (P1) no caso em que gλ é a soma de um termo sublinear e um termo superlinear,

isto é, consideraram o seguinte problema

(P2)


−∆u = λuq + uk, x ∈ Ω,

u > 0, x ∈ Ω.

u = 0, x ∈ ∂Ω.

com 0 < q < 1 e λ > 0. Quando k > 1 é arbitrário, foi demonstrado a existência

de uma constante real Λ > 0 tal que existe uma solução de (P2) se, e somente se,

0 < λ < Λ. Além disso, se λ = Λ, então o problema (P2) tem pelo menos uma solução

fraca e, se λ > Λ, o problema (P2) não tem solução. Quando 1 < k < 2∗ − 1, os

autores demonstraram que para todo 0 < λ < Λ o problema (P2) possui pelo menos

duas soluções. Em seguida apareceram vários trabalhos envolvendo não linearidades

côncavas e convexas.
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Introdução

Nessa dissertação apresentamos um estudo baseado no artigo de Li, Wu e Zhou [11],

sobre a existência de solução fraca para o problema de Dirichlet não-linear do tipo

(P )


−∆u = h(x)uq + f(x, u), x ∈ Ω,

u ≥ 0, Ω,

u = 0, ∂Ω

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio suave e limitado, N ≥ 3, u ∈ H1
0 (Ω), 0 < q < 1 e as

funções h e f satisfazem as seguintes condições:

(h1) h ∈ C(Ω), h(x) 6= 0;

(f0) f ∈ C(Ω× R,R+);

(f1) f(x, 0) = 0 e f(x, s) ≥ (6=) 0 ∀ s ≥ 0, x ∈ Ω;

(f2) lim
s→0+

f(x, s)

s
= µ ∈ [0, λ1) uniformemente em x ∈ Ω;

onde λ1 é o primeiro autovalor associado ao problema

(P3)

{
−∆u = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Mostramos a existência de soluções fracas não-triviais do problema (P ) via métodos

variacionais. Por uma solução fraca do problema (P ), entendemos uma função u ∈
H1

0 (Ω) que satisfaz∫
Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

h(x)(u+)qφdx+

∫
Ω

f(x, u+)φdx, ∀ φ ∈ H1
0 (Ω).

Conforme será mostrado, procurar solução fraca do problema (P ) é equivalente encon-

trar um ponto cŕıtico do funcional I : H1
0 (Ω) → R definido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+)q+1dx−
∫

Ω

F (x, u+)dx,

onde u+ = max{u, 0} e F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds.

Nosso trabalho está dividido da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, apresentamos e demontramos o Prinćıpio Variacional de Ekeland

e o Teorema do Passo da Montanha que serão as ferramentas utilizadas para obtenção

dos pontos cŕıticos para funcional I.
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Introdução

No Caṕıtulo 2, estudamos o caso onde f(x, s) é assintoticamente linear com

respeito a s no infinito, isto é,

(f3) lim
s→∞

f(x, s)

s
= ` ∈ (λ1,+∞) uniformemente em x ∈ Ω.

Mais precisamente provamos os seguintes teoremas:

Teorema A Suponha que 0 < q < 1, (h1), (f0)− (f3) e que existe v ∈ H1
0 (Ω) tal que

(h2)

∫
Ω

h(x)(v+)q+1dx > 0.

Então existe uma constante m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal que, se |h|∞ < m, o problema

(P ) tem uma solução fraca v1 ∈ H1
0 (Ω) tal que I(v1) < 0. Além disso, se h(x) ≥ 0,

então v1 > 0 q.t.p. em Ω.

Teorema B Suponha que 0 < q < 1, (h1), (f0) − (f3). Então existe uma constante

m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal que, se |h|∞ < m, o problema (P ) tem uma solução fraca

v2 ∈ H1
0 (Ω) tal que I(v2) > 0. Além disso, se h(x) ≥ 0, então v2 > 0 q.t.p. em Ω.

Para provar o Teorema A, tomamos uma bola Bρ ⊂ H1
0 (Ω) centrada na origem

e provamos que o funcional I restrito a Bρ é limitado inferiormente e semicont́ınuo

inferiormente. Definimos então o ı́nfimo de I, c1, em Bρ. Tomamos uma sequência

(un) ⊂ Bρ tal que I(un) → c1 e, usando o Prinćıpio Variacional de Ekeland, mostra-

mos que I ′(un) → 0 e também que (un) é uma sequência de Palais-Smale no ńıvel c1

limitada. Feito isso, provamos que existe uma subsequência de (un) que converge para

um ponto cŕıtico de I no ńıvel c1.

O Teorema B nos dá uma solução fraca de (P ) diferente da solução fraca encon-

trada no Teorema A. Usamos os Lemas 2.3 e 2.4, para encontrar uma sequência de

Palais-Smale no ńıvel c. Mostramos que essa sequência é limitada, implicando que o

funcional I definido acima, satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha,

encontrando assim um ponto cŕıtico para I.

Observe que, como I(v1) < 0 < I(v2), as duas soluções obtidas são distintas. Logo

como consequência temos o seguinte corolário:

Corolário Sob as condições do Teorema A, existe uma constante m > 0 tal que, se

|h|∞ < m, o problema (P ) possui pelo menos duas soluções fracas v1, v2 ∈ H1
0 (Ω) tal

que I(v1) < 0 < I(v2). Além disso, se h(x) ≥ 0, então v1, v2 > 0 q.t.p. em Ω.
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Introdução

No Caṕıtulo 3, estudamos o caso superlinear e subcŕıtico, isto é,

(f̂3) lim
s→∞

f(x, s)

s
= ∞ uniformemente em x ∈ Ω;

(f4) existe k ∈ (1, 2∗ − 1) tal que lim
s→∞

f(x, s)

sk
= 0.

Nesse caso, vamos precisar de mais regularidade e monotonicidade para f

(f̂0) f ∈ C1(Ω× R,R+);

(f5)
f(x, s)

s
é não decrescente em s > 0 para todo x ∈ Ω.

Provamos os seguintes teoremas:

Teorema C Suponha (h1), (f̂0), (f1), (f2), (f̂3), (f4), (f5) e que h satisfaz

(h3) h 6≤ 0.

Então o problema (P) possui pelo menos uma solução fraca.

Observe que (h2) e (h3) são imcompat́ıveis. No Teorema C assumimos (h3) e não

existe restrição na norma de h em L∞, contudo obtemos somente uma solução fraca

de (P ). Quando (h2) é assumida e a norma de h é pequena, obtemos uma versão dos

Teoremas A e B para o caso em que f é superlinear.

Teorema D Suponha (h1), (h2), (f̂0), (f1), (f2), (f̂3), (f4), (f5). Suponha ainda que

(f6) Existem σ ∈ (0, 1) e τ > 0 com σ > q + (1 + q)τ tais que

(i) lim
s→∞

f(x, s)

s1+τ
= 0 uniformemente em x ∈ Ω;

(ii) lim
s→∞

f(x, s)s− 2F (x, s)

s1+σ
= ω ∈ (0,∞] uniformemente em x ∈ Ω.

Então existe m > 0 tal que, se |h|∞ < m, o problema (P ) possui duas soluções fracas

v1, v2 ∈ H1
0 (Ω) com I(v1) < 0 < I(v2). Além disso, se h(x) ≥ 0 então v1, v2 > 0 q.t.p.

em Ω.

Para a prova dos Teoremas C e D usamos o Teorema do Passo da Montanha com

a condição de Cerami no ńıvel c. Mostramos que o funcional I satisfaz as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Então tomamos uma sequência de

Cerami no ńıvel c e provamos que essa sequência é limitada. A prova segue de maneira
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Introdução

análoga à prova do Teorema B.

A seguir daremos alguns exemplos relativos aos teoremas anteriores.

Exemplo 1: Para que (h2) seja satisfeita é suficiente que exista x0 ∈ Ω tal que

h(x0) > 0. Neste caso, como h é cont́ınua, existe δ > 0 tal que h > 0 em Bδ(x0) ⊆ Ω e

podemos tomar v ∈ C∞(Ω,R) uma função não negativa tal que v > 0 em Bδ(x0). Em

particular, nos Teoremas A, B e D podemos tomar h ≡ λ com λ > 0 suficientemente

pequeno, como no problema (P2).

Exemplo 2: Para µ ∈ [0, λ1) e ` ∈ (λ1,∞) a função

f(x, s) =


µs se 0 ≤ s < t,

`s se s ≥ t,

0, se s ≤ 0.

satisfaz as hipóteses do Teorema A e do Teorema B.

Exemplo 3: Considere a função dada por f(x, s) = |s|p−2 s onde 1 < p < 2∗ − 1.

Então f satisfaz as hipóteses (f̂0), (f1), (f2), (f̂3) e (f5) e para f satisfazer (f4) basta

tomar p < k < 2∗ − 1. Dessa forma, f satisfaz as hipóteses do Teorema C.

Exemplo 4: Defina f(x, s) =

{
s ln(s+ 1), se s ≥ 0,

0, se s ≤ 0.

Então f satisfaz (f̂0), (f1), (f2), (f̂3), (f4) e (f5). Além disso, usando L’Hospital temos

que para todo τ > 0

lim
s→∞

s ln(s+ 1)

s1+τ
= 0

e portanto, f satisfaz (f6)(i). Finalmente, como

F (x, s) =
s2

2
ln(s+ 1)− 1

2
ln(s+ 1)− s2

4
+
s

2
,

então para todo σ ∈ (0, 1) vale

lim
s→∞

f(x, s)s− 2F (x, s)

s1+σ
= lim

s→∞

ln(s+ 1)

s1+σ
+

s2

2s1+σ
− s

s1+σ

= lim
s→∞

ln(s+ 1)

s1+σ
+

1

2
s1−σ − 1

sσ
= ∞,

isto é, f satisfaz (f6)(ii).

Nos Apêndices, apresentamos alguns resultados e teoremas que foram utilizados

no decorrer do trabalho.
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Caṕıtulo 1

Resultados Abstratos

Nosso objetivo neste caṕıtulo é demonstrar o Prinćıpio Variacional de Ekeland [8] e o

Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz [4], que são teoremas

importantes para encontrar soluções de certas equações eĺıpticas.

1.1 Prinćıpio Variacional de Ekeland

Teorema 1.1 (Prinćıpio Variacional de Ekeland) Seja M = (M,d) um espaço métrico

e seja F : M → R uma função semicont́ınua inferiormente e limitada inferiormente.

Sejam ε > 0 e u ∈M tais que

F (u) ≤ inf
M
F + ε.

Então existe v ∈M tal que

F (v) ≤ F (u), d(u, v) ≤ 1

e, para cada w 6= v em M,

F (w) > F (v)− εd(v, w).

Demonstração: Sejam w, v ∈M e defina a seguinte relação

w ∼ v se, e somente se, F (w) + εd(v, w) ≤ F (v).

Observe que esta relação é reflexiva, antissimétrica e transitiva. Mais especifica-

mente, para quaisquer v, w, x ∈M tem-se

(R1) v ∼ v;

(R2) se v ∼ w e w ∼ v, então v = w;

(R3) se v ∼ w e w ∼ x, então v ∼ x.
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Caṕıtulo 1. Resultados Abstratos

Vamos verificar as três propriedades acima:

(R1): Como F (w) + εd(w,w) = F (w) ≤ F (w), temos que w ∼ w. Logo ∼ é reflexiva.

(R2): Se v ∼ w e w ∼ v, então

F (v) + εd(w, v) ≤ F (w) e F (w) + εd(v, w) ≤ F (v).

Segue que,

F (v) + εd(w, v) ≤ F (w)

≤ F (w) + εd(v, w)

≤ F (v)

o que implica d(w, v) = 0 e, portanto, w = v. Assim ∼ é antissimétrica.

(R3): Se v ∼ w e w ∼ x então

F (v) + εd(w, v) ≤ F (w) e F (w) + εd(x,w) ≤ F (x).

Segue dáı e da desigualdade triangular que,

F (v) + εd(v, x) ≤ F (v) + εd(v, w) + εd(w, x)

≤ F (w) + εd(w, x)

≤ F (x).

Dessa forma v ∼ x, o que mostra que ∼ é transitiva.

Como ∼ satisfaz (R1), (R2) e (R3) conclúımos que ∼ é uma relação de ordem parcial

em M.

Construiremos indutivamente uma sequência (un) ⊂ M como segue. Seja u ∈ M

dado no enunciado do teorema, considere u0 = u e defina

S0 = {w ∈M : w ∼ u0}.

Lembrando que u0 ∼ u0, temos que S0 6= ∅. Além disso, como F é limitada inferior-

mente em S0, podemos tomar u1 ∈ S0 tal que

F (u1) ≤ inf
S0

F + 1.

Suponha que un ∈M seja conhecido e considere

Sn = {w ∈M : w ∼ un}.

Tome un+1 ∈ Sn tal que

F (un+1) ≤ inf
Sn

F +
1

n+ 1
.
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Caṕıtulo 1. Resultados Abstratos

Assim, S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ · · · . De fato, se x ∈ S1 então x ∼ u1. Como u1 ∈ S0

então u1 ∼ u0, assim, por transitividade, x ∼ u0. Logo x ∈ S0 e, portanto, S1 ⊂ S0.

Usando o mesmo racioćınio conclúımos que S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ · · · .

Para cada n ∈ N, Sn é fechado. De fato, seja (xj) ⊂ Sn tal que xj → x ∈M. Então

xj ∼ un para todo j ∈ N. Logo,

F (xj) + εd(un, xj) ≤ F (un).

Como F é semicont́ınua inferiormente temos que

F (x) ≤ lim inf
j→∞

F (xj).

Isso e a continuidade da distância d implica que

F (un) = lim inf
j→∞

F (un)

≥ lim inf
j→∞

[F (xj) + εd(un, xj)]

≥ F (x) + εd(un, x).

Assim, x ∼ un, donde x ∈ Sn. Portanto, Sn é fechado.

Observe ainda que o diâmetro de Sn tende a zero quando n → ∞. De fato, se

x ∈ Sn+1 ⊂ Sn, temos que

inf
Sn

F ≤ inf
Sn+1

F ≤ F (x).

Como x ∼ un+1, temos

εd(x, un+1) ≤ F (un+1)− F (x)

≤ inf
Sn

F +
1

n+ 1
− inf

Sn

F

=
1

n+ 1
.

Se x, y ∈ Sn+1, temos

d(x, y) ≤ d(x, un+1) + d(un+1, y)

≤ 1

ε(n+ 1)
+

1

ε(n+ 1)

=
2

ε(n+ 1)
.

Tomando o supremo com x, y ∈ Sn+1, conclúımos que diam(Sn) ≤ 2

ε(n+ 1)
. Logo,

diam(Sn) → 0 quando n→∞.
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Caṕıtulo 1. Resultados Abstratos

Visto que M é um espaço métrico completo, diam(Sn) → 0 quando n → ∞, Sn é

fechado e S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn · · · , temos que existe um único v ∈ M tal que⋂
n∈N

Sn = v (cf. Proposição C.1). Em particular, v ∈ S0, isto é, v ∼ u0 = u. Então

segue

F (v) ≤ F (u)− εd(u, v) ≤ F (u)

e

d(u, v) ≤ 1

ε
(F (u)− F (v))

≤ 1

ε

(
inf
M
F + ε− inf

M
F

)
= 1.

Observe agora que se w 6= v, então w 6∼ v. De fato, suponha que w ∼ v. Como

v ∈ S0, então v ∼ un para todo n ∈ N. Segue por transitividade que w ∼ un para todo

n ∈ N. Dessa forma, w ∈
⋂
n∈N

Sn, o que implica que w = v pois v é o único elemento

que está em todos os conjuntos Sn. Logo w 6∼ v, isto é,

F (w) + εd(u, v) > F (v).

Isso conclui a prova do teorema.

�

1.2 Teorema do Passo da Montanha

Nesta seção demonstraremos o Teorema do Passo da Montanha, usando o Lema de

Deformação Quantitativo. Esse teorema garante que, sob certas condições, é posśıvel

obter pontos cŕıticos para um funcional.

Vamos denotar por X um espaço de Banach com norma ‖·‖ e ‖·‖X′ a norma do

dual de X.

Dado I ∈ C1(X,R), dizemos que d ∈ R é um valor cŕıtico de I se existe u ∈ X com

I ′(u) = 0 e I(u) = d. O conjunto de todos os pontos cŕıticos no ńıvel d será designado

por

Kd = {u ∈ X : I ′(u) = 0 e I(u) = d}.

Denotaremos por Id o conjunto de todos os pontos em ńıveis menores ou iguais a d,

isto é,

Id = {u ∈ X : I(u) ≤ d}.

Vamos primeiro recordar uma condição de compacidade, que é extramamente útil

na demonstração de existência de pontos cŕıticos de funcionais definidos em espaços
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Caṕıtulo 1. Resultados Abstratos

de Banach. Um funcional I ∈ C1(X,R) satisfaz a condição de Palais-Smale no ńıvel

d ∈ R, denotada por (PS)d, se toda sequência (un) ⊂ X tal que

I(un) → d e ‖I ′(un)‖X′ → 0, (1.1)

possui subsequência convergente.

Teorema 1.2 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach, I ∈
C1(X,R). Suponha que I(0) = 0 e I satisfaz

(I1) existem constantes ρ > 0, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e I(e) ≤ I(0).

Seja

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Se I satisfaz (PS)c, então c é um valor cŕıtico de I.

Para a prova do Teorema do Passo da Montanha, vamos precisar do seguinte resul-

tado.

Lema 1.1 (Lema de Deformação Quantitativo) Seja X um espaço de Banach, I ∈
C1(X,R), c ∈ R e ε > 0 tais que

||I ′(u)||X′ ≥ 2ε, ∀ u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Então existe uma função η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que

(i) η(0, u) = u para todo u ∈ X;

(ii) η(t, u) = u, para todo (t, u) 6∈ [0, 1]× I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);

(iii) η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Demonstração: Vamos definir

A = I−1([c− 2ε, c+ 2ε])

B = I−1([c− ε, c+ ε])

e ψ : X → R dada por

ψ(u) =
d(u,X\A)

d(u,X\A) + d(u,B)
,

10



Caṕıtulo 1. Resultados Abstratos

onde d é a função distância. Temos que ψ está bem definida pois, como A ⊂ X e B ⊂ X

são conjuntos fechados e disjuntos, então para todo u ∈ X, d(u,X\A) + d(u,B) > 0.

De fato, caso contrário, existiria u ∈ X tal que d(u,X\A) + d(u,B) = 0, donde

d(u,X\A) = d(u,B) = 0. De d(u,B) = 0, segue que u ∈ B = B, pois B é fechado.

Dáı

c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε. (1.2)

Por outro lado, como d(u,X\A) = 0, então u ∈ X\A. Logo existe uma sequência

(un) ⊂ X\A tal que un → u. Mas como (un) ⊂ X\A, então para alguma subsequência

(unj
) ⊆ un, temos que

I(unj
) > c+ 2ε ou I(unj

) < c− 2ε.

Como I é cont́ınua, passando ao limite, obtemos

I(u) ≥ c+ 2ε ou I(u) ≤ c− 2ε,

o que contraria (1.2). Logo o denominador na expressão que define ψ é sempre positivo.

Observe que, como

0 ≤ d(u,X\A) ≤ d(u,X\A) + d(u,B),

segue que
d(u,X\A)

d(u,X\A) + d(x,B)
≤ 1.

Logo, 0 ≤ ψ(u) ≤ 1 para todo u ∈ X. Além disso,

ψ(u) =

{
1, se u ∈ B;

0, se u ∈ X\A.

Afirmação 1: ψ é localmente lipschitziana. (cf. Definição C.3)

De fato, vamos denotar, para cada T ⊆ X e u ∈ X, dT (u) = d(u, T ). Fixado u ∈ X,

11
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temos para todo v ∈ X,

|ψ(u)− ψ(v)| =

∣∣∣∣∣ dX\A(u)

dX\A(u) + dB(u)
−

dX\A(v)

dX\A(v) + dB(v)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣dX\A(u)[dX\A(v) + dB(v)]− dX\A(v)[dX\A(u) + dB(u)]

[dX\A(u) + dB(u)][dX\A(v) + dB(v)]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ dX\A(u)dB(v)− dX\A(v)dB(u)

[dX\A(u) + dB(u)][dX\A(v) + dB(v)]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣dX\A(u)dB(v) + dB(v)[dX\A(v)− dX\A(v)]− dX\A(v)dB(u)

[dX\A(u) + dB(u)][dX\A(v) + dB(v)]

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣dB(v)[dX\A(u)− dX\A(v)] + dX\A(v)[dB(v)− dB(u)]

[dX\A(u) + dB(u)][dX\A(v) + dB(v)]

∣∣∣∣∣
≤

dB(v)|dX\A(u)− dX\A(v)|+ dX\A(v)|dB(v)− dB(u)|
[dX\A(u) + dB(u)][dX\A(v) + d(v,B)]

Como a função distância é uma contração fraca (cf. Proposição C.2) segue que,

|ψ(u)− ψ(v)| ≤
‖u− v‖ [dB(v) + dX\A(v)]

[dX\A(u) + dB(u)][dX\A(v) + dB(v)]
=

‖u− v‖
dX\A(u) + dB(u)

.

Notemos que a aplicação u 7→ d(u,X\A) + d(u,B) é limitada inferiormante por

uma constante positiva em cada subconjunto limitado de X. Pois como d(u,X\A) +

d(u,B) > 0 para todo u ∈ X, então existe K > 0 e uma vizinhança Vu de u tal que

d(w,X\A) + d(w,B) ≥ 1
K
> 0 para todo w ∈ Vu. Dessa forma, se u1, u2 ∈ Vu, então

|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤ K||u1 − u2||,

e portanto, ψ é localmente lipschitziana.

Como I ∈ C1(X,R), então pelo Lema A.1 existe um campo pseudogradiente para I

em X̃ = {u ∈ X : I ′(u) 6= 0 } , isto é, uma aplicação localmente lipschitiziana

g : X̃ → X tal que, para todo u ∈ X̃,

(PG1) ‖g(u)‖ ≤ 2 ‖I ′(u)‖X′ ;

(PG2) I ′(u)g(u) ≥ ‖I ′(u)‖2
X′ .

Considere a aplicação f : X → X dada por

f(u) =

 −ψ(u)
g(u)

‖g(u)‖2 , se u ∈ A,

0, se u ∈ X\A.

12
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Afirmação 2: f é limitada e localmente lipschitziana.

Por (PG2), para u ∈ A temos

‖I ′(u)‖2
X′ ≤ I ′(u)g(u) ≤ ‖I ′(u)‖X′ ‖g(u)‖ .

Se u ∈ A então I ′(u) 6= 0, e portanto,

‖I ′(u)‖X′ ≤ ‖g(u)‖ .

Logo,
1

‖g(u)‖
≤ 1

‖I ′(u)‖X′
≤ 1

2ε
. (1.3)

Dessa forma, dado u ∈ A, temos

‖f(u)‖ = |−ψ(u)| ‖g(u)‖
‖g(u)‖2 ≤

1

‖g(u)‖
≤ 1

‖I ′(u)‖X′
≤ 1

2ε
. (1.4)

Além disso, se u /∈ A, então f(u) = 0. Logo, f é limitada.

Observe que, dado u ∈ X existe uma vizinhança Vu ⊆ X tal que ψ e g são local-

mente lipschitizianas em Vu. Sendo assim, dados u1, u2 ∈ Vu, temos:

Caso 1: se u1, u2 ∈ X\A, segue que

||f(u1)− f(u2)|| = 0 ≤ ||u1 − u2||.

Caso 2: se u1 ∈ X\A e u2 ∈ A, então usando (1.3) e o fato de ψ ser localmente

lipschitiziana, segue que,

‖f(u1)− f(u2)‖ =

∥∥∥∥−ψ(u2)
g(u2)

||g(u2)||2

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥−ψ(u2)
g(u2)

||g(u2)||2
+ ψ(u1)

g(u2)

||g(u2)||2

∥∥∥∥
=

1

||g(u2)||
|ψ(u1)− ψ(u2)|

≤ 1

2ε
‖u1 − u2‖ .

Caso 3: se u1, u2 ∈ A, note que

‖f(u1)− f(u2)‖ =
∥∥∥−ψ(u1)

g(u1)

‖g(u1)‖2 + ψ(u2)
g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥
=

∥∥∥−ψ(u1)
g(u1)

‖g(u1)‖2 ± ψ(u1)
g(u2)

‖g(u2)‖2 + ψ(u2)
g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥
≤ |ψ(u1)|

∥∥∥ g(u1)

‖g(u1)‖2 −
g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥+
∥∥∥ g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥ |ψ(u1)− ψ(u2)|

≤
∥∥∥ g(u1)

‖g(u1)‖2 −
g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥+ 1
2ε
|ψ(u1)− ψ(u2)| .

13
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Como ψ é localmente lipschitiziana, segue que

|ψ(u1)− ψ(u2)| ≤ C1 ‖u1 − u2‖ .

Por outro lado, usando o fato de g ser localmente lipschitiziana, temos que

∥∥∥ g(u1)

‖g(u1)‖2 −
g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥ =
∥∥∥ g(u1)

‖g(u1)‖2 −
g(u1)

‖g(u2)‖2 + g(u1)

‖g(u2)‖2 −
g(u2)

‖g(u2)‖2

∥∥∥
= ‖g(u1)‖

∥∥∥ 1
‖g(u1)‖2 −

1
‖g(u2)‖2

∥∥∥+ 1
‖g(u2)‖2 ‖g(u1)− g(u2)‖

≤ ‖g(u1)‖
∥∥∥‖g(u2)‖2−‖g(u1)‖2

‖g(u1)‖2‖g(u2)‖2

∥∥∥+ 1
4ε2
‖g(u1)− g(u2)‖

= |〈g(u2)−g(u1),g(u2)+g(u1)〉|
‖g(u1)‖2‖g(u2)‖2 + 1

4ε2
‖g(u1)− g(u2)‖

≤ ‖g(u2)−g(u1)‖ ‖g(u2)+g(u1)‖
‖g(u1)‖2‖g(u2)‖2 + 1

4ε2
‖g(u1)− g(u2)‖

= ‖g(u2)+g(u1)‖
‖g(u1)‖2‖g(u2)‖2 ‖g(u2)− g(u1)‖+ 1

4ε2
‖g(u1)− g(u2)‖

= C2 ‖g(u1)− g(u2)‖

≤ C3 ‖u1 − u2‖ .

Sendo assim,

‖f(u1)− f(u2)‖ ≤ C ‖u1 − u2‖ .

Portanto, considerando os 3 casos acima, temos que f é localmente lipschitizana.

Considere agora, para cada u ∈ X fixado, o problema de Cauchy

(PC)u


d

dt
σ(t, u) = f(σ(t, u))

σ(0, u) = u

Como f é limitada e localmente lipschitziana, então (PC)u tem uma única solução

cont́ınua definida para t em um intervalo maximal (t−(u), t+(u)).

Afirmação 3: t+(u) = +∞ e t−(u) = −∞.

De fato, suponha por contradição que t+(u) < +∞. Seja (tn) ⊂ (−∞, t+(u)) uma

14
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sequência tal que tn → t+(u). Como f é limitada, temos que

‖σ(tm, u)− σ(tn, u)‖ =

∥∥∥∥∫ tm

tn

d

ds
(σ(s, u))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ tm

tn

f(σ(s, u))ds

∥∥∥∥
≤

∫ tm

tn

‖f(σ(s, u))‖ ds

≤ K ‖tm − tn‖ −→ 0 quando m,n→∞,

visto que (tn) ⊂ R é uma sequência de Cauchy. Então (σ(tn, u)) também é uma

sequência de Cauchy em X. Portanto, (σ(tn, u)) converge para algum ũ ∈ X quando

tn → t+(u). Considerando agora o problema de Cauchy

(PC)ũ


d

dt
σ(t, u) = f(σ(t, u)),

σ(t+(u), u) = ũ

obteŕıamos uma extensão de σ(t, u) no intervalo [t+(u) − δ, t−(u) + δ], para algum

δ > 0. Mas isto é um absurdo pois, como já vimos, o intervalo (t+(u), t−(u)) é maximal.

Analogamente provamos que t−(u) = −∞.

A dependência cont́ınua de soluções do problema (PC)u com relação aos

dados iniciais implica que σ é cont́ınua em R ×X. Sendo assim, podemos definir

η ∈ C([0, 1]×X,X) por

η(t, u) = σ(8εt, u). (1.5)

Observe que I(σ(·, u)) é não crescente para todo u ∈ X. De fato, note que se

σ(t, u) ∈ X\A, então ψ(σ(t, u)) = 0, donde
d

dt
I(σ(t, u)) = 0. Considerando agora

u ∈ A, temos

d

dt
I(σ(t, u)) = I ′(σ(t, u))

d

dt
σ(t, u)

= I ′(σ(t, u))f(σ(t, u))

= −I ′(σ(t, u))ψ(σ(t, u))g(σ(t, u)) ‖g(σ(t, u))‖−2 .

Como ψ é não negativa, segue de (PG1) e (PG2) que

d

dt
I(σ(t, u)) ≤ −ψ(σ(t, u))

4
≤ 0. (1.6)

Logo,
d

dt
I(σ(t, u)) ≤ 0 para todo u ∈ X, e portanto, I(σ(·, u)) é não crescente.
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Vamos agora verificar que η definida como em (1.5) satisfaz (i)-(iii).

Por definição η(0, u) = u para todo u ∈ X, e portanto, vale (i). Se u /∈ I−1([c −
2ε, c+2ε]) então u ∈ X\A, donde f(u) = 0. Dáı σ(t, u) = u é solução de (PC)u. Segue

da unicidade de soluções de (PC)u que η(t, u) = σ(t, u) = u para todo t ∈ [0, 1]. Logo,

vale (ii).

Resta mostrar que η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε. Dado u ∈ Ic+ε, vamos dividir a prova de (iii)

em dois casos:

Caso 1: existe t0 ∈ [0, 8ε] tal que I(σ(t0, u)) < c− ε.

Neste caso, como I(σ(t, u)) é não crescente, temos

I(σ(t, u)) ≤ I(σ(t0, u)) < c− ε,

para todo t ≥ t0. Em particular para t = 8ε, obtemos:

I(η(1, u)) = I(σ(8ε, u)) < c− ε.

Caso 2: para todo t ∈ [0, 8ε] tem-se σ(t, u) ∈ I−1([c− ε, c+ ε]) = B.

Neste caso, usando (1.6),

I(η(1, u)) = I(σ(8ε, u))

= I(u) +

∫ 8ε

0

d

dt
I(σ(t, u))dt

≤ I(u)− 1

4

∫ 8ε

0

ψ(σ(t, u))dt.

Como σ(t, u) ∈ B para todo t ∈ [0, 8ε], temos que ψ(σ(t, u)) = 1 em [0, 8ε] e,

portanto,

I(η(1, u)) ≤ I(u)− 1

4

∫ 8ε

0

ψ(σ(t, u))dt

= I(u)− 1

4

∫ 8ε

0

1dt

≤ c+ ε− 2ε

= c− ε.

Os dois casos acima mostram que η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε. O lema está provado.

�
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Teorema 1.3 Seja X um espaço de Banach, I ∈ C1(X,R). Suponha que I(0) = 0 e

I satisfaz

(I1) existem constantes ρ > 0, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e I(e) ≤ I(0).

Então, para cada ε > 0, existe u ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ I(u) ≤ c+ 2ε;

(b) ‖I ′(u)‖X′ < 2ε

onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Demonstração: Observe primeiramente que, para cada γ ∈ Γ,

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ α.

De fato, se e ∈ X é dado por (I2), então e 6∈ Bρ(0). Como γ ∈ Γ, existe t0 ∈ [0, 1] tal

que γ(t0) ∈ ∂Bρ(0), isto é, γ([0, 1]) ∩ ∂Bρ(0) 6= ∅. Por (I1), temos que

inf
w∈∂Bρ(0)

I(w) ≥ α.

Mas

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ I(γ(t0)) ≥ inf
w∈∂Bρ(0)

I(w) ≥ α.

Logo,

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ α.

Tomando o ı́nfimo para γ ∈ Γ, temos que

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ α > 0,

isto é, c ≥ α > 0.

Suponha, por absurdo, que a conclusão do teorema seja falsa. Então existe ε > 0

tal que para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+2ε]) tem-se ‖I ′(u)‖X′ ≥ 2ε. Observe que podemos

supor, sem perda de generalidade, que c−2ε > 0. De fato, basta notar que se ε0 ∈ (0, ε),

então como I−1([c− 2ε0, c + 2ε0]) ⊂ I−1([c− 2ε, c + 2ε]), tem-se ‖I ′(u)‖X′ ≥ 2ε > 2ε0.

Então, diminuindo ε se necessário, podemos assumir I(e) ≤ I(0) = 0 < c− 2ε.

Pelo Lema de Deformação, existe uma função η ∈ C([0, 1]×X,X) tal que

(i) η(t, u) = u para todo u 6∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]);
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(ii) η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε.

Dado γ ∈ Γ, considere h : [0, 1] → X dada por h(t) = η(1, γ(t)). Como η ∈
C([0, 1] × X,X) e γ ∈ C([0, 1], X), então h ∈ C([0, 1], X). Além disso, como 0, e /∈
I−1[c− 2ε, c+ 2ε], segue do item (i) acima que

h(0) = η(1, γ(0)) = η(1, 0) = 0,

e

h(1) = η(1, γ(1)) = η(1, e) = e.

Logo h ∈ Γ, e portanto,

c ≤ max
t∈[0,1]

I(h(t)).

Usando a definição de c, existe γ̃ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ̃(t)) ≤ c+ ε.

Então γ̃(t) ∈ Ic+ε e segue de (ii) do Lema de Deformação que η(1, γ̃(t)) ∈ Ic−ε. Logo,

h(t) = η(1, γ̃(t)) ∈ Ic−ε, dáı

max
t∈[0,1]

I(h(t)) ≤ c− ε.

Sendo assim,

c ≤ max
t∈[0,1]

I(h(t)) ≤ c− ε,

o que é uma contradição.

�

Estamos prontos para provar o Teorema do Passo da Montanha.

Demonstração do Teorema 1.2: Tomando εn =
1

n
> 0 e aplicando o Teorema 1.3,

obtemos (un) ⊂ X tal que

c− εn ≤ I(un) ≤ c+ εn,

e

‖I ′(un)‖X′ < 2εn.

Como εn → 0 quando n → ∞, (un) ⊂ X é uma sequência de Palais-Smale no ńıvel c.

Logo, como I satisfaz a condição (PS)c, existe uma subsequência (unj
) ⊂ (un) tal que

unj
→ u ∈ X. Como I ∈ C1(X,R), então I(u) = c e I ′(u) = 0, ou seja, c é um valor

cŕıtico de I.

�
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Caṕıtulo 1. Resultados Abstratos

No que segue, apresentamos uma versão do Teorema do Passo da Montanha com

uma condição de compacidade um pouco mais geral, cuja prova pode ser encontrada

em [5]. Lembremos inicialmente que um funcional I ∈ C1(X,R) satisfaz a condição de

Cerami no ńıvel d ∈ R, denotada por (Ce)d, se toda sequência (un) ⊂ X cumprindo

I(un) → d e (1 + ‖un‖) ‖I ′(un)‖X′ → 0, (1.7)

possui subsequência convergente.

Teorema 1.4 Seja X um espaço de Banach, I ∈ C1(X,R). Suponha que I(0) = 0 e

I satisfaz

(I1) existem constantes ρ > 0, α > 0 tais que I|∂Bρ(0) ≥ α;

(I2) existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e I(e) ≤ I(0).

Seja

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Se I satisfaz (Ce)c, então c é um valor cŕıtico de I.
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Caso Assintoticamente Linear

Neste caṕıtulo vamos estudar a existência de solução fraca para o problema

(P )


−∆u = h(x)uq + f(x, u), x ∈ Ω,

u ≥ 0, Ω,

u = 0, ∂Ω

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio suave e limitado, N ≥ 3, u ∈ H1
0 (Ω), 0 < q < 1 e as

funções h e f satisfazem as seguintes condições:

(h1) h ∈ C(Ω), h(x) 6= 0;

(f0) f ∈ C(Ω× R,R+);

(f1) f(x, 0) = 0 e f(x, s) ≥ (6=) 0 ∀ s ≥ 0, x ∈ Ω;

(f2) lim
s→0+

f(x, s)

s
= µ ∈ [0, λ1) uniformemente em x ∈ Ω;

(f3) lim
s→∞

f(x, s)

s
= ` ∈ (λ1,+∞) uniformemente em x ∈ Ω;

onde λ1 é o primeiro autovalor associado ao problema{
−∆u = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Conforme explicado na introdução, as soluções fracas do problema (P ) são os pontos

cŕıticos do funcional I : H1
0 (Ω) → R dado por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+)q+1dx−
∫

Ω

F (x, u+)dx (2.1)

onde u+ = max{u, 0} e F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds.
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Os principais resultados deste caṕıtulo são:

Teorema A Suponha que 0 < q < 1, (h1), (f0) − (f3) e que existe v ∈ H1
0 (Ω) tal

que

(h2)

∫
Ω

h(x)(v+)q+1dx > 0.

Então existe uma constante m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal que, se |h|∞ < m, o problema

(P ) tem uma solução fraca v1 ∈ H1
0 (Ω) tal que I(v1) < 0. Além disso, se h(x) ≥ 0,

então v1 > 0 q.t.p. em Ω.

Teorema B Suponha que 0 < q < 1, (h1), (f0) − (f3). Então existe uma constante

m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal que se |h|∞ < m, o problema (P ) tem uma solução fraca

v2 ∈ H1
0 (Ω) tal que I(v2) > 0. Além disso, se h(x) ≥ 0, então v2 > 0 q.t.p. em Ω.

No que segue, denotamos por H o espaço H1
0 (Ω) munido com a norma

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2
) 1

2

e H∗ o dual de H1
0 (Ω). Vamos escrever C∞

0 (Ω) para indicar o conjunto das funções de

classe C∞ que tem suporte compacto em Ω e indicaremos por |u|r a Lr−norma de uma

função u ∈ Lr(Ω).

Vamos enunciar e provar alguns lemas que serão necessários para demonstrar

os Teoremas A e B. Observe incialmente que fixado k ∈ (1, 2∗ − 1) segue de (f3) que

(f4) lim
s→∞

f(x, s)

sk
= lim

s→∞

f(x, s)

s

1

sk−1
= 0 uniformemente em x ∈ Ω.

Começamos com algumas estimativas para f e sua primitiva.

Lema 2.1 Suponha (f0)−(f2) e (f4). Então para todo ε > 0, existe Cε = C(ε, k, f,Ω) >

0 tal que

f(x, s) ≤ (µ+ ε)s+ Cεs
k, (2.2)

e

F (x, s) ≤ µ+ ε

2
s2 +

Cε

k + 1
sk+1, (2.3)

para todo (x, s) ∈ Ω× [0,∞).

Demonstração: Dado ε > 0, como

lim
s→∞

f(x, s)

sk
= 0,
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existe um Rε > 0 tal que ∣∣∣∣∣f(x, s)

sk

∣∣∣∣∣ < ε, para todo s ≥ Rε,

e portanto,

f(x, s) < εsk, para todo s ≥ Rε. (2.4)

Por outro lado, usando (f2), obtemos δ > 0 tal que∣∣∣∣∣f(x, s)

s
− µ

∣∣∣∣∣ < ε, para todo 0 ≤ s < δ,

donde

f(x, s) < (ε+ µ)s, para todo 0 ≤ s < δ. (2.5)

Note que, como f é cont́ınua, então a função
f(x, s)

sk
é cont́ınua em [δ, Rε]. Assim,

existe Mε ≥ 0 tal que ∣∣∣∣∣f(x, s)

sk

∣∣∣∣∣ ≤Mε, para todo s ∈ [δ, Rε]

e consequentemente

f(x, s) < Mεs
k, para todo s ∈ [δ, Rε]. (2.6)

Dessa forma, como f(x, s) ≥ 0, segue de (2.4), (2.5) e (2.6) que, para todo (x, s) ∈
Ω× [0,∞)

f(x, s) ≤ (µ+ ε)s+Mεs
k + εsk

= (µ+ ε)s+ Cεs
k.

Integrando a última desigualdade, obtemos para todo (x, s) ∈ Ω× [0,∞)

F (x, s) ≤ (µ+ ε)

2
s2 +

Cε

k + 1
sk+1,

o que conclui o lema.

�

No que segue provamos a regularidade do funcional I definido em (2.1).

Proposição 2.1 Suponha (h1), (f0)− (f2) e (f4). Então o funcional I é de classe C1

em H e

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

(h(x)(u+)q + f(x, u+))vdx, para todo v ∈ H.
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Demonstração: Considerando P, p : Ω× R → R dados por

P (x, s) =
1

q + 1
h(x)(s+)q+1 + F (x, s+)

e

p(x, s) = h(x)(s+)q + f(x, s+),

temos que

I(u) = J0(u)− J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

P (x, u)dx

onde P (x, t) =

∫ t

0

p(x, s)ds.

Pela Proposição B.2 (ver Apêndice) J0 é de classe C1 em H. Para mostrar que J

é de classe C1 em H, basta verificar que p satisfaz (p0) e (p1) da Proposição B.3, (ver

Apêndice). Como h ∈ C(Ω,R) e f ∈ C(Ω× R,R) então p ∈ C(Ω× R,R). Pelo Lema

2.1, temos

f(x, s) ≤ (µ+ ε)s+ Cεs
k para todo s ≥ 0, x ∈ Ω,

então

|f(x, s)| ≤ C1 |s|+ C2 |s|k .

Note que

C1 |s|+ C2 |s|k ≤

{
C3 |s|k , se |s| ≥ 1;

C4 + C5 |s|k , se |s| ≤ 1.

Logo,

|f(x, s)| ≤ Ĉ1 + Ĉ2 |s|k para todo s ≥ 0, x ∈ Ω. (2.7)

Além disso, como 0 < q < 1 e 1 < k < 2∗ − 1, segue que

|s|q ≤

{
|s|k , se |s| ≥ 1;

C6, se |s| ≤ 1.

Logo, |s|q ≤ C7 + |s|k . Dessa forma,∣∣h(x)(s+)q
∣∣ ≤ |h|∞ |s|

q ≤ C8 + C9 |s|k para todo s ≥ 0, x ∈ Ω. (2.8)

Por (2.7) e (2.8), temos

|p(x, s)| = |h(x)(s+)q + f(x, s+)|
≤ |h(x)(s+)q|+ |f(x, s+)|
≤ a1 + a2 |s|k .

Assim (p1) é satisfeita. Segue da Proposição B.3 que I é de classe C1 em H com

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

h(x)(u+)qdx−
∫

Ω

f(x, u+)dx.
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�

O lema que demonstraremos abaixo será utilizado na demonstração dos Teoremas

A e B. Ele mostra que toda sequência de Palais-Smale no ńıvel d que é limitada possui

subsequência convergente.

Lema 2.2 Seja (un) ⊂ H uma sequência de Palais-Smale no ńıvel d. Se (un) é limi-

tada, então existe uma subsequência (unj
) ⊂ (un) tal que unj

→ v ∈ H.

Demonstração: Temos que I(u) = J0(u)− J(u), onde

J0(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx

e

J(u) =
1

q + 1

∫
Ω

(h(x)(u+)q+1 + F (x, u+))dx.

Pela Proposição 2.1

I ′(u) = u− J ′(u)

e, pelo Teorema B.1, (ver Apêndice), J ′ é compacto. Dessa forma, sendo (un) limitada,

existe uma subsequência (unj
) ⊂ (un) tal que

J ′(unj
) → v ∈ H∗.

Como,

unj
= I ′(unj

) + J ′(unj
)

e I ′(unj
) → 0 em H∗, obtemos

unj
→ v.

�

2.1 Existência de uma solução via minimização

Nesta seção, provamos o teorema A. Para tal utilizaremos o seguinte lema:

Lema 2.3 Suponha (h1), (f0) − (f2) e (f4). Então existe m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal

que, se |h|∞ < m, existem ρ > 0 e α > 0 tais que I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ H com

||u|| = ρ.

Demonstração: Por (f2), temos µ < λ1. Logo podemos tomar ε0 > 0 tal que µ+ ε0 <

λ1. Assim, usando (2.3) obtemos para todo (x, s) ∈ Ω× [0,∞),

F (x, s) ≤ (µ+ ε0)

2
s2 +

Cε0

k + 1
sk+1

≤ (µ+ ε0)

2
s2 + C0s

k+1
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Caṕıtulo 2. Caso Assintoticamente Linear

onde C0 = C0(k, µ, f,Ω). Como h(x) ≤ |h(x)| ≤ |h|∞, segue que

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+)q+1dx−
∫

Ω

F (x, u+)dx

≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− |h|∞
q + 1

∫
Ω

|u|q+1dx− (µ+ ε0)

2

∫
Ω

u2dx− C0

∫
Ω

|u|k+1dx.

Lembrando que

λ1

∫
Ω

|u|2dx ≤
∫

Ω

|∇u|2dx para todo u ∈ H,

e µ+ ε0 < λ1, segue que

I(u) ≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− |h|∞
q + 1

∫
Ω

|u|q+1dx− (µ+ ε0)

2λ1

∫
Ω

|∇u|2dx− C0

∫
Ω

|u|k+1dx

=

(
1

2
− (µ+ ε0)

2λ1

)
||u||2 − 1

q + 1
|h|∞|u|q+1

q+1 − C0|u|k+1
k+1.

Pelas imersões de Sobolev H ↪→ Lk+1(Ω) e H ↪→ Lq+1(Ω), obtemos

I(u) ≥ C1||u||2 − C2|h|∞||u||q+1 − C3||u||k+1

=

(
C1 − C2|h|∞||u||q−1 − C3||u||k−1

)
||u||2,

(2.9)

onde C1 =

(
1

2
− (µ+ ε0)

2λ1

)
> 0, C2 = C2(q,N,Ω) e C3 = C3(C0, k,N,Ω).

Considere para t ≥ 0, a função g dada por

g(t) = C2|h|∞tq−1 + C3t
k−1.

Queremos encontrar um t > 0 tal que g(t) < C1. Para tal, encontraremos o ponto onde

g assume o seu menor valor. Observe que g é diferenciável em (0,+∞) e

g′(t) = C2(q − 1)|h|∞tq−2 + C3(k − 1)tk−2.

Fazendo g′(t0) = 0, temos

C2(q − 1)|h|∞tq−2
0 + C3(k − 1)tk−2

0 = 0,

assim

t0 =

(
C2(1− q)|h|∞)

C3(k − 1)

) 1
k−q

= (C4|h|∞)
1

k−q .
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Então g atinge o seu valor de mı́nimo em t0, pois como 0 < q < 1 < k temos que

lim
t→∞

g(t) = +∞ e lim
t→0+

g(t) = +∞.

Além disso,

g(t0) = C2|h|∞(C4|h|∞)
q−1
k−q + C3(C4|h|∞)

k−1
k−q

= C2C
q−1
k−q

4 |h|
k−1
k−q
∞ + C3C

k−1
k−q

4 |h|
k−1
k−q
∞

=

(
C2C

q−1
k−q

4 + C3C
k−1
k−q

4

)
|h|

k−1
k−q
∞

= C5|h|
k−1
k−q
∞ ,

onde C5 = C5(q, k, µ, f,N,Ω) e
k − 1

k − q
> 0 desde que 0 < q < 1 < k. Assim, g(t0) < C1

se, e somente se, C5|h|
k−1
k−q
∞ < C1, ou seja, se |h|∞ <

(
C1

C5

) k−q
k−1

. Portanto, para todo

k > 1 fixo, existe m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal se |h|∞ < m, então g(t0) < C1, isto é,

C1 − g(t0) = C6 > 0.

Tomando ρ = t0 em (2.9), temos ||u|| = t0 e

I(u) ≥ (C1 − g(t0))t0
2

= C6 ‖u‖2

≥ C6ρ
2 = α > 0.

Isso conclui a prova do lema.

�

Estamos prontos para obter a primeira solução para o problema (P ).

Demonstração do Teorema A: Seja ρ > 0 dado pelo Lema 2.3 e sejam

Bρ = {u ∈ H : ||u|| ≤ ρ},

∂Bρ = {u ∈ H : ||u|| = ρ}.

Observe que Bρ é um espaço métrico completo com a função distância definida por

d(u, v) = ||u− v|| para u, v ∈ Bρ. Ainda pelo Lema 2.3, temos que

I|∂Bρ ≥ α > 0. (2.10)

Observe que I restrito a Bρ é limitado. De fato, para todo u ∈ H tal que ||u|| ≤ ρ

temos, pelo Lema 2.1, que

|I(u)| ≤ 1

2
‖u‖2 dx+

1

q + 1

∫
Ω

∣∣h(x)(u+)q+1
∣∣ dx+

∫
Ω

∣∣F (x, u+)
∣∣ dx

≤ 1

2
‖u‖2 dx+

1

q + 1
|h|∞

∫
Ω

|u|q+1 dx+

∫
Ω

(C1 |u|2 + C2 |u|k+1)dx.
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Pela imersão H ↪→ Lr(Ω), com 1 < r ≤ 2∗, segue que

|I(u)| ≤ 1

2
‖u‖2 + C3 ‖u‖q+1 + C4 ‖u‖2 + C5 ‖u‖k+1

≤ 1

2
ρ2 + C3ρ

q+1 + C4ρ
2 + C5ρ

k+1

= Mρ.

Temos também que I ∈ C1(Bρ,R). Logo, I é semicont́ınuo inferiormente e limitado

em Bρ. Podemos então definir

c1 = inf{ I(u) : u ∈ Bρ }. (2.11)

Afirmação: c1 < 0.

De fato, seja v ∈ H dado pela hipótese (h2). Observe que como f(x, s) ≥ 0 para todo

(x, s) ∈ Ω× R, então

F (x, s+) =

∫ s+

0

f(x, t)dt ≥ 0,

donde ∫
Ω

F (x, u+)dx ≥ 0, ∀ u ∈ H.

Dessa forma, para t > 0, temos

I(tv) =
t2

2

∫
Ω

|∇v|2dx− tq+1

q + 1

∫
Ω

h(x)(v+)q+1dx−
∫

Ω

F (x, tv+)dx

≤ t2

2

∫
Ω

|∇v|2dx− tq+1

q + 1

∫
Ω

h(x)(v+)q+1dx

= tq+1

(
t2−(q+1)

2
||v||2 − 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(v+)q+1dx

)

= tq+1

(
t2−(q+1)C3 − C4

)
,

com C3, C4 > 0. Como q+1 < 2, então t2−(q+1)C3 → 0 quando t→ 0. Logo, para t > 0

suficientemente pequeno, I(tv) < 0 e tv ∈ Bρ. Isso mostra que c1 < 0.

Seja (un) ⊂ Bρ uma sequência tal que

c1 ≤ I(un) ≤ c1 +
1

n
. (2.12)

Como I é semicont́ınuo inferiormante e limitado em Bρ, segue do Prinćıpio Variacional

de Ekeland (cf. Teorema 1.1) que

I(w) > I(un)− 1

n
||un − w||, ∀ w ∈ Bρ, w 6= un. (2.13)
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Vamos provar que ||un|| < ρ para n ≥ 1 suficientemente grande. De fato, suponha

por contradição, que ||unj
|| = ρ, para alguma subsequência (unj

) ⊂ (un). Por (2.10)

segue que

I(unj
) ≥ α > 0.

Fazendo nj →∞ e usando (2.12), temos

c1 = lim
nj→∞

I(unj
) ≥ α > 0,

contrariando c1 < 0. Portanto, ||un|| < ρ para n ≥ 1 suficientemente grande.

Provaremos agora que, I ′(un) → 0 em H. Para tanto, fixe n ∈ N e u ∈ H tal que

‖u‖ = 1 e considere a sequência

wn = un + tu.

Como ||un|| < ρ, para t > 0 suficientemente pequeno, temos

||wn|| ≤ ||un||+ t < ρ,

o que implica wn ∈ Bρ. Assim, segue de (2.13) que

I(un + tu) > I(un)− 1

n
||un − (un + tu)||

= I(un)− t

n
||u||

= I(un)− t

n
,

isto é,
I(un + tu)− I(un)

t
> − 1

n
.

Fazendo t→ 0+, vemos que

I ′(un)u ≥ −1

n
, para todo u ∈ H tal que ||u|| = 1. (2.14)

Observe que trocando u por (−u), obtemos

I ′(un)u ≤ 1

n
,

e assim

|I ′(un)u| ≤ 1

n
∀ u ∈ H, ||u|| = 1.

Logo,

||I ′(un)||H∗ = sup
||u||=1

|I ′(un)u| ≤ 1

n
,

donde se conclui,

I ′(un) → 0.
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Mas por (2.12), temos que I(un) → c1. Segue então que (un) é um sequência de

Palais-Smale no ńıvel c1. Como (un) é limitada, segue do Lema 2.2 que existe uma

subsequência

(unj
) ⊂ (un) tal que unj

→ v1 ∈ H.

Como I ∈ C1(X,R), segue que

I(v1) = c1 e I ′(v1) = 0,

ou seja, v1 satisfaz a primeira equação de (P ).

Observe agora que v1 é não negativa. De fato, sendo v1 uma solução fraca do

problema (P ), então

0 = I ′(v1)φ =

∫
Ω

∇v1∇φdx−
∫

Ω

h(x)(v+
1 )qφdx−

∫
Ω

f(x, v+
1 )φdx, ∀ φ ∈ H.

Em particular, tomando φ = v−1 = max{−v1, 0} obtemos,

0 = I ′(v1)v
−
1 =

∫
Ω

∇v1∇v−1 dx−
∫

Ω

h(x)(v+
1 )qv−1 dx−

∫
Ω

f(x, v+
1 )v−1 dx.

Note que,

se v1 < 0 então v−1 = v1 e v+
1 = 0.

Segue dáı e de (f1) que∫
Ω

h(x)(v+
1 )qv−1 dx = 0 =

∫
Ω

f(x, v+
1 )v−1 dx.

Portanto, ∫
Ω

∇v1∇v−1 dx =

∫
Ω

∣∣∇v−1 ∣∣2 dx = 0,

e assim, v−1 ≡ 0 e portanto, v1 = v+
1 ≥ 0. Dessa forma, v1 é uma solução fraca do

problema (P ).

Além disso, se h(x) ≥ 0, então v1 > 0. De fato, sendo v1 uma solução fraca de (P ),

usando a teoria de regularidade eĺıptica provamos que v1 ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz

−∆v1 = h(x)(v1)
q + f(x, v1) ≥ 0,

Segue do Prinćıpio do Máximo Forte (cf. [10], Teorema 8.19) que v1 > 0 em Ω.

�
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2.2 Existência de uma solução via Teorema Passo

da Montanha

Nesta seção vamos provar a existência de uma segunda solução para o problema

(P ). Para usar o Teorema do Passo da Montanha, mostraremos que o funcional I

possui a geometria do Teorema do Passo da Montanha usando o Lema 2.3 e próximo

resultado.

Lema 2.4 Suponha (h1), (f1) − (f3) Seja ρ > 0 dado pelo Lema 2.3. Então existe

m = m(µ, q, f,N,Ω) > 0 tal que, se |h|∞ < m, existe e ∈ H \Bρ(0) tal que I(e) < 0.

Demonstração: Segue de (f3) que

lim
s→∞

f(x, s)

s
= ` uniformemente em x ∈ Ω.

Usando a regra de L’Hospital, temos

lim
s→∞

F (x, s)

s2
= lim

s→∞

f(x, s)

2s
=
`

2
>
λ1

2
,

uniformemente em x ∈ Ω. Então existem s0 > 0 e τ > 0 tais que,

F (x, s)

s2
≥ `− τ

2
>
λ1

2
∀x ∈ Ω, s ≥ s0. (2.15)

Usando (f2), temos que existe 0 < δ < s0 tal que, se 0 < s < δ então∣∣∣∣f(x, s)

s
− µ

∣∣∣∣ < µ

2
,

assim,
f(x, s)

s
≥ µ

2
, ∀ x ∈ Ω, 0 < s < δ.

Integrando a última inequação, obtemos

F (x, s)

s2
≥ µ

4
, ∀ x ∈ Ω, 0 < s < δ. (2.16)

No intervalo [δ, s0] a função
F (x, s)

s2
é cont́ınua, pois em [δ, s0], f é cont́ınua. Logo

F (x, s)

s2
≥ C1, ∀ x ∈ Ω, s ∈ [δ, s0]. (2.17)

Portanto, por (2.15), (2.16) e (2.17) seque que

F (x, s) ≥ (`− τ)

2
s2 − C,
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para alguma constante C > 0.

Seja ϕ1 > 0 uma λ1-autofunção. Segue de (2.15) que,

I(tϕ1) =
1

2

∫
Ω

|∇(tϕ1)|2dx−
1

q + 1

∫
Ω

h(x)(tϕ+
1 )q+1dx−

∫
Ω

F (x, tϕ1)dx

≤ t2

2

∫
Ω

|∇ϕ1|2dx−
tq+1

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ+
1 )q+1dx− t2

2

∫
Ω

(`− τ)ϕ2
1dx+ C |Ω| ,

onde |Ω| denota a medida do conjunto Ω. Lembrando que

λ1

∫
Ω

|ϕ1|2dx =

∫
Ω

|∇ϕ1|2dx,

segue que

I(tϕ1)

t2
≤ λ1

2

∫
Ω

ϕ2
1dx−

t(q+1)−2

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ+
1 )q+1dx− 1

2

∫
Ω

(`− τ)ϕ2
1dx+

C |Ω|
t2

=
1

2

∫
Ω

(λ1 − `+ τ)ϕ2
1dx−

t(q+1)−2

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ+
1 )q+1dx+

C |Ω|
t2

.

Como q + 1 < 2, então

lim
t→∞

t(q+1)−2

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ+
1 )q+1dx− C |Ω|

t2
= 0.

Por (2.15), λ1 − `− τ < 0. Dáı

1

2

∫
Ω

(λ1 − `+ τ)ϕ2
1dx < 0.

Logo,

lim
t→∞

sup
I(tϕ1)

t2
< 0,

e portanto, para algum t > 0 suficientemente grande, I(tϕ1) < 0. Deste modo, tomando

ρ dado pelo Lema 2.3 e considerando e = tϕ1 ∈ H, com t suficientemente grande, tem-se

||e|| > ρ e I(e) < 0.

Isto finaliza a prova do lema.

�

Vamos provar o Teorema B.

Demonstração do Teorema B: O funcional I satisfaz a geometria do Teorema do

Passo da Montanha, pois I(0) = 0 e I|∂Bρ(0) ≥ α > 0 onde ρ, α são dados pelo Lema

2.3. Além disso, pelo Lema 2.4, temos que existe e ∈ H com ‖e‖ > ρ tal que I(e) < 0.
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Resta somente verificar que I satisfaz (PS)c, onde c ≥ α > 0 é o ńıvel dado pelo

Teorema 1.2. Seja então (un) ⊂ H tal que

I(un) → c e ‖I ′(un)‖H∗ → 0. (2.18)

Vamos mostrar que (un) é limitada em H.

Observe primeiramente que (2.18) implica que

I(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x, u+
n )dx = c+ o(1), (2.19)

e, para toda φ ∈ H,

I ′(un)φ =

∫
Ω

∇un∇φdx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )qφdx−

∫
Ω

f(x, u+
n )φdx = o(1), (2.20)

em que o(1) denota uma quantidade que tende a zero quando n → ∞. Suponha,

por contradição, que (un) não seja limitada em H. Então, a menos de subsequência,

‖un‖ → ∞. Considere a sequência limitada

wn =
un

‖un‖
. (2.21)

Sendo (wn) limitada no espaço reflexivo H temos que, a menos de subsequência,

wn ⇀ w fracamente em H. (2.22)

Como a imersão de Sobolev H ↪→ Lr(Ω) é compacta para 1 ≤ r < 2∗, segue que, a

menos de subsequência,
wn → w fortemente em Lr(Ω),

wn(x) → w(x) q.t.p. em Ω

|wn(x)| ≤ ψr(x) q.t.p. em Ω, para alguma função ψr ∈ Lr(Ω).

(2.23)

Analogamente,

w+
n =

u+
n

‖un‖
satisfaz 

w+
n ⇀ w+ fracamente em H;

w+
n → w+ fortemente em Lr(Ω);

w+
n (x) → w+(x) q.t.p em Ω;

|w+
n (x)| ≤ ψr(x) ∈ Lr(Ω).

(2.24)
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Afirmação 1: w 6= 0.

De fato, suponha por contradição, que w = 0. Então

w+
n (x) → w+(x) = 0 q.t.p em Ω.

Observe primeiramente que,

lim
n→∞

∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx = lim

n→∞

∫
Ω

F (x,w+
n (x))dx = lim

n→∞

∫
Ω

f(x,w+
n (x))wn(x)dx = 0.

De fato, note inicialmente que

h(x)(w+
n (x))q+1 −→ h(x)(w+(x))q+1 = 0 q.t.p em Ω. (2.25)

Como q + 1 < 2 < 2∗, segue de (2.24) que existe ψq+1 ∈ Lq+1(Ω) tal que

|w+
n (x)| ≤ ψq+1(x). Dessa forma, tem-se∣∣h(x)(w+

n (x))q+1
∣∣ ≤ |h|∞ (ψq+1(x))

q+1 ∈ L1(Ω). (2.26)

Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx −→ 0.

Por outro lado, pelo Lema 2.1 temos que,

F (x, s) ≤ C1s
2 + C2s

k+1, ∀ (x, s) ∈ Ω× [0,∞).

Logo, por (f1) e (2.24), temos

0 ≤ F (x,w+
n (x)) ≤ C1(w

+
n (x))2 + C2(w

+
n (x))k+1 −→ 0 q.t.p em Ω.

isto é,

F (x,w+
n (x)) −→ 0 q.t.p em Ω. (2.27)

Pelo mesmo argumento feito anteriormente, temos que∣∣F (x,w+
n (x))

∣∣ ≤ C1

∣∣(w+
n (x))2

∣∣+ C2

∣∣(w+
n (x))k+1

∣∣
≤ C1(ψ2(x))

2 + C2(ψk+1(x))
k+1 ∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convegência Dominada, segue∫
Ω

F (x,w+
n (x))dx −→ 0.

Ainda pelo Lema 2.1 temos que,

f(x, s) ≤ (µ+ ε)s+ Cεs
k.
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Usando (2.23), (2.24) e um argumento análogo ao feito acima, conclúımos que∫
Ω

f(x,w+
n (x))wn(x)dx −→ 0.

Note que como I ′(un) → 0 então, para uma sequência (zn) ⊂ H limitada, tem-se

I ′(un)zn → 0. Segue então de (2.20) que

o(1) = I ′(un)
un

‖un‖2

=
1

‖un‖2

∫
Ω

∇un∇undx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )q un

‖un‖2dx−
∫

Ω

f(x, u+
n )

un

‖un‖2dx,

isto é,

‖wn‖2 −
∫

Ω

h(x)(u+
n )q un

‖un‖2dx−
∫

Ω

f(x, u+
n )

un

‖un‖2dx = o(1). (2.28)

Observe que ∫
Ω

h(x)(u+
n )qundx =

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx.

De fato, pois como u+
n = un se un ≥ 0 e u+

n = 0 se un < 0, segue que∫
Ω

h(x)(u+
n )qundx =

∫
{un≥0}

h(x)(u+
n )qundx+

∫
{un<0}

h(x)(u+
n )qundx

=

∫
{un≥0}

h(x)(u+
n )qu+

n dx+

∫
{un<0}

h(x)(0)qundx

=

∫
{un≥0}

h(x)(u+
n )qu+

n dx+ 0

=

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx.

Dessa forma, como w+
n =

u+
n

‖un‖
, obtemos

∫
Ω

h(x)(u+
n )q un

‖un‖2dx =
1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx. (2.29)
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Do mesmo modo, por (f1) tem-se∫
Ω

f(x, u+
n )undx =

∫
{un≥0}

f(x, u+
n )undx+

∫
{un<0}

f(x, u+
n )undx

=

∫
{un≥0}

f(x, u+
n )u+

n dx+

∫
{un<0}

f(x, 0)undx

=

∫
{un≥0}

f(x, u+
n )u+

n dx+

∫
{un<0}

0undx

=

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx.

Sendo assim, ∫
Ω

f(x, u+
n )

un

‖un‖2dx =

∫
Ω

p(x, un)(w+
n )2dx,

onde

p(x, s) =


f(x, s+)

s+
, se s > 0,

0, se s ≤ 0.

Portanto, segue de (2.28) e dos resultados obtidos acima, que

‖wn‖2 − 1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx−

∫
Ω

p(x, un)(w+
n )2dx = o(1). (2.30)

Note que como 1−q > 0, então
1

‖un‖1−q é limitada e, como

∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx −→ 0,

segue que
1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx −→ 0. (2.31)

Logo,

‖wn‖2 −
∫

Ω

p(x, un)(w+
n )2dx = o(1). (2.32)

Note também que existe uma constante M > 0 tal que

|p(x, s)| ≤M ∀ (x, s) ∈ Ω× R. (2.33)

De fato, considere s ≥ 0. Dado ε > 0, por (f2) existe δ > 0 tal que∣∣∣∣f(x, s)

s
− µ

∣∣∣∣ < ε, ∀ 0 < s < δ

e portanto,
f(x, s)

s
< (ε+ µ), ∀ 0 < s < δ.
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Por outro lado, por (f3), obtemos Rε > 0 tal que∣∣∣∣f(x, s)

s
− `

∣∣∣∣ < ε, ∀ s ≥ Rε,

assim
f(x, s)

s
< (ε+ `), ∀ s ≥ Rε.

Como f é cont́ınua, segue que se 0 < δ ≤ s ≤ Rε, então
f(x, s)

s
também é cont́ınua e,

neste intervalo, temos

∣∣∣∣f(x, s)

s

∣∣∣∣ ≤M1. Dessa forma, como

f(x, s)

s
≥ 0 para todo s > 0,

então existe M > 0 tal que

0 ≤ p(x, s) ≤M para todo x ∈ Ω, s ∈ R.

Sendo assim, ∣∣∣∣∫
Ω

p(x, un)(w+
n )2dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|p(x, un)|
∣∣(w+

n )
∣∣2 dx

≤ M

∫
Ω

(w+
n )2dx.

Por (2.23) temos que (wn(x))2 −→ 0 q.t.p em Ω e existe ψ2 ∈ L2(Ω) tal que |w+
n (x)| ≤

ψ2(x). Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada, segue que

lim
n→∞

∫
Ω

(w+
n )2dx = 0,

donde

lim
n→∞

∫
Ω

p(x, un)(w+
n )2dx = 0.

Portanto, voltando em (2.32), conclúımos que

‖wn‖2 → 0,

o que é uma contradição, visto que ‖wn‖ = 1. Deste modo, w 6= 0.

Afirmação 2: w > 0 q.t.p em Ω.

De fato, e como
1

‖un‖
é limitada, então para toda φ ∈ C∞

0 (Ω),

I ′(un)φ
1

‖un‖
→ 0,
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isto é,

1

||un||

∫
Ω

∇un∇φdx−
1

||un||

∫
Ω

h(x)(u+
n )qφdx− 1

||un||

∫
Ω

f(x, u+
n )φdx = o(1),

donde∫
Ω

∇wn∇φdx−
1

||un||1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )qφdx−

∫
Ω

p(x, un)(w+
n )φdx = o(1). (2.34)

Por (2.33), temos que p(x, un) é limitada em L2(Ω). Logo, a menos de subsequência,

temos

p(x, un) ⇀ v(x) fracamente em L2(Ω). (2.35)

Note que, dada φ ∈ C∞
0 (Ω) e como w+

n → w+ em L2(Ω), segue que∫
Ω

∣∣w+
n φ− w+φ

∣∣2 dx ≤ |φ|2∞
∫

Ω

∣∣w+
n − w+

∣∣2 dx→ 0.

Ou seja,

w+
n φ→ w+φ em L2(Ω). (2.36)

Dessa forma, por (2.35), (2.36) e pela Proposição C.4 (ver Apêndice) segue que〈
p(·, un), w+

n φ
〉

L2(Ω)
→
〈
v(·), w+φ

〉
L2(Ω)

.

Logo, ∫
Ω

p(x, un)w+
n φdx→

∫
Ω

v(x)w+φdx, ∀ φ ∈ C∞
0 (Ω). (2.37)

Observe também que

1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )qφdx −→ 0, para toda φ ∈ C∞

0 (Ω).

De fato, pois ∣∣∣∣ ∫
Ω

h(x)(w+
n )qφdx

∣∣∣∣ ≤ |h|∞ |φ|∞
∫

Ω

|wn|q dx.

Mas, como q < 1, temos∫
Ω

|wn|q dx =

∫
{|wn|<1}

|wn|q dx+

∫
{|wn|≥1}

|wn|q dx

≤
∫
{|wn|<1}

1dx+

∫
{|wn|≥1}

|wn|2 dx

≤ |Ω|+
∫

Ω

|wn|2 dx

= |Ω|+ |wn|22
≤ |Ω|+ C ‖wn‖2

≤ |Ω|+ C

= C̃.
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Logo,

∫
Ω

h(x)(w+
n )qφdx é limitada e, como

1

‖un‖1−q → 0, segue que

1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )qφdx −→ 0, ∀ φ ∈ C∞

0 (Ω). (2.38)

Como wn ⇀ w fracamente em H, então∫
Ω

∇wn∇φdx −→
∫

Ω

∇w∇φdx, ∀ φ ∈ C∞
0 (Ω).

Passando (2.34) ao limite, usando a convergência acima, (2.37) e (2.38) obtemos∫
Ω

∇w∇φdx =

∫
Ω

v(x)w+φdx, ∀ φ ∈ C∞
0 (Ω). (2.39)

Observe que v ≥ 0. De fato, defina A = {x ∈ Ω : v(x) < 0} e suponha |A| > 0. Como

χA ∈ L2(Ω), onde χA é a função caracteŕıtica de A, segue que

0 ≤
∫

Ω

pnχA →
∫

Ω

vχA =

∫
A

v < 0,

o que é um absurdo.

Como C∞
0 (Ω) é denso em H, então (2.39) vale para toda φ ∈ H. Assim, para

φ = w− = max{0, w}, temos

0 =

∫
Ω

∇w∇w−dx =

∫
Ω

∣∣∇w−∣∣2 dx,
e portanto, w− ≡ 0. Logo, w = w+ ≥ 0 é uma solução fraca para o seguinte problema{

−∆w = v(x)w+ ≥ 0, em Ω,

w = 0, em ∂Ω.
(2.40)

Segue do Prinćıpio do Máximo Forte para soluções fracas (cf. [10], Teorema 8.19) que

w > 0 em Ω.

Finalmente vamos mostrar que w satisfaz a seguinte identidade∫
Ω

∇w∇φdx = `

∫
Ω

wφdx, ∀ φ ∈ H.

Por (2.21) temos que

w+
n (x) ‖un‖ = u+

n .

Como ‖un‖ → ∞ e w+
n (x) → w+(x) = w(x) > 0 q.t.p em Ω, então

u+
n (x) →∞ q.t.p em Ω.
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Segue de (f3) que

p(x, u+
n ) =

f(x, u+
n )

u+
n

→ ` uniformemente em x ∈ Ω.

Logo, v = ` em (2.39), e portanto∫
Ω

∇w∇φdx = `

∫
Ω

wφdx para toda φ ∈ H. (2.41)

Ou seja, w é solução fraca não nula do problema{
−∆w = `w, x ∈ Ω,

w = 0, x ∈ ∂Ω.

Como ` > λ1 temos que w é ortogonal a uma λ1−autofunção ϕ1 > 0. Assim, tomando

φ = ϕ1 na expressão (2.41), obtemos

0 =

∫
Ω

∇w∇ϕ1dx = `

∫
Ω

wϕ1dx.

Como ϕ1 tem sinal definido e ` > λ1, conclúımos que w muda de sinal em Ω. Absurdo,

pois w > 0. Logo (un) é limitada. Sendo (un) uma sequência de Palais-Smale no ńıvel

c limitada, segue então do Lema 2.2 que existe uma subsequência (unj
) ⊂ (un) tal que

unj
→ v2 em H.

Logo, I satisfaz a condição de Palais-Smale no ńıvel c. Dessa forma, as hipóteses do

Teorema do Passo da Montanha são satisfeitas, donde

I(v2) = c > 0 e I ′(v2) = 0,

ou seja, v2 6= 0 satisfaz a equação do problema (P ).

Analogamente ao Teorema A provamos que v2 é não negativa e portanto v2 é uma

solução fraca do problema (P ). Da mesma forma, se h(x) ≥ 0 prova-se que v2 > 0.

�
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Caso Superlinear

Neste caṕıtulo estudamos a solubilidade do problema

(P )


−∆u = h(x)uq + f(x, u), x ∈ Ω,

u ≥ 0, Ω,

u = 0, ∂Ω

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio suave e limitado, N ≥ 3, u ∈ H1
0 (Ω), 0 < q < 1 e as

funções h e f satisfazem as hipóteses (h1), (f1) e (f2) do caṕıtulo anterior. Porém,

vamos exigir mais regularidade de f, a saber

(f̂0) f ∈ C1(Ω× R,R+).

Além disso, vamos considerar agora o caso em que f é superlinear e subcŕıtica, isto é,

f satisfaz

(f̂3) lim
s→∞

f(x, s)

s
= ∞ uniformemente em x ∈ Ω;

(f4) existe k ∈ (1, 2∗ − 1) tal que lim
s→∞

f(x, s)

sk
= 0 uniformemente em x ∈ Ω.

Finalmente, vamos assumir também a seguinte condição de monotonicidade para f

(f5)
f(x, s)

s
é não decrescente em s > 0 para todo x ∈ Ω.

O primeiro resultado a ser provado é:

Teorema C Suponha (h1), (f̂0), (f1), (f2), (f̂3), (f4), (f5) e que h satisfaz

(h3) h 6≤ 0.

Então o problema (P) possui pelo menos uma solução fraca.
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No nosso segundo resultado obtemos uma versão dos Teoremas A e B para o caso

superlinear. Vamos então provar:

Teorema D Suponha (h1), (h2), (f̂0), (f1), (f2), (f̂3), (f4), (f5). Suponha ainda a seguinte

condição sobre f :

(f6) Existem σ ∈ (0, 1) e τ > 0 com σ > q + (1 + q)τ tais que

(i) lim
s→∞

f(x, s)

s1+τ
= 0 uniformemente em x ∈ Ω;

(ii) lim
s→∞

f(x, s)s− 2F (x, s)

s1+σ
= ω ∈ (0,∞] uniformemente em x ∈ Ω.

Então existe m > 0 tal que, se |h|∞ < m, o problema (P ) tem duas soluções fracas

v1, v2 ∈ H com I(v1) < 0 < I(v2). Além disso, se h(x) ≥ 0 então v1, v2 > 0 q.t.p. em

Ω.

A notação utilizada é a mesma do Caṕıtulo 2.

3.1 Existência de uma solução via Teorema do Passo

da Montanha

Nesta seção vamos provar o Teorema C. Para isto, iremos demonstrar que sob certas

hipóteses, o funcional I satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 3.1 Suponha (h1), (h3), (f̂0), (f1), (f2), (f̂3), (f4) e (f5). Então

(i) existem ρ > 0 e α > 0 tais que I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ H com ||u|| = ρ;

(ii) existe e ∈ H\Bρ(0) tal que I(e) < 0.

Demonstração: Observe que, assim como no Lema 2.3, usando (f̂0), (f1), (f2) e (f4)

obtemos a desigualdade

F (x, s) ≤ µ+ ε0
2

s2 + C0s
k+1 (3.1)

para algum ε0 > 0 tal que µ+ ε0 < λ1. Dessa forma, como h 6≤ 0, segue

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx− 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+)q+1dx−
∫

Ω

F (x, u+)dx

≥ 1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (x, u+)dx.

41
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Usando (3.1), a desigualdade acima e o mesmo argumento do Lema 2.3 obtemos

I(u) ≥
(
C1 − C3||u||k−1

)
||u||2, (3.2)

onde C1 > 0 e C2 > 0. Escolhendo ρ de modo que C3ρ
k−1 =

C1

2
, isto é, ρ =

(
C1

2C3

) 1
k−1

obtemos que se ‖u‖ = ρ, então

I(u) ≥ (C1 − C3ρ
k−1)ρ2

=
C1

2
ρ2 = α > 0,

provando (i).

Vamos provar (ii). Seja ϕ1 > 0 uma λ1−autofunção. Usando resultados de

regularidade segue que ϕ1 ∈ C(Ω). Então existe Ω0 ⊂⊂ Ω tal que |Ω0| > 0, e

min
Ω0

ϕ1 ≥ β > 0, (3.3)

para algum β > 0. Consequentemente,

lim
t→∞

tϕ1(x) = +∞.

Observe que

0 ≤ 2F (x, t) ≤ f(x, t)t, ∀ (x, t) ∈ Ω× R. (3.4)

De fato, considere para (x, t) ∈ Ω× R a função

g(x, t) = f(x, t)t− 2F (x, t).

Note que g(x, 0) = 0 e derivando g em relação a t, segue que

g′(x, t) = f ′(x, t)t+ f(x, t)− 2f(x, t) = f ′(x, t)t− f(x, t).

Por (f5), f é não decrescente, então

d

dt

(
f(x, t)

t

)
=
tf ′(x, t)− f(x, t)

t2
≥ 0.

Portanto g′(x, t) ≥ 0, logo, g é não decrescente. Portanto, como g(x, 0) = 0, temos que

para todo t ≥ 0, g(x, t) ≥ 0, que é equivalente a (3.4).

Por outro lado, a desigualdade (3.4) nos garante que

d

dt

(
F (x, t)

t2

)
=
f(x, t)t2 − F (x, t)2t

t4
≥ 0,

assim segue que
F (x, t)

t2
é não decrescente. Para t > 0, segue de (3.3) que

tϕ1 ≥ tmin
Ω0

ϕ1 ≥ tβ.
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Logo,
F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
≥ F (x, tβ)

(tβ)2
.

Note que por L’Hospital e por (f̂3) temos

lim
t→∞

F (x, tβ)

(tβ)2
= lim

t→+∞

f(x, tβ)

2(tβ)
= ∞ uniformemente em x ∈ Ω,

e consequentemente,

lim
t→∞

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
= ∞ uniformemente em x ∈ Ω0.

Então para todo R > 0, existe T = T (β,R) > 0 tal que

F (x, tϕ1)

(tϕ1)2
≥ R > 0 para todo t ≥ T, x ∈ Ω0. (3.5)

Disto segue que,

I(tϕ1)

t2
≤ 1

2

∫
Ω

|∇ϕ1|2 dx−
tq−1

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ1)
q+1dx−

∫
Ω0

F (x, tϕ1)

t2
dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇ϕ1|2 dx−
tq−1

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ1)
q+1dx−

∫
Ω0

Rϕ2
1dx.

Como q − 1 < 0,

lim
t→∞

tq−1

q + 1

∫
Ω

h(x)(ϕ1)
q+1dx = 0.

Logo, se R e t são suficientemente grandes,

I(tϕ1)

t2
< 0,

o que implica

I(tϕ1) < 0.

Dessa forma, tomando ρ > 0 dado em (i), segue que para t0 suficientemente grande,

existe e = t0ϕ1 tal que ‖e‖ > ρ e I(e) < 0.

�

Lema 3.2 Suponha (h1), (h3), (f0)− (f5) e que existe (un) ⊂ H satisfazendo

I ′(un)un → 0.

Então para todo t > 0, extraindo uma subsequência adequada, temos que

I(tun) ≤ t2 + 1

2n
+

[
t2

2
− tq+1

q + 1

] ∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+ I(un).
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Demonstração: Por hipótese, podemos assumir que existe uma subsequência, deno-

tada ainda por (un), tal que para todo n ≥ 1, tem-se

− 1

n
≤ I ′(un)un ≤

1

n
,

isto é,

− 1

n
≤ ‖un‖2 −

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx ≤
1

n
,

assim,

− 1

n
+

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx ≤ ‖un‖2 −
∫

Ω

h(x)(u+
n )q+1dx ≤ 1

n
+

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx. (3.6)

Então, para todo t > 0, usando o lado direito da desigualdade (3.6), temos

I(tun) =
t2

2
‖un‖2 − tq+1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x, tu+
n )dx

≤
[
t2

2n
+
t2

2

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+

t2

2

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx

− tq+1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x, tu+
n )dx

]

=

[
t2

2n
+

(
t2

2
− tq+1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx

+

∫
Ω

(
t2

2
f(x, u+

n )u+
n − F (x, tu+

n )

)
dx

]
. (3.7)

Para s ≥ 0, t ≥ 0 seja

g(t) =
1

2
t2f(x, s)s− F (x, ts).

Observe que g é diferenciável para todo t ≥ 0, com

g′(t) = tsf(x, s)− sf(x, ts).

Note que se s > 0 e 0 < t ≤ 1, então ts ≤ s. Logo, por (f5), segue que

f(x, ts)

ts
≤ f(x, s)

s
,

ou seja,

stf(x, s)− sf(x, ts) ≥ 0.

Da mesma forma, para s > 0 e t ≥ 1, temos

tsf(x, s)− f(x, ts)s ≤ 0.
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Logo,

g′(t) =

{
≥ 0, se 0 ≤ t ≤ 1

≤ 0, se t ≥ 1

Isto mostra que g(t) ≤ g(1) para todo t ≥ 0. Assim, segue de (3.7) que

I(tun) ≤ t2

2n
+

(
t2

2
− tq+1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+

∫
Ω

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n − F (x, u+

n )

)
dx.

(3.8)

Por outro lado, usando o lado esquerdo da inequação (3.6), temos que

I(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x, u+
n )dx

≥
[
− 1

2n
+

1

2

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+

1

2

∫
Ω

f(x, u+
n )u+

n dx

− 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x, u+
n )dx

]

=

[
− 1

2n
+

(
1

2
− 1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx

+

∫
Ω

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n − F (x, u+

n )

)
dx

]
. (3.9)

Como q + 1 < 2, então 1
2
− 1

q+1
< 0. Assim, se h(x) ≤ 0, temos que(

1

2
− 1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx ≥ 0.

Logo, em (3.9), temos que

I(un) ≥ − 1

2n
+

∫
Ω

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n − F (x, u+

n )

)
dx,

isto é, ∫
Ω

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n − F (x, u+

n )

)
dx ≤ 1

2n
+ I(un). (3.10)

Dessa forma, de (3.8) e (3.10) segue

I(tun) ≤ t2

2n
+

(
t2

2
− tq+1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+

∫
Ω

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n − F (x, u+

n )

)
dx

≤ t2

2n
+

(
t2

2
− tq+1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+

1

2n
+ I(un),
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ou seja,

I(tun) ≤ t2 + 1

2n
+

(
t2

2
− tq+1

q + 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+ I(un),

provando o lema.

�

Agora podemos demonstrar o Teorema C.

Demonstração do Teorema C: Pelo Lema 3.1 vemos que I satisfaz as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Assim, tendo em vista a versão

do Teorema do Passo da Montanha com a condição de Cerami (cf. Teorema 1.4), é

suficiente mostrar que I satisfaz a condição de Cerami no ńıvel c do Teorema 1.4. Seja

(un) ⊂ H tal que

I(un) → c e (1 + ‖un‖) ‖I ′(un)‖H∗ → 0.

Vamos mostrar que (un) é limitada. Suponha, por contradição, que (un) não seja

limitada. Então, a menos de subsequência, ‖un‖ → ∞. Sejam

tn =
2
√
c

‖un‖
e wn = tnun =

2un

√
c

‖un‖
. (3.11)

Então (wn) é limitada em H, pois ‖wn‖ = 2
√
c. Assim, a menos de subsequência,

wn ⇀ w fracamente em H,

wn → w fortemente em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗;

wn(x) → w(x) q.t.p em Ω,

|wn(x)| ≤ ψr(x) q.t.p em Ω para alguma função ψr ∈ Lr(Ω).

(3.12)

Da mesma forma, para w+
n =

2u+
n

√
c

‖un‖
, tem-se

w+
n ⇀ w+ fracamente em H;

w+
n → w+ fortemente em Lr(Ω), 1 ≤ r < 2∗;

w+
n (x) → w+(x) q.t.p. em Ω;

|w+
n (x)| ≤ ψr(x) ∈ Lr(Ω).

(3.13)

Afirmação: w+ 6≡ 0.

Suponha, por contradição, que w+ = 0. Então por (3.13), temos que w+
n → 0 em L1(Ω)

e em Lq+1(Ω). Usando o mesmo argumento da prova do Teorema B, temos

lim
n→∞

h(x)(w+
n )q+1dx = 0 = lim

n→∞
F (x,w+

n (x))dx. (3.14)
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Portanto

I(wn) =
1

2
‖wn‖2 − 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x,w+
n )dx = 2c− o(1). (3.15)

Por outro lado, como ‖un‖ → ∞ quando n → ∞, segue de (3.11) que tn → 0.

Como I ′(un)un → 0, o Lema 3.2 implica que,

I(wn) = I(tnun)

≤ t2n + 1

2n
+

[
t2n
2
− tq+1

n

1 + q

]∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+ I(un)

≤ t2n + 1

2n
+

[
t
2−(q+1)
n

2
− 1

1 + q

]∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx+ I(un).

Como

[
t
2−(q+1)
n

2
− 1

1 + q

]
é limitado , segue de (3.14) que

[
t
2−(q+1)
n

2
− 1

1 + q

]∫
Ω

h(x)(w+
n )q+1dx→ 0.

Assim, como
t2n + 1

2n
→ 0 e I(un) → c, conclúımos que I(wn) ≤ c + o(1), contrariando

(3.15), pois c > 0. Logo w+ 6≡ 0.

Vamos dividir Ω em duas partes:

Ω1 = {x ∈ Ω : w+(x) = 0} e Ω2 = {x ∈ Ω : w+(x) > 0}.

Note que por (3.11), un =
wn

tn
e, por (3.13), w+

n (x) → w+(x) q.t.p em Ω. Logo

un(x) → +∞ q.t.p em Ω2. Dessa forma, como no Teorema B, temos que∫
Ω

∇wn∇φdx−
1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )qφdx−

∫
Ω

pn(x, u+
n )w+

n φdx = o(1),

onde

pn(x, un(x)) =


f(x, un(x))

un(x)
, se un(x) > 0,

0, se un(x) ≤ 0.

Tomando φ = w+ = max{0, w}, temos∫
Ω

∇wn∇w+dx− 1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )qw+dx−

∫
Ω

pn(x, u+
n )w+

nw
+dx = o(1). (3.16)
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Como em (2.38) temos que

1

‖un‖1−q

∫
Ω

h(x)(w+
n )qw+dx −→ 0

e portanto, como wn ⇀ w, segue de (3.16) que∫
Ω

∣∣∇w+
∣∣2 dx =

∫
Ω

pn(x, u+
n )w+

nw
+dx+ o(1)

=

∫
Ω

f(x, u+
n )

u+
n

w+
nw

+dx+ o(1).

Usando (f̂3) e a definição de Ω2 obtemos

f(x, u+
n )

u+
n

w+
nw

+ −→∞ q.t.p em Ω2.

Logo, se |Ω2| > 0, o Lema de Fatou implica∫
Ω

∣∣∇w+
∣∣2 dx ≥ ∫

Ω

lim
n→∞

inf
f(x, u+

n )

u+
n

w+
nw

+dx = ∞,

o que mostra que |Ω2| = 0. Assim Ω1 = Ω, o que contraria w+ 6≡ 0. Essa contradição

mostra que (un) é limitada.

Observe que sendo (un) uma sequência de Cerami no ńıvel c então (un) é uma

sequência de Palais-Smale no ńıvel c. De fato, como

(1 + ‖un‖) ‖I ′(un)‖H∗ → 0,

segue que

‖I ′(un)‖H∗ → 0.

Logo, (un) é uma sequência de Palais-Smale no ńıvel c que é limitada. Como na prova

do Teorema B, obtemos uma solução v2 ∈ H do problema (P ) tal que I(v2) > 0.

�

3.2 Existência de duas soluções

Observe inicialmente que, usando (h1), (h2), (f1), (f2) e (f4), e procedendo como

na prova do Teorema A, obtemos uma solução v1 ∈ H tal que I(v1) < 0. Para a

segunda solução note que, pelos Lemas 2.3 e 3.1 (ii), I satisfaz as condições geométricas

do Teorema do Passo da Montanha. Como no Teorema C, basta verificar que toda

sequência de Cerami no ńıvel c do Teorema do Passo da Montanha é limitada. Seja

então (un) ⊂ H tal que

I(un) → c e (1 + ‖un‖) ‖I ′(un)‖H∗ → 0.
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Assim

I(un) =
1

2
‖un‖2 − 1

q + 1

∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

F (x, u+
n )dx = c+ o(1), (3.17)

I ′(un)φ =

∫
Ω

∇un∇φdx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )qφdx−

∫
Ω

f(x, u+
n )φdx = o(1),∀ φ ∈ H, (3.18)

e, portanto,

I ′(un)un =

∫
Ω

|∇un|2 dx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )q+1dx−

∫
Ω

f(x, u+
n )undx = o(1). (3.19)

Dado ε > 0, segue de (f6)(i) que existe T1 > 0 tal que∣∣∣∣f(x, t)

t1+τ

∣∣∣∣ < ε, ∀ x ∈ Ω, t ≥ T1.

Logo,

f(x, t) ≤ εt1+τ , ∀ x ∈ Ω, t ≥ T1. (3.20)

Afirmamos agora que existe T2 > 0 tal que

f(x, t)t− 2F (x, t) >
ω

2
t1+σ > 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ T2, (3.21)

onde ω = ω se (f6)(ii) ocorre com ω < ∞ ou ω é um número positivo qualquer se

ω = ∞ em (f6)(ii). De fato, se ω <∞, então existe T2 > 0 tal que∣∣∣∣f(x, t)t− 2F (x, t)

t1+σ
− ω

∣∣∣∣ < ω

2
, ∀ x ∈ Ω, t ≥ T2,

donde

f(x, t)t− 2F (x, t) >
ω

2
t1+σ > 0, ∀ x ∈ Ω, t ≥ T2.

No caso em que ω = ∞, basta fixar ω > 0 qualquer e observar que como ω = ∞, existe

T2 > 0 tal que ∣∣∣∣f(x, t)t− 2F (x, t)

t1+σ

∣∣∣∣ > ω

2
, ∀ x ∈ Ω, t ≥ T2.

Logo, segue de (3.4) que (3.21) é verdadeira.

Seja T = max{T1, T2} e, para cada n ≥ 1, considere

An = {x ∈ Ω : |un(x)| ≥ T}, Bn = {x ∈ Ω : |un(x)| ≤ T}.

Como f é cont́ınua, existe C0 = C0(T ) tal que

−C0 ≤
∫

Bn

(f(x, un)un − 2F (x, un))dx ≤ C0. (3.22)
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Além disso,

f(x, un)un − 2F (x, un) ≥ 0 em An. (3.23)

Para T > 0 definido acima, segue de (3.17) e (3.19) que(
2

q + 1
− 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+ 2c+ o(1) =

∫
Ω

(
f(x, u+

n )un − 2F (x, u+
n )

)
dx,

Mas, de (3.21)− (3.23), temos∫
Ω

(
f(x, u+

n )un − 2F (x, u+
n )

)
dx =

[ ∫
An

(
f(x, u+

n )un − 2F (x, u+
n )

)
dx

+

∫
Bn

(
f(x, u+

n )un − 2F (x, u+
n )

)
dx

]

≥
∫

An

(
f(x, u+

n )un − 2F (x, u+
n )

)
dx− C0

≥ ω

2

∫
An

∣∣u+
n

∣∣1+σ
dx− C0.

Logo, (
2

q + 1
− 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx+ 2c+ o(1) ≥ ω

2

∫
An

∣∣u+
n

∣∣1+σ
dx− C0.

Por outro lado,

(
2

q + 1
− 1

)∫
Ω

h(x)(u+
n )q+1dx ≤

(
2

q + 1
− 1

)
|h|∞

∫
Ω

|un|q+1 dx

≤ C1

(
2

q + 1
− 1

)
|h|∞ ‖un‖q+1 .

Logo,

ω

2

∫
An

∣∣u+
n

∣∣1+σ
dx− C0 ≤ C1

(
2

q + 1
− 1

)
|h|∞ ‖un‖q+1 + 2c+ o(1),

e consequentemente ∫
An

∣∣u+
n

∣∣1+σ
dx ≤ C2 + C3 ‖un‖q+1 + o(1), (3.24)

onde C2 = C2(C0, c, ω), C3 = C3(ω, q, |h|∞ , C1).
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Observe que fixado m =
1 + q

q
> 2, segue de (3.17) e (3.19) que

1− q

2(1 + q)
‖un‖2−1− q

q + 1

∫
Ω

h(x)
∣∣u+

n

∣∣q+1
dx−

∫
Ω

(
(F (x, u+

n )− 1

m
f(x, u+

n )u+
n

)
dx = c+o(1).

(3.25)

Note que pela imersão de Sobolev, tem-se

1− q

1 + q

∫
Ω

h(x) |un|q+1 dx ≤ 1− q

1 + q
|h|∞ |un|q+1

q+1 ≤ C4 ‖un‖q+1 , (3.26)

por (f1) e pela definição de Bn, existe C5 > 0 tal que∣∣∣∣ ∫
Bn

(
F (x, u+

n )− 1

m
f(x, u+

n )u+
n

)
dx

∣∣∣∣ ≤ C5. (3.27)

Usando (3.23), temos que∫
An

(
F (x, u+

n )− 1

m
f(x, u+

n )u+
n

)
dx ≤

∫
An

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n −

q

q + 1
f(x, u+

n )u+
n

)
dx.

(3.28)

Dessa forma, usando (3.26), (3.27) e (3.28), segue de (3.25) que

1− q

2(1 + q)
‖un‖2 + o(1) =

[
c+

1− q

1 + q

∫
Ω

h(x)
∣∣u+

n

∣∣q+1
dx+

∫
Ω

(
F (x, u+

n )− 1

m
f(x, u+

n )u+
n

)
dx

]
≤

[
c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

∫
An

(
1

2
f(x, u+

n )u+
n −

q

q + 1
f(x, u+

n )u+
n

)
dx

]
=

[
c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

1− q

2(q + 1)

∫
An

f(x, u+
n )u+

n dx

]
.

(3.29)

Tomando ε =
2(1 + q)

1− q
em (3.20), temos

(
1− q

2(1 + q)

)
f(x, t) ≤ t1+τ .
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Logo

1− q

2(1 + q)
‖un‖2 + o(1) ≤ c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

∫
An

∣∣u+
n

∣∣2+τ
dx

= c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

∫
An

∣∣u+
n

∣∣1+τ
u+

n dx

≤ c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

∫
An

|un|1+τ |un| dx. (3.30)

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes
1 + σ

1 + τ
,

1 + σ

σ − τ
e a imersão de Sobolev

H ↪→ L
1+σ
σ−τ (Ω), obtemos

∫
An

|un|1+τ |un| dx ≤

(∫
An

∣∣u1+τ
n

∣∣ 1+σ
1+τ dx

) 1+τ
1+σ
(∫

An

|un|
1+σ
σ−τ dx

)σ−τ
1+σ

=

(∫
An

|un|1+σ dx

) 1+τ
1+σ

|un| 1+σ
σ−τ

≤ C6

(∫
An

|un|1+σ dx

) 1+τ
1+σ

‖un‖ .

Usando a desigualdade de Young com ε =
1 + q

1− q
, temos

C6

(∫
An

|un|1+σ dx

) 1+τ
1+σ

‖un‖ ≤
1 + q

1− q
C2

6

(∫
An

|un|1+σ dx

) 2(1+τ)
1+σ

+
1− q

4(1 + q)
‖un‖2 .

Dessa forma,

∫
An

|un|1+τ |un| dx ≤
1 + q

1− q
C2

6

(∫
An

|un|1+σ dx

) 2(1+τ)
1+σ

+
1− q

4(1 + q)
‖un‖2 .

Logo, por (3.30), obtemos

1− q

2(1 + q)
‖un‖2 + o(1) ≤

[
c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

1 + q

1− q
C2

6

(∫
An

|un|1+σ dx

) 2(1+τ)
1+σ

+
1− q

4(1 + q)
‖un‖2

]
,
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e, por (3.24), temos que

1− q

2(1 + q)
‖un‖2 + o(1) ≤

[
c+ C5 + C4 ‖un‖q+1 +

1 + q

1− q
C2

6

(
C2 + C3 ‖un‖q+1

) 2(1+τ)
1+σ

+
1− q

4(1 + q)
‖un‖2

]
,

assim,

1− q

4(1 + q)
‖un‖2 + o(1) ≤ C7 + C4 ‖un‖q+1 + C9

(
C1 + C2 ‖un‖q+1

) 2(1+τ)
1+σ

. (3.31)

Suponha, por contradição, que (un) não seja limitada. Então, a menos de subsequência,

‖un‖ → ∞. Multiplicando (3.31) por ‖un‖−2 , temos

1− q

4(1 + q)
+ o(1) ≤ C7

‖un‖2 + C4 ‖un‖(q+1)−2 +
C9

‖un‖2

(
C1 + C2 ‖un‖q+1

) 2(1+τ)
1+σ

. (3.32)

Note agora que

lim
n→∞

C7

‖un‖2 = lim
n→∞

C4 ‖un‖(q+1)−2 = 0,

visto que q+1 < 2. Por outro lado, como q+(1+q)τ < σ < 1, então (q+1)+(q+1)τ <

σ + 1 < 2, donde
2(q + 1)(1 + τ)

1 + σ
< 2,

e portanto

lim
n→∞

C9

‖un‖2

(
C1 + C2 ‖un‖q+1

) 2(1+τ)
1+σ

= 0.

Assim, passando (3.32) ao limite obtemos 0 <
1− q

4(1 + q)
≤ 0, o que é um absurdo.

Portanto (un) é limitada. Como no Teorema C, obtemos uma solução v2 ∈ H do

problema (P ) tal que I(v2) > 0. Como antes, se h(x) ≥ 0, então v1 e v2 são positivas.

�
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Apêndice A

Campo Pseudogradiente

Vamos denotar por X um espaço de Banach com norma ‖·‖ e ‖·‖X′ a norma do

dual de X.

Definição A.1 Dizemos que v ∈ X é um vetor pseudogradiente para I em u ∈ X, se

(PG1) ‖v‖ ≤ 2 ‖I ′(u)‖X′ ;

(PG2) I ′(u)v ≥ ‖I ′(u)‖2
X′ .

Observações:

(1) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno 〈·, ·〉 , então ∇I(u) é um vetor

pseudogradiente para I ∈ X. De fato, pelo Teorema da Representação de Riez, para

cada u ∈ X, temos que ∇I(u) ∈ X é o único vetor que satisfaz

I ′(u)v = 〈∇I(u), v〉

e

‖I ′(u)‖X′ = ‖∇I(u)‖ .

Dessa forma, para todo u ∈ X, temos

(i) ‖∇I(u)‖ = ‖I ′(u)‖X′ ≤ 2 ‖I ′(u)‖X′

(ii) I ′(u)∇I(u) = 〈∇I(u),∇I(u)〉X = ‖∇I(u)‖2 = ‖I ′(u)‖2
X′ ,

ou seja, ∇I(u) é um vetor pseudogradiente para I em u.

(2) Se I ′(u) 6= 0, então existe um vetor pseudogradiente para I em u. De fato, lem-

brando que

‖I ′(u)‖X′ = sup
‖w‖=1

I ′(u)w,

então obtemos w ∈ X tal que ‖w‖ = 1 e

I ′(u)w >
2

3
‖I ′(u)‖X′ .
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Assim

y =
3

2
‖I ′(u)‖X′ w

é um vetor pseudogradiente para I em u, pois

‖y‖ =
3

2
‖I ′(u)‖X′ ‖w‖ =

3

2
‖I ′(u)‖X′ ≤ 2 ‖I ′(u)‖X′

e

I ′(u)y = I ′(u)
3

2
‖I ′(u)‖X′ w > ‖I ′(u)‖2

X′ .

Definição A.2 Seja X̃ = {u ∈ X : I ′(u) 6= 0}. Um campo pseudogradiente para I

em X̃ é uma aplicação g : X̃ → X tal que

(i) para cada u ∈ X̃, g(u) é um vetor pseudogradiente para I em u;

(ii) g é localmente lipschitziana.

Lema A.1 Se I ∈ C1(X,R) então existe um campo pseudogradiente para I em X̃.

Demonstração: Dado u ∈ X̃, temos que y = 3
2
‖I ′(u)‖X′ w é um vetor pseudo-

gradiente para I em u ∈ X. Como I ′ é cont́ınua, existe uma vizinhança aberta Nu de

u tal que para todo v ∈ Nu tem-se

‖y‖ ≤ 2 ‖I ′(v)‖X′ e I ′(v)y ≥ ‖I ′(v)‖2
X′ . (A.1)

Note que a famı́lia N = {Nu : u ∈ X} é uma cobertura aberta de X̃. Como X̃ é

um espaço métrico, então X̃ é paracompacto. Logo, existe uma cobertura aberta e

localmente finita M = {Mi : i ∈ Λ} de X̃ que refina N . Assim, para cada i ∈ Λ, existe

v ∈ X̃ tal que Mi ⊂ Nv. Consequentemente, existe y = yi satisfazendo (A.1) para todo

u ∈Mi.

Defina

di(u) = d(u,X\Mi)

e

g(u) =
∑
i∈Λ

di(u)∑
j∈Λ

dj(u)
yi.

Como o refinamento é localmente finito, cada u ∈ X̃ pertence apenas a um número

finito de Mi. Assim, as somas definidas em g são finitas, pois di se anula em X\Mi.

Logo, g está bem definida. E ainda, temos

0 ≤ di(u)∑
j∈Λ dj(u)

≤ 1
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e ∑
i∈Λ

di(u)∑
j∈Λ

dj(u)
=

1∑
j∈Λ

dj(u)

∑
i∈λ

di(u) = 1.

Vamos verificar que g é um campo pseudogradiente para I em X̃.

Como yi satisfaz (A.1) para todo u ∈Mi, temos

‖g(u)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Λ

di(u)∑
j∈Λ

dj(u)
yi

∥∥∥∥∥∥∥∥ = ‖yi‖ ≤ 2 ‖I ′(u)‖X′

e

I ′(u)g(u) = I ′(u)
∑
i∈Λ

di(u)∑
j∈Λ

dj(u)
yi = I ′(u)yi ≥ ‖I ′(u)‖2

X′ .

Além disso, g é localmente lipschitziana. De fato, por um procedimento análogo ao

que fizemos para mostrar que a função ψ definida no Lema 1.1 é localmente lipschiti-

ziana, mostramos que cada parcela

di(u)∑
j∈Λ dj(u)

yi

é localmente lipschitiziana. Dessa forma, para cada u ∈ X̃ existe uma vizinhança

Vu ⊆ X̃ tal que g restrito a Vu é uma soma finita de funções localmente lipschitizianas.

Isso mostra que g é localmente lipschitiziana e conclui a prova do lema.

�
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Apêndice B

Funcionais Diferenciáveis

Consideremos os funcionais J, J0 no espaço H1
0 (Ω) definidos por

J0(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx =
1

2
‖u‖2

e

J(u) =

∫
Ω

P (x, u)dx,

onde P (x, s) =

∫ s

0

p(x, t)dt, p : Ω× R → R satifaz as propriedades que serão introdu-

zidas no decorrer do texto.

Definição B.1 Sejam X um espaço de Banach e U um subconjunto aberto de X.

Considere o funcional I : U → R. Dizemos que I tem derivada de Gateux L ∈ X ′ em

u ∈ U se, para v ∈ X,

lim
t→0

1

t
[I(u+ tv)− I(u)− Ltv] = 0.

A derivada de Gateux I em u é denotada por I ′(u). O funcional I tem uma derivada

de Fréchet L ∈ X ′ em u ∈ U, se

lim
v→0

1

‖v‖
[I(u+ v)− I(u)− Lv] = 0.

Dizemos que o funcional I ∈ C1(U,R) se a derivada de Fréchet de I existe e é cont́ınua

sobre U.

Observações:

(1) A derivada de Gateux é dada por

I ′(u)v = lim
t→0

1

t
[I(u+ tv)− I(u)].

(2) Todo funcional Fréchet diferenciável é também Gateux diferenciável.
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Proposição B.1 Se I tem derivada de Gateux cont́ınua em U, então I ∈ C1(U,R).

Demonstração: Sejam u + v e u ∈ U. Como I possui derivada de Gateaux sobre U ,

então pelo Teorema do Valor Médio existe θ ∈ (0, 1) tal que

I(u+ v)− I(u) = I ′(u+ θv)v.

Note que

I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v = I ′(u+ θv)v − I ′(u)v,

donde
1

‖v‖
[I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v] =

1

‖v‖
[I ′(u+ θv)v − I ′(u)v]

= [I ′(u+ θv)− I ′(u)]
v

‖v‖
.

Deste modo, ∣∣∣∣ 1

‖v‖
[I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v]

∣∣∣∣ ≤ ‖ [I ′(u+ θv)− I ′(u)] ‖ .

Como, por hipótese, a derivada de Gateux é cont́ınua, segue que dado ε > 0 existe

δ > 0 tal que se ||v|| < δ, então

‖ [I ′(u+ θv)− I ′(u)] ‖ < ε.

Logo,

lim
t→0

1

‖v‖
[I(u+ v)− I(u)− I ′(u)v] = 0.

Deste modo, temos que a derivada de Fréchet existe e é igual a derivada de Gateux

que, por hipótese, é cont́ınua. Logo, I ∈ C1(U,R).

�

Proposição B.2 J0 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Demonstração: Vamos verificar a existência da derivada de Gateux de J0. Dado

u ∈ H1
0 (Ω), para cada v ∈ H1

0 (Ω), obtemos

1

2
lim
t→0

‖u+ tv‖2 − ‖u‖2

t
=

1

2
lim
t→0

[2 〈u, v〉+ t ‖v‖2]

= 〈u, v〉

Logo, a derivada de Gateux existe e é dada por

J ′0(u)v = 〈u, v〉 .
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Vamos mostrar que ela é cont́ınua. Para tal, tome (un) ⊂ H1
0 (Ω) com un → u em

H1
0 (Ω). Dado ε > 0 e v ∈ H1

0 (Ω) tal que ‖v‖ ≤ 1, temos que, para n suficentemente

grande,

|(J ′0(un)− J ′0(u))v| = |J ′0(un − u)v|
= |〈un − u, v〉|
≤ ‖un − u‖ ‖v‖
< ε,

implicando que

‖J ′0(un)− J ′0(u)‖H1
0 (Ω)′ = sup

‖v‖≤1

v∈H1
0(Ω)

|(J ′0(un)− J ′0(u))v| ≤ ε.

Portanto,

‖J ′0(un)− J ′0(u)‖H1
0 (Ω)′ → 0 quando n→∞.

Logo, J ′0 é cont́ınuo. Pela Proposição B.1, J0 ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

�

Para provar que o funcional J ∈ C1(H1
0 (Ω),R), precisaremos dos lemas que enun-

ciaremos a seguir.

Lema B.1 Sejam Ω um domı́nio limitado, p ∈ C(Ω × R,R), r, q ≥ 1, a ≥ 0 e b ≥ 0

tais que

|p(x, s)| ≤ a+ b|s|
r
q para todo (x, s) ∈ Ω× R.

Então o operador G : Lr(Ω) → Lq(Ω) dado por

G(u) = p(x, u(x))

é cont́ınuo e limitado.

Demonstração: Seja (un) ∈ Lr(Ω) tal que un → u ∈ Lr(Ω). Então, a menos de

subsequência, temos

un(x) → u(x) q.t.p em Ω e |un(x)| ≤ ψr(x) ∈ Lr(Ω).
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Note que, usando a hipótese, temos

|p(x, un(x))− p(x, u)|q ≤ (|p(x, un(x))|+ |p(x, u)|)q

≤ 2q−1(|p(x, un(x))|q + |p(x, u)|q)

≤ 2q−1

[(
a+ b|un(x)|

r
q

)q

+

(
a+ b|u(x)|

r
q

)q]

≤ 2q−1[2q−1(aq + bq|un(x)|r) + 2q−1(aq + bq|u(x)|r)]

≤ C1 + C2(|un(x)|r + |u(x)|r),

≤ C1 + 2C2ψ
r
r(x) ∈ L1(Ω)

onde C1 = 22(q−1)2aq e C2 = 22(q−1)bq.

Usando o Teorema da Convergência Dominada segue que,

lim
n→∞

|G(un)−G(u)|qq = lim
n→∞

∫
Ω

|G(un)−G(u)|q

= lim
n→∞

∫
Ω

|p(x, un(x))− p(x, u)|q

=

∫
Ω

lim
n→∞

|p(x, un(x))− p(x, u)|q

= 0

Portanto, G(un) → G(u) em Lq(Ω), donde G é um operador cont́ınuo.

Vamos mostrar que G é limitado. Para tal, tome u ∈ Lr(Ω) com |u|r = 1. Observe

que,

|G(u)|qq =

∫
Ω

|p(x, u(x))|q

≤
∫

Ω

(
a+ b |u(x)|

r
q
)q

≤ 2q−1

∫
Ω

(
aq + bq |u(x)|r)

= 2q−1aq |Ω|+ 2q−1bq |u|rr
= 2q−1(aq |Ω|+ bq).

Portanto G é limitado.
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�

Dados r1, r2, q1, q2 ≥ 1, considere os seguintes conjuntos

Π1 = Lr1(Ω) ∩ Lr2(Ω) e Π2 = Lq1(Ω) + Lq2(Ω).

Pode-se mostrar (cf. [1]) que Π2 é um espaço vetorial com norma

‖u‖Π2
= inf{|u1|q1

+ |u2|q2
: u = u1 + u2, u1 ∈ Lq1(Ω) e u2 ∈ Lq2(Ω)}.

Lema B.2 Sejam Ω um domı́nio limitado, p ∈ C(Ω× R,R) e a, b ≥ 0 tais que

|p(x, s)| ≤ a |s|
r1
q1 + b |s|

r2
q2 para todo (x, s) ∈ Ω× R,

e defina o operador G : Π1 → Π2 por

G(u) = p(x, u(x)).

Então G = G1+G2, onde Gi é uma aplicação cont́ınua e limitada de Lri(Ω) em Lqi(Ω),

i = 1, 2. Em particular, G é uma aplicação cont́ınua e limitada de Π1 em Π2.

Demonstração: Seja ξ ∈ C(R, [0, 1]) tal que

ξ(s) =

{
1 se s ∈ [−1/2, 1/2]

0 se s ∈ R\(−2, 2)

e defina α : Ω× [−1/2, 1/2] → R por

α(x, s) = ξ(s)p(x, s)

e ainda β : Ω× R\(−2, 2) → R por

β(x, s) = (1− ξ(s))p(x, s).

Sem perda de generalidade, suponha r1

q1
≤ r2

q2
. Como ξ = 1 em [−1/2, 1/2] temos

que,

|α(x, s)| = |p(x, s)|
≤ a |s|

r1
q1 + b |s|

r2
q2

≤ a |s|
r1
q1 + b |s|

r1
q1

≤ 2C3 |s|
r1
q1 ,

onde C3 = max{a, b}. Analogamente temos que

|β(x, s)| ≤ 2C3 |s|
r2
q2 .
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Definindo as aplicações

G1 : Lr1(Ω) → Lq1(Ω), G1(u) = α(x, u(x))

G2 : Lr2(Ω) → Lq2(Ω), G2(u) = α(x, u(x))

segue do Lema B.1 que G1 e G2 são aplicações cont́ınuas e limitadas. Além disso, como

u0 = (G1 +G2)(u) = G1(u) +G2(u) = u1 + u2,

onde u1 ∈ Lq1(Ω) e u2 ∈ Lq2(Ω), então G = G1 + G2. Logo, G = G1 + G2 é uma

aplicação cont́ınua e limitada de Π1 em Π2.

�

Teorema B.1 Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado. Suponha que p ∈ C(Ω×R,R), que

existam constantes r, q > 0 e a, b > 0 tais que

|p(x, s)| ≤ a |s|r + b |s|q para todo (x, s) ∈ Ω× R,

e que as imersões abaixo sejam cont́ınuas

H1
0 (Ω) ↪→ Lr+1(Ω), H1

0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω).

Então o funcional J(u) =

∫
Ω

P (x, u)dx onde

P (x, u) =

∫ u

0

p(x, s)ds,

satisfaz J ∈ C1(H1
0 (Ω),R), J ′(u)v =

∫
Ω

p(x, u)vdx para todo v ∈ H1
0 (Ω). Além disso,

se as imersões acima forem compactas, então

J ′ : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω)′

é compacto.

Demonstração: Para mostrar que J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) devemos mostrar que J possui

derivada de Gateux e ela é cont́ınua. Fixe u, v ∈ H1
0 (Ω) e considere a função γ ∈

C(R, [0, 1]) definida por

α(γ(s)) = p(x, u+ γ(s)v)v.

Fixando x ∈ Ω, podemos supor, sem perda de generalidade, que u(x) < u(x)+tv(x).

Então definimos a função ξ : [u, u+ tv] → R por,

ξ(s) = P (x, s).
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Note que ξ é cont́ınua e derivável em (u, u+ tv) com ξ′(s) = p(x, s). Segue do Teorema

do Valor Médio, que existe θ ∈ (0, 1) tal que,

ξ(u+ tv)− ξ(u) = ξ′(u+ θtv)tv,

ou seja,
P (x, u+ tv)− P (x, u)

t
= p(x, u+ θtv)v,

fazendo t→ 0 temos que,

p(x, u+ θtv)v −→ p(x, u)v,

isto é,

α(θt) −→ α(0). (B.1)

Vamos provar que α(γ) é limitada por uma função que é integrável. Para tal,

observe que, por hipótese e pela Desigualdade de Young com r+1
r
, r + 1 e q+1

q
, q + 1,

temos:

|α(γ)| = |p(x, u+ γ(s)v)v|

≤ {a |u+ γv|r + b |u+ γv|q} |v|

≤ a

r + 1

{
r |u+ γv|r+1 + |v|r+1

}
+

b

q + 1

{
q |u+ γv|q+1 + |v|q+1

}
,

ou seja,

|α(γ)| ≤ a

r + 1

{
r |u+ γv|r+1 + |v|r+1

}
+

b

q + 1

{
q |u+ γv|q+1 + |v|q+1

}
. (B.2)

Observe que,

a

r + 1

{
r |u+ γv|r+1 + |v|r+1

}
≤ a2r r

r + 1

{
|u|r+1 + |γ|r+1 |v|r+1

}
+

a

r + 1
|v|r+1

e

b

r + 1

{
q |u+ γv|q+1 + |v|q+1

}
≤ b2q q

q + 1

{
|u|q+1 + |γ|q+1 |v|q+1

}
+

b

q + 1
|v|q+1 .
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Tomando C4 = max

{
a2r r

r + 1
, b2q q

q + 1

}
e como γ(s) ∈ [0, 1], obtemos de (B.2)

que

|α(γ)| ≤ C4(|u|r+1 + |u|r+1 + |u|q+1 + |u|q+1) <∞, (B.3)

pois Lr+1(Ω) ⊆ L1(Ω) e Lq+1(Ω) ⊆ L1(Ω) já que Ω é limitado.

Dessa forma, por (B.1) e (B.3) podemos usar o Teorema da Convergência Domi-

nada, para obter

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
= lim

t→0

∫
Ω

P (x, u+ tv)− P (x, u)

t
dx

= lim
t→0

∫
Ω

p(x, u+ θtv)vdx

= lim
t→0

∫
Ω

α(θt)dx

=

∫
Ω

lim
t→0

α(θt)dx

=

∫
Ω

α(0)dx

=

∫
Ω

p(x, u)vdx,

ou seja,

lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)

t
=

∫
Ω

p(x, u)vdx.

Considere o funcional

Tu : H1
0 (Ω) −→ R

v 7−→
∫

Ω

p(x, u)vdx
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Apêndice B. Funcionais Diferenciáveis

Vamos mostrar que Tu é linear e limitado. Para tal, tome v1, v2 ∈ H1
0 (Ω) e C ∈ R.

Note que,

Tu(v1 + Cv2) =

∫
Ω

p(x, u)(v1 + Cv2)dx

=

∫
Ω

p(x, u)v1 + p(x, u)Cv2dx

=

∫
Ω

p(x, u)v1dx+

∫
Ω

p(x, u)Cv2dx

=

∫
Ω

p(x, u)v1dx+ C

∫
Ω

p(x, u)v2dx

= Tu(v1) + CTu(v2).

e, usando a hipótese temos

|Tu(v)| =

∣∣∣∣∫
Ω

p(x, u)vdx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|p(x, u)v| dx

≤
∫

Ω

(a |u|r + b |u|q) |v|)dx

=

∫
Ω

(a |r|r |v|)dx+

∫
Ω

(b |u|q |v|)dx.

Ou seja,

|Tu(v)| ≤
∫

Ω

(a |u|r |v|)dx+

∫
Ω

(b |u|q |v|)dx. (B.4)

Pela Desigualdade de Hölder com expoentes r+1
r

, r + 1 e q+1
q

, q + 1, temos

∫
Ω

|u|r |v| dx ≤

(∫
Ω

|u|r+1 dx

) r
r+1
(∫

Ω

|v|r+1 dx

) 1
r+1

= |u|rr+1 |v|r+1 (B.5)

e ∫
Ω

|u|q |v| dx ≤

(∫
Ω

|u|q+1 dx

) q
q+1
(∫

Ω

|v|q+1 dx

) 1
q+1

= |u|qq+1 |v|q+1 . (B.6)

Como H1
0 (Ω) ↪→ Lr+1(Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω), então existem constantes positivas

C5 e C6 tais que

|u|r+1 ≤ C5 ‖u‖ e |u|q+1 ≤ C6 ‖u‖ para todo u ∈ H1
0 (Ω).
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Segue em (B.5) e (B.6) que, ∫
Ω

|u|r |v| dx ≤ C7 ‖u‖r ‖v‖

e ∫
Ω

|u|q |v| dx ≤ C8 ‖u‖q ‖v‖ .

Logo,

|Tu(v)| ≤ a

∫
Ω

|u|r |v| dx+ b

∫
Ω

|u|q |v| dx ≤ C9 ‖v‖ para todo v ∈ H1
0 (Ω).

Portanto, Tu é linear e limitado, ou seja Tu ∈ H1
0 (Ω)′. Dessa forma, J possui derivada

de Gateux no ponto u e a mesma é dada por J ′(u)v = Tuv.

Vamos mostrar que J ′ é cont́ınua em u. Seja (un) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ (Lr+1(Ω) ∩ Lq+1(Ω))

tal que un → u ∈ H1
0 (Ω). Defina a aplicação

G : Lr+1(Ω) ∩ Lq+1(Ω) −→ L
r+1

r (Ω) + L
q+1

q (Ω)

dada por

G(u) = p(x, u).

Segue do Lema B.2 que G = G1 +G2, onde

G1 : Lr+1(Ω) → L
r+1

r (Ω) e G2 : Lq+1(Ω) → L
q+1

q (Ω)

são aplicações cont́ınuas e limitadas. Note que,∣∣∣∣(J ′(un)− J ′(u))v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Ω

(p(x, un)− p(x, u))vdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

(G(un)−G(u))vdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

(G1(un) +G2(un)−G1(u)−G2(u))vdx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|G1(un)−G1(u)||v|dx+

∫
Ω

|G2(un)−G2(u)||v|dx

Como v ∈ H1
0 (Ω), então usando novamente as imersões de Sobolev H1

0 (Ω) ↪→
Lr+1(Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω) e pela Desigualdade de Hölder com expoentes r
r+1

, r + 1

e q
q+1

, q + 1 obtemos da desigualdade acima que∣∣∣∣(J ′(un)− J ′(u))v

∣∣∣∣ ≤ |G1(un)−G1(u)| r+1
r
|v|r+1 + |G2(un)−G2(u)| q+1

q
|v|q+1

≤ C10 ‖v‖
(
|G1(un)−G1(u)| r+1

r
+ |G2(un)−G2(u)| q+1

q

)
.
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Como G1(un) → G1(u) e G2(un) → G2(u) em L
r+1

r (Ω) e L
q+1

q (Ω) respectivamente,

então quando n→∞, temos

|(J ′(un)− J(u))v| −→ 0.

Então segue que,

lim
n→∞

‖J ′(un)− J ′(u)‖H1
0 (Ω)′ = lim

n→∞
sup
‖v‖6=0

|(J ′(un)− J ′(u))v|
‖v‖

= 0.

Logo, J ′ é cont́ınua em u. Portanto, J ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Vamos mostrar que J ′ é compacto. Para tal, suponha então que as imersões

H1
0 (Ω) ↪→ Lr+1(Ω) e H1

0 (Ω) ↪→ Lq+1(Ω) sejam compactas. Assim, se (un) ⊂ H1
0 (Ω)

é uma sequência limitada, então a menos de subsequência, un → u em Lr+1(Ω) e

Lq+1(Ω). Então

G1(un) → G1(u) em L
r+1

r (Ω) e G2(un) → G2(u) em L
q+1

q (Ω). (B.7)

Mas J ′(u) = Tu, isto é, é linear e limitado, então usando (B.7) podemos concluir analo-

gamente ao que foi feito anteriormente que J ′(un) −→ J ′(u). Portanto J ′ é compacto.

�

Proposição B.3 Suponha que p : Ω× R → R satisfaz

(p0) p ∈ C(Ω× R,R);

(p1) existem constantes a1 ≥ 0, a2 > 0 e k ∈ [1, 2∗ − 1) tal que

|p(x, s)| ≤ a1 + a2 |s|k para todo (x, s) ∈ Ω× R.

Então o funcional I : H1
0 (Ω) → R definido por

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

P (x, u)dx

é de classe C1 em H.

Demonstração: Considerando os funcionais J0, J : H1
0 (Ω) → R, dados respectiva-

mente por

J0(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx

e

J(u) =

∫
Ω

P (x, u)dx,
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temos pela Proposição B.2 e pelo Teorema B.1 que eles são de classe C1 em H. Logo

I(u) = J0(u)− J(u)

é de classe C1 em H. Além disso,

I ′(u)v =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Ω

p(x, u)vdx para todo v ∈ H1
0 (Ω).

�
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Apêndice C

Resultados Gerais

Nesta seção enunciaremos algumas definições e os principais teoremas utilizados

nesta dissertação.

Proposição C.1 (cf. [12], Prop. 18, Cap.7) Um espaço métrico M é completo se, e

somente se, para toda sequência decrescente

F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . .

de subconjuntos fechados não-vazios Fn ⊂ M, com lim
n→∞

diamFn = 0, existe um ponto

a ∈M tal que
∞⋂

n=1

= {a}.

Definição C.1 Dados x ∈ X e um conjunto não vazio T ⊂ X, definimos a distância

de x até o conjunto T por

d(x, T ) = inf{||x− y|| : y ∈ T}.

Proposição C.2 Para T ⊂ X não vazio, a aplicação dT : X → R dada por dT (x) =

d(x, T ) é uma contração fraca, isto é, para x, y ∈ X tem-se

|d(x, T )− d(y, T )| ≤ ||x− y||.

Demonstração: Usando a desigualdade triangular e fixando t ∈ T qualquer, temos

d(x, T ) ≤ d(x, t) ≤ d(x, y) + d(y, t),

ou seja, d(x, T )− d(x, y) ≤ d(y, t). Esta desigualdade valendo para todo t, conclúımos

que d(x, T )− d(x, y) ≤ d(y, T ), ou seja,

d(x, T )− d(y, T ) ≤ d(x, y).
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Trocando x por y, mostramos analogamente que

−d(x, y) ≤ d(x, T )− d(y, T )

Portanto,

|d(x, T )− d(y, T )| ≤ d(x, y) ≤ ||x− y||.

�

Sejam M,N espaços métricos.

Definição C.2 Dada f : M → N, suponhamos que exista uma constante c > 0 (cha-

mada constante de Lipschitz) tal que

‖f(x)− f(y)‖N ≤ c ‖x− y‖M

quaisquer que sejam x, y ∈M. Dizemos então que f é uma aplicação lipschitiziana.

Definição C.3 Uma aplicação f : M → N chama-se localmente lipschitiziana quando

cada ponto a ∈M é centro de uma bola Ba(r) tal que a restrição f |B é lipschitiziana.

Proposição C.3 A aplicação dT : X → R dada por dT (x) = d(x, T ) é localmente

lipschitizana.

Demonstração: Tomando c = 1, temos pela Proposição C.2 que

|d(x, T )− d(y, T )| ≤ ||x− y||,

isto é, é dT é lipschitiziana, donde é localmente lipschitiziana.

�

Teorema C.1 (cf. [6]) Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se (un) é uma

sequência limitada em X, então existem uma subsequência (unj
) ⊂ (un) e u ∈ X

tais que

unj
⇀ u fracamente em X.

Proposição C.4 Sejam (un) e (vn) sequências em L2(Ω) tais que

(i) un ⇀ u em L2(Ω);

(ii) vn → v em L2(Ω).

Então

〈un, vn〉L2 → 〈u, v〉L2 .
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Demonstração: Note que

|〈un, vn〉L2 − 〈u, v〉L2 | = |〈un, vn〉L2 − 〈u, v〉L2 ± 〈un, v〉L2|
≤ |〈un, vn〉L2 − 〈vn, v〉L2| − |〈u, v〉L2 − 〈un, v〉L2 |
≤ ‖un‖L2 ‖vn − v‖L2 + |〈un − u, v〉L2| .

Por (i) segue que 〈un − u, v〉L2 → 0. Por (ii) e como ‖un‖L2 é limitada, temos que

‖un‖ ‖vn − v‖L2 → 0. Logo 〈un, vn〉L2 → 〈u, v〉L2 .

Os resultados abaixo estão provados em [9].

Teorema C.2 Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lq(Ω), tais que

‖fn − f‖Lp → 0.

Então existe uma subsequência (fnj
) ⊂ (fn) tal que

(i) fnj
→ f(x) q.t.p. em Ω;

(ii)
∣∣fnj

∣∣ ≤ h(x) ∀j e q.t.p em Ω, com h ∈ Lp(Ω)

Teorema C.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤
∞. Então f.g ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Teorema C.4 (Teorema da Convegência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma

sequência de funções de L1(Ω). Suponhamos que

(i) fn(x) → f(x) q.t.p em Ω;

(ii) existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para cada n, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1 → 0.

Lema C.1 (Lema de Fatou) Seja fn uma sequência de funções de L1(Ω) tal que

(i) para cada n, fn(x) ≥ 0 q.t.p em Ω;

(ii) sup
n

∫
fn <∞.

Para cada x ∈ Ω tem-se f(x) = lim
n→∞

fn(x). Então f ∈ L1(Ω) e∫
f ≤ lim inf

n→∞
fn.
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