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Resumo

Sejam K um anel associativo comutativo unitirio e A uma K-algebra
associativa unitéria. Definimos a série {T™(A)} _  de ideias bilaterais em A
por TO(A) = LW(A) = A e TMW(A) = ALM(A)A (n > 2), onde L™ (A) é o
K-submoédulo de A gerado por todos os comutadores [ai,...,a,|, onde a; € A,
para cada i. Definimos a série central inferior {R(m)(A)}m>0 de ideais bilaterais
de A indutivamente por R”(A) = A e RM™(A) = A[R™V(A),A]A (m > 1).
Dizemos que a algebra A ¢ Lie nilpotente de classe no maximo c, se LT (A) = {0}
e, dizemos que A é fortemente Lie nilpotente de classe no maximo c, se R()(A) = {0}.
Observamos que L™ (A) C RM(A), logo cada algebra A que é fortemente Lie
nilpotente, também ¢é Lie nilpotente. Porém, a reciproca, em geral, nao é verdadeira.

Sejam F' um corpo e F'(X) a F-algebra associativa unitéaria livre, livremente
gerada por um conjunto X. E conhecido que o subespaco vetorial dos polinomios
centrais C(E) da algebra de Grassmann de dimensao infinita E sobre um corpo de
caracteristica p > 2 nao é um T-subespago finitamente gerado de F'(X). Como F é
Lie nilpotente de classe 2, o T-subespago dos polindmios centrais de uma algebra Lie
nilpotente pode nao ser finitamente gerado. No presente trabalho demonstramos que
isso nao pode acontecer se a algebra for fortemente Lie nilpotente. O nosso primeiro
resultado principal é o seguinte: o T-subespago C(B) dos polinémios centrais de uma
F-algebra associativa unitaria fortemente Lie nilpotente B é sempre finitamente gerado
(como T-subespaco de F (X)).

Sejam K um anel associativo comutativo unitario e K (X) a K-algebra
associativa unitaria livre, livremente gerada por um conjunto X. Consideremos
RM™(K (X)) (m > 0) e T™W(K (X)) (n > 1) como definido anteriormente. Por
conveniéncia de notagao, quando X = X3 = {1, x2, x3}, entdo escrevemos Rém) e Tén)
para representar R (K (X3)) e T (K (X3)), respectivamente. O segundo resultado

nH), para todos n > 0. Essa

principal do presente trabalho é o seguinte: Ré") = Tg(
igualdade permite dar uma demonstracao mais simples de um resultado recente de

Kuzmin e Pchelintsev.



Abstract

Let K be a unital associative comutative ring and let A be a unital associative
K-algebra. Define the series {T™(A)} _ ~ of two-sided ideals in A by
TW(A) = LW(A) = A and TM™(A) = ALM(A)A (n > 2), where L™ (A) is the
K-submodule in A generated by all commutators [aq, ..., a,], where a; € A for each .
Define the lower central series { R(™ (A)}m>0 of two-sided ideals in A inductively by
RO(A) = A and R™(A) = A[R™"V(A), A]A (m > 1). We say that the algebra A is
Lie nilpotent of class at most ¢, if L(°*Y(A) = {0} and that A is strongly Lie nilpotent
of class at most ¢, if R(A) = {0}. Note that L") (A) C R™(A) so each strongly
Lie nilpotent algebra A is Lie nilpotent. However, the converse, in general, is not true.

Let F be a field and F (X) the free unital associative F-algebra freely
generated by a set X. It is known that the vector subespace of central
polynomials C(E) of infinite-dimensional Grassmann algebra FE over a field of
characteristic p > 2 is not a finitely generated T-subespace of F' (X). Since E is
Lie nilpotent of class 2, the T-subespace of central polynomials of a Lie nilpotent
algebra can be non-finitely generated. In the present work we prove that this cannot
happen if the algebra is strongly Lie nilpotent. Our first main result is as follows: the
T-subespace C(B) of central polynomials of a strongly Lie nilpotent associative unital
F-algebra B is always finitely generated (as a T-subespace of F' (X)).

Let K be a unital associative comutative ring and let K (X) be the free unital
associative K-algebra freely generated by a set X. Consider R™ (K (X)) (m > 0) and
TMW(K (X)) (n > 1) as defined above. For convenience of notation, if
X = X3 = {x1, x9, x3} then we write Rém) and Té") for R0™ (K (X3)) and T™ (K (X3)),
respectively. The second main result of the present work is as follows: Ré") =T ;nﬂ),
for all n > 0. This equality allows to give a simpler proof of a recent result by Kuzmin

and Pchelintsev.
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Introducao

A presente tese é uma contribuicio a Teoria de Algebras com Identidades
Polinomiais, que é uma subarea importante da Algebra. Os primeiros resultados sobre
identidades polinomiais foram obtidos nas primeiras décadas do século XX por Dehn e
Wagner e o estudo sistematico de algebras com identidades polinomiais (PI-algebras)
foi iniciado por Kaplansky e Jacobson por volta de 1950. Atualmente a Teoria de
Algebras com Identidades Polinomiais esta se desenvolvendo rapidamente, com varias

dezenas de artigos publicados anualmente.

Os polinbmios centrais das Aalgebras associativas

fortemente Lie nilpotentes

Sejam K um anel associativo comutativo unitario e G uma
K-algebra de Lie com produto [, ] denominado comutador ou colchete de Lie. Definimos
indutivamente o comutador normado & esquerda dos elementos g1, ...,9, € G (n > 3)
por

91, gn] = [[915- -, Gn1, Gn)-

Para todos os subconjuntos A e B de G, A,B C G, denotamos por [A, B] o
K-submodulo de G gerado pelos elementos [a,b], onde a € A e b € B. Definimos
os K-submodulos L™ (G) de G, com n = 1,2,..., indutivamente por LM (G) = G
e L(G) = [L"(G),G], para todo n > 1. Deste modo, obtemos uma série

descendente de K-submodulos em G, da forma

G = L(l)(G) > L(Q)(G) D L(?’)(G) D

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



Introducao. 2

denominada série central inferior da &lgebra G. Observe que LM™(G) é o
K-submoédulo de G gerado por todos os comutadores da forma [gl, cee gn} ,onde g; € G,
para cada i € N. A &lgebra G ¢ dita nilpotente de classe c, se L\9(G) # {0} e
LE(G) = {0}. Observe que se G ¢é nilpotente de classe c, entdo [g1,...,g.11] = 0,
para todos ¢g1,..., .41 € G.

Seja A uma K-algebra associativa unitaria. Para todos a,b € A definimos a
multiplicagao de Lie por [a,b] = ab — ba. A algebra A, com essa multiplicagao de
Lie, é uma algebra de Lie chamada de algebra de Lie associada & algebra A e
denotada por AC). O n-ésimo elemento L™ (A) = L™ (A)) da série central inferior
da algebra de Lie AC) é o K-submodulo de A gerado por todos os comutadores
lai,...,a;] (a; € A). A algebra associativa A é dita Lie nilpotente de classe ¢ se a
algebra associada de Lie A7) & nilpotente de classe ¢, ou seja, se L(@(A) # {0} e
LD (A) = {0}. A tltima condicdo é equivalente a condicdo [ay, ..., a..1] = 0, onde
a; € A, para cada ¢ € N. Definimos a série {T(”)(A)}n>1 de ideais bilaterais de A por
TM = AL™ A, paran > 1.

O estudo de anéis e algebras associativas Lie nilpotentes foi iniciado por
Jennings [47] em 1947. Desde entao anéis e algebras associativas Lie nilpotentes tém
sido investigados em muitos artigos de varios pontos de vista; veja, por
exemplo, [3, 35, 38, 42}, 60, 62, 67, [74] em nossa bibliografia.

Considere a série de ideais bilaterais da K-élgebra associativa A chamada a série

central inferior de A
A= R(O)(A) > R(l)(A) » R(Q)(A) D

onde R™(A) = A[R""V(A),A]A, para n > 1. A algebra A ¢ dita fortemente
Lie nilpotente de classe c, se R(“™V(A) # {0} e R9(A) = {0}. E facil ver que
LD(A) € R™(A), para n > 0. Portanto, se A é fortemente Lie nilpotente de
classe ¢ entao A é Lie nilpotente de classe no méximo ¢. Porém, a reciproca nao
¢ verdadeira em geral. Por exemplo, a algebra de Grassmann de dimensao infinita
é Lie nilpotente de classe 2. No entanto, E nao é fortemente Lie nilpotente pois
(1, xa][x3, 4] - -+ [T2n_1, T2p] NAO é uma identidade polinomial de E para nenhum n.

Drazin e Gruenberg [25] demonstraram que para uma algebra A gerada por um

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



Introdugao. 3

conjunto Y o ideal R(© é gerado, como um ideal bilateral de A, por todos os produtos

[ylla-'~7ylh]"'[yk17---aykm]a

onde y;; € Y eli + ...+l —k = c. Assim, uma é&lgebra A gerada por Y ser
fortemente Lie nilpotente equivale a [yi1,..., %] - [Yk1s-- -, YUk, = 0, para todos
Yils Yl Ykls- > Yk, € Y quando Iy + ...+, —k =c.

Uma outra defini¢do equivalente da cadeia A = R (A) D RM(A) D R® D ...
foi dada por Kapranov [49] que usou essa cadeia, que ele denominou de NC-filtragao,
para desenvolver uma versao de geometria nao comutativa. Segundo Kapranov, o ideal

R (A) ¢é gerado, como um ideal bilateral de A, por todos os produtos

[9117 cen ,9111] T [gkb cee 7gklk]

ondeg; €Yeli+...+l,—k>c

O estudo de anéis e algebras associativas fortemente Lie nilpotentes foi iniciado
em 1942 por Jennings [46] e continuado por varios pesquisadores (vide, por exemplo,
[25, 49| [65], [73]).

Sejam F' um corpo e F (X) a F-algebra associativa unitéaria livre, livremente
gerada pelo conjunto X = {z; | i € N}. Cada elemento f = f(z1,...,,) de F (X) ¢é
dito um polindémio de F (X).

Sejam A uma F-algebra associativa e f = f(x1,...,2,) um polinomio de F' (X).
Dizemos que o polinémio f é uma identidade polinomial de A se f(aq,...,a,) =0,
para todos ay, . .., a, € A. Se f assim é um polindémio nao nulo de F' (X)), entao dizemos
que A é uma PI-algebra. Denotamos por T(A) o conjunto de todas as identidades
polinomiais da algebra A.

Um ideal I de F(X) ¢ dito um 7T-ideal se ele ¢ fechado por todos os
endomorfismos de F (X), ou seja, se f(z1,...,2,) € I € g1,...,9, € F(X) sao
polinémios quaisquer de F (X), entdo f(g1,...,9.) € I. E facil ver que, para cada
F-algebra associativa A, o ideal T'(A) de todas as identidades polinomiais de A é um
T-ideal. Por outro lado, é conhecido que se I é um T-ideal, entao existe uma F-algebra
associativa A tal que I = T'(A).

O T-ideal gerado por um subconjunto S de F (X), S C F (X), denotado por

(S>T, é o menor T-ideal de F' (X) que contém S. Quando o T-ideal I é gerado por

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



Introducao. 4

um conjunto finito S, ou seja, I = (S)”, onde |S| < oo, entdo dizemos que I é um
T-ideal finitamente gerado. Caso contrério, se um 7T-ideal I nao pode ser gerado
por nenhum conjunto finito, dizemos que I ¢ um 7T-ideal nao finitamente gerado.

Por exemplo, se F' é um corpo infinito de caracteristica # 2 e E é a éalgebra de
Grassmann de dimensao infinita sobre F' entdo o T-ideal T'(F) é gerado por um tnico
polinémio [zq, e, 23] (veja [61], 53, BI]). Um outro exemplo: se F' é um corpo infinito
de caracteristica # 2,3 e My(F') é a algebra de matrizes 2 x 2, com coeficientes em F,
entdo T'(Ms(F)) é gerado por dois polindmios:

sty (xl, To, T3, ZL‘4) = Z (—1)7To(1)To(2)To(3) To(a)
0ESy

(o polinémio “standard” de grau 4) e

[[%,952] o [$3,$4]7$5]

onde a o b = $(ab+ ba) (polinomio de Hall) (veja [14] 52| 26 66]).

Um F-subespago vetorial V' de F (X) é dito ser um T-subespago se V ¢é
fechado por todos os endomorfismos de F (X), ou seja, se f(z1,...,z,) € V
e gi,---,9n € F(X) s@o polinémios quaisquer de F' (X), entdo f(g1,...,9,) € V.
Dizemos que o conjunto Z(A) = {a € A | ab = ba,para todo b € A} ¢ o
centro da &lgebra A. Se o polinomio f = f(z1,...,2,) € F(X) é tal que
flay,...,a,) € Z(A), para todos ai,...,a, € A, entdo dizemos que f é um
polinémio central de A. Denotamos por C'(A) o conjunto de todos os polinémios
centrais da algebra A. Para cada algebra A, o conjunto C(A) é um T-subespago de
F(X). De fato, se f(x1,...,2,) € C(A) entdo f(ay,...,a,) € C(A), para todos

a,...,a, € A. Como

@(f(xla ce 7$n)) = f(@p(ml)> R <p(xn)),

segue que @(f(zy,...,2,)) € C(A), para cada endomorfismo ¢ de F (X). Porém,
ao contréario dos T-ideais, para um T-subespago V' de F (X) nem sempre existe uma
algebra A tal que V = C'(A).

O T-subespago gerado por um subconjunto S" de F (X), S’ C F (X), denotado
por (S’)ST, ¢ o menor T-subespago de F' (X)) que contém S’. Isto é, um T-subespago V'

é gerado por S’, se cada elemento de V' é uma combinagao linear, com coeficientes em F',
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Introdugao. 5

de elementos da forma ¢(s’), onde s' € S’ e ¢ é um endomorfismo de F (X). Quando
um 7T-subespago V' é gerado por um conjunto finito S’, ou seja, V = (S’)ST, onde
|S’| < o0, dizemos que V' é um T-subespago finitamente gerado. Caso contrario,
se um T-subespaco V nao pode ser gerado por um conjunto finito entao dizemos que
V' é um T-subespacgo nao finitamente gerado.

Por exemplo, se F' é um corpo de caracteristica zero, entao o T-subespago C(E)
dos polinémios centrais da F-algebra de Grassmann F de dimensao infinita é gerado
pelos polinémios [z, zo] € x1[xg, 23, 24] (veja [8, 11 37]). Um outro exemplo: se F é

um corpo infinito de caracteristica # 2, 3 entao C'(Ms(F')) é gerado por dois polindmios

(21, 29] © w3, 14

$18t4(l'2, XT3, Ty, .',U5)7

onde a o b = 3(ab+ ba) (veja [14, 63]).

Em 1950 foi formulado por W. Specht [71] um dos principais problemas na Teoria
das Identidades Polinomiais, que ficou conhecido como o problema de Specht e pode ser
enunciado a seguir: Para cada dlgebra A associativa sobre um corpo F' de caracteristica
zero, o T-ideal T(A) de todas as identidades polinomiais de A € finitamente gerado? O
mesmo problema sobre anéis associativos foi levantado por A.I. Malcev [72, Problem
2.39] em 1967.

Durante as décadas seguintes foram publicados dezenas de artigos onde os
problemas de Specht e Malcev foram resolvidos com solugoes positivas em varios casos
particulares.

Finalmente, em 1987 Kemer, no famoso artigo [50], provou que o problema de
Specht possui solugao positiva, ou seja, se char F = 0 entao cada T-ideal de F (X)
¢ finitamente gerado (como um T-ideal). Observamos que em 2001, Shchigolev [70]
demonstrou que se char F' = 0 entao cada T-subespaco de F' (X) ¢é finitamente gerado
(como um T-subespago). Esse resultado pode ser visto como uma generalizagdo do
resultado de Kemer.

O problema de Malcev para anéis associativos permaneceu em aberto por mais
de duas décadas. Em 1999, Belov [9], Grishin [36] e Shchigolev [68] em trabalhos

independentes construiram é&lgebras associativas sobre um corpo F, onde
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Introdugao. 6

char F' = p > 0, cujas identidades polinomiais nao possuem nenhuma base finita. Com
isso, eles deram solugao negativa ao problema de Malcev. Porém, varios
problemas sobre T-ideais de F' (X), no caso char F = p > 0, permanecem em aberto

até agora. Por exemplo, o seguinte problema ainda esta sem solucao:

Problema. Seja F' um corpo infinito de caracteristica p > 0. Existe uma F-dlgebra A

de dimensao finita tal que T(A) é nao finitamente gerado (como um T-ideal)?

Observamos que os contraexemplos de Belov [9], Grishin [36] e Shchigolev [68]
foram construidos a partir de T-subespagos nao finitamente gerados de F (X)
(char ' > 0) construidos por Grishin [36] e Shchigolev [69]. Por causa disso,
comegou o estudo sistematico de T-subespagos de F' (X) quando char F' > 0 (veja,
por exemplo, [33] 34], 39]).

Em 2010 Bekh-Ochir e Rankin [§], Brandao, Krasilnikov, Koshlukov e Silva [I1] e
Grishin  [37] descreveram independentemente os polindmios centrais da
algebra de Grassmann E de dimensao infinita. Nesses artigos, eles mostraram que
quando char F' = 0, temos que C(F) é um T-subespago gerado por dois polindémios
descritos acima. Por outro lado, quando F' é infinito com char F = p > 3, temos
que C(E) é um T-subespago nao finitamente gerado (veja [8, 11, B7] para descrigao
de geradores de C(FE) neste caso). Mais ainda, foi descoberto em [8, 1], 37] que
o T-subespaco nao finitamente gerado usado por Belov e Shchigolev, para construir
T-ideais nao finitamente gerados de F' (X)) (char F' > 2), foi exatamente o T-subespago
C(FE) (ou algum T-subespago semelhante a C(E)).

Observamos que a algebra de Grassmann E de dimensao infinita é Lie nilpotente
de classe 2, ou seja, satisfaz a identidade [1'171‘2,933}. Assim, sobre um corpo F' de
caracteristica p > 2, uma &lgebra A associativa Lie nilpotente pode ter o T-subespaco
C(A) dos polindmios centrais nao finitamente gerado. Nos demonstramos que isso nao
pode acontecer para uma algebra A associativa fortemente Lie nilpotente. O mnosso

primeiro resultado principal é o seguinte teorema.

Teorema 1 Sejam F' um corpo e A uma F-dlgebra associativa unitdria. Suponha que
A é fortemente Lie nilpotente. Entao o T-subespago C(A) dos polindmios centrais de

A € finitamente gerado como T-subespago de F (X).
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Lembramos que Shchigolev [70] demonstrou que se F for um corpo de
caracteristica 0, entdo todos os T-subespacos de F'(X) sao finitamente gerados. Em
particular, se char F' = 0 entao o T-subespaco dos polindmios centrais de qualquer
algebra fortemente Lie nilpotente é finitamente gerado. Neste sentido, basta
demonstrar o teorema para o caso em que a char F' = p > 0, com p primo.

Observamos também que se uma algebra associativa Lie nilpotente A é
finitamente gerada entdao A é fortemente Lie nilpotente (veja Jennings [47, Theorem

3]). Assim, temos o seguinte corolario.

Corolario 2 Sejam F um corpo e A uma F-dlgebra associativa unitdria Lie nilpotente.
Suponhamos que A € finitamente gerada. Entao o T-subespago C(A) dos polinémios

centrais de A € finitamente gerado.

Um dos problemas mais importantes sobre os polindmios centrais de algebras

associativas que ainda estéd em aberto é o seguinte problema.

Problema. Seja F' um corpo infinito de caracteristica p > 0. Eziste uma F-dlgebra
A de dimensao finita tal que o T-subespago C(A) dos polindémios centrais de A nao é

finitamente gerado?
O Corolario 2 demonstra que se existir, a algebra A nao pode ser Lie nilpotente.

Observamos que se A for uma élgebra fortemente Lie nilpotente de classe ¢ entao
C(A)/RY(F (X)) ¢ um T-subespaco na algebra fortemente Lie nilpotente
universal (ou relativamente livre) F(X)/R(F (X)) de indice c. E bem
conhecido que F (X) /R (F (X)) contém, em geral, T-subespacos que ndo sdo
finitamente gerados (veja Shchigolev [68, Theorem 1] e também [34, Theorem 3| ou
[33, Theorem 2]). Porém se o T-subespago T = C(A) é o conjunto dos polindémios
centrais de uma &lgebra A fortemente Lie nilpotente de classe < ¢ entao, pelo Teorema

1, o T-subespaco T/R©) de F (X) /R, ¢ finitamente gerado.
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As algebras universais associativas Lie nilpotentes e

fortemente Lie nilpotentes

Lembramos que uma F-élgebra associativa unitaria A é Lie nilpotente de classe
cse LIO(A) # 0 e LD (A) = 0. Lembramos também que a série {T(”)(A)}n>1 de
ideais bilaterais de A é definida por T (A) = AL™(A)A, para cada n > 1. Logo,
se A ¢ Lie nilpotente de classe ¢ entdo TV (A) = {0}. Observamos que a F-algebra
F(X) /T (F (X)) ¢ Lie nilpotente de classe c; essa algebra pode ser vista como a
F-algebra associativa unitaria universal (ou, em outras palavras,
relativamente livre) Lie nilpotente de classe ¢ gerada livremente pelo conjunto
{z + TC"D(F(X)) | + € X}. Lembramos ainda que a F-élgebra associativa
unitaria A é fortemente Lie nilpotente de classe ¢, se R(¢"V(A) # 0 e RY(A) = 0,
onde R(A) ¢ o ideal bilateral de A definido indutivamente por RW(A) = A e
RO(A) = AR Y(A), AJA (¢ > 1). A F-algebra F (X) /R (F (X)) pode ser vista
como a F-algebra associativa unitaria universal fortemente Lie nilpotente de
classe c.

O recente interesse em &lgebras universais associativas Lie nilpotentes foi

motivado pelo estudo dos quocientes L) (A)/L*+V(A) da série central inferior
A=LWA) D LPA)D---DLM(A)D -

da éalgebra de Lie associada a algebra associativa livre A = F (X). O estudo desses
quocientes L (A)/L*V(A) foi iniciado em 2007 em um artigo pioneiro de Feigin e
Shoikhet [29], para A = C(xy,x9,...,2,) (a dlgebra associativa livre em n geradores
sobre o corpo dos niumeros complexos C). Outros resultados sobre esse assunto podem
ser encontrados, por exemplo, em [I} 4, 5 6, 10) 15 16, 18, 20, 23, 24, 28, 48, 51, 59].
Desde que T (A) ¢ o ideal bilateral de A gerado por L™ (A), alguns resultados sobre
os quocientes T (A) /T (A) foram obtidos também nesses artigos; em |15}, [16] 18]
20), 28, [48], [51], 59] os dltimos quocientes foram os objetos principais de estudos.

Em 2012 Bhupatiraju, Etingof, Jordan, Kuszmaul e Li [10] comecaram o estudo
dos quocientes L (A)/LU+Y(A) para anéis associativos livres, isto é, para algebras
associativas livres A = Z (X) sobre Z. Neste caso, o quociente em questao (pode)

desenvolver tor¢ao e um dos objetivos de estudo é o padrao desta tor¢gao. Em [10] muitos
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resultados relativos a esta torgao em L (A)/LU+1)(A) foram obtidos e véarios problemas
abertos relativos a esta torcao foram colocados. Varios resultados sobre os quocientes
TO(A)/THD(A) e A/THD(A) foram também obtidos em [I0], em particular, como
mencionado acima, foi provado que o grupo aditivo de A/T®)(A) é abeliano livre e
uma base desse grupo foi exibida em [10, Proposition 3.2]. Outros resultados relativos
aos quocientes T (A)/T+)(A) para varios anéis associativos A foram obtidos por
Cordwell, Fei e Zhou em [15].

Foi observado em [10] que se A = Z (X)) entdo nos quocientes T (A) /T (A)
nao ha torc¢ao nos subgrupos aditivos gerados pelos polinomios de graus pequenos.
No entanto, Krasilnikov em [59] provou que a imagem de vy = [z1, xo][23, 24, 5] em
A/TW(A) é um elemento de ordem 3, que o subgrupo de torgao de A/T™(A) coincide
com T2 (A)/TW(A) e que o tltimo é um 3-grupo abeliano elementar. Aqui 7% (A)
é o T-ideal de A gerado por [z, 9, x3,x4] € [T1, xa][3, 24, x5]. Encontrar uma base
deste grupo foi o objetivo do artigo [19].

Dados computacionais interessantes sobre subgrupo de tor¢ao de T (A) /T+1)( A)
para varios ¢, obtido por Cordwell, Fei e Zhou, foram apresentados em [I5]. Em
particular, esses dados sugerem que o grupo aditivo de A/T®)(A) pode nao ter tor¢ao.
Se este grupo é livre de torcao, na verdade, ainda é um problema em aberto. Em
[16] Costa e Krasilnikov encontraram geradores para o ideal T®) (K (X)) da éalgebra
associativa livre K (X), onde K é um anel associativo comutativo unitario. Este
resultado ¢ similar ao Theorem 1.3 em [19] que da os geradores para o ideal T™ (K (X)).
O resultado de [I5] pode ser o primeiro passo para provar que o grupo aditivo A/T®)(A)
¢ livre de torgao.

Assim, a descri¢ao do grupo aditivo do anel universal associativo Lie nilpotente
Z.(X) /T"™(Z (X)) é um problema complicado que ja foi resolvido s6 para n < 4. Por
outro lado, a descrigao do grupo aditivo do anel universal fortemente Lie nilpotente
Z(X) /R"™(Z (X)) é¢ bem conhecida: foi demonstrado por Tyler [73] que esse grupo é
abeliano livre com um conjunto de geradores livres descritos explicitamente em [73].

Seja K um anel associativo comutativo unitario e K (X) a K-algebra associativa
unitaria livre, livremente gerada por um conjunto X. Por conveniéncia de notacao,
quando X = X = {x1,... 7} escrevemos T ¢ R™ para representar T (K (X))
e R (K (X)), respectivamente.
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Os dados computacionais apresentados em [15] sugerem também que o quociente
T,gi) / T,g”l) nao tem torcao se k < 4. O resultado abaixo confirma essa conjectura para
kE < 3.

O nosso segundo resultado principal é o seguinte teorema.

Teorema 3 Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja K (X3) a K-dlgebra
associativa unitaria livre, livremente gerada pelo conjunto X3 = {xl, Zo, xg}. Para cada
nteiro positivo n, temos

7y = Ry,

Deduzimos deste teorema que, para cada n > 0, temos Tz(n) = Ré”*”. Por outro
lado, se v = [x1, z5|[x3, x4] entdo v € Rf) mas v ¢ T4(3); logo, em geral, T4(3) # Rf).
Isso implica que Tkgg) #* R,(f) para todo k£ > 4.

Lembramos que, em 1975 Tyler [73] mostrou que o grupo aditivo do quociente

Z{Xy) /R"™(Z (X})) é abeliano livre. Logo, o Teorema 3 implica o seguinte corolario.

Corolario 4 Suponha que k = 2 ou k = 3. Entao o grupo aditivo do anel quociente

Z(Xy) /TTH(Z (X)) € abeliano livre.

Observamos que Kuzmin e Pchelintsev demonstraram que K (X3) / Rgm) ¢ um
K-moédulo livre e descreveram uma base deste K-moédulo.  Esse resultado foi
anunciado por Kuzmin na XXV Escola de Algebra em Campinas em dezembro de
2018; uma versao mais fraca desse resultado pode ser encontrada em [64]. O Teorema
3 e Corolario 4 apresentam um jeito mais simples de demonstrar este resultado de

Kuzmin e Pchelintsev.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Anéis, modulos e algebras

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos bésicos sobre anéis, modulos e

algebras. Para escrever este capitulo usamos como referéncia os livros [7, 27, 30}, 32].

1.1.1 Anéis e méodulos

Lembramos que um anel K ¢é definido como um conjunto nao-vazio com duas
operagoes binarias “+” e “-” tal que o par (K,+) é um grupo abeliano e valem as leis
distributivas

(r+y)-z=x-z+y-z para todos z,y,z € K,
x-(y+z2)=x-y+x-z para todos z,y,z € K.

Para quaisquer z,y € K, escrevemos xy para denotar x - y.

Um anel K é um dito anel associativo se, para todos a,b,c € K, temos
(ab)e = a(bc). Neste caso, ¢ bem definido o produto ajas---a,, para todos
ai, as,...,a, € K. Dizemos que um anel K é um anel comutativo se, para
todos a,b € K, temos ab = ba. Dizemos que um anel K é um anel unitario se
existe 1x € K tal que para cada a € K, temos 1xa = alg = a.

Um anel de Lie L é definido como um anel com multiplicacao anti-comutativa

que satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, a terna (L, +,[,]) ¢ um anel de Lie, se
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1.1. Anéis, médulos e algebras 12

i) para todos z,y,z € L,

ii) para todo x € L,

Observamos que para quaisquer a,b € L, vale que
la+b,a+b] =0,

de onde temos que [a,b] = —[b, a]. Logo, todo anel de Lie é anticomutativo.
Observamos também que se A for um anel associativo e [,] é uma operagao binaria

em A definida por [a,b] = ab — ba (a,b € A) entao (A,+,[,]) é um anel de Lie.

Definicao 1.1.1 Sejam K um anel (nao necessariamente comutativo ou unitdrio).
Um K-mddulo (a esquerda) ou modulo (a esquerda) sobre K é um grupo abeliano
M munido de uma operagao - : K x M — M (a imagem de (r,m) +— rm) tal que

para todos ri,m9 € K e my,mo € M:
i) r1.(mq +mg) = ri.my + riome;

ii) (ry +72).my = rimy + re.my;

iii) (ryr2).my = ri.(ro.myq).

Se K tem um elemento unidade 1x ¢
iv) 1x.m =m, para todo m € M,

entao dizemos que M ¢ um K-modulo unitdrio. Se K ¢ um anel de divisao, entao

o K-mddulo unitdrio é chamado de K-espago vetorial (4 esquerda).

Um K-modulo a direita (unitario) é definido similarmente através da fungao
- M x K — M definida por (m,r) — mr satisfazendo os analogos 6bvios de 1)-iv).
De agora em diante, a menos que especificado de outra forma, “K-méddulo” significa
“K-modulo a esquerda'e entende-se que todos os teoremas sobre K-modulos a esquerda
também sao validos, com as 6bvias modificagoes, para os K-moédulos a direita.

Se K é comutativo, é facil verificar que todo K-moédulo & esquerda pode receber

a estrutura de um K-modulo & direita definindo mr = rm, para todosr € K em € M
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1.1. Anéis, modulos e algebras 13

(a comutatividade é necessaria para iii)). A menos que especificado de outra forma,
todo modulo M sobre um anel comutativo K é assumido como sendo K-modulo a
esquerda e K-modulo a direita com mr = rm, para todos r € K e m € M.

Sejam M um K-moédulo e N um subgrupo de M. Dizemos que N é um
K-submoédulo de M se a multiplicagao escalar de M preserva N, isto é, se rn € N,
para cada r € K e para cada n € N.

Sejam M um K-moédulo e N um K-submoédulo de M. Considerando apenas a es-
trutura de grupo aditivo de M, podemos construir o grupo quociente
M/N = {m+ N | m e M}. Sobre este grupo (M/N,+) vamos considerar a seguinte

multiplicagao por escalar:
KX M/N — M/N
(rrm+N) — r-m+ N
E facil ver que esta operacdo ¢ bem definida e que M /N é um K-moédulo, denominado
K-moédulo quociente de M por N.

Sejam M e N dois K-moédulos. Uma aplicaggo ¢ : M — N é um

homomorfismo de K-médulos ou um K-homomorfismo, se:
i) para todos my,mg € M, ent@ao @(my + ma) = @(my) + ©(ms);
ii) para todos r € K e m € M, entdao ¢o(rm) = rp(m);

iii) para todos r € K e m € M, entao p(mr) = @(m)r.

Se o homomorfismo ¢ ¢é bijetivo, entao dizemos que ¢ é um isomorfismo de M
em N. Se existe um isomorfismo entre dois K-moédulos M e N, entao dizemos que eles
sao isomorfos e escrevemos M = N.

Seja. M um K-moédulo. O homomorfismo ¢ : M — M ¢é denominado
endomorfismo de M. Denotamos por Endg (M) o conjunto de todos os endomor-
fismos de M. Dados f,g € Endg(M), a aplicacdo f 4+ g : M — M definida por
(f+g9)(m) = f(m)+g(m) (m € M) é um endomorfismo de M. Além disso, observa-
mos que a composicao f o g de f com g também é um endomorfismo de M. Notemos

que o conjunto Endg (M) munido das operagoes adigdo e composi¢ao

+: EndK(M) X EndK(M) — EndK(M)
(f,9) — f+g
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1.1. Anéis, médulos e algebras 14

o: Endg(M) x Endg(M) —> Endg(M)
(f.g9) — fog

é um anel associativo unitario.

Definicao 1.1.2 Seja M um mddulo a esquerda sobre K. Um subconjunto B de M
¢ dito uma base para M se cada elemento de M pode ser escrito de maneira unica,

como uma combinacao linear finita de elementos de B, com coeficientes em K.

Uma defini¢ao equivalentemente é a seguinte definigao.

Definicao 1.1.3 Um subconjunto B de M ¢é uma base para M se,

i) dadom € M, existem rq,...,1, € K €by,...,b, € B tais que m = r1by + ...7,b,.

Em outras palavras, B gera M

ii) dadosry,...,r, € K eby,...,b, € B, seribj+---+r,b, =0, entaor; = 0 para todo
1=1,...,n. Em outras palavras, B ¢ um conjunto linearmente independente
em M sobre K.

Observamos que se K nao for um corpo entao um K-moédulo pode nao ter ne-
nhuma base. Dizemos que um K-moédulo M é um K-moédulo livre se ele possui uma

base. Veremos a seguir uma caracterizagao dos K-modulos livres.

Proposicao 1.1.4 Seja M um K-modulo. Entao M ¢é um K-mddulo livre se, e so-

mente se, M € isomorfo a uma soma direta de copias de K.

1.1.2 Algebras

No decorrer dessa secao vamos considerar K um anel associativo comutativo
unitario.
Uma algebra A sobre um anel K ou uma K-algebra ¢ um moédulo sobre K

munido de uma multiplicacao - : A x A — A que satisfaz as seguintes propriedades:

i) A terna (A, +,-) é um anel, isto é, (A4, +) é um grupo abeliano e, para todos z,y, z €

A, valem as leis distributivas, isto é,

(x+y)-z=x-2+y-z

r-(y+z2)=z-y+x- -z
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ii) Para todos x,y € A e para todo r € K, vale que
r(e-y)=(rz)-y =z (ry).

Na maioria dos casos, algebras sao consideradas sobre um corpo F'. Neste caso,
uma F-algebra A é um F-espaco vetorial com produto F-bilinear.
Seja A uma K-algebra. Dizemos que A é uma K-algebra:
associativa, se (A, +,-) é um anel associativo;
comutativa, se (A, +,-) é um anel comutativo;
unitaria, se (A4, +,-) é um anel unitério;

de Lie, se (A, +,-) é um anel de Lie, isto ¢, dados a,b,c € A, temos
a-a=0 (a lel anticomutativa),

(@a-b)-c+(b-¢)-a+(c-a)-b=0 (identidade de Jacobi).

Dada uma K-algebra associativa A, podemos definir uma nova operagao de modo

a torna-la uma algebra de Lie. De fato, defina em A a seguinte operacao colchete:

[ ]: AxA —s A
(a,b) — J[a,b] =ab—ba

Notamos que a algebra A com essa operacao colchete é uma K-algebra de Lie. Essa nova
algebra (A,+,[,]) é chamada de algebra de Lie associada a K-algebra associativa
A e & denotada por A7), Dizemos que o colchete [a,b] ¢ o comutador de Lie de a

com b. Dados ay,...,a, € A (n > 3), definimos indutivamente o comutador

lai, ... a4, = [[al, . ,an_l],an}.
Denominamos-o comutador normado a esquerda de comprimento n.

Definicao 1.1.5 Seja A uma K-dlgebra associativa qualquer.

i) Um K-submddulo B de A é uma K-subdlgebra se B ¢ fechado com respeito a

multiplicagao, isto €, se biby € B, para todos by,by € B;

ii) Um K-submddulo I de A é um ideal bilateral (ou simplesmente um ideal) de A

se arb € I e bay € I, para todos ai,a9 € A e para cada b € I;
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iii) Se I é um ideal bilateral em A, dizemos que A/l é a dlgebra quociente de A por
1.

Seja X = {xl |i e N} um conjunto enumeravel em que os elementos sao deno-
minados varidaveis. Definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia finita
Ty Tiy -+ Ty, onde 7, € X (j=1,...,n) e n € N. Definimos o tamanho (ou grau)

da palavra z; x;, - --x;, como sendo o numero natural n. Quando n = 0, a palavra

é denominada palavra vazia e sera denotada por 1. Seja P o conjunto de todas as
palavras em X.
O conjunto A = K (X) denota o K-modulo livre com base dada pelo conjunto

P. Consideremos em A a multiplicagao induzida pela seguinte multiplicacao definida

nos elementos de P:

(xil e l‘i'm)(l‘jl e xjn) - l‘il e xinble o l‘jn’

onde z;,,x;, € X, comk =1,...,mel =1,...,n. O K-médulo A munido desse
produto é uma K-algebra associativa unitaria, onde a unidade é a palavra vazia.
Sejam A; e Ay duas K-algebras. Recordamos que uma transformagao linear
¢ : Ay — Ay é um homomorfismo de K-élgebras se, p(ab) = ¢(a)p(b), para
quaisquer a,b € A;. Um homomorfismo ¢ : Ay — A; é chamado endomorfismo de
K-algebras.
A K-élgebra A = K (X) tem a seguinte propriedade universal (veja [32], p. 1).

Proposicao 1.1.6 (Propriedade Universal) Seja K um anel associativo comuta-
tivo unitario e Ay uma K-dlgebra associativa unitdria. FEntdao qualquer aplicagcao
¢ X — A; pode ser estendida a um tunico homomorfismo ¢ : A — A;. Em
outras palavras, existe um unico homomorfismo ¢ : A — Ay tal que p(x) = ¢(x),

para todo x € X.

Devido a essa propriedade, dizemos que A é uma K-algebra associativa
unitaria livre, livremente gerada pelo conjunto X.

Os elementos de A = K (X) sao denominados polinémios. O polindémio
u=rzy -z, €A € Keux € X)édenominado de mondémio. O grau do
monomio u, denotado por degu, quando r; # 0 é o grau da palavra z;, ---x;, , ou

seja, degu = n. Note que se f é um polindémio em A, entdo f = ). ru;, onde u;
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1.2. Identidades polinomiais, PI-algebras e T-ideais 17

sao mondmios nas variaveis x; € X. O grau de um polindémio f € A, denotado por
deg f, é definido como sendo o grau maximo dentre os mondémios de f. Se x; é uma
variavel no mondmio u, o grau de u em z;, denotado por deg,. u, ¢ o numero de ocor-
réncias de x; em u. Se as variaveis que aparecem nos mondmios de f € A pertencem
ao conjunto {zi,...,x,}, entdo podemos escrever f = f(z1,...,x,). Um polindmio
f = f(x1,...,z,) ¢ homogeéneo de grau m; em x; se todos os monémios de f possuem
grau m; em x;; e f ¢ multihomogéneo de multigrau (my, ..., m,) se f for homogéneo
de grau m; em x;, para cada i = 1,...,n. E, o polinémio f é multilinear de grau n
se f é linear (ou seja, homogéneo de grau 1) em cada variavel ;.

Seja f = f(x1,x2,...,2,) um polinémio qualquer em A = K (X), podemos

Sempre escrever

f _ Z f(ml,...,mn),

m120,...,mn >0

onde f(mi-mn) & a soma de todos os mondémios de f com multigrau (my,...,my,).
Os polinémios f(™mn) s30 chamados de componentes multihomogéneas de f.

Denotamos por Ay,.....m,) © conjunto de todos os polinémios multihomogéneos de mul-

tigrau (my, ..., m,) nas variaveis zi, ..., x,, respectivamente. Dizemos que Ay, mn)
¢ a componente multihomogénea de A de multigrau (my,...,m,) nas variaveis
T1,...,xT,, respectivamente. Assim,

A= @ A(m1,...,mn)
(

M1,y M)
¢ uma soma direta de suas componentes multihomogéneas.
Note que Agp,,...m,) ¢ 0 K-submodulo de A gerado por monoémios g de grau m;

na variavel x; € X e tais que g nao contém z; para ¢ > k.

1.2 Identidades polinomiais, PI-Algebras e T-ideais

Sejam F' um corpo qualquer e F' (X)) a F-algebra associativa unitaria livre, livre-
mente gerada pelo conjunto X. Sejam f = f(x1,...,z,) um polindmio em F' (X) e A
uma F-algebra associativa. Dizemos que o polindmio f ¢ uma identidade polinomial
da &lgebra A se f(ay,...,a,) = 0, para todos ay,...,a, € A. Dizemos que a algebra
A é uma PI-algebra, se A satisfaz uma identidade polinomial nao nula. Denotamos

por T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais da algebra A.
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Um ideal bilateral I de F'(X) é um 7T-ideal se, ele ¢ fechado por todos os en-
domorfismos de F'(X), ou seja, se f(x1,...,29) € I € g1,...,9, € F(X) sao po-
lindmios quaisquer de F (X), entdo f(g1,...,9,) € I. E conhecido que T(A) é um
ideal bilateral de F'(X). E mais, T(A) é um T-ideal de F'(X). De fato, sejam
f = f(z1,...,x,) uma identidade polinomial de A e ¢ um endomorfismo F (X). Cla-
ramente f(gi,...,g,) pertence a T(A), para todos os polinémios g, ...,¢g, € F (X).
Desde que ¢(f(x1,...,2,)) = flp(z1),...,0(x,)), segue que o(f(x1,...,x,)) é uma
identidade polinomial de A. Logo, T'(A) ¢ um T-ideal de F'(X). Por outro lado, ¢é
conhecido que se I é um T-ideal, entao existe uma F-algebra associativa A tal que
I =T(A) (podemos tomar A = F (X) /I).

O T-ideal gerado por um subconjunto S de F (X), S C F (X), denotado por
(S)T, é a intersegao de todos os T-ideais de F' (X) que contém S, ou seja,

()" =1,
SCr
onde I é um T-ideal de F (X). Quando um T-ideal I é gerado por um conjunto finito
S, ou seja, I = (S)", onde |S| < oo, entdo dizemos que I é um T-ideal finitamente
gerado. Caso contrario, se um 7T-ideal I nao pode ser gerado por um conjunto finito,

dizemos que [ é um 7T-ideal nao finitamente gerado.

1.3 Polinémios centrais e T-subespacos

Sejam F' um corpo qualquer e A uma F-algebra associativa. Definimos o centro

da algebra A como sendo o conjunto
Z(A):={a € A|ab=ba para todobe A}.

Note que o centro de uma &lgebra ¢ um exemplo de uma subalgebra que nao é, necessa-
riamente, um ideal. Dizemos que o polinémio f(z1,...,2,) € F (X) é um polinémio
central da algebra A se f(ay,...,a,) € Z(A), para todos ay,...,a, € A. Denotamos
por C(A) o conjunto de todos os polinémios centrais da algebra A.

Um F-subespago vetorial V' de F' (X) é dito um T-subespago se V' é fechado por
todos os endomorfismos de F' (X), ou seja, f(x1,...,x,) € Ve gy, ...,g, € F(X) séo
polinémios quaisquer de F' (X), entao f(g1,...,9,) € V. Uma subdlgebra de F' (X)
que também é um T-subespago ¢ dita uma T-subalgebra de F' (X).
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Note que o conjunto C'(A) de todos os polindmios centrais de A forma um su-
bespaco vetorial de F (X). Além disso, C(A) é uma T-subalgebra de F (X). De
fato, se f(x1,...,2,) € C(A) entao f(g1,...,9,) € C(A), para todos os polindomios
g1y, 9n € F(X). Desde que p(f(z1,...,2,)) = flo(z1),...,0(x,)), segue que
o(f(xy,...,2,)) pertence a C'(A), para cada endomorfismo ¢ de F' (X). Logo, C(A) é
um T-subespago de F' (X). Como Z(A) é uma subéalgebra de A, segue imediatamente
da definigdo de polindémio central que C'(A) ¢ uma subdalgebra de F (X). Portanto,
C(A) ¢ uma T-subélgebra de F' (X).

O T-subespago gerado por um subconjunto S” de F' (X), S’ C F (X), denotado
por <S)ST, é o menor subespaco de F'(X) que contém S’. Isto é, dizemos que um
T-subespago V' é gerado por S’, se cada elemento de V' é uma combinacgao linear, com
coeficientes em F', de elementos da forma ¢(s’), onde s € S” e ¢ é um endomorfismos

de F(X). Quando V é gerado por um conjunto finito S, ou seja, V = ($')°"

, onde
|S’| < 00, entdo dizemos que V' é T-subespaco finitamente gerado. Caso contrario,
se um T-subespago V' nao pode ser gerado por um conjunto finito entao dizemos que

V' é um T-subespacgo nao finitamente gerado.

1.4 Algumas generalizacoes do Teorema da Base de
Hilbert

Considere as seguintes propriedades de uma relacao binaria < em um conjunto

X:

i) Para cada x € X, tem-se z < x. (reflexividade)

ii) Sex,y,z€ X ex <y,y 2 z, entdo = =< z. (transitividade)
iii) Sez,y € X ex <y,y 2z, entdo z = y. (antissimetria)
iv) Sez,y € X, entdoou z Ky ou y =X x. (tricotomia)

Se = satisfaz as propriedades i) e i7), entao dizemos que a rela¢ao binaria < é uma
quase ordem e que o conjunto (X <) é quase ordenado. Se < satisfaz i), i) e iii),

entdo dizemos que =< é uma ordem parcial e que o conjunto (X <) ¢ parcialmente
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ordenado. E, se < satisfaz i), 1), 7ii) e iv), entao dizemos que < ¢ uma ordem linear
ou boa ordem. Neste caso dizemos que e o conjunto (X =) é linearmente ordenado
Como é mostrado em [44] Teorema 2.1], as seguintes condigoes, para um conjunto

quase ordenado (X, <), sdo equivalentes.

I) Toda sequéncia infinita xq,zs,... de elementos de X contém uma subsequéncia
infinita x;,, zy, ... (i1 < iy <---) tal que
Ty Sy X

IT) Se S é um subconjunto qualquer nao vazio de X, entao existe um subconjunto
finito Sy de S tal que, para cada s € S, existe um elemento sqg € Sy tal que

50 =X s.
Suponhamos que o conjunto (X, <) satisfaz a condi¢do I) ou 7). Neste caso,

e se o conjunto (X, <) é quase ordenado, entdo dizemos que (X, <) é um conjunto

quase bem ordenado;

e se o conjunto (X, <) é parcialmente ordenado, entao dizemos que (X, <) é um

conjunto parcialmente bem ordenado;

e se o conjunto (X, =) é um conjunto linearmente ordenado, entdo dizemos que

(X, =) é um conjunto bem ordenado.

Seja J o conjunto de todas as sequéncias finitas de inteiros nao negativos. Neste

conjunto, vamos definir duas ordens < e < da seguinte maneira:

(7:17~--7im><(j17---7jn)

se m < n oum =n e existe r tal que i, < j,, mas i, = j,, para todo s > r. E,

(ila--wim) j (jl?"'ajn)

se m < n e existe uma aplica¢ao 7 : {1,...,m} — {1,...,n} preservando ordem, (ou
seja, m(a) < w(b) sempre que a < b) tal que i, < jr(, paracadar =1,...,n.
E facil ver que o conjunto (J,<) é bem ordenado e que o conjunto (J, =) é

parcialmente ordenado. Observamos que para quaisquer dois elementos si,ss € J,
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se 51 =X S9 entao s; < 9, ou seja, a aplicagao identidade, do conjunto parcialmente
ordenado (J, <) no conjunto ordenado (J, <), preserva ordem. Além disso, pelo [44]
Teorema 4.3] (J, <) é parcialmente bem ordenado.

Sejam F um corpo e A = F[z; | i € N] a F-algebra dos polindmios comutativos nas
variaveis z;, com ¢ € N. Seja 7 : N — N uma aplicagao F-linear tal que 7(i) < 7 (j),
sempre que ¢ < 7, ou seja, m ¢ uma aplicacao F-linear que preserva ordem de N nele
mesmo. Denotamos por I o conjunto de todas as aplicagoes 7 de N em N que preservam
ordem.

Agora seja m € Il uma aplicagao que preserva ordem. Definimos um endomorfismo
(que sera denotada novamente por 7) m : A — A tal que 7(2;) = 2(;), para todo i € N.
Denotamos por 11, o conjunto de todos os endomorfismos 7 : A — A acima descritos.

Dizemos que um ideal I de A é fechado por todos os endomorfismos 7 € Il se

para cada polindémio f(z1,...,2,) € I e para cada aplicacao 7 € II,, temos

f(ZW(l), e ,Zﬁ(n)) el

Seja m = A\zit-.. zi» um mondémio de A, com A # 0. Definimos o peso de m
como a sequéncia (iy,...,i,) € J e denotamos por Wt(m) = (i1,...,in). O termo
principal de um polinémio f de A, denotado por t.p.(f), é o seu mondémio de maior
peso em (J,<). E, definimos o peso do polinémio f como o peso de seu termo
principal.

O seguinte resultado foi demonstrado por Cohen [13, Proposigao 2| e redescoberto
independentemente por Hillar-Sullivan [45], Teorema 1.1].
Teorema 1.4.1 (Cohen, Hillar-Sullivan) Sejam F um corpo e A = F|z; | i € N]
a F-dlgebra dos polindmios comutativos. Entao todo ideal I de A fechado por todos

os endomorfismos w € Iy € finitamente gerado (como um ideal fechado por todos os

endomorfismos m € 11, ).

Demonstracgao: Seja M o semigrupo de monoémios de A com coeficientes unitérios,
ou seja,

M:{z?-.-z:’; | (@1,...,%)6,}}.

Sejam zi'---zlm e z{' -+ zJ» dois monémios quaisquer em M. Definimos uma ordem

m
<@y em M, fazendo 2" - - - zim <4y 2] - 2" se, e somente se, (i1, ..., im) < (1, jn)

em (J, X).

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



1.4. Algumas generalizagoes do Teorema da Base de Hilbert 22

Usando o fato que o conjunto (J, <) é parcialmente bem ordenado, é facil mostrar
que o conjunto (M, (1)) também é parcialmente bem ordenado.

Seja I um ideal de A fechado por todos os endomorfismos m € Il e seja M/
o conjunto de todos os termos principais de I. Claramente M; C M e desde que
(M, Z(1)) é parcialmente bem ordenado, existe um subconjunto finito Sy = {hl, ey hs}
de M; com a seguinte propriedade: para qualquer h € My, existe h; € Sy tal que
hi Zqy h.

Seja S = {fl, . .,fs} o conjunto de todos os polinémios f; de I cujo termo
principal é h;, para cada [ = 1,...s. Vamos mostrar que S gera I como um ideal
fechado por todos os endomorfismos 7w € II,. De fato, suponhamos que S nao gera
I e seja I o ideal gerado por S (como um ideal fechado por todos os endomorfismos
7 € II,). Suponhamos que existe um polindémio f € I tal que f ¢ I e com a seguinte
propriedade: f é o polindmio com o menor termo principal entre os polinémios de [

k1 kn

que nao pertencem a [y. Seja h = 27" --- 2™ o termo principal de f. Como h € M;

I

existe um h; = z' -+ zlm em Sy, com m < n tal que h; <1y h. Assim, pela defini¢ao

de =), existe uma aplicacdo 7 : {1,...,m} — {1,...,n} que preserva ordem tal que
I, < k@), para cada r. (1.1)

A aplicagao 7 pode ser estendida para uma aplicagao F-linear em II5. Denotamos
novamente por m a extensao resultante. O polinémio g; = f;(2xq1), Zr(2), - - ) pertence
a Iy, pois I é fechado por todos os endomorfismos 7 € II e seu termo principal é igual
a zﬁrl(l) e zﬁr”(m) Da desigualdade , podemos escolher um monoémio g nas varidveis
21,...,%p tais que o termo principal de g;g ¢ igual a zfl - zkn - Segue entdo, que o
termo principal do polinomio (f — g;g) é menor que 27" -+ 28 em (M, <(1)). Logo,

(f —g;9) pertence a I e como g;g pertence a I, o polinémio f também pertence a I,

o que contradiz escolha do polinémio f. |

Precisamos do Teorema no caso quando F' é um corpo, porém o resultado
analogo é valido no caso quando F' é um anel Noetheriano associativo comutativo
unitario. O seguinte teorema pode ser encontrado em [13, Proposigao 2].

Teorema 1.4.2 (Cohen) Se F' é um anel Noetheriano associativo comutativo unitd-

rio, entao cada ideal de A = Flz; | i € N] fechado por todos os endomorfismos m € 1l

€ finitamente gerado (como um ideal fechado por todos os endomorfismos m € 11, ).
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Demonstracao: Seja I um ideal de A fechado por todos os endomorfismos 7 € 1l,.
Suponhamos que I nao seja finitamente gerado (como um ideal de A fechado por todos
os endomorfismos 7 € I1,).

Sejam f1, fo,... uma sequéncia de polinémios de I e I; o ideal gerado, como um
ideal de A fechado por todos os endomorfismos 7 € I, pelos elementos f1, ..., f;. Pela
nossa suposigao, I # I, para todo [ € N. Assim, deve existir um inteiro positivo m tal
que fp,+1 nao pertence ao ideal [,,,.

Seja J; o ideal de F' gerado, como ideal bilateral, pelos elementos aq, ..., a;, onde
a; é o coeficiente lider do polinémio f;, para cada ¢ = 1,...,l. Como F é Noetheri-
ano, entao existe m tal que J,, = J,, para cada n > m. Assim, podemos escrever
i1 = a1by + ...+ apnby,, onde b € Fycomi=1,...,m.

Seja h,,11 o termo principal de f,,11. Desde que I é fechado por todos os endo-
morfismos 7 € Il,, existem endomorfismos 7y € I, e monoémios gs € A (s =1...,m),
tais que a soma » .., byms(fs)gs tem termo principal igual a hy,41. Assim, o termo

principal de
fm+1 - Z bsﬂ's(fs)gs (12>
s=1

& menor que Ay,41, isto €, o polindmio fr,11 — > v, bsms(fs)gs pertence a I,,,. Cada
polinémio b7s(fs)gs pertence a I, (s = 1...,m), pois o ideal I,,, é fechado por todos
os endomorfismos 7 € II,. Logo, f,41 € I,. O que contradiz a nossa escolha de f,,11.

Voltamos ao caso quando F' é um corpo qualquer. Seja A = Flz; | i € N] a
F-algebra dos polinémios comutativos nas variaveis z; (¢ € N). Para um inteiro positivo
fixo m consideremos A’ = F[zI" | i € N] a F-subalgebra de A. Lembramos que os
elementos do semigrupo M sao da forma 2 --- 2% onde (ki, ..., k.) € J. Claramente
podemos escrever k; = mi;+j;, onde j; = 0,1,...,m—1(l=1,...,r). Asim, podemos

reescrever os elementos de M da seguinte maneira

Substituindo (z}“)” por yfl, para cada [ = 1,...,r, podemos reescrever M por

M*Z{yil---yﬁz?---zﬁr |ji=0,....,m—1, elzl,...,r}.
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Para cada par de inteiros (i,7), com i < j, seja 1;; : A — A um endomorfismo

tal que
2iZj, se r =]
Vij(z) = ,
Zr, Se T #j.
Denotamos por ¥, o conjunto de todos os endomorfismos v;; de A.
Seja 24 o conjunto de todos os endomorfismos w : A — A tal que

w = wmy 6...0 wizjz o ,Ivz)hjl o, onde 7 € HA7¢i1j17wi2j27 s 7¢irjr S \I’A, Z.1a7:27 cee 7Z.r ¢

m(N) e i, # i sempre que a # b.

Lema 1.4.3 O conjunto Qu é um semigrupo.

Demonstracao: E suficiente mostrar que o conjunto Q, é fechado para a operagao

composi(;éo. Sejam w® e w® em O, tais que w* @D e (1) o. o¢i(1)j(1) oz/ziu)ju) o™
~(7 2 J2 171
e w = (2)) (?;) 0...0 wif)g‘g” ) wz@jf) o?. Desde que 0 Y;; = Yr(iya(j), temos que

D) g.,2 — 1) 5-(2)
wow' = 1. ) ©- 0P, 0 ) o (2) \©...0 @) @)omom
Do 8 e (53 O ()20 57)

Claramente 7Y o 7 € TI;. Podemos escrever N = 7(?) (N)U(N\ﬂ(z)(N)> e
7M(N) = 70 0 7 (N)Ur (MW <N\7r(2)(N)>. Dai, como i{", ... iV ¢ 7(N), segue que
igl), i ¢ 7 o 7@ (N). E, como z'§2), i ¢ 7 (N), temos que ng), =
<N\7T(2)(N)>. Assim, temos que 7} (i(2)> U A <@7(3)> e 7 (N\T{'(z)(N)>, isto é,

7 (i?)), . <ZT1 ) ¢ 7 o 7@ (N). Logo, w® o w® € Q.
Portanto, €24 é um semigrupo. |
Sejam ¢l - - ylotht .. ths e ylll X ylstlf/ -+ t% dois monomios em M*. Vamos de-

finir duas ordens <5 e <3 em M™* da seguinte maneira:
Y, S S 1, I 4
yl ys 1 s —2 yl ys 1
se, e somente se [; <l ek, =k, (i=1,...,s). E,
b, sghr ks < I AL B 4
U ys s 23 Y1 Y’y s

se, e somente se, existe um endomorfismo w € 2, tal que
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Para quaisquer polinémios fi, fo € A, dizemos que f; <3 fo se, e somente se,

t.p(f1) =3 t.p.(f2).

O seguinte lema é um coroléario imediato de [50, Corollary 2.12| ou de [58, Lemma

3.2).

Lema 1.4.4 Sejam f um polinémio em A e h o seu termo principal. Suponhamos
que existe h' em M* tal que h <3 h'. Entdo existem um endomorfismo w € Qy € um
monodomio g em A’ tais que

w(h)g = h'.

O seguinte lema é uma consequéncia imediata de [50, Lemma 2.13| ou de [58],

Lema 3.3].

Lema 1.4.5 O conjunto (M*,=3) € parcialmente bem ordenado.

Usaremos o Lema para provar o seguinte teorema. A nossa demonstragao é

uma aplicagdo do método usado por Cohen [13].

Teorema 1.4.6 A dlgebra A ¢é Noetheriano como um A’-mddulo fechado por todos
0s endomorfismos w € Qu, ou seja, todo A'-submddulo de A fechado por todos os
endomorfismos w € Qy € finitamente gerado (como um A’-submddulo fechado por todos

0s endomorfismos de €y ).

Demonstracgao: Seja N um A’-submodulo de A fechado por todos os endomorfismos
w € y e seja M} o conjunto de todos os termos principais dos elementos de N.
Pelo Lema o conjunto (M*, <3) é parcialmente bem ordenado, entao existe um
subconjunto finito Sy = {hl, e hk} de M7, tal que para cada h € M7 existe um iy
em Sy tal que hy <3 h, para algum [ =1,... k.

Seja S o conjunto dos polindémios de N cujo os termos principais formam o con-
junto Sy, ou seja,

S={fieN|tp(f)=h,1=1,... .k}

Vamos mostrar que o conjunto S gera N (como um A’-modulo fechado por todos
os endomorfismos w € ). Suponhamos que S nao gera N como um A’-modulo e seja
Ny o A’-modulo gerado por S (como um A’-modulo fechado por todos os endomorfismos
w € Q4). Consideremos f um polinémio em N que nao pertence a Ny e que f seja o

menor (com relagao a ordem =j) entre os elementos de N que nao pertencem a Nj.
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Seja h o termo principal de f. Como h € M} existe um h; € Sy (I =1,...,k) tal que
h; <3 h. Pelo Lema existem um endomorfismo w € Q, e um monoémio g em A’
tais que

w(h)g = h.

Segue entao que o termo principal do polinéomio f — w(f;)g ¢ menor (com relagdo a
ordem =5) que o termo principal de f, ou seja, f — w(f;)g pertence a Ny. Como N
é um A’-modulo fechado por todos os endomorfismos w € Qy, segue que w(f;)g € Ny.

Assim, o polinémio f também pertence alVy, o que contradiz a escolha do polindémio

f.
Portanto, N é gerado por S, como A’-submoédulo de A fechado por todos os

endomorfismos w € €1, e isto conclui a prova. ]

1.5 As Algebras universais associativas fortemente Lie

nilpotentes

Sejam K um anel associativo comutativo unitario e A = K (X) a K-élgebra
associativa unitaria livre, livremente gerada pelo conjunto X = {:BZ | i € N}. Seja U
o ideal bilateral de A gerado, como um ideal bilateral, pelo subconjunto nao vazio S
de A e seja W o ideal bilateral de A gerado, como um ideal bilateral, pelo conjunto
{lu,a] |ueU,ac A}.

E facil verificar o seguinte lema.
Lema 1.5.1 Para todo u € U e para todos ai,as € A, temos

ulay, as] € W.
Demonstracgao: Sejam u € U e a1,a, € A. Temos a seguinte relacao
[uay, az] = ulay, as] + [u, asla;.

Por defini¢ao de W, os comutadores [uay, as] e [u,as] pertencem a W, de onde segue

que ufay, as] € W. |

Consideremos os polinémios
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L4 f1: [zilaziz};
hd f2:xi1 [xigaxig};

da algebra A, onde x; € X. Seja V o ideal bilateral de A gerado, como um ideal

bilateral, pelos polindbmios

(s, 2] (1.3)

s[xil,:viQ], (1.4)

ondese Sex; € X.

Seja I o ideal bilateral de A gerado, como um ideal bilateral, pelos polinémios

(s, a4, (1.5)

slai,, ai,], (1.6)

onde s € S e 08 a; sa40 monomios em A.

Temos o seguinte lema.

Lema 1.5.2 W =1.

Demonstragao: Por definigdo do ideal bilateral W, o polinémio [s, a;| pertence a W,
para cada s € S e para cada a; € A. Pelo Lema , o polinémio s[ay, as] pertence a
W, para cada s € S e para todos os aj,as € A. Logo, I C W.

Para mostrar a outra inclusdo basta verificar que [a;sas, ag] € I, para cada s € S

e para todos ay, as, a3 € A. Temos as seguintes igualdades

[a1sas,a3] = ai[sas,as] + [a1,as)sas
= slas, as] + ai[s, aslas + slar, aslas — [s, [a1, as]]as.
Por defini¢ao do ideal bilateral I, os polinomios s|as, asl, [s, as], s[a1, as], [s, [al,ag]}

pertencem a I, ou seja, [ajsas, az] € I. Logo, W C I.

Portanto, W = I. |

O seguinte lema pode ser encontrado (sem demonstragao) na Observagao 3 do

artigo de Dias e Krasilnikov [22].
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Lema 1.5.3 W =1V.

Demonstracao: Pelo Lema [1.5.2] é suficiente demostrar que I = V. Observamos que
a inclusao V' C [ é imediata, pois os polindmios [s, xil} es [xil, xiQ] pertencem a I, para
cada s € S e para todos os x;,,7;, € X. Para demostrar a outra inclusao é suficiente
mostrar que os polindmios [s, al} e s[al, ag} pertencem a V', para cada s € S e para
todos os monoémios aq, as € A.

Pela bilinearidade do comutador [,] podemos considerar a; = x;, - - - x;, (x; € X)

um monoémio em A. Assim, temos
[s,a1] = [s,xil .- -x“ E Ty - Ty, s xzq}xiqﬂ Ty,

Como [s,x;,] € V, para todo x;, € X (¢ =1,...,1), temos que [S, al] € V. Novamente

podemos considerar a; = x;, - - - ;,, € Gy = Ty, - - - Tj,, mondmios em A. Dai, temos

m

slay, ag] = 3[55'11 T Ly Ty wkn}
- <§ : E :.77]1 " Ljp1Lky " Lhga [‘rjp’ xkq}‘rqurl Tk Ly T ‘rjm)
p=1 ¢=1
m n
= : : z :S'le T 'rjpflxkl T l’kq,1 [xjp’ xkq}mktﬁl T xkn‘rjp+1 T xjm
p=1 ¢g=1
m n
= E (@5, h, | g @y Ty Ty Tkay T Ty T, (mod V).
p=1 ¢=1
Como s[a:'jp,:ckq] € V, para cada s € S e para todos os z;,,7, € X, comp=1,...,m

eq=1,...,n, temos s[a;,,a;] € V. Logo, I C V.

Portanto, V = [ e, consequentemente, W = V. |

O Lema [1.5.3] afirma que, se S é um subconjunto de A, U ¢é o ideal bilateral de
A gerado (como um ideal bilateral) por S e W ¢é o ideal bilateral de A gerado (como
um ideal bilateral) por todos os elementos da forma [u,a], onde u € U e a € A, entéao
W coincide com o ideal bilateral de A gerado (como um ideal bilateral) por todos os
polinémios

[87$i1] € S[xi17xi2]7

onde se Seux; € X.
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Consideremos a série central inferior de ideais bilaterais em A
A=ROD>RODORA >...ORM ...

definida indutivamente por R® = 4 e R™ = R™(A) = A[R™D(A4),A]A (m > 1).
Dizemos que a algebra A é fortemente Lie nilpotente de classe no maximo c, se
R = {0}. Por conveniéncia de notagao, quando o conjunto X = Xy, = {z,..., )}
escrevemos Ay, e R,(j”> para representar a K-algebra K (X}) e o ideal bilateral R(™(A}),
para cada m > 0.

Pelo Lema , o ideal bilateral R™ & gerado, como um ideal bilateral, por

todos os polindémios
[T’, l’il] e r [x'h s l‘ig} s

onde r € R™ Y ¢z, € X.

Definicao 1.5.4 Seja r um comutador em A. Se r = [332-1, e ,5171'6] entao definimos o
peso do r como wt(r) = c—1. Ser =ry---r; € um produto de comutadores, onde
r; = [le, . ,chj} (7 =1,...,1), entao definimos o peso de r como a soma dos pesos
dos comutadores r; (j =1,...,1), ou seja,

l

wt(r) = Z wt(r;).

Jj=1

A seguinte proposi¢ao pode ser encontrada no artigo de Drazin e Gruenberg [25].

Proposigao 1.5.5 (veja [25, Theorem 1]) Para cada m > 1, o ideal bilateral
R™ de A € gerado, como um ideal bilateral, por todos os produtos de comutadores

de peso m nas varidveis r; € X.

Demonstracao: Seja V™ o ideal bilateral de A gerado, como um ideal bilateral, por
todos os produtos de comutadores de peso m. Vamos mostrar que V™ = R(™) para
cada m > 1. A demonstracao sera feita por inducao em m.

Para m = 1, claramente V() = R pois ambos sdo gerados pelos comutadores
[xil,xiQ} (x; € X). Suponhamos que V®) = R®) para todo k < m e vamos mostrar
que V) = R+ - Seja v = vy - - - v, um gerador do ideal V™1 Usaremos inducao
no peso do comutador v; para mostrar que v € R+,

Se o peso do comutador v; é igual a 1, entao v = vy ---v_1 [xil,xi2] (x; € X).

Claramente o comutador vy . ..v;_1 tem peso m e, por hipotese de indugao, vy ...v_1 €
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yim) — Rm) E, pelo Lema , o polinémio v = vl---vl_l[:ril,xh} e R(m+1)
Suponhamos agora que v € R(™*D sempre que wt(v;) < k. E, consideremos que o
peso de v; seja igual a k, isto &, wit(v) = k. Seja v, = [v],x;,] (x;; € X) tal que
wt(v;) = k — 1. O polinémio v' = vy ...v;_1v] tem peso m e, por hipdtese de indugdo,

v e Vi = R™ Logo, pelo Lema , o polinémio [v’,mil] e R(™+t1) | Temos

/ !/
[U ;%’J = [U1 T U1y, xil}
-1

= v ---U [vl’, :E,J + Z Ve Vg [Uq, xil}vqﬂ )

q=1
-1
— /
= v+ V1t U1 [Uq, xil}vqﬂ Ce V1Y),
q=1
E facil ver que o produto vy - - vy_1[vg, TiyJVg41 - - - vimv; (@ = 1,...,1 — 1) tem peso

m+ 1 e que wt(v]) = k — 1. Entao, pela hipotese de indugao,
Uyt Ug—1 [Uqa wil}vqﬂ YY) € R(m+1),

para cada ¢ =1,...,1 — 1, o que implica que v € RV Logo, V™) C Rim+1),
Portanto, V(™D C R(m+1),
Seja r um gerador de R™*1). Pelo Lema , o polinémio r = [s,mil} ou
r=s|zy, 2] (s € R™ e x; € X). Por hipétese de indugao, temos que R™ = V(™)

ou seja, s tem peso m. Digamos que s = sy --- 5 dai, se r = [3, :cil} entao
r = [81"'Sl,l’il}

l
= E 51"'Sq—1 [Sqaxil]sq—i-l"'sl
q=1

Claramente o polindmio Sy -- 5,4 [sq, xil]sqﬂ o8 (¢ = 1,...,1) tem peso m + 1.
Logo, r € V) Se r = s[xil,xd entao claramente r tem peso m + 1 e entao
r e Vit Logo, R™+D C yim+1),

Portanto, R = V(™ para cada m > 1. |

Pela Proposicéo |1.5.5, o ideal bilateral R(© é gerado, como um ideal bilateral,
por todos os produtos de comutadores de peso ¢ nas variaveis x; € X. Dizemos que
o quociente A/R® é uma algebra universal associativa (ou relativamente livre)

fortemente Lie nilpotente de classe c gerada livremente por z; + R (z; € X).
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Observamos que se G for uma algebra fortemente Lie nilpotente de classe
< ¢, entao qualquer aplicacao ¢ : X — G pode ser estendida ao homomorfismo
¢ : A/R® — G tal que gp(xi + R(C)) = ¢(z;), para cada x; € X. De fato, existe
um homomorfismo ¢’ : A — G tal que ¢'(z;) = ¢(z;), para cada z; € X. Mais
ainda, ¢’ (R(C)) =0, logo, existe o homomorfismo ¢ : A/R© — G tal que, para cada
polinémio f € A, o(f + R) = ¢'(f).

Notamos que cada elemento do ideal bilateral R em A pode ser escrito como

uma combinagao linear de elementos da forma gic; - - - g2, onde g1, g2 sao mondémios

em A e c¢p,...,¢ sao comutadores nas varidaveis x;. Observamos que cada produto
c1 -+ - ¢; € um polinémio multihomogéneo de R™ de multigrau (my, ..., m;) nas varia-
veis 21, ..., Ty respectivamente. Logo, cada ideal R'™ pode ser escrito da forma

(m) _ (m)
R™= @ Ry .

(ma,...,my)

onde REZi my) € Uma componente multihomogénea de R de multigrau (my, ..., my)
nas variaveis x1, ..., r, respectivamente. Sendo RE:Q T R N A(my,...my) temos

que R™ ¢ da forma

R™ = (P (RWMA(mI,...,mk))-

(ma,...,mp)

O seguinte lema é bem conhecido.
Lema 1.5.6 Para cada k > 2, temos
R™ = R™ N Ay,
Demonstracao: A inclusao ngm) C R™ N A, é clara, pois temos R,gm) C R ¢

ngm) C Aj. Agora seja h um elemento qualquer na intersecdo R N Aj. Assim,

h € R™ e h € A,. Do fato que h € Aj, podemos decompor h em um soma de

polinémios multihomogéneos, ou seja, h = h1+...+hgs, onde paracadai =1,...,s, h; €
A(my,...my), OU s€ja, os h; sao polindmios multihomogéneos de multigrau (my,...,my)
nas variaveis 1, . .., z; respectivamente. Pelo fato de h € R, para cada 4, temos

b= S0l
J

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



1.6. As algebras universais associativas Lie nilpotentes 32

() G G)

onde, para cada i e para cada j, §,”) € K, gZl ,gz2 sao mondmios em A, e cg) x cflj)
sao comutadores nas variaveis xq,...,x, isto é, h; € R,({m). Logo, h € R,(Cm), ou seja,
R™ N A, C R™

Portanto, R,(gm) = RM™ N A,. |

1.6 As Algebras universais associativas Lie nilpotentes

Sejam K um anel associativo comutativo unitario e A = K (X) a K-élgebra

associativa unitaria livre, livremente gerada pelo conjunto X. Lembramos que a série

de K-submoédulos em A

A=LW o> @ > B >...

foi definida indutivamente por L) = A e L = LM (A) = [L(”_l),A} (n>2). O
K-submoédulo L™ ¢ gerado por todos os comutadores [ay, ..., a,], onde a; € A, para
cada i. Lembramos também que a série {T(”)(A)}n>1 ¢ a série de ideais bilaterais em
A tais que T™ = T™M(A) = ALM™A & gerado por L™ (n > 1). Por conveniéncia
de notacao, quando X = X, = {a:’l, . ,:Ck} escrevemos L,(cn) e T,En) para representar
M (Ar) e T™(Ay), respectivamente.

A algebra associativa A é dita Lie nilpotente de classe c se a algebra associada
de Lie A ¢ nilpotente de classe ¢, ou seja, se L® # {0} e L) = {0}. A tultima
condigao é equivalente a condi¢ao |aq, ..., a,| = 0, para todos ay,...,a, € A.

Cada elemento do K-submoédulo L™ em A pode ser escrito como uma combinacao

linear de comutadores [ay,...,q] (I > n), onde os a; sdo monémios em A. Notemos
que os comutadores [ay,...,q] sdo multihomogéneos de multigrau (mg,...,my) nas
variaveis z1, . .., 5. Assim, cada K-submodulo L™ em A é da forma
L= Ly
(ma,...,my,)
Sendo Lgmh ) L™ N A(my,..,my) uma componente multihomogénea de L™ de
multigrau (my, ..., my) nas variaveis 1, ..., zy, ou seja, L™ é da forma
LM — @ <L(n) N Apny... mk))~
(m1,...,mp)
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Desde que T™ = AL™A (n > 1), temos

(n) — (n) _ (n)
™= @ T(m17m2u-~-)_ @ (T mA(mlvm%-n))-

(m1,ma,...) (m1,ma2,...)

O seguinte lema é bem conhecido.
Lema 1.6.1 Para cada k > 2, temos
T =10 N A,
Demonstracao: A inclusao T,g") C T™ N A, é clara, pois temos T,En) C TW e

Tk(”) C Aj. Agora seja h um elemento qualquer em 7™ N A, Assim, h € T™ e

h € A;. Do fato que h € A, podemos decompor h em um soma de polinémios mul-

tihomogéneos, ou seja, h = hy +...+ hy, onde, paracada i =1,...,5, h; € Apn, . mp)s
ou seja, os h; sdo polindmios multihomogéneos de multigrau (my, ..., my) nas variaveis
1, ..., T, respectivamente. Pelo fato de h € T, para cada i, temos

hi = Z 5i(j)g[()z) [gg), e 797(1]2}9((%1)1"
J

onde, para cada 7, 59 e K e g(j) (¢ =0,1,...,n+1) sdo monoémios em Ay, ou seja, 0s

i il
mondmios gz(,] ) $30 monodmios nas variaveis x1,...,Tg, isto é, h; € T,gn). Logo, h € T, k(n),
ou seja, T N A, C Tk(").

Portanto, T,gn) =TM N A, |

Observamos que a série
A=LW D> L@ > 1B 5...

é uma série de K-submodulos da algebra de Lie A7) associada a A tal que, para
cada n > 2,
L=V/Lm C 7 (A/L™), (1.7)

onde Z (A/L(")) ¢ o centro da algebra de Lie A/L™. Mais ainda, L™ ¢ o menor ideal
da algebra de Lie A™) com a propriedade , pois se G C L™ & um ideal de A
tal que

L Y/G C Z(A/G),

entao [L"V, A] C G, ou seja, L™ C G.
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Analogamente, a série
A=ROD> RO >R 5 ...

é uma série de ideais bilaterais de A com as propriedades semelhantes: para cada
m > 1,

RV /R™ C 7 (A/R™) | (1.8)

e R & o menor ideal bilateral de A com a propriedade 1} ou seja, se H C R(™=1

¢ um ideal bilateral de A tal que
R™V/H C Z(A/H),

entao [R(mfl), A} C H, logo R™ = A[R(mfl), A}A CH.

1.6.1 Os geradores de 7", paran =1,2,3.4,5

Nesta secao vamos expor alguns resultados que explicitam os geradores do ideal
T™ paran=1,2,3,4,5.

Para n = 1, temos que T = A e assim, o ideal T™ ¢ gerado, como um ideal
bilateral, pelo conjunto X.

Paran = 2, o ideal bilateral T ¢ gerado, por definicdo, por todos os comutadores
[ai,, ai,] (a; € A). E facil ver que os comutadores [z;,,z;,] (z; € X), formam um
conjunto gerador do ideal T, como ideal bilateral de A.

Para n = 3, um conjunto de geradores para o ideal bilateral 7®® é bem conhecido,
veja por exemplo [61, Lemma 1], [41, Lemma 1] ou [10, Proposition 3.1].
Proposicao 1.6.2 Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja A = K (X)

a K-dlgebra associativa livre, livremente gerada por X = {xl |1 € N}. Entao o ideal

bilateral T®) é gerado, como um ideal bilateral em A, pelos polinémios
I:x’i17xi27xi3:|7 (19>
[xil ) xi2:| [‘ri'g,? Ii4:| + [xil ) xi3:| [Iiz ) xi4:| ) (11())

onde T;; € X (j=1,2,3,4).

Para n = 4, em 2013, Deryabina e Krasilnikov [19, Theorem 1.3| exibiram o se-
guinte conjunto gerador para o ideal bilateral 7™, considerando K um anel associativo

comutativo unitério.
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Proposicao 1.6.3 (veja [19, Theorem 1.3]) Seja K um anel associativo comuta-
tivo unitario e seja A = K (X) a K-dlgebra associativa livre, livremente gerada por
X = {x, | i€ N}. Entdo o ideal bilateral T ¢ gerado, como um ideal bilateral em A,

pelos polindomios

T3y, @iy, Tig, iy ] (1.11)

(i), @iy, @iy | [0, @5, T ] (1.12)

(i, @] [y Tigs Tig| + [Tiss Tin ] [Tigs 00y 24, (1.13)
(i, @, [Tigs gy i | + [y, T3] [Ti, Tigs 245 (1.14)
([0, @) [ ] + [0, 23] [ 2] ) [, i) (1.15)

onde z;; € X (j=1,...,6).

Por fim, para n = 5, em 2017, Costa e Krasilnikov [16, Theorem 1.1] exibiram
o seguinte conjunto de geradores para o ideal bilateral T® considerando K um anel

assoclativo comutativo unitario.

Proposigao 1.6.4 (veja [16, Theorem 1.1]) Seja K um anel associativo comuta-
tiwo unitdrio e seja A = K (X) a K-dlgebra associativa livre, livremente gerada por
X = {xl |i e N}. Entdo o ideal bilateral T®) ¢ gerado, como um ideal bilateral em A,
pelos polindomios

[xi1 y Ligy Ligy Liy, xi5} )

[xila l’i2:| [xig,) xi47 xi57 xie] + |::L‘i6a miz] [xi37 xi47 xi57 xi1j| )

(1.16)
(1.17)
T3y, @iy, Tay | [Ty g, T ) (1.18)
(i1, Tizs i) [Tis Tig Tigy i, (1.19)
([xh Tig] [Bigs 1] + [0, i) [, a:]) [y, i, 30 (1.20)
[z 2] [0, @] + [, i) [0, 21,] s s (121)
[, wa) [i0s 0] + [, 23] [ 2], 2 [, 2]+

+ [[xa;} 25y, 1] + [0, 23] [0, 224] x] (2, 210 (1.22)

(Lo i) o] + [ 2] [ ] ) ([ ] [ 2] + [ ] [ 2] ).

(1.23)
onde z;; € X (j=1,...,8).

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



1.6. As algebras universais associativas Lie nilpotentes 36

1.6.2 Resultados auxiliares
O seguinte lema pode ser visto em [7, Theorem 1.6].
Lema 1.6.5 (veja [7, Theorem 1.6]) Para todo z; € X (i € N), temos

[l’l,...,ﬂfn]ﬂ

cT™,
1

™ significa um arranjo com | comutadores na palavra associativa Ty - - - Ty,.

Demonstracgao: E suficiente mostrar que

[xl, e ,xn}m e LM,

usando inducao sobre a quantidade [ de comutadores. Para [ = 2, observe que

|:Za [xnfla an = - [[xnfla xn]a Z} = _[xnfla T, Z]a
assim, segue da Identidade de jacobi que [x,_1,2n, 2] = [2,Zn_1,Tn] — [2, Tn, Tn_1].
Portanto,
[27 [Z‘n,h xn” = [27 Ty xnfl] - [Za Tp—1, xn]

Fazendo z = [1,...,x, 2|, obtemos a equacao

[[Ila s 7xn—2]7 [xn—la an = [l’l, cooy Tn—2, Tn, xn—l] - [[L’1, cooy Tp—2, Tn—1, zn] (124)
Para algum s = 1,...,n — 1, considere o comutador [[:cl, e Tl [Tty ooy Ty xn]]
Desde que

[[xla L 7x8]7 [strla “ v 7xn71>$n]] = [[33'1, cee 7xs]7 [[szrla s 7xn71]7xn]]7

podemos aplicar a equagao ([1.24)) e, assim obtemos a seguinte igualdade

[[xla"'aws]a[xs+17-"7xn717$nﬂ = [[:Ula"'71'3]7[werl)-"axnflen} -
- [[wla"'axsaxn]a[xs+17"'axn—l]}-
Aplicamos novamente a equacao ((1.24)) em [[xl, e Tl [Tty - - ,xn,l]] e em
[[xl, e Ty Ty [Tsa1y - ,xn_l]]. Dai obtemos que [[xl, e Tl [Tsaty ey Ty xn]] é

uma combinacgao linear de comutadores de comprimento n, ou seja,

[[:z:l, ce Ts)y [Tty - - ,azn,l,mn]] e LM,
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Admitimos que para cada arranjo de comutadores de comprimento r < [ o comutador
H:L‘l, e ,:cs]m] é uma combinacao linear de comutadores de comprimento s. Tomemos
o arranjo de comutadores de comprimento [ na palavra associativa x; ---x,. Reescre-
vemos como um comutador de dois arranjos 7 - 5 tal que [[:131, N %]ml} ¢ um arranjo
de comutadores na palavra associativa xi---xz € “a:sﬂ, o ,xn]ﬂm] é um arranjo na

palavra associativa x4 - - - ,, ou seja,

TR R | ERE N I TR A N

Pela hipotese de indugao, aplicada aos arranjos de comutadores m,, e 7,,, respectiva-

mente, temos

[xla ce axs]ﬂrl = Zgil,...,is[ajla s ax8]>ij - 17 s Sy

[xq, ... ,xs]ﬁm = Zais+1’...’in[xs+17 ce Tyt =s+1,...,n.
Pela linearidade do comutador, e pelo primeiro passo de indugao, temos que
[21,...,2,) € L™ e [24,1,...,2,] € L") assim para cada produto de comutador
[[:1:2-1, o )y [T - - 7$inH e LM,
Portanto,
[T1,. .., & € LM,

Como L™ ¢ T segue o resultado.

Para demonstrar alguns resultados, vamos usar algumas relacoes que apresenta-
remos a seguir.

Sejam a, b, u,v,w € A, temos

[ab,u,v] = [u,allv,b] + [v,al[u,b] + [a, u,v]b+ alb, u,v]
[v,a][u,b] = [[v,a], [u,b]] + [u, b][v, d]
Logo,
[u, a][v,b] + [v, a][u, b] = —[u, ab,v] + [[u,b], [v,a]] + [u, a,v]b+ alu, b, v] (1.25)
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Além disso, temos

lab,u,v,w] = [[a,u][b,v],w] + [[a, v][b,u], w] + [a[b,u,v],w] + [[a,u,v]b,w]

[a, u][b, v, w] + [a,w, w][b,v] + [a, v][b, u, w] + [a, v, w][b, u] +

+ alb,u,v,w] + [a, w][b, u,v] + [a, u, v][b, w] + [a,u, v, w]b

= —([w,allb,v,w] + [u,b][a, v, w]) — ([u, a,w][b,v] + [u, a, v][b, w]) —
+ ([u. b, wlla, o] + [u, b, v]a, w]) + [[u,b,w], [a, 0] + [[u,b], [a, v, w]] +
+ [[u, b, 0], [a,w]] + alb,u, v, w] + [a, u, v, w]b,

[w, a][b, v, w] + [u, b][a, v, w] = [u, ab, v,w] — ([u, a, w][b,v] + [u, a, v][b, w])—

— ([u, b, w][a, v] + [u, b, v][a, w]) + [[u,b], [a,v, w]]+

—i—[[u, b, w), [a,vﬂ + [[u, b, v], [a,wﬂ — afu, b, v, w|+
+ [u, a, v, w|b (1.26)
Por definicdo, T = A e T™ = ALM™ A (n > 2) é o ideal bilateral de A gerado,
como um ideal bilateral, por todos os comutadores [a1, ..., a,], onde a; € A, para cada
i. Como o comutador [ay,...,a,] é linear em cada entrada podemos considerar que os
a; sdo mondmios em A (i = 1,...,n). Assim, os elementos de T(™ sdo combinacdes

lineares de elementos da forma blay,...,a,]c onde b,c € A e os a; sdo mondmios de

A(i=1,...,n). Desde que
blai, ..., a,)c =bclay,. .. a,] + b[[al,aQ],ag . ,an,c],

entdo T é gerado, como um K-moédulo (& esquerda), por todos os elementos da forma
blai,...,a,], onde b € A e os a; sdo monoémios em A (i =1,...,n).

O seguinte lema foi demonstrado por Latyshev [62, Lemma 2].

Lema 1.6.6 Para cada v,_y = [b1,...,by_o] € L2 (b; € A;n > 3) e para todos

a,as, a3 € A, temos

[Un—2, a1] [a2, as] + [vn_s, a3] [a2, 1] € T™.
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Demonstragao: Sejam v, o = [b1,...,b, o] € L") (b; € A;n > 3) e ay,a9,a3 € A.
Fazendo a = ay,b = a3, u = v,_o € v = as na equagao (|1.25)), temos

[VUn—2, a1][az, ag] + [az, a1][vn—2, as] =
- _[Un—Qa aiasg, a3] + [[UTL—27 a3]7 {CLQJ a‘l]:| + [Un—27 ay, a2]a3 + ay [UTL—27 as, az|.
Dai,
[VUn—2, a1][az, ag] + [Un_2, as]az, a1] = —[vp_2, a1a2, as] + [Vn_2, a1, as]as + a1 [v,—2, as, as).

Claramente os polinémios [v,_2, aias, as], [Un_2, a1, aslas e a1[v,_o, as, as] pertencem a
n
L™ Logo,

['Un—Zy a1:| |:Cl2, a3:| + [Un—27 (13:| |:Cl2, (11:| € T(n)

Uma consequéncia do Lema ¢ o seguinte lema (veja [62]).

Lema 1.6.7 Para cada v,y = [b1,...,bp_s] € L2 (b; € An > 3), para todos

ai,as,a3 € A e para cada o € S3, temos
[%—2, aa(l)} [%(2), aa(S)] = (—1)0[%—27 al} [am a:ﬂ (mod T(n))-

Demonstracao: A demonstracao segue do Lema [1.6.6 |

O seguinte lema é bem conhecido e pode ser encontrado, por exemplo, em

[21], Corollary 2.2]

Lema 1.6.8 Para cada v,_3 = |by,...,b,_3] € L") (b; € A;n > 4), para todos

ai,as,as,ay € A e para cada o € Sy, temos
|:’Un737aa(1)i| [%(2),%(3)7%(4)] = (—-1)° |:'Un73>a1i| [a2,a3,a4] (mod T™).

Demonstragao: Sejam v,_3 = [by,...,by_3] € L") (b; € A,n > 4) e ay,ay,a3,a4 €

A. Fazendo a = a1,b = ag,u = v,_3 € v = [as, as] na equagdo (1.25)), temos
[Un_3, a1][ag, as, as] = —[vn_s, as][as, as,a;] (mod T™). (1.27)
Por outro lado, fazendo a = a1,b = as, u = [v,_3, a4] € v = ay na equagao (|1.25)), temos

[[vn—3, ad], a1][az, az] = —[[vn—3, 4], a3][az,a1] (mod ™). (1.28)
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Agora, na equagao fazemos a = a1,b = as,u = v,_3,v = az e w = a4, e usando a

congruéncia (|1.28]) temos
[Un_s3, a1][ag, as, as] = —[vn_s, as][ar, as, as] (mod T). (1.29)

O resultado segue de ((1.27)) e (1.29)). [

Uma consequéncia do Lema [1.6.8] é o seguinte corolario.

Corolario 1.6.9 Para cada v,,_3 = [bl,...,bn_g] € Lé”‘“ (b; € Az,n > 5) e para

todos a1, as, a3, ay € Az, temos

[fvnfi’n al} [a27 as, a4} € Tgfn)-
Demonstragao: Sejam v,_3 = [bl, ooy bag) € Lé"‘?’) (b; € As,n >5) e ay,as, a3, a4 €
As. Temos que [vn_g, al] [ag, as, a4} é uma combinagao linear, médulo Tg(n), de produtos
da forma

a |:,Un737 xi1:| b I:x’i27 xi37 xi4:| c,
onde a, b, ¢ sao monoémios em Az, que sao congruentes, moédulo T3("), aos produtos

[vn—37 xil} [xiw Tig, xi4] d7

onde d ¢ um mondémio em As.

Pelo Lema [1.6.8| é facil ver que
[’Un,'g,, xh] [xiza Lig s xi4:| =0 (HlOd TS(n))

Logo,

|:/U'n,—37 a1j| |:a/27 as, a4:| € T3(n)

Usaremos o Corolario para provar o seguinte lema.
Lema 1.6.10 Para todo n > 3, temos

|:T3(n_2)7 A37 A3 g Tgfn)

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



1.6. As algebras universais associativas Lie nilpotentes 41

Demonstragao: Observamos que cada elemento de [Tén_m, As, A3i| pode ser escrito
como soma de elementos da forma v = [Un_gd,(l, b}, onde u,_o = [bl, e ,bn_g] €

Lé"_Q) (b; € A3,n >3) ea,b,d € As. Temos
V= Up_old, a,b] + [un,g,a] [d, b} + [un,Q,b] [d, a] + [un,g,a,b} d.

Pelo Corolario o elemento w, s[d,a,b] € T. 3(”), pelo Lema , o elemento
[un_g,a] [d, b} + [Un_g,b] [d, a] € T3(n) e claramente o elemento [un_g,a, b}d € Tg(n)

Logo, v € Tg(").

Portanto,
[T?f"_Q),Ag,Ag c .
|
Seja A um anel associativo unitario e T = T (A) o ideal bilateral de A
gerado por todos os comutadores da forma [al, cee an} (a; € A). A seguinte proposigao

¢ conhecida e pode ser encontrada no artigo de Pchelintsev [64] com o nome de Lema

de Latyshev.
Proposicao 1.6.11 Sejam w; = [a1,...,a], v = [bi,..., @] (a;,b; € A) ez € A.
Entio
[ur, z] [or, 2] € TWHHD,

Demonstragao: Primeiramente afirmamos que

2 [up, 2] [v, z] € THHHY, (1.30)
De fato, temos

(22, ug, v = o[z, uk, o] + [2,u] [2,0)] + [2,0] [2,0] + [2,u, v 2.
Pelo Lema 1.6.5 temos que [22, uy, v], z [z, up, v], [z, wp, v ]z € TEHT  assim
[z, w] [z, 0] + [2,0] [, w] = 2[2,w] [2, 0] — [[x,uk}, [x,vl]] c T+,

Desde que [[:17, uk}, [:17, vl]] e Tk+HHD C Tk+HH2) gegne a afirmacio.

Agora afirmamos que

3m [uk, x] [Ul,l‘} e Tk+i1) (1.31)
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para algum inteiro positivo m. De fato, se k é par entao [uk,z] ¢ um comutador de

tamanho impar, e pelo |21, Theorem 1.1], temos
3[uk, x} [Ul, x] e T+,

Similarmente, se [ é par entdo 3[uy, x| [v;, z] € T®H*D. Assim, resta provar a afirma-
¢ao quando k = 2k' +1 el = 2I' + 1 sao impares.
O seguinte lema ¢ uma modificagao do [38, Lemma 2| e pode ser encontrado em

[21].
Lema 1.6.12 (veja [21, Lemma 2.4]) Sejam h € T™ a,b € A. Entio

3[h,a,b] € T2,

Demonstracao: Observamos que 7™ é o subespaco vetorial gerado por elementos da

forma u,,d, onde u, = [al, e ,an}, onde a; € A, parai=1,...,ned € A. Por isso, é

"+2) onde u, ¢ como acima. Temos

suficiente verificar que 3 [und, a, b] e Tl
[und,a, b} = uy,[d,a,b] + [un,a] [d, b} + [un,b] [d, a] + [un,a,b] d. (1.32)

E claro que

3uyld, a,b] € T2, [tn, a,b]d € T +2), (1.33)

Por outro lado,
[ab, u,, d] = alb, un, d] + [a,u,] [b,d] + [a,d] [b, un] + [a, und]b,
onde [ab, u,,d],a[b, uy, d], [a, u,d]b € T Logo, segue que
(o] [b,d] + o, d] [b,un] = [t ] [d.0] + [t 8] [d,0] = [[un, 8], [d,a] | € T2,
desde que |[un, 0], [d,a] | € T0+9) € T2), temos

[tn,a] [d,b] + [un,b] [d,a] € TCF). (1.34)

O resultado segue imediatamente ([1.32)), (1.33) e (1.34). A prova do Lema [1.6.12| esta

completa. |

Recordamos que temos que provar que 3™ [uk, :L'} [vl, x} € T*++1) para algum m

inteiro positivo, onde k = 2k’ + 1 e [ = 2l + 1 s@o impares. Temos

[ukx,x,vl] = Uy [x,x,vl] + [uk,x} [a:,vl] + [uk,vl] [:c,m] + [uk,x,vl}x
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Notemos que

[ukx,x,vl} = [uk,x} [x,’ul] + [uk,x,vl}x. (1.35)

Pelo Lema 1.6.5

[uk, x, vl}x S T(k+l+1);

por outro lado, o comutador [ukx, x, vl} pode ser escrito como uma combinagao linear de
comutadores da forma [ukx, x, by, .. ,bil}, onde v; = [bil, e ,bil}. Desde que [ = 2I'+1,

pelo Lema [1.6.12] temos

3(l'+1) [uk’ x, bi17 o 7bil} c T(k—l—?l’—i—l) — T(k+l+1)

assim,

3" [ug, x, v € THHHD (1.36)
onde m ="+ 1. Agora, segue de ([1.34), (1.35) e (3.3) que

3m [uk, x] [vl,x} =-3" [uk,x] [m,vl} e T+,

como afirmamos.

Segue imediatamente de e que
[ug, 2] [vy, ] € THHHD,

como afirmamos. Isto completa a prova da proposicao. |
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Capitulo 2

Os polindbmios centrais das Aalgebras

associativas fortemente Lie nilpotentes

Neste capitulo nés formularemos o nosso resultado principal sobre polinémios
centrais descrito abaixo, reduziremos a demonstragao deste resultado a um certo
resultado sobre T-subespagos em é&lgebras associativas universais (ou relativamente
livres) fortemente Lie nilpotentes que sao submodulos sobre uma certa algebra D;. Em
seguida, reduziremos a demonstracao do tltimo resultado ao resultado sobre certos
modulos sobre anéis de polindmios. No final nés demonstraremos esse tltimo resultado
sobre moédulos, e com isso completaremos a demonstracao do resultado principal deste

capitulo.

2.1 O resultado principal e a sua reformulacao

Lembramos que o nosso principal resultado sobre polinémios centrais é o seguinte

teorema.

Teorema 1 Sejam F um corpo e A uma F-dlgebra associativa unitdria. Suponha que
A é fortemente Lie nilpotente. Entao o T-subespago C(A) dos polindmios centrais de

A € finitamente gerado como T-subespago de F (X).

Na verdade vamos mostrar o seguinte teorema.
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Teorema 2.1.1 Sejam F' um corpo e A uma F'-dlgebra associativa unitdria tal que,

para alguns k e | inteiros positivos,

[ah CL2] Tt [a2k—17 a2k] =0 (2‘1>

lat, ... a] =0 (2.2)

-

para quaisquer a; € A. Entao o T-subespago C(A) dos polindmios centrais de A é

finitamente gerado como T-subespago de F (X).

Os Teoremas 1 e sao equivalentes devido ao seguinte lema.

Lema 2.1.2 Sejam F um corpo e A uma F-dlgebra associativa unitdria. Entdao as

sequintes condigoes sao equivalentes:

i) A ¢ fortemente Lie nilpotente;

ii) para alguns k el inteiros positivos valem € .

Demonstragao: Suponha que A é fortemente Lie nilpotente de classe ¢. Recordamos
que isso acontece se, e somente se, para quaisquer a,; € A e todos os produtos de

comutadores, temos

a1y, ... a1, [ag, - >aklk] =0,
quando [y + -+ -+ I — k > c. Logo, para quaisquer a; € A, temos
[a1, CL2] T [a'20—17 azc} =0 € [ah cee 7ac+1] =0.

Assim, se a éalgebra A é fortemente Lie nilpotente de classe ¢, entao A satisfaz (2.1) e
(2.2), parak=cel=c+ 1.

Por outro lado, seja A uma F-algebra tal que, para todos a; € A,
[al,az]---[agk_l,agk] :0 € [al,...,al] :0

Suponhamos que
[9117 s 79111] T [gmh <. 7gmlm] # 0,
para alguns g;; € A. Claramente temos que m < (k—1) e [; < (I — 1), para todo

7 =1,...,m. Segue entao que

b+ Flp—m<m(l—1)—m=m(l-2) < (k—-1)(—2),
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ou Sejav se [9117 s 791[1] e [gmh cee agmlm] 7& 07 para alguns Gij € A) entao
b+ Flp—m< (E—1)(1—-2). Logo, se l{ +---+ 1, —m' > (k—1)( —2)
entao

[(IH, . ,all’l] T [am’ly cee 7am’l;n/] =0,

para todos a;; € A. Ou seja, A é fortemente Lie nilpotente de classe no méaximo

(k—1)(1—2)+1. m

Assim, os Teoremas 1 e[2.1.1] sdo equivalentes como foi mencionado acima.

Recordamos que Shchigolev [70] demonstrou que se F' for um corpo de caracteris-
tica 0 ent@o todos os T-subespagos de F' (X)) s@o finitamente gerados. Em particular,
se charF = 0 entao o T-subespago dos polinémios centrais de qualquer algebra forte-
mente Lie nilpotente é finitamente gerado. Neste sentido, basta demonstrar o teorema
para o caso em que a charF' = p > 0, com p primo. Por isso, a partir deste momento,
no Capitulo 2, assumimos que a caracteristica do corpo F' é igual a um ntimero primo
p > 0.

Observamos que o esquema da demonstracao do Teorema/|2.1.1|apresentada abaixo
¢ 0 mesmo que foi usado em [54], 55l 57| para demonstrar a existéncia de base finita

para identidades de vérias algebras e grupos.
2.2 A reducao do resultado principal ao resultado
sobre certos T-subespagos de F (X)
Seja Uy, o T-ideal de F' (X)) gerado por dois polindmios

[131, $2] Tt [Izk—l, I2k] € [ﬁh .. 7$l]7

com k e [ inteiros positivos e x; € X. Observamos que Uy é gerado, como T-subespaco

em F' (X), pelos polinomios

$2k:+1[$1, $2] T [$2kz—1a $2k]$2k+2; (2-3)

.13[+1[.T1, ce ,.Clll].TlJrz. (24)
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Lembramos que char F' = p > 0. Pela [40, Observacao 2, p. 874| existe n = n(l),

em funcao de [, tal que p™ > [ e valem as congruéncias seguintes

[y,xpn] =0 (mod Uyy)

(z1+ xg)pn =22 + 28 (mod TVW),

(z120)" = 228" (mod TW).

Como TW C Uk, temos as seguintes congruéncias

[xl,xgn] =0 (mod Uyy), (2.5)
(z1 + :cg)pn =27 + 28 (mod Uyy), (2.6)
(mlxg)pn = 22" 28" (mod Uy,). (2.7)

Segue da congruéncia que o elemento z*" + Uy, é central na F-algebra
F(X) /Uy, e assim, D; = F [xp" + Uz € X} é a F-algebra dos polindbmios comu-
tativos nas variaveis " + Uy, para z € X.

Seja A uma F-algebra que satisfaz as condigoes e , para alguns £ e [.
Observamos que cada elemento f € Uy; ¢ uma identidade polinomial de A, ou seja,
Uky CT(A) C C(A), onde T(A) ¢ o T-ideal das identidades polinomiais de A e C'(A)
é o T-subespago dos polindmios centrais de A.

A imagem homomorfica C'(A)/Uy,; do T-subespaco C(A) em F (X) /Uy, é um
D-submoédulo de F' (X) /Uy,. De fato, sejam f=f+ Uy, um polinémio em C(A)/Uy,
eT = 2" + Uk, um gerador de D;. Temos que f? = P f + Uk,. Observamos que,
como a algebra A satisfaz a condicao , para algum [, entdo ¢g*" é central em G,
para cada a € A, pois p® > . Logo, =" f é um polinémio central em A, ou seja,
Tf =" f + Uy € C(A)/Uy,. Assim, C(A)/Uy,; ¢ um Di-moédulo de F (X) /Uy,

Portanto, para provar o Teorema basta provar a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 2.2.1 Seja V' um T-subespago de F(X) tal que Uy, C V. Seja
V = V/Uy; um D;-mddulo em F(X) /Uy,. Entio V ¢ finitamente gerado como um
T-subespago de F (X).

Dizemos que V' é um (7'— D;)-submédulo de F' (X) /Uy, se V é um T-subespago

de F (X) /Uy, e ¢ modulo sobre D;. Temos o seguinte lema.
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Lema 2.2.2 Seja V. um T-subespaco de F (X) tal que Uy; C V. Seja V. = V/Uy,
um (T — Dy)-submddulo de F(X) /Uy,. Suponha que V € finitamente gerado como

um (T — Dy)-submddulo. Entio V € finitamente gerado como um T-subespaco de

F{(X) /Uk,.

Demonstragao: Seja V = V/Uy; um (T — D;)-submédulo de F (X) /Uy, finitamente
gerado como um (7' — D;)-submoédulo. Seja {v1,...,7;} um conjunto de geradores de
V como um (T — D;)-submédulo, onde ¥; = v; + Uy, parai = 1,...,t.

Seja V' = V' /Uy, o T-subespago de F' (X) /Uy, gerado por todos os elementos
da forma me(v;) (1 = 1,...,t), onde ¢ é um endomorfismo de F (X) /Uy; e m é um
mondmio monico nas variaveis T; = ¥ s Uk, (i € N). E claro que v C V. Vamos
mostrar que V' é um (T — Dy)-submodulo de F (X) /Uy, e deduzir deste fato que
VeV

E facil verificar que V' 6 um D;-modulo, logo é suficiente verificar que V' 6 um

T-subespacgo de F' (X) /Uy,. Para cada endomorfismo ¢ de F' (X) /Uy, temos

b(me(vi)) = Y(m)d(e(i)) (i =1,....1).

Como Y(p(v;)) = (Yoy)(v;), onde oy é um endomorfismo de F (X) /Uy, entdo para
que 1(me(T;)) € V' basta verificar que )(m) € D;. Sejam = (ﬁ’:)nl e (g;fn>n +Uy,
assim,

P(m) = <(¢(xi1>)pn>n1 o <(¢(%’s))pn>ns + Uk,

onde ¥ (x;) = agi)mgi) oo+ aIm® 4 Uk, (1 =1,...,s). Pelas congruéncias 1} e
(2.7) temos as seguintes congruéncias

(o + Bﬁ)pn =o' w" + BP9 (mod Uyy),

n

(m)p =" " (mod Uk,l),

de onde notamos que ¥ (m) pode ser escrito como uma combinagao linear de mono-
mios em Dj, isto &, ¥(m) € D,. Assim, ¥(mp(7;)) € V' (i = 1,...,t), para cada
endomorfismo ¢ de F (X) /Uy, e para cada monémio m em D;. Ou seja, V' ¢ um
T-subespago de F' (X) /Uy,. Logo, V' 6 um (T — D;)-submoédulo de F (X) /Uk,;. Como
V é o0 (T — D;)-médulo gerado por o; (i =1,...,t) em; € V' (i=1,...,t) temos que
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V C V/, logo V = V. Assim, cada elemento de V' é uma combinacdo linear, com coefi-
cientes em F', de elementos da forma mp(7;) (i = 1,...,t), onde ¢ é um endomorfismo
de F (X) /Uy, e m é um mondmio nas variaveis 7; = ' + Uy, (i € N)

Agora vamos mostrar que o T-subespaco V ¢ finitamente gerado. Sejam
Ui = 0(T1,...,Ty,) (i =1,...,t) e sejar um namero inteiro tal que r > r; (i = 1,...,t).
Vamos mostrar que o conjunto {(x’,?" + Uk,z)@ | i = 1,...,t} gera V como um
T-subespacgo de F'(X) /Uy,.

Seja V' = V" [Uy,; o T-subespago de F' (X) /Uy, gerado como T-subespago pelo
conjunto {(:c’ﬁ" + Uk,l)@ li=1,... ,t}. Claramente V' C V. e, vamos verificar que
V C V", ou seja, temos mp(7;) € V" (¢ =1,...,t), para cada monémio m em D, e
para cada endomorfismo ¢ de F (X) /Uj,.

Para cada endomorfismo ¢ de F' (X') /Uy existe um endomorfismo ¢' de F' (X)) /Uy,
tal que ¢(7;) = ¢'(7;) (i=1,...,t) e ¢'(x,) =z, onde 1’ e tal que x,» ndo aparece na

imagem ¢(7;). Observamos que ¢(7;) nao depende de z,s assim, temos que
o' (xfnﬂi + Uk,l) = xf/ngol(m) + Uk (i=1,...,1).

Agora, exite um endomorfismo p de F (X) /Uy, tal que u(mfn + Uk,l) = x?n + Uk,
(j=1,...,7"=1), assim u(o(v;)) = ¢(v;), paracadai =1,...,t e u <xf,n + U;ml) =m

(aqui usamos novamente a congruéncia (2.7))). Logo,

w (¢ (@ +U)T) ) = i (2 + Ukt ) (@) = mep(@) (=1, ).
Como V" & um T-subespago, temos my(7;) € V" (i =1,...,t). Portanto, V C Ve
assim V =V".

Concluimos que se V é gerado pelos elementos 7y, ...,7; como um (T — D;)-
submoédulo de F' (X)) /Uy, entdo V é gerado por (xf" + Ukl)ﬁl, o (mfﬂ + Uw)ﬁt como

um T-subespago de F' (X)) /Ug,. |

O Lema tem o seguinte corolario.

Corolario 2.2.3 Seja V' um T-subespago de F' (X) tal que Uy C V. Seja V= V/Uy.
um (T — Dy )-submddulo de F (X) /Uy;. Suponha que V € finitamente gerado como um
(T' — D;)-submddulo. Entdao V é finitamente gerado como um T-subespago de F' (X).

Demonstracao: Lembramos que Uy, é gerado como T-subespaco em F' (X)) pelos po-

linomios (2.3) e (2.4). Suponha que fi,...,f, € V sao polindmios tais que
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fi+Uss-o s fmn+ Upy geram V como T-subespaco em F (X) /Uy;. Agora é direto ve-
rificar que os polinémios f1, ..., f, junto com (2.3)) e (2.4)) geram V' como T-subespago
em F (X). |

Pelo Lema [2.2.2] para provar a Proposicao basta provar a seguinte proposi-
Gao.
Proposigao 2.2.4 Seja V =V /Uy, um (T — D;)-submddulo de F (X) /Uy,. Entio V
é finitamente gerado como um (T — D;)-submddulo de F (X) /Uy,.

E bem conhecido que a Proposicao é equivalente & proposicao seguinte.

Proposicao 2.2.5 Toda cadeia ascendente
ViCVoCo OV, Coo

de (T — Dy)-submddulos de F (X) /Uy, estabiliza-se, ou seja, existe s tal que Vy ="V,

para todo s’ > s.

Observamos que

F<X> = UOJ D UU DD Um,

para todos k e [. Logo, para demonstrar a Proposicao [2.2.1] é suficiente demostrar que,
para cada r = 0,1,...,k — 1, cada (T — D;)-submédulo V de U,,; = Uri/Ugi1y, €

finitamente gerado, ou seja, é suficiente demonstrar a seguinte proposigao.

Proposicao 2.2.6 Parar =0,1,...,k—1 o ideal U,"l satisfaz a condicao de cadeia

ascendente para (T — Dy)-submddulos, ou seja, se
ViCVyCo OV, C e

¢ uma cadeia ascendente de (T — D;)-submddulos de U,;, entdo eviste s tal que
Vs=Vy, para todo s’ > s.

Seja m € Il uma aplicacao m : N — N que preserva ordem, ou seja, se a,b € N e
a < bentao m(a) < mw(b). Definimos um endomorfismo correspondente a 7 (que também
denotaremos por ) m : F(X) — F (X)) tal que 7(x;) = () (2; € X). Denotamos
por Iz x) o conjunto de todos os endomorfismos 7 de F'(X) acima descritos.

Observamos que para todo endomorfismo m € Iz x), temos 7(Uy) C Uy, para

todos r,[. Assim, 7 define um endomorfismo correspondente (que também denotaremos
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por m) T : UH — U,ﬂ,l, para todos r e [. Denotamos por HUN o conjunto de todos os
endomorfismos 7 : UN — UN descritos acima.

Para cada par (i,j) de inteiros positivos, com i < j, definimo um endomorfismo

i : F(X) — F(X) tal que

TiTj, se s=1]
Vij(@s) = ,
Ts, S€ SF .

Denotamos por ¥p(x) o conjunto de todos os endomorfismos 1;; de F'(X) descritos
acima.

Notemos que para todos os endomorfismos 1;; € Vr(xy, Yij(Uy1) C Uy, para
todos r, [. Logo, 1;; define um endomorfismo correspondente (que também denotaremos
por ;) i UT,Z — UTJ, para todos . Denotamos por \IJUTJ o conjunto de todos os
endomorfismos 1;; de Unl.

Claramente cada (T — D;)-submédulo de U,.; ¢ um Dj-submédulo de U,.; fechado
por todos os endomorfismos 7 € HUN e ;; € \IJUN' Logo, para demonstrar a Proposi-

¢ao [2.2.6| e com isso o Teorema [2.1.1] é suficiente demonstrar a proposi¢ao seguinte.

Proposigao 2.2.7 Para cada r = 0,1,....k —1,... o ideal U,; de F(X) /Uy11),
satisfaz a condicao de cadeia ascendente para D;-submddulos fechados por todos os

endomorfismos ™ € Il | e ¢y € Vi, ou seja, se
VicV,C-CV,C--

¢ uma cadeia ascendente de D;j-submddulos de U, fechados por todos os endomorfismos

me€lly ey € Uy , entao existe s tal que V=V, para todo s > s.

2.3 A reducao ao resultado sobre certos moédulos

sobre anéis de polinémios

No préximo passo, vamos mostrar que para provar a Proposi¢ao basta de-
monstrar uma certa afirmagao (ver Proposigao na p. 72) sobre anéis de polind-
mios e modulos sobre esses anéis, ou seja, vamos reduzir a Proposigao[2.2.7]a Proposicao
2.3.15| (veja p. 72).

Para exibir melhor a ideia e as técnicas da reducao da Proposicao a Propo-
sicao primeiro vamos fazer essa reducao, com todos os detalhes, no caso r = 2

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.3. A redugao ao resultado sobre certos mddulos sobre anéis de
polinémios 52

e | = 3, esse caso especifico que é mais simples que o caso geral. Depois vamos reduzir
a proposi¢ao, de modo menos detalhado, no caso r = 2 e [ = 4, que é mais parecido

com o caso geral. Por fim, a reducao sera feita no caso geral.

2.3.1 Ocasor=2el=3

O ideal U, 3 é gerado, como um espago vetorial sobre F', por todos os elementos

das formas
90l91, 921193, 94] 95 e golg1, 92, g3)9a,

onde os g; e g; (i =0,1,...,5ej =0,1,...,4) sdo mondmios nas variaveis z; € X
(¢ € N) ou 1. Claramente o elemento go[g1, g2, 93]ga pertence a Us s, para todos os
mondmios g; de F (X).

Observamos que para quaisquer dois monoémios g e ¢' em F' (X) o comutador [g, ¢
pode ser escrito como uma combinacao linear, com coeficientes em F', de elementos da
forma

9 [wn 20l

1) (2)

onde g,;;’,g;;’ a0 mondmios em F (X). Logo, o produto go[g1, g2][g3, 94|95 pode ser

escrito como uma combinacao linear, com coeficientes em F', de elementos da forma

90 [T, 5] 91 [Ty, 75, ] 95,

onde os ¢, com ¢ = 0, 1,2, sdo mondémios em F (X). Como [$i1,$i2,$i3] € Us3 para

todos 41, i2, i3, 0 comutador [z, x| é central em F' (X) modulo Us 3. Assim, temos que
91 [T T, | G5 [Ty Ty | 95 = 20y, 35, ] [0, 35, 910595 (mod Uss).
Usando que
[a:mxsl] [xm,xw}hlmixjhg = [mrl, :L‘Sl] [mrz, a:SQ]hlmjmihg (mod Us 3),
para todos x;,z; € X, temos que
(20, @6, | (2000 5, 019595 = [0y, sy | [T0s, 25, ] 9097 (mod Us ),

onde g/ = (2%" . " ns~~~e V=g .cog™ ... comm; =0,1,...,p" —1e
0 1 s 1 1 ) ) y

,
i€ N.
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Portanto, 7273 = Uy 3/Us 3 € gerado, como espago vetorial sobre F', por todos os
elementos da forma
u= [ZEil,ZEZ‘J [l‘i3, Iu] UgU1 + U3’3, (28)
n\ M1 o\ s b
onde uy = (93’1’ ) (xi,’ > cveup = atooeaboocom by = 0,1, ,p" — 1 e
1€ N.
Seja m € I, , um endomorfismo qualquer de U3 definido imediatamente depois

da Proposigao . O endomorfismo 7 age em todo gerador u de Uzg da seguinte

maneira:
T(W) = [Tr(ir)s Trtin)] [Triia)> Tr(ia) | Un(oyUn(1) + Us 3,
no\ "™ no\ " b bs
onde () = <x£(1)> e <:L’Z(S)> e Un(l) = T(gy T, com b =0,1,...,
pt—1lereN.

Agora vamos definir My 3 0 espaco vetorial sobre F', que sera importante para a
reducao da Proposigao a Proposicao [2.3.15] no caso k =2 e [ = 3.

Sejam P = F[yab“ zi |1 eNb =0,1,...,p" — 1} a F-algebra dos polinémios
comutativos nas variaveis y; 5, € z; (i € N). E, seja () o P-modulo gerado pelas qua-
druplas (i1, 42,13,14) (is € N). Definimos o conjunto My 3 como o F-subespago de @)

gerado por todos os elementos da forma

m = (ilaiQai3ai4)m0m1a (29>

ns--

onde mo = 27" -+ 2l emy =Yip cYsp, o, com b =0,1,...,
pt—1lereN.

Vamos definir também um conjunto especifico de endomorfismos de My 3. Seja
7w € I uma aplicacao m : N — N que preserva ordem, definida logo apds a Proposicao

2.2.6, Definimos um endomorfismo correspondente a 7 (que também denotaremos por

m) m: My 3 — My 3 tal que, para todo m gerador de My 3,

m(m) = (w(ir), w(iz), w(i3), 7(ia) ) () Mr(1).

onde My = z;‘(ll) e z:(ss) S @ Mp(1) = Yr(1)by " Yn(s)ps "> com by =0,1,...,p" — 1
e ¢ € N. Denotamos por Il , o conjunto de todos os endomorfismos 7 : M 3 — Moy 3

descritos acima.
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Agora seja ¢ : My3 — U273 uma aplicagao F-linear de M 3 para U273 tal que

para cada gerador m = (iy, ia, i3, 14)momy de My,

@ ((in, i, i3, ia)momy) =[xy, T4, ][4y, 21y | uous + Us g, (2.10)
ni n p" e AN
Ondemozzl "'ZSS"‘,UOI <x1> ...(xé)) "'7m1:y1,b1”'ys,bs"' e
ulzmﬁl---x;’sn-,combi:O,l,...,p”—leiEN.

Para todos os endomorfismos 7 € Il, , e m € Ily, , correspondentes a 7 e para a

aplicacao ¢ definidas acima, temos o seguinte lema.

Lema 2.3.1 Para toda aplicacio m € 11 e para todos os endomorfismos correspondentes

7€ lly,, em € lly,,, o diagrama

€ comutativo.

Demonstragao: Sejam ¢ a aplicacao F-linear definida em ([2.10f) e 7 um gerador qual-
quer de My 3. Por um lado, para toda aplicagao 7 € II e para todos os endomorfismos

correspondentes 7 € Ily, , e m € I, ., temos

(pom)m) = (m((ir,izsis, iaymimo) ) =
= ((wir), m(i2), 7). 7(0a) ) maiomary))
= [Zr(ir) Tr(ia) ] [Tr(is)s Triia) | Un(0) (1) + Us s
= w(u).
Por outro lado, para toda aplicacao m € II e para todo endomorfismo correspondente

m € Iy, ,, temos

(mop)(m) = W(@((il7i2>i3,i4)mlm0)> =
— W([ajil, Ty ) [Tig, iy JUoUL + U373)
= [Tx(i), Tain)] [Tr(i)s Tr(in) | Uno)unr) + Us 3
= m(u)

Logo, (pom)(m) = (moy)(m) para cada m gerador de M 3. Portanto, o diagrama

é comutativo. [ |
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Precisamos definir ainda um conjunto especifico de endomorfismos 1;; de My 3,
onde (i,j) € um par de inteiros positivos com i < j. A defini¢do se dara obser-
vando a agao dos endomorfismos 1);; € Vo,, definidos logo apés a Proposicao m
Para todo par (i,j) de inteiros positivos, com i < j, consideremos os endomorfis-
mos 1;; € \I’Uw- Observamos que a agao dos endomorfismos 1;; em todo gerador

u= [mil,mig} [xz-m xi4]uou1 +Uss de U2,3 ocorre da seguinte maneira:
1) se j ¢ {i1,19,13,14} entdo
Wiy (W) = [, @) [, i, Jug ul”! + Uss,
onde

a) quando z; ¢ u temos

comb;, =0,1,...,p"—1ez€N.

b) e quando x; € U temos

comb; =0,1,...,p"—1eze€N.
2) se j € {iy,la, 13,14} entdo

) = (s), (s)
pij (w) = Z [xigg,xiés)} [Iigs),l‘iis)} uy uy - + Uss,

s

para alguns i(,i$”,i%, i, com (¢§S>,¢gs>,¢gs> iﬁ“”) < (i1, 42, 43,44) na ordem le-

xicogréfica e para al Omi () (9 tod
g p guns monomios ug ,u; *, para todo s.

Para cada par (i,j) de inteiros positivos, com i < j, definimo um endomorfismo

wz’j . M273 — Mg’g tal que, para todo gerador m= (il, 7:27 ig, i4)m1m0 de M273, temos:
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1) se j ¢ {i1,1s,13,14} entdo

wlj (m) - (ila 7:27 7:37 7/4)m§)2)m52)7

onde

a) quando y;y,, 2 ¢ M temos
m[()i)zz?l...zw...zm...
(1) _ B
my” =Yy yz,bj y],bj s
comb;, =0,1,...,p" —1lezeN.

b) e quando y;, ¢/ou z; € T temos

@ _ m nj n;
_Zl ezt

(1) _
ml _yl,bl“'yi,bfb-“'yj,bj”'7

comb; =0,1,...,p"—1ez€N.

2) sej S {il,ig,ig,i4} entao

) = 37 (80,450 40, 19) 7 () o~ ()

para alguns igs),zgs),zé ),sz), com ( gs),zés),zgs),zi )> < (1, 49, 13,14) na ordem le-

xicogréfica, e para alguns monodmios u(()) e ug ), para todo s.

Denotamos por Wy, , o conjunto de todos os endomorfismos t;; : M3 — My 3 des-
critos anteriormente.

Para todos os endomorfismos ;; € ‘I’UQ,B e Yy € Vy,, e para a aplicagao ¢
definidos anteriormente, vale o seguinte lema.

Lema 2.3.2 Para todo par (i,j) de inteiros positivos, com i < j, e para todos os

endomorfismos vy € Vg, . € ¥y € Y, 4, 0 diagrama

€ comutativo.
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Demonstragao: Sejam ¢ a aplicacdo definida em (2.10)) e m = (i1, ia, i3, 14) MM UM
gerador qualquer de My 3. Por um lado, para todo par (i, j) de inteiros positivos, com

@ < j, e para todo endomorfismo v;; € ¥y, ., temos:
1) se j ¢ {i1,is,13,14} entdo

(Wi o)) = vy (o (i i ig)mom) ) =
= ¢ij ([xiﬂ xi2] [miw xi4]uoul + US,S)
= [xiﬁ xiz] [xi?)? $i4]u((f)ugi) + U3,3

bij (W)
2) sej S {il,ig,i37i4} entao

(Wi o)) = vy (0 (i, i i ig)mom) ) =
= Q/}Zj ([I‘u ) xig] [xi;w xi4]u0u1 + U373)
= [xigs)7xigs):| [xiés),mi(s)} ués)ugs) + U373

= ¥i;().

Por outro lado, para todo par (i,j) inteiros positivos, com i < j, e para todos os

endomorfismos v;; € g, . e 1y € Wy, 4,
1) se j ¢ {i1,19,13,14} entdo

(pothy)(m) = @(%’j((il,imi3,i4)mom1)> =
Vi (i1, 12, 43, i4)m(()i)m§i))

- ['riwxlé][mis? xi4]uéi)ugi) + U3,3

= ¢y;(w).
2) se j € {i1,19,13,14} entao
(poy)(m) = 90<wij((ilai27i3>i4)m0m1)> =

_ (z<i§s>,igs>,¢gs>,z-f>>mgs>mgs>)

_ (), ()
= E [Sc’i<s>,96i(s>} [$i<s>7$i(s>] uy uy + Uss
1 2 3 4

= 1/;‘ ().

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.3. A redugao ao resultado sobre certos mddulos sobre anéis de
polinémios 58

Logo, (¢ o ¢y;)(m) = (¢4 o v)(M), para cada gerador m de My 3. Portanto, o

diagrama ¢é comutativo. ]

Seja A = Fz; | i € N] a F-algebra dos polinémios comutativos nas variaveis z;
(¢ € N). Notamos que My 3 ¢ um A-modulo. Usaremos os Lemas e para

demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.3 Seja V um Ds-submddulo de U273 fechado por todos os endomor-
fismos m € T, , e Yy; € Vg, .. Entao =" (V) € um A-submddulo de My fechado por

todos os endomorfismos m € Iy, , € ¥;; € U, .

Demonstracao: Seja V um D3-submodulo de 72,3 fechado por todos os endomorfismos
7 € Uy, , ety € g, .. Sejam f um elemento em ¢ 1(V) e g um mondmio nas varidveis
z (i € N). Claramente ¢(f) € V e ¢(g) é um monomio nas variaveis 2/ +Uss (i € N).

Por hipotese, V' é um Ds-submodulo de U273, ou seja,

e(g9)e(f) =elgf) €V, (2.11)

isto &, gf € o (V). Logo, ¢ (V) é um A-submodulo de M 3.

Para toda aplicagao 7 € II, consideremos todos os endomorfismos correspondentes
m € llg,, e ® € Iy,,. Para todo elemento f € ¢~'(V) claro que ¢(f) € V. Por
hipotese, V' é fechado por todos os endomorfismos 7 € I, ,, ou seja, W(go(f)) e V.

Pelo Lema [2.3.1] valem as seguintes igualdades

m(p(f) = (o p)(f) = (pom)(f) = ¢(x(f)).

Logo, 7(f) € ¢ Y(V). Portanto, ¢~ '(V) é fechado por todos os endomorfismos
7 € Iy, ,-

Por fim, para todo par (i, j) de inteiros positivos, com i < j, consideremos todos os
endomorfismos ¥;; € ¥y, , € ¥y; € Y, . Para todo elemento f € ¢ 1(V), claramente

©(f) € V. Por hipétese, V' ¢ fechado por todos os endomorfismos 9;; € Vg, ., ou seja,
Vij (gp( f )) € V. E, pelo Lema , valem as seguintes igualdades

Yij (SO(f)) = (%‘j © @)(f) = (90 o %’j)(f) = @(%‘j(f))-

Logo, ¢;(f) € ¢ 1(V). Portanto, ¢~ (V) é fechado por todos os endomorfismos
¢¢j - \IjMz,:a' [ ]
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Acabamos de mostrar que se V' é um Ds-submoddulo de 7273 fechado por todos
os endomorfismos m € Iy, , e ¥;; € Wy, ., entdo ¢ (V) é um A-submodulo de My 3

fechado por todos os endomorfismos 7 € Ily, , € ¢ € Wy, ,. Assim, se
ich Ve

é uma cadeia ascendente de Ds-submodulos de 7273 fechados por todos os endomorfis-

mos 7 € Iy, . e ¥;; € Vg, , entao
(V) Sl () ST (V3) © -

¢ uma cadeia ascendente de A-submodulos de M 3 fechados por todos os endomorfismos
T € HM2,3 (§] wij € \I]Mzg,'

Observamos que se a cadeia

se estabiliza, ou seja, se existe s tal que p~1(V;) = ¢~ 1(Vy), para cada s’ > s, entdo a
cadeia

VicV, CVs3C -

também se estabiliza, pois o1 (V;) = ¢~ }(Vy) implica que V, = V,, para cada s’ > s.
Neste sentido, para demonstrar a Proposicao [2.2.7] no caso r = 2 e [ = 3, é suficiente

demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.4 Toda cadeia ascendente de A-submddulos de My 3 fechados por to-

dos os endomorfismos m € Iy, , e ¥;; € Wiy, , estabiliza.

Seja {ly,, o conjunto de todos os endomorfismos w : My3z — My3 tal que
W= 4, 0...0Pj5 0 om, com T € Mgy, Viyjs Yigjas -+ > Vijs € Yy, 11,92, - -,
is ¢ 7(N) e iq # 1y se a # b. A demostracao de que o conjunto {2y, , ¢ um semigrupo
é analoga a demonstracao do Lema [1.4.3

Toda cadeia ascendente de A-submodulos de My 5 fechados por todos os endo-
morfismos 7 € Iy, ; € ¥y € Wy, , € também uma cadeia ascendente de A-submo6dulos
de My 3 fechados por todos os endomorfismos w € (I, ,. De fato, cada A-submédulo
de My 3 fechado por todos os endomorfismos m € Iy, , e ¢;; € Wy, , € claramente

fechado por todos os endomorfismos w € {dy,,. Logo, para demonstrar a Proposicao
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2.3.4 e com isso demonstrar a Proposigao [2.2.7, no caso r = 2 e [ = 3, é suficiente
demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.5 Toda cadeia ascendente de A-submddulos de My 3 fechados por

todo endomorfismo w € hy, , estabiliza.

2.3.2 Ocasor=2el=14

Agora vamos reduzir a Proposi¢ao [2.2.7] & Proposigao [2.3.15] no caso r = 2 e
l=4.

O ideal U4 ¢ gerado, como espaco vetorial sobre F', por todos os elementos das
formas

9ol91, 92]193, 9495 € 9ol91, 92, 93, 94) 95,

onde g;,g;, com 4,5 = 0,1,...,5, sao mondmios nas varidveis x; € X, para cada
i € N. E facil ver que o polinomio go[g1, g2, g3, ga]gs pertencem a Us 4. Mostramos no
caso anterior que o polinémio go[g1, g2][93, 94]¢95 pode ser escrito como uma combinagao
linear de elementos da forma ¢/ [z, , x5, |gh[Tr,, Ts,]g5, onde cada g, ¢ um mondmio nas
varidveis z; € X. Como 2" + Usy (i € N) é central em F (X) /Usy, temos que

91 [$r1,$31]9;[xr2, x82}g:°, = ggglll[xr17$81]gg[xr2a x52]gg (mod U3,4)7

n\ 71 n Ns
onde gj = (J:If > (x{; > e gy =a" - al o commy = 0,1, ,p" — 1,
1e€Neqg=1,2,3.
Observamos que [z, 7;] ndo é central emF (X) modulo Us 4. Logo, o ideal Usy ¢

gerado, como espago vetorial sobre F', por todos os polinomios da forma
u = uoul[xil,:E,-Z]ug[xi3,xi4]u3 + U3’4, (212)

pn ni " Ns b(‘l) bgq) (q) .
com ug = (:r1 ) (a:§ ) ey U=yt ey b =0, pt =1 =10 g e
g=1,2,3.
De maneira semelhante ao caso r = 2 e [ = 3 definimos M 4 um espago vetorial

sobre F'. Neste caso, seja P = F {yg?(q),zi | i€ N;bl(-q) =0,1,....p" —1;9g=1,2,3| a
: @

i,bl9’
o P-modulo gerado pelas quadruplas (iy,4s,143,%4) (is € N). Definimos My 4 como o

F-algebra dos polindbmios comutativos nas variaveis y z;, com ¢ € N. E, seja Q)

F-subespago de @) gerado por todos os polindémios da forma

m = (i1, la, i3, 14) MMy MaMmg, (2.13)
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onde mg = 2™ ---2% . em, =y ..y @ com b? =0 n_1,4=1 t
0= <1 s q—ylb(q) ytqb(q)7 i = U, D 0= 1,...,74

01 big

eq=1,2,3.
A aplicagao F-linear ¢ : My 4 — U274 ¢é definida semelhantemente ao caso ante-

rior, ou seja, ¢ ¢ tal que, para cada gerador m = (iy, ia, i3, i4)momymams de Moy 4,

o ((i1, 72, 13, 1a)momymams) = oty [T;,, Tiy|us [y, T, us + Usy (2.14)
ni n;
— _ (,.p" p"\ 7 _ @ (2
onde my = 2 z; --~,u0—(x1> (xj) Mg =YY,
"1 q» tq

pl@) bEQ) (q) .
ug =y -yt comb =0,..,p" =1, i=1,...,t,eq=123.

Seja 7 € Il, , um endomorfismo qualquer de U4 definido imediatamente depois
da Proposigao [2.2.6, A agdo 7 em todo gerador U = uguy [, , i, |Uua|Tiy, T4, Jus + Us 4 de

Us.4 ocorre da seguinte maneira:

m(u) = Uz (0)Ur(1) [%(z‘l)y $w(i2)]un(2) [xw(i3)7 %(u)]uw(:a) + Us 4,

d _(m ™ o\ b bg) b(q) —0
onde ur) = (T7qy) - (Tr)) v € Un() = Ty gy, com b =0,
pt—1,1=1,...,t,eq=1,2,3.

A definigao do semigrupo Iy, , também ¢é semelhante ao caso k = 2 e [ = 3. Para
cada aplicagao m € II que preserva ordem, definida imediatamente depois da Proposigao

2.2.6, definimos um endomorfismo correspondente (que também denotaremos por 7)

m: My 4 — My, tal que, para cada gerador m de My 4

m(m) = (7(i1), (i2), 7(is), 7(ia) ) Mr(0) Mo (1) Mom(2) M (3)

_onn e _ (@ @ (@) _
onde M) = Za(t) " i) e Mr(q) = yn(1),b§q) yr(thbEZ)’ com b;” =0,...,
p"—1,i=1,...,t, e ¢ = 1,2,3. Denotamos por Ily,, o conjunto de todos os

endomorfismos 7 : My 4 — M 4 descritos acima.
Para todos os endomorfismos 7 € Il e m € Iy, correspondentes a aplicacao
F-linear 7 e para a aplicagao ¢ definidos acima, temos o seguinte lema.

Lema 2.3.6 Para toda aplicagao m € 11 e para todos os endomorfismos correspondentes

m e lly,, em € Ilw,,, o diagrama

M 4 B M 4

e el

Us.a - U2,4

€ comutativo.
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Demonstracgao: A demonstracao é semelhante & demonstracao do Lema [2.3.1, W

Para todo par (7, j) de inteiros positivos, com ¢ < j, consideremos os endomorfis-
mos ;; € Vg, , definidos imediatamente apos a Proposigao 2.2.6} Os endomorfismos
¥y; agem em todo gerador U = uguy [Ty, Uiy |JUz[Tiy, TiyJuz + Usy de Usy da seguinte

maneira:
1) se j ¢ {i1,is,13,14} entdo
Vij (U) = u(()i)ugi) [Iiuxiz]ug) [%3,%1‘4]“;(;) + Us,
onde

a) quando z; ¢ W temos

(i):xlil...xbj...

comb;, =0,1,...,p"—1, ¢=1,2,3eieN.

b) e quando z; € T temos

uld = (mff) 1...(35?") <x§"> .

comb;, =0,1,...,p"—1, ¢=1,2,3eieN.
2) se j € {i1,1s,13,14} entdo

%’ (ﬂ) = Z ugs) [Iigs) N $i§s):| Ugs) [Iigs) y xiis)] ugs)ués) + U3,4,

S

para alguns igs),iés),iés),iff), com (igs),igs),iés),if)> < (i1,142,13,14) na ordem

lexicografica, e para alguns monémios ués) e ul?, (g =1,2,3), para cada s.

De maneira analoga ao caso r = 2 e [ = 3 vamos definir o semigrupo Wy, ,.
Para cada par (i,j) de inteiros positivos, com i < j definimos um endomorfismo
Vi My — My, tal que, para todo gerador m = (i1, i2, 43, 14)momimaems de My 4,

temos:

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.3. A redugao ao resultado sobre certos mddulos sobre anéis
polinémios

de
63

1) se j ¢ {i1,1s,13,14} entdo

onde

a) quando y;p,, 2 ¢ M temos

(@ _ m nj nj
mo _Zl ZZ ‘Z] “ e

) _ (@ (@ (a)
m() = yl?b§q> "'yiig‘” . .yj?b;q) e

comb;, =0,1,...,p"—1, ¢=1,2,3ei€eN.
b) e quando y;, e/ou z; € T temos

@ _ om ng L
mo _Zl ...Zi e ] N

(@ _ (2 (a) (9)
ml _qubgq).'.yii’_(q)'.'yji(@.“’
) 04 g

comb;, =0,1,...;p"—1, ¢g=1,2,3eieN.

2) se j € {i1,1s,13,14} entdo

s (7) = Z <i§5)7 igs), Z.i(;s)’ Z}(f)> <U(()s)>80_1 <u§8)> oL <u§5)> ot (ugs)>¢—1

S

(s) ;(s) .(s) .(s) (s) ;(s) -(s) .(s)

para alguns 4y ', iy, i3, , COM (il RO P ) > < (41,19, 13,14) € para alguns

mondmios u(()s), ul) (¢ =1,2,3), para todo s.

Denotamos por Wy, , o conjunto de todos os endomorfismos v;; de My 4.

Para todos os endomorfismos v¢;; € Vg, e ¥;; € Wy, e para a aplicagao ¢

definidos anteriormente, temos o seguinte lema.

Lema 2.3.7 Para todo par (i,7) de inteiros positivos, com i < j e para todos os

endomorfismos 1;; € ‘DUM e ¥i; € Yn,,, 0 diagrama

Vi
Moy —> Moy

@l el

Uy —> Usy

) b

€ comutativo.

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.3. A redugao ao resultado sobre certos mddulos sobre anéis de
polinémios 64

Demonstracgao: A demonstragao é analoga a demonstracao do Lema [2.3.2] |

Observamos que My 4 é um A-moédulo e, semelhante ao caso r = 2 e [ = 3 temos
a seguinte proposicao.
Proposigao 2.3.8 Seja V' um Dy-submddulo de U,y fechado por todos os

endomorfismos m € Iy, e by € Vg, . Entao o' (V) € um A-submddulo de My 4

fechado por todos os endomorfismos m € Iy, , € Yy € Yn, .

Demonstracao: A demonstragao é anéloga & demonstracao da Proposi¢ao |

Semelhantemente ao que acontece no caso r = 2 e [ = 3 acontece também aqui
neste caso, ou seja, se

VicV, CVs3C -

é uma cadeia ascendente de D4-submoddulos de UQA fechados por todos os endomorfis-

mos 7 € IIg, , e ¥;; € Uy, , entao
() Sy (Va) ST (V3) C -

¢ uma cadeia ascendente de A-submodulos de M 4 fechados por todos os endomorfismos
T € I—IMZ4 e @ZJij - \IJMQA‘

De maneira analoga ao caso anterior, se a cadeia
el (V) Sl (Ve) CeT(Vy) S
se estabiliza, entao a cadeia
Vich,CVzC---
também se estabiliza. Nesse sentido, para demonstrar a Proposigao[2.2.7], no caso r = 2

e | = 4, é suficiente demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.9 Toda cadeia ascendente de A-submodulos de My 4 fechados por

todos os endomorfismos m € Iy, , € Vi € Wi, , estabiliza.

Seja {ly,, o conjunto de todos os endomorfismos w : My, — My, tal que
W= %Zfisjs ©...0 l/Jz'sz © l/fz'ljl o, com T &€ HMM, wiljpwizjga e 7%'53'5 S ‘I’Mu, 11,2254y
is ¢ m(N) e i, # iy se a # b. A demostracdo de que o conjunto {y, , € um semigrupo

¢ anéloga a demonstracao do Lema
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Toda cadeia ascendente de A-submoédulos de My 4 fechados por todos os endo-
morfismos 7 € Iy, , e ¥y € Wy, € também uma cadeia ascendente de A-submdédulos
de M3 fechados por todos os endomorfismos w € {hy,,. De fato, cada A-submodulo
de My fechado por todos os endomorfismos m € Iy, , e ¢;; € ¥y, € claramente
fechado por todos os endomorfismos w € {ly,,. Logo, para demonstrar a Proposi¢ao
e com isso demonstrar a Proposigao [2.2.7] no caso r = 2 e [ = 4, é suficiente

demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.10 Toda cadeia ascendente de A-submddulos de My 4 fechados por

todos os endomorfismos w € Qy, , estabiliza.

2.3.3 O caso geral

Por fim, vamos reduzir a Proposicao a Proposicao no caso geral. Este
caso é semelhante ao caso r = 2 e [ = 4. Assim, todos os passos feitos no caso anterior
serao repetidos aqui.

Analogamente ao caso anterior, o ideal Ur,l = U,;/U,41, € gerado, como espaco

vetorial sobre F', por todos os polinémios da forma

u = UoU1 [Iil , xiz]uQ Uy [xiwil,ﬁl}i%]uwﬂ + U(T+1),l7 (215)
(@)
n\ 11 20\ s b(‘l) bt ( )
— p — 1 q ) _ m
ondeuo—(xl) ~~<x§) e ug=xy eyt comb =0, p" — 1

1=1,...,t,eq=1,...,r+ 1

Consideremos P = F [ygi),zi lieN;jg=1,....r+1;6=0,1,...,p" — 1] a
F-algebra dos polindbmios comutativos nas variaveis yi(g,) e z; (i € N). Seja @ o
P-modulo gerado pelas 2r-uplas (i1, ..., ), onde iy € N. E, seja M,.; o F-subespago

em () gerado por todos os polinémios da forma

m= (ila s 7i2r)m0m1 cr My, (216>
ondae my 21 Zg € My ylb(q) ytqb@)’ com 0; yo.oP , 1 yeeeylyg
"1 7tq

eq=1,....,r+ 1.
Seja ¢ : M,; — U,; uma aplicagdo F-linear tal que, para cada gerador m de
Mr,h

© ((i1, ..., lop)memy - - - Myyp) =
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= oty [Ty, Ty |Un -+ - U [T,y Tiy, J U1 + Ugriyys (2.17)
0\ 1 AT p(@) pl@) _
onde ug = (xll) ) (xg ) s Uy = T, ...xt;q ,mozzflu-z?”--- e
_ @ () () _
Mg =Y @ Y, @ COm b,” =0,...,
1 a7t

q

pt—1,1=1,...,t,eq=1,...,r+1
Seja 7 € Iy, um endomorfismo qualquer de Ur,l definido imediatamente depois
da  Proposi¢do [2.2.0] O endomorfismo m age em todo gerador

U = UoU1 [Ty, Tig U -+ - Up [Ty, s Ty, JUr 1 + Uppgr)y de U,, da seguinte maneira:
(@) = Un(0)Un(1) [Tr(ir)s (i) | (@)~ Un(r) [T(ize—1)s Trtian) | Unirr1) + Uy

" ni P Ns bg‘?) bz(ﬁg) (q)
Onde Uﬂ-(o) = (:Eﬂ(l)> tee <$ﬂ(s)> s € uﬂ-(q) = .Tﬂ_(l) tee ﬂjﬂ_(tq), com b,L = 0, ceey

pt—1,1=1,...,t,eq=1,...,r+1
Seja m € Il uma aplicagao F-linear m : N — N que preserva ordem, definida
imediatamente depois da Proposicao [2.2.6, Definimos um endomorfismo correspon-

dente (que também denotaremos por ) 7 : M, ; — M, tal que, para cada gerador

m = (il, . ,igr)moml cr My de Mr,l;
m(m) = ((i1), ..., W(ize) ) Mer(0)Mn(1) - * - Mr(r41),
d _ N N )
e mﬂ(o) - Zﬂ'(l) Zﬂ'(j) € mW(Q) - yﬂ’(l) bng) yﬂ(tq) b](ﬁ‘l)’ com
’ Ttq

B =0,1,...p"—1,i=1,.. . teq=1,...,r+1
Para todos os endomorfismos m € Il; | e m € Ily,, correspondentes & 7 e para a

aplicacao ¢ definidas anteriormente temos o seguinte lema.

Lema 2.3.11 Para toda aplicacao m € 11 e para os endomorfismos correspondentes

melly  emelly,, o diagrama

Mr,l L Mr,l
el el

™

Url — Url

) )

€ comutativo.

Demonstracao: Consideremos ¢ a aplicagdo F-linear definida em (2.17) e

m = (i1,..., 0 )memy - - - my4; um gerador qualquer de M, ;. Por um lado, para toda

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.3. A redugao ao resultado sobre certos mddulos sobre anéis de
polinémios 67

aplicagao 7 € II e para todo endomorfismo correspondente 7 € Il , temos

(mop)(m) =

ﬂ((p((il, oy dop)Mmomy - 'mr+1)) —

= W(Uoul[i% ) $i2]u2 ct Up [l’izr_lymizT]urJrl + U(r+1),l)

= Un(0)Un(1) [Tr(ir)> Tr(in) | Un(2) -

= (@)

*Ug(r) [xﬂ(izr—1)7 mﬂ'(hr)] Ug(r+1) + U(r+1),l

Por outro lado, para toda aplicacao 7 € Il e para todos os endomorfismos correspon-

dentes m € Ily, , e m € I, temos

(pom)(m) =

g&(w((z’l, ooy ldor)momy - - 'mr+1)> =

= ( (7(i1), . .., w(iar)) M) Mm(r) -+ - m7r(7“+1)>

= Un(O)Un(1) [Tr(ir)> Tr(in) | Un(2) -

= w(u)

Un(r) [Tr(inr_1)s Trian) | Un(r1) T U1y

Logo, (mop)(m) = (pom)(m), para cada m gerador de M,.;. Portanto, o diagrama

é comutativo.

Para todo par (7, j) de inteiros positivos, com ¢ < j, consideremos os endomorfis-

mos 9;; € Vg  definidos imediatamente ap6s a Proposigao Os endomorfismos

;; agem em todo gerador U = uou1 (X, , Ti,Us - - - Ur[Tiy,_,, iy, JUr1 + Uppgr)y de Uy da

seguinte maneira:

1) sej ¢ {i,..

., d9r } entao

(@), (i) (4)

Vi (W) = ug wy” (24, 24, | uy” - -

onde

a) quando z; ¢ u temos

com b; =0,1,...

: ugi) ['riQrfl ) Iizr} ugl-&)-l + U(rJrl),l

p'—=1,q=1,....r+1eieN.
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b) e quando z; € T temos

comb, =0,1,...;p" =1, ¢q=1,....,r+1eieN.
2) se j € {i1,...,ia} entao
by (@) = 3 udul? [%gﬂ | %S)] uf - u® [%g?_lv%;?] u )+ Uiy,

para alguns igs), . ,igf,), com (i@, . ,ig?) < (i1, ... ,%9) na ordem lexicografica,

e para alguns monoémios u(()s) e uff) (g=1,...,7r+ 1), para cada s.

Para cada par (i, 7) de inteiros positivos, com i < j, definimos um endomorfismo
i« M, — M, tal que, para todo gerador m = (i1, ..., 42, )momy - - - M4y de M,

temos

1) se j ¢ {i1,..., 12} entdo

w,u(m) = (il, e ,ZQT)mél)mgz) ce m£21

onde

a) quando y;p, € z; ¢ ™ temos

@ _ m nj nj
mo _Zl ...Zi ...Zj PR

) _ @ @ @
mi) =40, RN TR IR

comb;, =0,1,...;.p"—1, ¢g=1,...,reieN.
b) e quando y;, ¢/ou z; € T temos

(@ _ m n; nj
mO _Zl ...Zil...zj

@ _ (@) (9) (9)
ml _ylbgq)...yib’(q)...yjb(_tﬂ...7
b b} Z b J

Y2

comb,=0,1,...;p" =1, ¢g=1,...,r+1eieN.
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2) se j € {i1,..., iz} entao

’QDZ](W) = Z <ng)’ s 7Zgi)> Qp_l <u(()5)> 90_1 (U§S)> e (10_1 (uszl)a

S

para alguns igs), . ,iéi), com (igs), . ,igf)) < (i1, .. .,iz,) na ordem lexicografica,

e para alguns mondmios u(()s), ul) (g=1,...,7r+ 1), para todo s.

Denotamos por Wy, , o conjunto de todos os endomorfismos 1;; : M, ; — M, ; descritos
anteriormente.
Para todos os endomorfismos v;; € ‘I’UW i € Wy, e a aplicacao p, definidos

anteriormente, temos o seguinte lema.

Lema 2.3.12 Para todo par (i,j) de inteiros positivos, com i < j, e para todos o0s

endomorfismos Vi € Vg e by € Wy, ,, o diagrama

Mr,l m Mr,l
el el
—_ '¢ij —_

Ur,l ? Ur,l

€ comutativo.

Demonstracao: Consideremos ¢ a aplicagdo F-linear definida em (2.17) e
m = (i1,..., 02 )memy - - - my41 um gerador qualquer de M, ;. Por um lado, para todo

par (7, j) de inteiros positivos, com i < j, e para todo endomorfismo v;; € Uy |, temos:
1) se j ¢ {i1,..., 12} entdo

(Yijop)(m) = by <90((i17 ig, ..., l2r)MoMy - - 'mr+1)>
= i <U0U1 [901‘1, %‘2}“2 crr U ['Ii2r—17 xm]urﬂ + U(r+1),l>
— uéz)u(f) [%‘1; xig} ugz) oyl

= ¥i;(u)

) [xlérfu '/L‘i2rj| U’1("Z~)H + U(T+1)7l

2) se j € {i1,...,i2} entao

Wi o @) M) = vy (@ ((in, . iz )momy - myia))
=y (Uoul [IL’il, xig] U« - Uy [ﬂfz’z,«_u xigr]urJrl + U(r+1),l)
— Gy [m(@ xﬁ-j)}ug”---u(“ [x§§3_17$1(22]u58-21 + U

= ()

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.3. A redugao ao resultado sobre certos mddulos sobre anéis de
polinémios 70

Por outro lado, para todo par (i,j) de inteiros positivos, com i < j, e para todos os

endomorfismos v;; € Wy, , e ¥;; € Yg , temos:
1) se j ¢ {i1,ia,...,102} entao

(poty;)(m) = ¢<¢ij((i1,---,i2r)mom1"'mr+1)>

= (G
- u(()S)ung) [xil ) xi2:| ugS) T u£=8) [xizr—l ) xiw} uis-zl + U(?"+1),l
= (1)

2) se j € {i1,...,i2 } entao

(pothy)(m) = 90<¢ij((i1>---,i2r)mom1"'mr+1)>

— @((217 P 77:27-)m(()5)m:(f) A m£?1>
- u(()S)u§8) [xiﬁs) ’ %s)] u;S) o 'u7(~s) [%(;)_I,xSZ] ufle + Utr+1)y
= (1)

Logo, (¢i; o ¢)(m) = (¢ o 1y;)(m), para cada m gerador de M, ;. Portanto, o

diagrama ¢é comutativo. |

Lembramos que A = F [zi | i€ N] ¢é a F-algebra dos polindmios comutativos nas
varidveis z;, para todo i. Notemos que M,; ¢ um A-mo6dulo. Usando os Lemas [2.3.11]

e [2.3.12) vamos demonstrar a seguinte proposigao.

Proposicao 2.3.13 Sejam V um D;-submddulo de UTJ fechado por todos os
endomorfismos m € Il e ¥y € Wy . Entao o~ (V) é um A-submddulo de M,

fechado por todos os endomorfismos m € Iy, , e ¥y € Yy,

Demonstragao: Seja V' um D;-submodulo de UH fechado por todos os endomorfismos
T € g , evi; € Yy . Sejam f um elemento em o 1(V) e m um mondmio nas variaveis
z (i € N). Claramente (f) € V e ¢(m) é um monomio nas variaveis 2% + Uyi1),,

para ¢ € N. Por hipotese, V é um D;-submodulo de UM, ou seja,

p(m)p(f) = w(mf) €V, (2.18)

isto &, mf € p~1(V). Logo, = }(V) é um A-submodulo de M.
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Para toda aplicagao m € II, consideremos os endomorfismos correspondentes
m € Il  em € Ily,,. Para todo elemento f € ¢~ (V) claro que ¢(f) € V. Por

hipétese, V' é fechado por todos os endomorfismos 7 € Il , ou seja, W(go(f)) e V.
Pelo Lema [2.3.11], valem as seguintes igualdades

m(p(f) = (o p)(f) = (pom)(f) = ¢(x(f)).

Logo, m(f) € ¢ V). Portanto, o~ '(V) ¢é fechado por todos os endomorfismos
7 € Iy, ,-

Por fim, para todo par (i,j) de inteiros positivos, com ¢ < j, consideremos os
endomorfismos ;; € \IJUM e Y;; € Wy,,. Para todo elemento f € @ 1(V), claramente

©(f) € V. Por hipétese, V' & fechado por todos os endomorfismos 9;; € U, ou seja,
Vi;(¢(f)) € V. Pelo Lema [2.3.12] valem as seguintes igualdades

l/)ij (Sﬁ(f)) = (%’j © W)(f) = (90 © @%‘)(f) = @(%‘j(f))-

Logo, ¢4;(f) € ¢ 1(V). Portanto, ¢~ (V) é fechado por todos os endomorfismos
wij € \I/MM. [ ]

Analogamente ao caso r =2 el =4, se
VicV,CV3C---

¢ uma cadeia ascendente de D;-submodulos de U,.; fechados por todos os endomorfismos

melly ey € Vg , entao
pl (V) S i(Vo) S (V) C -

¢ uma cadeia ascendente de A-submodulos de M, ; fechados por todos os endomorfismos
T E HMT,I (s ¢ij c \I[MT,Z'

Observamos que se a cadeia
el (V) S (Va) ST (V) S

se estabiliza, ou seja, se existe s tal que p~'(V;) = ¢~ 1(Vy), para cada s’ > s, entao a
cadeia

VicV, CV3C .-
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também se estabiliza, pois o1 (V;) = ¢~ }(Vy) implica que V, = Vy, para cada s’ > s.
Nesse sentido, para demonstrar a Proposicao [2.2.7] no caso geral, ¢ suficiente demons-

trar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.14 Toda cadeia ascendente de A-submddulos de M,; fechados por

todos os endomorfismos w € Iy, , e Yy € Wy, estabiliza.

Seja {ly,, o conjunto de todos os endomorfismos w : M,; — M,; tal que
W = 1i,5,0.. .04y, 005 5 0m, com T € Mg, Viyjis Vigjos - - Visje € U,y 1502, - -+, ls &
m(N) e iq # i se a # b. A demostragao de que o conjunto {y, , ¢ um semigrupo &
analoga a demonstracao do Lema [1.4.3

Observamos que toda cadeia ascendente de A-submoédulos de M,.; fechados por
todos os endomorfismos m € Iy, e ¥;; € Wy, ¢ também uma cadeia ascendente
de A-submodulos de M,.; fechados por todos endomorfismos w € (X, ,. De fato, pois
cada A-submodulo de M.,.; fechado por todos os endomorfismos 7 € Iy, , e por todos os
endomorfismos ;; € Wy, é claramente fechado por todos os endomorfismos w € (.
Logo, para demonstrar a Proposigao e com isso demonstrar a Proposigao [2.2.7],

no caso geral, basta demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.15 Toda cadeia ascendente de A-submodulos de M, fechados por

todos os endomorfismos w € (., estabiliza.

Assim, para demonstrar o resultado principal é suficiente demonstrar a Proposigao

2.3.15| Faremos isso na proxima secao.

2.4 A demonstracao do resultado sobre médulos

Lembramos que para demonstrar o Teorema 1 ¢é suficiente demonstrar a
Proposicao [2.3.15] Faremos isto nesta segao.

Para demonstrar a Proposigao vamos mostrar que cada N A-submodulo
de M,; fechado por todos os endomorfismos w € €y, , ¢ finitamente gerado (como um
A-submodulo fechado por todos os endomorfismos w € Oy, ;).

Lembramos que, na se¢ao 2.4, definimos o conjunto J de todas as sequéncias

finitas de inteiros nao negativos. Definimos em J < uma boa ordem e < uma ordem
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parcial. Elas foram definidas da seguinte maneira: sejam (z’l, e ,z’m) e (jl, e ,jn)

duas sequéncias em J. Dizemos que

(ilw"aim) < (]177]n)

se m < nousem = n e existe r tal que i, < js mas iy = jy, para cada s’ > s. Dizemos
que
(ir, - vim) = (G, -5 dn)
se m < n e existe € Il uma aplicagdo F-linear que preserva ordem (ou seja, se a < b
entao m(a) < 7(b)) tal que m(is) = jr(s), para cada s =1,...,m.
Definimos também, na secao 2.4, M o semigrupo de todos os monoémios A com

coeficientes unitérios, ou seja, definimos o conjunto

M= {zp

S

(n1,...,ng) € J}.

Vamos definir em M duas ordens <) e =() da seguinte maneira: sejam

n n . A .
emy=2"- -2z, dois monoémios em M. Dizemos que mgy <1y my se

Ns

mozz?l...zs

/ /
(1. ons) < (... ml)

na ordem lexicografica a direita. Dizemos que mgy =(y) my se existem um endomorfismo
w € g, e um monodmio g em A tais que w(mg)g = mgy. Observamos que <(1) é uma
boa ordem enquanto que =(;) ¢ uma ordem parcial.

Seja M; o semigrupo de todos os monoémios m = Yip, - Yy, onde
by =0,1,...,p" =1 (i = 1,...,t). Em M, vamos definir duas ordens < e =9

@ L. () ()

da seguinte maneira: sejam mg = Yoo Yppm €M =YY dois mono-
sY1 3Ot t Y]

S/
1,b§
mios em M. Dizemos que my <(2) My S€

(bgs>, L ,bﬁ) < <b§$'), . ,bgf'))

na ordem lexicografica a direita. E, dizemos que m, =) my se existe um endomorfismo
w E QMT,z tal que w(ms) = mg. Observamos que <(2) ¢ uma boa ordem enquanto que
=(2) ¢ uma ordem parcial.

Seja M o semigrupo de todos os elementos da forma

(217 s 712r)m0m1 cr My,
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_ .m s _ (@ (@) (@) _ C
onde my = 23 ---z;‘,mq—ylb(q)---yt b(q),combi =0,1,...,p" =1, i=1,..., ¢, ¢
01 a:0t4

q=1,...,7r+ 1. A seguir, vamos definir em M <(3) e =(3) duas ordens da seguinte
o . g y ;. ;o
maneira: sejam m = (zl, . ,ZQr)moml My em = (21, o ,ZQT))mOml ---m, dois

/ !
MAM _ n M Mgr I () (@)
polinomios em M, onde my = 2" -2, my = 2"z, ,my = Y0 Y, @

"1 a» tq

(@) () (@) 3'(0) _ n _ _
mq_yLb'l(q)'”ytq,b;ff)’Combi 0,7 =0,1,....p" =1i=1,...,t,eq=1,...,7r+ 1

Dizemos que m <(3) M’ se

1) <z1@2) < (ﬂlzg) ou

2) iy =iy, para cada t’' =1,...,2r e my <(1) mg; ou

3) iy =1, paracadat' =1,...,2r, mg = mj, mg = m, para cada s < t e m; <@ m;.
Dizemos que m =3 ™M se existem um endomorfismo w € (Y ,, onde
W = Y, 4, © -0y O, com {jl,...,js} N {il, . ,izqn} = (), e um monémio g

em A, tais que

1) ﬂ((il,...,i%)) _ (2’11’2)

2) w(mo)g = my;

3) w(ms) =m/, paracada s =1,...,7 + 1.
E claro que vale o seguinte lema.

Lema 2.4.1 (H, <@3) ) € um conjunto bem ordenado

E vale também o seguinte lema.

Lema 2.4.2 (ﬂ, =@3) ) ¢ um conjunto parcialmente bem ordenado.

A demonstracao do Lema [2.4.2| ndo é trivial e pode ser encontrada, por exemplo,
em [58, Lemma 3.3].

Seja g um polindmio em M, ;, com g # 0. Definimos o termos principal de g
como o maior termo

. . n ng (1) (1) (r+1) (r+1)
2 ) 1 k) T 9

trga
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de g, com respeito a ordem <), onde bEQ) =0,1,...,p" =1, i=1,...,t,¢
g=1,...,7+ 1. Notemos que o termo principal de cada polinémio de M,; pertencem
a M.

Seja N um A-submoédulo de M,; fechado por todos os endomorfismos w € Sy, ;.
E seja My o conjunto de todos os termos principais dos polinémios de N. Claramente
temos My C M e, pelo Lema, , o conjunto (M, =(3)) € parcialmente bem orde-
nado, entao existe um subconjunto finito Sy = {hl, ey hs} de My com a seguinte
propriedade: para qualquer h € My existe h; € Sy, para algum i = 1,...,s, tal que
hi =) h. Seja S = {fl, e ,fs} o conjunto de todos os polindmios de N tal que h; é o

termo principal do polinémio f;, para cadal=1,...,s.

Lema 2.4.3 O conjunto S gera N como um A-submddulo de M, fechado por todos

0s endomorfismos w € Q.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que S nao gera N como um A-submoédulo
de M, fechado por todos os endomorfismos w € €y, ;. E seja Ny o A-submodulo de
M, ; gerado por S, como um A-submoédulo de M, ; fechado por todos endomorfismos
w € Qy,,. Assim, exite f um polinomio em N tal que f ¢ Ny e com a seguinte
propriedade: f é o polindmio com o menor termo principal entre os polinomios de N
que nao pertencem a N.

Seja h = (z’l, e ,igT)mgml --+my41 O termo principal de f. Entao, para algum
l=1,...,s, existe h; € Sy, com h; = (2’1, e ,z"gr)mf)m’1 ---mi_, tal que by <(3) h. Por
definicao de =(3), existem um endomorfismos w € (yy, ,, onde w = t;_; o...01; ; o,

com {j1,...,jr} N{i1,... i} =0, e g um mondémio em A, tais que

1) 7r<(z"1,...,z"2r)) = (ir, .. in);
2) w(mg)g = mo;
3) w(my) =my, paracadag=1,...,7+1.

Ou seja, o termo principal de w(f;) é igual a h. Logo, o termo principal de f — w(f;)
¢ menor que o termo principal de f e, pela nossa suposigdo, f — w(f;) pertence a
Ny. Do fato que Ny é gerado por S, como um A-submoédulo de M, ; fechado por

todos os endomorfismos w € y, ,, segue que w(f;) € Ny, consequentemente, f € No,

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



2.4. A demonstragao do resultado sobre moédulos 76

o que contraria a escolha do polinémio f. Portanto, N é gerado por S, como um

A-submodulo de M,.; fechado por todos os endomorfismos w € (. [ |
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Capitulo 3

As Algebras universais associativas
Lie nilpotentes e fortemente Lie

nilpotentes.

Seja K um anel associativo comutativo unitario e seja A = K (X) a K-algebra
associativa unitéaria livre, livremente gerada pelo conjunto X = {LL’Z | i € N}.
Lembramos que, no Capitulo 2, definimos o ideal bilateral T, para cada n > 1
em A por T™ = TM(A) = AL™(A)A, onde L™ (A) ¢ o K-submobdulo de A gerado
por todos os comutadores [ai,...,a,], onde a; € A, para cada i € N. Lembramos
também que definimos indutivamente o ideal bilateral R(™(A), para m > 0 em A
por RO(A) = Ae R™ = RM(A) = A[R(m_l)(A),A] A, para m > 1. Lembramos
ainda que se X = X = {xil, . ,mik} entao escrevemos Ak,T,gn),L,(gn) e R,gm) para
representar, respectivamente, A = K (X), T (K (X)), L™ (K (X)) e R"™ (K (X)).

Neste capitulo, nosso objetivo é demonstrar o segundo resultado principal deste

trabalho, ou seja, demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 3 Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja Az = K (X3) a
K-dlgebra associativa unitdaria livre, livremente gerada pelo conjunto X35 = {xl, Zo, 1:3}.

Entao, para cada inteiro positivo n, temos

A demonstragao do Teorema 3 seré feita por inducao em n. Na segao 3.2, vamos
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demonstrar a base de indugao e, na secao 3.3, o passo de indugao. A seguir veremos a

relacdo entre os ideais R(™ e T,

3.1 A relacao entre os ideais T' (m) ¢ R

Lembramos que, por definicio, T = A e T(™ (n > 2) é o ideal bilateral em A
gerado, como um ideal bilateral, por todos os comutadores [ay,...,a,], onde a; € A,
para cada i € N. Desde que o comutador [a4, ..., a,] é linear em cada entrada, podemos
considerar que os a; (i = 1,...,n) sdo monémios em A. Desta forma, os elementos de
T™ sdo combinagoes lineares de elementos da forma blay, ..., a,]c, onde b,c € A e os

a; (i =1,...,n) sdo mondmios em A. Como
blay, ... ,a,)c =bclay, ..., a,) +b[[a1,ag],a3,...,an},

entdo T & gerado, como um K-modulo, por todos os elementos da forma blas, . . . , a,),
ondebe Acosa; (i=1,...,n) sdo mondmios em A.

Para os ideais T7(™ e R™ vale a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1.1 Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja A = K (X)
a K-dlgebra associativa unitdria livre, lwremente gerada por X. FEntao, para cada
nteiro positivo n,

T(™) C R=1)

Demonstracao: A demonstracao sera feita usando indugao em n. A base de indugao
é valida, pois temos que

TM = A = RO,

A nossa hipétese de inducdo é que a inclusao 70 C R(™D ¢ valida sempre que m < n.
O passo de inducao sera mostrar que 7+t C R™ . Por definicdo de L™ e T valem

as as seguintes igualdades

T(n+1) _ AL(n-I—l)A

_ A[L(”), A} A
Claramente temos a inclusao

T+ o4 [T(”), A] A
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Pela hipotese de inducao, temos que
A [T(”), A} AC A [RWU, A} A,
ou seja, vale que
T+~ R0

Portanto, 7 C R™=Y para cada inteiro positivo n. |

Um dos nossos objetivos neste trabalho é demonstrar a igualdade Tén) = Ré"_l),
para n > 1. Pelo Lema m, temos que Rém) = R™ N Az (m > 0) e, pelo Lema
1.6.1) temos que 7™ = T™ N A3 (n > 1). Logo, se T = R{"™ (n > 1), entdo
TQ(n) = Rén_l) (n > 1), ou seja, a igualdade Tg(n) = Rén_l), para todos n > 1, implica o
seguinte teorema que também iremos demonstrar.

Teorema 3.1.2 Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja Ay = K (X3)
a K-dlgebra associativa unitdria livre, liwremente gerada por Xo. Para cada inteiro
positivo n, temos

7y = Ry,

Demonstragao: A demonstracgao sera feita por inducao em n. A base de indugao é
clara, ou seja, T2(1) = A, = Rg)). A nossa hipotese de indugao é que TQ(n) = Rén_l),
sempre que n < m. O passo de inducao serd mostrar que TQ(mH) = Rém). Pela
Proposigao m, temos a inclusao TQ(mH) - Rgm) (m > 1), faltando assim demonstrar
que R C Ti™™ Por definicdo, R = A, [Rém_l), AQ] Ay (m > 0) e, por hipotese

de indugao, R;m_l) = TQ(m). |

Lembramos que se v = [xq,xs][r3,x4] entdo v € Rf) mas v ¢ T4(3), logo
T4(3) C Rf). Isso implica que Tk(g) C R,(f) para todo k > 4.

O seguinte lema foi provado por Dangoviski em [I7, Theorem 3.2| para corpos de
caracteristicas diferentes de 2 e 3. Entretanto, demonstramos que o lema é valido para
anéis associativo comutativo unitario quaisquer. Este lema serd usado para concluir a

demonstracao do Teorema |3.1.2]

Lema 3.1.3 Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja Ay, = K (Xk) a
K-dlgebra associativa unitdria livre, livremente gerada por X = {xl, e ,xk}. Entao,

para cada inteiro m > 1, temos

[Tgm),Az} c T,
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Demonstragao: Observamos que cada elemento de [T 2(m), A2i| pode ser escrito como
soma de elementos da forma v = [a[u, b], c}, onde a,b,c € Ay eu € Lém_l). Usando a

identidade [zy, z] = x|y, 2| + [, 2]y, escrevemos
v = la,d[u,b] +al[u,b],c].
O comutador [u, b, ] € Lémﬂ), assim temos
v = la,d[u,b] (mod T{™).

Se a,b ou ¢ pertencem ao anel K entao [a,c]lu,b] = 0, pois K é comutativo. Dai,
v & Tz(mH). Caso contrario, se a,b, e ¢ nao pertencem a K, pela bilinearidade da
operagao comutador [, ], podemos considerar a,b e ¢ monémios em A,. Digamos que

a =Ty Ty, b= -, c= T - T, Entao temos

I:CL’ C] o [xll ...Iirjxkl ---Ikt]
T t
= Z Z xll . xlp L k N xk‘q71 [in” xkq]xkq+1 N xktxip+1 R
p=1 q=1
Usando que [z;,z;] = 0, para i = 1,2 e que [r9,71] = —[r1,x2] temos (usaremos

novamente i como indice)

I
la,c] = Z(:I:)xil c g, [T, T @, e Ty

p=1

Temos ainda,
[u,b] = [u gy ]
= Z le 'T]m 1 u x]m}x]m+l T aj]s
Aplicando a identidade ab = ba + [a,b] em xj, ---x; [u, ;] obtemos

Ty @y [, ] = (@, Jag, g, - [[%%]’f’fﬁ " 'flfjp-l}-

Pelo Lema [1.6.5], [[u, ], @ - ~xjp71] € T2(m+1), logo

_ +1
Tjy Ty, [u, xjp} = [u, mjp]le ey (mod TQ(m )).
Dali, segue que

— (m+1)
Lyt Ljpy [U” ‘ij}xjpﬂ s = [u> xjp]le Ly Lyt L (mOd T, )7
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isto mostra que

s

_ m+1
bl = Y [wag, ey, @y, wy, (mod METTY)

p=1

Logo, [a, c|[u, b] pode ser escrito como soma de produtos do tipo

Ljt Ty [xlv xQ] [uv ‘ij}xjtﬂ B

modulo TQ(mH), onde z;, € Xy, com p = 1,...,s. Sem perda de generalidade, po-
demos supor que z;, = 5. Usando as igualdades [z, xo)[u, x2] = —[x1, zo][w2, u] €

[ab, ¢, d] = alb, ¢, d] + [a, ¢, d]b+ [a, d][b, c] + [a, c][b, d], obtemos a igualdade
[mla 1'2] [U, :UZ] = _[xlx% L2, ’LL] + 331[3:27 L2, 'LL] + [xlv T2, U]l‘z + [xla U] [x27 fﬂg]

Pelo Lema , os polinémios [z122, o, u] € [x1, 22, u] pertencem a Tz(mﬂ). E facil

T Logo,

verificar que os demais polindmios sdo nulos. Assim, [xy, zo|[u, xs] €

ve T, |

Acabamos de provar que [TQ(m),AQ] C TQ(mH) (m > 1), ou seja, acabamos de

provar o Teorema como queriamos.

Observamos que, por um lado, pelo Lema |3.1.3] [TQ(”), AQ] - T2(n+1) e, pelo fato

de T: 2("+1) ser um ideal bilateral em Ay, temos que
Ay [Tg’“, Az} Ay CTY,
Por outro lado, pela definicao do ideal bilateral TQ(nH) , temos que
T2(n+1) _ AQLé"H)AQ,

onde L") = [Lg"),AQ} Claramente vale a inclusdo [Lg"),Ag} C [TQ("),A2] (n>1).
LOgO, T2(n+1) g A2 [Tz(n),Ag} AQ (TL Z 1)

Portanto, temos a igualdade

T = 4, [TQ(”), Ag] Ay (n > 1).
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3.2 A demonstracao do Teorema 3: a base de inducao

Nesta se¢ao vamos demonstrar o Teorema 3 nos casos n = 1,2,3,4,5, que sera
nossa base de indugéo na demonstragao do mesmo. Pela Proposicao temos
a inclusao T - R(" 2 , para n > 1, faltando assim demonstrar que Ré") - Tén)
(n = 1,2,3,4,5). Recordamos que, pela Proposi¢ao , o ideal bilateral Ré”_l) é
gerado, como um ideal bilateral em Az, por todos os produtos de comutadores de peso
igualan—1 (n>1).

A seguinte observagao sera tutil no decorrer desta se¢ao. Ela usa o fato que X3

contem 3 elementos distintos.

ObSGI’V&QéO 3.2.1 Seja kl,k27k37k4 S {1,2,3}, onde k‘l 7é kQ € ]{?3 7£ :I{Z4. Ent&o,
para algum k € {ky,ko} existe | € {ks, ky} tal que k = 1. Sem perda de generalidade,

podemos considerar que ki = ks ou ky = ky. Assim,

D ki ki) K ki) + (i Kig] [Kigs i ] = Ry Kia] [ i

ii) [kzla k ] [kiga ki47 k5] [klp k } [kiza ki47 k5:| = [kila k22:| [kiga ki47 k5:| .
Para n = 1,2, claramente temos R Q Té ),

Seja n = 3. Pela Proposicao , o ideal T: 3(3) é gerado, como um ideal bilateral,
por todos os polinémios 1) e {i Pela Proposicao o ideal R:(f) é gerado,

como um ideal bilateral, por todos os polinémios
[Ty, @iy, 1| € @iy @, | [y, 24

onde z;, € X3, para j = {1,2,3,4}. Claramente o polinémio [mil,xiQ,mi3] pertence a

T?f‘g), pois é do tipo e, pela Observacao m item i), temos
[xinxiz} |::L‘i3a wi4] + ['I’Lj ) xi3:| [xb? xi4] - ['Zvinxig} [xiga Ii4j| .
Logo, [Iil,xig} [@3, acz-4] pertence a Tg(?’).

Portanto, R:(,)Q) C T3(3).

Seja n = 4. Pela Proposicao m, o ideal T3(4) é gerado, como um ideal bilateral

em, por todos os polindmios dos tipos 1D|} Pela Proposi¢ao , o ideal R§3)

é gerado, como um ideal bilateral, por todos os polindémios

[‘riu'riQ?xigaxu] ) (31>
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[xilﬁxlé} [wi3axi4>$i5:|7 (32)
[‘riua:ig] [, %4} [$i5, %‘6] ; (3.3)
onde z;; € X3, para j =1,...,6. Claramente o polinémio [mil,xiw Tigs xi4] pertence a

T. 354), pois é do tipo 1} Pela Observagao m, item ii), temos

[331'1,371'2} [SEz’g,-’Em%s} + [331'17331'3} [iUz'g,iUz'ufEis} = [%17%2} [%37%4,%5]-

Logo, [mil,miQ] [xis,xi4,xi5} pertence a T3(4). Novamente pela Observacao |3.2.1} item

ii), temos

<[xi1 ) xi2} [xi:w $i4:| + ['xim xis] [371'27551'4}) [:Eisa xia] = ['xh? xiz] [:Cisa 513'1'4} [':Cim xiﬁ] :

Segue entao que o polindémio [xil,xlé} [951-3, xi4] [:Uis,:%} pertence a T§4).

Portanto, R:(f) C T3§4).

Seja n = 5. Pela Proposicao , o ideal T?EE’) é gerado, como um ideal bilateral,

por todos os polindémios dos tipos 1’1’ Pela Proposi¢ao o ideal R§4) é

gerado, como um ideal bilateral, por todos os polindémios

(@4, iy, Ty, Ty, T4 | (3.4)

@iy, @iy | @iy, Tigs T, T ) (3.5)

(i1, @iy, @iy | [0, g, T ] (3.6)

(i1, @, ] [ T, ] [T, Tigs 7] (3.7)
(i1, ] [y, Tis ] [Tiss Tig) [Ty 4] (3.8)

onde r;; € X3, para j = 1,...,8. Claramente os polinémios [:cil,:cw,:cis,xu,:c%} e

[xil,xiQ,xi3] [xm Tis xiﬁ} pertencem a Tés), pois sao dos tipos (|1.16]) e (|1.18]), respecti-

vamente. Pela Observacao m, item i), temos

<|::L‘i1a xi2:| [xi37 $i4:| + [xila xlg] [miz ) $Z4:|) [xi,w :L‘iaa :L‘i7:| - [xila xig] [mi;g) $i4:| [xi;,) xiﬁ? $i7:| )

ou sej linémi . iy T T T t ¥ N t |
ja, o polindmio |z, %, | |Tis, Tiy | |Tis, Tig, Tir | Pertence a T5”’. Novamente pela

Observagao m, item i),

([:C’haxiz} [$i37ﬂfi4] + [331'1, ﬂfig] [lﬂig,%g}) ([%’5,%6} [ﬂfimﬂ?is} + [331'5, ﬂ?iJ [-fig,-f’fis]) =
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- [:Uh ) xi2} [mi;a? $i4] [xis? xi6:| [‘Ii?? $is:| 5

ou seja, o polinébmio [xil, xiQ] [:1%, xu} [xi5, xiﬁ] [.Tim xig} pertence a T§5).

Falta mostrar apenas que o polindmio [:cil,:%] [, xig,xi4,xi5,xi6] pertencem a

T 355). Seja I§5) um subespaco de T3(5) gerado, como um subespago, por todos os polino-

mios
@iy, @iy, iy, Ty, Ty, i (3.9)

(i, @] [Tigs Tig, Tigs Tig )+ [Tigs i ] [T T, Tigs 0] (3.10)

(i, @y ] [Tigs Tigs Tigs g )+ (g ] [0, Ty Tigs 4] (3.11)

onde x;; € X3, paraj=1,...,8.

Vale o seguinte lema.

Lema 3.2.2 1" c T

~ .~ . 6 e A .
Demonstragao: Por definicao do ideal Ts( ) o polindémio [mil,aziz, Tig, Tiys Tiss xis] per-
(6) (5) AT
tence a T3 C T3”. O polindémio [Qizl,ﬂ?iz] [S%, Tiys Tig, x%} + [:%, S%] [mig,xi5,azi4,xil]

pertence a T. 355), pois ele é do tipo 1} Pela Observagao , item i), temos

|:|:l‘i1a xiz] [17i37 xi4j| + [xh ) xig] [xiga CC’L’4:| ) xi57 xi6i| - |:|:l'i1, xi2:| [xie,) xi4j| ) xiz)a xie] .

Notemos que

|:|:xi17xi2:| [xi37$i4:|7xi5axi6:| = [$i17$i27$i57$i6] [xigaxi4:| + [zilaxi27$i5:| [xigaxuaxiﬁ] +

+ [xil ) xig? xi6j| [Iiga xi47 xi5:| + ['ril ) xi2j| [‘/L‘iga '/L‘i47 xi57 Iie] .

o (5)
Os polindémios [xipxig»xig,} [miB,xu,x%} e [xil,xb,x%} [:v,-:,,,:vu,x%} pertencem a 137,

pois sao do tipo . Logo, o polinémio
[:Eh ) l'iz] [:Ui37 Liyy Lig, xi6:| + [mil y Ligs Lig s $i6] [:Ui37 :UZQJ

5
pertence a Té ). Podemos reescrever

[:Uh ) xi2:| [‘ri'g,? xi47 xi57 xig] + [:Eh ) xiz; xis; xi6:| [‘ri:w xi4] -

I:I’il ) Ii2:| |:xi37 $i4, $i5, xig] + [$i37 IZ’4:| |:'/L‘i1 ) '/I"i27 xi57 $i6] + |:|:'r21 ) Iig? '/I"i57 '/I"is] ) I:IZ'37 I’L4:|i|

Pelo Lema [I.6.5] temos

[xil ) xig] [xi;w xi47 xi57 xi6:| + [xil ) xi27 xi57 xi6j| [xiga xi4:| =

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



3.2. A demonstracao do Teorema 3: a base de inducao 85

= [Iiu Iiz] [xiy Liys Ligs xie} + [‘rigu xi4] [$i1 y Ligs Lig s xi6j| (mOd T?ES))

Logo,

[xil ) :Eiz] [:Ui?,a Liys Lig, xi6:| + [xi:a? $i4] [xh y Ligy Ligs xie}} € T?EE))

Portanto, I§5) - T3(5). |

Vale também o seguinte lema.

Lema 3.2.3 Para todo x;, € {x1, 29,23}, com j =1,2,3,4,5,6, temos

[xil ) xig} |:a:i37 Liys Lig, xie] € T?55)

Demonstragao: Pelo Lema [1.6.8 temos
[xil,a:iz} [aziS, Tiys Tis S%] = (—1)”[x0(i1),x0(i2)] [,xig,xi4,xi5,xa(iﬁ)] (mod T3(5)),
onde o € Sy, iyis)- Claramente se iy = iy, i) = ig, OU i3 = 6, entao
[mil,xig} [mi3,xi4,xi5,xi6] € T3(5).

Caso contrario, devemos ter apenas um dos seguintes casos: i; € {ig, i4}, 19 € {ig, i4}

ou ig € {ig,i4}.

Caso 1: 1; € {i37i4}. Pela definicao do subespaco I?ES), temos

@iy, @iy | @iy, Tigs Tig, | = = [igs Tn | [@ig, Tigs g, 24,] (mod ](5))
719 Yo 239 Ligy Ligy Lig = 169 12 239 Lig9 Li5y Ly 3

— @iy, 2i,] [ig, Tiyy wi5, 2] (mod 1)
Pelo Lema [3.2.2] segue que
[Tiys @0, [Tigs Tigs Tig, Tig | = — [ @450 0, | [24g0 Tia, Tis, 7] (mod ).
Pelo Lema [I.6.6], concluimos que
[y, @3, ] [Ty, a0y Ty 3] =0 (mod 1),

pois i1 € {ig,i4}. Logo, [:Uil,:cb} [mi3,xi4,xi5,xiﬁ] € T3(5).
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Caso 2: 15 € {i3, i4}. Pela definicao do subespaco 13(5), temos

|:$i17xi2:| [xigaxi47x’i57xie:| = _[Iizaxil} |:'/1:i37'/1"i47xi57$i6:|

= [xi(aaxh] [xisaxiwxiwxiz} (HlOd [§5))

— [y, 20, [, Ty, 5, 2] (mod ISY)
Pelo Lema [3:2.3} segue que
[Tiys @3, [Tigs iy Tig, Tig ) = — [ @150 0, | [246, Ty, Tis, 3,] (mod 7).
Pelo Lema [[.6.6, conclufmos que
[y, %3,] [Ty, iy, Ty 3] =0 (mod 1),
pois i1 € {ig,is}. Logo, [x:,, 5] [Tiy, iy, s, 23] € T3,
Caso 3: ig € {i3,44}. Pela definigio do subespaco I§”, temos
[0, ] [T, g, i, g | = — [T, | [T, Ty, i, 3] (mod 1),
Pelo Lema [3:2.3} segue que
[Tiys @3, [Tigs iy Tig, Tig | = — [ @150 i, | [0, Ty, Wi, 3] (mod TP,
Pelo Lema [[.6.6, conclufmos que
[y, %3, ] [Ty, iy, Ty 3] =0 (mod 1),
pois i € {ig,is}. Logo, [x:,, 4] [Tiy, Ty, s, 73] € T3,

Portanto,

[:U’h ) x’ig} [$i37 Liygs Tig, xiﬁ] S T?SE))?

para todo x; € X3. |

3.3 A demonstracao do Teorema 3: o passo de
inducao
Na secao 3.2 demonstramos o Teorema 3 nos casos n = 1,2,3,4,5 e usaremos

como base de inducao para a demonstracao do teorema. Nesta secao vamos demons-

trar o passo de inducao, ou seja, vamos demonstrar que 7 émﬂ) = Rém) sempre que

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



3.3. A demonstracao do Teorema 3: o passo de inducao 87

Tgf”) = Rén_l), para m > n. Pela Proposicao , temos a inclusao Tg(mH) - Rém),
para m > 0, faltando assim demonstrar a outra inclusao, ou seja, demonstrar que
Rém) C Témﬂ). Por definicao Rgm) = Aj [Rémfl),Ag} Az (m > 1) e, pela hipotese de
inducao, R:(gm_l) =T 3(m), logo, para concluir a demonstracao do Teorema 3 é suficiente

demonstrar a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.1 Para todo inteiro positivo m, temos

[T?Em),A3:| C Tg(mﬂ)_

Lembramos que o ideal bilateral T. ém) pode ser visto como um ideal unilateral, ou

seja, Tém) = Lgm)Ag;. Assim, para demonstrar a Proposicao ¢ suficiente verificar

que
[umb, ] € TS(mH),
para cada v,, = [al,...,am] € Lém) e para todos b,c € Asz. Pela identidade

[z, 2) = 2ly, 2 + [y, 2, temos que
[vmb, c] = Up[b, | + [, ]b.

Desde que [v,,, c]b € Tg(mﬂ), para cada vy, = [a1, ..., an] € Lgm) e para todos b, ¢ € As,
entao para demonstrar a Proposicao [3.3.1] e, consequentemente demonstrar o Teorema

3, é suficiente provar o seguinte lema.

Lema 3.3.2 Para todo v,, = [al,...,am} € Lgm), onde a; € As, para i = 1,...,m

(m > 2) e para todos c¢,d € As, temos

Umle,d) € T,

Vamos assumir o seguinte lema que sera demonstrado adiante.

Lema 3.3.3 Para todo v,,_3 = [bl,...,bm_g} € Lém_s), onde b; € As, para
i=1,....m—3 (m > 4), para todos ay,as,as,as,b € Az e para toda permuta¢io

o €8y, temos
[V, Go(1)s by @o)] [@0(3), Qo] = (—1)7 [Vimos, a1, b, ) [as,as]  (mod T5™ V).

Notemos que se o Lema for demonstrado, entao o Lema serd demons-
trado também e, consequentemente o Teorema 3. Uma consequéncia do Lema [3.3.3| é

o seguinte corolario.
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Corolario 3.3.4 Para todo v,,_3 = [bl,...,bm_g} € Lgm_3), onde b; € As, para

i=1,....,m—3 (m>4), para todos x;,, iy, Ti,, T;, € X3 € b € Az, temos

[Um_?” Lis b, xi2} [xi:sa xi4] € T?Em+1).

Demonstracao: Sejam v,,_3 = [bl, . ,bm,g] € Lémf?’) (b € A3 e m > 4) e sejam

Tiy s Tiy, Tig, Tiy € X3, b€ Az e 0 € Sy. Pelo Lema [3.3.3] temos
o m+1
[Um—37 Io’(il)v bJ xU(iQ):| [xa(i3)7‘r0(i4)] = (_]‘> [Um—37xi17 b7 xi2:| |:x7:37x7;4j| (mOd T?f i )>

Desde que Zy(i,); To(is)s To(is)s To(ia) € X3, Para cada j € {1,2,3} existe k € {1,2,3,4}

tal que zo(;;,) = Z4(i,).- Sem perda de generalidade, podemos supor que Ty (iy) = To(iy),

assim
1
[Um—3, i, b, T3, | [245, 2,] =0 (mod T§m+ )),
o que termina a prova do Corolério [3.3.4] |

Uma consequéncia do Corolario [3.3.4] é o seguinte corolario.

Corolario 3.3.5 Para todo v,_3 = [bl,...,bm,g] € Lémfg’), onde b; € As, para

i=1,...,m—3 (m >4) e para todos ay,as,as,as,b € Az, temos
(m+1)
[Vm—3,a1,b, as] [as, as] € Ty -

Demonstragao: Sejam v,,—3 = [a;,,...,a;, ,| € Lgm_?’), onde b; € Az e m > 4 e

sejam ai, as, as, as,b € Az. Temos que
[/Umf?n ai, b, az} [G:s, 614}
é uma combinacao linear, médulo Témﬂ), de produtos da forma
[vm,g, Ziy, b, xiQ}c[:ciS, xi4]d,
onde ¢ e d sao mondémios em Asz. Temos que
[vm_g,xil, b, xdc[xi?’,xu]d = [Um_g, Tiy, b, l‘i2] [xig, xm}cd— [vm_g,xil, b, x@} [xig,,xm, c] d.
Daf, pelo Corolario [I.6.9] temos

[Um—?n Liy b7 ZL’Q} ¢ [xi37 1‘,'4} d= [Um—?;, Tiqs b, l’iz} [’Ii:’,; $i4} € (mOd T3(m+1))7
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onde ¢, d, e sao monoémios em Asz. Pelo Corolério 3.3.4] segue que
(m—+1)
[Um—3,a1,b, as] [as, as] € Ty"".
Como queriamos demonstrar. |

Lembramos que para concluir a demonstracao do Teorema 3 é suficiente demons-

trar o Lema |3.3.3| e, para demonstrar o Lema basta demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.3.6 Para todo v,,_3 = [bl,...,bm,g} € Lgm_g), onde b; € Az, para

i=1,...,m—3 (m >4) e para todos ay,as,b,c,d € Az, temos

["Um737 ai, b, az} [c, d} + [vm,g, as, b, al} [c, d} =0 (mod T3(m+1)).

O Lema [3.3.6] é equivalente ao lema seguinte.

Lema 3.3.7 Para todo v,,_3 = [bl, . ,bm,g] € Lémfg),onde b; € Az, para
i=1,...,m—3 (m>4) e para todos x € X3 e b,c,d € Ag, temos

[Um—s, 2, b,z [c,d] =0 (mod Témﬂ)).

Demonstragao: Sejam v,,_3 = [bl, o ,bm,g] € Lgm_g) (b € A3;m > 4), x € X3 e

b,c,d € As. Temos que

[[vm=s, z][c,d],b,x] = [vm_3,2,b,a][c,d] + [v_s3, z,b][c,d, z] +
+  [vm—s, z,x][c,d,b] + [vm_3, z][c,d, b, ].

)

Por hipotese de indugao, temos que Rém_2 = T?)(m_l), 0 que equivale a

(7477, 45) € T, ou seia, o elemento (v, ]le,d] € TS, Pelo Lemal1.6.10] o

elemento [[Um,g, xl[c, d], b, :c} S Témﬂ). Pelo corolério|l.6.9, os elementos [v,,_3, x, b][c, d, x]

e [Um_3, 1, 7][c,d,b] € T;mﬂ). Ou seja,
[Vm_s, 2, b, 7][c,d] = —[vm_3,7][c,d,b, 2] (mod Ty ™).
Por fim, pela Proposigao [1.6.11],
(U3, x][c, d, b, x] € T,

Logo,
[Vm3,2,b,7][c,d] =0 (mod T{™Y).

Cleber Pereira Fevereiro de 2019 PPGMat — UnB



3.3. A demonstracao do Teorema 3: o passo de inducao 90

Como queriamos provar. |

Acabamos de demonstrar o Lema [3.3.7] e com isso demonstramos o Lema [3.3.6] e,
consequentemente, concluimos a demonstracao do Teorema 3.

Uma consequéncia do Teorema 3 é o seguinte corolério.

Corolario 4 Suponha que k = 2 ou k = 3. Entdao o grupo aditivo do anel quociente

Z(Xy) )T ¢ abeliano livre,

Demonstragao: Para k = 3, pelo Teorema 3, o grupo aditivo do anel quociente

gn_l) e, pelo

Z(X3) /T?)(n) coincide com o grupo aditivo do anel quociente Z (X3) /R
teorema principal de[73|, segue o resultado.

Para k = 2, pelo Teorema m (que é uma consequéncia do Teorema 3), o grupo
aditivo do anel quociente Z (Xs) / Tz(n) coincide com o grupo aditivo do anel quociente

Z{Xs)/ R;"_l) e, novamente pelo teorema principal de RT, segue o resultado. |
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