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Resumo
Nesta dissertação, onsideramos o problema da seleção de um subonjunto deolunas independentes de uma matriz de dados, e sua resolução por meio da fatoraçãoQR om pivoteamento de olunas, (Luero et al., [12℄). Mostraremos omo esteproblema pode ser apliado à identi�ação de padrões de deformação faial durantea fala, para a onstrução de um modelo empírio da inemátia faial. O modelopode ser utilizado para a geração de animações da fala, sob ontrole de sinais olhidosexperimentalmente.Palavras-haves: Seleção de Subonjunto, Fatoração QR, AnimaçãoFaial.



Abstrat
In this work, we study the problem of the seletion of a subset of independentolumns in matrix of data, and this resolution through the fatorization QR withpivoted of olumns, (Luero et al., [12℄). We will show how this problem an beapplied to the identi�ation of patterns of faial deformation during speeh, for theonstrution of an empiri model of the faial kinematis. The model an be usedfor generating speeh animations, if we ontrol the signals hoosen experimentally.Key Words: Subset Seletion, QR Fatorization , Faial Animation.
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Introdução
Alguns problemas da Álgebra Linear, tais omo resolução de sistemas lineares, mí-nimos quadrados e seleção de subonjunto (�subset seletion problem�) podem seronvenientemente tratados por meio da fatoração QR.A fatoração QR é um método de deomposição em que a matriz A ∈ R

m×n édeomposta em um produto A = QR, onde Q ∈ R
m×m e R ∈ R

m×n são matrizesortogonal e triangular superior, respetivamente.Existem outros métodos para resolver os problemas aima. Por exemplo, para oproblema de mínimos quadrados, podem ser usadas as equações normais (ver [7, 20℄).Os sistemas lineares podem ser soluionados através da fatoração LU ou eliminaçãode Gauss (ver [10℄).Foalizaremos, doravante, no tema de seleção de subonjuntos e suas variações.Suponha que temos uma matriz de dados A ∈ R
m×n om m > n, a partir da qualqueremos predizer um vetor de observações b ∈ R
m×1, isto é, queremos enontar umvetor x que miniminize ||Ax − b||2. No entanto, ao invés de usar todas as olunasda matriz de dados A, desejamos predizer b a partir de apenas um subonjunto de

k olunas, eliminando aquelas que sejam redundantes e possam ser desonsideradas(por exemplo, olunas linearmente dependentes, [7℄). Veremos que a seleção de ditosubonjunto de olunas não-redundantes de A é feita através da fatoração QR damatriz A om pivoteamento de olunas, (ver [7, 6, 12℄).Mostraremos que a seleção de subonjunto pode ser apliado a geração de anima-ções faiais, onde queremos identi�ar um subonjunto de maradores independentespara ser utilizado posteriormente, omo base para predizer o movimento de pontosfaiais arbitrários, obtendo dessa forma geração de animações, para ser utilizadoomo ferramenta omputaional em estudos sobre perepção e produção da fala. Osestudos baseiam-se prinipalmente em Luero et al., (ver [12℄).1



IntroduçãoEm artigo reente, a seleção de subonjuntos foi examinado por Hoog e Mattheij(ver [8℄), onde onsideram uma matriz A ∈ R
m×n em que se deseja eliminar m − klinhas de A de tal forma que a matriz resultante B ∈ R

k×n possua um subonjuntode linhas linearmente independentes, isto é, para A ∈ R
m×n enontrar uma matrizde permutação Π ∈ R

m×m tal que
ΠA =

(
B

C

)
, (1)sendo B ∈ R

k×n a matriz pretendida. Neste artigo, os autores mostram uma téniade seleção de linhas basedo na norma de Frobenius e na Pseudo-Inversa (ver [7℄).Outros métodos omo os algoritmos de tipo Bakward Greedy (ver [2℄) podemser utilizados para abordar o problema de seleção de subonjunto, uja essêniaonsiste na determinação reiterada, de ρ = min
x∈Rn

||Ax − b||2 para uma dada matriz
A ∈ R

m×n e um vetor de observações b ∈ R
n.Espei�amente, retira-se uma oluna de A e alula-se min

x1∈Rn−1
||A1x1 − b||2.Reinserida esta oluna na matriz A novamente retiramos outra oluna e alula-se

min
x1∈Rn−1

||A1x1−b||2. Repete-se este proesso para todas as olunas de A e elimina-sea oluna que forneça min
x1∈Rn−1

||A1x1 − b||2 menor possível, onde A1 ∈ R
m×(n−1). Emada etapa do algoritmo, elimina-se uma oluna de A, sempre seguindo os passospara eliminação da primeira oluna. Desta forma, o algoritmo elimina n− r olunasde A e portanto, tem-se uma matriz Ar ∈ R

m×r, ou seja, o algoritmo seleiona umsubonjunto de r olunas de A.Do mesmo modo pode ser utilizadas para examinar o problema de seleção desubonjunto, diferente ténia (ver [7℄) denominada deomposição de valores singu-lares (SVD), que adiaremos temporariamente e prontamente será apresentada noCapítulo 1.Em outro artigo (ver [18℄), a seleção de subonjunto é feita usando reursosestatístios e algébrios. Iniia-se om a apliação de sanner a laser a 8 expresõesfaiais estátias pré-determinadas originando igual número de matrizes om 71.900pixels e 141.900 polígonos, que seguidamente são adaptadas a uma malha faialdeformável genéria onstituída por 576 nodos e 844 polígonos. A partir dessas 8malhas faiais são gerados 8 (oito) vetores de 3×576 omponentes, que representam2



Introduçãoas oordenadas espaiais {x, y, z} de ada um dos nodos e onstituem os vetoresolunas da matriz de dados aleatórios A ∈ R
m×n, onde m = 3 × 576 e n = 8. Apósalulada a matriz de ovariânia e via SVD obtem-se as omponentes prinipais(PCA) dos vetores olunas de A dos quais seleiona-se o subonjunto dos maisrepresentativos no que se refere à variânia dos dados. Note-se que as omponentesprinipais são os autovetores de A e que pelo signi�ado deorrentes do modelorepresentam rostos disretizados na forma de malhas faias, o que os leva a seremhamados de autofaes (�eigenfae�). No presente aso, gostariamos de obter ummodelo em termos de pouo maradores faiais, ao invés de vetores que representamimagem da fae.Outra alternativa interessante, foi proposta pelo trabalho de modelagem arti-ulatória de Badin et al., (ver [4℄). Neste artigo, o PCA é usado para determinarparâmetros artiulatórios para ontrolar a forma de uma região voal em 3D. Parauma melhor relação à biomeânia subjaente, alguns dos parâmetros (por exemplo,altura do maxilar, et.) são de�nidos a priori, e suas ontribuições são subtraídasdos dados antes de omputar os omponentes restantes. Em nosso trabalho, nóspropomos on�ar inteiramente nos dados para predizer o omportamento dinâmioda fae, om pouas suposições prévias omo possível.Retornando à deomposição QR om pivoteamento de olunas omo proedi-mento de seleção de subonjunto, é mister omentar algumas reentes apliações.Foi apliada à matriz A ∈ R

m×n, om m < n ujas olunas se orrespondem om asequênia �nita de profundidades do nível da água medida em um dado poço, emintervalos arbitrários de tempo. O objetivo deste estudo foi a identi�ação de sub-onjunto de poços independentes para posteriormente serem utilizados omo basepara a predição do desloamento do nivel de água em poços aleatoriamente esolhi-dos (ver [16℄).Como visto, existem várias ténias para se resolver o problema de seleção desubonjunto e apliações. Conforme mostraremos, o algoritmo de fatoração QR ompivoteamento de olunas permite identi�ar um subonjunto de maradores faiaisindependentes, e desta forma explorar sua apliação à onstrução de modelos dabiomeânia faial (ver [12℄) e onsequentemente, movimentos arbitrários e anima-ções da fala podem ser logo geradas, ontrolando esse modelo om sinais olhidosexperimentalmente (animação faial �data driven�).3



IntroduçãoOs estudos sobre animações faiais deste presente trabalho está baseado emLuero et al. (ver [12℄) e é resultado da análise de pesquisas anteriores, na ger-ação de animações faiais realístias durante a fala. Nosso trabalho segue uma linhade pesquisas omputaionais para a geração deste tipo de animação. Dentre essestrabalhos, podemos itar um outro artigo reente de Luero et al. (ver [13℄). Oartigo propõe uma analise dos registros da posição 3D de um onjunto de mar-adores oloados no rosto de um sujeito, enquanto este fala, indenti�ando gruposde maradores om padrões de movimentos similares. Esses grupos de�nem regiõesinemátias independentes, que onstituem uma base para expressar o movimentototal da superfíie faial.No que segue, esta dissertação terá a seguinte estrutura:No primeiro Capítulo são introduzidos oneitos básios de álgebra linear, de�ni-ções e resultados sobre a SVD e sua relação om o posto de uma matriz e �nalizamosom uma rápida disussão sobre a SVD.No Capítulo seguinte, de�nimos fatoração QR e algumas propriedades destadeomposição. Em seguida, apresentamos omo obter a fatoração QR por Re�exãode Householder, onluindo om alguns resultados que relaionam a fatoração QRom o posto da matriz.Já no tereiro Capítulo, apresentamos algumas apliações da fatoração QR, talomo na resolução de sistemas lineares, problema de mínimos quadrados e umasolução para o problema de seleção de subonjunto, �nalizando om uma brevedisussão deste Capítulo.Por �m, no quarto Capítulo, mostramos omo a fatoração QR pode ser útilna obtenção de um modelo para geração de animações faiais e alguns resultadosaera da fatoração QR, além da análise dos erros. O Matlab foi utilizado em todosos grá�os e tabelas que apareem neste Capítulo.Por último, apresentamos algumas Conlusões, Anexos e o Apêndie, onde estádisposto o ódigo fonte em Matlab da maioria dos programas que foram implemen-tados nesta dissertação.
4



Capítulo 1Coneitos Básios e Deomposiçãoem Valores Singulares
1.1 IntroduçãoEsse apítulo tem omo objetivo introduzir alguns oneitos de álgebra linear queserão usados nos apítulos seguintes. Começaremos de�nindo normas, posto, orto-gonalidade e alguns resultados sobre o mesmo.Em seguida, foalizaremos nossos estudos na Deomposição de Valores singulares(SVD) e provaremos alguns dos prinipais resultados que envolvem este tipo de de-omposição, prinipalmente naqueles que relaionam SVD e o posto de uma matriz,mostrando que a SVD pode ser usado para reduzir a dimensão de uma matriz dedados.Por �m, usaremos o SVD para determinar o posto numério de uma matriz A eonluiremos esse apítulo, fazendo uma análise desta deomposição.1.2 Norma de VetoresUma norma é uma função

|| || : R
n → R

x → ||x||que faz uma orrespondênia de um valor real (`omprimento') a ada vetor.5



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesPara que orresponda a uma idéia razoável de omprimento, uma norma devesatisfazer três axiomas. Para quaisquer x, y ∈ R
n e esalar α ∈ R,1. ||x|| ≥ 0, e ||x|| = 0 se, e só se, x = 0;2. ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||;3. ||αx|| = |α|||x||.Em palavras, estas ondições expressam o seguinte: Por 1. a norma de um vetornão-nulo é positiva, 2. é a famosa desigualdade do triângulo, 3. é a propriedade dehomogeneidade.Pode-se provar (ver [7℄) que para quaisquer x, y ∈ R

n temos
||x.y|| ≤ ||x||.||y||.Esta inequação é onheida omo desigualdade de Cauhy-Shwarz.As normas mais utilizadas em Análise Numéria são as denominadas p-normas.De�nição 1.1 p-norma de um vetor x é dada por

||x||p =

(
m∑

i=1

|xi|p
) 1

p

, (1.1)para todo x ∈ R
n.Para os asos partiulares em que p é igual a 1, 2 ou ∞, temos as seguintesnormas:1. 1-norma: ||x||1 =

m∑

i=1

|xi|;2. 2-norma: ||x||2 =

(
m∑

i=1

|xi|2
) 1

2 ;3. ∞-norma: ||x||∞ = max
i=1,··· ,n

|xi|. 6



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesO ítem 1. é onheido omo norma da Soma, 2. omo norma Eulidiana e 3. éa norma do Máximo.Todas as normas em R
n são equivalentes (ver [7℄), isto é, se || . ||α e || . ||β sãonormas em R

n, então existem onstantes positivas c1 e c2 tais que
c1||x||α ≤ ||x||β ≤ c2||x||α (1.2)para todo x ∈ R

n.Pode-se provar (ver [7℄) que, para todo x ∈ R
n, valem as seguintes desigualdades:1. ||x||2 ≤ ||x||1 ≤

√
n||x||2;2. ||x||∞ ≤ ||x||2 ≤
√

n||x||∞;3. ||x||∞ ≤ ||x||1 ≤
√

n||x||∞.Em geral, os valores das p-normas, p = 1, 2 e ∞ são distintos.1.3 Norma de MatrizesUma matriz A ∈ R
m×n pode ser vista omo um vetor no espaço de dimensão mn,ada um dos elementos onsiderados omo oordenada independente. Portanto,qualquer norma vetorial pode ser utilizada para medir o `tamanho' de uma matriz.Uma norma matriial é uma função

|| || : R
m×n → R

A → ||A||que satisfaz 3 ondições. Para quaisquer A, B ∈ R
m×n e α ∈ R temos1. ||A|| ≥ 0, e ||A|| = 0 se, e só se, A = 0;2. ||A + B|| ≤ ||A|| + ||B|| ;3. ||αA|| = |α|||A||.

7



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesEm alguns asos, podemos ter ainda uma propriedade adiional, que relaionaa operação de multipliação de matriz, isto é, ||A.C|| ≤ ||A||.||C|| para quaisquer
A ∈ R

m×n e C ∈ R
n×m. Essa propriedade é hamada de onsistênia, (ver [7℄).Por simpliidade, utilizaremos a mesma norma || ||p no domínio e na imagem,a p-norma de A, e denotaremos por ||A||p. Assim,De�nição 1.2 p-norma de uma matriz A é dada por ||A||p = max

x 6=0

||Ax||p
||x||p

, paratodo x ∈ R
n.Equivalentemente à De�nição 1.2 temos que
||A||p = max

x 6=0

||Ax||p
||x||p

= max
x 6=0

∥∥∥∥A
(

x

||x||p

)∥∥∥∥
p

= max
||x||p=1

||Ax||p.Em partiular, se p = 1, 2 ou ∞ temos, respetivamente, que1. ||A||1 = max
x 6=0

||Ax||1
||x||1

;2. ||A||2 = max
x 6=0

||Ax||2
||x||2

;3. ||A||∞ = max
x 6=0

||Ax||∞
||x||∞

.Pode-se provar (ver [7℄) que se p = 1 e p = ∞ temos, respetivamente, que
||A||1 = max

1≤j≤n

m∑

i=1

|aij | (1.3)
||A||∞ = max

1≤i≤m

n∑

j=1

|aij | (1.4)Uma norma matriial, frequentemente utilizada, é hamada de Norma de Frobe-nius ou Hilbert-Shmidt e é de�nida a partir deDe�nição 1.3 Norma de Frobenius de uma matriz A ∈ R
m×n é dada por

||A||F =

√√√√
n∑

j=1

m∑

i=1

(aij)
2.8



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesSeja B uma matriz om elementos bij onde 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n. Denotemospor bl, om 1 ≤ l ≤ n, as respetivas olunas da matriz B. Então
n∑

l=1

||bl||22 = ||b1||22 + ||b2||22 + · · · + ||bn||22

= (b2
11 + b2

21 + · · ·+ b2
m1) + · · · + (b2

1n + b2
2n + · · ·+ b2

mn)

= ||B||2F . (1.5)Seja C = AB om entradas cik, denotamos aT
i a i-ésima linha de A e bj a j-ésimaoluna de B. Então cij = aT

i bj e por Cauhy-Shwartz |cij| ≤ ||ai||.||bj||. Assim,
||AB||2F =

n∑

i=1

m∑

j=1

|cij |2

≤
n∑

i=1

m∑

j=1

(||ai||2||bj ||2)2

=

n∑

i=1

(||ai||2)2
m∑

j=1

(||b||2)2

= ||A||2F ||B||2F . (1.6)Como as normas vetoriais, as normas matriiais Ap om p = 1, p = ∞ e AFtambém possuem relações de equivalênia. Podemos provar que (ver [7℄) dada umamatriz A ∈ R
m×n temos1. ||A||2 ≤ ||A||F ≤ √

n ||A||2 ;2. max
i,j

|aij | ≤ ||A||2 ≤
√

mn max
i,j

|aij|;3. 1√
n
||A||∞ ≤ ||A||2 ≤

√
m ||A||∞;4. 1√

m
||A||1 ≤ ||A||2 ≤

√
n ||A||1.1.4 Imagem, Espaço Nulo e PostoDe�nição 1.4 Dada uma oleção de vetores a1, a2, · · · , an em R

n, o onjunto detodas as ombinações lineares desses vetores é um subespaço denotado por Espaço9



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores Singularesde a1, a2, · · · , an, ou seja,
〈a1, a2, · · · , an〉 =

{
n∑

j=1

βjaj ; βj ∈ R

}
.De�nição 1.5 Seja A ∈ R

m×n. Dizemos que a Imagem de A é
Im(A) = {y ∈ R

m; y = Ax para algum x ∈ R
n}

Em relação a De�nição 1.5, observe que qualquer vetor y que pertene ao espaçogerado pelas olunas de A pode ser esrito omo ombinação linear de suas olunas,ou seja, y =

n∑

j=1

xjaj , logo y = Ax e portanto, y ∈ Im(A). Reiproamente, se
y ∈ Im(A) então y = Ax para algum x ∈ R

n e portanto, Ax é ombinação lineardas olunas de A. Assim, se A = [a1, a2, · · · , an] são as olunas partiionadas de A,então
Im(A) = 〈a1, a2, · · · , an〉 . (1.7)De�nição 1.6 (Núleo) Seja A ∈ R

m×n. O Espaço Nulo ou Núleo de A édado por
N(A) = {x ∈ R

n; Ax = 0} .De�nição 1.7 (Posto) Dizemos que o Posto de uma matriz A é
posto(A) = dim(Im(A)).

De�nição 1.8 Dizemos que A ∈ R
m×n possui Posto Inompleto, se posto(A) <

min {m, n}.Pode-se provar que (ver [7℄):1. posto(A) = posto(AT );2. Se A ∈ R
m×n, então dim(N(A)) + posto(A) = n.10



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores Singulares1.5 OrtogonalidadeDe�nição 1.9 Uma matriz Q ∈ R
m×n é dita Ortogonal se, e somente se, QQT =

QT Q = In.Teorema 1.10 Se Q é uma matriz ortogonal, então1. det(Q) = ±1;2. QT é ortogonal.3. ||Qx||2 = ||x||2, para todo vetor x;4. ||QA||2 = ||A||2, para toda matriz A;5. ||Q||2 = 1.Demonstração:Omitiremos a demonstração para os ítens 1, 2, 4 e podem ser enontradas em [19℄.
3. Se x é um vetor qualquer, então

||Qx||22 = (Qx)T (Qx)

= xT QT Qx

= xT x

= ||x||22
= ||x||2. (1.8)

5. É onsequênia imediata de 2. e de ||I||2 = 1.
�Teorema 1.11 Se Q1 e Q2 são matrizes ortogonais, então Q1Q2 é ortogonal.Demonstração: Ver [19℄.
�11



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesTeorema 1.12 Seja A ∈ R
m×n e Q ∈ R

m×m ortogonal, então ||QA||F = ||A||F ,onde F é norma de Frobenius.Demonstração:Suponha que a1, a2, · · · , an sejam as olunas de A, então
||QA||2F = ||(Qa1, Qa2, · · · , Qan)||2F

=

n∑

i=1

||Qai||22

=

n∑

i=1

||ai||22

= ||A||2F . (1.9)
�1.6 Deomposição em Valores SingularesA Deomposição em Valores Singulares (SVD, �Singular Value Deomposition�) éuma fatoração de matrizes freqüentemente utilizada em muitos algoritmos. É umaferramenta ontida na maioria dos paotes matemátios de omputação e muitosproblemas de Álgebra Linear podem ser resolvidos utilizando esta fatoração. Inii-amos esta Seção, apresentando a de�nição de SVD.De�nição 1.13 Seja A ∈ R

m×n. A SVD de A é a fatoração
A = UΣV T (1.10)onde U ∈ R

m×m e V ∈ R
n×n são Ortogonais e Σ ∈ R

m×n é uma matriz Diagonal,isto é,
σij =

{
σij , se i = j,

0, se i 6= j.Os elementos σii, i = 1, 2, · · · , p, onde p = min{m, n}, são denominados ValoresSingulares de A e denotados por σi sendo esolhidos de modo que σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥
σp ≥ 0. 12



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesCada uma das m olunas da matriz U , denotadas por uk, são hamadas VetoresSingulares à Esquerda de A e ada uma das n olunas da matriz V , denotadas por vk,são hamadas Vetores Singulares à Direita de A. Os vetores uk são os autovetoresda matriz AT A, e os vetores vk são os autovetores da matriz AAT .Observações:1. A deomposição de valores singulares de�nida em 1.13 reebe o nome de SVDCompleta.2. Seja A ∈ R
m×n, om m ≥ n e A = UΣV T a SVD de A, onde U , V e Σsão dados omo na De�nição 1.13. Observe que para m > n a matriz Σpossui todos m− n valores singulares iguais a zero. De modo que apenas os nprimeiros valores singulares de Σ in�ueniam na deomposição de A. Assim,suponha que Σ tenha n valores singulares não-nulos. Logo, a equação (1.10)de�nida em 1.13 pode ser reesrita omo

A = U

(
Σ̂

0

)
V T .Desta forma, o produto aima anula m− n olunas de U e Σ̂ possui n valoressingulares. Logo

A = ÛΣ̂V T (1.11)onde Û ∈ R
m×n, V ∈ R

n×n e Σ̂ ∈ R
n×n é uma matriz diagonal om σ1 ≥ σ2 ≥

· · · ≥ σn todos não-nulos. Essa deomposição é onheida omo SVD reduzidade A.Dada uma matriz A ∈ R
m×n pode-se provar que:1. Toda matriz A sempre admite uma deomposição em valores singulares;2. Seus respetivos valores singulares são únios;3. Se os valores singulares forem distintos dois a dois, então os vetores singulares(à esquerda e à direita) são únios a menos de sinal.Demonstrações para esses resultados podem ser enontrados em [19℄.13



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores Singulares1.7 Algumas Propriedades da SVDUm dos aspetos que valorizam a SVD é sua apaidade de lidar om o oneitode posto de matrizes. Nessa Seção mostraremos que o SVD é uma have para esseproblema por araterizar e�ientemente uma aproximação de matrizes de um postode�nido, (ver [6℄). Iniiaremos essa Seção, introduzindo algumas relações entre SVDe normas (ver [7, 20℄), que serão úteis adiante, quando falaremos de posto numério.1.7.1 SVD e sua Relação om NormasNessa Subseção apresentaremos alguns resultados que relaionam 2-norma e normade Frobenius om os valores singulares de uma matriz A que são importantes emereem ser destaadas. Estas relações serão mostradas nos Teoremas 1.14 e 1.15.Teorema 1.14 Seja A ∈ R
m×n uma matriz om deomposição de valor singular

UΣV T , então
||A||2 = σ1 (maior valor singular). (1.12)

Demonstração:Sabemos que ||U ||2 = ||V T ||2 = 1 porque U e V são ortogonais. Assim,
||A||2 = ||UΣV T ||2

= ||Σ||2
= max

x 6=0

||Σx||2
||x||2

= max
x 6=0

(
n∑

i=1

(σixi)
2

)1
2

(
n∑

i=1

x2
i

) 1
2

= max
x 6=0

((σ1x1)
2 + (σ2x2)

2 + · · ·+ (σnxn)2)
1
2

(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)

1
2

.14



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesComo σ1 é o maior valor singular da matriz A, substituindo ada σi, onde i =

1, · · · , n, por σ1 teremos,
||A||2 ≤ max

x 6=0

(σ2
1(x

2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n))

1
2

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)

1
2

= max
x 6=0

σ1
(x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n)
1
2

(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)

1
2

= max
x 6=0

σ1

= σ1.Portanto,
||A||2 ≤ σ1. (1.13)Por outro lado, esolhendo x = e1, temos

||A||2 = ||UΣV T ||2.

= max
x 6=0

((σ1x1)
2 + (σ2x2)

2 + · · · + (σnxn)2)
1
2

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)

1
2

= max
x 6=0

((σ11)2 + (σ20)2 + · · ·+ (σn0)2)
1
2

(12 + 02 + · · · + 02)
1
2

= max
x 6=0

σ1

||A||2 = σ1. (1.14)De (1.13) e (1.14) seque (1.12).
�Teorema 1.15 Seja A ∈ R

m×n uma matriz om deomposição em valores singulares
UΣV T , então

||A||F =
(
σ2

1 + σ2
2 + · · ·+ σ2

n

) 1
2 . (1.15)

Demonstração:Pelo Teorema 1.12 para qualquer matriz ortogonal Q temos que ||QA||F = ||A||F .15



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesConsidere UΣV T a deomposição em valores singulares de A, onde U ∈ R
m×n,

Σ ∈ R
n×n e V T ∈ R

n×n. Então
||A||F = ||UΣV T ||F

= ||ΣV T ||F
= ||(ΣV T )T ||F
= ||(V ΣT )||F
= ||ΣT ||F
=

(
σ2

1 + σ2
2 + · · · + σ2

n

) 1
2 .

�1.7.2 Relações entre SVD e o Posto de uma MatrizEsta Subseção tem o propósito de relaionar a SVD e o posto de uma matriz, usandoos respetivos valores singulares. Começamos por um teorema que fornee umarelação entre o posto e os valores singulares de uma matriz.Teorema 1.16 (Posto) Seja A ∈ R
m×n e Σ a matriz de valores singulares de A.Então, posto(A) = n se, e somente se, Σ têm n valores singulares não-nulos.Demonstração:Suponha que Σ têm n valores singulares não-nulos então posto(Σ) = n, já que Σ éuma matriz diagonal. Por outro lado, A = UΣV T e omo U e V têm posto ompleto,então posto(A) = posto(Σ). A reíproa é análoga.

�O Teorema 1.16 fornee uma alternativa para se determinar o posto de uma ma-triz em vez de usar a De�nição 1.7, porém agora, usando a SVD. Conseqüentemente,uma matriz A ∈ R
m×n terá posto inompleto, isto é, r < n, se σi > 0, i = 1, · · · , re σr+1 = · · · = σn = 0.A fórmula seguinte é uma das mais importantes propriedades da deomposiçãoem valores singulares. 16



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesTeorema 1.17 Uma matriz A ∈ R
m×n om posto r, r ≤ n, pode ser esrita naforma

Ar =
r∑

j=1

σjujv
T
j , (1.16)em que ui, i = 1, · · · , r, são os primeiros r vetores singulares à esquerda de A, vi,

i = 1, · · · , r, são os primeiros r vetores singulares à direita de A e σi, i = 1, · · · , r,são os valores singulares de A.Demonstração:Tem-se que
I = V V T

= (v1, v2, · · · , vn)(vT
1 , vT

2 , · · · , vT
n )

= v1v
T
1 + v2v

T
2 + · · ·+ vnv

T
n ,já que V é uma matriz ortogonal. Se multipliarmos por A a esquerda da equaçãoaima em ambos os membros da igualdade teremos:

A = A(v1v
T
1 + v2v

T
2 + · · · + vnvT

n )

= (Av1)v
T
1 + (Av2)v

T
2 + · · · + (Avn)vT

n

= σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 + · · ·+ σnunv

T
n .Se A tem posto r = n, segue do Teorema 1.16 que A possui n valores singularesnão-nulos e portanto

A =

r∑

j=1

σjujv
T
j .Caso ontrário, se A tem posto r < n, então pelo Teorema 1.16 temos que σr+1 =

σr+2 = · · · = σn = 0. Daí,
A = σ1u1v

T
1 + σ2u2v

T
2 + · · ·+ σrurv

T
r

=

r∑

j=1

σjujv
T
j .

�17



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesObservação:
• Dados u1 =




u11

u21...
um1




e v1 =




v11

v21...
vn1




então,
u1v

T
1 =




u11

u21...
um1




(v11 v21 · · · vn1)

=




u11v11 u11v21 · · · u11vn1

u21v11 u21v21 · · · u21vn1... ... · · · ...
um1v11 um1v21 · · · um1vn1




.Portanto, as olunas da matriz u1v
T
1 são múltiplos do vetor u1, e assim, amatriz u1v

T
1 tem posto 1. De maneira análoga, todas as matrizes uiv

T
i , om

i = 1, · · · , r têm exatamente posto 1.A partir desta observação e do Teorema 1.17 podemos a�rmar que qualquermatriz (om posto r) é uma ombinação linear de r matrizes de posto 1. Os oe-�ientes desta ombinação linear são os valores singulares σ1, σ2, · · · , σr da matriz.Em determinadas apliações, apareem matrizes ujos valores singulares menoresdeveriam ser nulos, mas não o são por determinados motivos (por exemplo, erros dearredondamento). É freqüente, nestes asos, substituir esses valores singulares porzero, desprezando as suas ontribuições, e onsiderar uma matriz aproximada ommenos termos na ombinação linear das matrizes de posto 1.Teorema 1.18 Seja A ∈ R
m×n. Para qualquer ν om 0 ≤ ν ≤ r, de�nimos

Aν =
ν∑

j=1

σjujv
T
j , (1.17)18



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores Singularesse ν = p = min{m, n}, de�na σν+1 = 0. Então
||A − Aν ||2 = min

posto(B)≤ ν
||A − B||2 = σν+1.Demonstração: Ver [19℄.

�Observações:1. É fáil ver que UT AνV = diag(σ1, σ2, · · · , σν , 0, · · · , 0) e daí, posto(Aν) = ν.Por outro lado, UT (A−Aν)V = diag(0, 0, · · · , 0, σν+1, · · · , σp) e pelo Teorema1.14, temos ||A − Aν ||2 = σν+1.2. Observe que de aordo om o Teorema 1.17 podemos usar o SVD para expres-sar uma matriz A omo ombinação linear de uma base de vetores ortogonais.Ou seja, dada uma matriz A ∈ R
m×n, podemos usar os primeiros r valoressingulares (r < n), e aproximar as olunas de A omo ombinação linear deuma base de r vetores. De aordo om o Teorema 1.18, quando aproximamosuma matriz A de posto n ≥ r, para uma matriz Ar = UΣrV

T om posto r,temos que essa aproximação no sentido da || . ||2 é a melhor possível de A,pois o ín�mo é atingido para toda matriz B de�nida por
B = U

(
Σ′

0

)
V T , (1.18)onde Σ′ = diag(σ1, σ2, · · · , σr, 0, · · · , 0).1.7.3 Posto NumérioSeja A ∈ R

m×n. Suponha que uma matriz A que originalmente tinha posto r < ntêm seus elementos perturbados por algum tipo de erro, por exemplo, arredonda-mento ou erros de medidas. Certamente, esses erros de arredondamento, não per-mitirá que a matriz A ontinue om posto exatamente igual a r. Realmente, o queé provável, é que a matriz que foi pertubada terá posto maior que r.19



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesSuponha que ambas as matrizes aima sejam submetidas a algoritmos numériosou estatístios. A proximidade de A para matriz pertubada não forneerá interpre-tações erradas quando ambas as matrizes forem submetidas a esses algoritmos.Assim, um modo de evitar possíveis problemas om a de�nição de posto (ver[6℄), é espei�ar uma tolerânia e dizer que a matriz A tem posto numeriamentede�iente, se dentro dessa tolerânia, a matriz A está próxima da matriz de postode�iente. Em outras palavras,De�nição 1.19 Uma matriz A possui um ǫ-posto r om norma || || se
r = posto(A, ǫ) = inf{posto(B); ||A − B|| ≤ ǫ}.

Entretanto, essa de�nição pode apresentar problemas, pois um pequeno aumentoem ǫ poderia aarretar na diminuição do posto numério de A. É neessário então,ahar um limite superior para ǫ para o qual o posto numério �a pelo menos iquala r. Tal número é forneido por qualquer δ satisfazendoDe�nição 1.20
ǫ < δ ≤ sup{η; ||A − B|| < η ⇒ posto(B) ≥ r},onde ǫ é dado omo na De�nição 1.19.Através das De�nições 1.19 e 1.20 podemos então araterizar posto numériode uma matriz A, ou seja,De�nição 1.21 Uma matriz A tem Posto Numério (δ, ǫ, r) om norma || || se

δ, ǫ e r satisfazem as De�nições 1.19 e 1.20.Usando as De�nições 1.19 e 1.20, podemos araterizar o posto numério de umamatriz. O seguinte teorema tem esse propósito. Usaremos a notação posto(δ, ǫ, r)2para araterizar o posto numério om || ||2.20



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores SingularesTeorema 1.22 Sejam σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn os valores singulares de uma matriz A.Então A tem posto numério (δ, ǫ, r)2 se, e somente se,
σr ≥ δ > ǫ ≥ σr+1. (1.19)

Demonstração:Suponha (1.19). Pelo Teorema 1.18, se ||A − B||2 < δ logo, σr+1 < δ e portanto
posto(B) ≥ r e onseqüentemente satisfaz a De�nição 1.18. Como a matriz Bde�nida em (1.18), tem posto r e portanto ||A − B||2 ≤ ǫ, daí satisfaz a De�nição1.19.Reiproamente, suponha agora que δ, ǫ e r satisfazem as De�nições 1.19 e 1.20então δ > ǫ e por de�nição temos σr ≥ σr+1. Basta então mostrar que σr ≥ δ e que
ǫ ≥ σr+1. Suponha por ontradição que ǫ < σr+1, então, omo ||A − B||2 < ǫ, issoimpliaria que ||A − B||2 < σr+1, ontradição om o Teorema 1.18. Por outro lado,pelo Teorema 1.18 tem-se σr ≥ δ. Isso prova o teorema.

�Mais detalhes aera desta Subseção podem ser enontradas em [6℄.1.8 Análise e DisussãoComo já menionamos na introdução, alguns trabalhos usam o PCA para geraçãode animações faiais. Em geral, a SVD é utlizado na obtenção de uma base para oPCA. Podemos itar por exemplo o trabalho de Kuratate et al., (ver [18℄).Como vimos, a SVD é uma poderosa ténia que permite aproximar uma de-terminada matriz A de posto n para uma matriz de posto r < n (Teorema 1.17).Essa aproximação para uma matriz Ar de posto r < n é ótima no sentido da || ||2(Teorema 1.18).Sob a ótia do problema de seleção de subonjunto gostariamos de seleionar
r olunas de uma matriz de dados A ∈ R

m×n (m ≥ n). Tais r olunas devemser independentes de tal forma que podemos desprezar as ontribuições das outras21



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores Singulares(n−r) olunas da matriz de dados A e portanto, poder aproximar as (n−r) olunas(no sentido dos mínimos quadrados, [1℄) em termos de uma ombinação linear das
r olunas seleionadas.Suponha que tivéssemos uma matriz A ∈ R

m×n om m ≥ n e deompomos estamatriz usando SVD. Essa matriz A vai ser deomposta em soma de matrizes deposto 1, A =

n∑

i=1

σiuiv
T
i . Pelos teoremas 1.17 e 1.18, a matriz de posto r que melhoraproxima-se de A no sentido da 2-norma, é justamente a matriz Ar =

r∑

i=1

σiuiv
T
i ,onde ui e vi são ulunas das matrizes U e V respetivamente. Pode-se mostrar queada uma das olunas ã1, ã2, · · · , ãn dessa nova matriz Ar de posto r são esritasomo

ã1 = u1v11σ1 + u2v12σ2 + · · ·+ urv1rσr

ã2 = u1v21σ1 + u2v22σ2 + · · ·+ urvr2σr...· · ·.........̃
ar = u1vr1σ1 + u2vr2σ2 + · · ·+ urvrrσr...· · ·.........̃
an = u1vn1σ1 + u2vn2σ2 + · · ·+ urvnrσre daí,

Ar = UrX̃,onde Ur ontém os vetores ortogonais u1, u2, · · · , ur e X̃ é uma matriz de oi�ientesorrespondentes a vijσl, onde 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j, l ≤ r.Obeservações:1. Cada uma das olunas de Ar, ãi om i = 1, · · · , n, são esritas omo ombi-nações lineares de uma base de vetores ui da matriz ortogonal U ;2. A base de vetores ui é obtida a partir das n olunas da matriz A.Por �m, é realmente verdade que estamos interessados em reduzir a dimensão damatriz A para uma matriz de posto r, mas também, queremos que essas r olunas22



Capítulo 1. Resultados Básios e Deomposição em Valores Singularesseleionadas sejam usadas para obter uma aproximação das outras (n − r) olunas.Dessa forma, obteremos um modelo que pode ser usado para predizer as (n − r)olunas restantes de uma matriz de dados qualquer, bastando apenas seleionar umonjunto de r olunas independentes da matriz A. Com o SVD, isso não é possivel.Primeiro, porque teríamos que enontrar todos os vetores ui, om i = 1, · · · , r paraobtermos ãi onde i = 1, · · · , n, mas obviamente, esses vetores dependem de todasas olunas da matriz A e isso não nos interessa, pois frustraria todo o nosso esforçona tentativa de reduzir a dimensão dos dados da matriz A. Segundo, é verdadeque a interpretação dos resultados através da utilização dessa ténia é failitadapela redução da dimensionalidade (posto), mantendo um elevado grau de expliação,porém, quais olunas da matriz A foram usadas para obter as olunas da matriz Ar?De fato, não sabemos e no presente aso, não queremos que isso oorra. Gostaríamosde saber exatamente quais são essas olunas.Como veremos nos Capítulos 2 e 3, a fatoração QR atende preisamente as nossasneessidades, seleionando um onjunto de r olunas independentes de uma matriz
A. Posteriormente, essas r olunas são utilizadas para aproximar exatamente adauma das (n−r) olunas da matriz de dados A em termos de uma ombinação linearde uma base de r olunas. Justi�ando nossa esolha de usar a fatoração QR paraobtenção do modelo.

23



Capítulo 2A Fatoração QR
2.1 IntroduçãoNesse Capítulo omeçaremos por apresentar a de�nição de Fatoração QR e algunsresultados aera do mesmo. Em seguida, disutimos as hamadas matrizes deHouseholder e omo podemos obter a deomposição QR usando essas matrizes.Estudaremos as relações que existem entre a fatoração QR e o posto de umadeterminada matriz. Provaremos, que se uma matriz A tem posto ompleto, impliana uniidade de sua deomposição QR e onseqüentemente, uma base para a Im(A).Por �nal, analisaremos o aso em que A não tem posto ompleto e omo obterneste aso, uma base para a Im(A).2.2 De�nição e Propriedades da Fatoração QRSejam a1, a2, · · · , an as olunas da matriz A e a sequênia de subspaços gerados porelas:

〈a1〉 ⊆ 〈a1, a2〉 ⊆ · · · ⊆ 〈a1, a2, · · · , an〉.Assim, 〈a1〉 é um espaço 1-dimensional gerado por a1, 〈a1, a2〉 é o espaço 2-dimensio-nal gerado por a1 e a2 e assim por diante. A idéia da fatoração QR está na onstru-ção de uma sequênia de vetores q1, q2, · · · , qn ortonormais que geram essa mesmasequênia de subespaços, (ver [7℄). 24



Capítulo 2. A Fatoração QRPara sermos mais preisos, assumimos por um momento que A ∈ R
m×n om

m ≥ n e que posto(A) = n (nesse aso, dizemos que se A possui posto máximo, entãoas n olunas de Q formam uma base ortonormal da imagem de A). Gostaríamosque a sequênia q1, q2, · · · , qn tivesse a seguinte propriedade
〈a1, a2, · · · , ai〉 = 〈q1, q2, · · · , qi〉 , i = 1, · · · , n. (2.1)Em partiular, tomando i = 2 na igualdade aima temos que 〈a1, a2〉 = 〈q1, q2〉.Assim, para que a1 seja ombinação linear de q1, devemos ter um esalar r11 talque a1 = r11q1. Por de�nição, para que 〈a1, a2〉 = 〈q1, q2〉 devem existir esalares ti,

i = 1, · · · , 4 tais que t1a1 + t2a2 = t3q1 + t4q2. Substituindo a1 por r11q1, teremos:
t1a1 + t2a2 = t3q1 + t4q2

t1(r11q1) + t2a2 = t3q1 + t4q2

t2a2 = −t1(r11q1) + t3q1 + t4q2

t2a2 = q1(−t1r11 + t3) + t4q2

a2 = (
−t1r11 + t3

t2
)q1 +

t4

t2
q2

a2 = r12q1 + r22q2onde, r12 e r22 esalares tais que, r12 = −t1r11+t3
t2

e r22 = t4
t2
. Analogamente, temos:

a1 = r11q1

a2 = r12q1 + r22q2... ... ...
an = r1nq1 + r2nq2 + · · · + rnnqn.Observando as equações aima, vemos que elas podem ser esritas utilizandomatrizes Q ortogonal e R triangular superior, onde A = QR.De�nição 2.1 Seja A ∈ R

m×n. A deomposição de uma matriz A do tipo A = QR,onde Q ∈ R
m×m é uma matriz ortogonal e R ∈ R

m×n é triangular superior, é ditaFatoração QR de A.Observe que dada uma matriz A ∈ R
m×n, temos duas possibilidades para aslinhas de A, m ≥ n ou m < n. Daremos em seguida, alguns detalhes (ver [20, 7℄)sobre omo obter a fatoração QR de uma matriz A para esses asos.25



Capítulo 2. A Fatoração QR
1o Caso: m ≥ nTeorema 2.2 Dada uma matriz A ∈ R

m×n, om m ≥ n, existe uma matriz ortogo-nal Q ∈ R
m×m e uma matriz triangular superior R ∈ R

m×n tal que
A = QR. (2.2)

Demonstração:A prova desse teorema será dada na Seção 2.4.
�Observações:1. Seja A ∈ R

m×n, m ≥ n. A deomposição QR onde existem matrizes Q ∈ R
m×me R ∈ R

m×n, onde Q é ortogonal e R =

(
R̂

0

)
, R̂ ∈ R

n×n é triangular superioré hamada de fatoração QR ompleta.2. Suponha que A ∈ R
m×n, m ≥ n. Se m > n então pelo Teorema 2.2 e pelaobservação 1, existem Q ∈ R

m×m e R ∈ R
m×n, onde Q é ortogonal e R =

(
R̂

0

)
, R̂ ∈ R

n×n é triangular seperior e A = QR. Seja Q̂ ∈ R
m×n umamatriz que onsiste das n primeiras olunas de Q, logo Q̂ também é ortogonal.Seja Q̃ ∈ R

m×(m−n) uma matriz ortogonal que representa as outra m − nolunas restantes de Q. Então A = QR = [Q̂ Q̃]

(
R̂

0

)
= Q̂R̂ + Q̃0, isto é,

A = Q̂R̂.A fatoração QR de A ∈ R
m×n om m ≥ n onde, Q ∈ R

m×n é ortogonal e
R ∈ R

n×n é triangular superior é denominada de fatoração QR reduzida.
26



Capítulo 2. A Fatoração QR
2o Caso: m < nTeorema 2.3 Seja A ∈ R

m×n, m < n. Então existem matrizes Q ∈ R
m×m e

R = (R11 R12) ∈ R
m×n, onde Q é ortogonal, R11 ∈ R

m×m triangular superior,
R12 ∈ R

m×(n−m) é retangular e A = QR.Demonstração:A prova desse teorema será dada na Seção 2.4.
�Basiamente, existem três métodos para se obter a fatoração QR, são eles:1. Re�exão de Householder;2. Rotação de Givens;3. Proesso de Ortogonalização de Gram-Shmidt.Desreveremos a seguir um método para se obter a fatoração QR. Esse métodoé baseado na refexão de Householder.2.3 Re�exão de HouseholderPara melhor entendimento da re�exão de Householder, é onveniente de�nir re�exão(ver [20℄). Entretanto, não entraremos em detalhes, trataremos de um aso simplesde re�exão no R

2, apenas para podermos ter uma idéia geométria.2.3.1 Re�exãoSeja ξ uma reta em R
2 que passa pela origem. O operador que re�ete ada vetor em

R
2 pela reta ξ é uma transformação linear, e portanto, pode ser representado poruma matriz. Gostariamos de determinar esta matriz.Seja v um vetor não nulo pertenente a ξ. Logo, ada vetor não-nulo que pertenea ξ só pode ser múltiplo de v. Considere u um vetor não-nulo ortogonal a ξ. Segue27



Capítulo 2. A Fatoração QRque, {u, v} é uma base de R
2, logo ada x ∈ R

2 pode ser expressado omo ombinaçãolinear de u e v. Então x = αu + βv, om α, β ∈ R. A re�exão de x por ξ é x =

−αu+βv (ver Figura 2.1), logo, a matriz Q de re�exão deve satisfazer Q(αu+βv) =

−αu + βv. Assim, para que isso oorra, é neessário e su�iente que
Qu = −u e Qv = v. (2.3)

PSfrag replaements u

ξ

v

x = αu + βv

Qx = −αu + βv

Figura 2.1: Re�exão em torno da reta ξ.Sem perda de generalidade, podemos supor que u foi esolido de tal forma que
||u||2 = 1.Considere agora a matriz Q = uuT ∈ R

2×2. Então Q possui a seguinte pro-priedade
Qu = (uuT )u

= u(uT u)

= u||u||2
= ue

Qv = (uuT )v

= u(uT v)

= u(u, v)

= 028



Capítulo 2. A Fatoração QRjá que u e v são ortogonais.Portanto, a matriz Q não é uma re�exão. Por outro lado, se de�nimos W =

I − 2Q temos
Wu = u − 2Qu

= u − 2u

= −ue
Wv = v − 2Qv

= v − 0

= v.Assim, a matriz W ∈ R
2×2 que é dada por W = I − 2Q re�ete o vetor que passapela reta ξ, onde u é um vetor unitário e ortogonal a ξ. Logo, W é uma matriz dere�exão.Teorema 2.4 Seja v ∈ R

n um vetor não nulo e P = I − 2vvT

vT v
. Então P é umare�exão.Demonstração:

P = I − 2
vvT

vTv

= I − 2
vvT

||v||22
= I − 2

vvT

||v||2.||v||2

= I − 2v̂
vT

||v||
= I − 2v̂v̂T . (2.4)Logo, P é uma re�exão.

�29



Capítulo 2. A Fatoração QR2.3.2 De�nição e Propriedades da Re�exão de HouseholderA de�nição seguinte é hamada de re�exão de Householder devido ao matemátio epsiólogo norte ameriano Alston Householder.De�nição 2.5 Seja v ∈ R
n um vetor não nulo. Uma matriz P da forma

P = I − 2
vvT

vT v
(2.5)é hamada de re�exão de Householder, ou em outros asos de matriz deHouseholder ou ainda transformação de Householder. O vetor v é hamadode vetor de Householder.Para os nossos propósitos, omo veremos a seguir, é neessario obtermos algumaspropriedades relaionadas om a re�exão de Householder (ver [19, 10, 20℄). Umare�exão de Householder goza das seguintes propriedades:Teorema 2.6 Seja P ∈ R

m×n uma re�exão de Householder e A ∈ R
m×n. Então1. P é simétria;2. P é ortogonal;3. ||Px||2 = ||x||2;4. ||PA||2 = ||A||2;5. P 2 = I.Demonstração: Ver Anexo.

�Umas das propriedades mais importantes da re�exão de Householder se onsisteem omo determinar um vetor v que de�na tal re�exão. O seguinte resultado mostraomo enontrar o vetor v de Householder de tal forma que Px seja múltiplo de
e1 = (1, 0, · · · , 0)T . 30



Capítulo 2. A Fatoração QRTeorema 2.7 Dado um vetor não-nulo x = (x1, x2, · · · , xn)T , podemos enontrarum vetor v = (v1, v2, · · · , vn)T de maneira que Px é múltiplo de e1 onde a matrizde householder P é de�nida pelo vetor v = x ± ||x||2e1 e Px = ±||x||2e1.Demonstração: Ver Anexo.
�Portanto, todas as omponentes do vetor x à exeção da primeira são anuladaspor multipliação da matriz P .De aordo om o Teorema 2.7 temos duas possibilidades de re�exão para o vetor

x, Px = ||x||2e1 ou Px = −||x||2e1. A �gura 2.2 representa geometriamente essasituação, onde H+ e H− representam hiperplanos no espaço n-dimensional. Aliás,um hiperplano, representa um onjunto de pontos no R
n, tais que ax1+· · ·+axn = b,om ai, i = 1, · · · , n e b são números reais. Em partiular, num espaço tridimensionalum hiperplano é o plano habitual. Num espaço bidimensional, um hiperplano éuma reta. Num espaço monodimensional, um hiperplano é um ponto. Assim, umhiperplano divide o espaço em que está de�nido em duas partes. Cada uma delas éhamada de semi-espaço.

PSfrag replaements x

H+

H−

−||x||2e1 +||x||2e1Figura 2.2: Possibilidades de Re�exão.2.3.3 Esolha do Vetor de Re�exãoPara evitar problemas no álulo da re�exão, é importante determinarmos umaboa esolha para o vetor v. Obeserve que através da De�nição 2.5 e das equações31



Capítulo 2. A Fatoração QR(4.9) e (4.10) onlui-se que é indiferente esolher o sinal + ou − no vetor v paraanular todas as omponentes de Px. Por outro lado, se sign(x1) representar osinal da omponente x1 do vetor x e se o mesmo difere pouo de e1 então v =

x−sign(x1)||x||2e1 tem norma bastante reduzida. Isso implia que o produto esalar
vT v possa ser uma quantidade muito pequena, o que aarretariam problemas noálulo da matriz P . Por essa razão o vetor v é habitualmente de�nido a partir de

v = x + sign(x1)||x||2e1,onde
sign(y) =





−1, se y < 0,
1, se y > 0,
0, se y = 0.

(2.6)Além disso, omo todos os elementos da matriz vvT são produtos de duas om-ponentes do vetor x, então valores grandes dessas omponentes podem impliar aoorrênia de fen�menos de over�ow (o erro de �over�ow� oorre quando o resultadode uma operação aritmétia exede o valor de 3.4028235 × 1038, ou seja, erro porestouro de memória). Esse problema é resolvido onsiderando o vetor x 1
||x||∞ em vezde x na de�nição de v. Assim na de�nição da matriz P , o vetor v é de�nido por

v = x
1

||x||∞
+ sign(x1)

∥∥∥∥x
1

||x||∞

∥∥∥∥
2

e1 (2.7)e portanto, omo Px = ±||x||2e1, então
Px = sign(x1)

∥∥∥∥
x

||x||∞

∥∥∥∥
2

e1 =




− sign(x1)α

0...
0




(2.8)onde
α =

∥∥∥∥
x

||x||∞

∥∥∥∥
2

=

√√√√
n∑

i=1

(
xi

vmax

)2 (2.9)e
vmax = max

i
|xi| .32



Capítulo 2. A Fatoração QR2.4 Cálulo da Fatoração QRComo visto na Seção 2.2, provaremos a existênia da deomposição QR para umamatriz A ∈ R
n×n. A prova do próximo teorema mostra a existênia da fatoraçãoQR quando m ≥ n, usando re�exão de Householder.Teorema 2.8 Seja P a matriz de Householder omo na De�nição 2.5 e seja A ∈

R
m×n, om m ≥ n. Então existem matrizes Q ∈ R

m×m e R ∈ R
m×n tal que A = QR.Demonstração:De fato, suponha que A ∈ R

m×n e seja P1 = I − β1v
(1)v(1)T , onde β1 = 2

v(1)T v(1)
.Como m ≥ n, temos que a matriz de Householder é uma matriz quadrada m × m.Então,

v(1) =

[
a11

vmax

+ sign(a11)α,
a21

vmax

, · · · ,
an1

vmax

]T

,onde
α =

√√√√
n∑

i=1

(
xi

vmax

)2

, β1 =
2

v(1)T
v(1)

,assim
P1A = A(2) =




a
(2)
11 a

(2)
12 · · · a

(2)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n... ... . . . ...

0 a
(2)
m2 · · · a

(2)
mn




.De maneira geral, ada matriz Pk de Householder é dada por Pk = I − βkv
(k)v(k)T ,

v(k) =

[
0 · · · 0

a
(k)
kk

vmax

+ sign(a
(k)
kk )α

a
(k)
k+1,k

vmax

· · · a
(k)
nk

vmax

]Tom
vmax = max

i=k,··· ,n

∣∣∣a(k)
ik

∣∣∣ ,onde
α =

√√√√
n∑

i=k

(
aik

vmax

)2

, βk =
2

v(k)T
v(k)

.Assim, 33



Capítulo 2. A Fatoração QR
Pn−1Pn−2 · · ·P2P1A = Rdonde segue,

A = P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
n−2P

−1
n−1R

= P1P2 · · ·Pn−2Pn−1R.Observe agora que todas as matrizes Pk são ortogonais e portanto, o produto
P1P2 · · ·Pn−2Pn−1 também é ortogonal, além disso, para ada k = 1, 2, ..., n, Pk éuma matriz simétria, assim, P T

k = Pk. Além disso, Pk é ortogonal, logo PkP
T
k =

I. Isso implia que P T
k = P−1

k e portanto, P−1
k = Pk. Assim tomando Q =

P1P2 · · ·Pn−2Pn−1 podemos esrever
A = QR, (2.10)onde Q ∈ R

m×m e R ∈ R
m×n.

�Portanto, o Teorema 2.8 prova a existênia da deomposição QR quando m ≥ n.Em relação ao Teorema 2.3 (quando m < n), sua demonstração é totalmente análogaao Teorema 2.8, basta onsiderarmos para esse aso, uma matriz de Householder
P ∈ R

m×m, onde m < n e obteremos uma matriz Q ∈ R
m×m ortogonal e R =

(R11 R12) ∈ R
m×n, R11 ∈ R

m×m triangular superior e R12 ∈ R
m×(n−m) retangular.Nos limitaremos a partir das próximas Seções a obter resultados somente quando

A ∈ R
m×n om m ≥ n, pois essa matriz vai ser nosso objeto de estudo no Capítulo4.2.5 Relações da Fatoração QR om o Posto de umaMatrizEssa Seção objetiva estudar a uniidade da fatoração QR e analizar em que iruns-tânias ela oorre. Veremos que o fato de uma matriz A posuir posto ompleto, im-plia em sua uniidade, aso ontrário, a fatoração QR não produz neessariamenteuma base para Im(A). Assim, antes de darmos detalhes da uniidade, daremos uma34



Capítulo 2. A Fatoração QRprova para a suposição (2.1), pois a idéia da fatoração QR, está na onstrução parauma base para Im(A).Teorema 2.9 Seja A ∈ R
m×n e sua respetiva fatoração QR. Suponha posto(A) =

n e onsidere as seguintes partições A = [a1, a2, · · · , an] e Q = [q1, q2, · · · , qm], ondeada ai e qj são as respetivas olunas de A e Q, 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m. Então
〈a1, a2, · · · , an〉 = 〈q1, q2, · · · , qn〉 , k = 1, · · · , n. (2.11)Demonstração: Ver Anexo.

�2.5.1 Uniidade da Fatoração QRA uniidade da fatoração QR pode ser muito útil em ertas apliações, (ver [11, 7℄).Portanto, poder determinar quando ela oorre, pode ser muito importante.Teorema 2.10 Seja A ∈ R
m×n, om m ≥ n e suponha que posto(A) = n. Entãoexiste uma únia matriz Q ∈ R

m×n e R ∈ R
n×n tal que Q têm olunas ortogonais e

R é triangular superior om todas as entradas da diagonal positiva e
A = QR. (2.12)Demonstração: Ver Anexo.

�2.5.2 Matriz de PermutaçãoSe uma matriz A não tem posto ompleto, então a fatoração QR não neessariamenteproduz uma base para Im(A). Esse problema pode ser orrigido implementando oque hamamos de fatoração QR om pivoteamento de olunas. Antes falarmos sobrepivoteamento de olunas, daremos algumas de�nições úteis que serão neessárias aoentendimento desse método. 35



Capítulo 2. A Fatoração QRDe�nição 2.11 Uma Matriz de Permutação Πij é uma matriz quadrada que seobtém da matriz identidade por troa das suas linhas e olunas i e j.Uma matriz de permutação Π tem as seguintes propriedades:1. Πij = ΠT
ij2. Πij = Π−1
ij .Uma matriz de permutação (ver [10℄) é o produto de um número �nito de matrizesda forma Πij . Se Π é uma matriz de permutação, então ΠA (AΠ) é uma matrizque se obtém troando as linhas (olunas) de A orrespondentes aos fatores Πij queonstituem Π. Assim, ΠT AΠ é a matriz que difere de A na ordem de um ertonúmero de linhas e olunas de A.De�nição 2.12 Uma matriz ΠT AΠ é denominada Permutação Prinipal de A.2.5.3 Fatoração QR om Pivoteamento de ColunasVimos que quando uma matriz A possui posto ompleto, a fatoração QR é únia.Porém, o que dizer quando o posto de uma matriz A ∈ R

m×n é inompleto? EssaSubseção tem o propósito de responder a essa questão.Desrevemos a seguir, omo esse problema pode ser resolvido alulando-se a fa-toração QR de A om suas olunas permutadas (isto é, om pivotamento de olunas,[7, 20℄). Essa fatoração é dada por AΠ = QR, onde Q e R são matrizes usuais dafatoração QR e Π é uma matriz permutação.Basiamente, a fatoração QR om pivoteamento de olunas permuta as olunade matriz A de tal forma os elementos da diagonal da matriz R que são `pequenos'ou nulos, são movidos para a parte inferior da diagonal da matriz R. A idéia dessafatoração segue abaixo dividida em dois passos.Primeiro Passo:Para ada oluna da matriz A, alulamos a || . ||2 da j-ésima oluna, om 1 ≤
j ≤ n. Se a j-ésima oluna tem maior omprimento, isto é, maior || . ||2, então36



Capítulo 2. A Fatoração QRas olunas 1 e j são permutadas. Dessa forma, a primeira oluna da matriz AΠsatisfaz ||(AΠ)1||2 = max
j

||aj||2, om 1 ≤ j ≤ n. Após a determinação da olunada matriz A om maior 2-norma, a re�exão de householder transforma a primeiraoluna da matriz A em [r11 0 0 · · · 0]T . Como a primeira oluna é que tem maior2-norma e Px = ±||x||2e1 = [|r11| 0 0 · · · 0]T então |r11| têm maior valor absoluto.Em partiular, r11 6= 0, a menos que A seja identiamente nula.Segundo Passo:Terminado o primeiro passo, operamos em uma nova submatriz que denotaremospor A
(k)
22 , onde o índie k india o número de interações e omo estamos na segundaiteração, k = 2. Essa matriz é obtida por ignorar primeira linha e oluna da matriz

A. De maneira totalmente análoga, prosseguimos de aordo om o que foi feitono primeiro passo, apenas om uma ressalva, quando troamos a oluna de A
(k)
22 , aoluna ompleta deve ser troada e não apenas a oluna que pertene a A

(k)
22 .Cada passo, opera em uma submatriz A

(k)
22 , obtida om uma oluna e uma linha amenos que no passo anterior, justamente omo antes, exeto que as olunas troadassão olunas ompletas. Observe que, o efeito de troa de olunas orresponde a troade olunas em A antes de efetuarmos a fatoração QR.Teorema 2.13 Seja A ∈ R

m×n om posto(A) = r ≤ n. Então existem matrizes
Â, Q e R, tal que Â = AΠ é obtida de A por permutação de olunas, Q ∈ R

m×mé ortogonal, R =

(
R11 R12

0 0

)
∈ R

m×n, R11 ∈ R
r×r é não-singular e triangularsuperior.Demonstração: Ver Anexo.

�De forma análoga ao teorema aima obtemos deomposição QR om permutaçãode olunas para uma matriz A ∈ R
m×n om m ≥ n, onde Q ∈ R

m×n e R ∈ R
n×n.

37



Capítulo 2. A Fatoração QRObservações:1. Seja A ∈ R
m×n, om m ≥ n. Consedere a deomposição AΠ = QR onde, R ∈

R
m×n é uma matriz triangular superior, Q ∈ R

m×m é uma matriz ortogonal e
Π ∈ R

n×n uma matriz de permutação. Com o esquema de pivoteamento deolunas desrito aima podemos esrever
AΠ = QR = Q

(
R11 R12

0 R22

) (2.13)onde os elementos da diagonal da matriz R estão todos dispostos em ordemnão-resente, isto é, r11 ≥ r22 ≥ r33 ≥ · · · ≥ rnn e ||R22||2 pequena, (ver [3℄);2. Se uma matriz A ∈ R
m×n e posto(A) = r < n, então a fatoração QR de Anão neessariamente produz uma base ortonormal para a Im(A). Felizmente,a fatoração QR om pivoteamento de olunas pode ser usada para produziruma base ortogonal para Im(A).Pelo Teorema 2.13, existe uma matriz de permutação Π tal que AΠ = QR e
QT AΠ = R =

(
R11 R12

0 0

)

onde, R11 ∈ R
r×r triangular superior, R12 ∈ R

r×(n−r), Q é uma matriz ortogo-nal e posto(A) = r. Sabemos que a matriz AΠ têm suas olunas reordenadasde tal forma que AΠ = [a1, a2, · · · , ar, · · · , an] e Q = [q1, q2, · · · , qr, · · · qm].Assim, para k = 1, · · · , n temos que
ai =

min{r,k}∑

i=1

rikqi ∈ 〈q1, ..., qr〉 , (2.14)impliando que Im(A) = 〈q1, q2, · · · , qr〉.
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Capítulo 3Apliações da Fatoração QR
3.1 IntroduçãoIniiaremos esse Capítulo resolvendo sistema de equações lineares Ax = b, onde
A ∈ R

n×n om posto(A) = n e veremos que a fatoração QR fornee uma boasolução para esse sistema.Em seguida, estudaremos o problema de mínimos quadrados (3.5). Mostraremossob quais ondições oorre a uniidade deste problema. Provaremos que a solução doproblema de mínimos quadrados está relaionado om o posto da matriz. Primeiro,trataremos do aso em que uma matriz A tem posto ompleto e em seguida, quando
A não tem posto ompleto, analisando as duas soluções.De�niremos o problema de seleção de subonjunto de uma matriz de dados Ae forneeremos uma solução para este problema, por meio da fatoração QR ompivoteamento de olunas. Por �m, daremos uma solução aproximada para o sistemasobredeterminado Ax = b usando um subonjunto de k olunas independentes damatriz A através de mínimos quadrados e �nalizaremos este apítulo om algumasonlusões.
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Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR3.2 Sistemas LinearesConsidere o sistema de equações lineares





Ax = b

A ∈ R
m×n

b ∈ R
m, m = n.

(3.1)e posto(A) = n.Existem vários métodos disponíveis na literatura para resolver o sistema (3.1),por exemplo, eliminação de Gauss, fatoração LU, dentre outros (ver [7℄). Porém, afatoração QR também é uma boa alternativa para enontrar a solução do sistema(3.1). De fato, seja A omo de�nida em (3.1). Como A tem posto ompleto existemúnias matrizes Q e R tais que A = QR. Portanto, substituindo QR por A temosque QRx = b. Multipliando por QT em ambos os membros da igualdade teremos
QT QRx = QT b e omo a matriz Q é uma matriz ortogonal (QT Q = I), temos
Rx = d, onde d = QT b ∈ R

n×n.Assim, para enontrar a solução para o sistema (3.1), basta resolver o sistematriangular superior Rx = d. Como a matriz R é triangular superior, temos rij = 0para i > j, portanto temos um sistema da forma





r11x1 + r12x2 + r13x3 + · · ·+ r1nxn = d1

r22x2 + r23x3 + · · ·+ r2nxn = d2

r33x3 + · · ·+ r3nxn = d3...
rnnxn = dn,onde ada xi e di, om i = 1, · · · , n são omponentes dos vetores x e d respetiva-mente.Tais sistemas são resolvidos por substituições retroativas, através de equações daforma:

xi =

bi −
n∑

j=i+1

rijxj

rii

(3.2)para todo i = 1, · · · , n.Observe que para enontrar a solução para o sistema (3.1), podemos através dafatoração, de forma equivalente, resolver um sistema triangular superior, fáil de40



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRresolver. E de fato, essa é a grande vantagem de se resolver o sistema (3.1) usandoa fatoração QR.3.3 Problema de Mínimos QuadradosO método dos mínimos quadrados tem sido o proedimento padrão para a análisede dados a partir do iníio de 1800. Um famoso exemplo deste método foi quandoGauss om suesso predisse a órbita do asteróide Ceres, em 1801. Mais de duzentosanos depois, mínimos quadrados ontinua sendo amplamente utilizado em áreasomputaionais, engenharia, et (ver [1℄).Considere um sistema (sobredeterminado) de m equações om n inógnitas, istoé, m > n. Simboliamente, gostaríamos de enontrar um vetor x que satisfaz Ax = b,onde A ∈ R
m×n e b ∈ R

m. Normalmente, este problema não tem solução. Pois, talvetor x só existe se b ∈ Im(A), mas b ∈ R
m e Im(A) é no máximo de dimensão

n. Assim, devemos enontrar um vetor x̂ ∈ R
n tal que Ax̂ é a melhor aproximaçãopara b.Considere o vetor r = Ax − b. Supondo que r não é nulo, devemos fazê-lo tãopequeno quanto possível. Desse modo, é natural a esolha de uma norma para mediro tamanho de r, isto é, devemos enontrar um vetor x̂ tal que ||r||p = ||Ax̂ − b||pseja mínimo, para alguma esolha de p. Porém, diferentes normas produzem difer-entes soluções. Normalmente, a norma esolhida é a 2-norma pois possui algumaspropriedades importantes em relação as outras, 1-norma e ∞-norma, (ver [19, 7℄).A 2-norma é preservada sob uma transformação ortogonal. Isto signi�a que pode-mos enontrar uma matriz Q ortogonal tal que o problema se torna equivalente aminimização ||QTAx − QT b||2 e omo veremos, fáil de resolver.De fato, seja Q ∈ R

m×m uma matriz ortogonal e onsidere o sistema sobredeter-minado
QT Ax = QT b, (3.3)obtido através de (3.1) por multipliação de QT em ambos os membros da igualdade.Então:

s = QT Ax − QT b = QT (Ax − b) = QT r. (3.4)Como QT é ortogonal, temos ||s||2 = ||r||2. Logo, x ∈ R
n minimiza ||s||2 se, e41



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRsomente se, minimiza ||r||2, isto é, os dois sistemas sobrederminados tem a mesmasolução.A ténia que onsiste em enontar um vetor x̂ que minimize ||Ax − b||2, isto é,De�nição 3.1 Dados uma matriz A ∈ R
m×n, om m > n e b ∈ R

m, o Problemade Mínimos Quadrados (�Least Squares Problem�) onsiste em enontrar x̂ ∈ R
n,tal que, ||Ax̂ − b||2 é mínima.Usaremos a notação

min
x∈Rn

||Ax − b||2 (3.5)para denotar o problema de enontrar o tal vetor x̂. O vetor
r = Ax̂ − b (3.6)é onheido omo vetor residual (ver [1℄). Usaremos a notação

||r||2 = ||Ax̂ − b||2 (3.7)e denotaremos por resíduo. Note que se ||r||2 é pequeno, dependendo de uma esolhapara o vetor x̂ (mas em geral, ||r||2 não é nulo), então podemos predizer b atravésdas olunas de A.Nas Subseções seguintes, estudaremos a solução para o problema de mínimosquadrados através da fatoração QR. Divideremos esse estudo em dois asos. Primeirotrataremos do aso em que uma matriz A possui posto ompleto e em seguida, parao aso ontrário.3.3.1 Matrizes de Posto CompletoTeorema 3.2 Seja A ∈ R
m×n e suponha que posto(A) = n, então o problema demínimos quadrados para o sistema sobredeterminado Ax = b têm uma únia solução,o qual pode ser resolvido pelo sistema triangular superior R̂x = c, onde c ∈ R

n×1,
QT b =

(
c

d

)
, e Q e R̂ são obtidas pela deomposição QR de A.42



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRDemonstração:Queremos enontrar
min
x∈Rn

||Ax − b||22. (3.8)Temos que A = QR, om Q ∈ R
m×m e R ∈ R

m×n. Logo
||Ax − b||22 = ||QRx − b||22

= ||QT (QRx − b)||22
= ||Rx − QT b||22. (3.9)Fazendo QT b =

(
c

d

) e R =

(
R̂

0

)
, temos que

||Ax − b||22 = ||R̂x − c||22 + ||d||22, (3.10)onde c ∈ R
n×1, d ∈ R

(m−n)×1 e R̂ ∈ R
n×n.Como o termo ||d||22 é independente de x, temos que ||R̂x − c||22 + ||d||22 seráminimizado exatamente quando ||R̂x−c||22 for mínimo. Obviamente, ||R̂x−c||22 ≥ 0,om igualdade se, e somente se, R̂x = c. Como A tem posto ompleto, R̂ é não-singular. Assim, o sistema R̂x = c tem uma únia solução.

�Portanto, a solução para o problema de mínimos quadrados para o aso em quea matriz A possui posto ompleto é dada por R̂x = c, e seu resíduo é dado por ||d||22.Vimos na Seção 3.2 deste mesmo apítulo, que o sistema de equações R̂x = c éfáil de se resolver, ou seja, podem ser resolvidos por substituições retroativas. Dessaforma, a fatoração QR se torma uma ferramenta bastante e�az para enontar umasolução para o problema de mínimos quadrados no aso em que A possui postoompleto.Observe que através do sistema sobredetreminado Ax = b, podemos apliar afatoração QR e enontrar Rx = QT b. Como posto(A) = n, temos R não-singulare portanto podemos multipliar RT em ambos os membros do sistema triangularsuperior Rx = QT b, obtendo RT Rx = RT QT b. Daí, omo Q é ortogonal, isto é,
QT Q = I, segue

RT QT QRx = RT QT b.43



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRComo A = QR e AT = RT QT , temos que
AT Ax = AT b. (3.11)Podemos provar os seguintes resultados (ver [1℄) para o sistema de equações (3.11):A�rmação 1:

AT A é positiva de�nida, isto é, xT (AT A)x > 0 para todo x, dado que posto(A) = n.De fato
xT AT Ax = (Ax)T (Ax)

= ||Ax||22
≥ 0.Além disso, omo A tem posto n temos que se Ax = 0, então x = 0. Logo, se x 6= 0segue que Ax 6= 0. Isto signi�a que

xT AT Ax > 0para todo x 6= 0, isto é, AT A é positiva de�nida.A�rmação 2:A matriz AT A é não-singular. De fato,
AT Ax = 0 ⇒ xT AT Ax = 0

⇒ ||Ax||22 = 0

⇒ Ax = 0

⇒ x = 0assim, a inversa (AT A)−1 na expressão (AT A)−1AT b existe.A�rmação 3:Mostremos que x̂ satisfaz
||Ax̂ − b||22 < ||Ax − b||22, (3.12)para todo x 6= x̂.De fato,

||Ax − b||22 = ||(Ax − Ax̂) + (Ax̂ − b)||22
= ||Ax − Ax̂||22 + ||Ax̂ − b||22 + 2(Ax − Ax̂)T (Ax̂ − b), (3.13)44



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRonde nesta segunda igualdade foi usado que
||u + v||22 = (u + v)T (u + v)

= uT u + 2uT v + vTv

= ||u||22 + ||v||22 + 2uTv.A�rmação 4:
(Ax − Ax̂)T (Ax̂ − b) = 0 (3.14)De fato,

2(Ax − Ax̂)T (Ax̂ − b) = (x − x̂)T AT (Ax̂ − b)

= (x − x̂)T (AT Ax̂ − AT b)

= (x − x̂)T [AT A(AT A)−1AT b) − AT b]

= (x − x̂)T (AT b − AT b)

= (x − x̂)T 0

= 0,pois, x̂ = (AT A)−1AT b. Com essa simpli�ação,
||Ax − b||22 = ||A(x − x̂)||22 + ||Ax̂ − b||22.O primeiro termo é não negativo para todo x, e onseqüentemente

||Ax − b||22 > ||Ax − Ax̂||22.Além disso, temos a igualdade somente se A(x − x̂) = 0, isto é, x = x̂ (pois, o
posto(A) = n). Portanto, onluímos que

||Ax − b||22 > ||Ax̂ − b||22, ∀x 6= x̂.As equações (3.11) são onheidas omo Equações Normais e omo foi provadoatravés das a�rmações aima, também podem ser utilizadas para enontrar umaúnia solução para o problema de mínimos quadrados para o aso em que A temposto ompleto. 45



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR3.3.2 Matrizes de Posto InompletoVimos anteriormente que quando A tem posto ompleto a solução do problema demínimos quadrados min
x∈Rn

||Ax − b||2 é únia. Por outro lado, se uma matriz A nãopossui posto ompleto, provaremos que existem in�nitas soluções para o problemade mínimos quadrados, (ver [7℄).Teorema 3.3 Seja A ∈ R
m×n e b ∈ R

n om m > n. Então o problema de mínimosquadrados para o sistema sobredeterminado Ax = b sempre tem uma solução. Se
posto(A) < n, então há in�nitas soluções.Demonstração:Suponha que A ∈ R

m×n e posto(A) = r < n, pois se r = n, estamos no aso em que
A tem posto ompleto e portanto já existiria uma únia solução para o problema demínimos quadrados (Teorema 3.2). Usando a fatoração QR om pivoteamento deolunas, temos AΠ = QR, onde Π ∈ R

n×n é uma matriz de permutação, Q ∈ R
m×mom olunas ortogonais e R ∈ R

m×n é triangular superior tal que
R =

(
R11 R12

0 0

)

om R11 ∈ R
k×k e R12 ∈ R

n×(n−k).Assim, podemos apliar mínimos quadrados para minimizar ||Ax−b||22. Portanto:
||Ax − b||22 = ||QT Ax − QT b||22

= ||QT A(ΠΠT )x − QT b||22
= ||(QT AΠ)ΠT x − QT b||22
= ||RΠT x − QT b||22. (3.15)Seja ΠT x =

(
x1

x2

) e QT b =

(
b1

b2

)
, onde x1, b1 ∈ R

k×1, x2 ∈ R
(n−k)×1 e b2 ∈

R
(m−k)×1. Substituindo em (3.15) teremos:46



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(
R11 R12

0 0

) (
x1

x2

)
−
(

b1

b2

)
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(
R11x1 − R12x2 − b1

b2

)
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

. Assim,
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(
R11x1 + R12x2 − b1

b2

)
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

= ||R11x1 + R12x2 − b1||22 + ||b2||22. Logo o mínimo éatingido quando ||R11x1 + R12x2 − b1||22 = 0, ujo resíduo é dado por ||b2||2. Como
R11 possui inversa temos que R11x1 + R12x2 − b1 = 0 ou x1 = R−1

11 (b1 − R12x2).Lembrando que ΠT x =

(
x1

x2

) segue que x = Π

(
R−1

11 (b1 − R12x2)

x2

)
.Portanto a solução depende x2, ou seja, para ada esolha de x2 temos uma úniasolução para o problema de mínimos quadrados. Logo, in�nitas soluções.

�Obeserve que o mínimo é atingido quando R11x1+R12x2−b1 = 0, isto é, R11x1 =

−R12x2 + b1, onde R11 é não-singular. Esolhendo x2 = 0 teremos R11x1 = b1 eportanto
x = Π

(
R−1

11 b1

0

)
. (3.16)Qualquer solução, onde Ax só envolve no máximo r olunas de A, é hamada desolução básia. A solução básia é usada freqüentemente em várias apliações, porexemplo, quando as olunas de A representam fatores redundantes em um modelolinear, e queremos predizer um vetor de observações b usando r olunas de A, (ver[1℄).A solução básia não é a solução de 2-norma mínima a menos que a submatriz

R12 é nula, (ver [7℄).Observe que (3.16) é novamente um sistema triangular superior e fáil de seresolver por substituição retroativa. 47



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR3.4 O Problema da Seleção de SubonjuntoSuponha que ao invés de usar todas as olunas da matriz de dados A para predi-zer b, gostaríamos de predizê-lo a partir de apenas um subonjunto de suas olunas,eliminando aquelas que sejam redundantes, ou seja, olunas que ontém informaçõessupér�uas, que podem ser desonsideradas (por exemplo, olunas linearmente de-pendentes, ver [7℄). O problema é então omo seleionar um subonjunto de olunasnão-redundantes de A. Como esolher estas olunas é o onheido omo problema deseleção de subonjunto e é o assunto desta Seção. Veremos que esse problema podeser resolvido através da fatoração QR da matriz A, om pivoteamento de olunas,(ver [7, 12℄).Na subsesão seguinte, trataremos de omentar algumas importantes propriedadesda matriz AΠ que serão úteis mais adiante, quando disutiremos uma solução parao problema de seleção de subonjunto.3.4.1 Propriedades da Matriz AΠSeja A ∈ R
m×n, om m ≥ n. Ao usarmos fatoração QR om pivoteamento deolunas, obtemos a seguinte deomposição para A,

AΠ = QR, (3.17)onde Π ∈ R
n×n é uma matriz permutação , Q ∈ R

m×n uma matriz ortogonal e
R ∈ R

n×n é uma matriz triangular superior.Para entendermos melhor as propriedades da matriz AΠ, trataremos de entendero aso partiular em que m = n = 3. A fatoração QR om pivoteamento de olunaspara esse aso nos fornee uma matriz Q ∈ R
3×3 e R ∈ R

3×3 tal que AΠ = QR.Denotemos por a1, a2, a3 as olunas de AΠ e q1, q2, q3 as olunas de Q então,



a1 a2 a3




=




q1 q2 q3







r11 r12 r13

0 r22 r23

0 0 r33
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Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRonseqüentemente,
a1 = r11q1

a2 = r12q1 + r22q2

a3 = r13q1 + r23q2 + r33q3.PSfrag replaements q3

q2

q1
a1 = q1r11 a2

a3

r12

r22
r23

r33

r13

Figura 3.1: Propriedades da Matriz AΠ.A �gura 3.1 representa geometriamente o aso partiular de pivoteamento deolunas para uma matriz A ∈ R
3×3, onde os elementos da matriz R foram tomadosem módulo.De aordo om a Subseção 2.5.3 do Capítulo 2, foi observado que quando efetu-amos pivoteamento de olunas na matriz de dados A, obtemos uma matriz R omos elementos da diagonal todos não-resente, ou seja, r11 ≥ r22 ≥ r33 ≥ · · · ≥ rnn.Na Figura 3.1, a primeira oluna da matriz AΠ é esolhida dentre todas asolunas de A que possuem maior 2-norma, (ver Subseção 2.5.3 do Capítulo 2) deforma que q1 possui a mesma direção de a1. A próxima oluna para a matriz AΠfoi esolhida dentre as olunas restantes a2 e a3, omo a oluna que maximiza r22 eesta substitui a segunda oluna de AΠ. Desta forma, a última oluna da matriz AΠé justamente a oluna que minimiza r33 de R.De maneira geral, temos portanto que os elementos da diagonal de R, ou seja,49



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR
rkk, medem a omponente ortogonal de ada oluna k relativa as primeiras k − 1olunas da matriz AΠ, e sempre apareem em ordem desresente para k = 1, · · · , n.Portanto:1. A primeira oluna da matriz permutada AΠ é justamente a oluna de A quepossui maior || . ||2;2. A segunda oluna de AΠ é a oluna de A que tem a maior omponente emdireção ortogonal à primeira oluna da matriz AΠ;3. Em geral, k-ésima oluna de AΠ é a oluna de A que tem a maior omponenteem direção ortogonal às k − 1 olunas da matriz AΠ.3.4.2 Seleção de SubonjuntoA solução para o problema de seleção de subonjunto, depende do método omque a fatoração QR om pivoteamento de olunas é omputada. Provavelmente, omelhor algoritmo numério é o que está baseado na re�exão de Householder, (ver[6℄). Como vimos no Capítulo 2, este algoritmo baseia-se no seguinte: Suponhaque no k-ésimo passo a fatoração QR om pivoteamento de olunas foi omputadae temos A(k)Π(k) = Q(k)R(k), onde k = 1, 2, · · · , n. No k-ésimo passo antes que
Q(k) e R(k) sejam omputados, há possibilidade de substituir a k-ésima oluna de
AΠ por uma das olunas restantes ak+1, ak+2, · · · , an. Se a oluna que maximiza o
(k, k)-elemento de R, isto é, rkk, é esolhida para substituir ak, então haverá umatendênia para que as olunas independentes de A sejam esolhidas de tal forma queestejam representadas nas primeiras k olunas de AΠ, deixando as últimas olunasda matriz AΠ justamente om as olunas dependentes de A, (ver [6℄).Podemos justi�ar tal ritério de independênia das k primeiras olunas da matriz
AΠ fazendo uma análise das propriedades itadas na Subseção anterior. Lá, foi vistoque ada oluna da matriz AΠ é esolhida de tal forma que sua k-ésima oluna éjustamente a oluna de A que possui a maior omponente em direção ortogonalàs (k − 1) olunas da matriz AΠ. Desta forma, tal ritério de independênia, seequivale na esolha das k olunas de A que possuem as maiores omponentes emdireção ortogonal. Em outras palavras, quando efetuamos a fatoração QR ompivoteamento de olunas na matriz A, esta será deomposta da seguinte forma50



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR
AΠ = QR = Q

(
R11 R12

0 R22

)
, (3.18)onde R ∈ R

n×n é uma matriz triangular superior, Q ∈ R
m×n é uma matriz ortogo-nal e Π ∈ R

n×n uma matriz de permutação. Logo, a submatriz R22 de R ontémexatamente as (n − k) menores (ou nulos) omponentes em direção ortogonal. Seos elementos da diagonal de R22 são identiamente nulos, ertamente as k primeirasolunas de R11 forneem um subonjunto de k olunas da matriz AΠ que são justa-mente as olunas de A que possuem as maiores omponentes em direção ortogonal.Caso ontrário, omo todos os elementos da diagonal da matriz R estão todos emordem não-resente e R22 tem norma reduzida (ver [3℄), podemos desprezar suasontribuições e desta forma, seleionamos novamente, um onjunto de k olunas de
A que possuem as maiores omponentes em direção ortogonal, dados pelos elementosda diagonal da matriz R11 que são forneidos pelas k primeiras olunas de AΠ.Assim, as primeiras k olunas da matriz AΠ forneem uma base para Im(A) eonsequentemente as primeiras k olunas da matriz Q são uma base ortogonal para
Im(A).3.4.3 Seleção de Subonjunto e Mínimos QuadradosAté o momento, vimos que o problema sobredeterminado Ax = b pode ser resolvidousando a ténia de mínimos quadrados, este por sua vez, possui uma únia soluçãoquando a matriz A possui posto ompleto e in�nitas soluções para o aso em que amatriz A possui posto inompleto. Em alguns asos, pode ser vantajoso reduzir adimensão da matriz de dados para resolver o sistema Ax = b, por exemplo, para ageração de animações faiais (ver Capítulo 4).Seleionado um subonjunto de k olunas independentes da matriz A, dadas por
AΠ1, obtidas através da fatoração QR om pivotemento de olunas, gostaríamos de

min
x∈Rn

||AΠ1x − b||22. (3.19)De fato, a matriz A pode ser fatorada na forma AΠ = QR, que pode ser reesritapartiionando a matriz Π = [Π1 Π2], onde Π1 ∈ R
m×k e Π2 ∈ R

m×(n−k). Assim,
A[Π1 Π2] = QR. Daí segue, 51



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR
A[Π1 Π2] = Q

(
R11 R12

0 R22

)
,tal que AΠ1 ∈ R

m×k representa um subonjunto de k olunas independentes de
A onde, R11 ∈ R

k×k, R12 ∈ R
k×(n−k) e R22 ∈ R

(n−k)×(n−k). Conseqüentemente,
AΠ1 = QR11 e AΠ2 ∈ R

m×(n−k).Podemos resolver (3.19), que é um problema de mínimos quadrados usando fa-toração QR. De fato, substituindo a matriz A por AΠ1 no Teorema 3.2 e repitindode forma análoga a demonstração do teorema enontraremos
||R11x − b1||22 + ||b2||22,onde

QT b =

(
b1

b2

)e b1 ∈ R
k×1 e b2 ∈ R

(m−k)×1. Logo, o mínimo é atingido quando
R11x = b1. (3.20)Assim, a solução para o problema de mínimos quadrados usando um subonjunto deolunas independentes da matrizA é dada pelo sistema triangular superior R11x = b1e resíduo ||b2||2.Dessa forma, podemos seleionar um subonjunto de k olunas independentes damatriz A para predizer um vetor de observações b, utilizando a ténia de mínimosquadrados.Gostaríamos de aproximar as (n − k) olunas que não foram seleionadas peloalgoritmo de fatoração QR om pivoteamento de olunas, dadas por AΠ2, em funçãode uma ombinação linear das olunas independentes de A, dadas pelas primeiras

k olunas da matriz AΠ, isto é, AΠ1. Desse modo, obteríamos uma matriz Akde posto k, pois estamos predizendo (n − k) olunas da matriz A em termos de kolunas independentes de A e portanto, reduziremos a dimensão (posto) da matriz
A. Como veremos no próximo apítulo, essa redução de posto está relaionada oma obtenção do modelo para geração de animações faiais.Podemos expressar esse problema om a minimização de

Ei = ||AΠ1xi − (AΠ2)i||22,52



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QRom i = 1, · · · , (n− k). Como ada Ei ≥ 0 e ada parela Ei possui norma mínima,logo n−k∑

i=1

Ei terá norma mínima. Isto é equivalente a minimização de
E =

n−k∑

i=1

||AΠ1xi − (AΠ2)i||22

= ||AΠ1x1 − (AΠ2)1||22 + · · · + ||AΠ1xn−k − (AΠ2)n−k||22,onde ada índie i representa ada uma das n − k olunas de AΠ2. Assim, pelade�nição de norma de Frobenius e por (1.5) teremos
E = ||AΠ1X − AΠ2||2F , (3.21)onde X ∈ R

k×(n−k).Observe que (3.21) é equivalente a minimização de
E = ||QT (AΠ1X − AΠ2)||2F ,visto que Q ∈ R

m×n é uma matriz ortogonal. Assim,
E = ||QT (AΠ1X − AΠ2)||2F

= ||QT AΠ1X − QT AΠ2||2F

=

∥∥∥∥Q
T QR11X − QT Q

(
R12

R22

)∥∥∥∥
2

Fpois, A[Π1 Π2] = Q

(
R11 R12

0 R22

)
. Então,

E =

∥∥∥∥Q
T QR11X − QT Q

(
R12

R22

)∥∥∥∥
2

F

=

∥∥∥∥R11X −
(

R12

R22

)∥∥∥∥
2

F

=

∥∥∥∥
(

R11X − R12

−R22

)∥∥∥∥
2

F

= ||R11X − R12||2F + ||R22||2F . (3.22)Portanto, para que (3.22) seja mínimo devemos ter
R11X = R12, (3.23)onde sua parte residual é dada por ||R22||F .53



Capítulo 3. Apliações da Fatoração QR3.5 DisussãoA fatoração QR é de fato é uma ferramenta e�iente. Através da fatoração QR, de-duzimos as equações normais, enontramos uma solução para o sistema de equaçõeslineares Ax = b, onde A ∈ R
n×n e para o problema de mínimos quadrados min

x∈Rn
||Ax−

b||2, om A ∈ R
m×n, onde A possui ou não posto ompleto. Em ambos os asos asolução é forneida om a resolução de um sistema triangular superior, que é fáilde resolver.Mostrou-se e�az na solução para o problema de seleção de subonjunto, for-neendo um subonjunto de olunas independentes de uma matriz A, através depivoteamento de olunas.Entretanto, é laro que existem outros métodos para enontrar soluções para osproblemas propostos nesse apítulo (ver [7℄), porém, para os propósitos do apítulo

4, a fatoração QR mostrou-se e�az, permitindo resolver os prinipais problemaspara se hegar em um modelo para geração de animações faiais.

54



Capítulo 4Apliação a Animação Faial
4.1 IntroduçãoNeste Capítulo, mostraremos omo a fatoração QR pode ser utlizada na obtenção deum modelo e produzir animações omputadorizadas da fala om um nível aeitávelde realismo. O algoritmo permite identi�ar um subonjunto de maradores faiaisindependentes. Esse subonjunto pode ser utilizado posteriormente, omo uma basepara predizer o movimento de pontos faiais arbitrários.Investigaremos as trajetórias reonstituídas pelo algoritmo, mostrando que o erromédio obtido é relativamente pequeno e geraremos omputaionalmente animaçõesfaiais. A maioria dos algoritmos que foram implementados nessa dissertação estãodisponíveis no Apêndie A. O software esolhido para os álulos foi o Matlab.4.2 DadosOs dados onsistem em registros da posição 3D de 57 maradores distribuídos nafae de um sujeito (Figura 4.1). Foram olhidos om uma frequênia de amostragemde 120 Hz, enquanto o sujeito pronuniava uma sequênia de 40 frases (ver Tabela4.6 no Apêndie B) em inglês [12, 13℄. As primeiras 30 frases foram usadas paraonstruir o modelo, e as 10 últimas para validar o modelo e gerar animações. Antesde pronuniar ada uma das 40 frases, o sujeito adotou uma posição de desanso(neutra), para que fosse obtido o desloamento (separado) de ada marador.55



Capítulo 4. Apliação a Animação Faial

Figura 4.1: Posição dos maradores faiais.4.3 Pré-proessamentoPrimeiramente, os desloamentos de ada marador foram alulados relativos àposição neutra iniial e foram armazenados em uma matriz Bm×n, onde m = 16106e n = 171. A matriz B possui 57 × 3 = 171 olunas, onde o fator 3 representa asoordenadas espaiais {x, y, z} de ada marador.Parte dos dados da matriz B foram reagrupados em uma nova matriz B̂ ∈ R
m̂×nom as 30 primeiras frases, onde m̂ = 11975 e n = 171 (ver Seção 4.5).Podemos representar a matriz B̂ omo segue

B̂ =




x1,1 y1,2 z1,3 x1,4 y1,5 z1,6 · · · x1,169 y1,170 z1,171... ... ... ... ... ... · · · ... ... ...
xm,1 ym,2 zm,3 xm,4 ym,5 zm,6 · · · xm,169 ym,170 zm,171


onde (x11 · · ·xm1)

T , (y12 · · · ym2)
T e (z13 · · · zm3)

T representam os desloamentos doprimeiro marador, (x14 · · ·xm4)
T , (y15 · · · ym5)

T e (z16 · · · zm6)
T para o segundo mar-ador e de forma análoga para o restante dos maradores.Como veremos na Seção 4.7, devemos aproximar o desloamento de ada mar-ador que não foi seleionado pelo algoritmo de fatoração QR omo uma ombinação56



Capítulo 4. Apliação a Animação Faiallinear de k maradores seleionados. Seja Ps o desloamento obtido por ombinaçãolinear desses k desloamentos. Então
Ps = a1sP1 + a2sP2 + · · · + aksPk, (4.1)

aks são esalares. Por simpliidade, para obtermos os desloamentos de ada mar-ador, vamos onatenar os desloamentos dos maradores em únio marador.Dessa forma teremos



xs

ys

zs


 = a1s




x1

y1

z1


 + a2s




x2

y2

z2


+ · · · + aks




xk

yk

zk


. (4.2)Portanto, os desloamentos de ada marador foram representados em um úniaoluna da matriz de dados omo segue

x =





x1r...
xmr

y =





y1j...
ymj

z =






z1l...
zml

,onde r = {1, 4, 7, · · · , (n − 2)}, j = {2, 5, 8, · · · , (n − 1)} e l = {3, 6, 9, · · · , n}.Assim, desloamentos dos maradores nas 30 primeiras frases foram onatena-dos e arranjadas em uma matriz de dados A ∈ R
M×N , onde N = n

3
é o número demaradores (57) e M = 3 × m. A fatoração QR om pivoteamento de olunas foiapliada a matriz A, usando o software Matlab.4.4 Posto Numério da Matriz de DadosLuero et al. no seu artigo [12℄ obteve o posto numério da matriz de dados omanálise baseada na deomposição QR om pivoteamento de olunas. Mostraremos57



Capítulo 4. Apliação a Animação Faialnesta Seção que a mesma análise pode ser feita om deomposição de valores singu-lares.Como visto no Capítulo 1, o posto numério de uma matriz pode ser aluladoanalisando os seus respetivos valores singulares. A Figura 4.2 mostra os elementosda diagonal da matriz Σ. O pequeno valor entre os elementos σ57,57 = 0.07 emrelação ao σ56,56 = 18.88 india posto 56 para matriz de dados A. De fato, peloTeorema 1.22 temos que A tem posto numério (δ, ǫ, r)2 se, e somente se,
σr ≥ δ > ǫ ≥ σr+1. (4.3)Em determinadas apliações (ver Capítulo 1), apareem matrizes ujos valores sin-gulares menores deveriam ser nulos, mas não o são devido erros de arredondamentos,et (ver [7℄). No que se refere aos dados, houve uma pequena margem de erro quehega a aproximadamente 0.5mm (ver [14℄). Desse modo, se esolhermos r = 56temos σr = σ56 = 18.88 e σr+1 = σ57 = 0.07. Portanto, δ = 1.0 satisfaz a De�nição1.20 e daí

18.88 ≥ 1.0 > 0.5 ≥ 0.07. (4.4)Portanto, podemos supor posto numério 56 e identi�ar a dimensão dos dados.
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Figura 4.2: Elementos da diagonal da Matriz Σ.A �gura 4.3 mostra os elementos da diagonal da matriz R, rkk, que medem aomponente ortogonal de ada oluna k relativo as primeiras k − 1 anteriores, e58



Capítulo 4. Apliação a Animação Faialapareem em ordem desresente para k = 1, · · · , 57. Observe que há uma seme-lhança entre os elementos da diagonal das matrizes R e Σ. Ambas as têm diagonalem ordem deresente e apresentando uma abertura entre os elementos r56,56 = 25.41e o r57,57 = 0.01 que pode ser usado para determinar o posto numério da matriz dedados, (ver [6℄).
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Figura 4.3: Elementos da diadonal da Matriz R.4.5 Alguns Resultados da Fatoração QREm seu artigo [12℄, Luero et al. observou que os dados estabilizavam para osprimeiros 10 valores de rkk, normalizados relativos a norma de R. Os valores estabi-lizam para um onjunto de aproximadamente 15 sentenças onluindo que qualqueronjunto de dados maior, é bastante seguro para onstruir um modelo, o que justi-�ou adoção de 30. Usaremos esta mesma metodologia aqui.A esolha da quantidade de sentenças pode ser justi�ada através de uma análisena Figura 4.4. Lá, os primeiros 12 valores de rkk estão normalizados relativos à normade R, em função da quantidade de amostras nos dados. Os valores estabilizam antesde atingir o total de amostras disponíveis (aproximadamente 15a frase, já que adafrase oupa aproximadamente em média 500 linhas da matriz de dados), o quejusti�a a adoção de 30 frases para onstruir o modelo. Dessa forma, sobram 10frases para testar e validar o modelo. 59



Capítulo 4. Apliação a Animação Faial
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Figura 4.4: Valores normalizados dos 12 primeiros elementos na diagonal de R em funçãoda quantidade de amostras nos dados.Na Figura 4.4, oorre estabilidade dos dados aproximadamente a partir da 15afrase. Porém, quando permutamos as linhas de A aleatoriamente (Figura 4.5) obser-vamos que a estabilidade é alançada mais rapidamente, ou seja, aproximadamenteentre a linha 1000 e 2000, o que nós dá aproximadamente 3 sentenças.
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Capítulo 4. Apliação a Animação Faialou não todos os detalhes dos movimentos manifestados na fae do indivíduo atravésdos maradores: Por exemplo, a fala, pisar dos olhos, sorriso, et. Isto é, nemsempre em determinadas frases, o indíviduo manifesta todas estas expressões faiais.Portanto, em alguns asos, há neessidade de mais de uma frase até que todas estasarateristias dos movimentos sejam inorporadas. Logo, quando dizemos que os
rkk estão se estabilizando, na verdade estamos dizendo que o onjunto de linhasque foram seleionadas para apliar a fatoração QR, é su�iente, no sentido de quetodos os movimentos da fae apturados pelos maradores estão agregadas nesseonjunto de sentença. Daí, um onjunto 30 sentenças é su�iente para que issoaonteça (Figura 4.4). Por outro lado, quando permutamos aleatoriamente as linhasda matriz de dados, temos um ruzamento de informações, isto é, expressões faiaisque antes eram manifestas em frases posteriores, por exemplo, agora se misturam.Assim, movimentos faiais que antes eram obtidos om um onjunto de 30 frasespor exemplo, não é mais neessário e portanto, a estabilidade oorre bem antes (verFigura 4.5) em omparação om a Figura 4.4.4.6 Esolha dos Maradores Prinipais e suas Res-petivas Regiões de In�uêniaEm [12℄ é apresentado uma Tabela om 10 olunas. Cada oluna possui 12 mar-adores seleionados pelo algoritmo. Um onjunto de dados de 30 sentenças foiusado em todas as tentativas. Na primeira tentativa, as primeiras 30 sentenças doonjunto foram usadas, e nas 9 tentativas restantes, as sentenças foram aleatoria-mente seleionadas. As olunas seleionadas tiveram uma pequena mudança a adanova tentativa.Neste trabalho, faremos um outro tipo de análise. A Tabela 4.1 mostra experi-mentos feitos om k linhas da matriz de dados, onde k varia de 1000 a 11975 linhasna matriz A. Cada oluna da tabela representa os maradores seleionados pelo al-goritmo na k-ésima linha. E omo já tínhamos observado na Figura 4.4, os dados seestabilizam a partir da 7a oluna, que orresponde a 15a sentença aproximadamente.A Tabela 4.2 mostra os maradores que o algoritmo seleionou om as linhaspermutadas aleatoriamente na matriz de dados A, onde k varia 1000 a 11975. Cadaoluna da tabela representa os maradores seleionados pelo algoritmo na k-ésima61



Capítulo 4. Apliação a Animação FaialOrdem Maradores Seleionados
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 40 48 48 40 40 40 40 40 40 40 40 40
2 34 34 34 34 34 34 02 34 34 34 34 34
3 51 51 51 38 38 38 38 38 38 38 38 38
4 20 20 20 2 2 2 2 2 2 2 2 2
5 36 02 03 36 36 20 20 20 36 36 36 36
6 32 07 36 20 20 36 08 36 36 36 36 36
7 11 36 39 49 49 08 36 36 20 08 08 20
8 56 39 11 07 07 49 49 49 49 49 49 49
9 12 57 06 52 52 11 13 13 13 13 13 13
10 44 11 44 13 13 52 52 12 12 52 52 52
11 39 32 32 23 54 12 12 54 54 54 54 54
12 16 47 47 57 23 54 54 52 47 56 47 47Amostras ×100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 119.75Tabela 4.1: Os 12 primeiros maradores seleionados pelo algoritmo om k linhas namatriz de dados.linha. Como observamos na Figura 4.5, os dados se estabilizam a partir da 2o olunaou aproximadamente 5a sentença.Ordem Maradores Seleionados

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
2 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34
3 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
5 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
6 20 08 06 06 06 06 06 20 20 06 06 06
7 49 20 20 20 20 20 20 06 06 20 20 20
8 06 49 49 49 49 49 49 49 49 49 49 49
9 11 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13
10 47 52 52 52 52 52 52 52 52 52 52 52
11 54 54 54 54 54 54 54 54 54 54 54 54
12 47 47 47 47 47 47 47 47 47 47 47 47Amostras ×100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 119.75Tabela 4.2: Os 12 primeiros maradores seleionados pelo Algoritmo om k linhas permu-tadas aleatoriamente.A partir do momento em que os dados omeçam a estabilizar, há pouas mu-danças entre as olunas seleionadas pelo algoritmo. Assim, usando os resultados62



Capítulo 4. Apliação a Animação Faialdas Tabelas 4.1 e 4.2 seleionamos um onjunto de 12 maradores. A tabela 4.3representa essa seleção. Ordem Marador
1 40
2 34
3 38
4 2
5 36
6 06
7 20
8 49
9 13
10 52
11 54
12 47Tabela 4.3: Os 12 primeiros maradores seleionados pelo algoritmo.Nos ítens a seguir, estão relaionados os 12 maradores que foram seleionadospelo algoritmo e suas respetivas regiões de in�uênia para ada um dos maradores.

• O primeiro marador seleionado é o 40, no entro do lábio inferior (Figura4.1), que tem o maior desloamento;
• Os próximos dois maradores são o 34 e o 38, em ambos antos dos lábios;
• O quarto marador é o 02, próximo da sobranelha direita;
• Na 5a posição aparee o marador 36 e situá-se no entro do lábio superior. Omarador 06 aparee em seguida e está situado aima do olho esquerdo.
• O marador 20 aparee na 7a posição e se enontra ao lado direito do nariz;
• O marador 49 aparee em seguida e enontra-se na parte inferior dos lábios,a esquerda;
• O marador 13 representa a aão de pisar do olho esquerdo;
• Na 10a posição aparee o marador 52 e este se enontra ao lado esquerdo dorosto; 63
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• O marador 54, na pálpebra esquerda, aparee na 11a posição, e enontra-sebem próximo do marador 52;
• Por último, aparee o marador 47 e enontra-se na parte inferior dos lábios,a direita.Os valores rkk assoiados aos 4 primeiros maradores são bem maiores em om-paração om os outros (ver Figura 4.2), o que sugere que seus movimentos determi-nam grande parte da inemátia faial geral.Após seleionar os maradores (olunas) prinipais, alulamos om o auxílio demínimos quadrados das olunas restantes resolvendo

R11X = R12, (4.5)omo na Seção 3.4 do Capítulo 3. Como um exemplo numério, usamos os resul-tados da a Tabela 4.3. Em [12℄, Luero et al. adotou uma base onstituída de 09maradores. Nesta dissertação, adotamos base de 12 maradores (ver Seção 4.9) queinlui até o marador 47. As Figuras 4.6 e 4.7 mostram os resultados desse ajuste.Lá, os oe�ientes apropriados omputados para os maradores seundários foramestendidos a outros pontos faiais por interpolação úbia.As regiões assoiadas a ada um dos maradores prinipais inluem as sub-regiõespositivas (vermelho) e negativas (azuis), onde o movimento está no mesmo sentidoe no oposto, respetivamente, ao movimento do marador prinipal. As regiõesapareem no mesmo número e posição similar em ambos os lados do rosto, emboratenham uma grande assimetria. A respeito das pálpebras, note que embora umdos dois maradores da pálpebra seja um marador prinipal, ambos têm os pesossimilares, indiando padrões quase iguais do movimento.O grá�os das Figuras 4.6 e 4.7 representam as linhas da matriz X obtidas pelaequação (4.5), interpoladas a toda a superfíie faial. Cada grá�o mostra a regiãoontrolada pelo marador i, que orresponde a linha i de X.Do mesmo modo, podemos fazer grá�os similares (Figuras 4.8 e 4.9), porémnesse aso, onsiderando a matriz R. Sabemos que a primeira linha de R ontém asprojeções de ada oluna da matriz A (om as olunas já permutadas) na direçãoda primeira oluna da matriz Q (que tem maior norma). A segunda linha de R64
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Figura 4.6: Regiões faiais ilustradas para os maradores 40, 34, 38, 02, 36 e 06.ontém as projeções de ada oluna de A em direção ortogonal à primeira oluna damatriz Q. Em geral, a k-ésima linha de R ontém as projeções de ada oluna de Aem direção ortogonal à k − 1 olunas da matriz Q. Então, grá�os das linhas de R65
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Figura 4.7: Regiões faiais ilustradas para maradores 20, 49, 13 e 52.mostram a projeção do desloamento de ada ponto faial nas direções ortogonaisde�nidas pela matriz Q. Isto é, os grá�os (regiões mais esuras) mostram quais ospadrões regionais de deformação faial nessas direções ortogonais.4.7 Geração de Animações FaiaisComo exemplo de animação faial, usaremos a frase 39 do onjunto de sentençasdisponível no Apêndie B (ver Tabela 4.6). As animações faiais de movimentos ar-bitrários podem ser produzidas, ontrolando o movimento dos maradores prinipaisom sinais apropriados.Seja P1 ∈ R
m×k a matriz om os desloamentos dos maradores prinipais rela-tivos à posição neutra iniial. Uma vez omputados todos os oe�ientes da matriz66
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Figura 4.8: Regiões de deformação faial nas direções ortogonais, linhas 1 a 6 de R.
X, alulamos o desloamento para os maradores seundários, resolvendo

P2 = P1X. (4.6)Calulados os desloamento para os maradores seundários, a posição iniial de67
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Figura 4.9: Regiões de deformação faial nas direções ortogonais, linhas 7 a 10 de R.todos os maradores é introduzida para obter sua posição no espaço (3D). Dessemodo, riamos um malha faial equiespaçada ontendo 2500 pontos faiais arbi-trários. Interalamos esses pontos faiais através da interpolação úbia, isto é, adaurva entre dois pontos adjaentes onsiste num polinómio de tereira ordem ujosoe�ientes foram obtidos resolvendo sistema de equaões lineares montadas a partirondições preestabeleidas.Finalmente, nós produzimos animações faiais para a sentença 39, em formatoAVI (ver Algoritmo L do Apêndie A). Outros exemplos de animações que usamesta ténia podem ser visualizadas em http://vargas.mat.unb.br/. A Figura4.10 mostra o quadro iniial das animações geradas usando esse método.Em geral, as animações são visualmente realistas, sem nenhuma distorção per-eptível nos padrões de movimento. 68
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Figura 4.10: Quadro iniial das animações.4.8 Análise de Erros nas Trajetórias ComputadasComo já omentado, deixamos 10 frases para testar e validar o modelo e omoexemplo numério, esolhemos a frase 39 do onjunto de sentenças.Calulada a matriz P2 que ontém os desloamentos para os maradores se-undários, omo em (4.6), podemos medir o erro, omparando os desloamentosdos maradores seundários que foram reonstituídos pelo algoritmo, om os deslo-amentos originais dos maradores. Para alular o erro, adotamos o Erro MédioQuadrátio dado pela seguinte fórmula
E =

√√√√ 1

N

N∑

i=1

(xi − xi)2 + (yi − yi)
2 + (zi − zi)2, (4.7)onde xi, yi, zi são omponentes dos desloamentos dos maradores originais, xi, yi e

zi omponentes dos desloamentos obtidos através da reonstituição dos maradorespelo algoritmo.A Figura 4.11 mostra a omparação entre a trajetória real (linha em traços) e anova trajetória que foi reonstituída pelo algoritmo (linha heia), no presente aso,para o marador 28. Observe que o marador 28 enontra-se na parte inferior dorosto (ver Figura 4.1), uma região onde há muito desloamento, ainda assim, hágrande semelhança entre as trajetórias originais e as reonstituídas pelo algoritmo,mostrando que a fatoração QR é de fato um bom algoritmo para reonstrução dastrajetórias. 69
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Figura 4.11: Exemplo de trajetória real (linha de traços) e reonstruída pelo algoritmo(linha heia), para o marador 28.A Tabela 4.4 ontém os erros obtidos através da reonstituíção dos desloamentosdos maradores pelo algoritmo. Em relação a Tabela 4.4 destaamos:1. O erro alulado para o 11o marador é quase nulo, na ordem de 1.07×10−5mm.Se analisarmos a Figura 4.1 veremos que o 11o marador é simétrio ao 13omarador, que é um marador seleionado pelo algoritmo, portanto ambospossuem pesos similares, e omo o 13o possui erro nulo, isso justi�a o erro do
11o marador ser tão pequeno;2. Além do marador 11 que é simétrio ao marador 13, o menor erro é justa-mente para o marador 10, aproximadamente 0.30mm e de fato já era esperado,pois esse marador enontra-se justamente na parte superior na sombraelhadireita, loal onde há pouo desloamento dos maradores;70



Capítulo 4. Apliação a Animação FaialMaradores Erro Maradores Erro Maradores Erro
01 0.80 20 0.00 39 1.05
02 0.00 21 0.76 40 0.00
03 0.40 22 0.66 41 0.68
04 0.50 23 0.93 42 0.93
05 0.66 24 0.61 43 0.74
06 0.00 25 0.49 44 0.82
07 0.70 26 0.38 45 0.58
08 0.55 27 0.56 46 0.65
09 0.49 28 0.35 47 0.00
10 0.30 29 0.70 48 0.84
11 1.07 × 10−5 30 0.75 49 0.00
12 0.94 31 0.97 50 0.61
13 0.00 32 0.95 51 0.72
14 0.88 33 0.54 52 0.00
15 0.44 34 0.00 53 0.51
16 0.63 35 0.61 54 0.00
17 0.65 36 0.00 55 0.80
18 0.67 37 0.78 56 0.70
19 0.39 38 0.00 57 0.84Tabela 4.4: Erro obtido para as trajetórias dos maradores que foram reonstituídas atravésalgoritmo para a sentença 39.3. O erro alulado para os 12 maradores primários (maradores seleionadospelo algoritmo de fatoração QR om pivoteamento de olunas) é nulo, umavez que xi = xi, yi = yi e zi = zi;4. De todos os erros alulados, os maradores 39, 42, 48 e 57 são os que possuemos maiores erros e hegam a 1.05mm para o marador 39, 0.93mm para omarador 42, 0.84mm para o marador 48 e 57. Se observarmos que essesmaradores (ver �gura 4.1) se enontram na parte inferior do rosto, que é aregião onde se têm os maiores desloamento de maradores, era natural quetivéssemos nessa região os maiores erros.A Tabela 4.5 mostra o erro médio para ada uma das sentenças usadas paravalidar o modelo. As sentenças 39 e 31, 37 são justamente as que apresentam omenor e o maior erro médio respetivamente. Comparado om o erro de preisãodos dados, era de 0.5mm (ver [14℄), o erro para as trajetórias reonstruídas para os71



Capítulo 4. Apliação a Animação Faialmaradores faiais é pequeno, já que em média, o erro é de 0.64mm (ver AlgoritmoI do Apêndie A). Sentenças Amostras Erro Médio
31 468 1.10
32 323 0.84
33 424 1.06
34 416 0.93
35 474 1.08
36 454 0.68
37 315 0.71
38 308 0.97
39 589 0.64
40 364 1.01Tabela 4.5: Erro médio para trajetórias reonstituídas pelo algoritmo para as sentenças

31 a 40.Em [12℄, Luero et al. obteve seu modelo adotando uma base de 09 maradores.Neste apítulo, alulamos os erros, reonstruímos as trajetórias, obtivemos anima-ções faiais através de uma base onstituída de 12 maradores om erro médio de
0.90mm e omo já era esperado, menor que o erro médio que Luero, de 1.05mm,pois em seu artigo, a base adotada ontém 03 maradores a menos.4.9 Análise para Seleção de MaradoresEsta Seção objetiva justi�ar a esolha dos 12 maradores na Seção 4.6 para análisede erros, trajetórias e geração de animações faiais através de uma frase prede�nidado onjunto de sentenças, omo nas Seções 4.7 e 4.8.Sabemos que as primeiras k olunas da matriz AΠ forneem uma solução parao problema de seleção de subonjunto (ver Capítulo 3). No nosso aso, as olunasdesta matriz são representadas por desloamentos de 57 maradores.O modelo (matriz X) é obtido a partir da seleção de k maradores na matriz dedesloamentos, resolvendo R11X = R12 (ver Capítulo 3). Em seguida, onseguimosos maradores seundários resolvendo P1X = P2 (ver Seção 4.7). Para ada on-junto de k maradores seleionados temos uma matriz X (modelo) e uma matriz P272



Capítulo 4. Apliação a Animação Faial(desloamentos seundários). Fazendo k variar de 1 a 57 (número de maradores) eesolhendo uma frase prede�nida do onjunto de sentenças, logramos para ada sub-onjunto de k maradores um erro médio. Sabemos a priori que o erro de preisãodos dados é de 0.5mm (ver [14℄), então qualquer subonjunto de k maradores emque o erro médio é aproximadamente do mesmo valor é apropriado para onstruir omodelo. As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14, representam os grá�os para as frases 31 a 40do onjunto de sentenças (a esquerda, frases ímpares e a direita as pares).
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Figura 4.12: Erro médio para um onjunto de k maradores seleionados, frases 31 e 32.A linha heia (na horizontal) representa o erro de preisão dos dados.Nas Figuras 4.12, 4.13 e 4.14, a linha horizontal representa aproximadamente oerro de preisão dos dados e observamos que as frases 31 e 35, são as que possuemos maiores subonjuntos de maradores neessários, aproximadamente 40, para seobter um erro médio próximo de 0.5mm. Por outro lado, as frases 36 e 39, possuemos menores subonjunto de maradores, em torno de 20, para onseguir erro médiosimilar.Através de uma análise das Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 onluimos que o erro médiodiminui quando se aumenta o número de maradores e pelo observado aima, umaquantidade razoável para se onstruir o modelo deveria ser de pelo menos 40. Poroutro lado, não é interessante uma base muito numerosa, já que propomos desdeo iníio deste trabalho um modelo em termos de `pouos' maradores faiais. Naverdade, não há proedimento que estime a priori o número de maradores a seremesolhidos. Porém ertamente, podemos a�rmar que a base om 12 maradoresmostrou bons resultados, om erro médio relativamente pequeno e uma boa ani-73
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Figura 4.13: Erro médio para um onjunto de k maradores seleionados, frases 33 a 36.A linha heia (na horizontal) representa o erro de preisão dos dados.mação faial sem distorções pereptíveis.Os algoritmos utilizados para fazer as Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 estão disponíveisem http://vargas.mat.unb.br/.
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Figura 4.14: Erro médio para um onjunto de k maradores seleionados, para as frases
37 a 40. A linha heia (na horizontal) representa o erro de preisão dos dados.
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Conlusões
Neste trabalho, estudamos a fatoração QR e suas apliações. Através desta deom-posição, enontramos uma solução para o sistema de equações lineares Ax = b, onde
A ∈ R

n×n e para o problema de mínimos quadrados min
x∈Rn

||Ax− b||2, om A ∈ R
m×ne m > n, tal que A possui ou não posto ompleto. Em ambos os asos a soluçãoé forneida om a resolução de um sistema triangular superior. Tais sistemas sãoresolvidos por substituições retroativas, através de equações da forma

xi =

bi −
n∑

j=i+1

rijxj

riipara todo i = 1, · · · , n.A fatoração QR om pivoteamento de olunas mostrou-se e�az, forneendo umasolução para o problema de seleção de subonjunto, extraindo um subonjunto deolunas linermente independentes de uma matriz A.Entretanto, é laro que existem outros métodos para enontrar soluções paraos problemas propostos nesta dissertação (ver [7℄), porém, para os propósitos destetrabalho, fatoração QR mostrou bons resultados, permitindo resolver os prinipaisproblemas para se hegar em um modelo para geração de animações faiais.Tal proedimento mostrou-se e�iente, pois permitiu identi�ar um subonjuntobase de maradores faiais independentes, posteriormente utilizados para prognos-tiar o movimento de pontos faiais arbitrários.Através da Figura 4.11 podemos observar que as trajetórias reonstituídas peloalgoritmo estão bem próximas das originais, mostrando a e�ássia da fatoração QRna reonstrução das trajetórias dos maradores. As animações omputadorizadasproduzidas através da fatoração QR om pivoteamento de olunas não possuemnenhuma distorção pereptível nos padrões movimento faiais.76



ConlusõesEm [12℄, Luero et al. obteve seu modelo adotando uma base de 09 maradores eum erro de aproximadamente 1.05mm. Neste trabalho, reonstruímos as trajetórias,obtivemos animações faiais através de uma base onstituída de 12 maradores omerro médio de 0.90mm e omo já era esperado, houve uma diminuição do erro.Salientamos que os maradores faiais seleionados são utilizados na obtenção deum modelo linear individualizado da inemátia faial, pois ada indivíduo possuisuas próprias propriedades da pele, teidos, peso ou estruturas musulares diferentes.Possivelmente, alguns aspetos desta ténia requerem algumas melhorias. Porexemplo, um melhor ritério para determinar uma dimensão apropriada na seleçãodos maradores utilizados para onstruir o modelo poderiam inferir melhores resul-tados. Por exemplo, na geração de animações faiais. Mas estas e outras questõesa�ns, deixamos omo assunto para futuros trabalhos de pesquisas.
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Apêndie A
Estão relaionados abaixo o ódigo fonte dos programas implementados em Matlabpara gerar os grá�os e tabelas que apareem no texto. Alguns programas, Algorit-mos J, K e L foram adaptados de [12℄ e os outros foram elaborados neste trabalho.Algoritmo ACódigo fonte para gerar a Figura 4.4.___________________________________________________________________lear allload MatrizMARCADORES = 57;[k,l℄ = size(trM5); = 2;l = 0;n = 12;m = 0;while (k >= 57) & ( > 1)for j = 1:kif mod(j,100) == 0D = trM5(1:j,:);C = reshape(D,3*j,MARCADORES); = 0;[q,r,e℄ = qr(C,0); 81



Apêndie Aa = norm(r,'fro');for i = 1:nl = l + 1;R(l) = r(i,i);b(l) = R(l)/a;endendendfor i = 1:(l/n)for j = 1:nm = m + 1;M(i,j) = b(m);endendplot(abs(M),'-o','MarkerSize',4,'MarkerFaeColor','blak');xlabel('Amostras \times 100')ylabel('r_{kk}/||R||_F')endif (k < 57)display('k tem que ser maior ou igual a 57')end
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Apêndie AAlgoritmo BCódigo fonte para gerar a Figura 4.5._____________________________________________________________________lear allload MatrizHexa[M,N℄ = size(A);P = randperm(M);C = A(P,:);k = 16106; = 2;l = 0;n = 10;m = 0;while (k >= 57) & ( > 1)for j = 1:kif mod(j,100) == 0H = C(1:j,:);W = reshape(H,6*j,N/6); = 0;[q,r,e℄ = qr(W,0);a = norm(r,'fro');for i = 1:nl = l + 1;R(l) = r(i,i);b(l) = R(l)/a;endendendfor i = 1:(l/10)for j = 1:10 83



Apêndie Am = m + 1;D(i,j) = b(m);endendplot(abs(D),'-o','MarkerSize',4,'MarkerFaeColor','blak');xlabel('Amostras \times 100')ylabel('R_{kk}/||R||_F')endif (k < 57)display('n tem que ser maior ou igual a 57')end
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Apêndie AAlgoritmo CCódigo fonte para gerar a Figura 4.2._____________________________________________________________________lear allload DataW[m,n℄= size(trM);N = n/3;trM3 = reshape(trM,3*m,N);[U,T,V℄ = svd(trM3,0);for i = 1:57R(i) = T(i,i);k(i) = i;endplot(k,R,'-ro','MarkerSize',5,'MarkerFaeColor','blak');xlabel('k')ylabel('\Sigma_{kk}')
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Apêndie AAlgoritmo DCódigo fonte para gerar a Figura 4.3._____________________________________________________________________lear allload DataW[m,n℄= size(trM);N = n/3;trM3 = reshape(trM,3*m,N);[q,r,e℄ = qr(trM3,0);SIGMA = diag(r);SIGMA = SIGMA';for i = 1:57if SIGMA(i) < 0M(i,i) = - 1;elseM(i,i) = 1;endendD = M*r;for i = 1:57R(i) = D(i,i);k(i) = i;endplot(k,R,'-ro','MarkerSize',5,'MarkerFaeColor','blak');xlabel('k')ylabel('r_{kk}')
86



Apêndie AAlgoritmo ECódigo fonte para gerar as Tabela 4.1._____________________________________________________________________lear allload DataW[m,n℄ = size(trM);j = 0;for i = 1:12j = j + 1000;if j < 11975D = trM(1:j,:);C = reshape(D,3*j,57);[q,r,e℄ = qr(C,0);M(:,i) = e(1:12);elsej = j - 25;D = trM(1:j,:);C = reshape(D,3*j,57);[q,r,e℄ = qr(C,0);M(:,i) = e(1:12);endend
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Apêndie AAlgoritmo FCódigo fonte para gerar a Tabela 4.2._____________________________________________________________________lear allload DataW[m,n℄ = size(trM);P = randperm(m);E = trM(P,:);j = 0;for i = 1:12j = j + 1000;if j < 11975D = E(1:j,:);C = reshape(D,3*j,57);[q,r,e℄ = qr(C,0);M(:,i) = e(1:12);elsej = j - 25;D = E(1:j,:);C = reshape(D,3*j,57);[q,r,e℄ = qr(C,0);M(:,i) = e(1:12);endend
88



Apêndie AAlgoritmo GCódigo fonte para gerar a Tabela 4.3._____________________________________________________________________lear allload DataW[m,n℄ = size(trM);C = reshape(B,3*m,57);[q,r,e℄ = qr(C,0);M = e(1:12);
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Apêndie AAlgoritmo HCódigo fonte para gerar a Figura 4.11.___________________________________________________________________lear allload DataWload Resultadosload PosiaoIC = 11;[m,n℄ = size(snt_39);N = n/3;%Cálulo do Desloamentofor i = 1:mfor j = 1:nD(i,j) = snt_39(i,j) - Pos9(1,j);endend[m,n℄ = size(D);%Matriz Desloamento dos Maradores PrinipaisP3 = reshape(D,3*m,N);for j = 1:ICP1(:,j) = P3(:,e(j));end% Desloamento dos Maradores SeundáriosP2 = P1*AA2;for i = 1:mfor j = 1:Nx1(i,j) = P3(i,j);y1(i,j) = P3(m + i,j);z1(i,j) = P3(2*m + i,j); 90



Apêndie Ax2(i,j) = P2(i,j);y2(i,j) = P2(m + i,j);z2(i,j) = P2(2*m + i,j);endend%Comparação dos Maradores Originais om seundáriosfor i = 28:28X = [x1(:,i),x2(:,i)℄;Y = [y1(:,i),y2(:,i)℄;Z = [z1(:,i),z2(:,i)℄;plot(X(:,1),'k--');hold onplot(X(:,2),'k-');xlabel('Amostras','FontSize',12);ylabel('x (mm)','FontSize',12);%legend('Marador primário x_i', 'Marador seundário x_i');pausehold offlear Xlfplot(Y(:,1),'K--');hold onplot(Y(:,2),'K-');xlabel('Amostras','FontSize',12);ylabel('y (mm)','FontSize',12);%legend('Marador primário y_i','Marador seundário y_i');pausehold offlear Ylfplot(Z(:,1),'k--');hold onplot(Z(:,2),'k-');xlabel('Amostras','FontSize',12);91



Apêndie Aylabel('z (mm)','FontSize',12);%legend('Marador primário z_i','Marador seundário z_i');pausehold offlear Zlfend
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Apêndie AAlgoritmo ICódigo fonte para gerar as Tabelas 4.4 e 4.5._____________________________________________________________________lear allload DataWload Resultadosload PosiaoIC = 10;[m,n℄ = size(snt_39);N = n/3;T = m*3;k = T*N;M = 0;S = 0;%Cálulo do Desloamentofor i = 1:mfor j = 1:nD(i,j) = snt_39(i,j) - Pos9(1,j);endend%Matriz Desloamento dos Maradores PrinipaisP3 = reshape(D,3*m,N);for j = 1:ICP1(:,j) = P3(:,e(j));end% Desloamento dos Maradores SeundáriosP2 = P1*AA2;%Erro de ada Marador Primário e Seundário Respetivamentefor j = 1:Nfor i = 1:m 93



Apêndie AM = M + (P3(i,j) - P2(i,j)).^2 + (P3(m + i,j) -P2(m + i,j)).^2 + (P3(2*m + i,j) - P2(2*m + i,j)).^2 ;enderro(j) = sqrt((1/m)*M);M = 0;l(j) = j;enderro_medio = sum(erro)/46;
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Apêndie AAlgoritmo JCódigo fonte para gerar a Figuras 4.6 e 4.7._____________________________________________________________________funtion QRanalysis(dfile)if nargin<1[filename, pathname℄ = uigetfile( ...{ '*.mat','MAT files (*.mat)'; ...'*.*', 'All Files (*.*)'}, ...'Selet data file', ...'MultiSelet', 'off');dfile=fullfile(pathname,filename);endload(dfile);load DataW[m,n℄ = size(trM);IC = 10;N = n/3;C = reshape(trM,3*m,N);% QR[q,r,e℄ = qr(C,0);% Solve least squaresAA = [eye(IC),r(1:IC,1:IC)\r(1:IC,IC+1:N)℄;% Put olumns bak into original positions[a,b℄ = sort(e);AA2 = AA(:,b);% Plot faial regionsload mapolormap(map);LGRID = 100;% Grid dimension 95



Apêndie Afor i = 1:N;x(i) = mPos(1,1+(i-1)*3);y(i) = mPos(1,2+(i-1)*3);z(i) = mPos(1,3+(i-1)*3);endxlin = linspae(min(x),max(x),LGRID);ylin = linspae(min(y),max(y),LGRID);[X,Y℄ = meshgrid(xlin,ylin);Z = griddata(x,y,z,X,Y,'ubi');ZPos(1,:) = reshape(X,1,LGRID*LGRID);ZPos(2,:) = reshape(Y,1,LGRID*LGRID);ZPos(3,:) = reshape(Z,1,LGRID*LGRID);ZPos = reshape(ZPos,1,3*LGRID*LGRID);for iC = 1:ICw = AA2(iC,:);W = griddata(x,y,w,X,Y,'ubi');%ZW(iC,:) = reshape(W,1,LGRID*LGRID);C = W + ones(size(W));surf(X,Y,W,C,'FaeColor','interp','EdgeColor','none')axis([0 2℄);daspet([5 5 1℄)view(0,90)axis tightaxis equalxlabel('X (mm)','FontSize',12);ylabel('Y (mm)','FontSize',12);title(['Região n^{o}:',int2str(iC),'-Marador',int2str(e(iC))℄)hold onplot3(x,y,z,'ro','MarkerSize',4,'MarkerFaeColor','blak');pausehold off%print('-deps',int2str(iC));end% Save results 96



Apêndie A[filename2, pathname2℄ = uiputfile( ...{'*.mat','MAT-files (*.mat)'; ...'*.*', 'All Files (*.*)'}, ...'Save as', 'Resultados.mat');save(fullfile(pathname2,filename2),'e','AA2','IC','mPos');
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Apêndie AAlgoritmo KCódigo fonte para gerar as Figuras 4.8 e 4.9._____________________________________________________________________lear allload DataW% Reshape trajetory matrix[m,n℄ = size(trM);trM3 = reshape(trM,3*m,n/6);%QR[q,r,e℄ = qr(trM3,0);% Plot faial regionsload mapolormap(map);b = max(abs(r(:,1)));RR = r/b;[a,b℄ = sort(e);RR2 = RR(:,b);LGRID = 100;% Grid dimensionfor i = 1:n/6;x(i) = mPos(1,1+(i-1)*3);y(i) = mPos(1,2+(i-1)*3);z(i) = mPos(1,3+(i-1)*3);endxlin = linspae(min(x),max(x),LGRID);ylin = linspae(min(y),max(y),LGRID);[X,Y℄ = meshgrid(xlin,ylin);Z = griddata(x,y,z,X,Y,'ubi');ZPos(1,:) = reshape(X,1,LGRID*LGRID);ZPos(2,:) = reshape(Y,1,LGRID*LGRID);98



Apêndie AZPos(3,:) = reshape(Z,1,LGRID*LGRID);ZPos = reshape(ZPos,1,3*LGRID*LGRID);for i = 1:n/6w = RR2(i,:);W = griddata(x,y,w,X,Y,'ubi');C = W + ones(size(W));surf(X,Y,W,C,'FaeColor','interp','EdgeColor','none')axis([0 2℄);daspet([5 5 1℄);view(0,90)axis tightxlabel('x (mm)','FontSize',12);ylabel('y (mm)','FontSize',12);title(['Região n^{o}:',int2str(i),' - Linha ',int2str(i)℄)hold onplot3(x,y,z,'ko','MarkerSize',4,'MarkerFaeColor','blak');pausehold off%print('-deps',int2str(i));end
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Apêndie AAlgoritmo LCódigo fonte para gerar animações faiais utilizadas na seção 4.7._____________________________________________________________________lear allNMARKERS = 57;IC = 10;load Resultadosload DataWiFile = 39;snt_iFile = eval(['snt_',int2str(iFile)℄);sentti = CID_31to40{iFile-30};LGRID = 30;m = [0.9 0.9 0.7℄;for i = 1:NMARKERS;x(i) = mPos(1,1+(i-1)*3);y(i) = mPos(1,2+(i-1)*3);z(i) = mPos(1,3+(i-1)*3);endxlin = linspae(min(x),max(x),LGRID);ylin = linspae(min(y),max(y),LGRID);[X,Y℄ = meshgrid(xlin,ylin);Z = griddata(x,y,z,X,Y,'ubi');ZPos(1,:) = reshape(X,1,LGRID*LGRID);ZPos(2,:) = reshape(Y,1,LGRID*LGRID);ZPos(3,:) = reshape(Z,1,LGRID*LGRID);ZPos=reshape(ZPos,1,3*LGRID*LGRID);for iC = 1:ICw = AA2(iC,:);W = griddata(x,y,w,X,Y,'ubi');ZW(iC,:) = reshape(W,1,LGRID*LGRID);100



Apêndie AendnS = length(snt_iFile);trM = snt_iFile-ones(nS,1)*mPos;trM = round(10*trM)/10;% Reshape trajetory matrix[m,n℄ = size(trM);trM3 = reshape(trM,3*m,NMARKERS);bb1 = trM3(:,e(1:IC))*ZW;bb1 = reshape(bb1,m,3*LGRID*LGRID);pos2 = reshape(snt_iFile,3*m,NMARKERS);position2 = pos2(:,e(1:IC));position2 = reshape(position2,m,3*IC);lear pos2 trM trM3 Data AA2 X Y Z x y z w Wlfolordef blak;h1 = figure(1);pf = get(h1,'Position');pf = [10 200 480 332℄;set(h1,'Position',pf);a1=axes;aviobj = avifile(['QR_',int2str(iFile),'_',int2str(IC),'_huge.avi'℄,'FPS',120,'COMPRESSION','none');[m,n℄ = size(bb1);position = bb1+ones(m,1)*ZPos;lear bb1initF=1;for iT = initF:mdisp(['Now proessing frame ',int2str(iT),'/',int2str(m)℄);for iM = 1:n/3x0(iM) = position(iT,1+(iM-1)*3);y0(iM) = position(iT,2+(iM-1)*3);z0(iM) = position(iT,3+(iM-1)*3);endzz0=reshape(z0,30,30); 101



Apêndie Afor iM = 1:ICx2(iM) = position2(iT,1+(iM-1)*3);y2(iM) = position2(iT,2+(iM-1)*3);z2(iM) = position2(iT,3+(iM-1)*3);endif iT == initFp1 = subplot(1,2,1);set(p1,'FontSize',10,'LineWidth',1);p11 = plot(x0,y0,'o','MarkerSize',1,...'Color',m,'MarkerFaeColor',m);hold on;p11b=plot(x2,y2,'o','MarkerSize',4,...'Color','red','MarkerFaeColor','red');hold off;axis equalxlabel('X (mm)','FontSize',10);ylabel('Y (mm)','FontSize',10);axis([-80 90 -190 -20℄);set(p1,'Position', [0.124 -0.007 0.427 0.975℄);set(p1,'NextPlot','add','DrawMode','fast')p2 = subplot(1,2,2);set(p2,'FontSize',10,'LineWidth',1);p12 = plot(z0,y0,'o','MarkerSize',1,...'Color',m,'MarkerFaeColor',m);hold on; p12b=plot(z2,y2,'o','MarkerSize',4,...'Color','red','MarkerFaeColor','red');hold off;axis equalxlabel('Z (mm)','FontSize',10);axis([-80 60 -190 -20℄);set(p2,'YTikLabel',[℄);set(p2,'Position',[0.604 0.068 0.352 0.826℄);set(p2,'NextPlot','add','DrawMode','fast');t1=title(sentti);set(t1,'Position',[-124.194 -2.097 1101.181℄,'FontSize',10);elseset(p11,'XData',x0,'yData',y0);102



Apêndie Aset(p12,'XData',z0,'yData',y0);set(p11b,'XData',x2,'yData',y2);set(p12b,'XData',z2,'yData',y2);enddrawnowaviobj = addframe(aviobj,h1);endlear x0 y0 z0aviobj = lose(aviobj);lose(h1);
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Apêndie B
Tabela ontendo o onjunto de 40 frases no inglês usadas para onstruir o modelo.
01 �It's time to go.�
02 �If you don't want these old magazines, throw them out.�
03 �Do you want to wash up?�
04 �It's a real dark night so wath your driving.�
05 �I'll arry the pakage for you.�
06 �Did you forget to shut o� the water?�
07 �Fishing in a mountain stream is my idea of a good time.�
08 �Fathers spend more time with their hildren than they used to.�
09 �Be areful not to break your glasses!�
10 �I'm sorry.�
11 �You an ath the bus aross the street.�
12 �Call her on the phone and tell her the news.�
13 �I'll ath up with you later.�
14 �I'll think it over.�
15 �I don't want to go to the movies tonight.�
16 �If your tooth hurts that muh you ought to see a dentist.�
17 �Put that ookie bak in the box!�
18 �Stop fooling around! �
19 �Time's up.�
20 � How do you spell your name?�
21 �Musi always heers me up.�
22 �My brother's in town for a short while on business.�
23 �We live a few miles from the main road.�
24 �This suit needs to go to the leaners.�
25 �They ate enough green apples to make them sik for a week.�
26 �Where have you been all this time?�
27 �Have you been working hard lately? �
28 � There's not enough room in the kithen for a new table.�
29 �Where is he?� 104



Apêndie B
30 �Look out!�
31 �I'll see you right after lunh.�
32 �See you later.�
33 �White shoes are awful to keep lean.�
34 �Stand there and don't move until I tell you!�
35 �There's a big piee of ake left over from dinner.�
36 �Wait for me at the orner in front of the drugstore.�
37 �It's no trouble at all.�
38 �Hurry up!�
39 �The morning paper didn't say anything about rain this afternoon or tonight.�
40 �The phone all's for you.�Tabela 4.6: Conjunto de 40 sentenças em inglês: As 30 primeiras frases foram usadaspara onstruir o modelo e as 10 últimas para realizar testes e validar o modelo.
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Anexos
Enontram-se abaixo as demonstrações dos Teoremas 2.6, 2.7, 2.9, 2.10 e 2.13 queapareem no Capítulo 2.Teorema 2.6_____________________________________________________________________Teorema 2.6 Seja P ∈ R

m×n uma re�exão de Householder. Então1. P é simétria;2. P é ortogonal;3. ||Px||2 = ||x||2;4. ||PA||2 = ||A||2;5. P 2 = I.onde A ∈ R
m×n.Demonstração de 1.:

P T = (I − 2
vvT

vT v
)T

= IT − (2
vvT

vT v
)T

= I − 2
vvT

vT v
= P106



AnexosPortanto, P é simétria.
�Demonstração de 2.:Pelo ítem 1. temos que P é simétria, então P = P T , assim

PP T = P T P

= (I − 2
vvT

vTv
)2

= I − 4
vvT

vTv
+ 4

v(vTv)vT

(vTv)(vT v)Como ||v||2 = vT v, então
I − 4

vvT

vTv
+ 4

v(vTv)vT

(vT v)(vTv)
= I − 4

vvT

vT v
+ 4

v(||v||22)vT

||v||42
= I − 4

vvT

vT v
+ 4

vvT

||v||22
= I − 4

vvT

vT v
+ 4

vvT

vTv
= I.Portanto, P é ortogonal.

�Demonstração de 3.:Usando 1. e 2. temos,
||Px||22 = ||P Tx||22

= (P Tx)T (P T x)

= (xT P )(P Tx)

= xT x

= ||x||22portanto, ||Px||2 = ||x||2.
�107



AnexosDemonstração de 4.:Segue imediatamente do Teorema 1.10.
�Demonstração de 5.:Como P = P T e multipliando por P em ambos os membros, teremos:

P 2 = P TP

= I

�
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AnexosTeorema 2.7_____________________________________________________________________Teorema 2.7 Dado um vetor não-nulo x = (x1, x2, · · · , xn)T , podemos enontrarum vetor v = (v1, v2, · · · , vn)T de maneira que Px é múltiplo de e1 onde a matrizde householder P é de�nida pelo vetor v = x ± ||x||2e1 e Px = ±||x||2e1.Demonstração:Notemos que:
Px =

(
I − 2

vvT

vT v

)
x

= x − 2
vvTx

vT vonde Px ∈ 〈e1〉. Este último implia que v ∈ 〈x, e1〉, om isso, v pode ser esritoomo v = x + αe1. Assim,
vTx = (x + αe1)

T x

= xT x + αβe
vT v = (x + αe1)

T (x + αe1)

= xT x + 2αβ + α2.Portanto
Px = x − 2

xT x + αβ

xT x + 2αβ + α2
(x + αe1)

= x − 2
xT x + αβ

xT x + 2αβ + α2
x − 2

xT x + αβ

xT x + 2αβ + α2
αe1

=

(
1 − 2

xT x + αβ

xT x + 2αβ + α2

)
x −

(
2

xT x + αβ

xT x + 2αβ + α2

)
αe1. (4.8)Como Px ∈ 〈e1〉, seque que o omponente em x deve ser nulo, logo

(
1 − 2 xT x+αβ

xT x+2αβ+α2

)
= 0,109



Anexosmas isso só se veri�a se, e somente se,
xT x + 2αβ + α2 − 2xT x − 2αβ = 0e daí, ⇒ α = ±||x||2 e portanto,

v = x ∓ ||x||2e1. (4.9)Sem perda de generalidade, podemos tomar α = ||x||2 e substituindo em (4.8)obtemos:
Px = −

(
2

xT x + ||x||2β
xT x + 2||x||2β + ||x||22

)
||x||2e1

= −
(

2
(||x||2)2 + ||x||2β

||x||22 + 2||x||2β + ||x||22

)
||x||2e1

= −
(

2
||x||22 + ||x||2β

2||x||22 + 2||x||2β

)
||x||2e1

= −
(

2
||x||22 + ||x||2β

2(||x||22 + ||x||2β)

)
||x||2e1

= −||x||2e1. (4.10)Analogamente, se α = −||x||2 então, Px = ||x||2e1.
�

110



AnexosTeorema 2.9_____________________________________________________________________Teorema 2.9 Seja A ∈ R
m×n e sua respetiva fatoração QR. Suponha posto(A) =

n e onsidere as seguintes partições A = [a1, a2, · · · , an] e Q = [q1, q2, · · · , qm], ondeada ai e qj são as respetivas olunas de A e Q, 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m. Então
〈a1, a2, · · · , an〉 = 〈q1, q2, · · · , qn〉 , k = 1, · · · , n. (4.11)Demonstração:Comparando a k-ésima oluna de A = QR, onluímos que

ak =
k∑

i=1

rikqi ∈ 〈q1, · · · , qn〉 . (4.12)Assim, 〈a1, · · · , an〉 ⊆ 〈q1, · · · , qk〉. Como posto(A) = n segue que a matriz R é nãosingular, portanto possui inversa, logo AR−1 = Q e daí,
qk =

k∑

i=1

rikak, k = 1, · · · , n, (4.13)logo, 〈a1, · · · , an〉 ⊇ 〈q1, · · · , qk〉. Daí, 〈a1, a2, · · · , an〉 = 〈q1, q2, · · · , qn〉 onde k =

1, · · · , n.

�
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AnexosTeorema 2.10_____________________________________________________________________Teorema 2.10 Seja A ∈ R
m×n, om m ≥ n e suponha que posto(A) = n. Entãoexiste uma únia matriz Q ∈ R

m×n e R ∈ R
n×n tal que Q têm olunas ortogonais e

R é triangular superior om todas as entradas da diagonal positiva e
A = QR. (4.14)Demonstração:Vimos na Seção 2.2 que existem matrizez Q̂ ∈ R

m×n e R̂ ∈ R
n×n, Q̂ om olunasortogonais e R̂ triangular superior (não neessariamente om todas as entradas dadiagonal positiva) tal que

A = Q̂R̂.Como posto(A) = n então a matriz R̂ é não singular, ou seja, det (R̂) 6= 0. Seja Duma matriz diagonal om elementos dii de�nida por
dii =

{
1, se r̂ii > 0
−1, se r̂ii < 0.

(4.15)Então D = DT = D−1 e portanto, DDT = I logo, D é ortogonal. Segue que
Q = Q̂D−1 possui todas as olunas ortogonais e R = DR̂ é triangular superior om
rii = diir̂ii > 0 e A = QR. Isso prova a existênia.Para provar a uniidade usaremos Deomposição de Cholesky (ver [7℄). Estadeomposição onsiste no seguinte: Dada uma matriz A ∈ R

n×n positiva e de�nida,então existe uma únia matriz triangular inferiorG ∈ R
n×n om entradas da diagonaltodas positivas tal que A = GGT .Suponha que existissem matrizes Q1, Q2, R1 e R2 tais que A = Q1R1 = Q2R2onde Qi e Ri são matizes om olunas ortogonais e triangular superior respetiva-mente e i = 1, 2.

AAT = (Q1R1)
T (Q1R1) = RT

1 QT
1 Q1R1 = RT

1 R1112



Anexos
AAT = (Q2R2)

T (Q2R2) = RT
2 QT

2 Q2R2 = RT
2 R2daí, RT

1 R1 = RT
2 R2. Pela uniidade da deomposição de Cholesky, devemos ter

RT
1 = RT

2 e portanto, R1 = R2, logo Q1 = Q2. Isso prova a uniidade.
�
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AnexosTeorema 2.13_____________________________________________________________________Teorema 2.13 Seja A ∈ R
m×n om posto(A) = r ≤ n. Então existem matrizes

Â, Q e R, tal que Â = AΠ é obtida de A por permutação de olunas, Q ∈ R
m×mé ortogonal, R =

(
R11 R12

0 0

)
∈ R

m×n, R11 ∈ R
r×r é não-singular e triangularsuperior.Demonstração:Suponha que r = n, então a matriz A tem posto ompleto e portanto todas as en-tradas da diagonal da matriz R são todas não-nulas. Portanto, o resultado é umadeomposição Â = QR, onde Â é a matriz obtida através de A por permutação desuas olunas. R =

(
R̂

0

)
, onde R̂ é uma matriz triangular superior e não-singular.Suponha agora que r < n, portanto a matriz A possui posto inompleto. Então,pelo o que vimos anteriormente, em algum passo durante a deomposição QR ompivoteamento de olunas, temos que rii = 0, r < i ≤ n. Observe que isso só oorrese, e somente se, todas as entradas da submatriz restante é nula.Suponha que isso oorra depois de r passos omputados. Sejam Pi ∈ R

m×m deno-tando a re�exão obtida no passo i, então temos PrPr−1 · · ·P1Â =

(
R11 R12

0 0

)
=

R, onde R11 ∈ R
r×r é triangular superior não singular om as entradas da diagonal

r11, r22, · · · , rrr todas não-nulas e R12 ∈ R
r×(n−r).Seja Q = P1P2 · · ·Pr, daí QT = PrPr−1 · · ·P1 e portanto QT Â = R donde temosque Â = QR. Assim, posto(A) = posto(Â) = posto(R) = r onde Q ∈ R

m×m e
R ∈ R

m×n.
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