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Resumo

Obtivemos solugoes exatas para uma corda césmica estatica carregada em uma teoria
de Einstein-Maxwell-Dilaton do tipo escalar-tensorial em (3+1)-dimensdes. Esta teoria
¢ especificada pelo campo ¢, pela métrica g,,, pelo campo eletromagnético F),, e por
um parametro pés-newtoniano a(¢). A teoria admite trés casos diferentes, cada um
correspondendo a uma solucao particular da algebra de Rainich para o tensor de Ricci.

Como uma aplicacao, estudamos o fenomeno das curvas de rotagao em algumas galaxias.



Abstract

We obtain exact solutions for a static and charged cosmic string in an Einstein-Maxwell-
Dilaton theory of a scalar-tensor type in (3+1)-dimensions. This theory is specified by
the dilaton field ¢, the graviton field g,, and the electromagnetic field F),,, and one post-
newtonian parameter a(¢). It contains three different cases, each of them corresponding
to a particular solution of the Rainich algebra for the Ricci tensor. As an aplication, we

study the phenomena of the flat rotation curves in some galaxies.
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Notacao

Ao longo do texto usaremos a seguinte notacao:

A assinatura da métrica utilizada nesta dissertagao é (—1,+1,+1,+1).
Indices latinos como 1, J, k, [, variam sob coordenadas espaciais: 1, 2, 3 ou z, vy, z.

Indices gregos como «, 3, v, 9, variam sob as quatro coordenadas inercias do espago-

tempo: 0, 1, 2, 3.

Se o mesmo indice se repete, entao o indice é somado sobre todos os valores possiveis
3
no_ p
A,B" = E A,B
pu=0

A derivada covariante serd denotada por D,A, ou A,,, e a derivada parcial por

Um ponto sobre qualquer quantidade denota a diferenciacao em relacao ao tempo

LosAn — dAF
proprio A" = -

O campo escalar de Higgs sera denotado por ¢ e o campo escalar das teorias
escalares-tensoriais serda denotado por ¢ no referencial conforme (referencial de Ein-

stein) e ® no referencial fisico (referencial de Jordan-Fierz).

v



e Em geral, foi adotado o sistema de unidades 7 = ¢ = 1, a menos que seja explicita-

mente evidenciado o contrario.

Utilizaremos também as seguintes definigoes:

Métrica:

ds?® = g dztdz” .

Operador d’Alambertiano:

1
-9

OJ oy (\/—gg’”&,) .

4

Conexao métrica:
P 1 po
F;w = 59 (augou + augau - 8oguu)-

Derivada covariante:

D,A, = 0,A, —T? A,

v

Tensor de Riemann:

R, = 8,00, — 9,00 + 5 I — % T

nuvo po- KU prt Kot

Tensor de Ricci:

Ry, = R

_ PO
upy g RUMPV‘

Escalar de Ricci:

R=g¢g"R,,.



Tensor de Einstein:

G =R, — %gu,,R.

Identidade de Bianchi:
DG} =0.
Lagrangeano para uma métrica:
L= %guyi“x'”.

Equacao de Euler-Lagrange:

0w, 0,

Op 00,p

vi



Introducao

Alguns tipos de solugoes admitidas em teorias de campos sao de extremo interesse devi-
do as suas propriedades peculiares. Dentre elas as solugoes solitonicas denominadas de-
feitos topoldgicos tém sido de grande importancia em Cosmologia devido a capacidade de
atuar na formacgao de estruturas em larga escala no Universo. Exemplos de defeitos
topologicos de interesse cosmoldgico sao os monopdlos, paredes de dominio e cordas
cosmicas. Porém, somente as cordas césmicas sao compativeis com as caracteristicas
observacionais do Universo [1, 2]. Tais defeitos devem ter sido criados & medida que o
Universo se resfriou, passando por transicoes de fase em seus minutos iniciais. Desta
forma, as cordas cosmicas se constituem em um vinculo da era inicial com a era atual do
Universo. O estudo das cordas césmicas se faz importante tanto por estas caracteristicas
quanto pela possibilidade de deteccao a partir da tecnologia atualmente disponivel.

Na década de 60, Brans e Dicke [3] propuseram uma teoria na qual um campo escalar
também ¢é responsavel, juntamente com a métrica, pela interacao gravitacional. Teorias
deste tipo, denominadas Teorias Escalares-Tensoriais, foram impulsionadas nos tltimos
anos pelas Teorias de Supercordas que possuem como consenso a existéncia de um par-
ceiro escalar (“dilaton”) para o graviton [4]. As Teorias Escalares-Tensoriais admitem
muitas solugoes distintas da Teoria da Relatividade Geral, além das proprias solucgoes da

Relatividade Geral para o caso em que o parametro caracteristico da teoria, w, tende a



infinito. Apesar de alguns efeitos serem indistinguiveis nas duas teorias, existem varios
sistemas fisicos com algumas caracteristicas distintas quando estudados no contexto de
Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitagao.

A obtencao das solugoes das equagoes de campo para cordas césmicas em Teorias
Escalares-Tensoriais se torna quase impossivel analiticamente devido a quantidade de
campos de matéria envolvidos nestas equacoes. No entanto, em alguns casos particu-
lares a obtencao de solucao exata é possivel através das denominadas “condigoes de
Rainich” obedecidas pelo tensor energia-momentum para campos eletromagnéticos. Es-
tas condicoes levam a um conjunto de equacoes que envolvem as componentes do tensor
de Ricci. Este conjunto de equacoes ¢ chamado de “algebra generalizada de Rainich”
no caso de Teorias Escalares-Tensoriais, e claramente simplificam o problema, tornando
possivel a obtencao de solucoes analiticas.

Neste trabalho estudamos cordas cosmicas supercondutoras em Teorias Escalares-
Tensoriais da gravitacao. Obtivemos as métricas na regiao exterior a corda através da
“algebra generalizada de Rainich”para os trés casos possiveis de corda portando corrente.
Posteriormente, utilizando a métrica exterior da corda césmica portando corrente do tipo-
tempo analizamos o problema das curvas de rotacao de galaxias.

A estrutura desta dissertacao é a seguinte: iniciamos a dissertagao pela introdugao
de alguns conceitos relacionados a grupos de simetria e quebra espontanea de simetria,
indispensaveis a compreensao de defeitos topoldgicos. Em seguida, apresentamos exem-
plos do fenomeno de quebra espontanea de simetria que ilustram o teorema de Gold-
stone e o mecanismo de Higgs. O capitulo 1 é composto ainda pelo estudo do mecan-

ismo de formacao de defeitos topoldgicos, com especial atengao a solugoes solitonicas



tipo-vortex. O capitulo 2 faz mencao a Teoria de Brans-Dicke e introduz a formulagao
das Teorias Escalares Tensoriais a partir do formalismo Lagrangiano. Finalmente, no
capitulo 3 introduzimos as cordas cosmicas supercondutoras, estudando-as em Teorias
Escalares-Tensoriais. Neste capitulo chegamos ao primeiro resultado desta dissertacao
com a obten¢ao da métrica exterior a corda cosmica supercondutora para o caso misto
através da utilizagao da “dlgebra generalizada de Rainich”. O segundo resultado origi-
nal é desenvolvido no capitulo 4 através do estudo do problema das curvas de rotagao
de galaxias utilizando a métrica externa a corda césmica portando corrente tipo-tempo.
Na conclusao fazemos um sumaério dos resultados principais e discutimos perspectivas fu-
turas. A dissertacao é composta ainda de um apéndice no qual apresentamos em detalhes

os calculos das solugoes das equagoes diferenciais de Rainich obtidas no capitulo 4.



Capitulo 1

Grupos de Simetria e Formacao de
Defeitos Topoldgicos

Nos ultimos anos houve um rapido desenvolvimento na interface entre a Fisica de
Particulas Elementares e a Cosmologia. A Fisica de Particulas Elementares, objetivando
uma teoria de unificacao, deve testar suas teorias em escalas de energia muito superiores
aquelas disponiveis no presente ou até mesmo em futuros aceleradores de particulas. A
opcao 6bvia a estes é o Universo primordial, onde as condicoes de temperatura e en-
ergia eram extremas. Por outro lado, os cosmélogos procuram entender caracteristicas
observadas no Universo tracando sua historia, cada vez mais, rumo ao seu periodo inicial.

O Universo primordial era um ambiente intensivamente energético, portanto nao é
simples identificar tragos diretos de eventos iniciais. Existem, entretanto, alguns eventos
especiais que podem ter deixado tracos ainda visiveis na época presente. Um exemplo
importante sao as transicoes de fase. Se nossas idéias sobre unificacao estiverem corretas,
entao o Universo passou, na era inicial, por uma série de transicoes de fase. Como em
sistemas de matéria condensada, estas transicoes devem ter levado a formacao de defeitos
de varios tipos— paredes de dominio, cordas ou vortices, monopodlos, ou combinagoes

destes. Muitos destes defeitos, por razoes topoldgicas ou outras, se tornam estaveis. No



entanto, poucos destes podem sobreviver até a presente época. Se tais defeitos existirem,
entao eles se constituem numa conexao direta entre os eventos altamente energéticos da
era primordial e a época presente do Universo [1, 2].

Cordas coésmicas, em particular, tém propriedades interessantes. Elas sao objetos
muito massivos e podem ter desempenhado um papel importante na formacao e desen-
volvimento de estruturas no Universo, possivelmente provendo algumas das nao homo-
geneidades de densidade a partir das quais galaxias eventualmente se desenvolveram.
Algumas de suas assinaturas observacionais sao perfeitamente distinguiveis.

Neste capitulo abordaremos as idéias basicas sobre transicoes de fase, os mecanismos
de formagao de defeitos topoldgicos, o que sao as cordas cosmicas, como sao formadas e

suas classificagoes. Para tanto, baseamo-nos nas referéncias [5, 6].

1.1 Grupos de Simetria e Quebra Espontanea de Sime-
tria

A idéia de que interacoes fundamentais devem ser invariantes sob transformacoes de
determinados grupos de simetria é uma das ferramentas mais poderosas da Fisica. No
contexto de Teoria Quantica de Campos, os grupos de simetria agrupam particulas e
relacionam suas amplitudes de probabilidade de espalhamento. As simetrias em Teoria
Quantica de Campos podem ser divididas em duas classes: simetrias cinematicas e sime-
trias internas. As simetrias cinematicas sao aquelas do espaco-tempo através do qual os
campos se propagam; por exemplo, o espaco vazio tem as simetrias do grupo de Poincaré,
consistindo de translacoes, rotacoes e boosts de Lorentz. Simetrias internas relacionam
campos entre si. Para se implementar simetrias internas, os campos devem ter alguma pro-

priedade bem definida de transformagao sob o grupo de simetria; em outras palavras, eles



devem formar alguma representagao do grupo. Os rotulos das diferentes representacoes
sao frequentemente denominados de nimeros quanticos. Por exemplo, as representacoes
do grupo de Poincaré sao rotuladas por sua massa e por seu spin. As simetrias internas
transformam campos em outros campos, e existe apenas um numero finito de campos.
Os grupos correspondentes sao portanto de dimensao finita e compactos. Se estes nao
forem grupos discretos, entao serao denominados grupos de Lie. Dai a importancia do
estudo das representacoes dos grupos de Lie em Fisica de Particulas Elementares. Em
geral, uma teoria quantica de campos relativistica é determinada pelas representagoes dos
campos que ela engloba (i.e., suas massas, spins e nimeros quanticos internos), que sao
entao agrupados em um Lagrangiano invariante.

Uma das mais importantes simetrias é a simetria de calibre local, onde o Lagrangiano
deve ser invariante sob transformacoes de simetria que dependem de cada ponto do espaco-
tempo. Se esta invariancia existir somente para transformacgoes que sao constantes no
espago-tempo, entdao sdo chamadas de transformagoes de simetria de calibre global (ou
rigida). Para simetrias internas as transformagoes locais exigem um campo de spin 1, o
campo de calibre, cujo exemplo é o campo eletromagnético. A gravitacao também pode
ser formulada em termos de transformacoes de calibre do grupo local de Lorentz, cujo
campo de calibre possui spin 2.

Um problema fundamental nos modelos fisicos da Teoria Quantica de Campos consiste
em como quebrar estas simetrias. Se propusermos um Lagrangiano e um estado funda-
mental simétrico para uma teoria, entao a existéncia da simetria de calibre implica que

as particulas de spin 1 associadas a esta devem ter massa nula!. Somente uma particula

1O campo A,,, mediador da interagdo eletromagnética, cujo quantum ¢ o féton, possui spin 1 e massa
nula. Os bésons W= e Z° mediadores da interacio fraca, possuem spin 1 mas tém massa nao-nula.



com estas caracteristicas é conhecida: o féton. A solugao deste problema é quebrar a
simetria do estado fundamental. Tal fenomeno é conhecido como mecanismo de Higgs.
Este mecanismo consiste em introduzir campos de spin 0 que se transformam nao triv-
ialmente sob o grupo GG das transformagoes de simetria do Lagrangiano, e construir uma
densidade de energia para estes campos que é minimizada para algum valor nao-nulo de
#* denominado ¢g'. A teoria tem entdo um estado fundamental que é invariante somente
sob o grupo de simetria H, subgrupo de G, que mantém ¢, invariante. Dizemos que a
simetria GG foi quebrada em H.

Estudaremos o Mecanismo de Higgs com mais detalhes na secao 2.3. No que segue,
optamos por analisar o fenomeno de quebra espontanea de simetria através de alguns

exemplos simples.

1.1.1 Quebra Espontanea de Simetria: Cristais Liquidos

Um bom exemplo deste mecanismo é observado em matéria condensada. Suponha
um cristal liquido nemético, que consiste de moléculas em forma de bastao ou de disco.
A densidade de energia livre deste sistema é invariante sob o grupo de rotagoes espaci-
ais SO(3). Esta simetria é global, a termodinamica do sistema nao pode depender da
orientacao da amostra. Entretanto, a baixas temperaturas e altas pressoes, as moléculas
tendem a se alinhar; portanto em qualquer amostra particular a simetria rotacional nao
serd completamente respeitada pela direcao de alinhamento. A simetria de alinhamento
ainda permanece. Para esta nao ha direcao de alinhamento preferida, mas ela foi que-
brada pelo estado de equilibrio no qual todas as moléculas possuem a mesma direcao de
alinhamento. Um subgrupo do grupo de rotacao permanece sem ser quebrado. Este é

o grupo das rotagoes em torno da direcao de alinhamento e de rotagoes por um angulo



7 em torno de um eixo ortogonal a dire¢ao de alinhamento. Este grupo é o O(2). Esta

quebra é usualmente denotada por
SO(3) — 0(2) . (1.1)

A direcao e o grau de alinhamento das moléculas podem ser descritas por um campo
diretor ®(x). Este campo deve se transformar apropriadamente sob rotagoes do SO(3)
para descrever um vetor que independe do sentido: tal como um tensor simétrico de traco

nulo. Na fase nemaética, temos

O(x)i; = Alnin; — %5@‘) : (1.2)

onde £n; sao os eixos de alinhamento das moléculas.
Uma boa descrigao da transigao de fase entre fases desordenada (®(x) = 0) e ordenada
(®(z) # 0) pode ser obtida postulando-se que a densidade de energia livre para campos

constantes tenha a forma
f(®(2) = a+ Btrd?(z) + ytrd3(z) + 6(trd*(z))* + . .. (1.3)

O valor de ®(x) no minimo de f depende dos coeficientes o -  que sdo fungoes da
temperatura e da pressao. Em particular, a transicao ocorre quando o sinal de § muda.
A classificacao da transi¢ao de fase, em primeira ou segunda ordens, depende da forma
da funcao de energia livre: se v # 0, a energia livre de equilibrio muda descontinuamente
de um minimo para outro, entao a transi¢ao é de primeira ordem; se v = 0, a transicao é
de segunda ordem.

Uma consequéncia direta da quebra espontanea de simetria em cristais liquidos é
a formacao de estruturas chamadas de desclinacoes. Estas estruturas sao exemplos de

defeitos topologicos e serao estudadas em detalhes nas se¢oes seguintes.

8



1.1.2 Quebra Espontanea de Simetria: O Campo Escalar

Um sistema que nos permite compreender melhor o processo de quebra espontanea de
simetria consiste em um campo escalar complexo cujo Lagrangiano £ possui uma simetria
que nao é compartilhada pela solucao de estado fundamental. Suponha uma teoria A¢p*

complexa:
L= 0,00"¢* —m*¢*p — N(¢*0)* | (1.4)

com V(¢,¢*) = m?d*p + A(¢*d)?, e o termo em A > 0 sendo a autointeragao. L ¢é

invariante sob transformagao global de calibre
¢ —e¢ (A constante) . (1.5)

O estado fundamental é definido como o valor de ¢ que minimiza V. Assim, temos

av_ 2 % * [ 1%
a—¢—m ¢F + 200" (9" p) . (1.6)

Quando m? > 0, o minimo ocorre em ¢ = ¢* = 0. Se m? < 0 temos, entretanto, um

maximo em ¢ = 0, e um minimo em
2
m
|o” = ToN a’ . (1.7)

Em teoria quantica, quando ¢ se torna um operador, esta condi¢ao equivale ao valor
esperado de vacuo

01[0)]* = a® . (1.8)

A figura (1.1) mostra um grafico da fungao energia potencial V (¢, ¢*), em funcao de
1 € o, onde ¢ = @1 + i¢s. Os valores minimos de V' estao ao longo de um circulo de

raio |¢| = a, este circulo forma o conjunto de todos os estados de vdcuo. Assim, através



Figura 1.1: Decomposicao cartesiana do potencial de Higgs com o estado de vacuo de-
generado. V' (¢, ¢2) possui um minimo para |¢| = a, e um méximo local para ¢ =0

de sucessivas rotagoes podemos obter todos os estados de vacuo do sistema. Os campos
fisicos podem ser interpretados como excitagoes sobre o estado de vacuo, e entao podem
ser obtidos a partir de perturbagoes sobre |¢| = a, e ndo em ¢ = 0. Representando ¢ em

coordenadas polares, temos
6(x) = plz)e®@) (1.9)

Assim, expressamos o campo escalar ¢ em termos de dois campos reais p e 6. Temos,

entao, para o valor esperado de ¢ no estado de vacuo
0lp|0) =a . (1.10)
Escolhendo, sem perda de generalidade, (0|¢|0) = a (com a real), obtemos imediatamente
(0[pl0) = a e (010]0) =0 . (1.11)

Pode-se mostrar, entao, que o estado de vacuo da teoria é degenerado e que os diversos
estados sao mutuamente ortogonais.

Se efetuarmos uma translagao em p, de forma a manter o valor esperado no vacuo do
campo ¢, tal que

o(x) = [p' () + ale™™ (1.12)
entao os valores esperados no vacuo tanto de p’ quanto de 6 se anulam. Assim, se tomar-
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mos estes campos como campos fisicos, expressando £ em termos destes, obtemos
L=0,00"p + (0 +a)?0,00"0 — \p'* — darp” + 4\a*p* — \a*
(1.13)
= 0,0 0" + (p' + a)?9,00"0 — N(p' + a)® — a*]* + \a*

O termo em p"* indica que p’ possui massa m?, = 4\a®. No entanto o campo ¢ nao possui
massa. Como resultado da quebra espontanea de simetria obtemos, a partir do que, a
principio, eram dois campos massivos, um campo massivo e um campo sem massa. A
particula associada ao campo 6 é denominada bdson de Goldstone. Este fendmeno nao se
restringe a este exemplo particular. A quebra espontanea de uma simetria global exige

a existéncia de ao menos uma particula com massa nula. Este processo é descrito pelo

teorema de Goldstone.
1.2 O Teorema de Goldstone

Considere o modelo anterior, agora com o campo ¢;, @ = (1,2,3) um isovetor
1 p m? )
L= 3 PO D — 7@@ — Moigi)® . (1.14)

L é invariante sob rotagoes de isospin, que geram o grupo de simetria G = SO(3) (i.e. G

¢ um grupo nao-Abeliano):

G - b — eiQkak¢i6_iQk0¢k
(1.15)
= (e"+%);;0; = Uyd; = [U(9)9);

Novamente o minimo do potencial nos fornece o estado de vacuo ¢; = 0 se m? > 0, ou

2\ 3
|0l = (&7 + &3+ ¢3)2 = (—%) =a (1.16)

se m? < 0.
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é
Temos, portanto, um estado de vacuo degenerado. Escolhendo ¢y = aesz , que clara-

mente nao ¢ invariante sob todo o grupo G

G:¢y=U(g)o # ¢ (1.17)

porém é invariante sob um subgrupo H de G

Neste caso, U(h) = 3% representa as rotagoes em torno do eixo €3. No entanto, V é

invariante sob todo o grupo de simetria G

Vigh=V(e) ., ¢=Uge . (1.19)

Este fato estd na origem da existéncia do béson de Goldstone na teoria.
Reescrevendo ¢3 = x + a de forma que agora temos ¢, ¢ € xY como campos fisicos da

teoria, com valores esperados de vacuo

(01x]0) = (0]¢1[0) = (0]¢[0) =0, (1.20)

consequentemente, o potencial deve ser reescrito como

V=K§W?+%+%X+®ﬂ+AM?+%+%x+®ﬂ2

(1.21)
= 4a’Ax* + dadx (6] + 03 + x*) + M1 + 65 +x*)* — Aa”
Assim, y passa a ser o Unico campo massivo da teoria
m, = 8a*\ , My, = Mg, =0 . (1.22)

Neste modelo temos, apds a quebra espontanea de simetria, dois bésons de Goldstone
e um campo escalar massivo. Podemos compreender isto expandindo o potencial em torno

do seu ponto de minimo, pois sabemos que

V(6) = V(o) + 2 ( il

3
5 a¢ia¢j)¢:¢o Xsz + O(X ) s (123)
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onde denominamos de matriz de massa

o0?V )
M, =2 >0 . 1.24
J (3@3% vy ( )

A invariancia do potencial nos fornece

1 0%V
19937 9=p0
Portanto, devemos ter
o’V
_— 00;00; =0 . 1.26
(a@a«bj)m 056 (1.26)

Se g pertence a H, entao ¢ = ¢ implica que d¢; = 0. Mais precisamente,

ou

5¢ = (a—a?’)ago ¢050[3 =0 . (127)

Neste caso, a condi¢ao (1.26) é sempre satisfeita. No entanto, se g nao pertence a H,
entao temos duas possibilidades: rotacoes em torno do eixo e; ou em torno do eixo e,.

Isto é,

5¢m =

oU
(aa)%:o qb()]méai £0 . (1.28)

Logo, devemos ter necessariamente

ou
(@)ai:o ¢o]j =0 , (1.29)

e assim os campos U'(0)¢y tém massas nulas. Fica claro que os campos que nao devem

necessariamente ter massa nula obedecem a equacdo (1.27) e o nimero de tais campos
¢ exatamente a ordem do grupo de Lie H, o subgrupo sob o qual o vacuo ¢ invariante.
Os elementos de GG que nao pertencem a H, nao formam um subgrupo, mas formam um

coset % O ntmero de bésons de Goldstone ¢ igual a dimensao do espago quociente %
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1.3 O Mecanismo de Higgs

Nesta secao veremos as consequéncias da quebra espontanea de simetria em modelos
de calibre. O exemplo mais simples de tais modelos pode ser construido a partir do
Lagrangiano do campo escalar complexo (1.4), introduzindo um campo de calibre local
Ay

L= (0 +ied,)6" (0" — ieA")s] — m*6'6 — N&"0) — TEWF™ . (130)
onde F},, = 0, A, —0,A,. Podemos ver que L ¢é invariante sob as transformagoes do grupo
U(1) local,

o(z) = ¢'(2) = e " Do(x)
¢*(x) — ¢ (x) = "o (x) (1.31)
Ay — A=A, — %8#9(13)

Se m? > 0, (1.30) é precisamente o Lagrangiano para a eletrodinamica de um campo

escalar carregado. Se m? < 0, entdao devemos redefinir os campos para reescrever £ em

termos de campos com valores esperados no vacuo nulos.

O valor esperado no vacuo para o campo ¢ pode ser escrito como

(¢o) :E :

2 Id
onde v? = —2 é real.
Ao invés de redefinir ¢ pela subtracao de (¢g), iremos parametrizar ¢ exponencial-

mente. Os novos campos reais sao £ e 7, definidos por
v+ i€
b= (v+m) s

V2 (1.32)

[v 4+ 1 + i€ + termos de ordem quadratical

Sl
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O campo ¢ estd associado com a quebra espontanea da simetria U (1) local. Na auséncia
do campo de calibre A, é tentador concluir que o campo & nao possui massa, pois quando
(1.30) é escrita em termos de £ e n nao ha termos quadréticos em &. Este argumento nao

funciona. Para verificar isso, vamos escrever (1.30) em termos dos campos A4,, { e n

1 1 1
L= = FuwF" + 00 + 5060,
(1.33)

1
+ 562’0214”14“ — evA,0"¢ + m*n? + termos de ordem ctibica

O campo 7 possui massa —2m? enquanto os campos A, e £ se acoplam, o que dificulta

a interpretacao destes. Sem o termo de acoplamento em (1.33), poderfamos concluir que

o campo de calibre A, possui massa m. = e*v? e que o campo £ nao possui massa. O

procedimento correto, no entanto, é calcular o propagador combinado dos campos A, e
&, encontrar as regras de Feynman, e entao examinar os pélos da matriz de espalhamento

S. Porém, neste caso, podemos fazé-lo de maneira mais simples. O Lagrangiano (1.30) é

£(@)

invariante pelas transformagoes de calibre (1.31). Escolhendo 6(x) = >>~, temos

60— ¢ =g
_ (v+n)

\/5 ;
1
AuﬁA;:AM_a 1§

(1.34)

Entao podemos escrever, apds aplicarmos as transformacoes em L,

£ = 5[0 +ied) 0+ ][0 — ieA) 0+ 0)] = (b = N o) = TFLEM

2 4 m
(1.35)
que pode ser expandido como
1 / yny 1 1 2 2 4t /
C == _ZFMVFM + 56778" + 56 v A“AM
(1.36)

1 1 1
- 56214;3?7(21) +n) — 5772(302)\ +m?) —vAn® — 1)\7)4
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Neste calibre nao ha termos de acoplamento entre diferentes particulas, entao podemos

fazer a leitura diretamente do Lagrangiano obtendo as massas através dos coeficientes dos

2:

2 = 3\v® + m?, o campo de calibre

termos quadraticos. O campo 7 possui massa m
A’ possui massa m? = e*v* enquanto nao hé particula correspondendo ao campo §. No
entanto, o nimero de graus de liberdade continua o mesmo.

A diferenca entre o mecanismo de Higgs e o teorema de Goldstone reside no fato
de que a quebra espontanea de uma simetria local resulta no desaparecimento de um
campo enquanto o campo de calibre adquire massa; ja no teorema de Goldstone, a quebra
espontanea de uma simetria global resulta no aparecimento de um campo sem massa.

Se, por um lado, uma quebra espontanea de simetria tem efeito sobre os campos,
conforme vimos até agora, por outro lado possibilita a existéncia de objetos topoldgicos
com energia finita e que se propagam sem difusao. Assim como no teorema de Goldstone
e no mecanismo de Higgs, a formacao destes defeitos topoldgicos pode ser entendida em
termos do grupo de simetria do Lagrangiano e do subgrupo de simetria do estado de vacuo.

Na proxima secao iremos estudar defeitos topologicos primeiramente via as equacoes de

campo das teorias e depois classifica-los via grupos de homotopia.
1.4 Formacao de Defeitos Topolégicos

Em algumas transicoes de fase o parametro de ordem nao assume seu valor de equilibrio
em todos os pontos, podendo se anular dentro de objetos denominados defeitos topoldgicos.
Estes defeitos podem ser unidimensionais, bidimensionais ou ainda de dimensao zero, e
advém das propriedades topolégicas do conjunto de estados de vacuo.

Como exemplo, considere uma teoria de um campo escalar real, com simetria de
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reflexao ¢ — —¢. O funcional de energia para campos estaticos tem a forma
1 2
H= (VP +V(6) (137

onde o potencial cldssico & temperatura nula ¢ V(¢) = s A(¢* —n?)?. Os estados de vécuo
correspondem a ¢ = ¢, = £1. Suponha que em alguma regiao do espago o campo tenha
valor ¢, , e em uma regiao préxima tenha o valor ¢_. Entao, ao longo da superficie que une
estas duas regides, o campo necessariamente se anula ao menos uma vez. O conjunto dos
pontos para os quais o campo se anula forma uma superficie bidimensional, denominada
parede de dominio, que separa o dominio ¢ = ¢, do dominio ¢ = ¢_. Existe uma energia
associada ao defeito, pois a densidade de energia livre em seu interior é superior ao seu
valor de vacuo, e também porque o campo nao é constante.

E a natureza desconexa do conjunto dos estados de vacuo que permite a existéncia
das paredes de dominio. Aqui podemos notar que, para o exemplo de um cristal liquido
nemético, sao permitidos tanto defeitos tipo-linha quanto tipo-ponto?. Em torno das
desclinagoes tipo-linha as moléculas mudam sua orientacao por uma rotagao de um angulo
7 em torno de um eixo ortogonal, enquanto em um defeito tipo-ponto as moléculas
encontram-se em uma configuracao de “ourico”?, dirigida para fora da origem. Ao longo
destes dois defeitos as moléculas nao possuem qualquer direcao de alinhamento e portanto
o parametro de ordem se anula.

Na segao (2.5.2) iremos descrever como sao formadas as cordas (defeitos tipo-linha)

nas transicoes de fase cosmoldgicas. Porém, a analogia entre as transicoes de fase em

um liquido nematico e em teoria de campos constitui uma interessante interface entre a

2Em matéria condensada tais defeitos sio denominados desclinacdes.
3Do inglés “hedgehog”.
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Fisica de Matéria Condensada e a Cosmologia, possibilitando a compreensao de alguns

fenomenos ocorridos no Universo primordial.
1.5 Defeitos Topoldgicos e Nuimeros Topoldgicos

As equagoes nao-lineares de campos classicos permitem solugoes que se comportam
como objetos de energia finita que se propagam sem se difundirem. Os exemplos mais
importantes de tais solugoes sao denominados de sdlitons. Estes objetos s existem em
teorias de campos com graus de liberdade internos.

Os graus de liberdade internos do campo dao origem a um espaco interno. As solucoes
da equacao definem uma variedade do espaco interno que pode definir um mapeamento
nao-trivial em uma variedade do espago-tempo. Cada mapeamento é caracterizado por um
numero inteiro denominado carga topoldgica ou nimero topoldgico. O niimero topolégico
se anula para os estados de vacuo enquanto campos definidos por solugdes com nimeros
topoldgicos nao-nulos sao estaveis, e portanto nao podem decair no vacuo.

O estudo dos mapas entre a variedade de um espago interno e uma variedade do
espago-tempo é parte da teoria de homotopias.

Sejam dois mapeamentos continuos f(z) e g(z), cada um de uma variedade M, em
uma variedade M,,. Estes mapeamentos sao homotdpicos se existir uma familia de mapas

H(z,t) dependentes de um parametro ¢t € (0, 1) tal que
H(z,0) = f(z) e  H(z,1)=g(x) . (1.38)

O conjunto de mapas H (z,t) para diferentes valores de ¢ descrevem as possiveis con-
figuragoes da fungao f(z), (ou g(x)) ao ser continuamente deformada em g(z) (ou f(x)).
Se f(z) é homotopica a g(x) por um conjunto de mapas H(z,t) (H : f ~ g) e se g(x)
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é homotdpica a k(z) por um conjunto de mapas L(x,t) (L : g ~ k), entdo o conjunto

G(z,t) de mapas

Q@J%:{Hmﬂw’ Ostssy (1.39)

torna f(z) homotdpica a k(z), isto é, G : f ~ k. Portanto, homotopia é uma relagao
de equivaléncia. Mapas homotopicamente equivalentes formam uma classe {f}. O con-
junto destas classes de homotopia formam um grupo. Podemos tomar como exemplo os
mapas de um intervalo fechado (0,1) com os pontos extremos identificados em um plano
euclideano sem a origem. Seja um dado ponto yy identificado com o ponto 0 ou 1 do
intervalo, f(0) = f(1) = yo. Os mapas de (0,1) podem ser representados no plano sem
origem como curvas fechadas iniciando e terminando em y,. Os lagos que nao englobam a
origem podem ser deformados de forma a obtermos o ponto . Assim o conjunto de todos
estes lacos forma a classe identidade {e}. Os lagos que englobam a origem (no sentido
hordrio) uma vez no intervalo (0,1) formam a classe {1}. A classe {n} é o conjunto de to-
dos os lagos que englobam a origem n vezes no intervalo (0,1). O nimero n é denominado

numero de voltas (“winding number”) e é um exemplo de ntimero topolégico.

1.5.1 Solucao Tipo-Kink

Seja o Lagrangiano (em 1+1 dimensoes)

1 m? A
L=-0,00"¢p— —¢*— =¢" 1.40
e a (1.40)
onde ¢ = ¢(x,t) e A > 0. Se adicionarmos uma constante —’Zf—: a este Lagrangiano, entao

podemos escrever
2

£1= 50,00% — (6 = (1.41)
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A equacao de campo para este Lagrangiano é
(0} =02 —m*)p+Ap> =0 . (1.42)

Uma solucao independente do tempo deve obedecer a equacao

O2p+m*p— A\ =0 . (1.43)
As solucoes sao
or(x) = % tanh m_\/g e Ga_r(x) = —% tanh % , (1.44)

correspondendo a solucao tipo-kink e anti-kink, respectivamente. A energia do kink é
V8 m3 p . . ~
Hj, = 5°"- e estd concentrada em torno da origem segundo uma gaussiana. A solugao

do kink tende a \%, um dos valores no estado de vacuo, quando x — +o00; enquanto que,

m

quando xr — —o0 a solucao do anti-kink tende ao outro estado de vacuo, — 75
A fungao do grau de liberdade interno, neste caso a invariancia ¢ — —¢, é gerar o
kink. Na se¢ao (1.4) vimos que o efeito de tal simetria é gerar uma parede de dominio no
cristal liquido. Isto equivale ao kink com uma dimensao a mais.
O mapeamento homotdpico é a correspondéncia entre os dois estados de vacuo e os
pontos x = £00, pois \% corresponde a x = oo para a solucao tipo-kink e a x = —oo para

a solucao anti-kink. Portanto, deve existir um nimero topoldgico associado as solugoes

tipo-kink e anti-kink, definido por

2617%:@

m 2 dx m 2

— 00

k [6(+00) — ¢(—00)] . (1.45)

Neste caso particular, k£ é igual a

k:/kg(a:)dx : (1.46)
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cuja corrente associada é dada por

() = %%eu,,{?”(b(x) | (1.47)

A corrente topoldgica é conservada, d,k* = 0, e portanto o nimero topolégico também
¢ conservado, implicando que a solugao tipo-kink (ou anti-kink) néo pode decair para

estado de vacuo.

1.5.2 Solucao Tipo-Vortex
Seja o Lagrangiano que descreve a interagao entre um campo escalar complexo ¢(x) e

um campo eletromagnético em duas dimensoes espaciais

L= —iF,WF’“’ + (Dug)* (D" ¢) + 20" ) — ca(¢™0)? (1.48)

onde F,, = 0,A, —0,A" e D, = 0, +ieA,.

As equagoes de campo da teoria sao

o,F" =ejt |
(1.49)
D, D'p = —2co¢) + 4cdg® " |
onde
g = %iew*D% — p(D'p)*) = %ie@b*@“aﬁ — gdlg*) — Al (1.50)

Estamos interessados em solugoes do tipo-vortex. Neste caso o campo F),, possui um
significado simples: Fj, mede o nimero de linhas de vortex (na direcao z) que passam por
um quadrado unitério no plano x — y. Queremos identificar a linha de vortex com uma
corda dual, para isto o fluxo deve ser necessariamente quantizado. As equagoes (1.49) sdo

invariantes sob transformacoes do grupo U(1) local. Considere um campo magnético B
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na dire¢ao z e um circulo C'; em torno da origem, no plano x — y de tal modo que sobre

o contorno 9C' de C, a corrente é nula. Escolhendo o ansatz
¢ = |l (1.51)

e usando a equagao (1.50) encontramos o valor do potencial A, como funcao da corrente

Ju
1j, 1

Entao podemos definir o fluxo magnético como sendo

P — / Fodot — 7{ Ay (w)dat (153)
C ocC

onde do* é um elemento de superficie bi-dimensional no espaco de Minkowski. Se calcu-

larmos a integral (1.53) sobre um lago fechado sem corrente OC', obtemos

[ _1 xlu‘
@:éCAN(x)dx - eygcaux(e)d | (154)

O requerimento sobre ¢ é que possua um unico valor, implicando que x varia 27 quando

se realiza uma volta completa em torno do laco. Entao,

2
O=nd, , DBy=-—— | (1.55)
e

O numero n denominado nimero de voltas (“winding number”) caracteriza o mapa de
um circulo no plano em um circulo descrito pela fase y. Quando descrevemos um circulo
no plano, no espago-tempo, a fase x(#) passa por valores no intervalo (0,27). n é um
nimero caracteristico de cada classe de homotopia neste mapa.

Para mostrar que as equagdes de movimento (1.49) admitem solugoes do tipo-vortex,
considere o caso estatico com uma escolha de calibre Ag = 0. Devemos procurar solugoes
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com simetria cilindrica em torno do eixo z. Seja a escolha

rxe,
Afr) = [A(r)] (1.56)
onde e, é o vetor unitario de direcao z. Entao o fluxo é
O(r) =2r|A(r)| (1.57)
e portanto a inducao magnética
1 d 1d
H| = —d(r) =—-——(r|A|) . 1.58
1] = 5 0(r) = L (7[A] (1.55)
Com a simetria cilindrica as equagoes de movimento (1.49) séo escritas como
1d [ d 1 2 )
———(r—|o| )+ |{ = —€elA| | —2c2+4eqlo|*| || =0
rdr \  dr r
(1.59)

Cdr

Consideraremos |¢| ~ const (para r muito grande), de forma que a segunda equagao

L (24rr1aD) +1ok (141~ £) ~o

de movimento possa ser resolvida. Assim podemos escrever

1 1 c s
Al=— K I 4 s —elglr 1.60
| ’ + 1( |¢‘T) er + e 2€|¢|7”€ ) ( )

onde ¢ é uma constante de integragao. Obtemos a inducdo a partir de (1.58)

1] = clolKofelolr) == &4/ T emetor (161)

A primeira equagao de movimento é aproximadamente satisfeita para

] =~ \/; , (1.62)

Lem |A].

com ¢y e ¢4 grandes o suficiente para compensar os termos —-
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E til definir o comprimento caracterfstico A (denominado em Supercondutividade de

comprimento de penetra¢ao),

==L (1.63)

que mede a regiao em que H é substancialmente diferente de zero, conforme pode ser
visto a partir da equagao (1.61).

Como vimos, a primeira equagao de movimento é aproximadamente satisfeita (quando
r muito grande) para |¢| dado pela equagao (1.62) que é precisamente o valor de ¢ que
minimiza o potencial. Isto é, |¢| é o valor esperado no vacuo do campo ¢

C2

6| = ¢o = e (1.64)

Redefinindo |¢| — |¢'| = ¢o+ p(x), onde p(x) representa as flutuagdes em torno do estado

de vacuo, a segunda derivada do potencial

(%@)M 2, (1.65)

fornece o quadrado da massa da particula escalar no mecanismo de Higgs. Entao, as
oscilagoes no potencial devidas a redefinigao de ¢ (para satisfazer exatamente a primeira

equagao de movimento)siao dadas por 2cyp%(z) e assim obtemos finalmente que
p(x) ~ e V2T (1.66)

Mais uma vez, é util definir um novo comprimento caracteristico &

1
202

m
Il

(1.67)

que determina o alcance do campo ¢ até que este atinja seu valor esperado de vacuo.
A constante de integracao ¢ na equagao (1.61) é determinada com o auxilio do fluxo
O (r) = 2mr|A(r)| que deve tender a zero para § < r < A. Além disso, para 0 < e|p|r < 1,
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Campos H{r) e ¢ (")

0.0 ! e

L
0 5] 10 15 20
Disténcia do centro do vortex

Figura 1.2: Comportamento dos campos ¢ e H. Os comprimentos caracteristicos & e A
determinam a fronteira do vortex.

temos

Kilelolr) = (1.65)

e portanto

c=—elp| . (1.69)

A figura ilustra o comportamento dos campos H e ¢. Se £ e A s@o da mesma ordem de
magnitude, entao ha um vortex bem definido. O estado de vacuo é descrito por H =0, e

6| = /2%, e o diametro do vortex ¢ da ordem de & ~ A.
2cy
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Capitulo 2

Teorias Escalares-Tensoriais da
Gravitacao

A teoria da relatividade geral de Einstein é uma teoria geométrica. Isto é, ela baseia-se
fundamentalmente no tensor métrico g,,. Por esta razao, a teoria pode ser denominada
uma “teoria métrica”. Uma “teoria escalar”da gravitagao foi desenvolvida por Nordstrom,
em 1910, elevando o potencial Newtoniano ao status de escalar de Lorentz [7]. A teoria

de Nordstrom se baseia na equacao
ey = 4nGT*, . (2.1)

As solugoes da teoria de Nordstrom sao conformalmente planas. Isto é, o tensor

métrico pode ser escrito como g, = An,,, onde

® 7, ¢ a métrica de Minkowski;

e A é uma funcao escalar da posicao.

Esta sugestao significa que a massa inercial de particulas fundamentais deve depen-
der do campo escalar. A teoria de Nordstom satisfaz a forma fraca do Principio de

Equivaléncia. Portanto,

e A teoria nao prevé deflexdao da luz passando proxima a um corpo massivo.
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e A teoria prediz uma precessao anomala do perihélio de mercirio, mas em desacordo

com o sinal e magnitude observados.

Apéds o desenvolvimento da teoria da relatividade geral, e sua comprovagao por ob-
servacoes de diversos fenomenos fisicos, a prépria forma da teoria incentivou muitas “teo-
rias alternativas”. E do nosso interesse estudar uma classe destas teorias, denominada
teoria escalar-tensorial, que combina a sélida fundamentacao da teoria da relatividade
geral a um campo escalar inserido de maneira nao trivial, através de um acoplamento
nao-minimo. As primeiras tentativas destas teorias se devem a Jordan [8], Fierz [9] e
Brans-Dicke [3] considerando um campo escalar sem massa com acoplamento constante
com a matéria. Bergmann [10],Wagoner [11] e Nordtvedt [12] formularam a teoria com
um acoplamento dindmico entre a matéria e o campo escalar. Damour e Nordtvedt [13]

generalizaram a teoria introduzindo varios campos escalares gravitacionais.
2.1 A Teoria de Brans-Dicke

O modelo mais simples de teoria escalar-tensorial é a teoria desenvolvida por Brans

e Dicke que se baseia na idéia de Mach, de que o fenomeno da inércia deve surgir de

aceleracoes em relacao a distribuicao geral de massa no Universo. As massas inerciais

das varias particulas elementares nao seriam constantes fundamentais. Ao contrario,

representariam a interacao destas com um campo ¢ devido a distribuicao de massa no

Universo'. Mas a escala absoluta das massas de particulas elementares somente pode ser
Gm

medida através de aceleragoes gravitacionais (T?) Entao, uma conclusao equivalente,

é que a constante gravitacional G deve estar relacionada com o valor médio do campo

!Todas as quantidades desta secao estdo no referéncial de Jordan-Fierz. Isto é, o campo ® e a métrica
fisica estarao acoplados nas equagoes de campo.
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escalar @, acoplado a densidade de massa do Universo.

A mais simples equagao covariante de campo para o campo P é
;0 = 4nATy (2.2)

onde Lz = @, 7 ¢ o d’Alambertiano covariante calculado em relagao da métrica fisica
Guv, A € uma constante de acoplamento e T, " é o tensor energia-momentum devido aos
campos de matéria do Universo. Uma estimativa grosseira do valor médio de ® pode ser

feita pelo cédlculo do potencial central de uma esfera de gas com densidade césmica de

3

massa p ~ 1072°g cm ™3 e raio igual ao raio aparente do universo R ~ 10%cm,

d ~ AR ~ A x 107 g em™ . (2.3)

Note que este valor é préximo ao valor & = 1.35x 10%g em™!. Logo, podemos normalizar

o campo ¢ como

1
D >~ — 24
<@x (2.4)

de forma que A seja da ordem da unidade. Estas consideragoes levaram Brans e Dicke
a sugerir que as equagoes corretas para a gravitacao sao obtidas pela substituicao da
constante gravitacional G por % e pela inclusdo de um tensor energia-momentum 775"

para o campo ® na fonte do campo gravitacional

D 1 .5 87~ v Ty
R — SR = —%[TA’} + T (2.5)

Isso, no entanto, nao garante a validade do Principio de Equivaléncia. Portanto, ¢
necessario requerer que somente g,,, € ndo P, esteja nas equacoes de movimento das
particulas. Portanto a equagao que descreve a troca de energia entre matéria e gravitagao

deve ser a mesma da Teoria da Relatividade Geral

~ or,, " ~
Ty "y = A4 T0 T, 0, — T

- A p Ty, =0 . (2.6)

p
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Calculando a divergéncia covariante da equagao (2.5) multiplicada por ® e usando as

identidades de Bianchi, obtemos
~ 1. ~ ~
(RE — 55“1,}%)@;# = =87y va . (2.7)

O tensor simétrico mais geral que pode ser construido a partir de termos contendo duas

derivadas de um ou dois campos ®, além do préprio @, é

T, " = A(®)D. D, + B(®)6*, 8,8 + C(®)D/ +5*,D@)DOP ,  (2.8)

v

cuja divergéncia covariante é

Ty "y = [A(®) + B (@)D,

+[A(®) + D'(®)]®,, U0
(2.9)
+ [A(®) +2B(®) + C'(?)]2.1, P,

+ D((I))(Dﬁzq));v + C<(I))D§<(I);V) )

onde () = L.

O primeiro termo da equagao (2.7) pode ser determinado utilizando-se a relagao de

comutacao de derivadas covariantes de um campo tensorial
VS =V, =VR), — VI RT, (2.10)

A

“r €Xpressa a presenca de um campo gravitacional puro. Assim,

que mostra que R

(D;JRg = (b§#;’u, - CI);V;M = (DECD);V - Dﬁ(q);u) . (211)

i S

Utilizando o trago da equacao (2.5) juntamente com a equagao (2.2), obtemos

~_87T 1

R= 2 | 75050 + (A(®) + 4B(0))/ 0, + (C(®) +4D(@)Tz0| . (212)
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Assim, o lado esquerdo da equagao (2.7) pode ser escrito como
~ 1. ~
(Rﬁ - 55#1/]%)(1);# = (Dﬁq));l/ - Dﬁ(q)w)

4 1
- %@ {(4 LHO@) + 4D(<I>)> ;9 + (A(®) + 4B(9)) 4D,

(2.13)
Comparando os coeficientes de (Lg®),,, Ug(P,,), ©,,L5®, 1D, P, e @ @, nas equagdes

(2.9-2.13), a equagao (2.7) requer o sistema de equagoes

—8rD(®) =1
8rC(P) =
4m 1 ,
6 (erC’ +4D > = +D(‘I>)) (2.14)
47

5 (A(®) +4B(®)) = 87(A'(2) + B'(P))
A(®) + 2B(®) + C'(®) = 0

cuja solucao tnica é

AN =55 » BO="fs (215)
C@) =g . D®)=-

onde definimos o parametro adimensional w = % — % Finalmente podemos escrever as

equagoes de campo da teoria de Brans-Dicke

8T  ~
S =550 M
~ 1. ~ 8~ w 1_
Ry — §guuR D — Ty — @((D;uq);u + §guvq)pq);p) (2.16)
1 -
+ 6((@;#;” — guw®)

Pela estimativa do valor de A, feita no inicio da se¢ao, w também seria da ordem da

unidade. Se w for muito maior que a unidade, entao

0,0 = O (i) , (2.17)
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e portanto

¢:<¢>+@<l):é+@(l) | (2.18)

w w

Assim, a segunda equagao de (2.16), para w muito maior que a unidade, é escrita

< 1.~ ~ 1
R#y - §§HVR = SWGTMH,, + O (;) . (219)

Consequentemente, a Teoria de Brans-Dicke retoma a Teoria da Relatividade Geral
no limite w — oo.

E importante observar que o campo escalar @, na teoria de Brans-Dicke, somente influi
nas equagoes de campo gravitacional. Uma vez calculado g,,, os efeitos da gravitagao em
um sistema fisico arbitrario serao determinados pelas mesmas equacoes de movimento da

Teoria da Relatividade Geral.

2.2 Formulacao Lagrangiana das Teorias Escalares-
Tensoriais da Gravitacao

Nesta secao iremos estudar uma classe mais geral de teorias escalares-tensoriais da
gravitacao. No que segue, a Teoria de Brans-Dicke pode ser obtida como um caso particu
lar, fazendo-se o parametro w constante. As equacoes de campo destas teorias decorrem

da acao

S — 16% /d4x /__g {CI)E B WEDCI))EWau(I)@u@ + Sm[\pm,’g"w] , (2.20)

onde R é o escalar de curvatura associado a métrica fisica g, e o parametro w(®) é funcao
arbitraria do campo escalar da teoria. §,, é a acao de matéria, composta pelos campos
de matéria V,, e pela métrica fisica g,, que se acoplam nao-minimamente, obedecendo ao

Principio de Equivaléncia.
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A variacao da aca@o (2.20) em relagdo a métrica fisica g,, e ao campo escalar ® fornece

as equagoes de campo

R~ 3B = 2T
+ ”g) [8,@8,,@ - %’gw’gaﬁaa@ag@]
+ é AL Sy (2.21)
0,0 = Wl)% (87@ —~ Z—g’gﬂ”a#@a,,@) (2.22)

onde TW = \/2_(‘;;9:; e ;0 = <\/_~ o, (I>>

Estas equagoes nao sao convenientes pois contém termos de acoplamento entre a
métrica fisica g,, e o campo escalar ®. A acdo (2.20) e as equacoes de campo (2.22-2.21)
estao no denominado referencial de Jordan-Fierz. E ttil desacoplar guw © ®, passando para
o referencial de Einstein (ou conforme) em que os graus de liberdade, escalar e tensorial,

sdo desacoplados através de uma transformacao conforme [14]

Juv = Qz(@)guu . (2.23)
Definindo as quantidades
d 1 dQ Q’
= —(InQ 2.24
e
9 1
G.Q%(p) = 3 (2.25)

onde Q(p) é uma fungao arbitrria de acoplamento? e a(p) descreve o acoplamento da

matéria com o campo ¢, a agao (2.20) é, entao, escrita no referencial de Einstein como

4 o pv 2
167TG / d*x\/—g[R — 29" 0,00,¢] + S [V, X (©) 9] (2.26)

2A especificacido da funcio Q(¢) define univocamente teorias escalares-tensoriais distintas.
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onde R ¢é o escalar de curvatura associado a métrica g,, e G, ¢ a constante de gravitagao
média.
Para relacionar as quantidades entre os referenciais de Einstein (g,,, ¢ € Q(¢)) e de

Jordan-Fierz (g,,, ® e w(®)) devemos impor a condigao

a%m=im$:§. (2.27)

Obtemos as equacgoes de campo no referencial de Einstein fazendo a variagao da agao

(2.26) em relacao & métrica g,, e ao campo escalar ¢

1
G = 81G. 1, + 2(0,p0,p — 59#,,8)‘@8,\@) , (2.28)
Oy = —4nG.a(p)T", (2.29)
onde TH = _\/ngg‘;:: e Uyp = @, 580 0 tensor energia-momentum e o operador de

Laplace-Beltrami no referencial de Einstein, respectivamente.
As quantidades, no referencial de Einstein e no referencial de Jordan-Fierz se rela-

cionam das seguintes formas

9=0")7 , (2.30)

T = Qz(@)ﬁw
No referencial de Jordan-Fierz a matéria se acopla minimamente a métrica fisica
guv- Neste referencial, o tensor energia-momentum T w se conserva e o Principio de
Equivaléncia é valido. No entanto, no referencial de Einstein, o tensor energia-momentum

T,, nao se conserva. Utilizando as identidades de Bianchi e a equacao de (2.28), obtemos
(T, + SNV);M =0 , (2.31)

33



onde

1

1
M(QLAO&AO - _guua)\SOaASO) , (232)

S, =
a 2

indicando que existe troca de energia e momentum entre a matéria e o campo escalar.
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Capitulo 3

Cordas Coésmicas Supercondutoras
em Teorias Escalares-Tensoriais da
Gravitacao

Conforme vimos no capitulo 2, varios modelos de calibre admitem defeitos topoldgicos
como solucoes solitonicas resultantes da quebra espontanea de simetrias locais. As cor-
das césmicas, particularmente, tém atraido bastante atencao devido a possibilidade de
formarem estruturas em grande escala no Universo [2]. Um mecanismo relevante para
se compreender a formacao de estruturas por cordas césmicas envolve cordas longas se
movendo com velocidades relativisticas no plano normal & corda, causando wakes' [15].
Este mecanismo foi considerado na Teoria da Relatividade Geral [16, 17]. No entanto,
o mecanismo de formacao de wakes, por cordas longas, também pode ser compreendido
no contexto de Teorias Escalares-Tensoriais da gravitagao [18]. Nestas teorias a presenca
do campo escalar induz uma estrutura no espaco-tempo similar aquela gerada por uma
corda com velocidade relativistica em Relatividade Geral [17]. Pode-se mostrar que este
efeito é amplificado na presenca de torgao [19]. Este é apenas um dos muitos exemplos

da riqueza do estudo de cordas cosmicas em Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitacao.

!Denominam-se wakes as perturbacdes no espaco-tempo geradas pelo movimento de cordas com ve-
locidades relativisticas.
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3.1 Cordas Césmicas Supercondutoras

A teoria microscépica que descreve um vortex supercondutor? é o modelo bosonico de
Witten [20], consistindo de dois pares de campos escalares complexos e de calibre (¢, B,,)
e (0,A,). Seja o Lagrangiano

1 1 1 1
Lo = =5 (Dy6)(D 6)" = S(Dyor) (Do)’ = < FyuF" = —— HuH"™ ~V(J6], o) (3.1)

onde F,, = 0,B, — 0,8, e H,, = 0,A, — 0,A,. As derivadas covariantes nos termos

cinéticos, expressando o acoplamento minimo com os campos vetoriais, sao dadas por
D,¢p=(V,+i¢B,)¢ e D,o = (V,+ieA,)o (3.2)

respectivamente. Conforme visto na segao (2.5.2), a forma do potencial V (|¢|, |o|), dada
em termos gerais de acoplamento entre os campos escalares, é escolhida de forma tal que o
par (¢, B,) quebre a simetria U(1) no vécuo originando a configuracao de vortex, e o par

(0,A,) quebre a simetria U,,,(1) no nicleo do vortex originando a supercondutividade

2

A Ao >
V{1l lol) = (0 = 1) + (6 — )l + Lol + 220 . (33)

O modelo de corda ¢ aqui totalmente fixado se considerarmos a solucao® particular de

Nielsen e Olesen [21]

6= 0" e B=Q) -1 (3.4)

para o par (¢, B,). Para o par (0, A,) o carater supercondutor ¢ fixado pelas formas [20]

o= o(r)ext) 4, = é[a(r) Cond L A.=iPe)—ond . (35)

(&

2Nos restringiremos a configuracoes correspondentes a um vortex carregado de corrente, isolado e
estatico ao longo do eixo z.
3Em um sistema de coordenadas cilindricas (¢,7,0,z) tal que r > 0e 0 < 8 < 2.
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onde P, e P, correspondem, respectivamente, aos campos elétrico (corrente tipo-tempo)
e magnético (corrente tipo-espago), respectivamente. As fungoes ¢, Q(r), o(r), P(r) e

P.(r) devem ser regulares em todo o espago e satisfazem as condigoes [21, 22]

e No caso elétrico, onde P, = 0,

»(0)=0 , PO0)=1 , lme¢(r)=n , lm P(r)=0 . (3.6)

r—00 T—00

»0)=0 , P(0)=1 , lime¢(r)=n , limP,(r)=0 . (3.7)

r—00 T—00

e No caso misto, onde ambos P, e P, nao se anulam

¢0)=0 , R0)=F0)=1 , lme¢(r)=n ,

T—00

(3.8)
lim Py(r) = lim P,(r) =0

T—00 T—00
Para estudarmos o campo gravitacional gerado pelas trés configuragoes possiveis de

uma corda supercondutora, iniciaremos com a ac¢ao no referencial de Jordan-Fierz
1 — - o) B
§=1 d*z\/—g[®PR — wED ) 70,80, + S tm), Guv] (3.9)
T

onde g,, ¢ a métrica fisica que contém tanto os graus de liberdade escalares quanto
os tensoriais. S, é a agdo dos campos de matéria obtida a partir do Lagrangiano (3.1).

Através da transformacao conforme (2.23), a a¢éo (3.9) é escrita no referencial de Einstein

S =15 | oVaR ~ 20,0
+ [dey=gl- S0 D,0) (D"6) + (Do) (D) (3.10)

1
= 1oz Fw " + Hu H™) = Q*(0)V (9], |o])]
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Escrevemos, entdo, a métrica geral com simetria cilindrica [23, 24] na forma
ds? = —e2Vdt* 4+ 207V (dr? + d2?) + e do? | (3.11)

onde ¢ =1(r), y =(r) e § = B(r).

Variando a agao (3.10) em relagao a métrica g,, e ao campo escalar ¢, obtemos as
equagoes de campo (2.28-2.29) no referencial de Einstein. E importante notar que con-
traindo as equagoes (2.28) com a métrica g"” obtemos o escalar de curvatura no referencial
de Einstein

R =20,p0"¢ (3.12)
a partir do qual podemos reescrever as equagoes generalizadas de Einstein

R, =8rG.T,, +20,00,¢ . (3.13)

Utilizando a métrica (3.11) obtemos as componentes nao-nulas do tensor de Ricci

/

R! = 62(w—7)[¢”+ﬁ¢/] 7 (3.14)
R’ = e2<w-v>[—w"—%’¢'+2<w’>2+v”—%¢+%"1 , (3.15)
RS = 62(w—w)[_¢~_5¢'+?] : (3.16)
R = 62(wv)[_¢ﬂ_5¢’+7”+%7’] ) (3.17)

onde (') expressa uma diferenciagao em relagdo a r. Desta forma, as equagoes de campo

sao explicitamente escritas como

B = 8rG. 20 B [T + T,
(BY) = 8rG.e20 VBT, |
B = =PW) = @) +4n G205 (I ~ LT+ T + 17) (3.18)
(7)) = 87G,20 VB (T} + T.7)

(8¢") = —4rG.a(p)T
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O tensor energia-momentum 7, deve ser calculado para cada uma das configuragoes

possiveis (elétrica, magnética e mista) a partir da definigao

1
T = —592@0) {—gtt

1
8

1
I = —59%p) {+"" B -

rr

2 55,
=g agm

Assim as componentes nao nulas do tensor energia-momentum sao

Ty = —

tt t +Q%C§ +g

962

r /2
1 rr tttt HGQ 2z
+ 377 +g o2 +9g 7 +t9g
1
T99 — _§Q2(S0) {+gtt02pt2 + gr'r |:¢/2
1 T | tt t 9(9@
e R R g~

/2

62

72

e2

62

2
a']—

— QY V (ol 10l)

PR+ g7 [0 + ] + QP + g0 P2}
QY )V (lo], l9])
g7 [¢/2 4 0/2} + "0 +gzzo_2P22}
= — 2@Vl [l

999¢2Q2 + gzzo_QPZ2}

1
T = —592(90) {—l—g 'o?P? + g [(b'Q + 0o ] +¢"$*Q* — gzza2Pz2}

ttt

+9'—5 +g -9
e ¢

P
eeQ = N OVAERE)D

727

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

onde, no caso elétrico a componente P, se anula, e no caso magnético a componente P; se

anula. Para resolver as equagoes de campo dividimos o espaco em duas regioes distintas:

uma regiao interior a corda 0 < r < 1y, onde todos os campos de matéria contribuem para

o tensor energia-momentum; e uma regiao exterior a corda r > ry, onde os Unicos campos

de matéria que contribuem para o tensor energia-momentum sao os campos P, e P,. rg é

o raio da corda determinado pela relacao entre os comprimentos caracteristicos definidos

na sec¢ao (1.5.2). Apds resolvermos as equagoes de campo nas duas regides aplicamos as

condicoes de continuidade em r = ry a métrica e suas derivadas, obtendo assim a relagao
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entre os parametros internos da corda e a geometria do espago-tempo [24]. Neste trabalho,
nos concentraremos na obtencao das solucgoes exteriores a corda para as trés configuragoes
possiveis de campos. As solucoes da regiao interior para os casos elétrico e magnético sao
obtidas nos trabalhos de Guimaraes e Naves de Oliveira [25, 26] e de Ferreira, Guimaraes

e Helayél-Neto [27], respectivamente.

3.2 Algebra de Rainich Generalizada e as Solucgoes
das Equacoes de Campo

Conforme exposto na se¢ao anterior, na regiao exterior a corda (r > rg), o inico campo
que contribui para o tensor energia-momentum € o campo eletromagnético. Portanto, para

r > 1o, podemos observar que o tensor energia-momentum possui a forma

1 1
™ = — |H*H,)” — —¢g""H*’H, , 3.24
e 19 8 (3.24)
com as seguintes propriedades particulares
T)=0 7oy = Lirosy, 5 v 3.25
woo € w ta — Zl( 015) In : ( . )

Estas propriedades foram primeiramente estabelecidas por Rainich [28] e foram poste-
riormente denominadas de condicoes de Rainich®. Mais tarde, estas propriedades foram
retomadas por Misner e Wheeler [29] através das rotacoes de dualidade®. L. Witten [23] as
obteve através do célculo espinorial [14] e as aplicou as equagoes de campo da Relatividade
Geral. Assim, as propriedades do tensor energia-momentum implicam em propriedades

do tensor de Ricci denominadas “dlgebra de Rainich”.

4Juntamente com propriedades diferenciais sobre T,v, que no caso deste trabalho sao trivialmente
satisfeitas.
Estas propriedades sdo a base da “Geometrodindmica” desenvolvida por Misner e Wheeler.
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Na teoria escalar-tensorial as propriedades (3.25) de 7}, se refletem diretamente no ten-
sor de Einstein descreverendo uma situacao fisica onde ha a presenca de campos gravita-
cionais e campos eletromagnéticos. Portanto, nesta situacao os campos eletromagnéticos
sao tratados da mesma forma que os campos gravitacionais, sendo necessario somente a
métrica (3.11) e suas derivadas para a solugao do problema. Aqui reside a vantagem do
método em relagdo a solugao via equagoes de campo (3.18), que envolvem os campos de
matéria juntamente com os campos geométricos.

As condigoes de Rainich sobre o tensor de Einstein podem ser reescritas em termos do
tensor de Ricci, que no caso da teoria escalar tensorial sao modificadas pela presenca do

campo escalar ¢ e denominam-se “dlgebra de Rainich generalizada”[25, 26, 27, 30, 31]
R=R'+R"+ RS+ R*=2¢"(¢)? , (3.26)

(R')? = (R 29" (¢)*)* = (R)* = (R)* . (3.27)

r

As equagdes (3.26-3.27) admitem trés casos possiveis de solugoes

e (Caso I: Caso Elétrico

R'=-Rf . R'=R'-2"(¢)" . R’=R> .  (328)

e Caso II: Caso Magnético

R'=R/ , R'=-R"+29"(¢')* , RS/=-R’ . (3.29)

e (Caso III: Caso Misto

R'=-R) . R'=-R'+2"(#) . R/=-R’ . (3.30)
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A identificacao de cada caso com o eletromagnetismo é feita por Witten [23] e estd de
acordo com os trés casos (3.6, 3.7, 3.8) da secao anterior. No que segue, utilizaremos as

equagoes (3.28-3.30) para obter a métrica exterior a corda.

3.2.1 Caso I: Corda Portando Corrente Tipo-Tempo

Utilizando a métrica cilindrica geral (3.11), que aqui serd rotulada ds% para distinguir

dos outros casos, temos
ds? = —e2dt* + 20"V (dr? + d2?) + FPe 2V db? (3.31)

onde ¥, v e 3 sao fungoes de r, e sao determinadas a seguir pela algebra de Rainich. As
componetes ndo nulas do tensor de Ricci para a métrica (3.31) sao

/

Rtt:g”(wn"’_ﬁw/) , (332)
r __ rr i ' / N2 " 6, / ﬁ//
R =g" (= —Ew +2(¢")° + ~ 57 +E) : (3.33)
0 _ _rr(__ //__/ / l
Ry =g" (¢ ﬁ¢+ ﬁ) : (3.34)
z _ rr_//_é,/ " E/
R7=g"(-¢ 6w + 7 +57) : (3.35)

Entao, a partir das condigdes (3.28) e da equacao de campo (2.29) para o campo

escalar ¢, obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais

3'=0 (3.36)

/

wl/ _'_ Ewl _ (w/)Z _ ,-)/// — (@/)2 , (337)
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V'+=9'=0 (3.38)

&)
B¢) =0, (3.39)
cuja solugao tnica é (ver apéndice A)
B(r)=Br , (3.40)

¢(r)=Dln (L) : (3.41)

+(r) = m?In <1> , (3.42)

$(r) =nln (_) hn (%:) . (3.43)

Portanto, o campo gravitacional exterior a uma corda césmica portando corrente tipo-

tempo ¢é determinado pela métrica

2m?—2n —2n
dsy, = (L) W2(r)(dr? + dz*) + (L> W2(r)B*r*do* |

To

- (_) e 340

onde
(5)*" + &

Wi(r) = T h

(3.45)

As constantes m,n, k, B e D sao fuingoes dos parametros internos da corda e deter-

minadas apos a inclusao dos campos de matéria.
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3.2.2 Caso II: Corda Portando Corrente Tipo-Espaco

Neste caso é conveniente escrever a métrica (3.11), realizando a transformacao dz —
1dt. Desta forma, temos ainda a métrica geral cilindrica, porém mais conveniente para o
calculo.

dsi, = e*d2? + &V (dr? — dt?) + e ?Vdo* . (3.46)
O proposito desta transformagao é obter o mesmo sistema de equagoes gerado pela dlgebra

de Rainich da corda com corrente tipo-tempo. Para a métrica ds?, as componentes nio

nulas do tensor de Ricci sao (ver apéndice A)

’ g

R =g"(—¢" ~ FYEY T (3.47)
r__ . rr " ' / AV " ﬁ, / ﬁ”
R =g" (= —Ew +2(¢)? + v ~ 57 +F) : (3.48)
0 _ rr(__ 1" ﬁ / ﬁ_/,
Ry =g"(—v 5¢+ﬁ) : (3.49)
R7=g"("+ EW) : (3.50)

A algebra de Rainich (3.29), juntamente com a equagao de campo para o campo escalar
¢, fornece o mesmo conjunto de equagoes (3.36-3.39) com solugoes (3.40-3.43). A métrica

exterior a corda portando corrente tipo-espaco é escrita como

2m?2—2n —2n
ds%, = <L> W2(r)(dr? — dt?) + (£> W2(r)B*r*do?

To To

(&) .

onde W (r) é dado pela expressao (3.45) e as constantes m, n, k, D sdo determinadas a

partir dos campos de matéria, apés a realizacao das condigoes de continuidade [25] sobre
a métrica no ponto r = ry.
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3.2.3 Caso III: Corda Portando Corrente Mista

Utilizando agora a &algebra de Rainich para o caso onde ha corrente tipo-tempo e

corrente tipo-espago, que denominamos caso misto, impomos a métrica geral (3.11)
ds?_y; = —e2dt® + 207V (dr? 4 d2?) + BPe do* . (3.52)

Obtendo dai o sistema de equacoes diferenciais

=0 |, (3.53)

1 5/ 1 ﬁ_// _ N2
w+ﬁw (¢")? =7+ )", (3.54)
v+ gw =" + 266/¢ , (3.55)
(B =0 . (3.56)

Cuja solugao tnica é (ver apéndice A)
B(r)=Br (3.57)

é(r) = DIn (1> , (3.58)

(r) = 20(r) + <%> nr (3.59)

n—1

P(r)==1In ( r [—csin(vn —1ln7r) 4+ ¢ cos (Vn — 11ln 7“)]2) , (3.60)

com

n=(F-D* . (3.61)

Portanto, o campo gravitacional exterior a corda mista é determinado pela métrica

ds3_y = (1>2 (VQ( ") g (%)FH VA (4>~ apy + 2l

1) o
o ey D) o> | (3.62)

V2(r)
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Figura 3.1: Comportamento da soluc¢ao ¢ da equagao de Rainich (aqui fixamos n = 2 e

Cy=Cy=1).

onde

V(r)=[—csin(vVn—1lnr) + cycos (Vn—1lnr)] . (3.63)

As constantes C, Cy, C, B, D e F serao determinadas apds a inclusao dos campos de
matéria.

O comportamento das componentes da métrica estd ilustrado nas figuras (3.2-3.4).
Observamos que, apesar do comportamento oscilatério de 1 (r), os coeficientes métricos
nao mudam de sinal. Porém, fica evidente que esta solucao nao é assintoticamente corres

pondente a métrica de Minkowski.
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Figura 3.2: Comportamento de g;; paran =2e C; = Cy = 1.

1.2e+07
1e+17 4

de+HlE

Yoo

Ge+l6

4e+16

2e+lE7

o 000z 0004 0dos | 0008 0.0
r

Figura 3.3: Comportamento de ggg9 paran =2e C; = Cy = 1.
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Figura 3.4: Comportamento de g, € g, paran =2e C; = Cy = 1.
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Capitulo 4

Uma Aplicacao da Métrica da Corda
Coésmica Supercondutora do
Tipo-Elétrico

Cordas cosmicas podem ser responsaveis pela formagao de estruturas em larga escala
no Universo [32], pela anisotropia da radiagdo césmica de fundo [33, 34] e por efeitos
de lentes gravitacionais [35]. Neste capitulo, utilizaremos a métrica (3.44) para tratar o

problema das curvas de rotacao de galdxias [36].
4.1 Condicoes Geométricas Sobre os Tipos de Matéria

Nesta secao determinaremos as condigoes necessarias e suficientes para que a veloci-
dade tangencial de particulas teste, percorrendo curvas de rotacao fechadas, seja con-
stante. Os resultados apresentados nesta secao independem da configuracao material
presente no halo da galaxia. A andlise aqui apresentada é puramente geométrica.

Iremos supor que a matéria luminosa nao contribui de forma determinante para a den-
sidade de energia total da galdxia. Esta hipétese é sustentada pelos dados experimentais?

mostrando que os halos de galdxias sao compostas por pelo menos 90% de matéria escura.

! Ao menos na regido onde se observa o fenémeno de achatamento das curvas de rotacio.

48



Portanto, iremos considerar a matéria escura como o principal gerador da dinamica do
sistema, sendo uma boa aproximacao desprezar os efeitos devidos a matéria luminosa.
E ainda razoavel supor que o halo de matéria escura é simétrico em relagao ao eixo de

rotacao da galaxia, o que deve se refletir na simetria do espago-tempo.

4.1.1 Determinagao da Forma do Elemento de Linha

O elemento de linha que possui as caracteristicas descritas acima pode ser escrito

genericamente na forma
ds? = —e*(dt + wdf)* + e [ (dp* + d2°) + p*do?] (4.1)

onde 9, w, v e u, sdo fungoes de (p, z).
O Lagrangiano para uma particula teste em um espaco-tempo estatico?, w = 0, descrito

pelo elemento de linha (4.1) é dado por®

2L = —e2Vi? 4 e [P (p? + 22) + p26% (4.2)
cujos momenta canodnicos associados, p, = 8‘%, Sao0
p=—-FE=—e | (4.3)
po =L =pe 0 | (4.4)
P, = e—Q(w—v)p ’ (4.5)
p.=e 20z (4.6)

onde F e L sao constantes de movimento caracteristicas de cada geodésica. No que segue,

iremos restringir o movimento ao plano equatorial, onde z = Z = 0. Iremos encontrar os

2Nestes sistemas nao ha o termo cruzado entre dt e df, o que é apoiado observacionalmente pela
conservagao do momento angular do sistema.
3Aqui (-) representa a diferenciagao em relagao ao tempo préprio 7.
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vinculos impostos pelas geodésicas circulares sobre a energia e o momentum angular de
particulas em tais dérbitas.

Como nao ha dependéncia explicita do tempo, entao o Hamiltoniano, H = p,2*— L, é
também uma quantidade conservada®. Desta forma podemos escrever a seguinte expressao

para a geodésica relativa ao movimento radial
pPP— VB —LH—-1]=0 . (4.7)

Como estamos interessados em Orbitas circulares estaveis, impomos as trés condicoes

seguintes a serem satisfeitas
e p=0,

. a\gip) =0, onde V(p) = —e2N[Ef — LO —1].

9V (p)
* 5

leztr > 0, para que haja um minimo.

Estas condiges, em conjunto com a equagao (4.7), implicam em um sistema de duas

equacoes diferenciais

Ef—LH—-1=0 |, (4.8)

a% (e%—V[Ei — Lo — 1]) =0 . (4.9)

Usando as equacdes (4.3-4.4), podemos escrever f e 6 em termos das constantes de

movimento F, L e dos coeficientes da métrica como

t=e?E | (4.10)

L

0=—L |, (4.11)
7]

4Normalizaremos o Hamiltoniano como H = % para geodésicas do tipo-tempo.
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que, inseridas nos vinculos (4.8-4.9), nos fornecem as equagoes

pre (1 —eEH) + 1P =0 (4.12)
(=2 2 e\ o
(eVE* + (— ) L*=0 (4.13)
o

onde () = a%' Portanto, podemos obter as constantes E e L caracteristicas de cada érbita

em termos dos coeficientes da métrica

: (4.14)

L=pe? (4.15)

wo_
w2V

A segunda derivada do potencial V' (p) tomada no extremo também pode ser calculada

. 2e2(¥—7) [ul ’u// I M/ 2
V5w = o [0 = g = o2+ 3(S) wl o o
% -2 | p K H H

Serd util ainda encontrar a expressao para a velocidade angular de uma particula
teste em movimento circular no plano equatorial em termos dos coeficientes da métrica.

Notando que a velocidade angular, €2, é dada por

L
Cdt

Q:%?/Mf¢,. (4.18)
o

Esta expressao sera util no calculo da velocidade tangencial feito a seguir.

9) : (4.17)

podemos reescreve-la como

4.1.2 C(Calculo da Velocidade Tangencial

Para o calculo da velocidade tangencial de particulas teste em movimento circular

no plano equatorial em termos dos coeficientes da métrica, iremos seguir a prescricao de
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Chandrasekhar [37]. Desta forma, reescrevemos o elemento de linha (4.1) como
ds? = —e®dt* + e 2V 12d0? + e 2V (dp? + d?) . (4.19)
Definindo o tempo préprio como dr? = —ds?, (4.19) pode ser expresso por

do\ > dp 2 dz\?
2 2¢ 742 —4y 2 2y =4 - -
dr” = eVdt {1 e ( t) e“le [( t) +(dt> , (4.20)

a partir do qual podemos escrever a expressao
1= e™up?[l —v?] (4.21)

onde ug = j—i, temos

do\> dp\> [dz\?
2 _ 4y, 2 [ Y 2y, —4 - =
ceo (dt> e [(dt) +<dt) (4.22)

2 2 2
=v9" +v,” + v, ,
que nos fornece as componentes da 4-velocidade das particulas teste. Em particular, a

velocidade tangencial é dada por
vg = e VuQ . (4.23)

Substituindo a expressao (4.18) para a velocidade angular, 2, obtemos uma expressao
da velocidade tangencial de uma particula teste em um movimento circular estavel. em

termos dos coeficientes do elemento de linha (4.1)

w/
T

Para o caso de drbitas circulares esta velocidade deve ser constante, vg = v.. Assim a

Vp = (424)

equagao (4.24) é escrita, para cada drbita, como
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/ 1 2
% _ ey (4.25)

2
Ve

Este resultado nos leva a enunciar o seguinte teorema [38]

Teorema 1 A velocidade tangencial de orbitas equatoriais estdveis € constante se e 0 se

os coeficientes do elemento de linha satisfazem a relagao

o (ﬁ)l | (4.26)

2
Ve

com | = Tz

Esta é uma condigao necessaria e suficiente para que a velocidade v, seja a mesma para
orbitas circulares no plano equatorial.

E importante notar que o coeficiente métrico v nao influi nesta analise, sendo o movi-
mento estudado determinado apenas pelos coeficientes ¢ e p.

Portanto, para que as velocidades tangenciais de objetos em érbitas equatoriais dis-
tintas de uma galaxia sejam independentes do raio da érbita, devemos ter um elemento

de linha da forma

2l -2l
(2o () i
0 0

E importante notar que o elemento de linha calculado em [26] possui a mesma forma
que (4.27). Neste caso [ é identificado com parametros internos a corda que dependem de
detalhes microscopicos do modelo. Nesta configuragao, consistindo de uma corda césmica

portando corrente tipo-tempo, devemos ter
| =2Goa(p)[U+T + 1% (4.28)
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onde U, T e I? sao a energia por unidade de comprimento, a tensao por unidade de
comprimento e a corrente da corda, respectivamente.

Para cordas césmicas formadas em escalas de grande unificacdo, Go[U + T + I?] ~
3% 1079, e para uma fungao de acoplamento® a(¢g) < 1072 [39], o parametro [ (e também
a velocidade tangencial v..) tém valores muito pequenos. Portanto a magnitude observada
da velocidade tangencial [40, 41, 42], v. > 3 x 107°, nao pode ser explicada por uma corda
cosmica portando corrente tipo-tempo somente. No entanto, para uma rede de N cordas
cosmicas formadas em escalas de grande unificacao, a magnitude total da velocidade
tangencial deve ser Nuv. [43]. Entao, para que o resultado obtido neste trabalho seja
compativel com as observacoes astronomicas, devemos ter uma rede com N ~ 10° cordas.
A tnica situagao na qual um nimero tao grande de cordas é possivel em escalas de energia
muito menores (eletrofraca). Porém, tal escala de energia seria muito pequena para ter

qualquer relevancia na formacao de estruturas.

®Valor compativel com experimentos atuais.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos varios modelos de cordas césmicas supercondutoras em
Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitagao. Obtivemos as métricas exteriores a corda
cOsmica para os trés casos possiveis de corrente, utilizando relagoes entre as componentes
do tensor de Ricci denominadas de “dlgebra de Rainich generalizada”. Posteriormente,
aplicamos o resultado obtido no caso elétrico (corrente tipo-tempo) ao problema das curvas

de rotacao das galaxias. As contribuicoes originais deste trabalho sao as seguintes
e (Cdlculo da métrica exterior para a corda césmica portando corrente tipo-mista;

e Estudo das curvas de rotagao de galdxias através da métrica da corda césmica

portando corrente do tipo-tempo.

Estes resultados estao publicados nas referéncias [30, 31, 36].

O estudo de cordas cosmicas em Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitacao pode
trazer alguns resultados significantemente diferentes de seu estudo na Relatividade Geral
[44]. No caso particular da corda césmica portando corrente tipo-mista essa diferenca
se acentua mais, tendo em vista que na Relatividade Geral nao é admitida uma solugao
estatica para este caso.

Temos como perspectivas de estudo os seguintes problemas:
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e Calculo da métrica interna a corda césmica portando corrente do tipo-mista, através

das equagoes de campo linearizadas;

e Obtencao das equacoes de movimento para particulas teste no espaco-tempo gerado

pela corda césmica portando corrente tipo-mista;

e Estudo do mecanismo de formacao de wakes para o caso misto através do método

desenvolvido por Zel’dovich.
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Obtencao das Solucoes das Equacoes

Diferenciais de Rainich

Seja a equagao diferencial ordinaria (3.36)
g'r)=0 ,
por integracao direta obtemos a solugao
§(r)= B~ B(r) = Br+ G,
Escolheremos C7 = 0 no que segue. Seja agora a equagao (3.39)
(B) =0,

temos que

entao

onde D = %.
A equagao diferencial (3.38) pode ser escrita como

/ ’}/
,}///_i__ﬁ)//:O_),_)///_'_

A
G r ’
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com solucao da forma

V() =rP

que implica na seguinte equagao caracteristica
pp=1)+p=0—p"=0—-p=0
Assim devemos ter

¥(r) = Cs + CiIn(r) = *1n (i)

To

Com os resultados anteriores, a equagao (3.37) é escrita como

2 D

" ]'/ N2
Vit = (W) 5=

Y

n

1
" YA ne _ %
Vit =) =
onde n = D? — [2. Portanto a solucao é dada por

nln (L> —In —(%>2n+k

To 1+l€

A equagao (3.59)
/ /

g +57:2(¢ +E¢) ;

que com os resultados anteriores pode ser reescrita como
20" ) =y 4o

2(rg")" = (r)

Assim

F
7’=2¢’+——>7=2¢+Fln<1) :
T Ty

Com o resultado (42) podemos escrever a equagao (3.60)
/

W+ Ew’ — (W) =9"—(¢)
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(43)



CcOo1mo

com solucao

Y(r)=5n

onde

(

r

n—1

2

_1/}//_'__
r

ersin (V=T cscos (V= TP

nzz(ﬁ’—-[ﬂ)
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