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Álgebra de Rainich Generalizada e Soluções do Tipo Cordas

Cósmicas em Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitação

Por

Marcelo Leineker Costa

Dissertação apresentada ao Instituto de F́ısica da Universidade de Braśılia como parte
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Braśılia,

Prof. Sebastião William da Silva
Coordenador de Pós-Graduação

Instituto de F́ısica
Universidade de Braśılia
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Resumo

Obtivemos soluções exatas para uma corda cósmica estática carregada em uma teoria

de Einstein-Maxwell-Dilaton do tipo escalar-tensorial em (3+1)-dimensões. Esta teoria

é especificada pelo campo φ, pela métrica gµν , pelo campo eletromagnético Fµν e por

um parâmetro pós-newtoniano α(φ). A teoria admite três casos diferentes, cada um

correspondendo a uma solução particular da álgebra de Rainich para o tensor de Ricci.

Como uma aplicação, estudamos o fenômeno das curvas de rotação em algumas galáxias.



Abstract

We obtain exact solutions for a static and charged cosmic string in an Einstein-Maxwell-

Dilaton theory of a scalar-tensor type in (3+1)-dimensions. This theory is specified by

the dilaton field φ, the graviton field gµν and the electromagnetic field Fµν , and one post-

newtonian parameter α(φ). It contains three different cases, each of them corresponding

to a particular solution of the Rainich algebra for the Ricci tensor. As an aplication, we

study the phenomena of the flat rotation curves in some galaxies.
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Elétrico 48

4.1 Condições Geométricas Sobre os Tipos de Matéria . . . . . . . . . . . . . . 48
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Apêndice 57

Referências Bibliográficas 60
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Notação

Ao longo do texto usaremos a seguinte notação:

• A assinatura da métrica utilizada nesta dissertação é (−1,+1,+1,+1).

• Índices latinos como i, j, k, l, variam sob coordenadas espaciais: 1, 2, 3 ou x, y, z.

• Índices gregos como α, β, γ, δ, variam sob as quatro coordenadas inercias do espaço-

tempo: 0, 1, 2, 3.

• Se o mesmo ı́ndice se repete, então o ı́ndice é somado sobre todos os valores posśıveis

AµB
µ =

3∑
µ=0

AµB
µ .

• A derivada covariante será denotada por DµAν ou Aν;µ e a derivada parcial por

∂µAν ≡ ∂Aν

∂xµ ou Aν,µ.

• Um ponto sobre qualquer quantidade denota a diferenciação em relação ao tempo

próprio Ȧµ ≡ dAµ

dτ
.

• O campo escalar de Higgs será denotado por φ e o campo escalar das teorias

escalares-tensoriais será denotado por ϕ no referencial conforme (referencial de Ein-

stein) e Φ no referencial f́ısico (referencial de Jordan-Fierz).
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• Em geral, foi adotado o sistema de unidades ~ = c = 1, a menos que seja explicita-

mente evidenciado o contrário.

Utilizaremos também as seguintes definições:

• Métrica:

ds2 = gµνdx
µdxν .

• Operador d’Alambertiano:

� =
1√
−g

∂µ
(√
−ggµν∂ν

)
.

• Conexão métrica:

Γρµν =
1

2
gρσ(∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν).

• Derivada covariante:

DµAν = ∂µAν − ΓρνµAρ.

• Tensor de Riemann:

Rρ
µνσ = ∂νΓ

ρ
µσ − ∂σΓ

ρ
µν + ΓκµσΓ

ρ
κν − ΓκµνΓ

ρ
κσ.

• Tensor de Ricci:

Rµν = Rρ
µρν = gρσRσµρν .

• Escalar de Ricci:

R = gµνRµν .
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• Tensor de Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR.

• Identidade de Bianchi:

DµG
µ
ν ≡ 0.

• Lagrangeano para uma métrica:

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν .

• Equação de Euler-Lagrange:

∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L
∂∂µϕ

= 0.
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Introdução

Alguns tipos de soluções admitidas em teorias de campos são de extremo interesse devi-

do às suas propriedades peculiares. Dentre elas as soluções solitônicas denominadas de-

feitos topológicos têm sido de grande importância em Cosmologia devido à capacidade de

atuar na formação de estruturas em larga escala no Universo. Exemplos de defeitos

topológicos de interesse cosmológico são os monopólos, paredes de domı́nio e cordas

cósmicas. Porém, somente as cordas cósmicas são compat́ıveis com as caracteŕısticas

observacionais do Universo [1, 2]. Tais defeitos devem ter sido criados à medida que o

Universo se resfriou, passando por transições de fase em seus minutos iniciais. Desta

forma, as cordas cósmicas se constituem em um v́ınculo da era inicial com a era atual do

Universo. O estudo das cordas cósmicas se faz importante tanto por estas caracteŕısticas

quanto pela possibilidade de detecção a partir da tecnologia atualmente dispońıvel.

Na década de 60, Brans e Dicke [3] propuseram uma teoria na qual um campo escalar

também é responsável, juntamente com a métrica, pela interação gravitacional. Teorias

deste tipo, denominadas Teorias Escalares-Tensoriais, foram impulsionadas nos últimos

anos pelas Teorias de Supercordas que possuem como consenso a existência de um par-

ceiro escalar (“d́ılaton”) para o gráviton [4]. As Teorias Escalares-Tensoriais admitem

muitas soluções distintas da Teoria da Relatividade Geral, além das próprias soluções da

Relatividade Geral para o caso em que o parâmetro caracteŕıstico da teoria, ω, tende a
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infinito. Apesar de alguns efeitos serem indistingúıveis nas duas teorias, existem vários

sistemas f́ısicos com algumas caracteŕısticas distintas quando estudados no contexto de

Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitação.

A obtenção das soluções das equações de campo para cordas cósmicas em Teorias

Escalares-Tensoriais se torna quase imposśıvel analiticamente devido à quantidade de

campos de matéria envolvidos nestas equações. No entanto, em alguns casos particu-

lares a obtenção de solução exata é posśıvel através das denominadas “condições de

Rainich”obedecidas pelo tensor energia-momentum para campos eletromagnéticos. Es-

tas condições levam a um conjunto de equações que envolvem as componentes do tensor

de Ricci. Este conjunto de equações é chamado de “álgebra generalizada de Rainich”

no caso de Teorias Escalares-Tensoriais, e claramente simplificam o problema, tornando

posśıvel a obtenção de soluções anaĺıticas.

Neste trabalho estudamos cordas cósmicas supercondutoras em Teorias Escalares-

Tensoriais da gravitação. Obtivemos as métricas na região exterior à corda através da

“álgebra generalizada de Rainich”para os três casos posśıveis de corda portando corrente.

Posteriormente, utilizando a métrica exterior da corda cósmica portando corrente do tipo-

tempo analizamos o problema das curvas de rotação de galáxias.

A estrutura desta dissertação é a seguinte: iniciamos a dissertação pela introdução

de alguns conceitos relacionados a grupos de simetria e quebra espontânea de simetria,

indispensáveis à compreensão de defeitos topológicos. Em seguida, apresentamos exem-

plos do fenômeno de quebra espontânea de simetria que ilustram o teorema de Gold-

stone e o mecanismo de Higgs. O caṕıtulo 1 é composto ainda pelo estudo do mecan-

ismo de formação de defeitos topológicos, com especial atenção à soluções solitônicas
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tipo-vortex. O caṕıtulo 2 faz menção à Teoria de Brans-Dicke e introduz a formulação

das Teorias Escalares Tensoriais a partir do formalismo Lagrangiano. Finalmente, no

caṕıtulo 3 introduzimos as cordas cósmicas supercondutoras, estudando-as em Teorias

Escalares-Tensoriais. Neste caṕıtulo chegamos ao primeiro resultado desta dissertação

com a obtenção da métrica exterior à corda cósmica supercondutora para o caso misto

através da utilização da “álgebra generalizada de Rainich”. O segundo resultado origi-

nal é desenvolvido no caṕıtulo 4 através do estudo do problema das curvas de rotação

de galáxias utilizando a métrica externa à corda cósmica portando corrente tipo-tempo.

Na conclusão fazemos um sumário dos resultados principais e discutimos perspectivas fu-

turas. A dissertação é composta ainda de um apêndice no qual apresentamos em detalhes

os cálculos das soluções das equações diferenciais de Rainich obtidas no caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 1

Grupos de Simetria e Formação de
Defeitos Topológicos

Nos últimos anos houve um rápido desenvolvimento na interface entre a F́ısica de

Part́ıculas Elementares e a Cosmologia. A F́ısica de Part́ıculas Elementares, objetivando

uma teoria de unificação, deve testar suas teorias em escalas de energia muito superiores

àquelas dispońıveis no presente ou até mesmo em futuros aceleradores de part́ıculas. A

opção óbvia a estes é o Universo primordial, onde as condições de temperatura e en-

ergia eram extremas. Por outro lado, os cosmólogos procuram entender caracteŕısticas

observadas no Universo traçando sua história, cada vez mais, rumo ao seu peŕıodo inicial.

O Universo primordial era um ambiente intensivamente energético, portanto não é

simples identificar traços diretos de eventos iniciais. Existem, entretanto, alguns eventos

especiais que podem ter deixado traços ainda viśıveis na época presente. Um exemplo

importante são as transições de fase. Se nossas idéias sobre unificação estiverem corretas,

então o Universo passou, na era inicial, por uma série de transições de fase. Como em

sistemas de matéria condensada, estas transições devem ter levado à formação de defeitos

de vários tipos— paredes de domı́nio, cordas ou vórtices, monopólos, ou combinações

destes. Muitos destes defeitos, por razões topológicas ou outras, se tornam estáveis. No
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entanto, poucos destes podem sobreviver até a presente época. Se tais defeitos existirem,

então eles se constituem numa conexão direta entre os eventos altamente energéticos da

era primordial e a época presente do Universo [1, 2].

Cordas cósmicas, em particular, têm propriedades interessantes. Elas são objetos

muito massivos e podem ter desempenhado um papel importante na formação e desen-

volvimento de estruturas no Universo, possivelmente provendo algumas das não homo-

geneidades de densidade a partir das quais galáxias eventualmente se desenvolveram.

Algumas de suas assinaturas observacionais são perfeitamente distingúıveis.

Neste caṕıtulo abordaremos as idéias básicas sobre transições de fase, os mecanismos

de formação de defeitos topológicos, o que são as cordas cósmicas, como são formadas e

suas classificações. Para tanto, baseamo-nos nas referências [5, 6].

1.1 Grupos de Simetria e Quebra Espontânea de Sime-

tria

A idéia de que interações fundamentais devem ser invariantes sob transformações de

determinados grupos de simetria é uma das ferramentas mais poderosas da F́ısica. No

contexto de Teoria Quântica de Campos, os grupos de simetria agrupam part́ıculas e

relacionam suas amplitudes de probabilidade de espalhamento. As simetrias em Teoria

Quântica de Campos podem ser divididas em duas classes: simetrias cinemáticas e sime-

trias internas. As simetrias cinemáticas são aquelas do espaço-tempo através do qual os

campos se propagam; por exemplo, o espaço vazio tem as simetrias do grupo de Poincaré,

consistindo de translações, rotações e boosts de Lorentz. Simetrias internas relacionam

campos entre si. Para se implementar simetrias internas, os campos devem ter alguma pro-

priedade bem definida de transformação sob o grupo de simetria; em outras palavras, eles
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devem formar alguma representação do grupo. Os rótulos das diferentes representações

são frequentemente denominados de números quânticos. Por exemplo, as representações

do grupo de Poincaré são rotuladas por sua massa e por seu spin. As simetrias internas

transformam campos em outros campos, e existe apenas um número finito de campos.

Os grupos correspondentes são portanto de dimensão finita e compactos. Se estes não

forem grupos discretos, então serão denominados grupos de Lie. Dáı a importância do

estudo das representações dos grupos de Lie em F́ısica de Part́ıculas Elementares. Em

geral, uma teoria quântica de campos relativ́ıstica é determinada pelas representações dos

campos que ela engloba (i.e., suas massas, spins e números quânticos internos), que são

então agrupados em um Lagrangiano invariante.

Uma das mais importantes simetrias é a simetria de calibre local, onde o Lagrangiano

deve ser invariante sob transformações de simetria que dependem de cada ponto do espaço-

tempo. Se esta invariância existir somente para transformações que são constantes no

espaço-tempo, então são chamadas de transformações de simetria de calibre global (ou

ŕıgida). Para simetrias internas as transformações locais exigem um campo de spin 1, o

campo de calibre, cujo exemplo é o campo eletromagnético. A gravitação também pode

ser formulada em termos de transformações de calibre do grupo local de Lorentz, cujo

campo de calibre possui spin 2.

Um problema fundamental nos modelos f́ısicos da Teoria Quântica de Campos consiste

em como quebrar estas simetrias. Se propusermos um Lagrangiano e um estado funda-

mental simétrico para uma teoria, então a existência da simetria de calibre implica que

as part́ıculas de spin 1 associadas a esta devem ter massa nula1. Somente uma part́ıcula

1O campo Aµ, mediador da interação eletromagnética, cujo quantum é o fóton, possui spin 1 e massa
nula. Os bósons W± e Z0, mediadores da interação fraca, possuem spin 1 mas têm massa não-nula.
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com estas caracteŕısticas é conhecida: o fóton. A solução deste problema é quebrar a

simetria do estado fundamental. Tal fenômeno é conhecido como mecanismo de Higgs.

Este mecanismo consiste em introduzir campos de spin 0 que se transformam não triv-

ialmente sob o grupo G das transformações de simetria do Lagrangiano, e construir uma

densidade de energia para estes campos que é minimizada para algum valor não-nulo de

φi denominado φ0
i. A teoria tem então um estado fundamental que é invariante somente

sob o grupo de simetria H, subgrupo de G, que mantém φi0 invariante. Dizemos que a

simetria G foi quebrada em H.

Estudaremos o Mecanismo de Higgs com mais detalhes na seção 2.3. No que segue,

optamos por analisar o fenômeno de quebra espontânea de simetria através de alguns

exemplos simples.

1.1.1 Quebra Espontânea de Simetria: Cristais Ĺıquidos

Um bom exemplo deste mecanismo é observado em matéria condensada. Suponha

um cristal ĺıquido nemático, que consiste de moléculas em forma de bastão ou de disco.

A densidade de energia livre deste sistema é invariante sob o grupo de rotações espaci-

ais SO(3). Esta simetria é global, a termodinâmica do sistema não pode depender da

orientação da amostra. Entretanto, a baixas temperaturas e altas pressões, as moléculas

tendem a se alinhar; portanto em qualquer amostra particular a simetria rotacional não

será completamente respeitada pela direção de alinhamento. A simetria de alinhamento

ainda permanece. Para esta não há direção de alinhamento preferida, mas ela foi que-

brada pelo estado de equilibrio no qual todas as moléculas possuem a mesma direção de

alinhamento. Um subgrupo do grupo de rotação permanece sem ser quebrado. Este é

o grupo das rotações em torno da direção de alinhamento e de rotações por um ângulo
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π em torno de um eixo ortogonal à direção de alinhamento. Este grupo é o O(2). Esta

quebra é usualmente denotada por

SO(3) → O(2) . (1.1)

A direção e o grau de alinhamento das moléculas podem ser descritas por um campo

diretor Φ(x). Este campo deve se transformar apropriadamente sob rotações do SO(3)

para descrever um vetor que independe do sentido: tal como um tensor simétrico de traço

nulo. Na fase nemática, temos

Φ(x)ij = A(ninj −
1

3
δij) , (1.2)

onde ±ni são os eixos de alinhamento das moléculas.

Uma boa descrição da transição de fase entre fases desordenada (Φ(x) = 0) e ordenada

(Φ(x) 6= 0) pode ser obtida postulando-se que a densidade de energia livre para campos

constantes tenha a forma

f(Φ(x)) = α+ βtrΦ2(x) + γtrΦ3(x) + δ(trΦ2(x))2 + . . . (1.3)

O valor de Φ(x) no mı́nimo de f depende dos coeficientes α - δ que são funções da

temperatura e da pressão. Em particular, a transição ocorre quando o sinal de β muda.

A classificação da transição de fase, em primeira ou segunda ordens, depende da forma

da função de energia livre: se γ 6= 0, a energia livre de equiĺıbrio muda descontinuamente

de um mı́nimo para outro, então a transição é de primeira ordem; se γ = 0, a transição é

de segunda ordem.

Uma consequência direta da quebra espontânea de simetria em cristais ĺıquidos é

a formação de estruturas chamadas de desclinações. Estas estruturas são exemplos de

defeitos topológicos e serão estudadas em detalhes nas seções seguintes.
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1.1.2 Quebra Espontânea de Simetria: O Campo Escalar

Um sistema que nos permite compreender melhor o processo de quebra espontânea de

simetria consiste em um campo escalar complexo cujo Lagrangiano L possui uma simetria

que não é compartilhada pela solução de estado fundamental. Suponha uma teoria λφ4

complexa:

L = ∂µφ∂
µφ∗ −m2φ∗φ− λ(φ∗φ)2 , (1.4)

com V (φ, φ∗) = m2φ∗φ + λ(φ∗φ)2, e o termo em λ > 0 sendo a autointeração. L é

invariante sob transformação global de calibre

φ→ eiΛφ (Λ constante) . (1.5)

O estado fundamental é definido como o valor de φ que minimiza V . Assim, temos

∂V

∂φ
= m2φ∗ + 2λφ∗(φ∗φ) . (1.6)

Quando m2 > 0, o mı́nimo ocorre em φ = φ∗ = 0. Se m2 < 0 temos, entretanto, um

máximo em φ = 0, e um mı́nimo em

|φ|2 = −m
2

2λ
≡ a2 . (1.7)

Em teoria quântica, quando φ se torna um operador, esta condição equivale ao valor

esperado de vácuo

|〈0|φ|0〉|2 = a2 . (1.8)

A figura (1.1) mostra um gráfico da função energia potencial V (φ, φ∗), em função de

φ1 e φ2, onde φ = φ1 + iφ2. Os valores mı́nimos de V estão ao longo de um ćırculo de

raio |φ| = a, este ćırculo forma o conjunto de todos os estados de vácuo. Assim, através
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Figura 1.1: Decomposição cartesiana do potencial de Higgs com o estado de vácuo de-
generado. V (φ1, φ2) possui um mı́nimo para |φ| = a, e um máximo local para φ = 0

de sucessivas rotações podemos obter todos os estados de vácuo do sistema. Os campos

f́ısicos podem ser interpretados como excitações sobre o estado de vácuo, e então podem

ser obtidos a partir de perturbações sobre |φ| = a, e não em φ = 0. Representando φ em

coordenadas polares, temos

φ(x) = ρ(x)eiθ(x) . (1.9)

Assim, expressamos o campo escalar φ em termos de dois campos reais ρ e θ. Temos,

então, para o valor esperado de φ no estado de vácuo

〈0|φ|0〉 = a . (1.10)

Escolhendo, sem perda de generalidade, 〈0|φ|0〉 = a (com a real), obtemos imediatamente

〈0|ρ|0〉 = a e 〈0|θ|0〉 = 0 . (1.11)

Pode-se mostrar, então, que o estado de vácuo da teoria é degenerado e que os diversos

estados são mutuamente ortogonais.

Se efetuarmos uma translação em ρ, de forma a manter o valor esperado no vácuo do

campo φ, tal que

φ(x) = [ρ′(x) + a]eiθ(x) , (1.12)

então os valores esperados no vácuo tanto de ρ′ quanto de θ se anulam. Assim, se tomar-
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mos estes campos como campos f́ısicos, expressando L em termos destes, obtemos

L = ∂µρ
′∂µρ′ + (ρ′ + a)2∂µθ∂

µθ − λρ′4 − 4aλρ′3 + 4λa2ρ′2 − λa4

= ∂µρ
′∂µρ′ + (ρ′ + a)2∂µθ∂

µθ − λ[(ρ′ + a)2 − a2]2 + λa4 .

(1.13)

O termo em ρ′2 indica que ρ′ possui massa m2
ρ′ = 4λa2. No entanto o campo θ não possui

massa. Como resultado da quebra espontânea de simetria obtemos, a partir do que, a

prinćıpio, eram dois campos massivos, um campo massivo e um campo sem massa. A

part́ıcula associada ao campo θ é denominada bóson de Goldstone. Este fenômeno não se

restringe a este exemplo particular. A quebra espontânea de uma simetria global exige

a existência de ao menos uma part́ıcula com massa nula. Este processo é descrito pelo

teorema de Goldstone.

1.2 O Teorema de Goldstone

Considere o modelo anterior, agora com o campo φi, i = (1, 2, 3) um isovetor

L =
1

2
∂µφi∂

µφi −
m2

2
φiφi − λ(φiφi)

2 . (1.14)

L é invariante sob rotações de isospin, que geram o grupo de simetria G = SO(3) (i.e. G

é um grupo não-Abeliano):

G : φi → eiQkαkφie
−iQkαk

= (eiTkαk)ijφj = Uijφj = [U(g)φ]i .

(1.15)

Novamente o mı́nimo do potencial nos fornece o estado de vácuo φi = 0 se m2 > 0, ou

|φ0| = (φ2
1 + φ2

2 + φ2
3)

1
2 =

(
−m

2

4λ

) 1
2

≡ a (1.16)

se m2 < 0.
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Temos, portanto, um estado de vácuo degenerado. Escolhendo
−→
φ0 = aê3 , que clara-

mente não é invariante sob todo o grupo G

G : φ′0 = U(g)φ0 6= φ0 , (1.17)

porém é invariante sob um subgrupo H de G

H : φ′0 = U(h)φ0 = φ0 . (1.18)

Neste caso, U(h) = eiT3α3 representa as rotações em torno do eixo ê3. No entanto, V é

invariante sob todo o grupo de simetria G

V (φ′) = V (φ) , φ′ = U(g)φ . (1.19)

Este fato está na origem da existência do bóson de Goldstone na teoria.

Reescrevendo φ3 = χ+ a de forma que agora temos φ1, φ2 e χ como campos f́ısicos da

teoria, com valores esperados de vácuo

〈0|χ|0〉 = 〈0|φ1|0〉 = 〈0|φ2|0〉 = 0 , (1.20)

consequentemente, o potencial deve ser reescrito como

V =
m2

2
[φ2

1 + φ2
2 + (χ+ a)2] + λ[φ2

1 + φ2
2 + (χ+ a)2]2

= 4a2λχ2 + 4aλχ(φ2
1 + φ2

2 + χ2) + λ(φ2
1 + φ2

2 + χ2)2 − λa2 .

(1.21)

Assim, χ passa a ser o único campo massivo da teoria

mχ = 8a2λ , mφ1 = mφ2 = 0 . (1.22)

Neste modelo temos, após a quebra espontânea de simetria, dois bósons de Goldstone

e um campo escalar massivo. Podemos compreender isto expandindo o potencial em torno

do seu ponto de mı́nimo, pois sabemos que

V (φ) = V (φ0) +
1

2

(
∂2V

∂φi∂φj

)
φ=φ0

χiχj +O(χ3) , (1.23)
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onde denominamos de matriz de massa

Mij =

(
∂2V

∂φi∂φj

)
φ=φ0

≥ 0 . (1.24)

A invariância do potencial nos fornece

V (φ0) = V (U(g)φ0) +
1

2

(
∂2V

∂φi∂φj

)
φ=φ0

δφiδφj + . . . (1.25)

Portanto, devemos ter

(
∂2V

∂φi∂φj

)
φ=φ0

δφiδφj = 0 . (1.26)

Se g pertence a H, então φ′0 = φ0 implica que δφi = 0. Mais precisamente,

δφ =

(
∂U

∂α3

)
α3=0

φ0δα3 = 0 . (1.27)

Neste caso, a condição (1.26) é sempre satisfeita. No entanto, se g não pertence a H,

então temos duas possibilidades: rotações em torno do eixo e1 ou em torno do eixo e2.

Isto é,

δφm =

[(
∂U

∂αi

)
αi=0

φ0

]
m

δαi 6= 0 . (1.28)

Logo, devemos ter necessariamente

Mij

[(
∂U

∂αi

)
αi=0

φ0

]
j

= 0 , (1.29)

e assim os campos U ′(0)φ0 têm massas nulas. Fica claro que os campos que não devem

necessariamente ter massa nula obedecem à equação (1.27) e o número de tais campos

é exatamente a ordem do grupo de Lie H, o subgrupo sob o qual o vácuo é invariante.

Os elementos de G que não pertencem a H, não formam um subgrupo, mas formam um

coset G
H

. O número de bósons de Goldstone é igual à dimensão do espaço quociente G
H

.
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1.3 O Mecanismo de Higgs

Nesta seção veremos as consequências da quebra espontânea de simetria em modelos

de calibre. O exemplo mais simples de tais modelos pode ser constrúıdo a partir do

Lagrangiano do campo escalar complexo (1.4), introduzindo um campo de calibre local

Aµ

L = [(∂µ + ieAµ)φ
∗(∂µ − ieAµ)φ]−m2φ∗φ− λ(φ∗φ)2 − 1

4
FµνF

µν , (1.30)

onde Fµν = ∂µAν−∂νAµ. Podemos ver que L é invariante sob as transformações do grupo

U(1) local,

φ(x) → φ′(x) = e−iθ(x)φ(x) ,

φ∗(x) → φ′∗(x) = eiθ(x)φ∗(x) ,

Aµ → A′µ = Aµ −
1

e
∂µθ(x) .

(1.31)

Se m2 > 0, (1.30) é precisamente o Lagrangiano para a eletrodinâmica de um campo

escalar carregado. Se m2 < 0, então devemos redefinir os campos para reescrever L em

termos de campos com valores esperados no vácuo nulos.

O valor esperado no vácuo para o campo φ pode ser escrito como

〈φ0〉 =
v√
2

,

onde v2 = −m2

λ
é real.

Ao invés de redefinir φ pela subtração de 〈φ0〉, iremos parametrizar φ exponencial-

mente. Os novos campos reais são ξ e η, definidos por

φ =
(v + η)√

2
e

iξ
v

=
1√
2
[v + η + iξ + termos de ordem quadrática] .

(1.32)
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O campo ξ está associado com a quebra espontânea da simetria U(1) local. Na ausência

do campo de calibre Aµ é tentador concluir que o campo ξ não possui massa, pois quando

(1.30) é escrita em termos de ξ e η não há termos quadráticos em ξ. Este argumento não

funciona. Para verificar isso, vamos escrever (1.30) em termos dos campos Aµ, ξ e η

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µη∂µη +

1

2
∂µξ∂µξ

+
1

2
e2v2AµA

µ − evAµ∂
µξ +m2η2 + termos de ordem cúbica .

(1.33)

O campo η possui massa −2m2 enquanto os campos Aµ e ξ se acoplam, o que dificulta

a interpretação destes. Sem o termo de acoplamento em (1.33), podeŕıamos concluir que

o campo de calibre Aµ possui massa mc = e2v2 e que o campo ξ não possui massa. O

procedimento correto, no entanto, é calcular o propagador combinado dos campos Aµ e

ξ, encontrar as regras de Feynman, e então examinar os pólos da matriz de espalhamento

S. Porém, neste caso, podemos fazê-lo de maneira mais simples. O Lagrangiano (1.30) é

invariante pelas transformações de calibre (1.31). Escolhendo θ(x) = ξ(x)
v

, temos

φ→ φ′ = e−i
ξ(x)

v φ

=
(v + η)√

2
,

Aµ → A′µ = Aµ −
1

ev
∂µξ .

(1.34)

Então podemos escrever, após aplicarmos as transformações em L,

L =
1

2
[(∂µ + ieA′µ)(v+ η)][(∂µ− ieA′µ)(v+ η)]− 1

2
m2(v+ η)2− 1

4
λ(v+ η)4− 1

4
F ′
µνF

′µν ,

(1.35)

que pode ser expandido como

L = −1

4
F ′
µνF

′µν +
1

2
∂η∂

η +
1

2
e2v2A′µA

′µ

+
1

2
e2A′2µ η(2v + η)− 1

2
η2(3v2λ+m2)− vλη3 − 1

4
λη4 .

(1.36)
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Neste calibre não há termos de acoplamento entre diferentes part́ıculas, então podemos

fazer a leitura diretamente do Lagrangiano obtendo as massas através dos coeficientes dos

termos quadráticos. O campo η possui massa m2
η = 3λ2v2 + m2, o campo de calibre

A′µ possui massa m2
c = e2v2 enquanto não há part́ıcula correspondendo ao campo ξ. No

entanto, o número de graus de liberdade continua o mesmo.

A diferença entre o mecanismo de Higgs e o teorema de Goldstone reside no fato

de que a quebra espontânea de uma simetria local resulta no desaparecimento de um

campo enquanto o campo de calibre adquire massa; já no teorema de Goldstone, a quebra

espontânea de uma simetria global resulta no aparecimento de um campo sem massa.

Se, por um lado, uma quebra espontânea de simetria tem efeito sobre os campos,

conforme vimos até agora, por outro lado possibilita a existência de objetos topológicos

com energia finita e que se propagam sem difusão. Assim como no teorema de Goldstone

e no mecânismo de Higgs, a formação destes defeitos topológicos pode ser entendida em

termos do grupo de simetria do Lagrangiano e do subgrupo de simetria do estado de vácuo.

Na próxima seção iremos estudar defeitos topológicos primeiramente via as equações de

campo das teorias e depois classificá-los via grupos de homotopia.

1.4 Formação de Defeitos Topológicos

Em algumas transições de fase o parâmetro de ordem não assume seu valor de equiĺıbrio

em todos os pontos, podendo se anular dentro de objetos denominados defeitos topológicos.

Estes defeitos podem ser unidimensionais, bidimensionais ou ainda de dimensão zero, e

advêm das propriedades topológicas do conjunto de estados de vácuo.

Como exemplo, considere uma teoria de um campo escalar real, com simetria de
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reflexão φ→ −φ. O funcional de energia para campos estáticos tem a forma

H =
1

2
(∇φ)2 + V (φ) , (1.37)

onde o potencial clássico à temperatura nula é V (φ) = 1
8
λ(φ2− η2)2. Os estados de vácuo

correspondem a φ = φ± = ±η. Suponha que em alguma região do espaço o campo tenha

valor φ+, e em uma região próxima tenha o valor φ−. Então, ao longo da superf́ıcie que une

estas duas regiões, o campo necessariamente se anula ao menos uma vez. O conjunto dos

pontos para os quais o campo se anula forma uma superf́ıcie bidimensional, denominada

parede de domı́nio, que separa o domı́nio φ = φ+ do domı́nio φ = φ−. Existe uma energia

associada ao defeito, pois a densidade de energia livre em seu interior é superior ao seu

valor de vácuo, e também porque o campo não é constante.

É a natureza desconexa do conjunto dos estados de vácuo que permite a existência

das paredes de domı́nio. Aqui podemos notar que, para o exemplo de um cristal ĺıquido

nemático, são permitidos tanto defeitos tipo-linha quanto tipo-ponto2. Em torno das

desclinações tipo-linha as moléculas mudam sua orientação por uma rotação de um ângulo

π em torno de um eixo ortogonal, enquanto em um defeito tipo-ponto as moléculas

encontram-se em uma configuração de “ouriço”3, dirigida para fora da origem. Ao longo

destes dois defeitos as moléculas não possuem qualquer direção de alinhamento e portanto

o parâmetro de ordem se anula.

Na seção (2.5.2) iremos descrever como são formadas as cordas (defeitos tipo-linha)

nas transições de fase cosmológicas. Porém, a analogia entre as transições de fase em

um ĺıquido nemático e em teoria de campos constitui uma interessante interface entre a

2Em matéria condensada tais defeitos são denominados desclinações.
3Do inglês “hedgehog”.
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F́ısica de Matéria Condensada e a Cosmologia, possibilitando a compreensão de alguns

fenômenos ocorridos no Universo primordial.

1.5 Defeitos Topológicos e Números Topológicos

As equações não-lineares de campos clássicos permitem soluções que se comportam

como objetos de energia finita que se propagam sem se difundirem. Os exemplos mais

importantes de tais soluções são denominados de sólitons. Estes objetos só existem em

teorias de campos com graus de liberdade internos.

Os graus de liberdade internos do campo dão origem a um espaço interno. As soluções

da equação definem uma variedade do espaço interno que pode definir um mapeamento

não-trivial em uma variedade do espaço-tempo. Cada mapeamento é caracterizado por um

número inteiro denominado carga topológica ou número topológico. O número topológico

se anula para os estados de vácuo enquanto campos definidos por soluções com números

topológicos não-nulos são estáveis, e portanto não podem decair no vácuo.

O estudo dos mapas entre a variedade de um espaço interno e uma variedade do

espaço-tempo é parte da teoria de homotopias.

Sejam dois mapeamentos cont́ınuos f(x) e g(x), cada um de uma variedade Mx em

uma variedade My. Estes mapeamentos são homotópicos se existir uma famı́lia de mapas

H(x, t) dependentes de um parâmetro t ∈ (0, 1) tal que

H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) . (1.38)

O conjunto de mapas H(x, t) para diferentes valores de t descrevem as posśıveis con-

figurações da função f(x), (ou g(x)) ao ser continuamente deformada em g(x) (ou f(x)).

Se f(x) é homotopica a g(x) por um conjunto de mapas H(x, t) (H : f ∼ g) e se g(x)
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é homotópica a k(x) por um conjunto de mapas L(x, t) (L : g ∼ k), então o conjunto

G(x, t) de mapas

G(x, t) =

{
H(x, 2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

L(x, 2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1

(1.39)

torna f(x) homotópica a k(x), isto é, G : f ∼ k. Portanto, homotopia é uma relação

de equivalência. Mapas homotopicamente equivalentes formam uma classe {f }. O con-

junto destas classes de homotopia formam um grupo. Podemos tomar como exemplo os

mapas de um intervalo fechado (0,1) com os pontos extremos identificados em um plano

euclideano sem a origem. Seja um dado ponto y0 identificado com o ponto 0 ou 1 do

intervalo, f(0) = f(1) = y0. Os mapas de (0,1) podem ser representados no plano sem

origem como curvas fechadas iniciando e terminando em y0. Os laços que não englobam a

origem podem ser deformados de forma a obtermos o ponto y0. Assim o conjunto de todos

estes laços forma a classe identidade {e}. Os laços que englobam a origem (no sentido

horário) uma vez no intervalo (0,1) formam a classe {1}. A classe {n} é o conjunto de to-

dos os laços que englobam a origem n vezes no intervalo (0,1). O número n é denominado

número de voltas (“winding number”) e é um exemplo de número topológico.

1.5.1 Solução Tipo-Kink

Seja o Lagrangiano (em 1+1 dimensões)

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2 − λ

4
φ4 , (1.40)

onde φ = φ(x, t) e λ > 0. Se adicionarmos uma constante −m4

4λ
a este Lagrangiano, então

podemos escrever

L1 =
1

2
∂µφ∂

µφ− λ

4
(φ2 − m2

λ
)2 . (1.41)
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A equação de campo para este Lagrangiano é

(∂2
t − ∂2

x −m2)φ+ λφ3 = 0 . (1.42)

Uma solução independente do tempo deve obedecer a equação

∂2
xφ+m2φ− λφ3 = 0 . (1.43)

As soluções são

φk(x) =
m√
λ

tanh
mx√

2
e φa−k(x) = − m√

λ
tanh

mx√
2

, (1.44)

correspondendo a solução tipo-kink e anti-kink, respectivamente. A energia do kink é

Hk =
√

8
3
m3

λ
e está concentrada em torno da origem segundo uma gaussiana. A solução

do kink tende a m√
λ
, um dos valores no estado de vácuo, quando x→ +∞; enquanto que,

quando x→ −∞ a solução do anti-kink tende ao outro estado de vácuo, − m√
λ
.

A função do grau de liberdade interno, neste caso a invariância φ → −φ, é gerar o

kink. Na seção (1.4) vimos que o efeito de tal simetria é gerar uma parede de domı́nio no

cristal ĺıquido. Isto equivale ao kink com uma dimensão a mais.

O mapeamento homotópico é a correspondência entre os dois estados de vácuo e os

pontos x = ±∞, pois m√
λ

corresponde a x = ∞ para a solução tipo-kink e a x = −∞ para

a solução anti-kink. Portanto, deve existir um número topológico associado às soluções

tipo-kink e anti-kink, definido por

k =

√
λ

m

1

2

+∞∫
−∞

dφ

dx
dx =

√
λ

m

1

2
[φ(+∞)− φ(−∞)] . (1.45)

Neste caso particular, k é igual a

k =

∫
k0(x)dx , (1.46)
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cuja corrente associada é dada por

kµ(x) =

√
λ

m

1

2
εµν∂

νφ(x) . (1.47)

A corrente topológica é conservada, ∂µk
µ = 0, e portanto o número topológico também

é conservado, implicando que a solução tipo-kink (ou anti-kink) não pode decair para

estado de vácuo.

1.5.2 Solução Tipo-Vortex

Seja o Lagrangiano que descreve a interação entre um campo escalar complexo φ(x) e

um campo eletromagnético em duas dimensões espaciais

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)∗(Dµφ) + c2φ
∗φ− c4(φ

∗φ)2 (1.48)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νA
µ e Dµ = ∂µ + ieAµ.

As equações de campo da teoria são

∂νF
µν = ejµ ,

DµD
µφ = −2c2φ+ 4c4φ2φ∗ ,

(1.49)

onde

jµ =
1

2
ie(φ∗Dµφ− φ(Dµφ)∗) =

1

2
ie(φ∗∂µφ− φ∂µφ∗)− e2Aµφ∗φ . (1.50)

Estamos interessados em soluções do tipo-vortex. Neste caso o campo Fµν possui um

significado simples: Fxy mede o número de linhas de vortex (na direção z) que passam por

um quadrado unitário no plano x − y. Queremos identificar a linha de vortex com uma

corda dual, para isto o fluxo deve ser necessariamente quantizado. As equações (1.49) são

invariantes sob transformações do grupo U(1) local. Considere um campo magnético B
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na direção z e um ćırculo C, em torno da origem, no plano x− y de tal modo que sobre

o contorno ∂C de C, a corrente é nula. Escolhendo o ansatz

φ = |φ|eiχ(θ) , (1.51)

e usando a equação (1.50) encontramos o valor do potencial Aµ como função da corrente

jµ

Aµ =
1

e2
jµ
|φ|2

− 1

e
∂µχ . (1.52)

Então podemos definir o fluxo magnético como sendo

Φ =

∫
C

Fµνdσ
µν =

∮
∂C

Aµ(x)dx
µ , (1.53)

onde dσµν é um elemento de superf́ıcie bi-dimensional no espaço de Minkowski. Se calcu-

larmos a integral (1.53) sobre um laço fechado sem corrente ∂C, obtemos

Φ =

∮
∂C

Aµ(x)dx
µ = −1

e

∮
∂C

∂µχ(θ)dxµ . (1.54)

O requerimento sobre φ é que possua um único valor, implicando que χ varia 2π quando

se realiza uma volta completa em torno do laço. Então,

Φ = nΦ0 , Φ0 = −2π

e
. (1.55)

O número n denominado número de voltas (“winding number”) caracteriza o mapa de

um ćırculo no plano em um ćırculo descrito pela fase χ. Quando descrevemos um ćırculo

no plano, no espaço-tempo, a fase χ(θ) passa por valores no intervalo (0, 2π). n é um

número caracteŕıstico de cada classe de homotopia neste mapa.

Para mostrar que as equações de movimento (1.49) admitem soluções do tipo-vortex,

considere o caso estático com uma escolha de calibre A0 = 0. Devemos procurar soluções
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com simetria ciĺındrica em torno do eixo z. Seja a escolha

A(r) =
r× ez
r

|A(r)| , (1.56)

onde ez é o vetor unitário de direção z. Então o fluxo é

Φ(r) = 2π|A(r)| , (1.57)

e portanto a indução magnética

|H| = 1

2πr

d

dr
Φ(r) =

1

r

d

dr
(r|A|) . (1.58)

Com a simetria ciĺındrica as equações de movimento (1.49) são escritas como

− 1

r

d

dr

(
r
d

dr
|φ|

)
+

[(
1

r
− e|A|

)2

− 2c2 + 4c4|φ|2
]
|φ| = 0 ,

− d

dr

(
1

r

d

dr
(r|A|)

)
+ |φ|2

(
|A|e2 − e

r

)
= 0 .

(1.59)

Consideraremos |φ| ' const (para r muito grande), de forma que a segunda equação

de movimento possa ser resolvida. Assim podemos escrever

|A| = 1

er
+
c

e
K1(e|φ|r)

r→∞−−−→ 1

er
+
c

e

√
π

2e|φ|r
e−e|φ|r , (1.60)

onde c é uma constante de integração. Obtemos a indução a partir de (1.58)

|H| = c|φ|K0(e|φ|r)
r→∞−−−→ c

e

√
π|φ|
2er

e−e|φ|r . (1.61)

A primeira equação de movimento é aproximadamente satisfeita para

|φ| '
√

c2
2c4

, (1.62)

com c2 e c4 grandes o suficiente para compensar os termos 1
er

em |A|.
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É útil definir o comprimento caracteŕıstico λ (denominado em Supercondutividade de

comprimento de penetração),

λ ≡ 1

e|φ|
=

√
2c4
e2c2

, (1.63)

que mede a região em que H é substancialmente diferente de zero, conforme pode ser

visto a partir da equação (1.61).

Como vimos, a primeira equação de movimento é aproximadamente satisfeita (quando

r muito grande) para |φ| dado pela equação (1.62) que é precisamente o valor de φ que

minimiza o potencial. Isto é, |φ| é o valor esperado no vácuo do campo φ

|φ| = φ0 =

√
c2
2c4

. (1.64)

Redefinindo |φ| → |φ′| = φ0 +ρ(x), onde ρ(x) representa as flutuações em torno do estado

de vácuo, a segunda derivada do potencial(
dU(φ)

dφ

)
φ=φ0

= 2c2 , (1.65)

fornece o quadrado da massa da part́ıcula escalar no mecanismo de Higgs. Então, as

oscilações no potencial devidas à redefinição de φ (para satisfazer exatamente a primeira

equação de movimento)são dadas por 2c2ρ
2(x) e assim obtemos finalmente que

ρ(x) ∼ e−
√

2c2r . (1.66)

Mais uma vez, é útil definir um novo comprimento caracteŕıstico ξ

ξ ≡ 1√
2c2

. (1.67)

que determina o alcance do campo φ até que este atinja seu valor esperado de vácuo.

A constante de integração c na equação (1.61) é determinada com o aux́ılio do fluxo

Φ(r) = 2πr|A(r)| que deve tender a zero para ξ � r � λ. Além disso, para 0 < e|φ|r � 1,
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Figura 1.2: Comportamento dos campos φ e H. Os comprimentos caracteŕısticos ξ e λ
determinam a fronteira do vortex.

temos

K1(e|φ|r) ≈
1

e|φ|r
, (1.68)

e portanto

c = −e|φ| . (1.69)

A figura ilustra o comportamento dos campos H e φ. Se ξ e λ são da mesma ordem de

magnitude, então há um vortex bem definido. O estado de vácuo é descrito por H = 0, e

|φ| =
√

c2
2c4

, e o diâmetro do vortex é da ordem de ξ ∼ λ.
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Caṕıtulo 2

Teorias Escalares-Tensoriais da
Gravitação

A teoria da relatividade geral de Einstein é uma teoria geométrica. Isto é, ela baseia-se

fundamentalmente no tensor métrico gµν . Por esta razão, a teoria pode ser denominada

uma “teoria métrica”. Uma “teoria escalar”da gravitação foi desenvolvida por Nordström,

em 1910, elevando o potencial Newtoniano ao status de escalar de Lorentz [7]. A teoria

de Nordström se baseia na equação

ϕ�ϕ = 4πGT µµ . (2.1)

As soluções da teoria de Nordström são conformalmente planas. Isto é, o tensor

métrico pode ser escrito como gµν = Aηµν , onde

• ηµν é a métrica de Minkowski;

• A é uma função escalar da posição.

Esta sugestão significa que a massa inercial de part́ıculas fundamentais deve depen-

der do campo escalar. A teoria de Nordstöm satisfaz a forma fraca do Prinćıpio de

Equivalência. Portanto,

• A teoria não prevê deflexão da luz passando próxima a um corpo massivo.

26



• A teoria prediz uma precessão anômala do perihélio de mercúrio, mas em desacordo

com o sinal e magnitude observados.

Após o desenvolvimento da teoria da relatividade geral, e sua comprovação por ob-

servações de diversos fenômenos f́ısicos, a própria forma da teoria incentivou muitas “teo-

rias alternativas”. É do nosso interesse estudar uma classe destas teorias, denominada

teoria escalar-tensorial, que combina a sólida fundamentação da teoria da relatividade

geral a um campo escalar inserido de maneira não trivial, através de um acoplamento

não-mı́nimo. As primeiras tentativas destas teorias se devem a Jordan [8], Fierz [9] e

Brans-Dicke [3] considerando um campo escalar sem massa com acoplamento constante

com a matéria. Bergmann [10],Wagoner [11] e Nordtvedt [12] formularam a teoria com

um acoplamento dinâmico entre a matéria e o campo escalar. Damour e Nordtvedt [13]

generalizaram a teoria introduzindo vários campos escalares gravitacionais.

2.1 A Teoria de Brans-Dicke

O modelo mais simples de teoria escalar-tensorial é a teoria desenvolvida por Brans

e Dicke que se baseia na idéia de Mach, de que o fenômeno da inércia deve surgir de

acelerações em relação à distribuição geral de massa no Universo. As massas inerciais

das várias part́ıculas elementares não seriam constantes fundamentais. Ao contrário,

representariam a interação destas com um campo Φ devido à distribuição de massa no

Universo1. Mas a escala absoluta das massas de part́ıculas elementares somente pode ser

medida através de acelerações gravitacionais
(
Gm
r2

)
. Então, uma conclusão equivalente,

é que a constante gravitacional G deve estar relacionada com o valor médio do campo

1Todas as quantidades desta seção estão no referêncial de Jordan-Fierz. Isto é, o campo Φ e a métrica
f́ısica estarão acoplados nas equações de campo.
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escalar Φ, acoplado à densidade de massa do Universo.

A mais simples equação covariante de campo para o campo Φ é

�egΦ = 4πλT̃M , (2.2)

onde �egΦ = Φ ρ
; ;ρ é o d’Alambertiano covariante calculado em relação da métrica f́ısica

g̃µν , λ é uma constante de acoplamento e T̃ µν
M é o tensor energia-momentum devido aos

campos de matéria do Universo. Uma estimativa grosseira do valor médio de Φ pode ser

feita pelo cálculo do potencial central de uma esfera de gás com densidade cósmica de

massa ρ ∼ 10−29g cm−3 e raio igual ao raio aparente do universo R ∼ 1028cm,

Φ ∼ λρR2 ∼ λ× 1027g cm−1 . (2.3)

Note que este valor é próximo ao valor 1
G

= 1.35×1028g cm−1. Logo, podemos normalizar

o campo Φ como

< Φ >' 1

G
, (2.4)

de forma que λ seja da ordem da unidade. Estas considerações levaram Brans e Dicke

a sugerir que as equações corretas para a gravitação são obtidas pela substituição da

constante gravitacional G por 1
Φ

e pela inclusão de um tensor energia-momentum T̃ µνΦ

para o campo Φ na fonte do campo gravitacional

R̃µν − 1

2
g̃µνR̃ = −8π

Φ
[T̃ µνM + T̃ µνΦ ] . (2.5)

Isso, no entanto, não garante a validade do Prinćıpio de Equivalência. Portanto, é

necessário requerer que somente g̃µν , e não Φ, esteja nas equações de movimento das

part́ıculas. Portanto a equação que descreve a troca de energia entre matéria e gravitação

deve ser a mesma da Teoria da Relatividade Geral

T̃ µ
M ν;µ ≡

∂T̃ µ
M ν

∂xµ
+ ΓµµρT̃

ρ
M ν − ΓρµνT̃

µ
M ρ = 0 . (2.6)
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Calculando a divergência covariante da equação (2.5) multiplicada por Φ e usando as

identidades de Bianchi, obtemos

(R̃µ
ν −

1

2
δµνR̃)Φ;µ = −8πT̃ µ

Φ ν;µ . (2.7)

O tensor simétrico mais geral que pode ser constrúıdo a partir de termos contendo duas

derivadas de um ou dois campos Φ, além do próprio Φ, é

T̃ µ
Φ ν = A(Φ)Φ;

µΦ;ν +B(Φ)δµνΦ;ρΦ;
ρ + C(Φ)Φ;

µ
;ν + δµνD(Φ)�Φ , (2.8)

cuja divergência covariante é

T̃ µ
Φ ν;µ = [A′(Φ) +B′(Φ)]Φµ

; Φ;νΦ;µ

+ [A(Φ) +D′(Φ)]Φ;ν�egΦ
+ [A(Φ) + 2B(Φ) + C ′(Φ)]Φ ;

µ
;νΦ;µ

+D(Φ)(�eg2Φ);ν + C(Φ)�eg(Φ;ν) ,

(2.9)

onde (′) ≡ d
dΦ

.

O primeiro termo da equação (2.7) pode ser determinado utilizando-se a relação de

comutação de derivadas covariantes de um campo tensorial

Ṽ λ
µ;ν;κ − Ṽ λ

µ;κ;ν = Ṽ σ
µ R̃

λ
σνκ − Ṽ λ

σ R̃
σ
µνκ , (2.10)

que mostra que R̃λ
µνκ expressa a presença de um campo gravitacional puro. Assim,

Φ;σR̃
σ
ν = Φ;

µ
;µ;ν − Φ;ν;

µ
;µ = (�egΦ);ν −�eg(Φ;ν) . (2.11)

Utilizando o traço da equação (2.5) juntamente com a equação (2.2), obtemos

R̃ =
8π

Φ

[
1

4πλ
�egΦ + (A(Φ) + 4B(Φ))Φ;

µΦ;µ + (C(Φ) + 4D(Φ))�egΦ
]

. (2.12)
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Assim, o lado esquerdo da equação (2.7) pode ser escrito como

(R̃µ
ν −

1

2
δµνR̃)Φ;µ = (�egΦ);ν −�eg(Φ;ν)

− 4π

Φ
Φ;ν

[(
1

4πλ
+ C(Φ) + 4D(Φ)

)
�egΦ + (A(Φ) + 4B(Φ))Φ;

µΦ;µ

]
.

(2.13)

Comparando os coeficientes de (�egΦ);ν , �eg(Φ;ν), Φ;ν�egΦ, Φµ
; Φ;µΦ;ν e Φ;

µ
;νΦ;µ nas equações

(2.9-2.13), a equação (2.7) requer o sistema de equações

−8πD(Φ) = 1

8πC(Φ) = 1

4π

Φ

(
1

4πλ
+ C(Φ) + 4D(Φ)

)
= 8π(A(Φ) +D′(Φ))

4π

Φ
(A(Φ) + 4B(Φ)) = 8π(A′(Φ) +B′(Φ))

A(Φ) + 2B(Φ) + C ′(Φ) = 0

(2.14)

cuja solução única é

A(Φ) =
ω

8πΦ
, B(Φ) = − ω

16πΦ
,

C(Φ) =
1

8π
, D(Φ) = − 1

8π
.

(2.15)

onde definimos o parâmetro adimensional ω = 1
λ
− 3

2
. Finalmente podemos escrever as

equações de campo da teoria de Brans-Dicke

�egΦ =
8π

3 + 2ω
T̃ µ
M µ ,

R̃µν −
1

2
g̃µνR̃ =

8π

Φ
T̃Mµν −

ω

Φ2
(Φ;µΦ;ν +

1

2
g̃µνΦρΦ;

ρ)

+
1

Φ
(Φ;µ;ν − g̃µν�egΦ) .

(2.16)

Pela estimativa do valor de λ, feita no ińıcio da seção, ω também seria da ordem da

unidade. Se ω for muito maior que a unidade, então

�egΦ = O
(

1

ω

)
, (2.17)
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e portanto

Φ =< Φ > +O
(

1

ω

)
=

1

G
+O

(
1

ω

)
. (2.18)

Assim, a segunda equação de (2.16), para ω muito maior que a unidade, é escrita

R̃µν −
1

2
g̃µνR̃ = 8πGT̃Mµν +O

(
1

ω

)
. (2.19)

Consequentemente, a Teoria de Brans-Dicke retoma a Teoria da Relatividade Geral

no limite ω →∞.

É importante observar que o campo escalar Φ, na teoria de Brans-Dicke, somente influi

nas equações de campo gravitacional. Uma vez calculado g̃µν , os efeitos da gravitação em

um sistema f́ısico arbitrário serão determinados pelas mesmas equações de movimento da

Teoria da Relatividade Geral.

2.2 Formulação Lagrangiana das Teorias Escalares-

Tensoriais da Gravitação

Nesta seção iremos estudar uma classe mais geral de teorias escalares-tensoriais da

gravitação. No que segue, a Teoria de Brans-Dicke pode ser obtida como um caso particu

lar, fazendo-se o parâmetro ω constante. As equações de campo destas teorias decorrem

da ação

S =
1

16π

∫
d4x

√
−g̃

[
ΦR̃− ω(Φ)

Φ
g̃µν∂µΦ∂νΦ

]
+ Sm[Ψm, g̃µν ] , (2.20)

onde R̃ é o escalar de curvatura associado à métrica f́ısica g̃µν e o parâmetro ω(Φ) é função

arbitrária do campo escalar da teoria. Sm é a ação de matéria, composta pelos campos

de matéria Ψm e pela métrica f́ısica g̃µν que se acoplam não-minimamente, obedecendo ao

Prinćıpio de Equivalência.
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A variação da ação (2.20) em relação à métrica f́ısica g̃µν e ao campo escalar Φ fornece

as equações de campo

R̃µν −
1

2
R̃g̃µν =

8π

Φ
T̃µν

+
ω(Φ)

Φ2

[
∂µΦ∂νΦ−

1

2
g̃µν g̃

αβ∂αΦ∂βΦ

]
+

1

Φ

[
∇̃µ∇̃νΦ− g̃µν�egΦ

]
(2.21)

�egΦ =
1

2ω(Φ) + 3

(
8πT̃ − dω

dΦ
g̃µν∂µΦ∂νΦ

)
(2.22)

onde T̃µν = − 2√
−eg δSm

δegµν e �egΦ ≡ 1√
−eg∂µ

(√
−g̃ g̃µν∂νΦ

)
.

Estas equações não são convenientes pois contêm termos de acoplamento entre a

métrica f́ısica g̃µν e o campo escalar Φ. A ação (2.20) e as equações de campo (2.22-2.21)

estão no denominado referencial de Jordan-Fierz. É útil desacoplar g̃µν e Φ, passando para

o referencial de Einstein (ou conforme) em que os graus de liberdade, escalar e tensorial,

são desacoplados através de uma transformação conforme [14]

g̃µν = Ω2(ϕ)gµν . (2.23)

Definindo as quantidades

α(ϕ) ≡ d

dϕ
(ln Ω(ϕ)) =

1

Ω

dΩ

dϕ
=

Ω′

Ω
, (2.24)

e

G∗Ω
2(ϕ) =

1

Φ
, (2.25)

onde Ω(ϕ) é uma função arbitrária de acoplamento2 e α(ϕ) descreve o acoplamento da

matéria com o campo ϕ, a ação (2.20) é, então, escrita no referencial de Einstein como

S =
1

16πG∗

∫
d4x

√
−g[R− 2gµν∂µϕ∂νϕ] + Sm[Ψm,Ω

2(ϕ)gµν ] , (2.26)

2A especificação da função Ω(ϕ) define univocamente teorias escalares-tensoriais distintas.
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onde R é o escalar de curvatura associado à métrica gµν e G∗ é a constante de gravitação

média.

Para relacionar as quantidades entre os referenciais de Einstein (gµν , ϕ e Ω(ϕ)) e de

Jordan-Fierz (g̃µν , Φ e ω(Φ)) devemos impor a condição

α2(ϕ) =
1

2ω(Φ) + 3
. (2.27)

Obtemos as equações de campo no referencial de Einstein fazendo a variação da ação

(2.26) em relação à métrica gµν e ao campo escalar ϕ

Gµν = 8πG∗Tµν + 2(∂µϕ∂νϕ−
1

2
gµν∂

λϕ∂λϕ) , (2.28)

�gϕ = −4πG∗α(ϕ)T µµ , (2.29)

onde T µν = − 2√
−g

δSm

δgµν
e �gϕ ≡ ϕ;

µ
;µ são o tensor energia-momentum e o operador de

Laplace-Beltrami no referencial de Einstein, respectivamente.

As quantidades, no referencial de Einstein e no referencial de Jordan-Fierz se rela-

cionam das seguintes formas

gµν = Ω−2(ϕ)g̃µν ,

g = Ω−4(ϕ)g̃ ,

Tµν = Ω2(ϕ)T̃µν .

(2.30)

No referencial de Jordan-Fierz a matéria se acopla minimamente à métrica f́ısica

g̃µν . Neste referencial, o tensor energia-momentum T̃µν se conserva e o Prinćıpio de

Equivalência é válido. No entanto, no referencial de Einstein, o tensor energia-momentum

Tµν não se conserva. Utilizando as identidades de Bianchi e a equação de (2.28), obtemos

(T µν + Sµν);µ = 0 , (2.31)
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onde

Sµν =
1

4πG∗
(∂µϕ∂νϕ−

1

2
gµν∂

λϕ∂λϕ) , (2.32)

indicando que existe troca de energia e momentum entre a matéria e o campo escalar.
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Caṕıtulo 3

Cordas Cósmicas Supercondutoras
em Teorias Escalares-Tensoriais da
Gravitação

Conforme vimos no caṕıtulo 2, vários modelos de calibre admitem defeitos topológicos

como soluções solitônicas resultantes da quebra espontânea de simetrias locais. As cor-

das cósmicas, particularmente, têm atráıdo bastante atenção devido à possibilidade de

formarem estruturas em grande escala no Universo [2]. Um mecanismo relevante para

se compreender a formação de estruturas por cordas cósmicas envolve cordas longas se

movendo com velocidades relativ́ısticas no plano normal à corda, causando wakes1 [15].

Este mecanismo foi considerado na Teoria da Relatividade Geral [16, 17]. No entanto,

o mecanismo de formação de wakes, por cordas longas, também pode ser compreendido

no contexto de Teorias Escalares-Tensoriais da gravitação [18]. Nestas teorias a presença

do campo escalar induz uma estrutura no espaço-tempo similar àquela gerada por uma

corda com velocidade relativ́ıstica em Relatividade Geral [17]. Pode-se mostrar que este

efeito é amplificado na presença de torção [19]. Este é apenas um dos muitos exemplos

da riqueza do estudo de cordas cósmicas em Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitação.

1Denominam-se wakes as perturbações no espaço-tempo geradas pelo movimento de cordas com ve-
locidades relativ́ısticas.
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3.1 Cordas Cósmicas Supercondutoras

A teoria microscópica que descreve um vortex supercondutor2 é o modelo bosônico de

Witten [20], consistindo de dois pares de campos escalares complexos e de calibre (φ,Bµ)

e (σ,Aµ). Seja o Lagrangiano

Lm = −1

2
(Dµφ)(Dµφ)∗− 1

2
(Dµσ)(Dµσ)∗− 1

16π
FµνF

µν − 1

16π
HµνH

µν −V (|φ|, |σ|) (3.1)

onde Fµν = ∂µBν − ∂νBµ e Hµν = ∂µAν − ∂νAµ. As derivadas covariantes nos termos

cinéticos, expressando o acoplamento mı́nimo com os campos vetoriais, são dadas por

Dµφ ≡ (∇µ + iqBµ)φ e Dµσ ≡ (∇µ + ieAµ)σ , (3.2)

respectivamente. Conforme visto na seção (2.5.2), a forma do potencial V (|φ|, |σ|), dada

em termos gerais de acoplamento entre os campos escalares, é escolhida de forma tal que o

par (φ,Bµ) quebre a simetria U(1) no vácuo originando a configuração de vortex, e o par

(σ,Aµ) quebre a simetria Uem(1) no núcleo do vortex originando a supercondutividade

V (|φ|, |σ|) =
λφ
8

(|φ|2 − η2)2 + f(|φ|2 − η2)|σ|2 +
λσ
4
|σ|4 +

m2
σ

2
|σ|2 . (3.3)

O modelo de corda é aqui totalmente fixado se considerarmos a solução3 particular de

Nielsen e Olesen [21]

φ = φ(r)eiϑ e Bµ =
1

q
[Q(r)− 1]δθµ . (3.4)

para o par (φ,Bµ). Para o par (σ,Aµ) o caráter supercondutor é fixado pelas formas [20]

σ = σ(r)eiχ(t,z) , At =
1

e
[Pt(r)− ∂tχ] , Az =

1

e
[Pz(r)− ∂zχ] , (3.5)

2Nos restringiremos a configurações correspondentes a um vortex carregado de corrente, isolado e
estático ao longo do eixo z.

3Em um sistema de coordenadas ciĺındricas (t, r, θ, z) tal que r ≥ 0 e 0 ≤ θ < 2π.
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onde Pt e Pz correspondem, respectivamente, aos campos elétrico (corrente tipo-tempo)

e magnético (corrente tipo-espaço), respectivamente. As funções φ, Q(r), σ(r), Pt(r) e

Pz(r) devem ser regulares em todo o espaço e satisfazem às condições [21, 22]

• No caso elétrico, onde Pz = 0,

φ(0) = 0 , Pt(0) = 1 , lim
r→∞

φ(r) = η , lim
r→∞

Pt(r) = 0 . (3.6)

• No caso magnético, onde Pt = 0,

φ(0) = 0 , Pz(0) = 1 , lim
r→∞

φ(r) = η , lim
r→∞

Pz(r) = 0 . (3.7)

• No caso misto, onde ambos Pz e Pt não se anulam

φ(0) = 0 , Pt(0) = Pz(0) = 1 , lim
r→∞

φ(r) = η ,

lim
r→∞

Pt(r) = lim
r→∞

Pz(r) = 0 .
(3.8)

Para estudarmos o campo gravitacional gerado pelas três configurações posśıveis de

uma corda supercondutora, iniciaremos com a ação no referencial de Jordan-Fierz

S =
1

16π

∫
d4x

√
−g̃[ΦR̃− ω(Φ)

Φ
g̃µν∂µΦ∂νΦ] + Sm[ψm, g̃µν ] (3.9)

onde g̃µν é a métrica f́ısica que contém tanto os graus de liberdade escalares quanto

os tensoriais. Sm é a ação dos campos de matéria obtida a partir do Lagrangiano (3.1).

Através da transformação conforme (2.23), a ação (3.9) é escrita no referencial de Einstein

como

S =
1

16πG∗

∫
d4x

√
−g[R− 2∂µϕ∂

µϕ]

+

∫
d4x

√
−g[−1

2
Ω2(ϕ)[(Dµφ)∗(Dµφ) + (Dµσ)∗(Dµσ)]

− 1

16π
(FµνF

µν +HµνH
µν)− Ω2(ϕ)V (|φ|, |σ|)] .

(3.10)
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Escrevemos, então, a métrica geral com simetria ciĺındrica [23, 24] na forma

ds2 = −e2ψdt2 + e2(γ−ψ)(dr2 + dz2) + β2e−2ψdθ2 , (3.11)

onde ψ = ψ(r), γ = γ(r) e β = β(r).

Variando a ação (3.10) em relação à métrica gµν e ao campo escalar ϕ, obtemos as

equações de campo (2.28-2.29) no referencial de Einstein. É importante notar que con-

traindo as equações (2.28) com a métrica gµν obtemos o escalar de curvatura no referencial

de Einstein

R = 2∂µϕ∂
µϕ , (3.12)

a partir do qual podemos reescrever as equações generalizadas de Einstein

Rµν = 8πG∗Tµν + 2∂µϕ∂νϕ . (3.13)

Utilizando a métrica (3.11) obtemos as componentes não-nulas do tensor de Ricci

Rt
t = e2(ψ−γ)[ψ′′ +

β′

β
ψ′] , (3.14)

Rr
r = e2(ψ−γ)[−ψ′′ − β′

β
ψ′ + 2(ψ′)2 + γ′′ − β′

β
γ′ +

β′′

β
] , (3.15)

Rθ
θ = e2(ψ−γ)[−ψ′′ − β′

β
ψ′ +

β′′

β
] , (3.16)

Rz
z = e2(ψ−γ)[−ψ′′ − β′

β
ψ′ + γ′′ +

β′

β
γ′] . (3.17)

onde (′) expressa uma diferenciação em relação a r. Desta forma, as equações de campo

são explicitamente escritas como

β′′ = 8πG∗e
2(γ−ψ)β

[
Tt
t + Tθ

θ
]

,

(βψ′)′ = 8πG∗e
2(γ−ψ)βTt

t ,

β′γ′ = −β(ψ′)2 − β(ϕ′)2 + 4πG∗e
2(γ−ψ)β

(
Tt
t − Tr

r + Tθ
θ + Tz

z
)

,

(βγ′)′ = 8πG∗e
2(γ−ψ)β

(
Tt
t + Tz

z
)

,

(βϕ′)′ = −4πG∗α(ϕ)T .

(3.18)
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O tensor energia-momentum Tµν deve ser calculado para cada uma das configurações

posśıveis (elétrica, magnética e mista) a partir da definição

Tµν = − 2√
−g

δSm
δgµν

. (3.19)

Assim as componentes não nulas do tensor energia-momentum são

Tt
t = −1

2
Ω2(ϕ)

{
−gttσ2Pt

2 + grr
[
φ′

2
+ σ′

2
]

+ gθθφ2Q2 + gzzσ2Pz
2
}

− 1

8π
grr

[
−gttP

′
t

2

e2
+ gθθ

Q
′2

q2
+ gzz

P
′
z

2

e2

]
− Ω4(ϕ)V (|σ|, |φ|) (3.20)

Tr
r = −1

2
Ω2(ϕ)

{
+gttσ2Pt

2 − grr
[
φ′

2
+ σ′

2
]

+ gθθφ2Q2 + gzzσ2Pz
2
}

+
1

8π
grr

[
+gtt

P
′
t

2

e2
+ gθθ

Q
′2

q2
+ gzz

P
′
z

2

e2

]
− Ω4(ϕ)V (|σ|, |φ|) (3.21)

Tθ
θ = −1

2
Ω2(ϕ)

{
+gttσ2Pt

2 + grr
[
φ′

2
+ σ′

2
]
− gθθφ2Q2 + gzzσ2Pz

2
}

− 1

8π
grr

[
+gtt

P
′
t

2

e2
+ gθθ

Q
′2

q2
+ gzz

P
′
z

2

e2

]
− Ω4(ϕ)V (|σ|, |φ|) (3.22)

Tz
z = −1

2
Ω2(ϕ)

{
+gttσ2Pt

2 + grr
[
φ′

2
+ σ′

2
]

+ gθθφ2Q2 − gzzσ2Pz
2
}

− 1

8π
grr

[
+gtt

P
′
t

2

e2
+ gθθ

Q
′2

q2
− gzz

P
′
z

2

e2

]
− Ω4(ϕ)V (|σ|, |φ|) (3.23)

onde, no caso elétrico a componente Pz se anula, e no caso magnético a componente Pt se

anula. Para resolver as equações de campo dividimos o espaço em duas regiões distintas:

uma região interior à corda 0 < r ≤ r0, onde todos os campos de matéria contribuem para

o tensor energia-momentum; e uma região exterior à corda r ≥ r0, onde os únicos campos

de matéria que contribuem para o tensor energia-momentum são os campos Pt e Pz. r0 é

o raio da corda determinado pela relação entre os comprimentos caracteŕısticos definidos

na seção (1.5.2). Após resolvermos as equações de campo nas duas regiões aplicamos as

condições de continuidade em r = r0 à métrica e suas derivadas, obtendo assim a relação
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entre os parâmetros internos da corda e a geometria do espaço-tempo [24]. Neste trabalho,

nos concentraremos na obtenção das soluções exteriores à corda para as três configurações

posśıveis de campos. As soluções da região interior para os casos elétrico e magnético são

obtidas nos trabalhos de Guimarães e Naves de Oliveira [25, 26] e de Ferreira, Guimarães

e Helayël-Neto [27], respectivamente.

3.2 Álgebra de Rainich Generalizada e as Soluções

das Equações de Campo

Conforme exposto na seção anterior, na região exterior à corda (r > r0), o único campo

que contribui para o tensor energia-momentum é o campo eletromagnético. Portanto, para

r > r0, podemos observar que o tensor energia-momentum possui a forma

T µν =
1

4π

[
HµαHα

ν − 1

4
gµνHαβHαβ

]
, (3.24)

com as seguintes propriedades particulares

T µ
µ = 0 e T α

µ T ν
α =

1

4
(TαβTαβ)δ

ν
µ . (3.25)

Estas propriedades foram primeiramente estabelecidas por Rainich [28] e foram poste-

riormente denominadas de condições de Rainich4. Mais tarde, estas propriedades foram

retomadas por Misner e Wheeler [29] através das rotações de dualidade5. L. Witten [23] as

obteve através do cálculo espinorial [14] e as aplicou às equações de campo da Relatividade

Geral. Assim, as propriedades do tensor energia-momentum implicam em propriedades

do tensor de Ricci denominadas “álgebra de Rainich”.

4Juntamente com propriedades diferenciais sobre Tµν , que no caso deste trabalho são trivialmente
satisfeitas.

5Estas propriedades são a base da “Geometrodinâmica”desenvolvida por Misner e Wheeler.
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Na teoria escalar-tensorial as propriedades (3.25) de Tµν se refletem diretamente no ten-

sor de Einstein descreverendo uma situação f́ısica onde há a presença de campos gravita-

cionais e campos eletromagnéticos. Portanto, nesta situação os campos eletromagnéticos

são tratados da mesma forma que os campos gravitacionais, sendo necessário somente a

métrica (3.11) e suas derivadas para a solução do problema. Aqui reside a vantagem do

método em relação à solução via equações de campo (3.18), que envolvem os campos de

matéria juntamente com os campos geométricos.

As condições de Rainich sobre o tensor de Einstein podem ser reescritas em termos do

tensor de Ricci, que no caso da teoria escalar tensorial são modificadas pela presença do

campo escalar ϕ e denominam-se “álgebra de Rainich generalizada”[25, 26, 27, 30, 31]

R = R t
t +R r

r +R θ
θ +R z

z = 2grr(φ′)2 , (3.26)

(R t
t )2 = (R r

r − 2grr(φ′)2)2 = (R θ
θ )2 = (R z

z )2 . (3.27)

As equações (3.26-3.27) admitem três casos posśıveis de soluções

• Caso I: Caso Elétrico

R t
t = −R θ

θ , R t
t = R r

r − 2grr(φ′)2 , R θ
θ = R z

z . (3.28)

• Caso II: Caso Magnético

R t
t = R θ

θ , R t
t = −R r

r + 2grr(φ′)2 , R θ
θ = −R z

z . (3.29)

• Caso III: Caso Misto

R t
t = −R θ

θ , R t
t = −R r

r + 2grr(φ′)2 , R θ
θ = −R z

z . (3.30)

41



A identificação de cada caso com o eletromagnetismo é feita por Witten [23] e está de

acordo com os três casos (3.6, 3.7, 3.8) da seção anterior. No que segue, utilizaremos as

equações (3.28-3.30) para obter a métrica exterior à corda.

3.2.1 Caso I: Corda Portando Corrente Tipo-Tempo

Utilizando a métrica ciĺındrica geral (3.11), que aqui será rotulada ds2
E para distinguir

dos outros casos, temos

ds2
E = −e2ψdt2 + e2(γ−ψ)(dr2 + dz2) + β2e−2ψdθ2 (3.31)

onde ψ, γ e β são funções de r, e são determinadas a seguir pela álgebra de Rainich. As

componetes não nulas do tensor de Ricci para a métrica (3.31) são

R t
t = grr(ψ′′ +

β′

β
ψ′) , (3.32)

R r
r = grr(−ψ′′ − β′

β
ψ′ + 2(ψ′)2 + γ′′ − β′

β
γ′ +

β′′

β
) , (3.33)

R θ
θ = grr(−ψ′′ − β′

β
ψ′ +

β′′

β
) , (3.34)

R z
z = grr(−ψ′′ − β′

β
ψ′ + γ′′ +

β′

β
γ′) . (3.35)

Então, a partir das condições (3.28) e da equação de campo (2.29) para o campo

escalar ϕ, obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais

β′′ = 0 , (3.36)

ψ′′ +
β′

β
ψ′ − (ψ′)2 − γ′′ = (ϕ′)2 , (3.37)
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γ′′ +
β′

β
γ′ = 0 , (3.38)

(βϕ′)′ = 0 , (3.39)

cuja solução única é (ver apêndice A)

β(r) = Br , (3.40)

φ(r) = D ln

(
r

r0

)
, (3.41)

γ(r) = m2 ln

(
r

r0

)
, (3.42)

ψ(r) = n ln

(
r

r0

)
− ln

( r
r0

+ k

1 + k

)
. (3.43)

Portanto, o campo gravitacional exterior a uma corda cósmica portando corrente tipo-

tempo é determinado pela métrica

ds2
E =

(
r

r0

)2m2−2n

W 2(r)(dr2 + dz2) +

(
r

r0

)−2n

W 2(r)B2r2dθ2 ,

−
(
r

r0

)2n
1

W 2(r)
dt2 (3.44)

onde

W (r) ≡
( r
r0

)2n + k

1 + k
. (3.45)

As constantes m,n, k, B e D são fuinções dos parâmetros internos da corda e deter-

minadas após a inclusão dos campos de matéria.
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3.2.2 Caso II: Corda Portando Corrente Tipo-Espaço

Neste caso é conveniente escrever a métrica (3.11), realizando a transformação dz →

idt. Desta forma, temos ainda a métrica geral ciĺındrica, porém mais conveniente para o

cálculo.

ds2
M = e2ψdz2 + eγ−ψ(dr2 − dt2) + β2e−2ψdθ2 . (3.46)

O próposito desta transformação é obter o mesmo sistema de equações gerado pela álgebra

de Rainich da corda com corrente tipo-tempo. Para a métrica ds2
M as componentes não

nulas do tensor de Ricci são (ver apêndice A)

R t
t = grr(−ψ′′ − β′

β
ψ′ + γ′′ +

β′

β
γ′) , (3.47)

R r
r = grr(−ψ′′ − β′

β
ψ′ + 2(ψ′)2 + γ′′ − β′

β
γ′ +

β′′

β
) , (3.48)

R θ
θ = grr(−ψ′′ − β′

β
ψ′ +

β′′

β
) , (3.49)

R z
z = grr(ψ′′ +

β′

β
ψ′) . (3.50)

A álgebra de Rainich (3.29), juntamente com a equação de campo para o campo escalar

ϕ, fornece o mesmo conjunto de equações (3.36-3.39) com soluções (3.40-3.43). A métrica

exterior à corda portando corrente tipo-espaço é escrita como

ds2
M =

(
r

r0

)2m2−2n

W 2(r)(dr2 − dt2) +

(
r

r0

)−2n

W 2(r)B2r2dθ2

+

(
r

r0

)2n
1

W 2(r)
dz2 , (3.51)

onde W (r) é dado pela expressão (3.45) e as constantes m, n, k, D são determinadas a

partir dos campos de matéria, após a realização das condições de continuidade [25] sobre

a métrica no ponto r = r0.
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3.2.3 Caso III: Corda Portando Corrente Mista

Utilizando agora a álgebra de Rainich para o caso onde há corrente tipo-tempo e

corrente tipo-espaço, que denominamos caso misto, impomos a métrica geral (3.11)

ds2
E−M = −e2ψdt2 + e2(γ−ψ)(dr2 + dz2) + β2e−2ψdθ2 . (3.52)

Obtendo dáı o sistema de equações diferenciais

β′′ = 0 , (3.53)

ψ′′ +
β′

β
ψ′ − (ψ′)2 = γ′′ +

β′′

β
− (ϕ′)2 , (3.54)

γ′′ +
β′

β
γ′ = 2ψ′′ + 2

β′

β
ψ′ , (3.55)

(βϕ′)′ = 0 . (3.56)

Cuja solução única é (ver apêndice A)

β(r) = Br , (3.57)

φ(r) = D ln

(
r

r0

)
, (3.58)

γ(r) = 2ψ(r) +

(
C

B

)
ln r , (3.59)

ψ(r) =
1

2
ln

(
r2

n− 1
[−c1 sin (

√
n− 1 ln r) + c2 cos (

√
n− 1 ln r)]2

)
, (3.60)

com

n ≡
(
F −D2

)
. (3.61)

Portanto, o campo gravitacional exterior à corda mista é determinado pela métrica

ds2
E−M =

(
r

r0

)2
V 2(r)

(n− 1)
dz2 +

(
r

r0

)F+1
V 2(r)

(n− 1)
(dr2 − dt2) +B2 (n− 1)

V 2(r)
dθ2 , (3.62)
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Figura 3.1: Comportamento da solução ψ da equação de Rainich (aqui fixamos n = 2 e
C1 = C2 = 1).

onde

V (r) = [−c1 sin (
√
n− 1 ln r) + c2 cos (

√
n− 1 ln r)] . (3.63)

As constantes C1, C2, C,B,D e F serão determinadas após a inclusão dos campos de

matéria.

O comportamento das componentes da métrica está ilustrado nas figuras (3.2-3.4).

Observamos que, apesar do comportamento oscilatório de ψ(r), os coeficientes métricos

não mudam de sinal. Porém, fica evidente que esta solução não é assintoticamente corres

pondente à métrica de Minkowski.
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Figura 3.2: Comportamento de gtt para n = 2 e C1 = C2 = 1.

Figura 3.3: Comportamento de gθθ para n = 2 e C1 = C2 = 1.

Figura 3.4: Comportamento de grr e gzz para n = 2 e C1 = C2 = 1.
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Caṕıtulo 4

Uma Aplicação da Métrica da Corda
Cósmica Supercondutora do
Tipo-Elétrico

Cordas cósmicas podem ser responsáveis pela formação de estruturas em larga escala

no Universo [32], pela anisotropia da radiação cósmica de fundo [33, 34] e por efeitos

de lentes gravitacionais [35]. Neste caṕıtulo, utilizaremos a métrica (3.44) para tratar o

problema das curvas de rotação de galáxias [36].

4.1 Condições Geométricas Sobre os Tipos de Matéria

Nesta seção determinaremos as condições necessárias e suficientes para que a veloci-

dade tangencial de part́ıculas teste, percorrendo curvas de rotação fechadas, seja con-

stante. Os resultados apresentados nesta seção independem da configuração material

presente no halo da galáxia. A análise aqui apresentada é puramente geométrica.

Iremos supor que a matéria luminosa não contribui de forma determinante para a den-

sidade de energia total da galáxia. Esta hipótese é sustentada pelos dados experimentais1

mostrando que os halos de galáxias são compostas por pelo menos 90% de matéria escura.

1Ao menos na região onde se observa o fenômeno de achatamento das curvas de rotação.
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Portanto, iremos considerar a matéria escura como o principal gerador da dinâmica do

sistema, sendo uma boa aproximação desprezar os efeitos devidos à matéria luminosa.

É ainda razoável supor que o halo de matéria escura é simétrico em relação ao eixo de

rotação da galáxia, o que deve se refletir na simetria do espaço-tempo.

4.1.1 Determinação da Forma do Elemento de Linha

O elemento de linha que possui as caracteŕısticas descritas acima pode ser escrito

genericamente na forma

ds2 = −e2ψ(dt+ ωdθ)2 + e−2ψ[e2γ(dρ2 + dz2) + µ2dθ2] , (4.1)

onde ψ, ω, γ e µ, são funções de (ρ, z).

O Lagrangiano para uma part́ıcula teste em um espaço-tempo estático2, ω = 0, descrito

pelo elemento de linha (4.1) é dado por3

2L = −e2ψ ṫ2 + e−2ψ[e2γ(ρ̇2 + ż2) + µ2θ̇2] , (4.2)

cujos momenta canônicos associados, pα = ∂L
∂ẋα , são

pt ≡ −E = −e2ψ ṫ , (4.3)

pθ ≡ L = µ2e−2ψθ̇ , (4.4)

pρ = e−2(ψ−γ)ρ̇ , (4.5)

pz = e−2(ψ−γ)ż . (4.6)

onde E e L são constantes de movimento caracteŕısticas de cada geodésica. No que segue,

iremos restringir o movimento ao plano equatorial, onde z = ż = 0. Iremos encontrar os

2Nestes sistemas não há o termo cruzado entre dt e dθ, o que é apoiado observacionalmente pela
conservação do momento angular do sistema.

3Aqui (·) representa a diferenciação em relação ao tempo próprio τ .
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v́ınculos impostos pelas geodésicas circulares sobre a energia e o momentum angular de

part́ıculas em tais órbitas.

Como não há dependência expĺıcita do tempo, então o Hamiltoniano, H = pαẋ
α−L, é

também uma quantidade conservada4. Desta forma podemos escrever a seguinte expressão

para a geodésica relativa ao movimento radial

ρ̇2 − e2(ψ−γ)[Eṫ− Lθ̇ − 1] = 0 . (4.7)

Como estamos interessados em órbitas circulares estáveis, impomos as três condições

seguintes a serem satisfeitas

• ρ̇ = 0,

• ∂V (ρ)
∂ρ

= 0, onde V (ρ) = −e2(ψ−γ)[Eṫ− Lθ̇ − 1].

• ∂2V (ρ)
∂ρ2

|extr > 0, para que haja um mı́nimo.

Estas condições, em conjunto com a equação (4.7), implicam em um sistema de duas

equações diferenciais

Eṫ− Lθ̇ − 1 = 0 , (4.8)

∂

∂ρ

(
e2ψ−γ[Eṫ− Lθ̇ − 1]

)
= 0 . (4.9)

Usando as equações (4.3-4.4), podemos escrever ṫ e θ̇ em termos das constantes de

movimento E, L e dos coeficientes da métrica como

ṫ = e−2ψE , (4.10)

θ̇ =
e2ψ

µ2
L , (4.11)

4Normalizaremos o Hamiltoniano como H = 1
2 para geodésicas do tipo-tempo.
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que, inseridas nos v́ınculos (4.8-4.9), nos fornecem as equações

µ2e−2ψ(1− e−2ψE2) + L2 = 0 , (4.12)

−(e−2ψ)
′
E2 +

(
e2ψ

µ2

)′

L2 = 0 , (4.13)

onde (′) = ∂
∂ρ

. Portanto, podemos obter as constantes E e L caracteŕısticas de cada órbita

em termos dos coeficientes da métrica

E = eψ

√√√√ µ′

µ
− ψ′

µ′

µ
− 2ψ′

, (4.14)

L = µe−ψ
√

ψ′

µ′

µ
− 2ψ′

. (4.15)

A segunda derivada do potencial V (ρ) tomada no extremo também pode ser calculada

V
′′|extr =

2e2(ψ−γ)

µ′

µ
− 2ψ′

[
µ′

µ
ψ′′ − µ′′

µ
ψ′ + 4(ψ′)3 − 6

µ′

µ
(ψ′)2 + 3

(
µ′

µ

)2

ψ′

]
. (4.16)

Será útil ainda encontrar a expressão para a velocidade angular de uma part́ıcula

teste em movimento circular no plano equatorial em termos dos coeficientes da métrica.

Notando que a velocidade angular, Ω, é dada por

Ω =
dθ

dt
=
θ̇

ṫ
, (4.17)

podemos reescrevê-la como

Ω =
e2ψ

µ

√
ψ′

µ′

µ
− ψ′

. (4.18)

Esta expressão será útil no cálculo da velocidade tangencial feito a seguir.

4.1.2 Cálculo da Velocidade Tangencial

Para o cálculo da velocidade tangencial de part́ıculas teste em movimento circular

no plano equatorial em termos dos coeficientes da métrica, iremos seguir a prescrição de
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Chandrasekhar [37]. Desta forma, reescrevemos o elemento de linha (4.1) como

ds2 = −e2ψdt2 + e−2ψµ2dθ2 + e−2(ψ−γ)(dρ2 + d2) . (4.19)

Definindo o tempo próprio como dτ 2 = −ds2, (4.19) pode ser expresso por

dτ 2 = e2ψdt2

{
1− e−4ψµ2

(
dθ

dt

)2

− e2γe−4ψ

[(
dρ

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
]}

, (4.20)

a partir do qual podemos escrever a expressão

1 = e2ψu0
2[1− v2] , (4.21)

onde u0 = dt
dτ

, temos

v2 ≡ e−4ψµ2

(
dθ

dt

)2

+ e2γe−4ψ

[(
dρ

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
]

= vθ
2 + vρ

2 + vz
2 ,

(4.22)

que nos fornece as componentes da 4-velocidade das part́ıculas teste. Em particular, a

velocidade tangencial é dada por

vθ = e−2ψµΩ . (4.23)

Substituindo a expressão (4.18) para a velocidade angular, Ω, obtemos uma expressão

da velocidade tangencial de uma part́ıcula teste em um movimento circular estável. em

termos dos coeficientes do elemento de linha (4.1)

vθ =

√
ψ′

µ′

µ
− ψ′

. (4.24)

Para o caso de órbitas circulares esta velocidade deve ser constante, vθ = vc. Assim a

equação (4.24) é escrita, para cada órbita, como
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µ′

µ
=

1 + v2
c

v2
c

ψ′ . (4.25)

Este resultado nos leva a enunciar o seguinte teorema [38]

Teorema 1 A velocidade tangencial de órbitas equatoriais estáveis é constante se e só se

os coeficientes do elemento de linha satisfazem à relação

eψ =

(
µ

µ0

)l

, (4.26)

com l = v2c
1+v2c

.

Esta é uma condição necessária e suficiente para que a velocidade vc seja a mesma para

órbitas circulares no plano equatorial.

É importante notar que o coeficiente métrico γ não influi nesta análise, sendo o movi-

mento estudado determinado apenas pelos coeficientes ψ e µ.

Portanto, para que as velocidades tangenciais de objetos em órbitas equatoriais dis-

tintas de uma galáxia sejam independentes do raio da órbita, devemos ter um elemento

de linha da forma

ds2 = −
(
µ

µ0

)2l

dt2 +

(
µ

µ0

)−2l

[e2γdρ2 + µ2dθ2] . (4.27)

É importante notar que o elemento de linha calculado em [26] possui a mesma forma

que (4.27). Neste caso l é identificado com parâmetros internos à corda que dependem de

detalhes microscópicos do modelo. Nesta configuração, consistindo de uma corda cósmica

portando corrente tipo-tempo, devemos ter

l = 2G0α(φ0)[U + T + I2] , (4.28)
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onde U , T e I2 são a energia por unidade de comprimento, a tensão por unidade de

comprimento e a corrente da corda, respectivamente.

Para cordas cósmicas formadas em escalas de grande unificação, G0[U + T + I2] ∼

3×10−6, e para uma função de acoplamento5 α(φ0) < 10−3 [39], o parâmetro l (e também

a velocidade tangencial vc) têm valores muito pequenos. Portanto a magnitude observada

da velocidade tangencial [40, 41, 42], vc > 3×10−5, não pode ser explicada por uma corda

cósmica portando corrente tipo-tempo somente. No entanto, para uma rede de N cordas

cósmicas formadas em escalas de grande unificação, a magnitude total da velocidade

tangencial deve ser Nvc [43]. Então, para que o resultado obtido neste trabalho seja

compat́ıvel com as observações astronômicas, devemos ter uma rede com N ∼ 105 cordas.

A única situação na qual um número tão grande de cordas é posśıvel em escalas de energia

muito menores (eletrofraca). Porém, tal escala de energia seria muito pequena para ter

qualquer relevância na formação de estruturas.

5Valor compat́ıvel com experimentos atuais.
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Conclusão

Neste trabalho estudamos vários modelos de cordas cósmicas supercondutoras em

Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitação. Obtivemos as métricas exteriores à corda

cósmica para os três casos posśıveis de corrente, utilizando relações entre as componentes

do tensor de Ricci denominadas de “álgebra de Rainich generalizada”. Posteriormente,

aplicamos o resultado obtido no caso elétrico (corrente tipo-tempo) ao problema das curvas

de rotação das galáxias. As contribuições originais deste trabalho são as seguintes

• Cálculo da métrica exterior para a corda cósmica portando corrente tipo-mista;

• Estudo das curvas de rotação de galáxias através da métrica da corda cósmica

portando corrente do tipo-tempo.

Estes resultados estão publicados nas referências [30, 31, 36].

O estudo de cordas cósmicas em Teorias Escalares-Tensoriais da Gravitação pode

trazer alguns resultados significantemente diferentes de seu estudo na Relatividade Geral

[44]. No caso particular da corda cósmica portando corrente tipo-mista essa diferença

se acentua mais, tendo em vista que na Relatividade Geral não é admitida uma solução

estática para este caso.

Temos como perspectivas de estudo os seguintes problemas:
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• Cálculo da métrica interna à corda cósmica portando corrente do tipo-mista, através

das equações de campo linearizadas;

• Obtenção das equações de movimento para part́ıculas teste no espaço-tempo gerado

pela corda cósmica portando corrente tipo-mista;

• Estudo do mecanismo de formação de wakes para o caso misto através do método

desenvolvido por Zel’dovich.
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Obtenção das Soluções das Equações
Diferenciais de Rainich

Seja a equação diferencial ordinária (3.36)

β′′(r) = 0 , (29)

por integração direta obtemos a solução

β′(r) = B → β(r) = Br + C1 . (30)

Escolheremos C1 = 0 no que segue. Seja agora a equação (3.39)

(βϕ′)′ = 0 , (31)

temos que

βϕ′ = C2 → ϕ′ =
C2

β
, (32)

então

ϕ(r) =

∫ r

r0

D

r
→ ϕ = D ln

(
r

r0

)
, (33)

onde D = C2
B

.

A equação diferencial (3.38) pode ser escrita como

γ′′ +
β′

β
γ′ = 0 → γ′′ +

γ′

r
= 0 , (34)
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com solução da forma

γ(r) = rp , (35)

que implica na seguinte equação caracteŕıstica

p(p− 1) + p = 0 → p2 = 0 → p = 0 . (36)

Assim devemos ter

γ(r) = C3 + C4 ln(r) = l2 ln

(
r

r0

)
. (37)

Com os resultados anteriores, a equação (3.37) é escrita como

ψ′′ +
1

r
ψ′ − (ψ′)2 +

l2

r2
=
D

r2
,

ψ′′ +
1

r
ψ′ − (ψ′)2 =

n

r2
.

(38)

onde n = D2 − l2. Portanto a solução é dada por

n ln

(
r

r0

)
− ln


(
r
r0

)2n

+ k

1 + k

 . (39)

A equação (3.59)

γ′′ +
β′

β
γ′ = 2(ψ′′ +

β′

β
ψ′) , (40)

que com os resultados anteriores pode ser reescrita como

2(rψ′′ + ψ′) = rγ′′ + γ′ ,

2(rψ′)′ = (rγ′)

(41)

Assim

γ′ = 2ψ′ +
F

r
→ γ = 2ψ + F ln

(
r

r0

)
, (42)

Com o resultado (42) podemos escrever a equação (3.60)

ψ′′ +
β′

β
ψ′ − (ψ′)2 = γ′′ − (ϕ′)2 (43)
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como

−ψ′′ + ψ′

r
− (ψ′)2 =

F −D2

r2
, (44)

com solução

ψ(r) =
1

2
ln

(
r2

n− 1
[−c1 sin (

√
n− 1 ln r) + c2 cos (

√
n− 1 ln r)]2

)
, (45)

onde

n ≡
(
F −D2

)
. (46)

59



Referências Bibliográficas
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[19] V. B. Bezerra e C. N. Ferreira, Phys. Rev. D 65, 084030 (2002).

[20] E. Witten, Nucl. Phys. B 249, 557 (1985).

[21] H. B. Nielsen e P. Olesen, Nucl. Phys. B 61, 45 (1973).

[22] B. Carter, em “Formation and Evolution of Cosmic Strings”, ed. G. W. Gibbons, S.

W. Hawking and T. Vachaspati (Cabridge: Univ. Press, 1990).

[23] L. Witten, em “Gravitation: an Introduction to Current Research”, ed. L. Witten

(John Wiley and Sons, New York, 1962).

[24] K. S. Thorne, Phys. Rev. D 138, 251 (1965).

61



[25] A. L. Naves de Oliveira e M. E. X. Guimarães, Phys. Rev. D 67, 123514 (2003).
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