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Resumo

Os objetos de estudo nesta dissertagdo sao as curvas de interse¢do entre duas superficies no
espaco Euclidiano e no espago de Lorentz-Minkowski. As interse¢des podem ser do tipo trans-
versal ou tangencial. As superficies podem ser paramétricas ou implicitas e, portanto, os casos
estudados sdao Paramétrica-Paramétrica, Paramétrica-Implicita e Implicita-Implicita. Quando
as superficies estdo no espago Euclidiano, o objetivo principal é apresentar algoritmos para
se obter propriedades geométricas da curva de intersecdo, tais como curvatura, tor¢do e vetor
tangente, em cada caso das intersec¢des. O propésito para o espago de Lorentz-Minkowski é si-
milar, no qual considera-se curvas de intersecdo transversal entre duas superficies tipo espaco,
bem como entre duas superficies tipo tempo, apresentando-se expressdes para a curvatura,
torcao e vetor tangente. Quando as superficies sdo tipo espaco, a curva de intersegdo é também
tipo espaco. Quando elas sdo tipo tempo, a curva pode ser tipo espaco, tipo tempo ou tipo luz.
Uma anadlise para os casos tipo espaco e tipo tempo é feita neste trabalho. Além disso, para
superficies tipo espago, sdo dadas condi¢des para que a curva de intersecdo seja uma geodésica
ou uma linha de curvatura das duas superficies. Exemplos que ilustram esta teoria sdo acres-

centados no final.

Palavras-chave: Intersecdo de superficies. Intersecdo transversal. Intersecdo tangencial.

Espaco de Lorentz-Minkowski.
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Abstract

The objects of study in this dissertation are the intersection curves of two surfaces in Eu-
clidean space and Lorentz-Minkowski space. Intersections can be of transversal or tangential
type. Surfaces can be parametric or implicit and, therefore, the cases studied are Parametric-
Parametric, Parametric-Implicit and Implicit-Implicit. When the surfaces are in Euclidean
space, the main objective is presenting algorithms to obtain geometrical properties of the inter-
section curve, such as curvature, torsion and tangent vector, in each case of the intersections.
The purpose for Lorentz-Minkowski space is similar, in which is considered transversal in-
tersection curves between two spacelike surfaces as well as between two timelike surfaces,
presenting expressions for the curvature, torsion and tangent vector. When the surfaces are
spacelike, the intersection curve is spacelike. When they are timelike, the curve can be spa-
celike, timelike or lightlike. An analysis for cases spacelike and timelike is considered in this
work. Furthermore, for spacelike surfaces, conditions are given so that the intersection is a ge-
odesic curve or line of curvature of both surfaces. Examples illustrating this theory are added

at the end.

Keywords: Surface intersection. Transversal intersection. Tangential intersection. Lorentz-

Minkowski space.
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Introducao

Em sistemas de modelagem geométrica, é comum que se trabalhe com superficies paramé-
tricas e implicitas, gerando trés tipos de interse¢do a serem estudadas: Paramétrica-Paramétrica,
Paramétrica-Implicita e Implicita-Implicita. A intersecdo pode ser transversal (os vetores nor-
mais ndo sdo paralelos) ou tangencial (os vetores normais sdo paralelos). Ao considerarmos in-
tersec¢Oes entre superficies arbitrarias, pode ndo ser simples obter a parametrizagdo, bem como
propriedades bésicas da curva de intersecdo. Poderiamos entdo nos perguntar o que fazer ao
nos depararmos com problemas que envolvam curvas que resultam da intersecdo entre duas
superficies e que suas parametriza¢des ndo sejam conhecidas. Veremos no decorrer deste traba-
lho alguns métodos que nos permitem conhecer propriedades como curvatura, tor¢do e outros
entes geométricos em um dado ponto da curva de interse¢do. Tais entes serdo obtidos atra-
vés das expressoes das superficies, sejam elas paramétricas ou implicitas. Esta teoria pode ser
aplicada, por exemplo, a geometria computacional e modelagem geométrica de formas com-
plexas em sistemas CAD/CAM. Em geral, métodos numéricos sdo usados para a obtengdo da
curva de intersecdo, dos quais o mais comum é o método de caminhada. Tal método envolve
sequéncia de pontos sobre a curva de intersecdo, obtidos através da geometria diferencial local
da mesma [18].

No espaco Euclidiano, Ye e Maekawa [18, 1999] apresentaram algoritmos para calcular as
propriedades geométricas da curva de interse¢do transversal e tangencial de duas superficies
paramétricas e descreveram como obter estas propriedades para o caso Paramétrica-Implicita e
Implicita-Implicita, além de darem algoritmos para avaliar as derivadas de ordem alta da curva
de intersecdo, as quais sdo importantes para que, utilizando alguns métodos, se obtenha uma
boa aproximacdo da curva. Aléssio [4, 2006] apresentou uma técnica para o caso Implicita-
Implicita, usando-se o Teorema da Funcdo Implicita, técnica tal que, independentemente da
ordem das derivadas que estejam envolvidas nos célculos, permite que os entes geométricos
da curva sejam obtidos a partir da resolucdo de sistemas lineares de duas equagdes e duas
varidveis. Soliman et al. [14, 2011] aborda o caso Paramétrica-Implicita e Abdel-All et al. [1,
2012] também considera o caso Implicita-Implicita tratado com o Teorema da Fun¢do Implicita,
apresentando condi¢Oes necessdrias e suficientes para que a curva de intersecdo seja uma reta,

curva plana, hélice, hélice circular ou um circulo.



Nos tltimos anos, tem crescido o estudo sobre as curvas de interse¢do entre superficies no
espago de Lorentz-Minkowski. Neste ambiente, os casos a serem analisados aumentam, visto
que, a cada tipo de intersecdo (Paramétrica-Paramétrica, Paramétrica-Implicita e Implicita-
Implicita), deve-se ainda analisar o carater de causalidade das superficies, bem como da curva
de intersecdo, isto é, se elas sdo tipo espago, tipo tempo ou tipo luz. Aléssio e Guadalupe [3,
2007] estudaram as curvas de intersecdo transversal entre duas superficies paramétricas tipo
espago. Neste caso, a curva de interse¢do « resulta tipo espago. Eles apresentaram condigdes
para que « seja uma geodésica ou uma linha de curvatura das duas superficies. Ja Sanli e Yayli
[12, 2014] expressaram a curvatura e a tor¢do da curva de interse¢do transversal entre duas
superficies paramétricas tipo tempo, com « tipo espaco ou tipo tempo.

Neste trabalho, estudamos os métodos apresentados em [1], [3], [12], [14] e [18]. No Ca-
pitulo 1, fizemos uma revisdo sobre curvas e superficies no espaco Euclidiano, apresentamos
as propriedades e defini¢des basicas do espago de Lorentz-Minkowski e fizemos um breve es-
tudo sobre as curvas e superficies neste espago. O Capitulo 2 foi dividido em duas se¢des que
tratam, respectivamente, das interse¢des transversal e tangencial no espago Euclidiano. Consi-
deramos tais interse¢des para os trés casos: Paramétrica-Paramétrica, Paramétrica-Implicita e
Implicita-Implicita, exibindo métodos para calcular as propriedades geométricas da curva de
intersecdo, tais como curvatura, tor¢do, vetor tangente e vetor curvatura. No caso de intersegdo
tangencial entre duas superficies paramétricas, é feita uma interpretagdo geométrica do vetor
tangente num ponto P da intersecdo em termos das indicatrizes de Dupin das duas superficies
em P. No Capitulo 3, consideramos as curvas de intersecdo transversal entre duas superfi-
cies no espago de Lorentz-Minkowski, onde abordamos as interse¢des entre duas superficies
tipo espago, bem como entre duas superficies tipo tempo. Além disso, apresentamos alguns

exemplos no Capitulo 4, visando ilustrar a teoria estudada.



Capitulo 1

Preliminares

O presente capitulo tem por objetivo relembrar ou introduzir conceitos relacionados aos es-
pacos Euclidiano e de Lorentz-Minkowski. A métrica do espago de Lorentz-Minkowski difere
da métrica do espago Euclidiano por um tinico sinal, ocasionando grandes mudancas como,
por exemplo, a existéncia de vetores que sdo ortogonais se, e somente se, sdo colineares. Ve-
remos a seguir conceitos relacionados a estes espagos com o objetivo de estudar as curvas e

superficies nestes.

1.1 O Espago Euclidiano R3

Os conceitos de curvas paramétricas e superficies paramétricas e implicitas serdo muito
importantes para o desenvolvimento dos préximos capitulos deste trabalho. Assim, sera feito
nesta secdo um breve estudo das propriedades geométricas das curvas e superficies no espago
Euclidiano R3, tendo [2], [5], [15] e [16] como principais referéncias. Na Subsec¢ao 1.1.1, falamos
sobre as curvas paramétricas e, na Subsecdo 1.1.2, considera-se as superficies paramétricas e

implicitas.

1.1.1 Curvas Paramétricas

Faremos uma revisdo sobre as curvas paramétricas (ou parametrizadas) diferencidveis no
espaco Euclidiano IR®. Diremos que uma aplicacdo é diferenciavel se ela possui derivadas de

todas as ordens.

Definigdo 1.1. Uma curva parametrizada diferencidvel em R® é uma aplicagio o : 1 — R3 definida no

intervalo aberto I C R que é diferencidvel.



1.1. O Espago Euclidiano R3

Denotaremos a curva a por a(t) = (x(t),y(t),z(t)). Dessa forma, sdo diferencidveis as
fungdes x(t), y(t), z(t). O vetor &/(t) = (x'(t),y'(t),2
aimagem a(I) C R3 é chamada o trago da curva «.

(t)) é chamado o vetor tangente a o em t e

Definigdo 1.2. Dizemos que uma curva « é reqular se o’ (t) # 0, para todo t € I.

Trataremos sempre de curvas parametrizadas diferencidveis regulares e, por comodidade,
faremos referéncia a tais curvas sem estes adjetivos.

Dado tg € I, o comprimento de arco de a a partir de t( é definido por

S() = [ o 1) .

Dizemos que « estd parametrizada pelo comprimento de arco se ||a’(t)|| = 1. Sempre existe uma
reparametrizagdo de a pelo comprimento de arco, isto é, existe uma curva B : | — R3 que
tem o0 mesmo trago que « e satisfaz ||'(s)|| = 1, onde s = S(¢) é o comprimento de arco de «.
Por este motivo, nos restringiremos ao estudo das curvas parametrizadas pelo comprimento

de arco.

Definicao 1.3. Seja « uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Definimos a curvatura de «

pelo niimero real

x(s) = [la"(s)]-

Se k # 0, definimos os vetores normal e binormal em s por n(s) = e b(s) = a'(s) An(s),

respectivamente.

Consideraremos apenas curvas com curvatura ndo nula. Denotaremos t = a’. Desse modo,
para cada ponto s € I, ficam definidos os vetores normais unitarios (s), n(s), b(s). O triedro
assim construido é chamado o triedro de Frenet de a em s. O plano gerado por t e n é chamado
o plano osculador em s, o plano gerado por t e b é o plano retificante e o plano gerado porneb é
chamado plano normal.

Da defini¢do do vetor normal, temos que ' = xn. Observe que, por um lado, sendo b

unitario, tem-se que b’ é ortogonal a b. Por outro lado,
V=t An+tAn =xnAn+tAn =tAn,
istoé, b’ é ortogonal a t. Logo, b é paralelo a n e, portanto, existe uma func¢do T que satisfaz
b'(s) = —7(s)n(s).

Definicdo 1.4. Seja & uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s tal que a”(s) # 0. O

niimero T(s) definido por b'(s) = —t(s)n(s) é chamado a torgdo de « em s.



1.1. O Espago Euclidiano R3

Note ainda que, como n = b A t, entdo
n=bANt+bAt =—tnAt+xbAn=1h—«t.

Chamamos as equagdes de Frenet as seguintes expressoes:

t = xn
n = —xt+7Th (1.1)
bV = —1n.

No caso de « depender de um parametro ¢ que ndo necessariamente é o comprimento de
arco, pode-se mostrar que

<(X/ A “//, IXNI>

T(t) == W’ K ;é 0
<“/’ 0(/>D(// _ <“/’ 0(//>OC/
k(H)n(t) = T (1.2)
|/ Ao
0 = e

1.1.2 Superficies Paramétricas e Implicitas

Trataremos nesta se¢do de alguns conceitos geométricos das superficies paramétricas e im-
plicitas. Esta é uma teoria classica e ja explicita em muitos livros e relembraremos aqui alguns
conceitos bdsicos. As principais fontes de referéncia sdo [2], [5], [15] e [16]. Para o que segue,
é conveniente definir o conceito de diferencial de uma aplicagio. Diremos que uma aplicagdo é
diferencidvel se ela é de classe C*™.

Dada uma aplicagdo diferenciavel f : U C R" — IR", associamos a cada p € U uma
aplicagéo linear df, : R" — R™ que é chamada a diferencial de f em p e é definida da seguinte
maneira. Sejam w € R" ea : I C R — U uma curva diferenciavel tal que «(0) = pe a/(0) = w.

Pela regra da cadeia, a curva p = f oa : [ — R™ também é diferenciavel. Define-se

dfy(w) = p(0).

Definigao 1.5. Uma superficie paramétrica reqular em R é uma aplicacio X : U — R3, definida no
aberto U do R?, tal que X é diferencidvel e, para todo g = (u,v) € U, a diferencial dX, : R*> — R3¢
injetiva.

Note que a tltima condi¢do na Defini¢do 1.5 equivale a dizer que X, A X, # 0. O conjunto
X(U) é chamado o trago de X.

Dizemos que S C IR® é uma superficie reqular se, para cada p € S, existe uma vizinhanga V
de p em R> e uma aplicagdo X : U — V N S de um aberto U do R? sobre V N S tal que X é um
homeomorfismo diferenciavel e a diferencial d X, é injetiva, para todo g € U.
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1.1. O Espago Euclidiano R3

Observe que a defini¢do de superficie paramétrica permite que seu trago tenha auto inter-
secdo. Mas, neste trabalho, ndo consideraremos casos assim. Uma superficie paramétrica é
também chamada superficie parametrizada.

Os dois conceitos introduzidos tratam de um mesmo objeto de dois pontos de vista distintos
e que estdo relacionados de alguma maneira. Em [5], podemos ver que, dada uma superficie
paramétrica regular X : U — R3, seu trago localmente é uma superficie regular. Além disso,
uma parametrizacdo X de uma superficie regular é uma superficie paramétrica. Motivados
por isto e pelo fato de o nosso estudo ser local, identificaremos as duas defini¢des, isto é, uma
superficie paramétrica com o seu trago, bem como uma superficie regular com a sua parame-
triza¢do, conforme seja conveniente.

Dada uma superficie parametrizada X e um ponto p = X(g), o espago vetorial
T,X := dX,(R?)

é o plano tangente a X em p. O vetor normal unitdrio da superficie em p é dado por

Xy N\ Xy
N(p) = m(@- (1.3)

Variando o ponto p € X(U), obtemos uma aplicacdo diferencidvel N : X(U) — R5.

Como trataremos nos capitulos seguintes de curvas de intersegdo entre superficies, encon-
traremos algumas expressdes relevantes para este fim. A curva planar s — (u(s), v(s)) define
uma curva a(s) = X(u(s), v(s)) sobre a superficie paramétrica X(u, v). Derivando esta expres-

sdo com respeito a s, segue que
o = Xuu + X0
2 = Xy (u)? 42Xt v 4 X (0')? + Xyu” + Xp0" (1.4)
2" = Xy (1) 4 3X 0 (u) 20" + 3X ot (0')% 4+ Xpwo (0)3+
B[ Xyuu'u" + Xy (u”"0" + 1'0") + Xpp0'0"] + Xyu'" 4+ X0,

onde omitimos o parametro s por simplicidade.

Falaremos um pouco sobre a primeira forma fundamental, que é definida a partir do produto
interno usual do R?, o qual induz um produto interno em cada plano tangente T,X de uma
superficie paramétrica X. Dados wy, w, € X(U), definimos (wy, w2), = (w1, wy), onde (, )
denota o produto interno usual do R3. A esse produto interno, corresponde uma forma qua-
drética I, : T,X — R dada por

Iy(w) = (w,w), > 0. (1.5)

Definicao 1.6. A forma quadrdtica I, definida em (1.5) é chamada a primeira forma fundamental da

superficie X no ponto p € X(U).



1.1. O Espago Euclidiano R3

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X;}. Dado w € T,X,
podemos escrever w = «’(0), onde a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva sobre a superficie X tal
que «(0) = p. Temos que

Ip(w) = Iy(a'(0)) = (' (0),a'(0)),
= (X' + X0, Xyu' + X',
= E(u")? +2Fu'v' + G(v')?,
onde as fungdes sdo calculadasem t =0 e

E = E(uo,vo) = <Xu/Xu>p
F= F(u()/ UO) = <Xu/ Xv>p

G= G(”O/ Z)0) = <sz Xv>p

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, } de T, X. Fazendo p € X(U) va-
riar, obtemos fungées E(u,v), F(u,v), G(u,v) diferencidveis. De agora em diante, omitiremos

o subscrito p quando for claro pelo contexto a que ponto nos referimos.

Definic¢ao 1.7. Seja X uma superficie com uma orientagio determinada pelo campo de vetores normais
unitdrios N. A aplicacio N : X(U) — R3 toma seus valores na esfera unitdria S*. A aplicacio
N : X(U) — S? é chamada a aplicagido de Gauss de X, a qual é uma aplicagio diferencidoel.

Pode-se provar que a diferencial dN), : T,X — T, X é uma aplicacdo linear auto-adjunta, o
que nos permite associar a dN, uma forma quadratica v — (dN,(v),v) em T,X.

Definicao 1.8. A forma quadrdtica II, : T,X — R dada por 11,(v) = —(dNy(v),v) é chamada a
sequnda forma fundamental de X em p € X(U).

Definicao 1.9. Seja a uma curva regular sobre a superficie X que passa pelo ponto p. A curvatura

%
normal de o em p é o niimero real x, = (K, N), onde K= &' é 0 vetor curvatura de a.. Assim,
%
kn = (K, N) = x(n, N) = kcos0, (1.6)
onde x e n sdo a curvatura e o vetor normal de « em p e 8 o Angulo entre os normais n e N.

Vamos dar uma interpretagdo geométrica da segunda forma fundamental em termos da
curvatura normal. Dado um vetor unitario v € T X, existe uma curva a parametrizada pelo
comprimento de arco s tal que «(0) = p e &’(0) = v. Denote por N(s) a restrigdo do vetor nor-
mal N a curva a(s). Temos que (N(s),a’(s)) = 0, o que implica (N(s),a”(s)) = —(N'(s), a(s)).



1.1. O Espago Euclidiano R3

Portanto,
I1,(0) = I1,((0)) = —(dN((0)), «'(0))
= —(N'(0),/(0)) = (N(0),a" (0))
= (N,xn) (p) = xn(p).
Da, temos a seguinte proposicao.

Proposigdo 1.1 (Meusnier). Todas as curvas de uma superficie X : U C R? — R3 que tém, em um
pontop € X (U), a mesma reta tangente, tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.

Secao normal em p ao longo de v

Figura 1.1: « e a,, tém a mesma curvatura normal em p ao longo de v

Deste ponto de vista, podemos falar em curvatura normal ao longo de uma dada diregéo.
Chamamos a segido normal de X em p segundo v a interse¢do de X com um plano contendo v e
N(p). Em uma vizinhanca de p, a se¢do normal é uma curva plana regular cujo vetor normal
é £N(p) ou zero. Assim, sendo x, = x(n,N), temos k = +xy, isto é, o valor absoluto da
curvatura normal é igual a curvatura da se¢do normal de X em p, segundo a’(0).

Pode-se mostrar que, para cada p € X(U), existe uma base ortonormal {ey,e;} de T, X tal
que

dNp(e1) = —xKieq, dN,(e2) = —xK2ey,

com k1 e k2 sendo 0 maximo e o minimo da segunda forma fundamental (ou da curvatura

normal) restrita ao circulo unitario de T, X. Convencionaremos k1 < k3. Os vetores ¢ e e

8



1.1. O Espago Euclidiano R3

sdo chamados vetores principais de X em p, as dire¢des determinadas por eles sdo as diregoes

principais e as curvaturas k1 e kp Sa0 as curvaturas principais.
Definigao 1.10. Seja p € X(U) e dNp : T,X — T,X a diferencial da aplicagdo de Gauss.

1. A curvatura Gaussiana de X em p é definida por K = det(dN,).

. 1 .
2. A curvatura média de X em p é H = —Etr(de), onde tr representa o traco da matriz da
aplicagdo.

Segue, portanto, que
K(p) =mrixo,  H(p) = :

Defini¢do 1.11. Um ponto p € X(U) é dito

1. Eliptico, se det(dN,) > 0.
2. Hiperbdlico, se det(dN,) < 0.
3. Parabdlico, se det(dNy) = 0, com dN, # 0.
4. Planar, se AN, = 0.
Temos ainda a seguinte definigao.
Defini¢do 1.12. Dizemos que um ponto p € X(U) é umbilico se k1 = Ka.

Veremos a seguir como as curvaturas principais determinam a curvatura normal em qual-
quer direcdo. Seja w € T,X com |w| = 1 e ey, ep 0s vetores principais da superficie X em p.

Como e; e e; formam uma base ortonormal de T, X, podemos escrever
w = cos Beq + sinfey,

onde 6 € o angulo de e; a w na orientagdo de T, X. A curvatura normal x, na direcdo de w é

dada por
kn(w) = II,(w) = —(dNy(cos fey + sinBey), cos fey + sin fey)
= —(—xq cosBe; — Kk sin Bey, cos fey + sin Hey)
= K1 cos? 0 + x, sin® 6.
Assim,

Kn = k1 cos? 0 + Ky sin? 6. (1.7)

Esta expressdo é conhecida como férmula de Euler. Ela nos d4 uma expressdo para a segunda

forma fundamental I1,(w) = x,(w) na base de autovetores {ej,e,} de T, X.

9
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Defini¢ao 1.13. Dizemos que uma curva « regular e conexa sobre uma superficie X é uma linha de

curvatura se, para todo p sobre w, a reta tangente a « é uma diregdo principal.

Proposicdo 1.2 (Olinde Rodrigues). Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma curva regular
e conexa o seja uma linha de curvatura de X é

N'(t) = A(t)a'(1),
onde A(t) é uma fungdo diferencidvel e N(t) = N o a(t). Neste caso, —A(t) é a curvatura principal
sequndo o (t).

Demonstragdo. Se « é uma linha de curvatura, entdo «/(t) estd contido em uma diregdo princi-
pal. Logo, &’ (t) é um autovetor de dN e, assim, para alguma fungdo A de ¢,

N'(t) = dN(a'(t)) = A(t)a'(t).
Reciprocamente, se N'(t) = A(t)a’(t), segue que «/(t) é um autovetor de dN e, portanto, esta
contido numa diregdo principal, ou seja, « é uma linha de curvatura. O

Definicdo 1.14. Seja p € X(U). Uma dire¢io assintdtica é uma direcdo de T, X para a qual a curvatura
normal é zero. Uma curva conexa e regular w é dita curva assintética de X se, para todo p sobre «, a reta
tangente a « em p é uma diregdo assintotica.

Vamos falar agora sobre a indicatriz de Dupin. Dado um ponto p € X(U), a indicatriz de
Dupin em p é o conjunto de vetores w € T,X que satisfazem II,(w) = +1. Podemos ver
que a indicatriz de Dupin em p é uma unido de conicas. De fato, sejam ¢ e 1 as coordenadas
cartesianas de T,X na base ortonormal {e1,e2}, onde e1, e, sdo autovetores da de. Dado
w € TpX, escreva w = ey + nep. Considere as coordenadas polares { = pcosf, 7 = psin®,
p # 0. Sendo ||v|| = 1 e {e1,ep} base ortonormal, podemos escrever v = cos fe; + sin e;.
Assim,

w = pcosBe; + psinbe; = po.

Portanto, w € T, X satisfaz I Ip(w) = #+1 se, e somente se,
+1 = II,(w) = II,(pv) = —(dNp(pv), pv)
= 0*[—(dNp(v),0)] = p*I1,(v)
= p? (K1 cos? 6 + K, sin® §)
= 118% + 10177,

onde, na pendltima igualdade, usamos a férmula de Euler (ver equagdo (1.7)). Concluimos que

as coordenadas ¢ e #7 de um ponto da indicatriz de Dupin satisfazem

K18+ Kon® = +1, (1.8)

10



1.1. O Espago Euclidiano R3

ou seja, a indicatriz de Dupin em p é a unido das conicas x1&? + 11?2 = 1 e k18> + 11% = —1
em T,X. Observe que, se p ¢ um ponto planar, a equagao (1.8) nao é satisfeita. Analisaremos o

que acontece nos outros casos.

1. Se p é um ponto eliptico, k1x, > 0 e, entdo, k1 e k2 tém o mesmo sinal. Logo, por (1.8), a

indicatriz de Dupin é uma elipse, que degenera em um circulo se o ponto é umbilico.

2. Se p é um ponto hiperbdlico, k1x; < 0. Assim, k] e xp tém sinais opostos. Logo, anali-
sando cada caso (k1 > 0, k2 < 0exy; <0,k > 0), segue de (1.8) que a indicatriz de Dupin
é um par de hipérboles que nédo se tocam.

3. Se p é parabdlico, entdo uma das curvaturas principais é zero. Logo, a indicatriz de
Dupin neste caso é um par de retas paralelas, com dire¢do comum igual a tinica dire¢do

assintética em p.

(a) Oponto p é eliptico (b) O ponto p é hiperbélico (c) Oponto p é parabélico

Figura 1.2: Indicatrizes de Dupin no ponto p

Nosso objetivo agora é encontrar uma expressao para a segunda forma fundamental em um
sistema de coordenadas locais. Seja X(u,v) uma superficie, p € X(U) e a(t) = X(u(t), v(t))
uma curva sobre X tal que «(0) = p. Observe que

dN(a') = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + Nyv'.
Portanto,
II,(¢') = —(dN(a'), &’y = —(Nyu' + Npv', Xyu' + X0')
= —[(Nu, Xu) (')? + ((Nu, Xo) + (No, Xu))'0" + (No, Xo) (0')?]

— e(u’)2+2fu’v’—|—g(v')2,
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onde
e = —(Ny, Xy) = (N, Xyu)
f==Nu,Xo) = (N, Xuo) = (No, Xu)
§ = —(No, Xo) = (N, Xoo)
e as igualdades sdo obtidas derivando-se a expressdo (N, X,) = (N,X,) = 0. As funcdes

envolvidas nestas contas foram calculadas no ponto p, o qual foi omitido por simplicidade.
Fazendo alguns célculos (ver [5]), obtemos

eg — f? 1eG —2fF +gE

K=-—2-"_ H=:=- , 1.9

EG — F? 2 EG—-PF (19)

de onde segue que as curvaturas principais sdo as solu¢des da equagao
K> —2Hxk + K =0

e, portanto,

x=H=+vH2-K. (1.10)

A seguir, vamos entender um pouco sobre contato de ordem > 2 entre superficies, um
topico que pode ser encontrado com mais detalhes em [2], [5] e [15]. Suponha que S; e S; se
intersectam tangencialmente no ponto py, isto €, os planos tangentes T},S1 e TS sdo iguais.
Inicialmente, considere a projegdo ortogonal 7 : R — po + Tp,S1 = po + Tp,S2. Temos que
m(po) = po, (p) — po € Tp,S1 e (p) —p L Tp,S1. Veja ainda que a restricio de 7 a cada
uma das superficies tem como diferencial em pg a identidade. Logo, pelo Teorema da Fungdo
Inversa, existem abertos U; C Sje Uy C Sy, vizinhangas de pg, nos quais 7t € um difeomorfismo

sobre sua imagem. Assim, considere § > 0 tal que o conjunto

Bs(po) = {p € po+ Tp,S1; lp — poll < &}

esteja contido na intersecdo 7t(U;) N 7r(Us). Fixada uma base ortonormal {wy, w,} de Ty, Sy,
defina Ny = w; A wp. Denotando V; = 7 (Bs(po)) C Uy e U = Bs(po) C po + TpyS1,
observamos que, dado p € V, existe w € U tal que p = 7~ !(w). Para este w, existe (u,v) €
Bs(0) C R? tal que w = pg + uw; + vw,, ou seja, um ponto p € V; é unicamente determinado
por (u,v) € Bs(0) da seguinte maneira:

p=(rhvy) H(w) = (7tlw) " (po + uwy + vwy).
Isto nos permite definir a parametrizacdo X : B5(0) C R* — V; C S; tal que
X(u,v) = (7T|V1)_1(p0 + uwy + vwy) = po + uwy + vwy + hy(u,v) Ny,
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para alguma fungédo h; : Bs(0) — R. A dltima igualdade segue pelo fato de que, dado p € Vj,
entdo, como 71(p) — p é paralelo a Ny tem-se que que existe h11(1,v) € R tal que 7t(p) —p =
—h1(u,v)Np. Logo,

p = m(p)+hi(u,v)Ny = po + uwy + vwy + hy (1, v) Np.
Com um raciocinio analogo, definimos Y : B5(0) — V, C S, por
Y(u,0) = (7t]y,) " (po + uwy + vws) = po + uwy +ows + hy(u, )Ny,  hy : Bs(0) — R.

Estas parametriza¢des correspondem a ver S; e Sy localmente como o gréfico das fungdes h e
hs.

Definicdo 1.15. Dizemos que Sy e Sy tém contato de ordem > 2 em py se

lim hy(u,v) — hy(u,v)

= 0’
(1,0)—(0,0) [ (u,0)]2

onde hy e hy sio dadas como na discussdo acima.

Isto significa que, numa vizinhanga de py, as alturas h e h; estdo arbitrariamente préximas

e os pontos correspondentes p; € Sj e pp € Sy se aproximam rapidamente de py.

Proposicdo 1.3. Sejam Sy e Sy superficies que se intersectam tangencialmente em po com uma orienta-
¢do tal que N°1 e N2 coincidam em po. Entdo, sdo equivalentes:

1. Sy e Sy tém contato de ordem > 2 em py.
2. Asrestrigoes a Ty, S1 = Ty, S2 das segundas formas fundamentais de Sy e Sy coincidem.

Falaremos ainda sobre superficies na forma implicita, que sdo representadas por funcdes

diferenciaveis f(x,y,z) = 0. Comecamos com o conceito de ponto critico e valor regular.

Definic¢ao 1.16. Dizemos que p € U é um ponto critico de uma aplicagio diferencidvel f : U C R" —
R™, definida no aberto U do R", se a diferencial df, : R" — R™ ndo é uma aplicagdo sobrejetiva. A
imagem f(p) € R™ de um ponto critico é chamado um valor critico de f. Um ponto de R™ que niio é
um valor critico é chamado um valor regular de f.

Note que, se f : U C R® — R ¢ uma fungdo diferencidvel, entdo, dizer que df, ndo é
uma aplicagdo sobrejetiva é equivalente a dizer que f,(p) = fy(p) = f:(p) = 0. Portanto,
r € f(U) é um valor regular de f : U C R® — R se, e somente se, fy, f, e f> ndo se anulam

simultaneamente em todos os pontos da imagem inversa

f7H) ={(xy2) € U f(x,y,2) =1}

O Teorema da Fungdo Inversa assegura o seguinte resultado (ver [5, p. 69]).
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

Proposigdo 1.4. Seja f : U C R® — R uma fungio diferencidvel. Ser € f(U) é um valor reqular
de f, entdo S = f~1(r) é uma superficie reqular. Neste caso, dizemos que S estd na forma implicita e

escrevemos f(x,y,z) —r = 0.

Finalizamos esta se¢do com algumas expressdes que serdo tteis para futuros calculos. A
curva (x(s),y(s),z(s)) com restrigdo f(x(s),y(s),z(s)) = 0 define uma curva sobre a superficie

implicita f(x,y,z) = 0. Derivando f(x(s),y(s),z(s)) = 0 com respeito a s, temos que

O - % — fxx/ +fyy/ + sz/
0 = i,lzzT]zf = fax (&) + fuy (Y)? + fu(2)2 + 2(fry'y + freX'2' + fray'2') +
fxx//+fyy//+fzzlf
3
0 = % = frux(¥)? + fyyy(y/)3 + faze(2)? + 3[fxxy(xl)2y/ + frea (¥')22'+ (1.11)
Fay (Y 2x + fyyz(Y')?2 + fyzz(2)2Y + frza(2)2X 4+ 2 frye’y' 2|+
3[fxxxlx//_|_fyyy/y// +fZZZ/Z//+fxy(x//y/ _"_x/y//) +fxz(xllzl+xlzll)+

fyz(yllzl+y/2//)] +fxxm+fy]/m‘|‘fzzm-

1.2 O Espaco de Lorentz-Minkowski I

Abordaremos nesta secdo o espaco de Lorentz-Minkowski IL3, que é o R® munido de uma
métrica que descreveremos a seguir. Tal topico estd divido em trés partes que descrevem as
propriedades e defini¢des basicas, as curvas e as superficies neste ambiente, conceitos estes que
serdo importantes para o estudo das curvas de intersecdo entre duas superficies no espago de
Lorentz-Minkowski. Apresentaremos também algumas ideias a respeito das formas bilineares
simétricas, as quais serdo muito utilizadas no decorrer do texto. Embora o conceito de forma
bilinear simétrica seja considerado com o intuito de aplicd-lo no IL3, ele serd apresentado em
um contexto mais geral, isto é, para um espago vetorial V arbitrario. Utilizamos como base as
referéncias descritas em [6], [9], [10] e [11].

1.2.1 Propriedades e Definicdes Basicas

Definicdo 1.17. Considere R com a métrica ¢ = (, )1 que associa a cada u = (u1,up,u3), v =

(v1,v2,03) € R® 0 niimero real
<u, U>1 = U101 + UV — U3T3.

Chamamos o R® munido da métrica g de espaco de Lorentz-Minkowski e denotaremos (R3,g) = 1L3.
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A métrica ¢ = (, )1 é chamada métrica de Lorentz-Minkowski (ou métrica de Lorentz). O
subscrito 1 em (, )1 é devido a assinatura de g (a defini¢do de assinatura é dada mais adiante).
Com a métrica g, podemos ter vetores v € IL3 tais que (v,v); < 0 ou ainda (v,v); = 0 com
v # 0. Por exemplo, sendo e; = (1,0,0) e e3 = (0,0,1), temos que (e3,e3)1 = —1 < O e
(e +e3,e1+e3)1 =0.

Definicdo 1.18. Seja v € IL3. Dizemos que:
1. v é tipo tempo se (v,v)1 < 0,
2. vétipoluzse (v,v)y =0ev #0,
3. v é tipo espago se (v,v)1 > 0ouv = 0.

Um vetor tipo luz é também chamado de vetor nulo. Denotamos por 7 o conjunto de todos
os vetores tipo tempo, por C o conjunto de todos os vetores tipo luz (C é chamado o cone de luz)
e por £ o conjunto de todos os vetores tipo espago. Assim, temos que

T ={(x,y,z) € 1L3;x2—|—y2 — 22 <0}
C=1{(xy,2) e L%x* +y* - 2> =0} — {0}

E={(xy,z) e Lx*+y* -2z >0} U {0}.

Figura 1.3: O cone de luz
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A figura mostra o cone de luz C. Observe que o interior do cone é o conjunto de todos os
vetores tipo tempo 7 e o seu exterior (incluindo o zero) é o conjunto £ de todos os vetores tipo
espago.

Uma forma bilinear simétrica em um espago vetorial V de dimensao finita é uma fungao

bilinear b : V x V — R que satisfaz b(v, w) = b(w, v), para todo v, w € V. Dizemos que
1. b é positiva (negativa) definida se, dado v # 0, tem-se b(v,v) > 0 (< 0),
2. b é positiva (negativa) semi-definida se, dado v € V, tem-se b(v,v) > 0 (< 0),
3. b éndo degenerada desde que, se v € V é tal que b(v,w) = 0 Vw € V, entdo v = 0.

O indice v de uma forma bilinear simétrica b em um espacgo vetorial V é o maior inteiro
que é a dimensdo de um subespagco W C V no qual b|y é negativa definida. Desta forma,
0 <v <dimVev = 0 se, e somente se, b é positiva semi-definida. E comum nos referirmos
ao indice v de uma forma bilinear simétrica ndo degenerada b de V como o indice de V, que é
denotado por v = ind(V).

Se B = {ey,...,ex} é uma base para V, a matriz (b;;) = b(e;, ¢j) € a matriz de b relativa a B.

Lema 1.1. Uma forma bilinear simétrica é ndo degenerada se, e somente se, sua matriz relativa a uma
base (e portanto, a todas) é invertivel.

Demonstragio. Primeiramente, note que, dada uma base B = {ey,...,e,} de V entdo, fixado
v € V, tem-se que b(v,w) = 0, Vw € V se, e somente se, b(v,¢;) = 0parai =1,...,n. Além
disso,
n n
b(v, ei) = b(z‘i U]'e]', ei) = Z{vjbij,
= =

para todoi = 1,...,n. Portanto, b é degenerada se, e somente se, existem niimeros reais, nao
n

todos nulos, vy, ..., vy, tais que Z bi]'v]- = 0. Como cada i fixado determina um vetor linha da
j=1
matriz (b;;), esta condigdo equivale a dependéncia linear das linhas de (b;;), isto ¢, a matriz b;;

ndo ser invertivel. Isto prova o resultado. O

Definicio 1.19. Dado um subespago U C 1.3, dizemos que U é tipo tempo (resp. tipo luz, tipo espago)
se a métrica de Lorentz-Minkowski induzida em U é ndo degenerada de indice 1 (resp. degenerada,
positiva definida).

O cardter de causalidade de um subespacgo U é a propriedade dele ser tipo tempo, tipo luz ou
tipo espaco.

Exemplo 1.1. O exemplo dado imediatamente antes da Definicdo 1.18 mostra um vetor tipo luz que é a

soma de dois vetores tipo espaco. Vejamos abaixo alguns exemplos para subespagos.
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e O plano Span{ey, ey} é tipo espago. De fato, dado v € Span{ey, ex} ndo nulo, existem A,y € R
tais que v = Aej + pex. Como v é nio nulo, pelo menos um dos coeficientes A, y é diferente de
zero. Logo,

(v,0)1 = (Aey + pea, Aey + mex)1 = A% {eq, e1)q +2Au{e, ex)1 + u?{ea, e2)1 > 0,

ou 5€ja, §|span{eye,) € positiva definida. Na verdade, observe que qualquer subespago gerado por
dois vetores tipo espago que sdo ortogonais é ainda tipo espago.

e Os planos Span{ey,e3} e Span{ey, es} sio tipo tempo. Vamos mostrar o primeiro caso. Suponha
que v € Span{ey, ez} é tal que (v, w); = 0 para todo w € Span{ey, e3} e escreva v = ae; +
azez e w = byey + bzes. Entido

0= (v,w)1 = ayaz(e1,e1)1 + (a1bs + azby)(e1, e3)1 + asbs(es, e3)1 = a1by — asbs.

Como esta igualdade vale para todo w € Span{ey,es}, vale em particular para w = ey, isto é,
b1 =1, b3 =0, 0 que implica ay = 0. Por outro lado, tomando w = e3, temos by =0, bz =1,
que implica a3 = 0. Portanto, v = 0. Precisamos ainda ver que o indice v de g| Span{eres} €
igual a 1. De fato, g|spane, e,y 10 € negativa definida e qualquer subespago prdprio ndo nulo
tem dimensio 1. Como existem vetores tipo tempo em {eq,e3}, concluimos que o maior inteiro
que é a dimensio de um subespaco W C {ey, e3} no qual b|y é negativa definida é 1. Portanto,
Span{ey, e3} € tipo tempo.

e O plano Span{ey, ex + e3} é tipo luz. Para ver isto, precisamos mostrar que a métrica de Lorentz-
Minkowski restrita a Span{ey, e, + es} é degenerada. Dado w € Span{ey, e, + e3}, existem
a,b € R tais que w = ae; + b(ep +e3) = (a,0,0) + (0,b,b) = (a,b,b). Tomec # Oe
v=(0,c,c) =c(ex+e3) € Span{ey, ez +e3}. Logo,

(v,w)1 = (c(ex +e3),ae1 +b(ex +e3))1 = be({ez, e2)1 + 2(e2,e3)1 + (e3,€3)1) = 0.
Portanto, g|span{e, e,+e;) € degenerada, como queriamos demonstrar.
Definic¢ao 1.20. Sejam v, w € L3eU C L3
1. A norma ou o comprimento de v é definido por ||v||1 = \/|{v, v)1].
2. Dizemos que v é unitdrio se ||v||; = 1.
3. Os vetores v, w sio ortogonais se (v, w)1 = 0.
4. O subespago ortogonal de U é o conjunto U+ dado por ut = {ve L3; (u,v)1 =0, Yu € U}.

5. Dizemos que U é nio degenerado se a métrica de Lorentz-Minkowski restrita a U é ndo degenerada.
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Lema 1.2. Seja U um subespaco de um espago nio degenerado V. Entdo
1. dim(Ut) = dim V — dim U,
2. (UH*t =U.
Demonstragio. 1. Dado w € U™, tem-se que
(u,w); =0, Yu € U. (1.12)
Sejam = dimU e B = {ey,...,e,} uma base de U. Podemos completar 5 para formar

uma base de V. Assim, seja {e1,...,em,...,e,} base de V. Pela equagdo (1.12), escrevendo
n

w = Z ajej, COMo para cadai=1,...,m, e; € U, segue que (e;,w); = 0. Logo, para todo
J=1
i=1,...,m,

n n
0= <€i, Zajej>1 = Zaj(ei,ej)l,
j=1 j=1

isto ¢, denotando g;; = (e;, e]->1,
n
Y a;gii =0. (1.13)
j=1

Comoi € {1,...,m}, a equagdo (1.12) nos d4 um sistema de m equagdes lineares com n
incégnitas ay, ..., a,. Sendo ¢ = (, )1 ndo degenerada, a matriz dos coeficientes de g é

invertivel, ou seja, é invertivel a matriz
g1 .- &n

In1 - fmn

Assim, segue da Algebra Linear que o espago das solugdes de (1.13) tem dimenséao n — m.
n

Mas, por construgao, as solucoes (al, .. .,an) dao exatamente os vetores w = Z ajej €
j=1
U+. Portanto, dim(U+) = n —m = dim V — dim U.

2. Dado u € U, entdo, para todo w € U™, tem-se (u, w); = 0. Logo, u € (U+)* e, portanto,
U C (Ut)*. Além disso, pelo item 1,

dim(U)t = dim V — dim(U*t) = dim V — (dim V — dim U) = dim U.

Assim, U = (U+)*.
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Lema 1.3. Se V # 0 é um espago n-dimensional munido de uma forma bilinear simétrica ndo degene-

rada, b, entdo V admite uma base ortonormal.

Demonstragio. Para ver isso, observe que, como V é ndo degenerado, entdo existe v € V tal
que b(v,v) # 0. Provaremos o resultado por indugdo sobre n = dimV. Sen = 1,sejav € V
v

tal que b(v,v) # 0. Entdo, w = Tol é unitario e a base {w} é ortonormal. Suponha que o

resultado é vélido para todo k < 1. Considerando o subespaco Span{v}+, temos pelo item 2 do
Lema 1.2 que dim(Span{v}*) = n — 1. Assim, por hipétese de indugao, existe {e1,...,e, 1}
base ortonormal de S pan{v}L, Notequev Le¢;, Vi=1,...,n—1e, como b é ndo degenerada,
v e ¢; sdo linearmente independentes. Sendo b(v,v) # 0, podemos considerar o vetor unitério
w = L. Portanto, {ey,...,e,_1, w} é base ortonormal de V. O

[o]]
Considere uma base ortonormal {ey, ..., e, } do espago vetorial V munido da forma bilinear
simétrica ndo degenerada b. Dados v,w € V escrevav = vie; +... +vpepew = wiep + ... +
wyey,. Entao,

b(v,w) = viwyb(e1, e1) + vawab(ep, e2) + ... + vywyb(en, en).

Note que, como cada e; é unitdrio, entdo b(e;, ¢;) = £1. Assim, a expressdo de b(v, w) é

b(v,w) = vywy £ vowy £ ... £ v,wy, (1.14)
ou, na forma matricial,
+1 0 ... 0 +1 0 ... 0
0 +1 ol ™ 0 +1 0
b(U,ZU):[vl cee Uy T Dol =0T .
Wy
0 0 ... +1 0 0 ... +£1

Ou seja, a matriz B de b na base ortonormal {ey, ..., e, } é diagonal com coeficientes +1. Logo,
seu determinante é igual a £1 e B é invertivel. A assinatura de b indica a posigdo e o ntimero de
sinais negativos na matriz de b e é denotada por (e, ..., ¢, ), onde g = b(e]-, ej) = +1. Conven-
cionaremos escrever os sinais negativos (quando houver) nas tdltimas entradas da assinatura.

Por exemplo, se V = L3, entdo

10 O
B=101 0
00 -1

e a assinatura da métrica g é (+,+,—),em que g = (, )1.

Proposigdo 1.5. Para toda base ortonormal {ey, ..., ey} de V, 0 niimero de sinais negativos na assina-
tura (€1,...,€,) éoindicevde V.
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

A demonstracdo deste resultado pode ser vista em [11, p. 51].
Dada uma forma bilinear em um espago vetorial, podemos falar em ortogonalidade entre
vetores.

Definic¢ao 1.21. Dizemos que os vetores u, v no espago vetorial V munido de uma forma bilinear simé-
trica b sdo ortogonais se b(u,v) = 0.

Proposicdo 1.6. Um subespaco U de V é ndo degenerado se, e somente se, V.= U @ u-+t.
Demonstracio. Sabe-se, por um resultado da Algebra Linear, que
dim(U + Ut) + dim(U NUY) = dim U + dim(U™).

Pelo item 1 do Lema 1.2, dim U + dim(uL) = dimV. Logo, V = U@ U+ se, e somente se,
dim(UNUL) = 0. Ora, sendo UNU* = {u € U;u L U}, entdao UN U+ = 0 é equivalente a

b|y ser ndo degenerada, ou seja, a U ser ndo degenerado. Dai, segue o resultado. O

Concluimos que, como U = (UL)L, entdo U é ndo degenerado se, e somente se V =
(Ut)*+ @ U, que equivale a U™ ser ndo degenerado.

Proposigdo 1.7. Sejav € IL3 e U C IL? um subespago.
1. v é tipo tempo se, e somente se, Span{v}= é tipo espago.
2. v # 0 é tipo espago se, e somente se, Span{v}+ é tipo tempo.
3. U é tipo tempo se, e somente se, U é tipo espagco.
4. U é tipo luz se, e somente se, ute tipo luz.
Demonstracdo.

1. Sem perda de generalidade, suponha que v é unitério. Pelo Lema 1.2, dim(Span{v}+) =
dim L3 — dim Span{v} = 3 — 1 = 2. Sendo v tipo tempo entdo Span{v}+ é nao degene-
rado. Assim, podemos considerar {v1, v, } base ortonormal de Span{v}*. Note que, para

i =1,2,vewv;sdo LI pois, caso contrdrio, existiria A # 0 tal que v = Av; e, entdo,
0 = <U,Ui>1 = A(vi,vi>1 7'é O

Portanto, {v1,v,v} é base ortonormal de IL3. Como v é tipo tempo e o indice de I3 é
v = 1, entdo vy e v, sdo tipo espago. Portanto, Span{v}+ = Span{vy,v,} é tipo espago.

Agora, suponha que Span{v}~ seja tipo espago. Considerando {v1, v, } base ortonormal
de Span{v}+, temos que {v1,v;, v} forma uma base de IL3. Como vy, v, sdo tipo espago,
entdo v é tipo tempo.
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2. Suponha que v é unitdrio. Sendo v tipo espago entdo Span{v} é ndo degenerado e, por-
tanto, Span{v}* é ndo degenerado. Seja {vy,v,} base ortonormal de Span{v}+. Entao,
{v1,v2,0} é base ortonormal de I.3. Analogamente ao que fizemos na demonstracio do
item anterior, temos que, como v € tipo espago, entdo ou v; € tipo tempo e v, é tipo es-
paco, ou vice-versa. Portanto, Span{v}+ é ndo degenerado de indice 1, isto é, Span{v}+
é tipo tempo.

Reciprocamente, se Span{v}~ é tipo tempo, considere uma base ortonormal {vy,v,} de
Span{v}+ tal que v; é tipo espago e v é tipo tempo. Ora, sendo Span{v}+ nao degene-
rado, entdo Span{v} é também ndo degenerado e, assim, v é linearmente independente

com v1 e vy. Logo, {v1,vp, v} é uma base ortonormal de L3e, portanto, v é tipo espaco.

3. U tipo tempo implica U e U+ ndo degenerados. Portanto, podemos tomar bases ortonor-
mais B; de U e B, de U+. ComoL? = U @ Ut (ver Proposicdo 1.6), segue que B U B; é

base ortonormal de IL3. Assim,
ind(L®) = ind(U) + ind(U*) = 1 =1+ ind(U+) = ind(U+) = 0.

Logo, U+ é tipo espago.

Reciprocamente (e analogamente), se U~ é tipo espaco, entdo ind(U+) = 0, que implica
ind(U) = 1e, assim, U é tipo tempo.

4. Seja U tipo luz. Se U+ nao fosse tipo luz, entdo U+ seria tipo tempo ou tipo espaco,
o que, pelo item anterior, implicaria que U é tipo espaco ou tipo tempo, o que é uma

contradigdo. Logo, U+ é tipo luz. A volta é inteiramente analoga.
O
Proposicao 1.8. Se u e v sdo dois vetores tipo luz, entdo eles sido L.D. se, e somente se, sdo ortogonais.

Demonstragio. A ida é imediata. Provaremos a volta do resultado. Seja ez = (0,0,1) € L3 tipo
tempo. Entdo, Span{e;}* é tipo espaco e, portanto, nao degenerado. Logo

IL3 = Span{es} @ Span{es}=. (1.15)

Considere u,v em L3 tipo luz e ortogonais, isto é, (u,v); = 0. Existem, por (1.15), a,f € R e
il,5 € Span{es}* tais que

u = oez+i
> (1.16)
v = Pe3+70.
Temos o seguinte:
0= (u,u) = (nez + i, xez + i) = —a® + (i, )1.

21



1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

Logo, « = =£|Jii||;. Analogamente, obtemos f = %||7|;.
Suponha que « e B tenham o mesmo sinal. Assim, af = ||7i||1]|7||; e, entdo,

0= (1,0)1 = (nes + 11, Bes + 0)1 = —ap + (1,801 = —[allalalls + (7, 9)1.

Logo,

(,9)1 = ||l [7]]1- (1.17)

Ora, Span{es} é tipo espaco. Logo, g Span{e;}. € Positiva definida e, portanto, vale a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz a qual, aplicada a (1.17), nos diz que i e ¥ sdo L.D., ou seja, existe

A € Rtal que
(1.18)

i)
Il
>
<

Dai,
u=wes+ i = L||il|1es + 7 = £|A|||7]|1e3 + AT = £|A|(£B)es + AT = |A|Bes + Ad.  (1.19)

Note que A > 0. De fato, pelas equagdes (1.17) e (1.18) e do fato de 7 e ¥ serem tipo espaco,

\ ok _ [l _
(0,0)1 (0,0)1
Portanto, |A| = A. Substituindo em (1.19), temos u = A(Bes +7) = Av, ou seja, u e v sdo

linearmente dependentes.
Se, porém, a e B tém sinais contrérios, concluimos que

—(#,0)1 = [[a[l1]|7]]:- (1.20)

Como ||it||; = || — ii||1, segue que
(=,9)1 = || = all]|2]}x

e, como —iI é também tipo espaco, aplicando Cauchy-Schwarz (assim como antes), tem-se que

—il e 0 sdo L.D., de onde segue que u e v sdo L.D., como queriamos demonstrar. O
Proposicio 1.9. Seja U C I3 um subespaco bidimensional. As sequintes afirmacdes sio equivalentes.
1. U é tipo tempo.
2. U contém dois vetores tipo luz linearmente independentes.
3. U contém um vetor tipo tempo.

Demonstracio.
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(1)=(2). Suponha que U é tipo tempo. Entdo U é ndo degenerado de indice 1 e, portanto,
existe uma base ortonormal {ej, e;} de U tal que e; é tipo espago e e é tipo tempo. Assim,

0s vetores e; + ey e e1 — e sdo tipo luz, pois
(e1 £ep,e1 tep)1 = (eq,e1)1 £2(e1,e2)1 + (e2,e0)1 =1—1=0.

Além disso, estes vetores sdo linearmente independentes, pois (e1 + ey,e1 — e2)1 = 2 # 0.

Logo, pela Proposigdo 1.8, segue.

(2)=(3). Sejam u,v € U linearmente independentes e tipo luz. Entdo, pela Proposigdo 1.8,
(u,v)1 # 0. Além disso, (u,u); = (v,v); = 0. Note que

(u+v,u+v)y =2(u,v)y; #0
(u—v,u—ov)y; =—2(u,v)y; #0.

Do fato de (u,v); # 0, temos que ou (4,v); > 0 ou (u,v); < 0. Se for (u,v); > 0,
entdo (u —v,u —v); = —2(u,v); < 0. Por outro lado, se for (1,v); < 0, concluimos que

(u+v,u+v)y; =2(u,v); <0.Ou seja, sempre existe um vetor tipo tempo em U.

(3)=(1). Seja u € U um vetor tipo tempo. Entdo, Span{u}~ é tipo espaco. Dado v € U+,
temos em particular que v L u. Assim, v € Span{u}+. Logo, U+ C Span{u}~ e, assim,
U+ é também tipo espago. Logo, pelo item 3 da Proposigdo 1.7, segue que U é tipo tempo.

O
Proposicio 1.10. Seja U C IL3 um subespago. As seguintes afirmacdes sio equivalentes.
1. U é tipo luz.
2. U contém um vetor tipo luz, mas nenhum vetor tipo tempo.
3. UNC = L — {0}, onde L é um subespaco de dimensio 1 e C é o cone de luz.

Demonstragio. Note que, se dim U = 1, o resultado segue. Vejamos para dim U = 2.

(1)=-(2). U tipo luz implica que existe v € U nédo nulo tal que (v,u); = 0, para todo u € U.
Em particular, (v,v); = 0. Assim, existe v € U tipo luz. E, pela proposicao anterior, segue

que U ndo contém vetores tipo tempo.

(2)=(3). Como U contém um vetor tipo luz, entdo U N C é ndo vazio. Escreva UNC = L —
{0}, onde £ é um subespago de IL3. Se existissem dois vetores linearmente independentes
tipo luz em L, estes gerariam um subespago de IL3 de dimensao dois que, pela proposicio
anterior, conteria um vetor tipo tempo, gerando uma contradi¢do. Logo, dim £ = 1.
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(3)=(1). Sendo UNC = L — {0} # @, U ndo pode ser tipo espago. Além disso, pela propo-
sigdo anterior, U ndo pode ser tipo tempo, ja que U ndo contém dois vetores L.L tipo luz.

Portanto, U é tipo luz.

Definic¢do 1.22. Se u é um vetor tipo tempo, definimos o cone tipo tempo de u pelo conjunto
Cu)={veT;(uuv) <0}
O cone tipo tempo oposto é
C(—u) =—-C(u) ={v e T;{u,v) >0}
Estes conjuntos sdo néo vazios, visto que u € C(u) e —u € —C(u).

Lema 1.4. Dois vetores v,w € I3 tipo tempo estdo no mesmo cone tipo tempo se, e somente se,
(v,w)1 <O.

Demonstragio. E claro que, se (v,w); < 0, entdo v e w estdo no mesmo cone tipo tempo. Reci-
procamente, supondo que v, w € C(u), para algum vetor u tipo tempo, temos que (u,v); < 0
e (u,w); < 0. Sem perda de generalidade, suponha que u é unitario. Sendo I.> = Span{u} @
Span{u}~, podemos escrever

Logo, como v e w sdo tipo tempo e u é unitdrio, entdo, analisando os produtos (v, v)1 e (w, w)1,
segue que
Iolly <[AL - ll@lle < pl.

Além disso,
(v,w)1 = —Ap+ (0, @)1. (1.21)
Pela desigualdade de Cauchy (lembre que ¢ e @ sdo tipo espago),
(@ @) < [|o]1ll@fly < [Al[pl.

Ora, (u,v)1 = A{u,u)q + (u,9); = —A. Logo, como (u,v); < 0, temos que A > 0 e, analoga-
mente, segue que p > 0. Portanto, (7, @)1 < Au e, assim, pela equagdo (1.21),

(v,w)) < —Ap+Ap =0,
como queriamos demonstrar. O]

24



1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

Para vetores tipo tempo, vale a desigualdade reversa de Cauchy:

Proposicao 1.11 (Desigualdade reversa de Cauchy). Sejam v e w vetores tipo tempo. Entdo,

(v, w)1] > [|ofl[[wl],
e a igualdade vale se, e somente se, 0s vetores sido proporcionais.

Demonstragdo. Como IL3 = Span{v} & Span{v}+, podemos escrever, para algum A € R,
w=Av+m, @€ Span{v}t.

Logo,
(w,w)1 = A*(v,0)1 + (D, @) = A*(v,0)1 = (W, w)1 — (D, D).

Portanto,
(v,w)] = A*(v,0)1 = (v,0)1({w, )1 — (@, D)1) > (v,0)1({w, W),
ja que (v,v)1 < 0e (@, w); > 0. Dai, segue a desigualdade.
Além disso, como (v, w)? = (v,0)1 ((w,w); — (@, ®)1), entdo (v, w)? = (v, v)1(w, w); se, e
somente se, (@, @)1 = 0, que equivale a @ = 0, ou seja, w = Av. O

Coroldrio 1.1. Se v e w sdo dois vetores tipo tempo que estdo no mesmo cone tipo tempo, existe um

uinico ¢ > 0 tal que
(0,w)1 = —|[o[l1]|w]]1 cosh .

O niimero ¢ é chamado o dngulo hiperbélico entre v e w.

Demonstragio. O fato de v e w estarem no mesmo cone tipo tempo implica que (v, w); < 0.

Logo, segue da desigualdade reversa de Cauchy que

fown oy (1.22)
[o]l1][wl]1

—(vwh 2 [vlhflwlh = —

Como a fungdo cosh : [0,00) — [1,00) é injetiva, entdo, para todo y > 1, existe um tinico ¢ > 0
tal que y = cosh ¢. Portanto, pela equagao (1.22), existe um tinico ¢ € [0, 0) tal que

(v, w)1

——— 7 - — cosh
ol ] v

de onde segue o resultado. O

De maneira analoga, podemos definir o angulo hiperbélico entre dois vetores v e w que nao

estdo no mesmo cone tipo tempo.

Coroldrio 1.2. Se v e w nio estio no mesmo cone tipo tempo, existe um iinico ¢ > 0, chamado o dngulo
hiperbolico entre v e w, tal que

(v, w)1 = [|lol[1]|w][1 cosh ¢.
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Para finalizar o estudo das propriedades bésicas do espago de Lorentz-Minkowski, vamos

falar um pouco sobre o produto vetorial neste ambiente.

Definicido 1.23. Sejam u e v vetores em IL3. O produto vetorial Lorentziano de u e v (nesta ordem),

denotado por u A1 v, € o inico vetor que satisfaz
(u A v,w); = det(u,v,w), Yw € IL?,

onde
U Uy Uus
det(u,v,w) =1| v; v, v
wp wy w3
e uj,v;,wj, i =1,2,3, sdo as coordenadas dos vetores u, v, w, respectivamente, na base candnica.

A bilinearidade de ¢ = (, )1 garante a existéncia e unicidade de u A; v. Fazendo w variar

entre os vetores da base canonica {ey, e, €3}, obtemos as coordenadas de u A1 v:
UN V= (1/le3 — U302, U301 — U103, U201 — Mﬂ)z).

Ou ainda, numa outra notagao:

i j -k
u /\1 U= 1|uUy Uy ujs
01 Uy U3

Pode-se observar que, dados vetores u e v em IL3 ndo degenerados linearmente independentes,
{u,v,u A\{ v} é uma base de IL3. Porém, tal base ndo necessariamente estd orientada positiva-
mente. O carater de causalidade de u e v é que determinaré a orientagdo. Se um dos vetores
é tipo tempo, como u A1 v é ortogonal a u e a v (como veremos a seguir), entdo u A\ v é tipo
espaco e, assim, det(u,v,u A\ v) = (u Ay o,u Ayov)y; > 0e {u,v,u Ay v} é positiva. Se ambos
u e v sdo tipo espaco, entdo u A1 v é tipo tempo. Logo, det(u,v,u A1 v) < 0e {u,v,u Ay v} é
negativa.

Proposigdo 1.12. Sejam u,v,x,y € IL3. Sio vdlidas as sequintes propriedades.

1. uNMov=—-0vAu

2. uNv Llueuniv L o

3. u/A\1v = 0se, esomente se, u e v sdo proporcionais.

(wy) (o,yh

4. (uNM v, XN\ Y)1 =
(u,x)1 (v,x)1
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5. (uN1v,x)1 = (x A1 1,0)1.
6. x \1 (uN10) = (x,u)1v — (x,0)1u.

As demonstrag¢des seguem das propriedades do determinante.

1.2.2 Curvas Paramétricas

Definicdo 1.24. Uma curva paramétrica (ou parametrizada) em 1.3 é uma aplicagio « : 1 — 1.3
definida num intervalo aberto I C R.

Dizemos que a(t) = (x(t),y(t),z(t)) é diferencidvel se todas as derivadas das fungdes co-
ordenadas x(t),y(t),z(t) existem e sdo continuas (isto é, cada funcéo é de classe C*). Conside-
raremos daqui em diante curvas diferencidveis, mesmo que isto ndo seja mencionado.

Definicdo 1.25. Seja a : I — L3 uma curva parametrizada diferencidvel. Classificamos o num ponto
to € I como:

1. Tipo tempo, se o' (tg) é um vetor tipo tempo.
2. Tipo luz (ou nula), se o’ (ty) é um vetor tipo luz.
3. Tipo espago, se o/ (ty) é um vetor tipo espago.

Observamos que uma curva a ndo precisa ter o mesmo carater de causalidade em todo o
seu dominio. Por exemplo, se a(t) = (cosht,t?,sinht), t € R, entdo a’(t) = (sinht,2t,cosht)
e

(/(t),a'(t))1 = sinh® t + 4> — cosh® t = 4> — 1.

Assim, a é tipo tempo em (—3, 1), tipo luz em {—1, 1} e tipo espago em (—o0, —3) U (3, 00).

Observamos também que, se a é tipo tempo em £ e tipo espago em t; entdo, necessariamente,
existe t; € I onde a é tipo luz. Isto é garantido pelo Teorema do Valor Intermedidrio, ja que o’
e ¢ = (, )1 sdo fungdes continuas. E, novamente pela continuidade destas fungdes, se a é tipo
tempo (ou espago) em £, entdo existe uma vizinhanga (fop — 6,9 + &) onde « é tipo tempo (ou
espaco).

Definigdo 1.26. Uma curva o é reqular em ty € Isea’(ty) # 0. Dizemos simplesmente que w é regular
se ela é reqular em todo ty € 1.

Exemplo 1.2.

1. Aretaa(t) = p+to, p,v € L3, tem 0 mesmo cardter de causalidade que v.
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2. A paribola a(t) = (t,t2,t?) é uma curva tipo espaco num plano tipo luz. De fato, a'(t) =
(1,2t,2t), que implica (&' (t),a’())1 = 1 > 0. Além disso,

a(t) = (1,0,0) +2(0,1,1) € Span{(1,0,0),(0,1,1)}.

Denoteey = (1,0,0),e2 = (0,1,1) e P = Span{ey, e }. Note que P é tipo luz, pois, dadov € P,
existem A, yu € R tais que v = Aej + ey, que implica

(e2,0)1 = (e2, Aer + pea)1 =0,
isto é, g|p é degenerada.

Observacao 1.1. Toda curva tipo tempo ou tipo luz é reqular. De fato, se a é tipo tempo (luz), entdo
o/ (t) é um vetor tipo tempo (luz), para todo t € I e, portanto, nio nulo, jd que o vetor nulo é classificado

como tipo espago. Logo, o (t) # 0, ¥Vt € 1.

Definicdo 1.27. Seja a : I — IL3 uma curva parametrizada (reqular). Definimos a funcio comprimento

de arco de w a partir de um ponto tg € I por

() = [ I/l

Dizemos que « esta parametrizada pelo comprimento de arco se ||a’(t)||; = 1, para todo
tel

Para curvas tipo tempo ou tipo espaco, mostra-se de maneira andloga ao que é feito no
espago Euclidiano que sempre existe uma reparametrizacdo de « pelo comprimento de arco.

Para curvas tipo luz, temos que (&/(t),a'(t))1 = 0, ou seja, ndo podemos parametrizar
uma curva tipo luz pelo comprimento de arco. Mas, derivando (a/(t),a’(t)); = 0, obtemos
(2 (t),a’(t))1 = 0. Pela Proposigéo 1.10, Span{a’}+ é um plano tipo luz que nao contém veto-
res tipo tempo. Assim, a’’ é tipo luz ou tipo espago. Se a”’ é tipo luz, entdo, pela Proposicao 1.8,
existe A € R tal que &’/ (t) = Aa/(t), o que implica a(t) = ae™ + b, com a,b € I3, (a,a); = 0.
Isto é, a é parametrizagdo de uma reta (tipo luz). Se a” é tipo espacgo, existe uma reparametri-

zagdo de a pelo pseudo-comprimento de arco, como mostra o lema a seguir.

Lema 1.5. Seja a : I — I3 uma curova tipo luz tal que «” (t) é um vetor tipo espaco para todo t (isto
é, « nio é uma reta). Existe uma reparametrizacio de a dada por B(s) = a(¢(s)), para alguma fungio
diferencidvel ¢, tal que ||B"(s)||1 = 1. Dizemos que  estd pseudo-parametrizada pelo comprimento de

arco.

Demonstragio. Seja ¢ : | C R — [ uma fungédo diferencidvel. Dada B(s) = a(¢(s)), temos que
(B"(s), B" ()1 = ¢/ ()" (¢(s)), " (¢(5)))1 = ¢ (5)*|a” (4 (s)) I7-
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Como buscamos f tal que ||f”(s)||l1 = 1, basta tomarmos ¢ como solugéo da equagéo diferen-

cial ,
N FrTOI

garantida pela teoria de EDO. O

Curvatura e Torcao

Nosso objetivo agora ¢ descrever uma base de 1L para cada ponto de uma curva regular
«(s), cuja variacdo descreve a geometria da curva. Tal base é o triedro de Frenet que, a depender
do carater de causalidade da curva no ponto, pode mudar um pouco a sua configuragdo. Con-
sideraremos a curva a parametrizada pelo comprimento de arco ou pelo pseudo-comprimento
de arco, a depender do caso.

Definimos o vetor tangente a « em s por

t(s) = a/(s).

Observe que t e ' sdo ortogonais, jd que (t,t); é constante, igual a 0, 1 ou —1. Nos restrin-
giremos a curvas em que #'(s) # 0 e t e ' ndo sdo proporcionais. Analisaremos cada caso
separadamente a depender do carater de causalidade da curva a.

Curvas Tipo Tempo

Seja « uma curva tipo tempo. Entdo « é regular e podemos parametriza-la pelo compri-
mento de arco. Considere o vetor tangente t(s) # 0 tal que t'(s) # 0. Temos que t'(s) e t(s) sdo
vetores ortogonais e, assim, /(s) é tipo espaco. Além disso, eles sdo linearmente independen-
tes.

Definicao 1.28. Considere a curva a tipo tempo.

1. Definimos a curvatura de « em s pelo niimero real positivo k(s) = ||t'(s)]|1.

t'(s)
k(s)

3. O vetor binormal de o em s é b(s) = t(s) N\q n(s).

2. O vetor normal unitdrio em s é n(s) =

4. A torgio em s é o escalar T(s) = (n'(s),b(s))1 = —(V'(s),n(s))1.

Observe que b é tipo espaco e unitério, ja que b € Span{t}+ e

blls = \/(b,0) = \/(EAm b Ay =1,
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

onde a tltima igualdade segue do item 4 da Proposigdo 1.12. Note ainda que b e t, bem como
b e n, sdo linearmente independentes. Obtemos assim, para cada s € I, uma base ortonor-
mal para I3, {t,n,b}, denominada o triedro de Frenet em s. Note que {t,n,b} estd orientada
positivamente, ja que det(t,n,b) = (t Ay n,b); = (b,b);1 =1 > 0.

Analisaremos como ficam as Equagdes de Frenet que, assim como no caso Euclidiano, sao
expressdes para os vetores t/, n’, b’ na base {t,n,b}.

Temos, por definigdo, ' = kn. Para encontrarmos uma expressdo para 1’ e b’, escreva

n' = nit + non + n3b, b = byt + byn + bsb.

Tomando o produto interno de n’ com cada vetor da base, obtemos —n; = (n',t)1, ny =

(n',ny; =0,n3 = (n',b); = . Note que

(t,n)y =0= (t',n)1 + (t,”')1 =0 = (t,n'); = —x.

Segue que n’ = xt + tb. Analogamente, obtemos by = —(V',t); = 0, b, = (V/,n); = —7,
by = (V',b)1 = 0 e, portanto, b’ = —7n. As equagdes de Frenet neste caso ficam
t = xn
n = kt+71b (1.23)
b = —1n.
Curvas Tipo Espaco

Seja @« uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco. Sendo t' L t et
tipo espago, ¢’ pode ser tipo tempo, tipo espago ou tipo luz. Neste caso, o triedro e as equagdes

de Frenet vao depender do caréter de t'.

1. O vetor t’ é tipo espago: Vamos considerar t'(s) # 0. As definigdes neste caso sdo iguais

as anteriores, com excecao da torcdo T.

Definigdo 1.29. Seja « uma curva tipo espago tal que t' é um vetor tipo espago nio nulo.

(a) Definimos a curvatura de « em s pelo niimero real positivo k(s) = ||t'(s)||1.
t'(s)
()

A
b

(b) O vetor normal unitdrio em s é n(s) =

171(s).
(s))1 = (b'(s),n(s))1-

Temos que t e n sdo vetores tipo espago, implicando que b é tipo tempo. Assim, no-

K
(c) O vetor binormal de o em s é b(s) = t(s)
),

(d) A torgio em s é o escalar T(s) = —(n'(s

vamente temos uma base ortonormal {¢,7,b}, desta vez orientada negativamente, pois
det(t, n, b) = <t AN n, t A1 Tl>1 = <b, b>1 = —1.
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

Escrevendo n’ e b’ nesta base e lembrando que (t,t); = (n,n); = 1e (b,b); = —1, seguem
as equagdes de Frenet:

t' = xn
n = —xt—+1h (1.24)
bV = 1n

2. O vetor t’ é tipo tempo: Neste caso, a base {t,n,b} resultara orientada positivamente e
sera formada por dois vetores tipo espago, e o normal tipo tempo, como podemos ver a

partir da defini¢do a seguir.
Defini¢ao 1.30. Seja a uma curva tipo espago tal que ' é um vetor tipo tempo.

(a) Definimos a curvatura de « em s por x(s) = ||t'(s) |1

t'(s)
k(s)’

(c) O vetor binormal de o é b(s) = t(s) A1 n(s).
(d) A torgio é o escalar T(s) = (n'(s),b(s))1 = —(b'(s),n(s))1.

(b) O vetor normal unitdrio é n(s) =

Assim, obtemos

t = xn
n = xt +71bh (125)
bV = n

3. O vetor t’ é tipo luz: Seja « uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de
arco tal que ' é um vetor tipo luz. Assim, ||t||; = 1 e ||#'||; = 0. Neste caso, ndo definimos

curvatura. Os vetores normal e binormal e a tor¢do sdo definidos a seguir.
Defini¢do 1.31. Seja a curva tipo espago com t' tipo luz.

(a) Definimos o vetor normal por n = t'.
(b) O binormal b é o inico vetor tipo luz tal que (n,b); =1eb L t.

(c) A torgio é definida por T = (n',b); = —(V/, n)1.

Note que o vetor b estd bem definido pois, sendo ¢ tipo espago, temos que Span{t}+ é tipo
tempo. Logo, pela Proposicdo 1.9, existem dois vetores tipo luz linearmente independen-
tes em Span{t}*. O vetor n é tipo luz. Assim, podemos definir b tipo luz de modo que n
e b sejam linearmente independentes. Logo, (1, b)1 # 0 e podemos escolher (1n,b); = 1.
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

Obtemos assim o triedro de Frenet {t,n,b} formado por um vetor tipo espago e dois

vetores tipo luz e, neste caso, ndo é uma base ortonormal. Note que os vetores satisfazem
tLln tLbn/tb, |tH=1

Definidas estas entidades geométricas, vejamos como ficam as equagdes de Frenet.

Por defini¢do, t' = n. Escrevendo n’ = nyt + nyn + nzb e fazendo o produto interno de n’

com cada vetor da base, obtemos 11 = n3 = 0 e n; = 1. Logo, "’ = tn. Analogamente,

tem-se b’ = —t — 1b. As equagOes de Frenet sdo, portanto,
t = n
n = tn (1.26)
b = —t— b

Curvas Tipo Luz

Neste topico, consideraremos « uma curva pseudo-parametrizada pelo comprimento de
arco, isto é, t'(s) é um vetor tipo espaco e unitério. O vetor tangente é t = &/, com ||t|| = 0,e 0

normal é n = t'. Em resumo:

Definigao 1.32. Seja « uma curva tipo luz.
1. Definimos o vetor normal por n = t'.
2. O binormal b é o inico vetor tipo luz ortogonal a n tal que (t,b); = 1.
3. A torgio é definida por T = (n’,b); = —(V/, n)1.

As equacgOes de Frenet para este caso sdo deduzidas de maneira inteiramente analoga ao
que ja foi feito nos outros casos, ou seja, escreve-se os vetores t', n’ e b’ na base t,n,b e toma-
se o produto interno destes vetores com cada vetor da base. Em seguida, basta aplicar as

propriedades derivadas da defini¢do de cada um, resultando em

t = n
n = Tt—0b (1.27)
bV = —1n.

1.2.3 Superficies Paramétricas

Definicao 1.33. Uma superficie paramétrica regular no Espaco de Lorentz-Minkowski é uma aplicagio
X : U C R? — 13, definida no aberto U do R?, tal que
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

1. X é diferencidvel (C*).

2. Paratodo g = (u,v) € U, dX, : R* — R3 é injetiva.

Pelo Teorema da Fungdo Inversa, X é um difeomorfismo local. Sendo dX, : R? — dX,(RR?)
um isomorfismo, tem-se que dX,(IR?) é um subespago de R® de dimenséo 2, chamado o plano
tangente de X em p = X(q) e denotado por T,X. Uma base para T,X é {dX,(e1),dX;(e2)} =
{Xu(q), Xo(9)}, g = (u,0) € U.

Dado p € X, o plano tangente T, X pode ser um subespaco tipo tempo, tipo espago ou tipo

luz, ou néo ter carater de causalidade definido. No caso em que T, X tem o mesmo carater para

todo p € X, classificamos X da seguinte maneira.
1. X é tipo espaco se T, X é tipo espago para todo p € X(U).
2. X é tipo tempo se T, X é tipo tempo para todo p € X(U).
3. X é tipo luz se T, X é tipo luz para todo p € X(U).

Da definicdo de produto vetorial em L, temos que u Aj v é ortogonal a u e a v. Definimos
assim o vetor normal unitdrio de X em p, quando X, A\ X, é tipo tempo ou tipo espago, por
N(p) = —H;;”AM;;” -
u /M v”l

Um conceito muito importante para o estudo de curvas sobre superficies é o triedro de Dar-
boux. Seja X uma superficie paramétrica tipo espaco ou tipo tempo e # uma curva sobre X
parametrizada pelo comprimento de arco. Para cada p = a(s), considere os vetores t(s), N(s),
V(s), onde t(s) é o vetor tangente a &, N(s) é o vetor normal a superficie e V(s) = N(s) A1 t(s).
O triedro de Darboux é formado pelos vetores t(s), N(s), V(s), os quais formam uma base or-
tonormal {¢,V, N}.

Superficies Tipo Espaco

Seja X uma superficie tipo espaco. Note que, sendo T, X um plano tipo espaco, entdo ¢ é
tipo espaco e N é tipo tempo. Em particular, « € uma curva tipo espago e, além disso, V. L. N

implica que V é tipo espago. A base {t,V, N} é positiva, uma vez que
det(t, V,N) = <t N (N A1 t),N)l = <N N1 £, (N N t)>1 = <V, V>1 > 0.

Vimos que neste caso, onde « é tipo espago, o vetor # pode ser tipo espacgo, tipo luz ou tipo
—
tempo. Decompondo o vetor ' =K na base {t, V, N}, obtemos

— — — — —
K= —(K,N)1N+ (K, V)1V = — Ku + Kg,

— — — —
onde K,= (K,N)1Ne K¢= (K, V)1V sdo chamados, respectivamente, de vetor curvatura normal
e vetor curvatura geodésica.
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

Definicao 1.34. Seja a uma curva regular (tipo espago) sobre a superficie tipo espaco X que passa pelo
ponto p. Definimos a curvatura normal «,, a curvatura geodésica xq e a tor¢do geodésica Ty de o em p,

respectivamente, por
— — ,
kn = —(K,N)1, ke = (K, V)1, Ty = (N, V).
Note que

— —

Kn = (K,N)1N = —x;N

— —

Kg — <K, V>1V == KgV.

As defini¢des introduzidas garantem que t' = x,; N + x; V. Queremos ainda encontrar expres-
sdes para V' e N’ nabase {t,V, N}. Isto se d4 de maneira inteiramente analoga ao que fizemos

para obter as equagdes de Frenet, resultando em
t/ — KnN _|— ng

N = xut+1,V.

Superficies Tipo Tempo

Se X é tipo tempo, entdo T, X é um plano tipo tempo, o que implica que o vetor normal N
é tipo espaco e a curva a sobre X pode ser tipo espaco, tipo tempo ou tipo luz. Vamos analisar
0s casos tipo espaco e tipo tempo. O carater de causalidade do vetor V = N A; t e, portanto, a
orientagdo da base {t, V, N}, dependeré do carater de «.

1. A curva « é tipo espaco: Neste caso, t é tipo espaco, N é tipo espago, V' é tipo tempo e a
base {t,V, N} é negativa.

Definic¢ao 1.35. Seja a uma curva reqular tipo espago sobre a superficie tipo tempo X que passa
pelo ponto p. Definimos a curvatura normal x,, a curvatura geodésica xq e a tor¢do geodésica Tq

de o em p, respectivamente, por
— —
Ky = _<K/N>1/ Kg — _<K/V>1/ Tg - _<Nllv>1'
Assim, temos as seguintes equagdes:

tl — KgV - KnN

N/ — Knt“l—TgV.
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1.2. O Espago de Lorentz-Minkowski IL3

2. A curva a é tipo tempo: Supondo agora que « é tipo tempo, entdo t é tipo tempo, N é
tipo espago, V é tipo espago e a base {t,V, N} é positiva.

Definicao 1.36. Seja « uma curva regular tipo tempo sobre a superficie tipo tempo X que passa
pelo ponto p. Definimos a curvatura normal x,, a curvatura geodésica Ky e a torcio geodésica Tq
de o em p, respectivamente, por

— -
kn = (K, N)1, ke = (K, V)1, T, = (N, V).
Escrevendo os vetores t/, V/, N’ na base {t,V, N}, obtemos
tl — KnN + ng

N = Kt +1,V.

Uma curva & sobre uma superficie X no espago IL3 pode ser classificada como assintdtica,
geodésica ou linha de curvatura, como veremos na defini¢do a seguir.

Defini¢do 1.37. Seja a(s) = X(u(s),v(s)) uma curva regular, conexa, tipo espago ou tipo tempo.
Dizemos que « é:

1. Curva assintética se x, = 0.
2. Curva geodésica se kg = 0.
3. Linha de curvatura se T, =0.

Com isto, finalizamos este capitulo, onde tratamos de conceitos fundamentais para o estudo

das curvas de intersegdo entre superficies nos espagos Euclidiano e de Lorentz-Minkowski.
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Capitulo 2

Curvas de Intersecao entre duas Superficies

no Espaco Euclidiano

Baseados em [1], [4], [14] e [18], estudaremos neste capitulo as curvas de intersecdo entre
duas superficies paramétricas ou implicitas no Espago Euclidiano. Em cada caso, serdo analisa-
das as propriedades da curva de intersecdo nas duas possiveis situa¢des: quando a interse¢do
é do tipo transversal ou tangencial.

Seja P um ponto de interse¢do entre duas superficies. Dizemos que a intersecdo é do tipo
transversal em P quando os vetores normais de ambas as superficies neste ponto ndo sdo para-
lelos. Caso contrério, dizemos que a intersegdo é do tipo tangencial.

As superficies consideradas serdo sempre regulares. Assim, se X(u,v) é uma superficie
paramétrica e f(x,y,z) é uma superficie implicita, entdo X, A X, # 0 e Vf # 0. Denotaremos
os vetores normais das superficies X (paramétrica) e f (implicita), respectivamente, por:

XuNX Vf
NX = cutav Nf= 2L
1 X A Xo| IVA

2.1 Intersecdao Transversal

A seguir, trataremos dos trés tipos de intersecado transversal, a saber, Paramétrica-Paramétrica,
Paramétrica-Implicita e Implicita-Implicita, analisando em cada caso expressdes para o vetor

tangente, curvatura, vetor curvatura, torgcao e derivadas de ordem superior.

2.1.1 Intersecao entre duas Superficies Paramétricas

Estudaremos neste topico os conceitos relacionados as curvas de intersecdo transversal en-
tre duas superficies paramétricas, introduzidos em 1999 por Ye e Maekawa [18]. Considere
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2.1. Intersegéo Transversal

X(uy,v1) e Y(up,vp) superficies paramétricas que se intersectam transversalmente ao longo
de uma curva &, a qual estd parametrizada pelo comprimento de arco. Como vimos anteri-
ormente, NX |/ NY ao longo de a. Portanto, NX A NY # 0. Isto nos permite definir o vetor
tangente como segue.

Vetor Tangente

Como « estd sobre X e sobre Y, entdo o vetor tangente + = &’ esta sobre os planos tangentes
aXeaY.Logo,t L NXet | NY.Portanto, t | NX A NY e podemos definir

NXANY

= — 2.1
INSANY] @1)

Curvatura e Vetor Curvatura

%
Inicialmente, vamos encontrar uma expressdo para o vetor curvatura K em termos de al-

guns coeficientes conhecidos relacionados com as superficies X e Y.

Teorema 2.1. Sejam X e Y superficies paramétricas que se intersectam transversalmente ao longo de

uma curva . O vetor curvatura de « é dado por

pl KX — KZCOSGNX N Ky — K%(COSGNY
sin” 6 sin” 6 ’
onde
ir = eX(up)? + 2ol + g5(01)7, Ky = e (uy)? + 2f upvh + gV (05),

e os pardmetros u; e v}, i = 1,2, sdo obtidos em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental
relativosa X eaY.

—
Demonstragdo. O vetor K= a”, sendo perpendicular a t = a’, deve estar no plano gerado por
NX e NY. Assim, existem u,7 € R tais que

%
K= uNX + 7N, 2.2)
Denotando por xX e k! as curvaturas normais no ponto de interse¢do P do ponto de vista
das superficies X e Y, respectivamente, temos da definicdo de curvatura normal (ver equagdo

(1.6)) e pela equacgdo (2.2) que

K

=

= uw(N*,NX) + 7(NX,NY) = u+1cosf
K}f = y(NX,NY>—|—17<NY,NY):ycosf)—Hy,
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onde 6 é 0 angulo entre NX e NY. Assim,

KX =y +1cos6

(2.3)
kY = pcosf+1.
Resolvendo o sistema (2.3) para y e 7, obtemos
kX —x) cosf . kY —xXcosf
a sin? 6 1 sin§
Substituindo em (2.2),
X __ .Y 0 Y X 0
K K .K,Zl cost \yx | Kn .an 080 v (2.4)
sin” 6 sin” ¢

Note que a equacdo (2.4) independe do tipo das superficies (paramétricas ou implicitas).
Para obtermos o vetor E, basta conhecermos os valores das curvaturas normais em cada su-
perficie. Analisaremos agora a curvatura normal da superficie paramétrica X. Para Y, as con-
tas sdo andlogas. Uma outra expressdo para o vetor curvatura K= &’ é dada pela segunda
das equacdes (1.4). Assim, fazendo o produto interno pelo vetor normal NX da superficie X,

tem-se:

e

_>
= <K1 NX> = <XM1M1' NX> (ull)z +2 <Xu101/ NX> u/lv,l + <X0101/ NX> (0/1)2
—_———— —_——— —_——
eX £X gX
+ <XM1' NX> ulll + <XU1' NX> vlll
0 0

= e ()" + 2f oy + g7 (01)%, (2.5)
onde X, fX, ¢X sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de X.
X Y

AN

INX ANY|
(2.1). Tomando-se o produto interno do vetor &', dado nas equagdes (1.4), com Xy, e Xy,, tem-se

Precisamos avaliar 1] e v}. E conhecido o vetor tangente ¢ = , pela expressdo

<t/ Xu1> = <Xu1/XM1>u/1 + <Xu11X01>U/1
<t/ X01> = <XM1/X01>u/1 + <X01'X01>Ull'
Logo,
(t, Xy,) = EXuj + FX0}
(t, Xo,) = FXu} + G*vy,

onde EX, FX, GX sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de X. Resolvendo o
sistema, obtemos

U = <t/XM1>GX — <t1 XU1>PX 0 = <t/X01>EX — <tIXM1>FX
1 EXGX — (FX)2 ’ 1 EXGX — (FX)2

(2.6)
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Analogamente, podemos obter u e v5. Substituindo u! e v/, i = 1,2, em (2.5), ficam determina-

das as curvaturas normais das superficies paramétricas X e Y e o teorema segue. O

A curvatura é obtida fazendo-se x = 1/ <E E>

Torgao e Derivada de Ordem Superior
Lembremos que, derivando a expressdo a’’ = kn, obtemos pelas equagdes de Frenet
2" = —k*t 4+ «'n + xkTh, (2.7)

o que implica que a tor¢do T pode ser escrita como

<0(///’ b>

K

Temos assim o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Sejam X e Y superficies paramétricas que se intersectam transversalmente ao longo de
uma curva «. A torgdo de « é dada por

L <OC”/,b>
K
onde
AX )Y 0 AY )X 0
zx”':—KZt-i— n : ,;COS NX+ n : ZCOS NY
sin“ 0 sin“ 0

e AX, AY sio obtidos em termos dos coeficientes da primeira e da sequnda forma fundamental de X e de
Y.

Demonstragdo. Note que NX e NY geram o plano normal (o plano gerado pelos vetores 7 e b).

Assim, o termo «'n + xTb na expressio (2.7), por estar no plano normal, pode ser escrito como
k'n+xth = yNX 4+ 6NY,
para alguns v, 6 € R. Logo,
2" = —x’t 4+ yNX + 5NV, (2.8)

Denotando por A, a projegdo do vetor a’”’ sobre o vetor normal N, tem-se pela equagdo anterior

AX = (0", NX) = =2 (t, NX) 4+ (NX, NX) +6 (NY, NX) = 4 + 6 cos 6.

- e - >
~— ~~

0 1 cos

Analogamente, calculamos AY = (a",NY), obtendo por fim:

AX =y +dcosb, AL =y cos + 6.
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Resolvendo este sistema para y e J, temos

_Af—)&}{cos() 5_/\Z—A,§C059
7 sin” 0 ’ sin” @ '
Substituindo em (2.8),
N )\,}f —.)L,;{ cosGNX n /\Z —')L,f COSQNY. 2.9)
sin” 0 sin” 6

Assim, resta-nos avaliar AX e A} para obtermos uma boa expressao para a”” e, portanto, para
T. Mais uma vez, temos uma equacdo que independe do fato de as superficies X e Y serem
paramétricas ou implicitas. O que determinara a expressdo para a”’ em cada caso sera o valor
de A,. Faremos as contas aqui para o caso considerado: superficies paramétricas. Novamente,
a analise sera feita para a superficie X, sendo que, para Y, esta segue de maneira andloga.
Omitiremos os subscritos e sobrescritos que caracterizam a superficie X por simplicidade. Do

sistema (1.4),

A = («",N)
= (Xuu, N) (') 4 3(Xuo, N) (120" + 3(Xigwo, N)ut' (') +
(Xovo, N) (V') + 3[( X, NYu'v" + (Xipo, N) (10 +u'0") +
(Xou, N)U'0"] + (Xy, N)u" + (Xp, N)0"
= Bleu'u” + f(u'" +u'0") + go'0"] + A, (2.10)

onde
A = (X, N) ()2 + 3(X 0, N) (1) 20" + 3( X0, N1t (v')? + (Xowo, N) (v')2. (2.11)

Precisamos avaliar u” e v”. Para isto, fagamos o produto interno da expressdo de «”/, dada

nas equagoes (1.4), com X, e Xy:

<0‘//; Xu> = <qu/ Xu> (u/)2 + 2<Xuv/ Xu>u/7)/ + <va/ Xu> (01)2 + <Xu/ Xu>u// + <Xuz Xv>v”
(", X)) = (Xuu, Xo) (1')? 4 2( X, Xo)t'V' + (Xow, Xo) (0')? 4+ (X, Xo)u" + (Xo, Xu)0".

—
Lembremos que & =K e

o E= (X, X)) =

o F = (Xu,XU> =
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2.1. Intersegéo Transversal

e G=(Xy, Xp) =

Portanto,

E
(K, Xu) = 2 4+ B/ + (o — ) (o) + Eu” 4 Fo”
E
%)(M/)Z—FGMM/U/—{— %<01)2+FM/I+GU//.

Resolvendo o sistema para u” e v”, obtém-se

(K, Xo) = (Fu—

. ﬁ%ﬁga—%w—%cy 2 4 (GuF — EGMW+(%P%a—%KﬁWV

+(K, Xu)G — (K, X0>F]

g K% - ”)E) ()2 + (EoF — GuE)u'v/ + ((Pv— GF - %E) (v')?
K X)E- (K, >}

Substituindo estes valores em (2.10), obtemos o escalar A, e, por fim, considerando a equagdo

(2.9), determina-se o vetor a’”/, como queriamos. O

O algoritmo introduzido para calcular a derivada de terceira ordem da curva de intersecao
« pode ser generalizado para calcular a derivada «{™), m > 4. Suponha que os valores a(/),
1 < j < m — 1 sejam conhecidos. Diferencie a equagdo (2.7) m — 3 vezes para obter o vetor a(").
A cada diferenciacdo, substitua t/, n’ e b’ pelas expressdes dadas nas equagdes de Frenet (1.1),
o que implica

a™) = ¢4t + cun + b, (2.12)

onde ¢y, ¢y, ¢; sdo coeficientes que dependem somente de «, T e de suas derivadas. Substitua o
termo c,n + cpb por YN X 4+ 6NY, visto que estes pertencem ao plano normal, o que mostra que

os coeficientes ¢, e ¢, ndo precisam ser determinados no passo anterior. Disto, segue que

o™ = ¢t + yNX 4+ 5NY. (2.13)
Observe que ¢; = (¢, t) e pode ser escrito em termos das derivadas de a de ordem menor
que m. Por exemplo, se m = 5, entdo («),t) = —4(a®,a”) —3(a”,a"). De fato, derivando
(a”,t) = 0, obtemos (¢, t) = —(a”,a”) e, derivando de ambos os lados da igualdade por

mais duas vezes, chegamos ao resultado.

Continuando com o processo para obtermos o vetor oc(m), avalie A, = (oc(m), N), onde o (m)

i

deve ser obtido derivando-se o vetor &’ dado nas equagdes (1.4) e substituindo no resultado
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2.1. Intersegéo Transversal

os valores de u("~1) e v("=1) que podem ser obtidos tomando-se o produto interno de a("~1)

por X, e X, e resolvendo o sistema linear resultante, em que X representa as duas superficies
paramétricas consideradas. Tome o produto interno da equagdo (2.12) com os vetores normais
NX e NY, obtendo

AX =g 4 cosb, AY =5 cosb 4.

Resolva o sistema linear para <y e § e substitua na equagdo (2.13), resultando em

AX — AV cos B

Y X
lX(m) :Ctt+ n Nx+w

NY.
sinZ 0 sin? 6

2.1.2 Intersecao entre Superficies Paramétricas e Implicitas

Os conceitos apresentados a seguir fazem referéncia ao trabalho desenvolvido por Soliman
et al. [14], onde foram estudadas as curvas de interse¢do transversal e tangencial entre uma
superficie paramétrica e uma superficie implicita. O estudo sobre as interse¢des tangenciais
para este caso serd apresentado na Subsecdo 2.2.2.

Considere X (u,v) superficie paramétrica, onde (u, v) pertence ao aberto U C R?, e a super-
ficie implicita f(x,y,z) = 0, ambas regulares. Seja « a curva de interse¢do entre X e f. Entdo, «

pode ser vista das seguintes maneiras:

y(s) = X%(u(s),v(s)) (2.14)

Portanto, na interse¢do, a superficie f pode ser expressa como
h(u,v) = (X, X2,X3) =0 (2.15)

e, portanto, « é dada por
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2.1. Intersegéo Transversal

Vetor Tangente
Diferenciando (2.15), vale hyu’ + h,v' = 0. Dai,
v = —h—”u', se h, # 0. (2.16)
hy
Sendo a(s) = X(u(s),v(s)) et = a'(s), tem-se:
1= |t|? = (Xuu' + X0, Xy’ + Xp0') = E(u')? + 2Fu'v' 4+ G(0')2.

Logo

E(u')? +2Fu'v' + G(v')* = 1. (2.17)

Substituindo (2.16) em (2.17), segue que

2
E(u')? -|—2Fu'(—Z—”u') + G:—;‘(u')z =1
4 14

1
(u’)zh—z(hgﬁ — 2h,hoF +H2G) =1

o
(u')? = W2(h2E — 2h,hoF + H2G) L.
Portanto,
u' = hy(WAE — 2hyhyF + H2G) 2.
Substituindo em (2.16):
o' = —hy (K2E — 2hyhoF + H2G) 2.

Em resumo, temos que

w' = hy(h2E — 2h,hyF + H2G) ™2

1 (2.18)
v = —hy(h2E — 2hyhyF + H2G) 2.
Assim:
t= X,u' + X0

= Xuho(K2E — 2hyhoF + W2G) ™2 — Xohy (K2E — 2hyhoF + H2G) ™2

= (Xuhy — Xohy)(WAE — 2h,hyF + H2G) 2.
Denote ¢ = X, h, — X,hy e note que ||&|| = (W2E — 2hyhyF + h%G)% # 0. Logo,

t= ﬁ (2.19)
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2.1. Intersegéo Transversal

Curvatura e Vetor Curvatura

—
A seguir, encontraremos uma expressdo para o vetor curvatura K da curva de intersecédo a.

Teorema 2.3. Considere a curva de intersegdo transversal « entre uma superficie paramétrica
X(u,v) = (X' (u,0), X*(u,0), X°(u,0))

e uma superficie implicita
f(x,y,z) =0.
Sendo h(u,v) = f(Xl, X%, X3) = 0e& = Xyhy — Xohy, 0 vetor curvatura da curva de intersecio

transversal entre a superficie paramétrica X e a superficie implicita f é dado por

5 gl - e)
N [

Oi’lde él — Hé’”*l [h%qu + h%[XUU - Zhuthuv + (huvhv - hvvhu)Xu + (huvhu - huuhv)XU].

Demonstragio. Derivando o vetor tangente dado na equagao (2.19), obtemos

gl —ghel” _ gligl® - ¢4 o)
€112 I1E11°

%
K=a =

Sendo ¢ = X,h, — Xyhy, entdo

= (hyott" + hyot") Xy + ho( Xyt + Xyuo0') — [(hyutt + hupv') Xy + by (Xyott’ + Xop?')].

De (2.18), segue que u' = m ev = —”h—“ Logo, pela igualdade anterior:
1
C/ = m[(huvhv - hvvhu)xu + hv(quhv - Xuvhu) - (huuhv - huvhu)XU -

hu(Xuvhv — vahu)]
- ||§||_1 [hZZJqu + h%[XUU - 2huthuv _'_ (huvhv - hvvhu)Xu +
(huohy — hyuhy) Xy). (2.20)

Isto prova o teorema. O

Podemos assim obter expressdes para os vetores normal e binormal e para a curvatura de

x, como mostra o resultado a seguir.
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2.1. Intersegéo Transversal

Coroldrio 2.1. Sejam n o vetor normal, b o vetor binormal e x a curvatura da curva de intersegio

transversal « entre as superficies paramétricas e implicitas X e f. Entdo

e - @ae

lglze = (& &)l

__ lere - @ oe
4R

Y S 14t o1
11" MielPe =@ el

Demonstragio. Pela equagdo (2.19), t = ﬁ Assim, estas expressdes seguem diretamente das
_>
. K p=
defini¢cbes n = ——, k = || K ||, b =t A n e do Teorema 2.3. O
(el

Tor¢do e Derivada de Ordem Superior

Nosso objetivo agora é obter uma expressdo para a tor¢ao da curva de intersecédo transversal
« entre a superficie paramétrica X e a superficie implicita f. Isto é feito de acordo com o

teorema a seguir.

Teorema 2.4. A torcdo da curva « de intersegdo transversal entre uma superficie paramétrica X e uma
"
(™, b)

K

superficie implicita f pode ser obtida da expressdo T = , onde

" (5) = Xuuu (1) + 3Xuuo (1) 0" 4 3Xuvott' (v)? + Xowo (v)°
+ 3[ Xyt v + Xyyo (10" + u'0") + Xpp0'0"| + X" + X0,
euw, u", u" ed,v", v"" dependem das derivadas de X = (X!, X?,X3) eh = f(X!, X?, X3).
Demonstragio. A expressao
2" () = X (u')2 4+ 3X 100 (1) %0 43X oott’ (01)? + Xopo (0)?
+ 3[ X't + Xy (W' + 1'0") + Xppo0'0"] + X" + X0,

segue das equagdes (1.4). Vamos agora obter as derivadas de u e v. Vimos que

T TS
121l

Derivando u’, tem-se

g = TllEl = hollll” _ Bollgl® = ho(E', ) _ Urott’ + howo ) [IE]1% = B0 (E, §)
1112 I1E11° I1g11°
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2.1. Intersegéo Transversal

Fazendo h, = u'||¢|:

12 — @ <§/ §>) hvv / 2 21
: (Ha| HE K @21)
Analogamente, obtemos
12 — huu / huv <€/I C) > / 2 22
= (uar HEAE (2:22)

onde, por (2.20), & pode ser representado da seguinte maneira:

& = ﬁ[hu(huxw oo X+ X — 1 Xi)
ot Xow — X+ o Xog — P Xo)]
”hé” (I Xaoo — oo X + o Xo — o Xuo)
thH (o X — 1 Xaro -+ o Xo — s Xo)

= -0 (thvv — hoo Xy + hyoXo — thuv)
u/(hvxuu — hy Xuo + iy Xy — hquv)/

ou seja,

C' = (thuu - thuv + hquu - huuxv)ul + (hvau - thvv - hquv + thuv)U/- (2'23)

Diferenciando (2.21),
w (e GO\ (e (ELON s (e | e
v ‘Qm||mv)”+(M| MH)M+(MOU+WN
::[www/+hwﬂauav W8 (@0 +IE el - 2, e2lel
HE HE
(huvv”/+hvvvvl)”§”2_hvv@/r@ / (huv . <§’,§>) 0w ho
- HE O \Tel e )t e

Logo,

hUU ( ) +2hMUU !/ /_|_

_ , )M”—F hvv //+huuv(u/)2+

n cz RG] 12l I
o c’@ @8 P 8% o helEE)
( HEEE AL )” TE
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2.1. Intersegéo Transversal

E, analogamente, diferenciando (2.22)

1 — hﬂ , / huu 1! <€/ C)) (
0 (ch) NE <\ atEr)
— huu // h <€/ C> ) // huuu
T <\|¢u HE A ||
s , (Ml 8) (€8 IR
2||c||”+( HEERE ||f;||4

onde, por (2.23),

= (MuoXu + hoXuu — huuXo — huXuo)u" + (hoo Xu + o Xuo — huoXo — huXoo )" +
(o Xu + 2huo Xuu + ho X — huuXo — 2huuXuo — huXuo) (u')*+

(MoooXu + 2o Xuw + 1o Xuvo — Moo Xo — 2hu Xoo — huXowo ) (v')2+

2(huvoXu — huuo Xo + hoo X — huuXoo + Mo Xuwo — huXuwo)Ju'0'.

]

De maneira similar, podemos calcular as derivadas de ordem superior da curva de interse-
cdo. Ou seja, para encontrar a derivada a(™), derivamos a expressio de u’ e v""" m — 3 vezes
para obtermos u@ @ o ylm) (m) B, seguida, derivando a expressado a’ m — 3 vezes,
obtemos &™) em fungdo de X e suas derivadas parciais até ordem m. Por fim, substituimos os

valores conhecidos na expressio de (") obtida no passo anterior.

2.1.3 Intersecao entre duas Superficies Implicitas

Até agora, consideramos a curva de interse¢do parametrizada pelo comprimento de arco.
Nesta segdo, porém, seguindo a notagdo de [1], que é a referéncia principal para o desenvol-
vimento desta subsegdo, o parametro de tal curva ndo necessariamente serd o comprimento
de arco s. Por isso, a notacgdo utilizada para a derivada de uma curva a com respeito a s serd

du d*a A3 d"n
/ _ 4 L m _ 4" (n) _ e >
a'(s) T (s) T2 (s) T3 e (s) o Sen = 4. E, para uma curva 5 com

25 ... 3 n
um parametro arbitrario 1, denotamos f(u) = Z—i, B(u) = %, B(u) = % e B (u) = [cilué'

para n > 4. Para avaliarmos as propriedades geométricas da curva de intersecdo entre duas

superficies implicitas, faremos uso do Teorema da Fung¢do Implicita [8]:

Teorema 2.5 (Teorema da Fungdo Implicita). Sejam f,¢ : A C R® — R fungdes de classe CK,
k > 1, definidas no aberto A do R3 e Py = (xq,Y0,20) € A tal que f(Py) = c1 e g(Py) = ca. Se
a(f,g)(
I(y,2)

Py) # 0O, entdo existem abertos U, V tais que Py C U x V C Ae, para todo x € U, existe um

47



2.1. Intersegéo Transversal

unico (y,z) = (y(x),z(x)) € V tal que

flxy(x),2(x)) = a
8(x,y(x),2(x)) = c2.

Ao trabalharmos com superficies na forma implicita, lidamos com func¢des f e h diferen-
cidveis definidas num aberto A do R3 que satisfazem f(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0. Sob as
hipéteses do Teorema da Fungdo Implicita, poderemos escrever y e z em fungdo de x, de modo
que f(x,y(x),z(x)) = 0eh(x,y(x),z(x)) = 0, e a curva de interse¢do pode ser escrita como
B(x) = (x,y(x),z(x)), possibilitando que as contas sejam simplificadas.

Sejam f(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0 superficies implicitas regulares com vetores normais
dados, respectivamente, por

N N

VA vl

Suponha que f e & se intersectam transversalmente ao longo de uma curva. Denotaremos por
a(s) a curva de interse¢do parametrizada pelo comprimento de arco e f(u) uma curva que tem

o mesmo traco que « e estd parametrizada por um parametro u qualquer. Assim,

Olhando para § como uma curva sobre a superficie f, tem-se que

(Vf(B(w)), p(u)) =0.

Ou, escrevendo na forma matricial,

[VA1B] = [0], (2.24)

onde

VI = [fe(Bw)) fy(B(w)) fz(B(w))]
()
(u)
(u)

Inicialmente, encontraremos algumas expressdes envolvendo as derivadas de p até ordem

z

quatro, as quais serdo uteis futuramente. Derivando (2.24),
(VA B+ VAR = [0]. (2.25)
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2.1. Intersegéo Transversal

Observe que [Vf]: [B]TH, onde

fxx fxy fxz
H=1\ fuw fw fn
fxz fyz fzz

é a matriz Hessiana da funcéo f. De fato,

VA= [f(Bw) fy(Bw) fo(B())] =

V= Uk +fay ¥ +fie? foy % +fp ¥ +fp? fud +fpb +f2) = B'H.
Portanto, de (2.25)

BI"HIp] + [V[B] = [0],
o que implica
[VFIIB] = —[BI"HIB). (2.26)

Derivando (2.26) com respeito a u

(V£) B+ [VA[B] = - [[B"HIB) + ()" (1 (8] + HIB))]

BITHIB) + [VA1[B] = — [[BITHIB) + [BI" (1 [8) + HIB))] (2.27)
fxx fxy fxz
onde,sendo H = | f., f,, fy. |, temosque:
fxz fyz fzz
. | fxxx X +fxyx y +fxzx z fxxy X +fxyy y +fxyz z fxxz X +fxyz y +fxzz z
H = | fup % +fyp Y +fyax 2 fryy Xy ¥ +fray 2 frye ¥ +fyye Y 4 fyez 2

i fxzx x +fyzx ]/ +fzzx z fxzy x +fyzyy +fzzy2 fxzz x +fyzz y +fzzz z

[ (fxxx‘i‘fxyy‘I‘fxz Z)x (fxxjc +fxyy+fxz Z)y (fxx X +fxyy+fxz Z)z
= | (fy X +fyw ¥ +fz2)x oy X +fy V+fyz2)y (fry X +foy ¥ +fyz 2)2 (2.28)
| (frz X +fpz Y+ fez2)x (fra ¥ Hfyz Y A D)y (frz X +fyz ¥ Sz 2)2

[V (fex & + foy V + frz 2)
= | V(fay * +fyy ¥ +fyz 2)
i V(fxz X +fyz y +fzz Z)
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2.1. Intersegéo Transversal

Denotaremos esta tltima matriz por

V(fax ¥ +fay ¥ +frz 2) fox X +fry Y +fz 2
V(fay X +fyw ¥ +f22) | =V | fay X +fyy ¥ +fyz 2
v(fxzx+fyzy+fzz Z) fxzx+fyzy+fzzz

Entdo, seguindo as notagdes introduzidas, tem-se que
H=V (H[f]).

Por simplicidade, usaremos a notagdo H. Continuando, da equagéo (2.27), tem-se

[B1"HIB] + [VfI[B] = ~[BI"HIB] — (B HIB] — [B]"HIB]. (2:29)

Note que [B]TH[B] = ([B]TH[B])T, pois esta é uma matriz quadrada de ordem 1. Assim, sendo
H uma matriz simétrica,

[BITHIB] = ([BI"HIBN)" = [AI"H' (IB]")" = [B) HIB]. (2.30)

Dai, por (2.29),

[BI"HIB] + [VfI[B] = ~[BI"HIB] — (A" HIB] - [BI"HIB] =

[VAI[B] = —3[8" HIB) — [B" HIB). (2.31)
Observe que, sendo H uma matriz simétrica, entdo H também é simétrica e, portanto,
HT = H.

Analogamente ao que fizemos na equacéo (2.30), tem-se que [B]TH|[B] = [B]TH[B]. Assim,
derivando (2.31),

VA1 B+ [VAIBY) = =3 |[BITHIB + [B" (71 [B] + HIBD| — BT HIBI - 81" (HIB] + FI[B])
— 3[BT HIB] — 3[)"HIB] — 3[8]"HIB] — 1" HIB]

— [BITHIB] — [BI" HIB]. (2.32)

Vamos agora calcular uma expressdo para H. Lembre que, pela segunda igualdade de (2.28),
temos

(fxxx+fxyy+fxz Z)x (fxxx‘i‘fxyy‘{‘fxz Z)y (fxxx‘*’fxyy“‘fxz Z)z
H= | (fuy X +fyy ¥ +fz 2)x oy X +fyy V= 2)y (Fry X +fyy ¥ +fyz 2)-
(fxzx‘i‘fyzy‘FfZZ Z)x (fxzx‘f’fyzy‘i‘fzz Z)y (fxzx‘f‘fyzy‘i‘fzz Z)z
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Denote as derivadas parciais de cada fungao entre parénteses por ¢;;, i,j = 1,2,3, de modo que
tn by i3
H= |ty ln Iy
U1 3 l33

Para todo i,j = 1,2, 3, temos o seguinte

dl;;  dlijdx dliid dlii dz , : .
T = e dy = e E e )2

Portanto, a matriz H é dada por

o que implica
i1 Ll U3

x
H=V |ty ln Iy y | = VH.

U3y U3 U33 z

Por simplicidade, continuaremos denotando esta matriz por H. Assim, segue de (2.32) que

[VAIBY] = 4[] H[B] —3[B]"HIB] — 5[] HB] — A" HIB)- (2.33)

Vetor Tangente

Assuma que f e h tém derivadas de primeira ordem continuas e um dos determinantes
o(f,8) 9(f.8) 9(f.8) Af18) 4 0) em

d(x,y)" d(x,z)" a(y,z) Iy, z)
um ponto P sobre a curva . Entdo, pelo Teorema da Fungdo Implicita, existem abertos U, V

seja ndo nulo (sem perda de generalidade, considere

tais que Py € U x V e, para todo x € U, existe um tnico (y,z) = (y(x),z(x)) € V tal que

fxy(x),2(x)) =0 e h(x,y(x),2(x)) = 0.

Logo, sendo B uma curva sobre f e i, podemos escrever

B(x) = (x,y(x),2(x)); f(B(x)) =0, h(B(x)) = 0. (2.34)
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Por (2.24), [V f][B] = [0] e [VH][B] = [0]. Pela equacéo anterior, derivando B com respeito a x,

tem-se
B=(1Y,2).
Portanto,

1
{fx fy fz] ;
he hy h

Vamos resolver este sistema para V e z.

1 .
HRRENEIRE
he hy R || 0 h b ||z

Z

Dessa forma,

—_ - _1 —_
| —hy Sy

- - -1 r
_ (det fy f. ) ~hfit f.

|y e | hfe— fy
Assim,
V| 1 | —An
z Az Ap |

onde, parai,j=1,2,3,

Aij = det
hl - hXI hZ - hyl
Portanto, por (2.35),

_ (A23/ _A13/ AIZ)
p= A
23
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Logo, a velocidade de 8 é dada por

18] = \/A§3 + A%, + Al
| A2z

Dessa forma, visto que o comprimento de arco e o vetor tangente de a sdo dados, respectiva-

mente, por

S0 = [ IBlax, = H;%H

onde x( é o valor de x no ponto Py, segue que

S(x) = /x \/A%3 + A%z + A%s
x | Ags|

= 0(Azs, — A1z, A12) yo { 1, seAxpn>0
\/ A3+ Al + Al B

Curvatura e Vetor Curvatura

Para obter uma expressdo para o vetor curvatura, dado em (1.2), resta-nos conhecer . De-

rivando (2.35) com respeito a x, tem-se

B(x) = (0,(x),2(x)). (2.38)

Para descobrir os valores de jj e Z, utilizaremos a equagdo (2.26) para f e h. Denotando por H;
e Hj as matrizes Hessianas de f e h, respectivamente, segue que

[VFIIB] = —[B]" H[]

[VH[B] = (BT HalB)
R [fy fz] M _ [—[ém[(ﬂ
hy b | 2] | - BTRB

hs fz] [[B]THl[B]
“hy fy | | ~1BTHalB

(2.39)

Assim,

7

0 . .
[fx fy fz] ) [—[ﬁ]THﬂﬁ]
hy hy h, _[ﬁ]THZ[:B]

o que implica
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Note que

frx fry faz 1
BB =1y 2] | fy fuw fe ||
frz fyz Sz z
1
Z[fxx+y'fxy+zfxz fry +Ufyy +2fyz fxz‘f'yfyZ‘f'Z'fzz} y
= | fox 0+ 2fiz+ Py + 0oy + 2£2)0 + (e 4 0fye + 22)2 |

Portanto, definindo

.
Bijk = det Ji :
fik
parai,j, k=1,2,3, tem-se
7| 1 | —Bsu—(9)*Bsx2 — (2)*Bass — 2(yBs12 + 2B313 + ¥2Ba3)
Z Azs Bo11 + (9)*B222 + (2)*Bass + 2(yBa12 + 2Ba1s + §2Boo3)
Lembremos de (2.37) que
X = 1
, A
vy = A
. _ A
z = A—g.
Substituindo na expressdo anterior, segue que
.1 AL AL, Az Aqp ApAis
§ = —— | Bai1 + 1By + ~12Bass + 2(— > Baio + B3z — g Bans)
Az A%ss A%ss Az Az A%3
1
ER [Angsn + Af3Bsx + ATy Bass + 2(—A13A23Bs12 + A1 ApsBaiz — A12A133323)} -
23
(2.40)
Analogamente,
E=—g A%3By11 + AT3Bany + ATyBoss + 2(— A13AzsBa1z + A12A23Ba1s — A12A13B223)}
23

(2.41)
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As equacdes (2.40) e (2.41) definem o vetor B(x) = (0,ij(x),%(x)), como queriamos. Por fim, o
vetor curvatura e a curvatura podem ser calculados usando as equagoes (1.2), (2.37) e (2.38):

- —
18]l
1 AR+ AL+ AL, AL+ AL+ AR N
= | -y — 2z, B — (yj + 28)y, = A? 125  (yy+22)z
18] Az, 23

Notemos que

1 A2 2
TV 2 %3 2 |
18]+ Az + A + A

.. Az, A 1 . .
—Yy—2iZ = — = A13Ax1 — ApA
® —Yy—=zz Az3y A232 A%3( 134123Y 12A23Z),

A3y + Al + A, AR+ AL+ AL . AL ApAigs,

. i - (9 + 22)y = j - Sy A,

) A3, A3, A3, A3,
=5 [(A%ss + AL)ij+ A12A132] ,

A23

. A% + A3+ AL, A%y + A + A%zz- n ApnAis ., Al

E— (yij+22)z =

) A3, A3, A3 T A%
23
A
Portanto, definindo B = 5 ;3 5, entdo
Agy + Az + Ay

.
K= B> <A13A23y — ApAxE, (A2 + AL)ij + ApArsz, A1 Arzii + (A2 + A%)Z’) .

Agora, vamos analisar a curvatura. Pelas equagdes (1.2),

1B -
ST e 242
(Aps, — A1z, A12)

Das expressoes 5 = e B = (0,7,%), obtemos

Aps
BAB = — 4 (Anij + A1az, Asz, — Ansij)
IBABI = 2 J (A2, + A3,) ()% + 2A12A35% + (Al + ALy (£)? (2.43)

1BIP = /(435 + A% + A%
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2.1. Intersegéo Transversal

Logo,

k= A§3\/(A%2 +A%) () ﬂ; 2A12;413]7.'Z';r (A3, + A§3)(z‘)2.
(A2, + A%, + A3,)3

Em resumo, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.6. Seja B(x) a curva de intersegio transversal entre as superficies implicitas f e h, dada pela
equagdo (2.34). Entdo, o vetor curvatura e a curvatura de 3 sio dados, respectivamente, por

‘>
K = B? (A13A7_3y — A Apz, (A + AL)ij + A1p Az, AppAnsij + (A35 + A{g):z')

‘= A \/ (A3, + A%) (1) + 2A1 Az + (A3, + A% (2)?

(435 + ATy + AD)? ’
A . .
onde B = 5 ;3 5 eAij:det Ji f] ,i=1,2,3.
A+ A+ Ag, hi h;

Tor¢do e Derivada de Terceira Ordem

Derivando B = (0,7, %), obtemos uma primeira expressdo para o vetor f:

B=(0,¥,%).
E, pela equagéo (2.31)
[VfIIB] = 381" Hi[B] — [B]" Hi[B]
[Vh)[B] = —31B]" Ha[B] — [p]" Ha[].
Assim,

0 e
fofo B |y | 2 —3[B]" Hi[B] — [B]" i [B]
he hy h

—3(B)THz[B] — [B]TH2[B
h —f. ]
—hy fy

o [BITH1IB] = [(fay + Ufyy + 2f42)i + (faz + Ufyz + 2f22)2),

o [BITHy[B] = %%[Agsf or — A3 fyyy + Al frzz — 3(A13A% frxy — A12A% frvz —
A3 Ay fryy — AsAdy froz + A12 A fyyz + A13 A fyzz + 2A10A13A03 fry2)],

—

3[BT H1[B] + [B]" H1[B]
3[BT Ha[B] + [B]" Ha[B]

vy o1

3 A3

Observe que
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2.1. Intersegéo Transversal

de onde se tem

S{BITHB] + BT[] = - (Cuy + CizZ + C),
23

com
Ci1 = 3(As foy — Al A1afyy + A3 A1 fy2)
Cpp = 3(A%3fxz — A%3A13fyz + A%3A12fzz)
C13 = A%:;fxxx — A%fyyy + A%zfzzz - 3(A13A%3fxxy - A12A%3fxxz - A23A%3fxyy

- A23A%2fxzz - A12A%3fyyz + A13A%2fyzz + 2A12A13A23fxyz)-

E, analogamente,

3(BJT Halp) + (B Falp] = —5-(Carff + CooZ + ),
23

com
Ca1 = 3(Ahyy — AZ3Arshyy + A3 A1ohy:)
Cr = 3(Adshyz — AjyArshy, + A3 Arhz,)
C23 = Ag3hxxx - A%y,hyyy + A?zhzzz - 3(A13A%3hxxy - A12A%3hxxz - AZBA%Q,hxyy

— A A hyzs — A1nAhyy: + A1z Ay lyz: + 2A10A13 Anslixyz).

Dai, temos que

Y _ 1 h, —f; Cny + Cr2z + Cy3
A3 | —hy Sy Co1y + CopZ + C3

At hy(Cr1y + C122 + Ci3) — f2(Co1¥f + CooZ + C3)
- 23 .. .. .. ..
I —hy(Cny + CpZ + C13) + fy(CZﬂ/ + CooZ + C23)
e (hzC11 — f2Cn)ij + (h:Cr2 — f2C0)Z + (h:C13 — f2Ca3)
= — Ay ) } .
(fyCa1 — hyC11)¥ + (fyCa2 — hyC12)Z + (fyCa3 — hyCi3)

Portanto,

¥ = Ay ((f2Co1 — hoCu1)j + (f2Co2 — hzCr2)2 + (f2Ca3 — h=C13))] 2.44)

% = = Ay [(fyCon — hyCn)j + (fyCo2 — hyCi2)2 + (fyCa3 — 1y Cr3)],
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2.1. Intersegéo Transversal

o que nos fornece uma expressao para B = (0,¥,%). Para calcular a tor¢ao, lembremos de (1.2)

que R
- \BAPP)
1B A BII?
Além disso,
« BAB= (22, —2),
o (BB B) =% 2,
o [BABI=<*]B]°
Por conseguinte,
i — £y
T -

Dessa forma, substituindo os valores de « e || 8]|® (ver Teorema 2.6 e equagio (2.43)) na equacio
(2.45), temos demonstrado o teorema a seguir.

Teorema 2.7. A tor¢do da curva de intersegdo transversal B entre as superficies implicitas f e h é dada

por

T =

(A3, + AZ3) (2) + 2A12A1302 + (A3 + A33)(22)
em que os coeficientes A;; sdo definidos em (2.36).

Os corolarios que serdo enunciados a seguir sdo consequéncias dos Teoremas 2.6 e 2.7 ou de
suas demonstracdes. Estes resultados fornecem condi¢des necessérias e suficientes para que a

curva de interse¢do seja uma reta, curva plana, hélice, hélice circular ou um circulo.

Coroldrio 2.2. A curva B é uma reta se, e somente se, valem as igualdades
B311A%; + Ban A3, + Basz A3, = 2(BainAi3Azs + BsszA12A1s — BaizA1nAgs)
By11A%; + Bop A3, + Basz A3, = 2(BainAi13Azs + BaszA1nA1z — BrizA1nA).
Demonstragio. De fato, p é uma reta se, e somente se, k = 0, o que, por (2.42), equivale a
. . . . 1
B A B =0.Lembre, de (2.43), que BA B = —A—(Auy + Ay3Z, AxsZ, — Apslj). Portanto,
23

k=0&17j=2=0,

o que, por (2.40) e (2.41), nos leva ao resultado. O
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2.1. Intersegéo Transversal

Coroldrio 2.3. A curva B é uma curva plana se, e somente se, a seguinte igualdade é verificada

(Corfy — Ci1hy) (#)? + (Coofz — C12h2)(£)? + (Casfy — Cashy)ij + (Cosfz — Cighz)z+
(CZlfz + szfy — Cllhz — Cthy)yZ =0.

Demonstragdo. De fato, B é curva plana se, e somente se, T = 0. Pela equagdo (2.45), temos que

T=0&§Z -2 =0.

Ora, note que substituindo em ijZ — ZV os valores de Y e % dados em (2.44), tem-se

jZ —2Y = —A3(Cofy — Cuhy) ()% + (Coof: — C12hz) (£)* + (Casfy — Cashy)ii

+(Cosfz — Cizhz)z + (Corfz + Coofy — Ci1hz — Ciohy)ijZ].

(2.46)

Dai, segue o resultado. O

Coroldrio 2.4. Uma condigio necessdria e suficiente para B ser uma hélice é dada por

_ . 213
(A} + AL + A%3) 3 [(A%z + A%3) ()% + 2An Az + (Al + A%s)(Z)Z}

= cAy [(Caafy — Cuahy) (§) + (Caafz — C12hz) (2)* + (Casfy — Cashy)jj
+ (Casfz — Cishz)z + (Coufz + Coofy — Ci1hz — Ciohy)ijz],
para alguma constante c.

~ Z 213 K
Demonstragio. Sabe-se que  é uma hélice se, e somente se, — = ¢1, para alguma constante cy.
T

Veja que
e el=Ce (A3, + A%) (1) + 2A12A1352 + (A + A% (9] 25 £y
A = ¢ _
: (A + My + A

Substituindo o valor de jjZ — 2V dado em (2.46) e definindo ¢ := ¢, segue o resultado. =

Coroldrio 2.5. Uma condigio necessdria e suficiente para B ser uma hélice circular é dada por
a(Afy + Afs + A%)° = Ay (A, + A%) (1) + 2A12A10Z + (AT + A%;) (2)°

bAZ[(Af, + A%) (1) + 2A12 A1z + (Al + A3) (2)?] = [(Caafz — Ci2hz) (2) + (Carfy

| —Cuihy)(§)? + (Casfz — Cizhz)2 + (Cosfy — Cishy )i + (Car fz + Caofy — Ci1hz — Ciohy) 2],

para algumas constantes a e b.
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2.2. Interse¢do Tangencial

Demonstragio. Sabe-se que uma curva é uma hélice circular se, e somente se, possui curvatura
e tor¢do constantes. Sejam, portanto, x = a; e T = b;. Tomando-se o quadrado da curvatura
x dada no Teorema 2.6 e fazendo a = a3, segue a primeira igualdade do sistema acima. A
segunda igualdade segue do Teorema 2.7 e da equacdo (2.46), fazendo-se b = —b;. O

Coroldrio 2.6. Uma condigio necessdria e suficiente para a curva 3 ser um circulo é dada por
c(Af, + Ay + A3)° = A (AT, + A%) (1)? + 2410 A0z + (Al + A (2)?

(Coofz — Ci2hz)(£)* + (Carfy — Ciahy) (#)? + (Casfz — Cishz)2 + (Casfy — Cashy )i+
(C21fz + szfy — Cq1hy — Clzhy)yz =0,

para alguma constante c.

Demonstragio. Sabemos que B é um circulo se, e somente se, k¥ = ¢, para alguma constante c, e
T = 0. Assim, a demonstragado segue de maneira anédloga a anterior. O

2.2 Intersecao Tangencial

A seguir, faremos o estudo das curvas de interse¢do tangencial para os casos Paramétrica-
Paramétrica, Paramétrica-Implicita e Implicita-Implicita. Neste caso, os vetores normais das
superficies sdo paralelos. As referéncias bésicas sdo as mesmas descritas na Secdo 2.1. Assim
como fizemos para as interse¢des transversais, vamos descrever métodos para se obter propri-
edades da curva de intersegdo tais como vetor tangente, vetor curvatura, curvatura e torgdo.
No caso Paramétrica-Paramétrica, ¢ dada uma interpretacdo geométrica para o vetor tangente

a curva de intersecdo num ponto P.

2.2.1 Intersecao entre duas Superficies Paramétricas

Sejam X(u1,v1) e Y(up,vp) superficies paramétricas que se intersectam tangencialmente
num ponto P que esté sobre a curva de intersecdo «. Isto significa que NX || NY em P. Orien-
tando as superficies de maneira conveniente, podemos supor que NX = NY. Assim, denota-
remos N = NX = NY. Neste caso, a equagio (2.1) ndo é vélida, e temos que encontrar novos
métodos para calcular as propriedades geométricas de «, o que faremos a partir de agora. No

que segue, omitiremos o ponto P por simplicidade e utilizaremos como base a referéncia [18].
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2.2. Interse¢do Tangencial

Vetor Tangente

Neste caso, o vetor tangente em P estd sobre os planos tangentes de ambas as superficies.

Entdo, podemos escrever (ver equagdes (1.4))
t — Xulu{l + levi — Yuzulz + YU2U/2. (2.47)

Note que (2.47) forma um sistema de duas equagdes lineares com quatro varidveis 1}, v},
u’z, v'z, visto que os vetores envolvidos ndo tém a componente normal.

X _

Da equacdo (1.6), tem-se que kX = «,/,j4 que NX = NY = N. Logo, de (2.5), temos que

X (11)? + 2fXuyvh + g¥(v1)? = e¥ (u)? + 2f Yupvy + gV (v3)?, (2.48)

onde os respectivos ¢, f, ¢ denotam os coeficientes da segunda forma fundamental nas super-
ficies X e Y em P. Em outras palavras, temos que [ I;f(t) =1 I;/ (t), onde t é o vetor tangente a
curva de intersecdo « em P = «(t).

Escrevendo os vetores da base {X,,,, Xv, } na base {Y,,,, Y5, }, segue que

Xy, = anYu, +a2Yo,

(2.49)
Xy, = a1pYy, +axnYy,.
Logo, substituindo (2.49) em (2.47), tem-se
I/llz = allu’l + 0120/1 (2 50)

ro_ / /
Uy = dp1uq + axo;.

Para avaliar os coeficientes ajj, toma-se o produto vetorial de (2.49) com Y, e Yy, e o produto

interno disso com o normal N, obtendo

g X AYoy N) - det(Xuy Yo, N)

1 = <Yu2/\Y02,N> - EYGY—(FY)Z

. (Xo; Yo, N)  det(Xo;, Yo, N)

12 (YuzAsz,N) o EYGY—(FY)? ( )
2.51

g = YA X N) - det(Yiy Xiy N)

21 Yy Aoy N) — JEYGY—(FY)2

4 o (Yuz/\le,N> o det(Yuz,le,N)

2 = <Yu2/\Yv2,N> - EYGY,(FY)Z'

Substituindo (2.50) em (2.48), temos:
e*(up)? +2fXuyoy + g% (v4)? = e [af; (u1)* + 2an1a1204 01 + a3 (v7)?]
+ 2" [an1ax (1)) + (a11822 + a12a01 )i 0] + a1pa22(0})?]
’]

+ g7 43 (u))* + 2a21a000 0 + a3, ()

7
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2.2. Interse¢do Tangencial

o que implica

bu1(u1)? + 2b12u107 + bao(v))* = 0, (2.52)
onde
byy = ¥ ”11 + ZfYa11a21 +g ”21 —eX
bio = eYanan + f (a0 + a12a21) + g azam — fX (2.53)

by = eYa3, +2f apan + glas, — g¥.

Utilizamos a equacgdo (2.52) para demonstrar o teorema que segue.

Teorema 2.8. Sejam X e Y superficies paramétricas que se intersectam tangencialmente no ponto P =
a(t). Suponha que b3, + b2, + b3, # 0. Entdo, o vetor tangente a a no ponto P é dado por

wXy, + Xy,
— , seb 0
Xy + Xoy w7
Xuy + 1 Xo,
= , sebn:Oebzz;«éO
”XM1 + VXTH ||

] Xy out || Xo,, sebj1 = by =0,

/
é solugdo da equagio by1w? + 2bjpw +byy =0 U= —} solugdo da equagdo bzzyz +
Uy

2bipp + by = 0, que seguem de (2.52).

!/
. .. u
Demonstragdo. Se b1 # 0, ndo ocorre Ug = 0. Assim, definindo w = —,1, obtemos
v
1

b11w2 + 2b1pw + byy = 0. (2.54)
Dai,
—b1p & /b3, — biibx
w = )
b1
Note que

t= Xulull + levll = (wXul + XU1)U,1

1
waul + XU1 H .

Do fato de ||t|| = 1, concluimos que v] = Portanto, o vetor tangente é dado por

L wXy, + Xy
waul + le H .
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2.2. Interse¢do Tangencial

/
Agora, se b1 = 0, mas by, # 0, divida (2.52) por (1})? e denote u = % Neste caso, a equacdo
1

(2.52) fica

booy? + 2byop = 0. (2.55)
Dai,
by Ebp
p=—p
22

Assim, de maneira inteiramente andloga a anterior, tem-se

— X”l + VXTM
[ Xu, + 1 Xo, |

Se b11 = by = 0, entdo, se by # 0, tem-se que uj} = 0 ou v] = 0, ou seja, o vetor tangente é
paralelo a um dos vetores da base { X,,, Xy, } (ver equagdo 2.47). l

Podemos classificar os pontos de intersecdo entre X e Y de acordo com o discriminante

A = 4(b%, — by1by) das equagdes (2.54) e (2.55), que definem o tangente .

Caso 1. Se A < 0, como as solugdes w ou y, que definem o vetor tangente a curva de intersegdo
&, envolvem o termo V/A, chegamos a uma contradi¢do com a hipétese inicial de existir

uma curva de intersecdo passando por P. Logo, P é ponto de contato isolado.

Caso 2. Se A > 0, entdo a equagdo (2.52) possui duas raizes distintas, ou seja, existem dois
vetores tangentes definidos em P. Logo, P é ponto de ramificagdo.

Caso 3. Se A = 0 com b%l + b%z + b%z # 0, entdo as equagdes (2.54) e (2.55) possuem raiz dupla
e, portanto, existe um tnico vetor tangente definido em P, o que nos diz que existe uma

Uinica curva de intersecdo passando por P.

Caso 4. Se by; = bjp = by = 0, entdo a equagdo (2.52) é satisfeita para todo u} e v}, ou seja,
pela equacéo (2.48), IIX(t) = II}(t), paratodot € TpX = TpY. Logo, pela Proposicao
1.3, P é ponto de contato de ordem > 2.

A seguir, daremos uma interpretagdo geométrica para o tangente t. Se P é um ponto planar
de uma das superficies, digamos, Y, entdo el = fY = gY =0,b1; = —eX, bpp = — fX, by, =
—¢%X e a equacdo (2.52) pode ser analisada como anteriormente. Se P é ponto planar de ambas
as superficies, entdo b,-]- =0, Vi,j = 1,2 e, como vimos no Caso 4, P é ponto de contato de
ordem > 2. Agora, se em ambas as superficies P ndo é ponto planar, podemos analisar t em

termos das indicatrizes de Dupin de X e Y em P.

Proposicdo 2.1. Seja P um ponto ndo planar em X e em Y. Se o vetor tangente t estd bem definido em
P, entdo as indicatrizes de Dupin de X e Y em P se intersectam ao longo dos vetores tct, para alguma
constante c.
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2.2. Interse¢do Tangencial

Demonstracio. Sejam X e TY as indicatrizes de Dupin em P de X e Y, respectivamente. Pela
equagdo (2.48), I1X(t) = II¥(t) =: co. Logo

II3(t) _ IIp(t)

t t
— =l =1 | =11 [ | = +1.
[col [col P( W%I) P( \/_|Co|>

1

Defina c = e Logo, pela definigdo da indicatriz de Dupin, segue que ZX e Z" se intersec-
o

tam em ct e —ct. O

Escrito de outro modo, o resultado nos diz que, se as indicatrizes de Dupin nao se inter-
sectam, entdo ndo se tem vetor tangente bem definido em P e, portanto, P é ponto de contato
isolado. Por outro lado, poderiamos nos perguntar se o fato de as indicatrizes de Dupin se
intersectarem implica a existéncia de vetor tangente a uma curva de interse¢do em P, isto é,

que P ndo é ponto isolado. A resposta é negativa, como mostram os exemplos a seguir.

5 5

(a) Ponto de contato isolado entre uma (b) Ponto de contato isolado entre duas esferas

calha parabdlica e uma esfera

Figura 2.1: Nestes casos, embora ndo se tenha curva de intersecdo entre as superficies, as indicatrizes de Dupin

coincidem

Exemplo 2.1. Na Figura 2.1(a), temos a intersecio da calha parabélica X (u,v) = (u,v, u®) com a esfera
Y (6, ) = (3cosbcos ¢,3sinb,3cosOsing — 3). Note que P = (0,0,0) é um ponto de intersecio
tangencial e contato isolado. Analisando as secdes normais de X e Y em P, vemos que kX = 0, que é a
curvatura da reta B(v) = (0,0,0), kX = 2, que é a curvatura da pardbola B (u) = (u,0,u?). E, como

todas as segdes normais da esfera’ Y em P siio grandes circulos, segue que ki = x{ = %. Portanto, pela

2

expressio da indicatriz de Dupin, temos que X é um par de retas paralelas a diregiio principal eX e T é
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2.2. Interse¢do Tangencial

um circulo de raio 3 centrado na origem de TpY, tendo elas, portanto, quatro pontos de intersegio, como

mostra a Figura 2.2(a).

Exemplo 2.2. Na Figura 2.1(b), temos novamente que P é ponto de contato isolado entre as esferas
X(0,9) = (3cosVcos ¢,3sin 9,3 cos ¥sin g — 3)
Y(6,¢) = (3cosfcos¢,3sinb,3cosOsing + 3),

cujas indicatrizes de Dupin sdo circulos de raio 3 na origem do plano tangente comum em P e, portanto,
coincidem (ver Figura 2.2(b)).

¥ ¥ ¥
S e A
z""- """\ z.a"' """-\
z/ 2 A A :/ - A )
I,..-'r \'-.‘ / ! rd A N, \-.
i Ly Y { 1t Voo
| L. 5 . [l L VOV
- R - N
\ -l / LN N / /
\"'\ ,": h \\-. ey r
* _1F s , = f - A
. o . e
o ) S R S
3 =l
(a) Indicatrizes de Dupin da calha e (b) Indicatrizes de Dupin de duas (c) Indicatrizes de Dupin das esfe-
da esfera de raio 3 se intersectam em esferas de raio 3 se sobrepoem ras de raios 3 e 2 ndo se intersectam
4 pontos

Figura 2.2: Algumas possibilidades para a interse¢do das indicatrizes de Dupin em um ponto de contato isolado

Observacao 2.1. Sequem da Proposicdo 2.1 as seguintes observagoes:

1. Se P é ponto de contato isolado, ndo hd vetor tangente definido neste. Logo, as indicatrizes podem
ndo se intersectar.

2. Se hd um iinico vetor tangente definido em P, entdo as indicatrizes de Dupin se intersectam em,
pelo menos, dois pontos.

3. Se P é ponto de ramificagdo, hd dois vetores tangentes em P. Logo, as indicatrizes de Dupin se
intersectam em, no minimo, quatro pontos.

4. Se P é ponto de contato de ordem > 2, entdo as sequndas formas fundamentais de X e Y em P
coincidem e, portanto, as indicatrizes de Dupin se sobrepoem.

A seguir, daremos alguns exemplos de cada situagdo descrita acima, onde Z* denotara a

indicatriz de Dupin da superficie X no ponto P considerado.
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2.2. Interse¢do Tangencial

1. Se P é ponto de contato isolado, as indicatrizes de Dupin podem se intersectar ou néo.

Como um primeiro exemplo, considere as esferas

X (8, ¢) = (3cosVcos ¢,3sind,3cos ?sin g — 3)

Y(6,¢) = (2cosfcos¢p,2sinf,2cosfsin¢ + 2)
de raios 3 e 2, respectivamente, as quais tém um ponto de contato isoladoem P = (0,0, 0).
Observe que as indicatrizes de Dupin sdo circulos centrados na origem do plano tangente
em P, de raios 3 e 2, os quais ndo se intersectam. Por outro lado, a Figura 2.1 nos mostra

exemplos que, como discutidos anteriormente, sdo casos onde as indicatrizes se intersec-

tam em quatro pontos ou coincidem. A Figura 2.2 mostra estas indicatrizes.

2. Se P estd sobre uma (tnica) curva de intersecdo, as indicatrizes de Dupin se intersectam

em pelo menos dois pontos, podendo se intersectar em mais pontos. Exemplos disto sdo:
(a) Considere a esfera e o cilindro, parametrizados, respectivamente, por

X(6, ¢) = (cos 6 cos ¢,sin B, cos 0 sin @)
Y (u,v) = (cosu,sinu,v).
Observe que X e Y se intersectam tangencialmente ao longo do circulo x? + y? = 1.

Considerando P = (0,1,0) € XN, veja que ZX é um circulo de raio 1 no plano

TpX = TpY centrado na origem, ja que as se¢des normais de X em P sdo os circulos

méximos, que tém curvatura 1, ou seja, as curvaturas principais de X sdo kX = kX =

1. Analogamente, olhando para as se¢des normais do cilindro em P, podemos ver
que k) =0, x§ =1, sendo as diregdes principais ¢ e e, paralelas aos eixos Oz e Ox,
respectivamente. Portanto, Z¥ é um par de retas paralelas a direcdo e,. Logo, ZX e
7Y se intersectam em dois pontos, a saber, (—1,0), (1,0) € TpX (ver Figura 2.4(a)).

(b) Considere a intersecdo dos toros

(z—=1)2+ (/22 +1y2—-1)? =1
(z+1)2+ (Y2 +y2 -1 =1,

0s quais podem ser parametrizados, respectivamente, por

X(u,v) = (cosu —vsinu,sinu +vcosu,v — 1)
Y(u,v) = (v+1,cosu —vsinu,sinu + vcosu),
e se intersectam ao longo de paralelos, como mostra a Figura 2.3.
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2.2. Interse¢do Tangencial

Figura 2.3: Interse¢do da esfera com o cilindro e de dois toros

Fixe um ponto P na intersecdo. Sabemos que P é parabdlico do ponto de vista das
duas superficies. Logo, ZX e ZV sido pares de retas, paralelos as direcdes principais
exX e e}, respectivamente. Note que e3 e el sdo ambos paralelos ao eixo Ox. Logo,

como K§< = K%/ = 1, as indicatrizes coincidem.

A Figura 2.4 mostra os pares de indicatrizes dos casos (a) e (b).

2F

-

05T

05 10 -1 -1 1 1
-2F
(a) Indicatrizes de Dupin da esfera (b) Indicatrizes de Dupin dos toros
e do cilindro se intersectam em dois coincidem

pontos

Figura 2.4: Algumas possibilidades para a intersegdo das indicatrizes de Dupin em um ponto sobre uma (tinica)

curva de interse¢do
3. Daremos um exemplo onde as indicatrizes de Dupin em um ponto de ramificagdo se
intersectam em quatro pontos e outro exemplo onde elas coincidem.
(a) Considere os cilindrosderaio 1, X(u,v) = (cosu,sinu,v) e Y (0, p) = (¢,cosb,sinb),
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(b)

os quais tém P = (0,1,0) como ponto de ramifica¢gdo. Sabemos que P é um ponto
parabolico de X e Y. Logo, cada indicatriz de Dupin é um par de retas paralelas as
direcdes principais e5 e e, respectivamente. Pode-se ver que eX || Ox e eX || Oz.
Para Y, tem-se que ef || Oz ee || Ox. Daf, observando a discussio sobre indicatriz
de Dupin feita na Segdo 1.1.2, segue que ZX é um par de retas paralelas a eX e Z¥ é
um par de retas paralelas a e . Logo, sdo ortogonais entre si, como ilustra a figura

2.6(a), e se intersectam em exatamente quatro pontos.

Para ilustrar que Z¥ e Z' podem se intersectar em mais de quatro pontos num ponto

de ramificagdo, considere os hiperboloides de uma folha
x2+y2—zz—1 =0
2+ yP+22-1=0,
parametrizados por

X(u,v) = (cosu —vsinu,sinu + vcosu,v)

Y(u,v) = (—v,sinu 4+ vcosu,cosu — vsinu).

Figura 2.5: Interse¢do de dois cilindros e de dois hiperboloides de uma folha

Podemos verificar que P = (0,1,0) é um ponto de ramificagdo (veja a Segdo 4.1).
Observamos, por (1.10), que as curvaturas principais de X e Y satisfazem

X Y X Y
K1:K1:—1, K2:K2:1.

Portanto, sendo a indicatriz de Dupin a conica x1&2 + k7> = +1 formada pelos
vetores w = e +17ex € TpX = TpY, segue que cada indicatriz ZX e Z¥ é um par de

hipérboles. Como eX L e, concluimos que ZX e Z¥ se sobrepdem.
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/TN
-
S - -2 \\\\
7 N
4 sl N
(a) Indicatrizes de Dupin de dois (b) Indicatrizes de Dupin dos hi-
cilindros se intersectam em quatro perboloides de uma folha coincidem

pontos

Figura 2.6: Algumas possibilidades para a intersecdo das indicatrizes de Dupin em um ponto de ramificagdo

4. Se P é um ponto de contato de ordem > 2 de X e Y, as indicatrizes ZX e Z" se sobrepdem.
Para ilustrar esta situagéo, consideremos a esfera x> + > + (z — 1)? = 1 e a superficie pa-

u? + v?
2(1—u?—0?)
como o paraboloide osculador da esfera S? no ponto P = (0,0,0).

ramétrica Y(u,v) = (u,v, =), 1— u? — v* # 0. A superficie Y é conhecida
b

(a) Intersecdo da esfera (b) A indicatrizes ZX e T coincidem
§? com o seu paraboloide

osculador

Parametrize uma vizinhanga de P na esfera por X(u,v) = (u,0,1 — V1 — u? — 02).

Fazendo alguns cdlculos, observamos que
Xy, (P) =(1,0,0) =Y, (P), Xu(P)=1(0,1,0) = Yy(P)
Xuu(P) =(0,0,1) = Yy (P), Xuu(P) =1(0,0,0) = Yys(P), Xoo(P)=1(0,0,1) = Yor(P).
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Como os normais sdo iguais, entdo os coeficientes da segunda forma fundamental de X
e Y coincidem. Logo, pela Proposi¢do 1.3, P é ponto de contato de ordem > 2 destas

superficies.

Temos ainda, tanto para X quanto para Y, que N (P) = (0,0,1) e, avaliados no ponto P,

os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais sao
E=1,F=0,G=1e=1f=0,g=1.

1eG—2fP+gE_1 K_M
2 EG-F2 7 EG-F?

K=k, =H++VH?2-K=1.

Ou seja, as indicatrizes ZX e " se sobrepdem e sdo iguais a um circulo unitério centrado

Portanto, H =

=1, o que implica

na origem de TpX = TpY.

Curvatura e Vetor Curvatura

Trataremos agora da curvatura e do vetor curvatura da curva de intersecdo «, lembrando
que « é uma curva p.c.a. Primeiramente, calcularemos o vetor curvatura. Pelas equagdes (1.4)

e, do fato de « estar sobre ambas as superficies X e Y, tem-se que

_>
K = XM1M1 (”/1)2 + 2XH1vlullvll + X0101 (0/1)2 + Xu1u/1, + levlll

(2.56)
Yizu (”/2)2 + 2Yi,0, U505 + szvz(vlz)z + Yu, Uy + V0,05’
Reescrevendo esta igualdade:
Xulual —‘I_ X'Ul Ulll — Yu2u/2/ + szvlzl —‘I_ A, (2.57)

onde
A= _Xulul (u,1)2 - 2X14101u/17/1 - XUlvl (0/1)2 + Yuz”z(ulz)z + 2Yuzvzu,2v/2 + szvz (012)2- (2-58)

Tomando o produto vetorial de (2.57) por Yy, e Y5, e, em seguida, o produto interno por N,

obtemos
(Yiy A Xuy, NYUY + (Yo, A Xoy, NYOY = (Y, A Yo, NYOY + (Yy, AA, N)
(Xuy A Yo, NV 4 (Xo, A Yo, N)OY = (Yo, A Yo, N)ui + (A A Yy, N).
Denotando
fp = — (A NYy,, N) _ det(A, Yy,, N) fys = — (Yu, NA,N) _ det(Yy,, A, N)

<YM2 A Yo, N> \/EYGY — (FY)ZI <Yu2 N Yo,, N> \/EYGY _ (FY)Z

(2.59)
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eaj; (i = 1,2) como em (2.51), segue que

1 1 /!
ull = apuf + appvy +a
2 1147 +a1207 + a3
(2.60)
/! 1 /!
U, = AUy + axpvy + a3,

o que define u} e v) em fungdo de uf e v{. Precisamos encontrar estas duas tltimas varidveis.
Para isto, usaremos a terceira equagdo do sistema (1.4) e, novamente, o fato de « estar sobre
ambas as superficies X e Y. Assim, projetando a””’ sobre o normal comuma X ea Y e denotando
isto por AX e A e fazendo AX = A, segue que

Ble*ujuy + fX(uyvh + ujol) + g¥vjof] + AX 26D
=3[ upuy + fY (uyvy +uyvy) + g vy05] + AY,

onde os coeficientes AX e AY sdo dados por (2.11). Substituindo as expressdes de u} e v}
calculadas em (2.60), tem-se

3(e*ul + X0} — e¥ubary — fY(vhan + upan) — g vhan )uf +
3(fXul + g%v] — e ubary — f¥ (vharn + uhany) — g vhaz)vf —
3(eYubayz + fY (vhays + uhans) + g vhass) + AX — AY = 0.

Outra equagdo envolvendo u{ e v é obtida de <E, t) = 0. Assim, pela segunda equagdo do
sistema (1.4),

(Xuuguy, £) (U3)? + 2{ Kooy, U404 + (Xoyoy, ) (01)% + (Xuy, )] + (X, t)0] = 0. (2.62)

Dessa forma, obtemos um sistema de equagdes lineares nas varidveis u{ e v{. Resolvendo-o,

_>
podemos substituir os valores de uf e v} em (2.56) e, entdo, obter o vetor curvatura K e em

seguida a curvatura x = ( K, K )

Torcdo e Derivada de Ordem Superior

O vetor a™), m > 3, pode ser calculado de maneira similar ao caso do vetor curvatura.
Suponha que j4 se tenha avaliado as derivadas a!/) para j = 1,. —1eul, 001 para

j=2,...,m—1. O algoritmo para encontrar al™ é o seguinte.
1. Diferencie m vezes a expressao

a(s) = X(u1(s),v1(s)) = Y(u2(s),va(s))-

A partir disso, pode-se expressar os parametros u5' e v5' como combinagdes lineares de

m m
Uy eoq.
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2. Diferencie
a(s) = X(u1(s),v1(s)) = Y(ua(s),v2(s))
m + 1 vezes e obtenha em seguida o namero A, = (a("*1),N). Faca AX = AY, o que
gera uma equacao linear nas varidveis uf’, 0{', uy' e v3'. Substitua na equagéo resultante

os valores de ugi e 031 obtidos anteriormente.

3. Utilizando as equagdes de Frenet (1.1), escreva a(") na base {t,n, b}, obtendo a(m) = it +
cuht 4 cpb e, portanto, <1x(m), t) = ct, onde c; depende apenas de «, T e de suas derivadas
e al™) é a derivada de ordem m de a(s) = X(u(s),v(s)). Isto gera mais uma equagio nas

variaveis uj' e v]'. Resolva o sistema resultante para uy’ e v{".

4. Substitua os resultados na expressao de a(") obtida no primeiro passo.

Fazendo m = 3, obtém-se por este método o vetor a’’ e a torgdo fica determinada por

<06/”, b>
X« .

T =

2.2.2 Intersecao entre Superficies Paramétricas e Implicitas

Consideremos X(u,v) uma superficie paramétrica e f(x,y,z) = 0 uma superficie impli-
cita, ambas regulares, as quais se intersectam tangencialmente num ponto P sobre a curva de
intersecdo a. Assim como fizemos anteriormente, vamos calcular os entes geométricos de «,

tomando como base a referéncia [14].

Vetor Tangente

o Vf Xy NX
Observe que N/ = +NX implica <oc”, —> =4 <oc”, #> . Denotaremos
1 P i X A o]

Ao VAl

[1Xu A Xo |
De (2.5), tem-se
<“//, NX> — 6(1/[/)2 4+ 2f1/l/?)/ +g(0/)2.
Além disso, pela segunda das equagdes (1.11),

(o Ny = "+ fy" + f2" S+ fy () + fz(2)? + 2(fr XY+ fraX'Z + fiay'?)

I+ JIET+ 2
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Portanto,
—A|| Xy A Xo||[e(u')? + 2fu'v’' + g(v/)z] = fux(x')? ‘l‘fyy(yl)Z + fZZ(Z/)z
+ 2(fuyxy + freX'2 + fiy'2).

Derivando os valores de x, y, z, dados pela equagdo (2.14), e substituindo na equacao ante-
rior, segue que

fex (X' + X30")? + fyy(Xﬁul + X50")? + fra(Xou' + X30')? +2 [fxy(Xalt”/ + X0") (X' + X30')
+ (X X5/ o+ X30') 4 (X + X5 (K + X3
= — Al Xu A Xol|[e(u')? + 2fu'v" + g(v')?].
Dai,
bi1(u)? 4+ 2b1pu'v" + by (v))? = 0, (2.63)
onde
b = AL X+ 2] fo XEXE + £ X3+ X + X0+ fy (OGP + £ ()2
bip = AlXuhXollf +fxy(X3:Xz22 + le;Xﬁ) +fo(XL1¢X3 + X%Xﬁ) + fyZ(Xixz% + X?%Xgl)
+ fuXuXo + fyXoXE + £ X0 X5
b = AlXuA Xollg +2 |:fxyX217XZ2) +fszzl;Xz31 +fyZX%X3] +fxx(Xz1;)2 +fyy(Xz2;)2 + fZZ(XzSJ)Z-
(2.64)
Analisando a equagdo (2.63), podemos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.9. Sejam X superficie paramétrica e f superficie implicita que se intersectam tangencial-
mente no ponto P = a(t). Se b%l + b%z + b3, # 0, entdo, o vetor tangente a & no ponto P é dado
por

wXy + Xy
t=+————-, seb 0
Xt X1 7
Xy +uXy
= ——F——, seb;; =0eb 0
X + p%o] 11 22 #

t Xy out| Xy, sebj1 = by =0,

/ /
em que w = % é solucio da equacio byjw? + 2bjpw + by = 0eu = % é solugdo da equagdo
1 1

boop? + 2b1op + by = 0, as quais sequem de (2.63).
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Demonstragido. Observando a equagdo (2.63), vemos que, se bj; # 0, ndo ocorre v/ = 0. Neste
caso, dividindo (2.63) por (v')?, obtemos
bi1(w)? + 2bppw + by = 0,

u/
em que w = —. Logo,
v

—byp £ /b3, — b11by

w =

bii
Segue que
t — qu/ + X‘le — (WXu + Xv)v/
e, sendo ||t|| = 1, entdo v’ = L Portanto, o vetor tangente é dado por
' ' [ ' ° ’
o wXy + Xy
Xy + Xo|*

/
.. 0

Agora, se by; = 0, com by # 0, observando que neste caso 1’ # 0, definimos y = —, de
u

modo que
byop® + 2b1ap = 0,
S _ —bpEbp
egue que y = S e
_ Xu + ]/le
1 X+ uXoll

Se b11 = by = 0, entdo, segue da hipdtese b%l + b%z + b%z # 0 que by # 0. Portanto, u’ =0
ou v’ = 0, ou seja, como t = X,u' + X,v', segue que t é paralelo a um dos vetores da base
{Xu, X0} O

A classificagdo do ponto P de acordo com o sinal do discriminante A segue de maneira

analoga ao que fizemos no pardgrafo anterior.

Curvatura e Vetor Curvatura

Analisaremos o caso onde v’ # 0. De (2.63), temos que

u\ 2 u'
b1 (—,) + 2b1p (—,> + by = 0.
v v
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Derivando,
1
COE 11 ()20 + 2byu! (W0 — u'0") 4 2[bju’ (V') + bt (1”0 — u'v")] 4 b (v')?| = 0.
h
Da definicdo de w, tem-se u’ = wv’. Assim, sendo v’ = —u’h—” (por (2.16)), entdo w = —h—v.
Portanto, por (2.18), ° !
' = (Ew? + 2Fw + G) 2.
Isto implica que 1’ = w(Ew? + 2Fw + G)_%. Em resumo, temos que
W = —w(Ew?+2Fw+G) 2
1 (2.65)
v = —(Ew?+2Fw+G) 2.

Logo,

0 = by (wv')?0 4 2bywv’ ("0 — wv'v") + 2[b)w (V') + byt ("0 — wv'v")] 4 bay (V)3

= 2[(byw + b12)v'u" — w(byrw + b1p)v'v"] + biyw? (v')? + 2biw(v))? + by (v).

Como v’ # 0,
0 = 2(by1w + b)) (1" — wv') + v/ (b} w? + 26w + bhy) =
b w? 420w + b
u// . wv// _ —Z)/ 11 12 22, biiw + b 0.
b + b 11 12 7F
Portanto,
u' —wo = ai, bi1iw + bip # 0, (2.66)

o biqw? + 2b],w + b,

byw + by
Agora, sendo (¢/,a”) = 0, segue de (1.4) e da igualdade 1’ = wv' que

ondea; = —

0= (a,a") = (X, X)) (t')? 4+ 2(Xy, X)) ()20 + (X, Xoo)t' (v')? + Ei'u"" + Fu'v"
4 (X, X)) ()20 + 2(Xo, Xuo)t' (0')? + Xy, Xoo) (v)° + Fo'u" 4 Go'v”
= 0'[(Ew + F)u" + (Fw + G)v" + (Xu, Xuu) > (v)* + 2(Xy, Xuo)w? (v')?
+ (Xu, Xoo)w (0')? + (Xo, Xu)w? (0')? + 2(Xop, Xup)w (') + (X, Xoo) (v')?].
Como v’ # 0, entdo

au” + a3v” = ay, (2.67)
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onde
a» =Ew+ F
a3 =Fw + G

ag = — (U/)2[<Xu/ qu>w3 + 2<Xu/ Xuv>w2 + <Xu/ va>w + <Xv; qu>w2 + 2<XU/ Xuv>w
+(Xo, Xoo)]-

Resolvendo (2.66) e (2.67) para u” e v":

L M3+ 4w
as + way
o as — ﬂlﬂz.
as + was

1/

Substituindo os valores de u”, u’, v, v/ na expressdo de «” dada no sistema (1.4), obtemos o

— - =
vetor curvatura K= a” e a curvatura x = 1/ (K, K). Com isto, temos demonstrado o seguinte

resultado.

Teorema 2.10. O vetor curvatura da curva de intersegdo tangencial a entre uma superficie paramétrica

X e uma superficie implicita f, no ponto P = «(t), é dado por

E: qu(u/)z + 2Xu-01/l/?)/ —‘I_ va(vl)z + qu// + va//,

onde
u’ :w(sz—t—ZFw—I—G)_%, v = (Ew2—|-2Fw-|-G)—%,-
! = a1a3 + agw o = a4 — ayap
az + way ' az + way
. = —
A curvatura de o em P pode ser obtida por k = \/ (K, K).
Torcao

Se o ponto de intersecdo tangencial P é de contato isolado ou de ordem > 2, ndo hé curva
de interse¢do. Se P é um ponto de ramificac¢do, calculamos a tor¢do tomando o limite da tor¢do

da curva de intersecdo transversal neste ponto. Por fim, se temos uma curva de intersegdo

"

tangencial, podemos calcular 1"’ e v diferenciando u” e v, obtidos anteriormente. Depois,

substituindo u’, v/, u”, v”, u"’ e v"’ na terceira equacdo do sistema (1.4), obtemos o vetor a”’ e,

entdo, a tor¢do pode ser calculada por
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2.2.3 Intersecao entre duas Superficies Implicitas

Para finalizar o estudo das curvas de interse¢do no espaco Euclidiano, consideraremos o
caso Implicita-Implicita, usando como referéncia o artigo [1].

Suponha que f(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0 sejam duas superficies implicitas regulares que

P
se intersectam tangencialmente em um ponto P. Assim, em P, N/ | N”, ou seja, Hg;g ;H
Vh(P) .
+————7, 0 que pode ser escrito como
[Vr(p)[ ©TEF
VAP
Vf(P) = A(P)Vh(P), A(P
f(P) = A(P)Vh(P) (P) = SNIGI
Dai,

Logo, os pontos de interse¢do tangencial sdo determinados resolvendo o seguinte sistema:

f — O, h — O, fx — Ahx, fy — Ahy, fz — Ah

Vetor Tangente

Assuma que as superficies f e h se intersectam ao longo de uma curva 8 que estd parame-
trizada na variavel x. Entéo,

B(x) = (x,y(x),z(x)); f=0, h=0, fi=Ahy, f,=Ah, f=Ah
Derivando B(x) = (x,y(x),z(x)) com respeito a x e usando a equacao (2.24), tem-se
B(x) = (Ly(x),2(x)),  B(x)=(0,§(x),%(x));
[VfIBl =0,  [VH][g] =0. (2.68)
Projetando ﬁ sobre o normal de ambas as superficies, temos
(B,Vf)=A(B,Vh) =
[VSIIB] = A[VH][B].
Por (2.39),
—[B)"Hi[B] = —A[B]" Ha[B] = —[B]" (AH)[B] =
(BT (H1 — AHp)[B] = 0.
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Explicitamente,

fxx — Ahyy fxy - Ahxy fxz — Ahy; 1
[ Ly z } fry = Ahxy fyy — Ahyy fyz — Ahyz y| =0
fxz — Ahy fyz — Ahyz fzz — Ahy; Z

ou seja,

(fyy - Ahyy)(y)z + (fzz — AhZZ)(Z)z + Z(fyz - AhyZ)yz + z(fxy - Ahxy)y + 2(frz — Ahyz)Z+
fxx — Ahyxy = 0.

(2.69)
A equagdo (2.68) implica
1
0= [fx fy |2 ] y|= [fx+yfy+zfz ]
z
Logo,
y= #/ se fy # 0
Yy
ou (2.70)
Pk TR
fz
Observe que nédo ocorre f; = f, = 0. Assuma que f, # 0. Substituindo na equagao (2.69),
segue que
b1 (2)* + 2b1pz + by = 0, (2.71)
onde

by = fzz(f?/y B Ah]/]/) +f]3(fZZ - AhZZ) - zfyfz(fyz - Ahyz)
b1z = f(frz — Ahz) + fufe(fyy — Ahyy) + fufy(fyz — Ahyz) = fyfo(fay — Ahyy) — (272)
by = f(fyy — Ahyy) + fi(fax — Ahax) = 2fxfy(fry — Ahy).

Resolvendo (2.71), temos que
—b1p & /b3, — biibx

zZ= ,

b1
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o que implica, por (2.70),

—fe— f —b1p++/b%,—b11b
ya

. b1y
y =
fy
Logo,
x=1
. biifx — biofz £ f21/ b3, — bi1bo
y=- biify (2.73)
—bip £ /b3, — biibxn
o~ ; 12 .
1

A partir dai, podemos calcular a velocidade, o comprimento de arco e o vetor tangente unitario

1B = 1+ +2

S(x) = [ 1B Jdx

da curva B da seguinte maneira

oW
O = BT

A classificagdo de P de acordo com o discriminante A da equagdo (2.71) segue assim como

fizemos na Subsecdo 2.2.1.

Curvatura e Vetor Curvatura

As expressdes da curvatura e do vetor curvatura da curva de intersecdo tangencial entre

duas superficies implicitas sdo dadas como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.11. O vetor curvatura e a curvatura da curva B(x) = (x,y(x),z(x)) no ponto de intersegio
tangencial P entre duas superficies implicitas f e h sdo dados, respectivamente, por

oo 0+ 22), (1+22)§ — g2z, (L+ )2 — j2§)
(1+y2+22)2

(1+22)i2 — 2yzijz + (1 + y?)£2
K =
(I+y*+22)3

7

em que vy, Z e ij, Z sdo dados em termos de f, h e suas derivadas.

Demonstragio. Projetando B sobre os vetores normais unitdrios de ambas as superficies, obte-

mos

[VAI[B] = A[VH][B].
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2.2. Interse¢do Tangencial

Assim, da equagdo (2.31), segue que
—3[B]" H[B] — [B]" Fu[B] = A(=3[B]" Ha[B] — [B]" Ha[B]) =

3[B]" (Hy — AHy)[B] = [B]" (AH, — Hy)[B],

0 que pode ser escrito como

fxx_Ahxx+(fxy_Ahxy)y+(fxz_Ahxz)Z ! 0
3| fuy — Ahxy + (fyy — Ahyy)y + (fyz — Ahyz)2 vy = [B]" (AH, — Hy)[B].
frz — Ahy, + (fyz - Ahyz)y + (fzz - Ahzz)z Z
Além disso, da equacgdo (2.26), tem-se
0
(e my b ]| 5 | = ~IBITHaIB)
Portanto,
T
[ 3(foy — Ay + (fog — Al )y + (fz = Al2)2) ] [ j ] _ [ 1mar - g
e, entdo,
- T
[ y } g | ke B(fay = Ahay £ (fyy — Ahyy)y + (fyz — Ahyz)2) ]
= 0
Z ! _hy 3(fxz — Ahy, + (fyz - Ahyz)y + (fzz - Ahzz)z) (0.78)
y [5]T(AH2 — Iﬁ)[ﬁ] a0,
—[B]" Ha[B]

T
3(fxy — Ah — Ahyy)y — Ahy;)z) h
onde () = det (fxy T (fy Y Y v+ (fy : 4 2)2) 7. Assim, conhecidas as
3(fxz - Ahxz + (fyz - Ahyz>y + (fzz - Ahzz)z) hz
derivadas de primeira e segunda ordem de y e z, temos pelas equagdes (1.2) demonstrado o
O

resultado.

Tor¢do e Derivada de Terceira Ordem

A seguir, vamos calcular a tor¢do da curva de intersecdo B para o caso Implicita-Implicita.
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2.2. Interse¢do Tangencial

Teorema 2.12. A torgdo T no ponto de intersegio tangencial P = B(x) entre duas superficies implicitas
f e h édada por

1+ 22)i% — 2yzijz + (1 + 42)52’
y yzy y

onde as derivadas de y e z sdo dadas em termos do coeficiente A = + Hgi” e das derivadas de f e h.

Demonstragio. Das equagdes (1.2), temos que

_ det(B,B,B) _ I

IBABIE T (2P =255+ (1+ P2

Ja foram obtidas expressdes para ¥, Z e ¥, Z (ver equagdes (2.73) e (2.74)). Assim, resta-nos
encontrar ¥ e Z. Projetando B (x) sobre os vetores normais unitérios de ambas as superficies,
tem-se

[VF[BY] = A[VH][BW].

Logo, da equacdo (2.33), segue que

— 4[B]"H1[B] — 3[B]" Hu[B] — 5[A]" F1 [B] — [B)" Ha[B]

= A(—4[B]" H2[B] — 3[B]" Ha[p] — 5[B]" F2[B] — [B]" F2[B)).

Dai,
4[B)"(Hy — AH)[B] =5[B|T(AFL — F) [B] + 3[B]T (AH — Hy) [B]
+[B)T(AH, — Hy)[B].

Esta tltima igualdade, junto com a equacdo (2.31) nos d4

4(B)T(Hy — AH,) S _ - 5[B]T(AH, — Hi)[B] + 3[B]" (AH2 — Hy)[B]
Vh . I —3[B]" Ha[B]

(BT (AH, — Fi)[B)
BT EL ]

Observando que

T
fxx - Ahxx + (fxy - Ahxy)]] + (fxz - Ahxz)z

4[B)T(H, — AH,) = 4 fry — Ahxy + (fyy — Ahyy)y + (fyz — Ahyz)z |
fxz - Ahxz + (fyz - Ahyz)]] + (fzz - Ahzz)z
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2.2. Interse¢do Tangencial

obtemos
- 4(fry = Ahxy + (fyy = Ahyy)y + (fyz — Ahyz)2) by ' [ y
(e At (e — A+ (fe— Ab)2) e ||
[ st (AR — ) [B) + BB (AR, — Hy)[E] + (BT (A, — Fy) ()
—3[B]" H2[B] — [B]" Ha[P]
ou seja,

[ y ] 1 [ he  —4(fay — Ahay + (fyy — Ahyy)y + (fyz — Ahyz)2) ]

P4 e —hy  A(frz — Ahxz 4 (fyz — Ahy2)y + (fzz — Ahyz)Z) 275
" [ 5(B]"(AHz — Hy)[B] + 3[B]" (AH2 — Hy)[B] + [B]" (AH2 — Hy)[B] ]
—3[B]"Hz[B] — [B]" H2[B]
onde
T
0 = det [ 4 fry = Ay + (fyy — Ahyy)y + (fyz — Ahyz)2) by ] .
4(fo_Ath+ (fyZ _Ahyz)y+ (fZZ _AhZZ)Z) hZ

Isto prova o resultado. O]
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Capitulo 3

Curvas de Intersecao entre duas Superficies

no Espaco de Lorentz-Minkowski

A partir de agora, consideraremos alguns casos de intersecdo transversal entre duas super-
ficies no espago de Lorentz-Minkowski. O estudo das curvas de intersecao neste espago é rela-
tivamente recente, tendo sido iniciado com o tratamento das curvas de intersecdo transversal
entre duas superficies tipo espaco [3, 2007] e, posteriormente, curvas de intersecado transversal
nao-nulas entre duas superficies tipo tempo [12, 2014], que serdo os casos tratados nas Sec¢des
3.1 e 3.2 deste capitulo. Até entdo, estes sdo os tnicos casos estudados conhecidos. Sendo as-
sim, existem neste contexto alguns problemas passiveis de estudo pois, como sabemos, cada
tipo de intersecdo (transversal ou tangencial) se divide nos casos Paramétrica-Paramétrica,
Paramétrica-Implicita e Implicita-Implicita, os quais se subdividem de acordo com o caréter
de causalidade das superficies envolvidas e também da curva de interse¢do. Dessa forma, ca-
sos como intersecdo transversal entre superficies paramétricas tipo luz, ou entre superficies
tipo tempo com curva de intersecéo tipo luz (e todas as combinagdes que se pode fazer neste
sentido) podem ser considerados para que o estudo das curvas de interse¢do entre duas super-
ticies no espago de Lorentz-Minkowski seja completo.

No que segue, utilizaremos as defini¢des e notagdes para o espaco de Lorentz-Minkowski

IL? introduzidas na Secdo 1.2 do capitulo de Preliminares.
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3.1. Intersecdo Transversal entre duas Superficies Paramétricas Tipo Espaco

3.1 Intersecao Transversal entre duas Superficies Paramétricas
Tipo Espaco

Analisaremos neste topico a curva de interse¢do entre duas superficies paramétricas no
espaco de Lorentz-Minkowski I3, as quais admitiremos serem tipo espaco e se intersectarem
transversalmente. Denotando por « tal curva, encontraremos sua curvatura e sua torcao, além
de obter condigdes que dizem quando & é uma geodésica ou uma linha de curvatura das duas
superficies tipo espaco. Em toda esta se¢do, tomamos como base a referéncia [3].

Observamos de inicio que, como os planos tangentes das superficies consideradas sdo tipo
espago, entdo todos os vetores a eles pertencentes sdo tipo espaco. Em particular, o vetor tan-
gente a curva de intersecdo «, o qual pertence a ambos os planos, é tipo espaco, ou seja, a é
uma curva tipo espago.

Denotando por X(u,v) e Y(u,v) as superficies paramétricas tipo espago, cujos vetores nor-
mais unitdrios sdo NX e NY, tem-se que, como t pertence aos planos tangentes de ambas as
superficies, podemos expressar t por

[ NX Ay NY
~INYALNYlY
Observe que N¥X e NY sao tipo tempo.

Vimos na Secdo 1.2 que podemos definir o dngulo hiperbélico entre dois vetores tipo tempo,

que é descrito em termos da funcdo cosh. Sendo o vetor curvatura E: " normal a t, escreve-

remos

o = uN* +ANY, uw,A€R. (3.1)

*>
Projetando K sobre os vetores tipo tempo NX e NY e denotando por 6 o angulo entre estes,
obtemos as respectivas curvaturas normais:
KX = Acosh 6
n = MK+ Acos

, se NX e NYpertencem ao mesmo cone tipo tempo, (3.2)
kY = pcoshf+ A

ou

kX = p—Acoshf X oy
, se N* e N' ndo pertencem ao mesmo cone tipo tempo. (3.3)
kY = —pcoshf+A

Dai, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Seja « uma curva de intersegdo transversal entre as superficies paramétricas tipo espago
—
XeY e K= o' um vetor nio tipo luz. Entdo a curvatura de « é dada por
o 10692+ ()2 = 26K coshg
sinh? 0 '
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3.1. Intersecdo Transversal entre duas Superficies Paramétricas Tipo Espaco

Demonstragio. Primeiramente, suponha que NX e N¥ estio no mesmo cone tipo tempo. Neste
caso, (NX,NY); = — cosh f. Resolvendo o sistema (3.2) para y e A, obtemos
—xX +x,\ cosh 6
sinh? @
—xY + kX cosh 6
sinh? 6 '
Substituindo estes valores em (3.1), segue que

],[:

A=

W —KX + Ky coshGNX —x) + %) coshONY
sinh? 0 sinh? @
Podemos, entdo, encontrar a curvatura k = /|(a”, a’")]:
41X 1Y cosh @) 2 Y 14X cosh @) 2
2 ‘( K;) —.chzcos 9) (NX, NXY, + ( & —%ancos 9) (NY,NY),
sinh” 6 sinh” 6
—xX + %\ coshf [/ —«x} + xX coshf
79 )( g )<NX/NY>1
sinh” 0 sinh” 0

‘( KX+ ) cosh9> +(—K}{+K§cosh9)2
sinh? sinh? 6

2

Y X
—K;) +K2cosh6) ( K, —|'—Kn2COShQ) cosh@‘
smh sinh” 0

| (kX2 + (k)2 — 26Xk} cosh 6|
sinh? 6 '

Analogamente, se N X e NY nio estio no mesmo cone tipo tempo, entao (N X N Y>1 = cosh 6.

+

Logo,
j = _ K, 4K, cosh 6
sinh? 6
N _ ¥y + K5y cosh
sinh?0 '

o que implica
2 _ |(6)? + () + 25y cosh ]
sinh? 6 '

O

Vamos agora calcular a tor¢do da curva de intersecdo a. Inicialmente, observamos que,
sendo « tipo espacgo entdo, se a’’ é tipo espago ou tipo tempo, tem-se a” = xn e, se & é tipo luz,
entdo a” = n (ver equagdes (1.24), (1.25) e (1.26)). Derivando-se estas expressdes, obtemos

1. Se a” é tipo espago: 2" = —xt +«'n + xTh.
2. Se &’ é tipo tempo: o = k%t +«'n+ «xTb. (3.4)
3. Se o’ é tipo luz: o = Tn.
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3.1. Intersecdo Transversal entre duas Superficies Paramétricas Tipo Espaco

A torcdo pode ser obtida destas equagdes por

"
1. Se a”’ é tipo espaco: T=— G Tébh
i
2. Se o' é tipo tempo: T= G ébh. (3.5)
3. Se a” é tipo luz: = {a",b);.

Além disso, como Span{NX,NY} = Span{n,b}, podemos escrever os termos x'n + xktb e Tn

que aparecem nas expressoes do vetor "’ como yN*X + 6NY, com 1,6 € R, obtendo-se

1. Se o’ é tipo espaco: o = —i’t+yNX +5NY,
2. Se o’ é tipo tempo: 2" = k%t +yNX +5NY. (3.6)
3. Se o’ é tipo luz: o = yNX 46N,

Denotando por A, a projegdo de a”’ sobre o normal da superficie, segue que

AKX —AY cosh 6
sinh? 6

AY — AXcoshf '
sinh? 6

’)/ =
se N¥X e NY estdo no mesmo cone tipo tempo, (3.7)
o0 =

ou

AX + AY cosh 6
sinh? 6

AY + AXcoshf '
sinh? 6

se NX e NY ndo estdo no mesmo cone tipo tempo. (3.8)

Dessa forma, podemos escrever a tor¢do em termos dos escalares AX, A} e dos normais N¥,
NY, como mostra a seguinte proposicao.

Proposicdo 3.2. Suponha que « seja uma curva de intersecio entre as superficies tipo espago X e Y.
Entdo, sua tor¢do T é dada da sequinte forma:

1. Sea” étipo espago: T = xsi;11129 [(AX £ AY cosh ) (NX,b); + (A} £ A% cosh0)(NY, b)q] .
2. Sea' étipo tempo: T = KSiI}h29 [(AX £ AY cosh ) (NX,b); + (AY £ AX cosh0)(NY,b)] .
3. Sea é tipo luz: T= o2 [(AY £ cosh0)(N¥,b)1 + (A £ A} cosh 8) (NY, b)4] .
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3.1. Intersecdo Transversal entre duas Superficies Paramétricas Tipo Espaco

Demonstragdo. Respeitando o fato de NX e NY estarem no mesmo cone tipo tempo ou nao,
temos das equacoes (3.7) e (3.8) que

_ AX £ A} cosh@
i sinh? 6
5 — AY 4+ AX cosh
sinh? 6 '

Substituindo estes valores nas equagdes em (3.6), segue que

AX £+ AY cosh 6 AY + AX cosh 6

1. Se DC// é tlpO eSpagO: IX/// — —Kzt + n nZCOS NX + n nZCOS NY,
sinh” @ sinh” 0

X 4+ AY cosh Y4 AX cosh

2. Se a” é tipo tempo: o = K%+ A A”ZCOS O nx 4 An A ZCOS ONY, (3.9)
sinh” 0 sinh” 6
AX £+ AY cosh @ AY + AXcosh @
3. Se o’ é tipo luz: o = ”ZCOS NX 4 21 ”ZCOS NY,
sinh” 6 sinh“ 6

onde AX e A! sdao obtidos pela equagéo (2.10). Aplicando o resultado obtido para a’’ nas res-

pectivas expressdes da tor¢do T, dadas por (3.5), a proposicdo segue. O

Os resultados a seguir caracterizam a curva de interse¢do a. Considere o triedro de Darboux
para as superficies X e Y, {t,VX,NX} e {t,V¥,NY}, onde VX = NXAjte VY = NY A t.
O seguinte lema nos dd uma expressdo para a curvatura geodésica de X e Y em termos das

respectivas curvaturas normais.

Lema 3.1. Seja a a curva (tipo espago) de intersegdo transversal entre as superficies paramétricas tipo

espaco X e Y. Entdo

—xX coshf & x)

K? = -
sinh 0
3.10
y k)Y cosh @ £ xX (3-10)
K =
8 sinh 6

Demonstracdo. Note que

VX = NXppp = N ANEANT) (N NT)INT = (NB NTQNT g
IN* Ay NY|y IN* Ay NY[y ’

(NX,NY); (NY,NY)

onde |[NX A; NY||? = [(NX Ay NY, NX A; NY){| = |det — sinh? 6.
<NX, NX>1 <NX, NY>1
Logo,
hgN* — NY
e . ’ se NX e NYestio no mesmo cone tipo tempo,
VX — sinh 0 (3.12)
— cosh§NX — NY X aTY . :
Sinh @ ’ se N* e N'ndo estdo no mesmo cone tipo tempo.

87



3.1. Intersecdo Transversal entre duas Superficies Paramétricas Tipo Espaco

Analogamente, tem-se

NX — cosh§NY
v si;hos 0 , se NX e NYestdo no mesmo cone tipo tempo,
VY = 3.13
NX + cosh §NY X Yo A B ' (3.13)
Sinh 0 , se N* e N'ndo estdo no mesmo cone tipo tempo.

O vetor curvatura a”, sendo perpendicular a t, deve estar no plano gerado por NX e NY. Logo,

existem A, 1 € R tais que

# = ANX + uNY, (3.14)

0 que nos dd uma expressio para kX e k. em termos de A e u. Resolvendo o sistema obtido

para A e y, encontramos

([ —xX +x) cosh

’ se NX e NY estdo no mesmo cone tipo tempo,
sinh? §
A=
X 4 Y
K, + %, cosh6 _ ~ .
— ’;12 0 se NX e NY nao estdo no mesmo cone tipo tempo.
\ sin
( Y 4 X
—K, + K;; cosh0 B _
— nlfz 0 , se NX e NY estdo no mesmo cone tipo tempo,
si
‘1/[ =
kY + xX coshf oy .
T se N* e N' nédo estdo no mesmo cone tipo tempo.
\ sin

Portanto, por (3.12) e (3.14),

1
X "X X Y X _ njY
kg = (@, V)1 = Snh o <)\N + uN', £ coshN* — N >

—xXcosh® £«
sinh 0

_ 1 12
1 sin 9( p sinh”6)

= —usinhf =

Kk} cosh @ £ xX
sinh 0

O préximo lema nos dd uma expressdo para a derivada do angulo hiperbélico 6 ao longo

]

De maneira andloga mostra-se que K; = Asinhf =

da curva de intersegdo &, formado pelos vetores normais as superficies X e Y, em termos das

torcdes geodésicas kX

Y P . . ~ . ~ 2
¢ €Kg,0queserd de muita importancia para a demonstragao dos préximos

resultados.

Lema 3.2. Suponha que as superficies tipo espaco X e Y se intersectam transversalmente ao longo de

uma curva « e seja 0 o Angulo hiperbdlico entre NX e NY num ponto de . Entdo

o _ X _ Y X, NY pati :
s = T3 T, se N* e N* estio no mesmo cone tipo tempo,
® = —f+q, se NX e NY ndo estdo no mesmo cone tipo tempo.
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3.1. Intersecdo Transversal entre duas Superficies Paramétricas Tipo Espaco

Demonstragio. Sabemos que (ver equagdes (1.28))

(NX) = it + v
(3.15)
(NY) = xpt+1 VY

Suponha inicialmente que NX e NY estdo no mesmo cone tipo tempo. Neste caso, — cosh§ =
(N*,NY);. Derivando esta expressdo com respeito a s e aplicando as equagdes (3.12), (3.13) e
(3.15), tem-se

dao
— sth% = <(NX)// NY>1 + <NX/ (NY)/>1
= (KXt + T;(VX, NYY 4+ (NX, kbt + T;VY>1
= ’L'gX<VX, NY) + Tg<NX, vy,
% <cosh(9NX — NY NY> LY <NX NX _COShONy>
1 1

- T sinh 6 8 sinh @
x—cosh?04+1  —14 cosh?#

S o R ———
g sinh 6 g sinh 0

= —TgX sinh 6 + TgY sinh 6,

de onde se tem
d9 X Y

% = Tg Tg .
A outra igualdade segue de maneira inteiramente anéloga. O
Estabelecidos estes resultados, mostraremos que, sob as hipéteses triviais consideradas

nesta se¢do, dizer que a curva de intersegdo a entre duas superficies é geodésica de ambas

as superficies equivale a dizer que ela é curva assintética delas.

Teorema 3.1. Suponha que as superficies tipo espaco X e Y se intersectam transversalmente ao longo
de «, que é uma curva tipo espago. Entdo, « é uma geodésica de X e Y se, e somente se, x é uma curva
assintética de X e'Y.

Demonstragdo. Suponha que « seja uma geodésica de X e Y. Isto significa que xX = x) = 0.
Logo, pelas equagdes (3.10),
—kXcoshf+x! = 0
kY coshf £xX = 0.

Resolvendo para x ek}, tem-se kX = x\ = 0, ou seja, a é uma curva assintética de X e Y.

Reciprocamente, se « é assintética, segue diretamente das equagdes (3.10) que a é uma geo-
désica. =
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3.2. Intersecdo Transversal Nao-Nula entre duas Superficies Paramétricas Tipo Tempo

Para finalizar esta se¢do, mostraremos que, sob determinadas hipéteses, podemos decidir
se « é linha de curvatura das duas superficies apenas conhecendo o dngulo formado pelos seus

normais.

Teorema 3.2 (Analogo ao Teorema de Joachimstahl). Suponha que as superficies tipo espago X e
Y se intersectam transversalmente ao longo da curva w e seja 0 o dngulo hiperbélico formado por NX e
NY. Se a é uma linha de curvatura de X, entdo « é uma linha de curvatura de Y se, e somente se, 0 é
constante.

Demonstragio. A curva a ser linha de curvatura de X significa que TgX = 0. Se « é uma linha de

do
curvatura de Y, tem-se ainda que Tg = 0. Logo, pelo Lema 3.2, i 0, ou seja, 6 é constante.

_ dao T
Reciprocamente, se 6 é constante, entdo — = 0, o que implica, também pelo Lema 3.2, que

ds

TgY = TgX = 0. Logo, a é linha de curvatura de Y. O

3.2 Intersecao Transversal Nao-Nula entre duas Superficies Pa-

ramétricas Tipo Tempo

Nesta secdo, caracterizaremos a curva de intersecdo transversal entre duas superficies tipo
tempo, considerando tal curva ndo-nula (ou néo tipo luz), e obteremos, como parte desta ana-
lise, sua curvatura e sua tor¢do. Utilizamos como base a referéncia citada em [12]. Lembramos
que dizer que uma superficie é tipo tempo significa que seu plano tangente é um subespaco de
IL3 tipo tempo.

Sejam X = X(u,v) e Y = Y(u,v) superficies paramétricas tipo tempo e « = «a(s) a curva de
intersecdo transversal entre X e Y. Note que o vetor tangente a « estd tanto sobre o plano tan-
gente a X quanto sobre o plano tangente a Y, os quais sdo tipo tempo. Logo, ¢ é perpendicular
a NXea NY, o que implica que t é paralelo a NX A; NY. Dai, sendo NX A NY # 0, o vetor

tangente pode ser expresso por

NX Ay NY

t= ——————ro—, 3.16
INK A N (3.16)

onde NX e NY sdo os vetores normaisa X ea Y, respectivamente.

Observe que NX e NY sdo vetores tipo espago pois NX € (T, X)L e NY € (T,Y)* (ver
Proposigao 1.7).

O fato de o vetor t estar em um espago tipo tempo permite que ele seja tipo espaco, tipo
luz ou tipo tempo. O préximo resultado nos diz quando cada caso ocorre. Vamos denotar
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3.2. Intersecdo Transversal Nao-Nula entre duas Superficies Paramétricas Tipo Tempo

(NX,NY)1 = p. Pela propriedade dada no item 4 da Proposigdo 1.12, tem-se que

NX,NY); (NY,NY
(NX A1 NY, NX Ay NY); = < ot h = -1 (3.17)
X X X Y
(NX,NX); (NX,NY);

Desta forma, o ntimero p? — 1 caracteriza o vetor t, pois

2
0 —1
tithH=——"—>.
( INX Ay NY|2

Temos, assim, a seguinte proposigao.

Proposigdo 3.3. Sejam X(u,v) e Y(u,0) superficies paramétricas tipo tempo em 1.3 e a a curva de
intersecio transversal entre X e Y.

1. w é tipo tempo se, e somente se, p € (—1,1).
2. wétipo luz se, e somente se, p = %1.

3. w é tipo espaco se, e somente se, p € R\[—1,1].

A partir de agora, consideraremos a ndo nula (ou néo tipo luz). Uma vez que NX e NY sdo
ortogonais a t, o vetor curvatura de &, sendo perpendicular a ¢, deve estar no plano gerado por
NX e NY (que sdo L.I, pois a intersecio é transversal). Logo, existem A, 1 € R tais que

2" = ANX + uNY. (3.18)
Sendo xX e k) as curvaturas normais de X e Y (ver Definicdes 1.35 e 1.36), tem-se
+xX = A+ up
16, = Ap+ 1,

onde o sinal de x,, depende de « ser tipo tempo ou tipo espaco. Resolvendo este sistema para

A e p, com a ndo nula (isto é, 1 — ,02 # 0), obtemos

KX — px) KY — oX
A=t —En =4 Fon (3.19)
1—p2 K 1—p2
Substituindo em (3.18):
X _ oY Y _ X
o =+ (%Nx + %Ny) . (3.20)

Temos, portanto, o seguinte resultado.
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3.2. Intersecdo Transversal Nao-Nula entre duas Superficies Paramétricas Tipo Tempo

Proposicdo 3.4. Seja a a curva de intersegdo transversal, ndo nula, entre as superficies paramétricas

tipo tempo X e Y e considere o vetor curvatura o’ tipo tempo ou tipo espago. Entdo, a curvatura k é

dada por
X2 Y\2 _ 9o X, Y
K2 — |(Kn) + (1Kn) 5 2pKn Kn | ) (3.21)
- p
Demonstragio. Segue da defini¢do de x e da equagdo (3.20) que
X Yy 2 X Y Y X Y X\ 2
2 "o . Ky _pKn> <Kn _pKn) (Kn _pKn) (Kn _pKn>
== [{(a", & =||l=—-")] +2 + | —+
{ N ‘( 1—p? P 1— o2 1- 02 1- 02
1
= g |07+ () = 2065w
0

A hipétese de t’ ser tipo tempo ou espago na proposi¢do anterior se deve ao fato de néo
definirmos curvatura quando ' é tipo luz. Lembremos que, se « é tipo tempo, entdo o’/ = kn
(ver equagdes (1.23)). Derivando isto e substituindo no resultado a expressdo n’ = «t + b,

dada pelas equagdes de Frenet, tem-se
o' = k%t + «'n + kTh. (3.22)

E, assim como comentado na secdo anterior, se a é tipo espaco, temos pelas equacdes (1.24),

(1.25) e (1.26) os seguintes casos:

1. Se a” é tipo espago: o = —it +«'n + xTh.
2. Se o’ é tipo tempo: o = K2t +«'n + xTb. (3.23)
3. Se o’ é tipo luz: o = Tn.

A torcdo pode ser obtida destas equagdes por

1. Se a é tipo tempo: = p
" b
2. Se w e &’ sdo tipo espago: T=— {a 1; )1
(3.24)
" b
3. Se « é tipo espacgo e a’’ é tipo tempo: T = G 7; h
4. Se a é tipo espago e a” é tipo luz: 7= (a",b);.
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3.2. Intersecdo Transversal Nao-Nula entre duas Superficies Paramétricas Tipo Tempo

Como os normais NX e NY estdo no plano normal (o plano gerado por 7 e b), entdo os
termos «'n + xTb e Tn nas equagdes (3.22) e (3.23), que também sdo vetores no plano normal,

podem ser escritos como combinagéo linear de NX e NY. Assim, se a é tipo tempo,

W = K’t + yNX + 5NY (3.25)
e, se « € tipo espago,
I 4 g: . m o _ .2 X Y
1. Se a” é tipo espaco: o = —x“t+yN*+IN',
2. Se o’ é tipo tempo: o = k%t +yNX+6NY, (3.26)
3. Se a” é tipo luz: 2" = yNX 4+ 6NY,

onde 7,4 € R.
Em todo caso, ao projetarmos &’/ sobre o normal da superficie em «(s), denotando isto por
Ay, Obtemos

Mo =t (3.27)

AL =qp+6.

Se a é ndo-nula, entdo 1 — p? # 0. Assim, segue de (3.27) que
A —pAY
Y= —nl_ﬁzn
_ APy
T1—p% -
Portanto, segue das equagoes (3.24), (3.25), (3.26) e (3.27) a seguinte proposigao.

Proposicdo 3.5. Suponha que « seja a curva de intersegdo ndo-nula das duas superficies tipo tempo X
e Y. Entdo, sua tor¢do T é dada por

(A =pAx ) (N*b)1 (A =pAi) (NY b)y

1. Se « é tipo tempo: T= x(1—p2)
X Y X Y X Y
2. Se a e o’ sdo tipo espago: T = — Au—pAy)(N :gf_r%q —PA B,
(3.28)

X Y X Y X Y
3. Se a é tipo espago e o’ é tipo tempo: 7= Qizph)N fjﬁff,?)” SIUIESY

X Y X Y X Y
4. Se a é tipo espago e o' é tipo luz: 7= Qizph)N ,b>11_+p(2)»n SIULESY

Em particular, veremos o que acontece com a curvatura x e a tor¢do T quando « é tipo

tempo.
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3.2. Intersecdo Transversal Nao-Nula entre duas Superficies Paramétricas Tipo Tempo

Sejam X e Y duas superficies paramétricas tipo tempo em L3 com vetores normais NX e NY
e « a curva de intersecdo transversal entre elas, a qual supomos ser tipo tempo. Logo, t é tipo
tempo e, como 1n,b € Span{t}*, entdo n e b sdo tipo espaco. Assim, sendo 1 | b, tem-se que
o plano normal Span{n, b} é tipo espaco. Por outro lado, como (N*,NY); = p € (—1,1) (ver
Proposicdo 3.3), existe um 6 € (0, 77) tal que

(NX,NY)1 = cos#.
Portanto, da equacdo (3.21) e das equagdes (3.28) para « tipo tempo, segue:

Coroldrio 3.1. Sejam X e Y superficies paramétricas tipo tempo em 1.3 e a a curva de intersegio trans-
versal tipo tempo.

1. A curvatura e a tor¢do de w sdo dadas por

o 10692+ ()2 — 2cos x|

sinZ 0

L (AX — cos OAY) (NX,b)1 + (AY — cos OAX)(NY, b),
K sin® 6 '
2. Se§ = 7, entito
K = ()2 + (1)
_ AX(NS by + AY(NY, )y
K

Com isto, finalizamos o estudo das curvas de intersecdo transversal entre superficies para-
métricas no espago de Lorentz-Minkowski.

94



Capitulo 4

Exemplos

Para ilustrar a teoria e os métodos desenvolvidos para o calculo das propriedades geomé-
tricas da curva de intersecdo, apresentaremos a seguir alguns exemplos no espago Euclidiano

e no espago de Lorentz-Minkowski, considerando cada caso tratado nos capitulos anteriores.

4.1 Exemplos no Espaco Euclidiano

Exemplo 4.1 (Interse¢do entre duas Superficies Paramétricas). Considere os hiperboloides de

uma folha
X(u,v) = (cosu —vsinu,sinu + vcosu,v)
Y(u,v) = (—v,sinu + vcosu,cosu —vsinu).
Vamos analisar a intersecdo tangencial entre estas superficies. Note que
X, = (—sinu —vcosu,cosu —vsinu,0) Xy = (—cosu+vsinu, —sinu —vcosu,0)

X, = (—sinu,cosu,1) Xyy = (—cosu, —sinu,0)

Xy AN Xy = (cosu —vsinu,sinu +vcosu, —v) Xy =0

(4.1)
Y, = (0,cosu —vsinu, —sinu — vcosu) Yy = (0, —sinu —vcosu, —cosu + vsinu)
Yy, = (—1,cosu, —sinu) Yy = (0, — sinu, — cos u)
Yy ANYy = (v,sinu+vcosu,cosu —vsinu) Yy =0,

(4.2)
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4.1. Exemplos no Espaco Euclidiano

Figura 4.1: Intersegdo das superficies paramétricas X (u,v) e Y (1, v)

NX — (cosu —vsinu,sinu + vcosu, —v)
V1+ 202
NY — (v,sinu + vcosu,cosu — vsinu)

V1 + 202

Portanto, NX = NY se, e somente se, (1,v) = (£%,0), 0 que mostra que os pontos de intersecao
tangencial sdo P = (0,1,0) e P’ = (0, —1,0). Faremos uma anélise para o ponto P = (0,1,0) e
todas as fungdes a seguir sdo avaliadas neste ponto. Pelas equacdes (4.1) e (4.2) (aplicadas a P)

concluimos que

X, = (—1,0,0) Xuu = Xup = (0,—1,0) X = Xuwo = (1,0,0)
Xy = (-1,0,1) X0 = (0,0,0) Xuvo = Xovo = (0,0,0)
quuu - quuv - (0/ 1/ O) quvv - Xuvvv - vavv - (O/ O/ 0) NX - (0/ 1/ O)/

Yu - (0/ 0, _1) Yuu - Yuv - (0/ _1/ 0) Yuuu - Yuuv - (O/ 0/ 1)
Yv = (_1/ 0/ _1) va - (0/ 0/ 0) Yuvv = Iypyy — (0/ 0; 0)
Yuuuu = Yyyuov — (O/ 1; 0) Yuuvv = Iyovvv = Loovoy — (0/ 0/ 0) NY - (O/ 1/ 0)

Logo,

EX=FE'=1,FX=FF=1,G6X=GY=2

EXZBY:—l,fX:fY:—l,gX:gYZO.
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4.1. Exemplos no Espaco Euclidiano

Assim, pelas equagdes (2.51) e (2.53), tem-se

a1 =—1,a1p=-2, a1 =1, app=1=
b1 =2, b1p=2,bp=0=

A = 4(b3, — byyby) >0,

ou seja, P é ponto de ramificacdo e a equagdo (2.54) tem duas solugdes, que serdo denotadas

—b1p — /b3, — bbby B —b1p + /b3, — biibx B

por wq € wa:

w = b = -2, Wy = ™ =0
Portanto, pelo Teorema 2.8, os vetores tangentes em P relativos as solugdes w; e wy sdo dados
por
- wiXu+Xo  2Xy+Xo _ (L,01) (Qoﬁ)
w1 Xu+Xoll || =2Xu+Xol|  [[(1,0,1)]] 2772
ty = WZXu+Xv _ XU _ (_1/0/1) :<—£O£).
w2 X+ Xoll (I Xoll  [[(=1,0,1)]] 2772

Até aqui, mostramos que P = (0,1,0) é um ponto de ramificagdo com os vetores tangentes t; e
t> definidos neste ponto, isto €, existem dois ramos de intersecdo, digamos, 1 e ay, tais que, em
P, uci =1te zx’z = t». Precisamos encontrar as curvaturas de a1 e ap em P. Vamos fazer as contas
para «1 usando o método descrito na Subsecdo 2.2.1. Alguns coeficientes ainda precisam ser
calculados. Denotando t; = u Xy, + v Xo = upYy + v5Yy, entdo sendo t; = —V2X, + @XU,

temos que

e, pela equacgdo (2.50), tem-se

Portanto, por (2.58), (2.59) e (2.60),
A=0, a13 = ax =0, uy = —uf —2vf, vy = uf + .

Além disso, pelas equacdes (2.61) e (2.62), u// = 0"/ = 0. Substituindo estes valores na primeira
% q 1 1 P

igualdade das equagdes (2.56), concluimos que

%
K= (0,0,0), k=1 (K,K)=0.
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4.1. Exemplos no Espaco Euclidiano

Neste caso, sendo ¥ = 0, ndo podemos calcular a tor¢do com o método descrito na Subsegao

2.2.1. No entanto, vamos calcular o vetor a”’ para exemplificar o método. Para isto, resta-nos

conhecer 1]’ e v}’. Das equagdes (1.4), tem-se

DC/// = Xululul (u/1)3 + 3Xu1u101 (ull)zvll + 3Xu1012)1 ull (0/1)2 + levlvl (03)3_’_

!, 1/ ! L\ ! 12 1
B[ Xuyuy ] + Xujo, (U0 + u10Y) + Xoy0, 0707 ] + Xuyu” + Xo, 0]

= Yiyupur (45)> + 3z, (uh)20h + 3Vup0,0, 1% (05)% + Yorop0, (0h)3+ )
3(Yigu ) + Yiuyo, (uh0h 4+ 1500) + Yo,0,0505 | + Yo, ul + Yo, 04
Logo,
Xy + Xo, 0" = Yiulf' + Yy, 08 +T, (4.4)
onde

T = Yipuyus (45)° + 3Yugun0, (15)%0h + 3Vuguyon s (05)2 + Yorop0, (05)°
+ 3[Yiyuy up iy + Yiyo, (U505 + 1505 ) + Yo,0,0505 |
— [Xuyuyuy (41)® + 3 X100 (41)*05 + 3Xuy010, 41 (01)% + Xoyoy0, (01)°
+ 3[ Xy 1] + Xuuyo, (W0} + 1) 0)) + Xpy0, 0107 ])-

Tomemos o produto vetorial de (4.4) por Y, e Y3, e o produto interno da equacdo resultante
por N, obtendo:

" " "
Uy = a11Uq +111201 + 1

" " "
Uy = a1y + az201 + ¢y,
onde os coeficientes a;; (i,j = 1,2) sdo dados por (2.51) e

_det(T,Yy,N) _ det(Yy,IN)
VEYGY — (P2 VEYGY — (P2

Note que, no ponto P, I' = (—\/E, 0,0). Logo, ¢1 = V2 e c; = —+/2. Portanto,
u/2// _ _u/l// . 20/1// +2
012// — ullu + 0/1” _ \/i

Derivando (4.3), fazendo o produto interno por N e aplicando o resultado no ponto P, obtemos
o escalar A, = («*), N). Fazendo-se AX = AY, segue que

V2ul' +2v20)" —2 = 0. (4.5)
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4.1. Exemplos no Espaco Euclidiano

Uma outra equagdo envolvendo 1}’ e v{” pode ser obtida escrevendo-se a’” na base {t,n,b}:

derivando a” = xn (ver equagdes (1.1)), obtemos & = —x2t + x'n + xb. Logo, {(a"”,t) = —«>.
Vimos que k = 0 em P. Assim, (¢'”,t) = 0. Por outro lado, da primeira igualdade em (4.3),
temos que no ponto P vale (', t) = \f "+ 1. Logo, \f "+1 = 0, o que implica
uy" = /2. Substituindo este Valor na equagao (4 5), segue que v’ v = 0. Assim, pela primeira

igualdade na equacéo (4.3), «” = (0,0,0).

Exemplo 4.2 (Intersecdo entre Superficies Paramétricas e Implicitas). Vamos considerar a inter-
se¢do entre um cilindro e uma esfera, ambos de raio trés, dados respectivamente por

X(u,v) = (u,3sinv,3cosv), 0 < v < 27

fry,z) =x*+y*+z22 -9 =0.

Figura 4.2: Interse¢do entre as superficies paramétrica e implicita X (1, v) e f(x,y,z)

Temos que

Xu — (1/ 0; 0) qu - Xuv =0 quu — quv - Xuvv =0 (4 6)
Xy, = (0,3cosv, —3sinv) Xy = (0, —3sinv, —3cosv) Xy = (0, —3cosv,3sinv),

fxr=2x fy=2y f:=2z fux=fyy=/fzz=2

e as derivadas de segunda e terceira ordem sdo todas nulas.

Vf=2(xy2)  XuNXy,=(03sinv,3cosv)
IVFl =6 1Xu A Xol| =3
N/ =i(x,y,z) N¥=(0,sinv,cosv).
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4.1. Exemplos no Espaco Euclidiano

Portanto, N/ = NX se, e somente se,

x = 0
y = 3sinv
z = 3cosv,

ou seja, a intersecdo tangencial é dada ao longo de um circulo de raio 3 no plano yOz. Poderia-
mos ter verificado que a intersecdo tangencial se dd ao longo de uma curva observando que,
pelas equacdes (2.64), b1 = 2, bjy = by = 0 e, portanto, A = 0. Agora, como

—b1p & /b3, — biiby

w = =0,
b1
entao
po WAut X Ko (0,cos v, — sinv)

|wXu+ Xol (| Xoll T '
Note que, por (2.65),

v = —(Ew?4+2Fw+G)~2 =-1

( ) 3 (4.7)
u = wiv =0.

Para calcular o vetor curvatura e a curvatura, ndo poderemos usar o método apresentado na
Subsecdo 2.2.2, visto que byjjw + byp = 0. Mas, observando que as contas feitas sdo para pontos

sobre uma curva de interse¢do e nio para apenas um ponto, podemos derivar u’ e v’ para obter

"no—

u"” ev”. Assim, por (4.7), u" = v 0 e, pelas equagdes (1.4) e (4.6), o vetor curvatura é dado

por E: ~3 (0,sinv,cosv) e a curvatura é
- = 1
K=\ (K K)= 3
Por fim, derivando u” e v”, tem-se u"”’ = v"” = 0. Assim, das equacdes (1.4) e (4.6), segue que
1
o = §(O, — cosv,sinv). Além disso,
%
b=tAn— m% — (=1,0,0).
Portanto, a torgao é
b "
T = (ba™) _ 0.
K

Podemos observar que ndo hd intersecdo transversal, pois os pontos de intersecdo de f e X
sdo aqueles que satisfazem f(X(u,v)) = 0, isto é, os pontos X(0,v) = (0,3sinv,3cosv), que

sdo todos tangenciais, como visto anteriormente.
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4.1. Exemplos no Espaco Euclidiano

Exemplo 4.3 (Intersecdo entre duas Superficies Implicitas). Considere as superficies implicitas
(esfera e plano)

flx,y,z) =x>+y*+22-1=0

h(x,y,z) =y—1=0.

Note que
Figura 4.3: Intersegdo entre as superficies implicitas f(x,y,z) e h(x,y,z)
fx:2x fxx:fyy:fzzzz
fv=2y fxy=/fez=fr==0
fe=2z N/ =(xy2),
hx:hzzo hxx:hyy—hzz:hxy: xz:hyz—o
hy=1 N" =(0,1,0)
Logo, N/ = N"se, e somente se, (x, y,z) = (0,1,0). Em P = (0,1,0), temos que A = % =2
e, pela equagdo (2.72),

bip =8, bip=0, bp=38§,

o que implica A = 4(b2, — by1bx) < 0. Portanto, P é ponto de contato isolado.
Observe que o ponto P = (0,1,0), que é de intersecdo tangencial, é o tinico ponto na inter-
secdo de f e h. Logo, ndo ha pontos de interse¢do transversal.
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4.2. Exemplos no Espago de Lorentz-Minkowski

4.2 Exemplos no Espaco de Lorentz-Minkowski
Exemplo 4.4 (Intersecdo Transversal entre Superficies Tipo Espaco). Seja
X(u,v) = (sinhu,v,coshu)

uma superficie paramétrica no espago de Lorentz-Minkowski (cilindro hiperbdlico). O vetor
normal de X é, entdo, dado por NX = (—sinhu,0, — coshu). Considerando a curva a(s) =
(sinhss,0,coshs) sobre X, temos que t(s) = a’(s) = (coshs,0,sinhs) e VX(s) = N¥(s) A
t(s) = (0,—1,0). Assim, defina a superficie regrada

Y(s,w) = a(s) +wph(s), we (-2,2),

NX
onde B(s) = - + VX, Escrevendo de outra forma, temos que

Y (s, w) = <(1 — %) sinhs, —w, (1 — %) coshs).

Figura 4.4: Intersecéo entre as superficies paramétricas tipo espago X(u,v) e Y(s, w)

Note que « é a curva de intersecdo entre X e Y. Temos ainda que

/_1/_

w w, . B sinhs cosh s
Ys—((1—§)coshs,0,(1—E)smhs), Yw_(_ 5 > )

e, portanto,

1
NY = (sinhs,i,coshs).

2
V3

102



4.2. Exemplos no Espago de Lorentz-Minkowski

Como (NX,N¥); = (NY,NY); = —1 < 0, entdo NX e N¥ sdo vetores tipo tempo, 0 que implica
que X e Y sdo superficies tipo espaco. Além disso, a tor¢do geodésica de X é

7 = ((N%)(s), V¥(s))1 = 0

oQ

e, portanto, a« é uma linha de curvatura de X. Os normais N X e NY nio estdo no mesmo cone

tipo tempo, visto que (NX,NY); = % > 0 e, assim, o angulo hiperbélico entre NX e NY ¢ o
nuamero real ¢ que satisfaz
N¥, NY 2
cosh ¢ = < n_

INX[INY]le /3
ou seja, ¢ é constante. Por fim, sendo
(NY)'(s) =

(coshs,0,sinhs), VY(s) = —=(sinhs,2,coshs),

Sl

2
V3
entao
T = (), V") =0,

isto é, x é linha de curvatura de Y. Este exemplo ilustra o Teorema 3.2.

Exemplo 4.5 (Intersecdo Transversal entre Superficies Tipo Tempo). Considere as superficies
paramétricas (cilindro hiperbélico e plano)

X(uq,v1) = (v1, coshuy,sinh uq)

Y(uz, Uz) = (O, Uun, Uz).

Figura 4.5: Interse¢do entre as superficies paramétricas tipo tempo X (u1,v1) e Y (up,v2)
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4.2. Exemplos no Espago de Lorentz-Minkowski

Note que
Xy, = (0,sinh uy, coshuy) Yy, = (0,1,0)
X,, = (1,0,0) Y,, = (0,0,1)
Xu; N Xo, = (0,coshuy, sinhug) Yy, A1Yy, =(1,0,0).
Portanto,

NX = (0, cosh 1y, sinhuy), NY = (1,0,0).
Como (N*,N*); = (NY,NY); = 1 > 0, segue que os normais NX e NY sdo tipo espaco e,
portanto, X e Y sdo superficies tipo tempo. Além disso,
p= (N ,N")1=0€e(-1,1).
Logo, pela Proposicdo 3.3, a curva de intersegdo é tipo tempo. Denote por «(s) tal curva. Pela
equacdo (3.16), segue que

f(s) = NX A NY
~|INX Ay NY4

Vamos calcular a curvatura e a tor¢do de «, as quais sdo dadas em termos das curvaturas nor-

(s) = (0,sinhs, coshs).

mais kX e k). Para calcular «X e x), utilizamos o método descrito na Secdo 2.1, isto &,
i = e (u1)* + 2ff o + g7 (01)%,
onde
I <t/Xu1>1Gf< - <t1XU1>1F1X r_ <t/XU1>1E¥ - <t/Xu1>1F1X
OG- R R
eii = <XM11/£1/NX>1/ le = <XM12)1/NX>1/ g{( = <X0101/NX>1/
Ei{ — <Xu1/Xu1>1r F1X - <Xu1/le>1; G‘f{ — <X011X271>1-

Assim, temos que kX = 1 e, analogamente, obtemos x = 0. Temos ainda que, sendo 6 o

angulo entre NX e NY, entdo cos§ = p = 0 e sin?§ = 1. Logo, pelo Corolario 3.1,
k=1

Agora, vamos calcular a tor¢do. Primeiramente, encontraremos o vetor binormal b. Note que
—

n = — = (0,coshs, sinhs).

x
—

O vetor curvatura K foi obtido de maneira andloga ao que fizemos no caso Euclidiano, isto é,

(ver equacao (2.4)).

- kX —x)cosf

K=

Yy
n

X

K, —K; cos0

NX + NY.

sinZ 0 sinZ 0
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4.2. Exemplos no Espago de Lorentz-Minkowski

Portanto,
b= t/\l n = (—1,0,0).

Dessa forma, pelo Corolario 3.1, T = —A). Encontraremos o escalar A} de maneira andloga ao
que foi feito nas equagdes (2.10) e (2.11):

An = Blefuguz + fil (uzvs +u303) + gy vhva] + A¥ =0,

onde

AY = Yipupup, NY) (45)? + 3(Yiguy0,, NT) (1) *0h + 3(Yiyos00, N Y115 (05)% + (Yor000,, N¥) (0h)°

= 0.

Portanto,
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