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PREORDENS REGULARES E INDIFERENCA COMPORTAMENTAL

RESUMO

Nessa dissertacao, sao discutidos alguns aspectos dos fundamentos tedricos da escolha com
preferéncias incompletas formulados por Eliaz e Ok (2006). Nosso objetivo é clarificar a
condicao de regularidade para preordens introduzida por esses autores, mostrando que ela ndo
imp6e nenhuma restricdo se apenas estivermos interessados em racionalizar uma
correspondéncia de escolha. Porém, se estivermos interessado em capturar outros aspectos
observaveis do comportamento de escolha de um agente, por exemplo, a nogcdo de c-
incomparabilidade de Eliaz e Ok (2006) ou a nocéo de indiferenca comportamental introduzida
nesta dissertacdo, entdo a Unica opgdo é usar uma preordem regular. Argumentamos também
que o Axioma Fraco da Nao-Inferioridade Revelada (AFNIR) introduzido por Eliaz e Ok (2006) é
muito forte se quisermos caracterizar a racionabilidade de uma correspondéncia de escolha por
uma preordem possivelmente incompleta. Finalmente, como ja foi mencionado acima, nés
introduzimos a nogéo de indiferengca comportamental e argumentamos que ela € mais geral do
que a nocdo de Eliaz e Ok (2006) de c-incomparabilidade, sendo, ao mesmo tempo,
complementar a esta dentro do framework dos autores.

Palavras-chave: Preferéncias Incompletas, Escolha Racional, N&o-inferioridade, Preordens
Regulares, Indiferengca Comportamental.



PREORDENS REGULARES E INDIFERENCA COMPORTAMENTAL

ABSTRACT

In this thesis, we discuss some aspects of Eliaz and Ok (2006)'s choice theoretical foundations
of incomplete preferences. Our aim is to clarify their regularity condition for preorders, showing
that, as far as rationalization of a choice correspondence alone is concerned, no further
restriction is imposed by requiring the preorder to be regular. However, if one is also interested
in capturing other observable aspects of the individual's choice procedure, such as Eliaz and
Ok's notion of c-incomparability or the notion of behavioral indifference introduced in this paper,
then the only option is to use a regular preorder. We also argue that their Weak Axiom of
Revealed Non-inferiority (WARNI) is too strong a property if our aim is to characterize the
rationalizability of a choice correspondence by a (possibly incomplete) preorder. Finally, as we
have mentioned above, we introduce the notion of behavioral indifference and argue, not only
that Eliaz and Ok's notion of c-incomparability (observable incomparability) can be derived from
it, but also that it has a wider range of applicability than their notion of observable
incomparability.

Keywords: Incomplete Preferences, Rational Choice, Non-inferiority, Regular Preorders,
Behavioral Indifference.
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Capitulo 1

Introducao

Preferéncias Incompletas é uma das principais areas da Teoria da Decisao contemporanea.
Um dos artigos mais importantes da area é intitulado “Indifference or indecisiveness?
Choice theoretic foundations of incomplete preferences”, escrito por Kfir Eliaz e Efe Ok
em 2006. Esse artigo tem dois objetivos principais. Em primeiro lugar, os autores buscam
expandir o escopo de aplicacao do paradigma maximizador, flexibilizando o Axioma Fraco
da Preferéncia Revelada (AFNIR). Por outro lado, eles propoe um framework que permite
diferenciar entre indiferenca e incompletude baseado no comportamento observavel dos
agentes.

Neste trabalho, tentaremos clarificar, e até certo ponto melhorar, alguns aspectos da
analise de Eliaz e Ok (2006).

No Capitulo 2, introduziremos as defini¢coes necessarias.

No Capitulo 3, argumentaremos que, ao invés de tomar a nogao proposta por esses
autores de incomparabilidade observavel (ou cincomparabilidade) como primitiva, deve-
riamos comecar com a nocao de indiferenca comportamental, que sera definida. Apesar de
que, no setup de Eliaz e Ok (2006), essas no¢oes sdo complementares em um sentido bem
definido, acreditamos que a nocao de indiferenca comportamental é mais fundamental e
tem um maior escopo de aplicacao. Substanciaremos essa afirmacao mostrando alguma
das implicacoes que essa nocao tem para certos modelos de decisao, a saber os models of
behavior.

No Capitulo 4, analisaremos a propriedade de regularidade para preordens, introdu-
zida por Eliaz e Ok (2006). Essa propriedade é essencial se quisermos que a nogao de
indiferenca comportamental se traduza como indiferenca pela preordem utilizada para
racionalizar uma dada correspondéncia de escolha. Mostraremos, em particular, que, se
estivermos apenas interessados na racionalizacao de uma correspondéncia de escolha, a
regularidade nao impoe nenhuma restricao adicional: ela é equivalente ao um certo tipo
de maximalidade da preordem usada no processo de representacao da correspondéncia
de escolha. No entanto, se quisermos nao sé racionalizar, mas também em capturar cer-

tos aspectos do comportamento de escolha de um agente, e. ¢. a nocao de indiferenca



comportamental, entao exigir que a preordem seja regular é essencial.

Por fim, no Capitulo 5, demonstraremos que, se o nosso objetivo ¢ obter uma ca-
racterizacao de racionabilidade de uma correspondéncia de escolha por uma preordem
possivelmente incompleta, entao o Axioma Fraco da Preferéncia Revelada de Eliaz e Ok
(2006), é uma propriedade muito forte e pode ser enfraquecida. Diante disso, propomos
um relaxamento conveniente do postulado que nos da uma caracterizacao completa da
classe de correspondéncias de escolha que podem ser racionalizada por uma preordem

possivelmente incompleta.



Capitulo 2
Definicoes Preliminares

Seguiremos o setup sugerido por Eliaz and Ok (2006).

2.1 Correspondéncias de Escolha

Seja X um conjunto arbitrario. Interpretaremos X como sendo o conjunto de todas as

alternativas mutuamente excludentes.

Definicao 1. Um campo de escolha sobre X, denotado por 2x, é um subconjunto de

2X\{(} com as seguintes propriedades:
(I) {z} € Qx, para todo = € X;
(I1) U, Ai € Qx sempre que A; € Qx, i =1,2,...,n, n € N.

Interpretaremos {2x como o conjunto de todos os problemas de escolha de um de-
terminado agente. Note que, pela definicao, todo subconjunto finito de X estd em Q.

Denotaremos o par (X,Qx) um espaco de escolha sempre que | X| > 3.

Defini¢ao 2. Dado um espaco de escolha (X, (x), definiremos uma correspondéncia de

escolha sobre 2x como uma correspondéncia ¢ : 2x = X que satisfaz:
(I) ¢(S) # 0, para todo S € Qy;

(IT) ¢(S) € S, para todo S € Q.

2.2 Relacgoes Binarias

Dado qualquer conjunto X, uma relagao binaria sobre X é simplesmente um conjunto
nao-vazio de X x X. Adotaremos a notagao padrdo x 77 y para representar o fato de
que (z,y) €7. Definiremos a parte simétrica de uma relacdo = por «~:= {(z,y) €

XxX: zryandy 2z z}. A parte assimétrica de uma relagao - é definida como sendo
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= =72\ v . Finalmente, diremos que x e y sdo incomparéveis e escreveremos z I y,
quando nem z 7~ y e y 7, « forem proposicoes falsas.
~ x, para todo r € X.

~J

Diremos que uma relagdo binaria 7= é reflexiva quando x
Diremos que é transitiva se x 2~ y e y -, z implicam x 7 z, para todo z,y, z € X. Diremos
que 7 é quase-transitiva quando sua parte assimétrica, >, for transitiva, e diremos que
= é antissimétrica se x 77, y e y - x implicarem que x « y. Por fim, diremos que = é
completa se (x 22 y ou y = x) for verdade, para todo z,y € X.

Ademais, diremos que 77 é uma a preordem, ou uma relagdo de preferéncia sempre
que ela for reflexiva e transitiva. Uma ordem parcial é simplesmente uma preordem
antissimétrica.

Para qualquer preordem =~ C X x X e () # S C X, o conjunto de elementos Zmaximais
de S sera denotado por MAX(S, 72), isto é

MAX(S, ) == {z € S: nao existe y € S tal que y > x}.

Também trabalharemos com uma definicao um pouco distintas de maximalidade, de-

notada por max(S, ), e que vem dada pela expressao

max(S,7) ={r e S: vy foralye S}

Finalmente, diremos que uma relacao binéria 2~ é uma extensao de uma relagao binaria
TsermDore = O,

2.3 Racionalizacao de Correspondéncias de Escolha e

Indiferenca Comportamental

Seja (X, Qx) um espago de escolha e ¢ um correspondéncia de escolha sobre Q2x. Sob que
circunstancias diremos que as escolhas de um agente, expressas por ¢, podem ser interpre-
tadas como se emergisse do processo de maximizacao de suas preferéncias subjacentes? A
resposta dessa pergunta depende, ¢ claro, da nocao de maximizagao que ¢ utilizada. Por
um tempo, a Teoria da Escolha assumiu que as preferéncias subjacentes de um agente
deveriam ser representadas por uma preordem completa. Nesse espirito, temos a seguinte

definicao:

Definicao 3. Dada uma correspondéncia de escolha ¢ sobre {2y, diremos que ¢ € racio-

nalizada por uma preordem completa 75 C X x X se, para todo S € Qx,

c(S) = max(S, ).

Logo, a racionalizacao por uma preordem completa requer que, em cada conjunto de

escolha S € Qx, se x € S é escolhido em S, entdao devemos ter que = é fracamente prefe-



rivel a todo y € S. Apesar de sensatez dessa definicao, nao é dificil ver que ela é bastante
restritiva. Isso se deve & exigéncia de que a preordem utilizada no processo de raciona-
lizacao seja completa, o que exclui muitas preordens possiveis como possiveis candidatas
para representar as preferéncias subjacentes dos individuos. Eliaz and Ok (2006) perce-
beram o quao restritiva era essa definicao e, por isso, argumentaram que o paradigma
maximizador poderia ser expandido enfraquecendo o conceito de racionalizacao. Dessa

perspectiva, considere a seguinte defini¢ao:

Definigao 4. Seja (X, Qx) um espago de escolha, e ¢ uma correspondéncia de escolha em

Qx. Diremos que ¢ é racionalizada por uma preordem 77 C X x X se, para todo S € Qx,
c(S) = MAX(S, ).

E facil ver que a racionalizacao por uma preordem é um conceito mais geral do que ra-
cionalizacao por uma preordem completa. De fato, para x € S ser escolhido em S, apenas
exigimos que x nao seja estritamente dominado por algum y € S. Nesse sentido, o espec-
tro de comportamentos de escolha que podemos chamar de racional é consideravelmente
expandido.

Devemos notar ainda que para o conceito de racionalizacao descrito na Definicao 4, a
tnica coisa que importa é a parte estrita da relacao 7Z. Isso implica que, s6 estivermos
preocupados com a racionalizagao, muitos tipos de relacoes binarias sao candidatas no
processo de racionalizacao de preferéncias. Podemos, por exemplo, usar uma relacao
binaria quase-transitiva.

Contudo, ao considerarmos o processo de racionalizagao, poderiamos estar interessa-
dos que a relagao de preferéncia utilizada espelhasse outros aspectos do comportamento
de escolha observavel do agente. Ou seja, seria desavel que a preordem utilizada para
racionalizar a correspondéncia de escolha do agente preservasse outros atributos compor-
tamentais. Mas quais seriam esses outros atributos observaveis? Nessa secao, focaremos
em dois desses atributos: a nogao de Eliaz e Ok (2006) de c-incomparabilidade e a no¢ao
de indiferenca comportamental, que sera definida abaixo.

Até Eliaz and Ok (2006), uma questdo fundamental na Teoria da Escolha era como
distinguir, de forma significativa, entre indiferenca e incomparabilidade baseado no com-
portamento de escolha observéavel do agente. E claro que essa questio s6 pode ser respon-
dida se, primeiro, decidirmos quando diremos que o agente julga que duas alternativas
sdo incomparéaveis (ou indiferentes). Mas isso nao é tudo: a definicao deve ser dada
considerando somente o seu comportamento de escolha observavel, i. e. em termos da
correspondéncia de escolha c. Em resumo: necessitamos de uma defini¢ao observavel de
incomparabilidade (ou de indiferenca).

Eliaz and Ok (2006) propuseram uma definigao razoavel de indiferenca comportamen-

tal. Eles a denominaram de c-incomparabilidade (ver Eliaz and Ok, 2006). No entanto,



argumentamos a noc¢ao de indiferenca comportamental é mais fundamental do que nogao
de incomparabilidade observavel, no sentido que é ela é aplicavel a uma maior classe de

modelos de decisao. Com isso em mente, propomos a seguinte definicao:

Definigao 5. Seja (X, {x) um espaco de escolha, e ¢ uma correspondéncia de escolha

sobre 2y. Diremos que x,y € X sao comportamentalmente indiferentes se, para todo
S € Qx,

(I) = € ¢(SU{x}) se, e somente se, y € c¢(SU{y});

(ID) e(SU{zp)\{z,y} = (S ULy \{z, 4}

Intuitivamente, essa definicao tem uma interpretacao simples: o agente considera
x,y € X comportamentalmente diferentes quando ele os considera indistinguiveis do
ponto de vista do seu comportamento de escolha. EE como se o agente considerasse x e y

idénticos quando estivesse decidindo.

Observacio 1. B facil mostrar que, em Eliaz and Ok (2006), dado que c({z,y}) = {z,y},
ou x e y sao c-incomparaveis ou eles sao comportamentalmente indiferentes. Poderiamos,
entao, dizer que, em Eliaz and Ok (2006), se restringirmos nossa atengao ao conjunto
{(z,y) € X x X : c({z,y}) = {z,y}}, c-incomparabilitdade é ndo-indiferenga comporta-
mental, e indiferenca comportamental é c-nao-incomparabilidade. Entao, no framework
de Eliaz e Ok, podemos postular a nocao de indiferenca comportamental e derivar dela a

nocao de c-incomparabilidade.

Como ja sugerimos ao introduzir a no¢ao de indiferenca comportamental, acreditamos
que essa nocao ¢ mais fundamental do que a nogao de incomparabilidade observavel. Em
primeiro lugar, como acabamos de argumentar, no framework de Eliaz e Ok, esta pode ser
derivada daquela. Mais ainda, o conceito de indiferenca comportamental tem um espectro
de aplicacao maior. Ilustremos esse pontos analisando quais as implicagoes do conceito
de indiferenca comportamental para um conjunto de modelos de decisao conhecidos como
models of behavior.

Seguindo Cherepanov et al. (2013), diremos que um par (22, ) é um model of behavior
sobre um espaco de escolha (X, Qy) se 77 é uma preordem completa sobre X e : Qx = X
satisfaz ) # ¢ (S) C S, para todo S € Qy. Ademais, diremos que uma correspondéncia de
escolha c em Qx é racionalizada por um model of behavior (22,1) se ¢(S) = max(¢(S5), 22),

para todo S € Q0x. Temos, entao, o seguinte teorema.

Teorema 1. Seja (X,Qx) um espago de escolha, e ¢ uma correspondéncia de escolha
sobre Qx que € racionalizada por um model of behavior (77,v). Mais ainda, suponha que

x,y € X sao tais que x «~ y e que, para todo S € Qy,

(1) x € p(SU{x}) se, e somente se, y € (S U{y});



(2) p(SUfzh\{z, v} = (S U{y})\{z, y}-

Entao, x ey sao comportamentalmente indiferentes. De forma conversa, se ¢ € raciona-
lizavel por um model of behavior (7,1), entao existe ¢ : Qx = X tal que (27, 0) € um
outro model of behavior que racionaliza c e, para todo par x,y € X comportamentalmente

indiferentes, temos que x «~ y, e (1) e (2) acima sao verdadeiras com 1 substituido por

o.

Demonstracao. Seja (2Z,1) um model of behavior e ¢ uma correspondéncia de escolha
em Qx com c(S) = max(¢(5), ), para todo S € Qy. Fixe z,y € X com z «~ y e
satisfazendo as condigoes (1) e (2) para todo S € Qx. Devemos provae que x e y sao
comportamentalmente indiferentes. Para isso, fixe S € Qx. Usando (1), (2) e o fato que

x v 1y, chegamos na seguinte sequéncia de equivaléncias:

recSU{z}) & xzep(SU{zx})exz paratodo z € P(SU{zx})
< yeyp(SU{y}) ey z para todo z € (S U {z})

< yep(SU{y}) ey z para todo z € (S U{y})
& y € c(SU{y}).

Logo, x € ¢(S U {x}) se, e somente se, y € ¢(S U {y}). Por um argumento similar,
estabelecemos que ¢(S U {z})\{z,y} = ¢(S U {y})\{x,y}. Portanto, concluimos que z
e y sao comportamentalmente indiferentes. Para estabelecer a conversa, suponha que
¢ é racionalizada por um model of behavior (¢,7). Defina ¢(S) = ¢(S), para todo
S € Qx. E facilmente visto que (>, ¢) ainda racionaliza c. Suponha, entdo, que z e y sdo
comportamentalmente indiferentes. Que, para todo S € Qy, (1) e (2) com v substituido
por ¢ deve valer é uma consequéncia direta da Definicao 5. Mais ainda, segue-se do fato
de que x e y sdo comportamentalmente indiferentes que max(¢p({z,y}), ) = c({z,y}) =

{z,y}. Logo, x v~ y. O

Como o Teorema 1 mostra, a nocao de indiferenca comportamental tem implicacoes
interessantes para models of behavior. Em particular, ela implica que, se a correspondén-
cia de escolha ¢ pode ser racionalizada por um model of behavior, entao sempre podemos
construir um outro model of behavior que ainda representa c e tal que a nocao de indife-

renga comportamental é intuitivamente capturada pelos elementos do modelo.



Capitulo 3
Preordens Regulares e Racionalizacao

Como discutimos anteriormente, quando racionalizamos uma correspondéncia de esco-
lha ¢ por uma preordem possivelmente incompleta -, podemos estar interessados que 2~
também capture outros tragos observiveis do comportamento de escolha individual. Em
particular, podemos demandar que 2~ capture as noc¢oes de indiferenca e incomparabili-
dade comportamentais. Acontece que se representarmos a correspondéncia de escolha ¢
com uma preordem - arbitraria, esse nao vai ser o caso em geral. Para lidar com esse

problema, Eliaz and Ok (2006) introduziram a seguinte definigao:

Definigao 6. A preordem 77 em um conjunto nao vazio X é dita regular se, para qualquer
x,y € X com x Xy, existe um z € X tal que ou x < z e z, y sao estritamente ordenados

por ZZ, ou y I z e z, r Sdo estritamente comparaveis por .

Intuitivamente, a regularidade impoe que, para que x e y sejam considerados incom-
paraveis, deve existir uma “prova” desse fato, no sentido de que deve existir um z que é
estritamente comparavel a algum desses elemetnos, mas nao ao outro. Acontece que regu-
laridade é exatamente a propriedade que garante que a preordem - captura precisamente

nossa nocao de indiferenca comportamental. Formalmente, temos o seguinte resultado:

Lema 1. Seja (X,Qx) um espaco de escolha, e ¢ uma correspondéncia de escolha sobre
Qx que € racionalizada por uma preordem >~. Para todo par de alternativas e y em
X, sex v~ vy, entao x ey sao comportamentalmente indiferentes. Se, além disso, 7~ €
reqular, entao a conversa também ¢é verdade. Ou seja, para todo x,y € X, x ey sao

comportamentalmente indiferentes se, e somente se, x .

Demonstracdo. E facil checar que se ¢ & uma correspondéncia de escolha racionalizada por
uma preordem 77, entdo x « y implica que = e y sao comportamentalmente indiferentes.
Iremos apenas mostrar que se 2~ é regular, entao a afirmacao conversa também é verdade.
Para ver isso, suponha que 7~ seja uma preordem regular que racionaliza uma correspon-
déncia de escolha c e escolha um par z,y € X comportamentalmente indiferentes. Logo,

devemos ter que ou x v~ y ou x 1 y. Fixe z € X com z < x. Pela representacao de c, isso



implica que c({z,2}) = {z,2}. Como z e y sdo comportamentalmente indiferentes, isso
agora implica que c({y, z}) = {y, z}. Pela representacao de ¢, devemos ter que y « z or
y > z. Um raciocinio simétria mostra que, sempre que z € X é tal que y < z, entao nao
podemos ter que x e z sao estritamente ordenados por =~. A regularidade, agora, implica

que x X y. Portanto, r « y. O

Acontece que requerer regularidade nao impoe restricao adicional na possibilidade
de racionalizacao de uma correspondéncia de escolha por uma preordem, i. e. sempre
que uma correspondéncia de escolha ¢ possa ser racionalizada por uma preordem 2-,
entao existe uma tdnica preordem regular ,% que também racionaliza c. Esse fato é uma

consequéncia simples do seguinte resultado:

Lema 2. Seja X um conjunto qualquer. Entao, para toda preordem 5C X x X, existe

~

uma unica preordem reqular r% C X x X tal que 5C = e == =. Mais ainda = éa

~J J o~

extensdo transitiva mazimal de 7= tal que == .

Demonstracao. Fixe qualquer preordem 7 C X x X. Defina a rela¢ao binaria f% CXxX
porm%yse,esomentese,x,ﬁyoummye, para todo z € X, z = & 2z = y
ex =2y > 2z E obvio que = C ,% e = = =. Devemos, entdo, checar que A% é
uma preordem regular. E 6bvio também que f% is reflexiva. Ademais, por construcao,
?:j é regular, pois ,% pode ser vista como uma extensao de 77 na qual os pares que s3o
considerados incomparaveis por 27 e que nao satisfaz a condi¢ao imposta pela regularidade
sao, agora, considerados indiferentes por f% Devemos, entao, mostrar que f% é transitiva.
Fixe 2, y e z em X com z =y~ 2. Se 2y ou y & 2, entdo obtemos que z & 2 como uma
consequéncia imediata da transitividade de - e da defini¢ao de ,% Suponha, entao, que
xSy &z, Pelanossa tltima observacao, nao podemos ter que z > x (e, consequentemente,
z = x), pois isso implicaria que z = y. Logo, devemos apenas considerar o caso que x i< 2.
Fixe qualquer w € X. Pela transitividade de 7~ e a defini¢ao de ,%, devemos ter que
wW-TEwWw-ysSweszer - wsSy > w2z = w Como w foi escolhido
arbitrariamente, concluimos que x <> z. Logo, ?:‘J é transitiva.

Para estabelecer a unicidade de ,% , considere outra preordem = tal que = C = e
== >=. Fixe um par 2,y € X com z>y. Como = === =, devemos ter que x>y ou
x1y. Mais ainda, é claro que z = x < z>=yex > 2z < y = z, para todo z € X. Como
?:j é regular e = =, devemos ter < y. Isso mostra que - C . Como 2 também é
regular, podemos inverter os papéis de = e % e concluir que & C . Isso mostra que ,%
¢ a unica preordem que = C % e = = . Incidentalmente, essa tltima observacao mostra

que 7 é a extensao transitiva maxima tal que == C = e == =. O

Uma implicacao imediata do Lema 2 é que, sempre que a correspondéncia de escolha
¢ sobre (Qx possa ser racionalizada por uma preordem, entao existe uma tnica preor-

dem regular que também racionaliza c¢. Logo, o Lema 2 corrobora nossa afirmacao que a
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regularidade é completamente nao restritiva se estivermos apenas interessados com a ra-
cionalizacdo. Ainda mais, isso implica que uma correspondéncia de escolha racionalizavel
pode sempre ser racionalizada por uma preordem que identifica a indiferenca comporta-
mental com a sua parte simétrica. Finalmente, o Lema 2 também nos ajuda a esclarecer
o conceito de regularidade. Note que ela implica que, entre toda as preordens que com-
partilham da mesma parte estrita, existe apenas uma que é regular e ela é justamente
a mais completa entre elas. Intuitivamente, demandar regularidade ¢ o mesmo que de-
mandar que, sempre que possamos chamar duas alternativas de indiferentes sem violar a

transitividade, assim o facamos.

Exemplo 1. Seja X := {z,y, 2}, Qx = 2¥\{0} e considere a correspondéncia de escolha

csobre Qx dada por c({z, y, 2}) = {z, y}, c({z,y}) = {z, y}, c({z, 2}) = {x} e c({y, 2}) =
{y}. Note que x e y sdo comportamentalmente indiferentes. Agora, defina duas preordens

1 e 79 sobre X por
1) 21y =12
2) T Y, T o 2, Y o 2.

E facil ver que ¢(S) = MAX(S, ;) = MAX(S, z2), para todo S € Qx. Entretanto,
=1 é regular, enquanto 7o nao o é. De acordo com 77, © v y, i.e., dois elementos
comportamentalmente indiferentes sao indiferentes por 777, enquanto o mesmo nao ocorre

com .

Exemplo 2. Seja X = {z,y,w,z}, Qx = 2X\{0} e considere a correspondéncia de
escolha ¢ em Qx dada por ¢(S) = {z} para todo S € Qx com z € S, c({y,w,z}) =

c({y,w}) = {y,w}, c{y,z}) = {2z} e c({w, 2}) = {w,2}. Defina, agora, a preordem
regular 77, e relacao bindria completa e quase-transitiva ~~5 sobre X por

) 2=1y>=122 =1 w, Yy w, ez w;
2) T oY 92, T oW, Y o We 2 W.

E facil checar que ¢(S) = MAX(S, =) = MAX(S, 722), para todo S € Qx. Entretanto,

enquanto z,w e y, w sao comportamentalmente indiferentes, y vy w e z vy w.
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Capitulo 4

Axiomas de Racionalidade e Teoremas

de Representacao

A propriedade mais fundamental da Teoria da Escolha é o Axioma Fraco da Preferéncia
Revelada (AFPR).

Axioma 1. (AFPR) Para todo S € Qx ey € S, se existe um v € ¢(S) tal que y € ¢(T)
para algum T € Qx com x € T, entao y € ¢(95).

E bem conhecido o fato de que uma correspondéncia de escolha ¢ pode ser racionalizada

por uma preordem completa se, e somente se, ela satisfaz AFPR. Formalmente:

Teorema 2. (Teorema Fundamental da Preferéncia Revelada). Seja (X,Qx) um espago
de escolha e c: Qx = X uma correspondéncia de escolha. ¢ satisfaz AFPR se, e somente
se, existe uma (unica) preordem completa - sobre X tal que ¢(S) = max(S, ), para todo
S e Qx.

Como Eliaz and Ok (2006) observam, o apelo descritivo e normativo do AFPR de-
pende da interpretacao que damos a correspondéncia de escolha. Em particular, certos
comportamentos violam AFPR, apesar deles poderem ser explicados dentro do paradigma
maximizador. Esse é o caso para problemas de escolha que envolvem miltiplos critérios
de decisao. Essas observacoes fizeram com que Eliaz e Ok propusessem uma propriedade
mais fraca de racionalidade, que é mais congenial & interpretacido que eles dao de ¢(95)
(Eliaz e Ok, 2006). Eles chamam essa propriedade de Axioma Fraco da Nao-Inferioridade
Revelada (AFNIR).

Axioma 2. (AFNIR) Para todo S € Qx ey € S, se, para cada x € c(S), existir um
T, € Qx comy € c(T,) e x € Ty, entio y € c(S).

Eliaz and Ok (2006) argumentam que AFNIR é um relaxamento conveniente do AFPR
para um modelo que distingue entre superioridade e nao-inferioridade revelada. Os auto-

res, entdao, provam o seguinte resultado: (Eliaz and Ok, 2006, Teorema 2):
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Teorema 3. Seja (X,Qx) um espago de escolha e ¢ : Qx = X uma correspondéncia de
escolha. Se ¢ satisfaz AFNIR, entao existe uma preordem reqular nao necessariamente
completa 7, sobre X tal que ¢(S) = MAX(S, ) para todo S € Qx. De forma conversa,
se Qx incluir todos os conjuntos enumerdveis de X e existir uma preordem - sobre X tal
que ¢(S) =MAX(S, ), para todo S € Qx, entdo c satisfaz AFNIR.

O resultado de Eliaz e Ok mostra que uma correspondéncia de escolha que satisfaz
AFNIR pode ser racionalizada por uma preordem regular 7-. Entretanto, a conversa so6
vale quando o espaco de escolha x incluir todos os subconjuntos enumeraveis de X.
Isso sugere que, se estivermos interessados na racionalizacao de uma correspondéncia de
escolha por uma preordem regular nao necessariamente completa, AFNIR pode ser uma
propriedade muito forte. Em particular, quando consideramos também o fato de que a
correspondéncia de escolha deve ser nao vazia para todo problema de escolha, demandar
que Qx inclua todos os subconjuntos enumeréaveis de X parece ser um pouco restritivo.

Isso pode ser facilmente remediado por dois enfraquecimentos naturais do AFNIR:

Axioma 3. (FAFNIR) For any S € Qx ey € S, se para todo x € S existir um T, € Qx
tal que y € ¢(T,) e x € T, entdo y € ¢(9).

Axioma 4. (Transitividade da Escolha Estrita - TES) Para todo z,y,z € X, sec({x,y}) =
{z} ec({y,z}) = {y}, entao c({z, z}) = {=}.

Enquanto o AFNIR demanda apenas que y seja revelado nao-inferior a todo elemento
de ¢(S) para que y esteja entre os elementos escolhidos de S, FFNIR demanda que y
seja revelado nao-inferior a todo lemento de S para que isso aconteca. E facil checar que

AFNIR implica FAFNIR, mas que a volta nao vale. O seguinte exemplo ilustra a diferenca
entre AFPR, AFNIR e FAFNIR.

Exemplo 3. Seja X := {x,y,z} e considere as seguintes correspondéncias de escolha

sobre Qx:
1) ail{z,y, 2}) = {2,y 2}, ei{z,y}) = {z,y}, al({z, 2}) = {2, 2}, a1({y, 2}) = {v. z};
2) o({z,y,2}) = {z. vy} o({z,y}) = {z,y}, 2({z. 2}) = {z, 2}, 2({y, 2}) = {v};

3) es({z,y,2}) = {a}ies({w, y}) = {a}, es({w, 2}) = {@, 2}, es({w, 2}) = {v}-
E facil checar que c; satisfaz AFPR. (e, por isso, satisfaz também AFNIR e FAFNIR). c,

nao satisfaz AFPR, mas satisfaz AFNIR (e, portanto, satisfaz FAFNIR). E, finalmente,
c3 satisfaz FAFNIR, mas nao satisfaz AFNIR (e, portanto, nao pode satisfazer AFPR).

O axioma da Transitividade da Escolha Estrita impde uma forma natural de transi-
tividade sobre as escolhas nos conjuntos de dois elementos. E facil chegar que AFNIR
implica TES e, portanto, que o par FAFNIR e TES é um enfraquecimento do AFNIR .
De fato, como mostra nosso proximo teorema, esse par fornece exatamente o relaxamento

que caracteriza a racionalizagdo por uma preordem possivelmente incompleta (e regular).
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Teorema 4. Seja (X,Qx) um espago de escolha e ¢ : Qx = X uma correspondéncia de
escolha sobre Qx. ¢ satisfaz FAFNIR e TES se, e somente se, existe uma unica preordem

regular (ndao necessariamente completa) 72 sobre X tal que c¢(S) =MAX(S, ), para todo
S e Qx.

Demonstragio. E facil checar que se existe uma preordem = sobre X tal que c(S) =

MAX (S, ), para todo S € Qy, entdo ¢ satisfaz FAFNIR e TES. Para mostrar a conversa,
suponha que ¢ : Qx = X satisfaz FAFNIR e TES. Defina

vy & c{zy}) = {}.

E claro que 3= é reflexiva, antissimétrica e, por TES, transitiva. Logo, = é uma ordem
parcial. Fixe S € Qx e x € ¢(S5). Por FAFNIR, z € ¢({z,y}) para todo y € S, o que
implica que x € MAX(S, =). Agora, escolha qualquer z € MAX(S, >=). Pela defini¢do de
=, temos que x € c({z,y}), para todo y € S. Logo, por FAFNIR, = € ¢(S). Mostramos,
entao, que ¢(S) = MAX (S, ). Notamos ainda que , para toda preordem ,%, tal que
o(S) = MAX(S, =) para todo S € Qy, devemos ter que 5y < c({z,y}) = {z} <
x > y. Agora, pelo Lema 2, obtemos que existe uma unica preordem regular 7~ tal que
c(S) = MAX(S, ), para todo S € Qx. O

Os Teoremas 3 e 4 indicam que existe um componente residual em AFNIR quando
comparado com FAFNIR e TES. De fato, podemos mostrar que AFNIR, é equivalente aos

axiomas « e v do Sen (1971), e mais uma propriedade’:

Axioma 5. Para todo S € Qx ex € S, se x € ¢(T' U{z}), para todo T C ¢(S) com
T € Qx, entao x € ¢(S).

Por outro lado, FAFNIR é exatamente equivalente aos axiomas « e . Portanto, o
residuo supracitado estd contido no postulado acima. Nao é dificil provar que o residuo

exato é dado pela seguinte propriedade:

Axioma 6. Para todo S € Qx, se c({z,z2}) = {x} para algum x € S\c(S) e z € S, entio
eziste y € ¢(S) tal que c({x,y}) = {y}.

Do ponto de vista formal, a correspondéncia de escolha c satisfaz AFNIR se, e somente
se, ela satisfaz FAFNIR e o Axioma 6. Finalmente, quando « e v sao verdade, é possivel

demonstrar que TES é equivalente ao axioma ¢ de Sen (1971)%.

10 axioma « diz que, para qualquer S,T € Qx,se 2 € T C S e z € ¢(S), entdo x € ¢(T), enquanto
que o axioma 7 diz que se M C Qx, J{S: S e M} =V € Qx e z € ¢(S) para todo S € M, entdo
xz € c(V).

20 axioma ¢ afirma que para todo par de conjuntos finitios S, T € Qx e para qualquer par z,y € c(.9)
com z #y, se S C T, entdo ¢(T) # {z}.
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Capitulo 5
Conclusao

Nesta dissertacao, revisitamos a nocao de preordem regular introduzida por Eliaz and
Ok (2006). Esperamos ter mostrado que a regularidade ¢ completamente nao restritiva
para o processo de racionalizacao em si. Também argumentamos que regularidade pode
ser interpretada como exigindo que a preordem seja maximal, dada sua parte estrita. E
essa maximalidade que permite com que uma preordem regular, quando utilizada para
racionalizar uma correspondéncia de escolha, identifique nossa nocao de indiferenca com-
portamental com a sua parte simétrica e a nocao de incomparabilidade observavel de Eliaz
e Ok com a classe dos seus elementos incomparaveis. Essa ¢ a esséncia da regularidade:
permitir com que a preordem utilizada no processo de racionalizacao consiga distinguir,
de uma forma relevante, entre indiferenca e incomparabilidade.

A analise feita por Eliaz and Ok (2006) depende de uma definigao incomparabilidade
observavel. Acreditamos, no entanto, que a no¢ao de indiferenca comportamental é mais
béasica e, por isso, demos prioridade a essa nocao. Enquanto que no framework de Eliaz
e Ok, essas noc¢oes sao complementares, a nogao de indiferenca comportamental tem um
maior espectro de aplicacdes. Para justificar essa tltima afirmagcao, mostramos como essa
nocao pode ser usada para obter representacoes de models of behavior nas quais quando
dois elementos sao tratados como comportamentalmente indiferentes, eles nao s6 sao ditos
indiferentes pelas preferéncias dos agentes, mas também eles sao tratados, de um ponto
de vista psicologico, como indistinguiveis. Seria interessante ver qual seria a implicagao
de nossa nocao de indiferenca comportamental para a racionalizacao de outros modelos de
decisdo, dentre eles o revealed attention model de Masatlioglu et al. (2012) e o endogenous
reference model de Ok et al. (2015), por exemplo.

Notamos ainda que para o tipo de representacao estudado nesta dissertacao, apenas
a parte estrita da relacdo binaria 77 utilizada no processo de racionalizacao importa, no
sentido de que qualquer outra relacao binaria que compartilhe a mesma parte estrita
pode também ser usada para representar a correspondéncia de escolha. Em particular,
a relagao >, definida por x > y se, e somente se, y nao ¢ estritamente preferivel a z

de acordo com -, racionaliza a mesma preferéncia de escolha que 7Z. A relagdo = é

~y
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completa, mas apenas sua parte estrita é transitiva. Ou seja, >~ é apenas quase-transitiva.
Sen (1971), Schwartz (1976), e Bandyopadhyay and Sengupta (1993) provaram uma série
de teoremas de representacao que caracterizam correspondéncias de escolha que podem ser
racionalizada por uma relacao completa e quase-transitiva. O Lema 2 acima mostra que
todos esses resultados poderiam ser reformulados em termos de uma preordem regular.
No entanto, se acreditamos que é importante, nao s6 racionalizar uma correspondéncia
de escolha, mas também capturar outros aspectos observaveis do comportamento dos
agentes, a racionalizacao por uma preordem completa e quase-transitiva, ou mesmo por
qualquer outra preordem que nao seja regular, nao é, de modo algum, equivalente a

racionalizacao por uma preordem que o seja.
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