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RESUMO 

 

Os modelos de Markov com estados ocultos (Hidden Markov Models - HMMs) apresentam 

características propícias para simular a persistência observada em séries de vazões, 

especialmente pela sua estrutura de variação de estados “ocultos”, que é descrita por uma 

Cadeia de Markov, sendo potencialmente úteis em regiões onde a variabilidade climática 

produz regimes ou estados hidrológicos secos e úmidos, até porque permitem considerar 

explicitamente índices climáticos que influenciam a persistência.  

Este trabalho avaliou o desempenho dos HMMs, e sua versão não-homogênea 

(NHMMs), que fazem uso dos indicadores climáticos NINO3 e Dipolo do Atlântico, na 

geração de séries sintéticas de vazões anuais, observando a capacidade de tais modelos em 

representar adequadamente diversas estatísticas da série anual de vazões afluentes ao 

reservatório Orós, localizado no Nordeste do Brasil. O desempenho de tais modelos foi 

comparado com o desempenho do clássico modelo ARMA, levando em consideração 

diversas estatísticas de persistência hidrológica.  

Modelos HMM com dois e três estados ocultos, baseados na distribuição Gama 

(HMM-G) e Log-Normal (HMM-NLT), foram capazes de representar adequadamente a 

grande maioria das estatísticas de persistência selecionadas, tendo obtido desempenho 

similar ao do modelo AR(2), o mais adequado dentre os modelos ARMA para a região. 

Testes de hipóteses foram realizados para cada modelo e para cada estatística de 

persistência. Apenas o modelo HMM-G2 (dois estados ocultos) foi rejeitado para uma das 

métricas de persistência (valor-p = 6.8%), o volume de déficit médio de período seco. 

Todos os outros modelos HMMs e o AR(2) passaram nos testes de hipóteses para todas as 

métricas empregadas. Entretanto, observaram-se diferenças nos desempenhos de cada 

modelo, embora não tenha sido possível indicar um melhor modelo, pois o desempenho 

varia com a métrica escolhida. A inclusão de indicadores climáticos na análise traz alguns 

benefícios pontuais, como melhorar a representação da autocorrelação, quando se utiliza o 

NHMM-NLT2, e do volume médio de deficit do modelo NHMM-G2.  

Os resultados mostram que os modelos HMMs e NHMMs apresentaram resultados 

satisfatórios ao representar as características estatísticas da série estudada, com 

desempenho similar aos modelos ARMA, tendo superado tais modelos na representação de 

vazões máximas e mínimas, assim como em algumas métricas de persistência, tais como, 

comprimentos máximo e médio de períodos úmidos. 
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ABSTRACT 

 

Hidden Markov models (HMMs) have specific characteristics that make them well suited 

to simulate observed hydrologic persistence in streamflow records, especially because of 

the way it models the variability of hidden states, described by a Markov chain. HMMs are 

potentially useful in regions where climate variability produces persistent dry and wet 

hydrologic states, especially because it may explicitly employ climate indicators that 

influence persistence. 

 This dissertation evaluated the performance of HMMs, and its non-homogeneous 

version (NHMMs), which employes NINO3 and Atlantic Dipole climate indicators, in the 

generation of synthetic annual inflow series onto Orós reservoir, located in Northeastern 

Brazil. The performance of such models was compared to the performance of classical 

ARMA models, focusing in their ability to reproduce several hydrologic persistence 

statistics. 

 HMMs with two and three hidden states, based upon Gamma (HMM-G) and log-

Normal (HMM-NLT) distributions, were able to represent properly most of hydrologic 

persistent statistics and had a performance as good as the one provided by AR(2) model, 

the best ARMA model for the basin. Hypothesis tests were performed for each model and 

for each one of the persistent statistics employed in the study. Among HMMs, just HMM-

G2 (two states) was statistically rejected (p-value = 6.8%) for not being able to reproduce 

the mean deficit volume in dry periods. All other HMMs and the AR(2) model passed the 

test. However, differences in performance among models were observed, but it was not 

possible to select the best model because no single model outperformed others in the 

reproduction of all statistics. The inclusion of climate indicators in the analysis provided 

some specific benefits in the performance of some models, for example, it improved the 

way NHMM-NLT2 reproduces the lag-1 autocorrelation and helped NHMM-G2 with the 

mean deficit volume during dry periods. 

 In general, results show that HMMs and NHMMs provided synthetic annual 

streamflow series that properly reproduce many desirable statistics observed in the record, 

especially those related to hydrologic persistence, had performance similar to the one 

achieved by ARMA models, and outperformed ARMA models in reproducing some 

specific statistics, such as, minimum and maximum flows, and maximum and mean length 

of wet periods.  
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1 - INTRODUÇÃO  

 

Modelos de geração de séries sintéticas de vazão vêm sendo utilizados desde 1960 para 

avaliar o desempenho de alternativas de sistemas hídricos, tanto em nível de planejamento 

quanto de gerenciamento dos recursos hídricos (Salas et al.1980). Esse tipo de abordagem 

permite avaliar o tamanho ótimo e os benefícios da construção de um novo reservatório, da 

transposição de águas de uma bacia para fins de abastecimento, na avaliação de diferentes 

regras de operação de um sistema de reservatórios, assim como na avaliação de diferentes 

políticas de alocação de água (Loucks et al. 2005). A utilização desses modelos se baseia 

no fato de que a série histórica disponível não é suficiente para representar as possíveis 

sequências de vazão que podem ocorrer no futuro. A justificativa para empregar tais 

modelos é ainda mais forte quando o interesse está em avaliar o desempenho de sistemas 

hídricos quando da ocorrência de eventos extremos, como uma sequência de anos secos 

(Thyer e Kuczera, 2000; Loucks et al. 2005). 

 

De uma forma geral, modelos estocásticos de vazão empregados no passado consideravam 

apenas variações sazonais e mensais no comportamento das vazões, e não levavam em 

consideração possíveis variações dos parâmetros do modelo em escala anual. Esse fato 

pode ser visto como uma limitação, pois observa-se em várias partes do mundo a presença 

de ciclos de variação de baixa frequência nas séries de vazões observadas, com sequências 

relativamente longas de anos secos, seguidas de sequências de anos mais úmidos (Akintug 

e Rasmussen, 2005). Esses ciclos de variabilidade estão, muitas vezes, relacionados com 

mecanismos climáticos de larga escala, geralmente associados aos padrões de temperatura 

da superfície dos oceanos (Uvo et al., 1998). Por exemplo, na região do Nordeste do Brasil 

(NEB), sabe-se que esses ciclos de anos secos e úmidos estão relacionados com o 

fenômeno do El Niño-Southern Oscillation, que ocorre em uma escala interanual entre 4-7 

anos, e com o sistema de altas pressões no oceano Atlântico tropical, que tende a produzir 

ocorrência de regimes climáticos secos e úmidos principalmente na escala intranual e 

interanual, produto de um gradiente das temperaturas da superfície desse oceano. (Uvo et 

al. 1998; Hastenrath, 2000; Kayano e Andreoli, 2006; Marengo, 2008). Os estudos de 

Souza Filho e Lall, (2003) e Lima, (2010), por exemplo, mostram que ciclos de estados 

úmidos e secos vêm sendo observados no NEB. 
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Embora não seja possível afirmar categoricamente, modelos estocásticos tradicionais de 

geração de séries sintéticas de vazão baseados na família de modelos ARMA (Modelos 

Autoregressivos e de Média Móvel) podem ter dificuldade em simular adequadamente 

esses ciclos mais longos, o que pode levar a conclusões errôneas sobre o desempenho de 

sistemas hídricos. A observação dessas longas persistências de anos secos e úmidos 

induziu ao desenvolvimento de outros modelos estocásticos, que tentam de maneira 

explícita representar essas mudanças de estado.  

 

Modelos de Markov com estados ocultos (HMM) são fortes candidatos para a geração de 

séries sintéticas de vazão nas quais se observa longa persistência de períodos úmidos e 

secos, pois os mesmos possuem uma maneira explícita de definir o regime de vazões em 

que o rio se encontra. Os HMM podem, ainda, levar em consideração variáveis exógenas, 

tal como indicadores climáticos que sabidamente exercem influência sobre as vazões do 

rio, passando a ser chamados então de Modelos de Markov com Estados Ocultos Não-

Homogêneos (NHMM). Os NHMM são úteis para a geração de séries sintéticas de vazão, 

ainda que não se conheça a série de indicadores no futuro, sendo possível realizar a 

simulação com as séries observadas de indicadores climáticos. O uso potencial dos 

NHMMs está na previsão climática de vazões, embora a mesma não seja abordada neste 

trabalho. 

 

Considerando isso, esta dissertação explora o uso de HMMs e NHMMs para modelar a 

série de vazões anuais afluentes ao reservatório Orós, localizado no estado do Ceará, no 

NEB. Esta série foi estudada devido à importância e ao porte do rio Jaguaribe na região, 

além de ser uma série estatisticamente útil por não apresentar falhas e ter um comprimento 

longo (90 anos). O objetivo foi avaliar o desempenho desses modelos e compará-los com 

modelos do tipo ARMA. A avaliação não se restringe às métricas usualmente empregadas 

nesses casos, como a representação dos momentos da distribuição de probabilidades das 

vazões anuais e sua função de autocorrelação, mas engloba também estatísticas 

relacionadas à persistência das vazões em estados secos e úmidos. 

 

Depois dessa introdução, o documento prossegue com a apresentação dos objetivos do 

estudo seguida de uma revisão bibliográfica de modelagem estocástica de vazões. Na 

sequência, o Capítulo 4 segue com uma revisão de literatura dos HMMs e NHMMS e o 

Capítulo 5 apresenta formulação teórica, que inclui tanto os modelos ARMA quanto os 
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modelos HMMs e NHMMs. Uma revisão da variabilidade climática na região do NEB é 

dada no Capítulo 6, seguido do Capitulo 7, que contém a metodologia do estudo e do 

Capítulo 8, com a descrição do estudo de caso. Os resultados e a discussão, Capítulo 9, 

precedem então as conclusões da pesquisa, apresentada por fim no Capitulo 10.  
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2 - OBJETIVOS 

 

2.1 - OBJETIVO GERAL 

 

Explorar o uso de modelos de Markov com Estados Ocultos na geração de séries sintéticas 

de vazões anuais, e compará-los com modelos do tipo ARMA e a distribuição Gama de 

dois parâmetros na tentativa de reproduzir ciclos de períodos úmidos e secos observados na 

série de vazão afluente ao reservatório Orós, localizado no Estado do Ceará. 

 

2.2 - OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

 Avaliar o desempenho de modelos de Markov com Estados Ocultos (HMMs) 

empregando as distribuições Gama, para representar as vazões anuais na escala 

real, e a distribuição Normal, para representar as vazões anuais na escala 

logarítmica; 

 

 Avaliar o ganho de se incorporar os indicadores climáticos na representação das 

vazões anuais com o emprego da versão não-homogênea dos modelos de Markov 

com Estados Ocultos (NHMMs); 

 

 Comparar o desempenho dos modelos HMMs e NHMMs na geração de séries 

sintéticas de vazão anual com o desempenho de modelos do tipo Autoregressivos 

de Médias Móveis (ARMA) e a distribuição Gama de dois parâmetros, empregando 

métricas que expressem a questão da persistência das vazões em estados secos e 

úmidos. 
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3 - MODELAGEM ESTOCÁSTICA DE SÉRIES DE VAZÕES  

 

3.1 - MOTIVAÇÃO 

 

Na hidrologia, existe sempre o interesse de descrever os processos hidrológicos que 

ocorrem em uma bacia. Para alcançar esse objetivo, faz-se uso de modelos para descrever o 

comportamento das variáveis que fazem parte do ciclo hidrológico, tais como precipitação, 

vazão, infiltração, e evapotranspiração, empregando características físicas próprias da 

bacia. Existe uma ampla variedade de modelos que realizam a simulação dos processos na 

bacia, que podem ser classificados em duas grandes classes: os determinísticos e os 

probabilísticos. A segunda classe de modelos, objeto desta dissertação, assume que os 

processos físicos podem ser modelados por variáveis aleatórias, que seguem leis 

probabilísticas, sendo então chamados de modelos estocásticos ou estatísticos (Bayer e 

Castro, 2012).  

 

Os modelos estocásticos formam o que se chama de hidrologia estocástica, que por sua vez 

se divide em duas partes. A primeira parte se refere ao estudo de frequência de eventos 

extremos, com diversas aplicações, como por exemplo, no dimensionamento de obras de 

controle de cheias, enquanto que a segunda parte trata da análise de séries temporais, que 

pode ser empregada no planejamento e análise de sistemas de recursos hídricos cujas 

variáveis de entrada possuem grande variabilidade e incerteza. O estudo de séries 

temporais de variáveis hidrometeorológicas possui um papel importante no planejamento e 

operação de sistemas hídricos.  

 

Ao longo do século passado, surgiram diversos modelos estocásticos, que tinham como 

objetivo principal gerar múltiplas sequências de variáveis hidrometeorológicas para que 

fosse possível avaliar o desempenho de sistemas hídricos via simulação, por exemplo os 

modelos Autoregressivos (AR). (Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992; Loucks et al. 2005).  

 

Tendo em vista a importância prática de modelos desse tipo, o campo do conhecimento 

referente à geração estocástica de variáveis hidrometeorológicas, em especial de vazão, é 

bastante extenso e inclui modelos com diversos níveis de complexidade, desde os mais 

simples, com propriedades estatísticas estacionárias para geração de vazões em um único 
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local, aos mais complexos, que incorporam alguma forma de não-estacionariedade da série, 

e que podem ser aplicados em situações onde é necessário gerar séries simultâneas em 

diversos locais, levando em consideração a estrutura de correlação espacial das vazões, e 

possivelmente alguma forma de relação com indicadores climáticos de larga escala, como 

o El Niño.  

 

O principal objetivo desses modelos é gerar séries de variáveis hidrometeorológicas que 

sejam estatisticamente similares à série histórica, denominadas séries sintéticas. 

Frequentemente se diz que um modelo estocástico de geração de vazões é útil para gerar 

séries sintéticas de vazão se ele produz vazões com a mesma média, variância, coeficiente 

de assimetria, coeficiente de autocorrelação e/ou estrutura de correlação espacial das 

vazões observadas (Loucks et al. 2005). Mas essa é apenas uma interpretação possível de 

similaridade entre as séries geradas pelo modelo e a série observada. Outra interpretação, 

também válida, seria obter um modelo estocástico que reproduza de maneira fiel a 

distribuição marginal da vazões, no caso univariado, ou a distribuição conjunta, no caso 

multivariado. 

 

A Figura 3.1 ilustra como séries sintéticas de vazão ou séries de outras variáveis 

hidrometeorológicas (chuva, evapotranspiração potencial e temperatura) são utilizadas, em 

conjunto com sequências de demandas futuras e de outras informações de caráter 

econômico, para avaliar o desempenho de sistemas hídricos quando simulados com 

diferentes políticas operativas e até mesmo com diferentes configurações de reservatórios. 

O emprego de séries sintéticas permite que se avalie o desempenho do sistema de forma 

mais ampla, possivelmente em condições extremas mais adversas do que aquelas 

encontradas na série histórica disponível, muito embora as múltiplas séries geradas 

possuam as mesmas características estatísticas da série histórica, permitindo que se 

obtenham sistemas hídricos e políticas operacionais mais robustos (Vogel e Shallcross, 

1996).  
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Figura 3.1 - Estrutura de um estudo de simulação, indicando a transformação de uma 

sequencia de vazões sintéticas, demandas futuras, desenho e as politicas operacionais para 

produzir estatísticas do desempenho do sistema (Loucks et al. 2005, traduzido). 

 

3.2 - BREVE HISTÓRICO 

 

Segundo Salas et al. (1980), a modelagem estocástica de vazões se inicia com os primeiros 

estudos de Hazen (1914) e Sudler (1927) que mostraram como utilizar a análise estatística 

para analisar sequências de vazões de um rio. Mais tarde, Hurst (1951) investigou a longa 

série existente de vazões do rio Nilo e de outras séries de variáveis geofísicas para a 

elaboração do projeto da barragem de Aswan. Esse estudo produziu um impacto teórico e 

prático para analisar séries temporais de fenômenos físicos e hidrológicos. Em seguida, 

Barnes (1954) estendeu os estudos empíricos de Hazen e Sudler, e introduziu a ideia de 

geração sintética de vazão utilizando uma tabela de números aleatórios Normais.  

 

No entanto, o anterior não foi útil até o começo da década dos 60’s com os aportes de Box- 

Jenkins, ali foi que o desenvolvimento formal da modelagem estocástica começou com a 

introdução e aplicação dos modelos AR para vazões anuais e sazonais com Thomas e 

Fiering (1962) e Yevjevich (1963). Nesse mesmo período, Matalas (1967) com o intuito de 

expandir o modelo de Thomas e Fiering para regiões onde as vazões possuíam assimetria 

positiva, introduziu modificações do tipo logarítmico para obter os estimadores 

estocásticos do modelo original de Thomas e Fiering (Farias, 2003). 

 

Entretanto, apenas na década de 1960 deu-se de fato o início formal da modelagem 

estocástica. Assim, muitos modelos com as anteriores considerações têm sido 

desenvolvidos para modelar séries temporais e aplicar-se na modelagem estocástica de 

vazões. Por conseguinte, existem os denominados Modelos Autoregressivos 

Modelo de simulação de um 

sistema de recursos hídricos 

Vazões sintéticas e outras 

sequências de dados 

Demandas futuras e 

outros dados econômicos 

Desenho do sistema e 

politicas operacionais 

Desempenho do 

sistema 
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(Autoregressive Models-AR) e os modelos Autoregressivos de Médias Móveis 

(Autoregressive Moving Average - ARMA), modelos que são mencionados como clássicos 

ou tradicionais (Thyer e Kuczera, 2000). E a partir desses modelos surgiram uma ampla 

variedade de modelos, como os trabalhos de Salas et al. (1980);  Salas (1993); Bras e 

Rodriguez-Iturbe (1992); Marco et al. (1989), que fazem uma recopilação dos trabalhos e 

conceitos desses modelos aplicados na hidrologia e mencionam que o desenvolvimento 

histórico da modelagem de séries temporais, começa com os trabalhos na década dos 60’s 

e 70’s de Box-Jenkins.  

 

Os modelos propostos por Box- Jenkins (1970) partem da ideia de que cada valor da série 

temporal pode ser explicado por valores prévios, a partir do uso da estrutura de correlação 

temporal que geralmente há entre os valores da série (Werner e Ribeiro, 2003).  

 

A partir daí, surgiu o interesse de desenvolver novos modelos a partir do modelo básico 

AR que fossem justificados fisicamente, com o objetivo de serem utilizados para avaliar 

impactos nos recursos hídricos. Dessa forma, foram desenvolvidos muitos modelos e com 

eles surgiram muitas críticas sobre a não representação de dependências curtas e longas, 

dificuldade para calcular os parâmetros e incerteza neles e também falta de justificação 

física e a suposição de estacionariedade que nem sempre é valida (Salas et al., 1980; 

Loucks et al., 2005). Os detalhes dos modelos AR e ARMA, assim como outros modelos 

derivados deles, que têm sido utilizados na modelagem hidrológica, são tratados nas 

seguintes seções. 

 

3.3 - PERSISTÊNCIA EM SÉRIES TEMPORAIS HIDROLÓGICAS 

 

Em muitas ocasiões, as séries temporais de observações hidrológicas apresentam variações 

entre períodos ou estados climáticos. Variações que em alguns casos ocorriam ao redor de 

uma estatística (média, mediana, etc.). Assim, dado um limiar (threshold) específico, é 

possível determinar em uma série histórica períodos ou estados climáticos, por exemplo, 

em uma série de vazões observadas, tomando como limiar à média, pode-se definir como 

períodos secos à sequência consecutiva de observações abaixo da média. Os períodos 

úmidos serão então definidos como os períodos onde as observações se encontrem acima 

da média (Sveinsson et al. 2003). 
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Contabilizar o tamanho dos comprimentos desses períodos é de interesse em varias áreas. 

Na hidrologia, por exemplo, é importante analisar essa persistência, a qual se denomina: 

persistência hidrológica. Sendo útil a sua análise para ajustar modelos estocásticos e gerar 

dados que apresentem a variação observada entre os estados climáticos (períodos secos e 

úmidos) ou a persistência desses estados. Segundo Whiting (2006), a persistência 

hidrológica em séries de precipitação e vazões é o resultado da influencia de variáveis 

atmosféricas ou armazenamento sub-superficial na bacia. Persistência que repercute 

principalmente no desenho e no gerenciamento de infraestrutura de abastecimento de água. 

Nesse aspecto, Douglas et al. (2002) mencionam que uma longa vida útil de um sistema de 

abastecimento de água é possível de se obter quando a persistência das vazões é levada em 

consideração na etapa de desenho. Com tudo isso, a análise da persistência hidrológica 

ajuda a desenvolver modelos estatísticos que representem as observações históricas para se 

aproximar melhor à realidade que sirvam de suporte à gestão dos recursos hídricos 

(Whiting, 2006). 

 

Vários modelos estocásticos têm sido propostos na literatura para simular a persistência 

hidrológica, entre eles estão os modelos tradicionais ARMA, Fractional ARMA 

(FARMA), Fractional Gaussian Noise e Broken Line que são úteis para representar 

variabilidade de longo prazo e podem produzir mudanças aparentes de estados em séries 

climáticas e hidro-climáticas (Salas, 1993). Em adição a esses modelos estão os de Média 

Móvel (Shifting Mean Models), propostos por Boes e Salas (1978) e Salas e Boes (1980) e 

também utilizados por Sveinsson et al. (2003). Os Modelos de Markov Oculto (Hidden 

Markov Models-HMM), capazes de gerar padrões de variabilidade (Sveinsson et al., 2003), 

foram utilizados por Zuchinni e Guttorp (1991), Thyer e Kuczera (2000), Robertson et al. 

(2004) e Lima (2010). 

 

Existem vários trabalhos relatados na literatura que buscam estudar a persistência 

hidrológica com o objetivo de produzir simulações de comprimentos de períodos 

climáticos utilizando alguns desses modelos estocásticos. Entre os primeiros trabalhos está 

o realizado por Saldarriaga e Yevjevich (1970). Eles analisaram as mudanças repentinas 

nas vazões anuais no Rio Colorado nos Estados Unidos, no exutório da parte superior da 

bacia do Rio Colorado denominado Lees Ferry, um local no Rio Colorado que recebe as 

águas da parte superior da bacia desse rio, investigando várias propriedades dos 

comprimentos dos períodos climáticos com a hipótese que esses comprimentos são 
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propriedades das series hidrológicas. Com o objetivo de calcular períodos secos e úmidos 

utilizando modelos AR(1), eles demonstraram a utilidade desse tipo de modelos para essas 

análises. 

 

Do mesmo modo, Sveinsson et al. (2003) analisaram séries climáticas e hidro-climáticas 

que apresentam mudanças abruptas ou repentinas entre estados. Propuseram modelos de 

medias mudáveis (Shfting Mean Models) com a intenção de capturar essa variabilidade 

entre estados e tiveram sucesso em representar a dinâmica dessas variações aplicando os 

modelos propostos a uma série do índice climático de Oscilação Decenal do Pacifico 

(Pacific Decadal Oscillation- PDO) e a série de vazões médias anuais do Rio Níger, na 

África. Obtiveram uma boa representação para essas séries onde a média observada 

mudava ao longo do tempo. Eles compararam seus modelos com o modelo ARMA 

analisando a representação das estatísticas observada das simulações de séries geradas por 

esses modelos e utilizando estatísticas que definiam períodos secos e úmidos propostos a 

partir de um limar definido pela média observada e níveis de demanda. Também 

analisaram a capacidade de armazenamento e o período de retorno de secas severas e 

demonstraram a aplicabilidade desses modelos para a geração de cenários realísticos de 

períodos secos e úmidos, com menor incerteza e variabilidade no valor de estatísticas e 

métricas de desempenho dos modelos frente aos modelos ARMA. 

 

Prairie et al. (2008) tentaram propor uma metodologia para analisar esse tipo de 

persistência analisando a série de vazões anuais do Rio Colorado, no ponto Lees Ferry. A 

metodologia incluía juntar os pontos fortes de dois métodos utilizados na análise de séries 

temporais, eles são a Paleo reconstrução de dados por meio de anéis das árvores e séries 

observadas. Formando assim uma metodologia que combina a longa informação das 

vazões paleo reconstruídas com a curta, mas confiável, informação das vazões observadas. 

Os autores utilizaram a informação paleo construída para simular os estados hidrológicos 

por meio de um modelo que incluía uma Cadeia de Markov Não Homogênea, e logo as 

magnitudes das vazões simuladas foram calculadas utilizando uma série temporal (K-

Nearest Neighbor (K-NN) bootstrap) e condicionadas ao estado hidrológico prévio e à 

vazão previa. Assim, obtiveram que essa metodologia apresentou uma grande habilidade 

para uma ampla variedade de sequências úmidas e secas. Utilizaram também, várias 

estatísticas a partir de um limiar que definiu os períodos climáticos (foi utilizada a mediana 

da série observada para tal definição), comparando essas estatísticas definidas com as 
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mesmas estatísticas observadas. Além disso, também foi analisada a série de vazões para 

avaliar a capacidade de armazenamento num reservatório frente a vários níveis de 

demanda.  

 

Por último, informação detalhada sobre conceitos, estudos e modelos utilizados na análise 

de persistência hidrológica e em especial a análise de secas é oferecida por Mishra e Singh 

(2011). Existem diversos estudos além dos já citados, mas, em especial, aqueles que se 

utilizam dos modelos de Markov oculto são destacados no capítulo cuatro.  
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4 - REVISÃO DE LITERATURA 

 

4.1 - APLICAÇÕES DOS MODELOS DE MARKOV OCULTO NA MODELAGEM 

HIDROLÓGICA 

 

4.1.1 - Aplicações dos Modelos Homogêneos de Markov com Estados Ocultos (HMM) 

 

Uma das primeiras aplicações de modelos HMM para simular séries sintéticas de vazões 

anuais foi realizada por Jackson (1975). O foco do estudo foi obter um modelo, então 

denominado “Markov Mixture Model”, que fosse capaz de simular longos períodos de anos 

secos. Um modelo com dois estados foi analisado, um para vazões normais e outros para 

vazões baixas, aplicando-se a distribuição Normal. O método foi capaz de simular 

sequências de anos seco mais longas do que o tradicional modelo de Thomas-Fiering 

(1962). 

 

Mais tarde, Thyer e Kuczera (2000) utilizaram um HMM para simular a persistência de 

períodos secos e úmidos, porém eles aplicaram o modelo tanto para séries de vazões anuais 

quanto para precipitação anual. As análises foram realizadas em quatro regiões da 

Austrália. No caso da vazão, as séries foram empregadas na escala logarítmica para que 

fosse possível empregar a distribuição Normal para os dois estados analisados (seco e 

úmido). Eles assumiram que as probabilidades de transição de estados eram estacionarias 

(HMM homogêneo) e trabalharam sob a hipótese de que os eventos secos e úmidos estão 

vinculados a fenômenos climáticos globais como o ENSO, a Interdecadal Pacific 

Oscillation (IPO) e o Vórtice Circumpolar, ou eram influenciados por sistemas climáticos 

do pacifico tropical (White, 2006). A estimativa dos parâmetros do modelo foi realizada 

sob uma abordagem Bayesiana empregando o amostrados Gibbs. Os autores concluíram 

que os HMMs obtiveram sucesso na representação da persistência dos estados climáticos 

quando comparado com os resultados obtidos pelo modelo AR(1), que era utilizado na 

época para estudos desempenho de sistemas hídricos.  

 

Thyer e Kuczera (2003a e b) estendem o trabalho realizado anteriormente focando no 

ajuste de modelos HMM para simulação de séries de precipitação em múltiplos locais 

empregando análise Bayesiana. Foi dada ênfase aos aspectos de estimativa de parâmetros 
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utilizando uma análise Bayesiana, com foco na determinação das distribuições a priori e de 

como lidar com valores faltantes no histórico. A metodologia foi aplicada a três bacias 

hidrográficas localizadas na costa leste Australiana, que servem como manancial de 

abastecimento. Os resultados mostraram que, para duas das três regiões, o modelo com 

dois estados é mais provável do que o de apenas um estado sem qualquer persistência. Os 

resultados para a terceira região foram inconclusivos, pois se obteve uma distribuição a 

posterior bimodal para o tempo médio de residência de estados e os autores chamam a 

atenção sobre a necessidade de entender melhor como identificar o grau de persistência 

(homogênea) numa região. De fato, as bacias estudadas eram melhor representadas por 

modelos com dois estados. 

 

Thyer e Kuczera (2003b, 2006), então, estendem o trabalho anterior testando o 

comprimento necessário para um melhor ajuste dos HMM, o calculo dos parâmetros desses 

modelos e como empregar dados provenientes de múltiplas locais de medição. Um dos 

resultados desses trabalhos é que para um maior comprimento das séries analisadas tem-se 

um melhor ajuste do modelo e uma maior representação da persistência de estados 

climáticos. 

 

Um trabalho parecido ao de Thyer e Kuczera (2000) foi realizado por Akintug e 

Rasmussen (2005), utilizando um HMM de m estados ao que chamaram “Markov 

Switching Model” de ordem m. Eles analisaram uma série anual de vazões, e ajustaram 

modelos HMM, para depois compará-los com vários modelos ARMA conseguindo bons 

resultados na hora de simular métricas persistência de períodos secos, da capacidade de 

armazenamento necessária num reservatório, onde, obtiveram métricas que se 

aproximaram a valores observados. Eles, também, derivaram uma expressão para a função 

de autocorrelação (ACF) dos HMM, tendo por conta o trabalho de Timmermann (2000). 

Mencionaram o que também foi ressaltado por Zucchini e MacDonald (2009) a respeito da 

ACF dos HMM, citando que essa função tem a mesma estrutura da ACF dos modelos 

ARMA (m-1, m-1). Logo, pode-se encontrar o modelo ARMA que tenha exatamente a 

mesma ACF de um modelo HMM de m estados e que os HMM são úteis quando os dados 

observados tem uma forte autocorrelação, inclusive para valores de defasagem (Lags) altos 

comparados com os modelos ARMA. Mas a deficiência dos HMM está na hora do ajuste 

da distribuição marginal dos dados observados e da incerteza nos parâmetros, como 
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quando se tem uma série curta e o número de parâmetros é alto, visto que, para um 

aumento de estados do modelo, tem-se um aumento nos parâmetros que se devem calcular.  

 

A mesma linha de análises de persistência utilizando HMM seguiu Whiting (2006), que 

identificou a persistência e variabilidade de períodos secos e úmidos. O autor analisou a 

magnitude desses períodos climáticos em séries hidrológicas de vazões e precipitação na 

escala anual e mensal empregando séries de precipitação de múltiplas estações 

pluviométricas ao longo da Austrália e séries de vazões de bacias australianas com forte 

variabilidade climática, como as regiões áridas. A persistência foi então relacionada com 

fenômenos climáticos como o ENSO e o DIPOLO do Oceano Índico (Indian Dipole Index-

IDO). Devido às fortes correlações de índices climáticos pertencentes a esses fenômenos 

com as series de precipitação e vazão notou-se que a maior influencia sobre a persistência 

sobre as vazões a exerce o ENSO. Portanto, esse trabalho demonstrou que os modelos 

HMM são uma forte ferramenta para a análise da persistência de estados climáticos por 

representarem a variabilidade e a persistência de estados secos e úmidos, inclusive por 

acima dos modelos ARMA; e simularem séries com períodos correspondentes aos registros 

históricos.  

 

Whiting, (2006) também mencionou que a deficiência dos HMM está ao assumir as 

distribuições de probabilidade dos dados, ele assumiu que os dados distribuíam-se 

normalmente para os dados anuais como nos trabalhos de Thyer e Kuczera (2000) e 

Akintug e Rasmussen (2005) e na escala mensal ele utilizou um HMM com distribuições 

Log-Normais. Suposições estatísticas que deram problemas na hora de ajustar a 

distribuição de mistura.  O mesmo problema de ajuste mencionado por Akintug e 

Rasmussen (2005) e que se torna mais relevante quando os dados apresentam assimetria 

positiva significativa. Dessa forma, o autor propôs um Modelo Não Paramétrico de 

Markov Oculto (Non Parametric Hidden Markov Model - NP HMM) para suprir as 

deficiências dos HMM básicos. Mas, todos esses problemas os HMM utilizados 

demonstram um claro sucesso na hora de representar a persistência obtendo-se melhores 

simulações (comprimentos de períodos mais longos) que os modelos ARMA.  

 

No caso da simulação e previsão de vazões, Fortin et al. (2004) reformularam o “Shifting 

Level Model” (SL Model) de Salas e Boes (1980) configurando um HMM que utilizaram 
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para simular a persistência e fazer previsões de vazões anuais. O modelo “SL Bayesiano”, 

nome dado ao modelo proposto, foi comparado aos modelos ARMA. O SL Model não 

apresentou o sucesso esperado na hora das previsões pontuais, com maiores erros na 

previsão (Bias) em relação aos modelos ARMA, pois além do SL Model ser um modelo 

não linear, a serie observada não era estacionaria. Logo, os modelos lineares ARMA 

apresentaram um melhor desempenho para a previsão em concordância ao mencionado por 

Ramsey (1996) e Dacco e Satchell (1999) em relação aos SL Models. No entanto, deve-se 

informar que o SL Model apresentou melhores previsões condicionais, não descartando que 

esse modelo possa ser útil para prever eventos extremos e que consiga simular as variações 

na média da série observada. 

 

Do mesmo modo, Bracken (2011) utilizou modelos HMM para simular a variabilidade de 

estados na serie de vazões anuais do Rio Colorado, em Lees Ferry. Uma boa representação 

da série analisada foi obtida através desses modelos comparado ao desempenho do modelo 

AR(1), demonstrando novamente que os HMM são úteis para representar a ocorrência de 

longos períodos de estados climáticos e  simular bem as densidades de probabilidade 

desses períodos e o histórico dos comprimentos. Os melhores resultados obtidos 

aconteceram quando empregou-se um modelo com distribuições dependentes Gama. Além 

disso, os HMM foram capazes de simular comprimentos de maior magnitude que os 

modelos AR(1), embora tenha apresentado deficiência na hora de capturar a 

autocorrelação. Isso não foi impedimento para recomendar o uso dos HMM, porque a série 

utilizada tinha uma autocorrelação muito baixa, dada principalmente pela variação de 

regimes climáticos.  

 

Esse autor também relata o uso dos HMM para fazer previsões, sendo melhor, nesse caso, 

um HMM com distribuições dependentes Normais, frente ao outro HMM e, sobretudo, 

frente ao modelo AR(1). É mencionado inclusive que os HMM prevêem melhor os 

períodos úmidos e os modelos AR(1) os períodos secos. Esse trabalho também realizou a 

decodificação global que mostrou que é possível representar o sistema (serie de vazões 

anuais), sugerindo que não só é suficiente capturar a ACF, como é preciso representar a 

variação de estados, além da persistência.  

 

A partir dessas considerações, conclui-se que os HMM têm sido utilizados em vários 

estudos com grande sucesso. Mas, apresentam várias deficiências especificamente na 
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suposição das distribuições dependentes o que leva ao fato de que essas distribuições não 

se ajustam adequadamente a uma distribuição de mistura e ainda existem deficiências na 

hora de representar a autocorrelação dos dados observados. Pelo que se propõem modelos 

diferentes aos HMM básicos, para suprir as deficiências, como os HMM não paramétricos.  

 

4.1.2 - Aplicações dos Modelos de Markov com Estados Ocultos Não Homogêneos 

 

Muitos estudos sobre as interações entre oceano e a atmosfera têm mostrado que os 

processos hidro-climáticos exibem uma forte variação de padrões ou estados climáticos, 

(Yonetani e Gordon, 2001; Rial et al., 2004; Sveinsson et al., 2003; Schwing et al., 2003; 

Fortin et al., 2004). Na região do Nordeste Brasileiro (NEB) há diversos autores que 

trazem trabalhos sobre a influência dos padrões espaço-temporais dessas interações 

oceano-atmosfera com a precipitação e as vazões , assim como mencionado anteriormente 

e que é aprofundado  no capitulo 6. 

 

Entre as recomendações sugeridas por muitos trabalhos que utilizaram os modelos HMM 

homogêneos para a geração de séries sintéticas de vazões, existe a sugestão de incluir, na 

análise dessas séries, variáveis que influenciam o ciclo hidrológico, como as variáveis 

atmosféricas. A influência de padrões atmosféricos globais na escala hidrológica local foi 

recomendada por Thyer e Kuczera (2000) que sugeriram utilizar índices climáticos na 

modelagem da persistência para que as probabilidades de transição sejam função desses 

índices e a persistência seja função de alguma variável climática persistente como as 

temperaturas da superfície do mar (Surface Sea Temperatures-SSTs). Whiting (2006) 

recomendou utilizar índices climáticos que representam mudanças na persistência de 

padrões climáticos e relacionar essa persistência com variáveis hidrológicas. De fato, ele 

encontrou altas correlações entre o NINO3 e as vazões na Austrália.  Considerando todas 

as informações acima, observa-se que na literatura existem vários trabalhos que utilizaram 

NHMM aplicados à hidrologia, relacionando os modelos HMM com variáveis 

climatológicas.  

 

Os NHMM foram inicialmente utilizados Hughes e Guttorp (1994) para modelar a 

ocorrência de chuva.  Nesse trabalho, um NHMM permitiu relacionar variáveis 

atmosféricas à ocorrência da chuva em uma densa rede de estações de medição. Os autores 

mencionaram que o principal atrativo do NHMM é que os estados ocultos corresponderam 
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a estados climáticos influenciados por variáveis atmosféricas. Esse trabalho foi similar ao 

de Hughes et al. (1999), que ajustaram um NHMM a uma parte dos dados observados e 

depois avaliaram o desempenho do modelo com os dados restantes, apresentando, 

novamente o  sucesso do NHMM na modelação da ocorrência de chuva, assim como no 

trabalho de Hughes e Guttorp (1994). Charles et al. (1999) continuaram o trabalho de 

Hughes et al. (1999) utilizando um NHMM como ferramenta de redução de escala 

estatística (Statistical Downscaling- SD) e considerando mudança climática encontrando a 

mesma utilidade do modelo no campo do SD.  

 

Na região do NEB, Robertson et al. (2004), baseado no trabalho de Robertson e Smyth 

(2003), simularam a ocorrência da precipitação diária em 10 estações, ajustando vários 

HMM. Escolheram o melhor número de estados por meio de Validação Cruzada e Bayes 

Information Criterion (BIC). Com o modelo escolhido, realizaram simulação da 

persistência e a correlação espacial observada entre estações e interpretaram fisicamente os 

estados ocultos, de forma que os estados mais bem definidos (um estado úmido e um seco) 

foram relacionados com padrões atmosféricos da região como a ZCIT (o seu deslocamento 

norte-sul no Atlântico) e o SAMS (South American Monsoon System) (expansões e 

contrações na região central da Amazônia).  Os autores encontraram relação com os 

padrões de ventos do reanalises NCEP–NCAR e a interpolada outgoing longwave 

radiation (OLR) e que os estados úmido e seco estão mais relacionados a teleconexões 

com o ENSO e oscilação do Atlântico tropical. Os autores encontraram que os anos com 

períodos úmidos estão mais relacionados estatisticamente com La Niña e os anos com 

períodos secos com El Niño, sendo esses fenômenos grandes forçantes na escala interanual. 

Mencionaram que os estados com um comportamento menos marcado encontraram-se 

mais relacionados a os fatores do OLR e os padrões dos ventos no trópico e modulam a 

ocorrência da precipitação de norte a sul na região. Com tudo isso, a partir das simulações 

realizadas, foi demonstrada a utilidade do HMM para simular a precipitação diária em cada 

estação e a sua variabilidade intrasazonal e interanual, representando com bastante sucesso 

os comprimentos de períodos secos e úmidos, em especial os períodos secos de 10 ou mais 

dias sem chuva. Mas possui uma tendência a subestimar esses comprimentos, sendo 

recomendado um modelo AR-HMM.  
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Depois de realizar a análise de estados, Robertson et al. (2004) ajustaram um NHMM, para 

fazer Statistical Downscaling - SD utilizando simulações de vários modelos de circulação 

geral (general circulation model - GCM), como preditores (inputs). A escolha desses 

inputs foi realizada fazendo uma Análise de Correlação Canônica (Canonical Correlation 

Analyses - CCA) e conservaram-se os estados ocultos do HMM, pois, uma análise (k-

means clustering) paralela; demonstrou que a existência desses estados era inerente aos 

dados. O NHMM representou, novamente, consistentemente a variabilidade da chuva, 

inclusive obtendo correlação espacial entre varias estações, demonstrando ser uma 

ferramenta útil para o SD. Os autores também recomendaram, para um melhor ajuste, o 

uso de modelos mais sofisticados, como o de Hughes  Guttorp (1994) os modelos Chow-Li 

relatados por (Kirshner, 2005a).  

 

Continuando com a aplicação dos NHMM, Robertson et al. (2005) analisaram a 

variabilidade da precipitação diária durante o verão de uma rede estações na Austrália. 

Visando relacionar essa variabilidade com a circulação atmosférica nas escalas diária e 

decenal, por meio da análise da variabilidade da Monção australiana. Eles ajustaram 

primeiramente um HMM, relacionando cada estado oculto com padrões de circulação 

atmosféricos, em que a variação dos estados representou a variação da Monção, nas 

diferentes escalas. Na escala interanual, encontrou-se forte relação dessa variação com o 

ENSO e SSTs do oceano Índico. Depois, foi ajustado um NHMM utilizando preditores 

obtidos de várias fontes climáticas como o Reanalises, GCM e SSTs históricas. 

Conseguindo um sucesso na simulação (SD), da intensidade de chuva diária, na quantidade 

e ocorrência junto com as variações interanuais. Nesse trabalho, não foram simuladas 

séries para períodos futuros. No entanto, recomendou-se o emprego dos NHMM para um 

análise do clima futuro, trabalho que foi realizado por Greene et al. (2011). 

 

Mehrotra e Sharma (2005), fizeram uma análise da ocorrência da precipitação diária em 

várias estações de medição na Austrália. Utilizando um NHMM não paramétrico como 

ferramenta de SD. Esse modelo foi baseado em estados climáticos ocultos contínuos e 

utilizou informação atmosférica. Diferente dos modelos paramétricos que utilizam estados 

discretos, esse modelo utilizou estados definidos por 3 variáveis de estado baseadas na 

distribuição espacial da precipitação e as coordenadas das estações de medição a respeito 

de uma origem imposta. O modelo foi baseado no modelo de Mehrotra et al. (2004) que 

propôs um método de SD que inclui uma reamostragem K-Nearest-Neighbor (KNN). 
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Portanto, o NHMM incluiu esses dois aspectos: a reamostragem e os estados contínuos. O 

modelo obteve um notável sucesso frente ao paramétrico NHMM e ao modelo de Mehrotra 

et al. (2004). Ressaltando a importância de incluir estados contínuos. Uma estatística 

significativa desse trabalho, que representou bem, foi o comprimento máximo de períodos 

secos e úmidos, sendo nesse trabalho, os comprimentos, o numero de dias de ocorrência de 

chuva consecutivos em um período. 

 

Igualmente, Lima (2010) analisou a série anual de precipitação de Fortaleza, ajustando um 

NHMM para simular a ocorrência de: clusters de períodos secos (precipitação abaixo do 

percentil 33%), chuvosos (precipitação acima do percentil 66%) e normais com valões de 

precipitação dentre os anteriores períodos. O autor analisou a relação de índices climáticos 

com os períodos secos, períodos sinalados de maior interesse no planejamento e 

gerenciamento dos recursos hídricos (Thyer e Kuczera, 2000), e demonstrou a forte 

influencia dos índices climáticos DIPOLO do atlântico e NINO3, na ocorrência de eventos 

secos e úmidos. Principalmente o DIPOLO do Atlântico apresentou forte influência sobre 

os eventos secos. Demonstrou, também, que utilizando um NHMM, obtêm-se simulações 

coerentes com os valores históricos de períodos secos, ressaltando-se que a maior 

ocorrência desses períodos ocorre com valores positivos do DIPOLO do atlântico. 

 

Greene et al. (2008) analisaram a variabilidade da precipitação de várias estações de 

medição na época de Monção na Índia. Demonstrou-se o sucesso dos modelos HMM para 

representar a variação espaço-temporal monçonica. Comprovado por médio de Validação 

Cruzada entre as observações e previsões realizadas por um HMM. Baseado nesse trabalho 

e seguindo a recomendação de utilizar o HMM para SD de projeções advindas de GCM, 

Greene et al. (2011), realizaram um trabalho similar ao de Robertson et al. (2005). Onde, 

propuseram um NHMM, para analisar as mudanças potenciais na precipitação diária 

monçonica para o período 2070-2099. Utilizando cenários de desenvolvimento futuro e 

projeções de GCM. O preditor, no NHMM foi uma média de um índice dinâmico de 

circulação atmosférica na Moção, produto de um conjunto de projeções de GCM e 

escolheu-se pela forte correlação com a precipitação monçônica. Assim, obteve-se um 

sucesso da representação da variação espaço-temporal da precipitação em várias escalas, 

de acordo as observações. Além disso, mostrou-se que uma diminuição na circulação 

oferecida pelo preditor, levará a um aumento de: os dias secos, o comprimento médio de 
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períodos secos, a intensidade média de chuva diária e a excedência na frequência de quase 

todos os percentis diários de chuva, em muitas localidades para o período de análises. 

 

Um estudo recente, da ocorrência da precipitação diária para múltiplas estações, Fu et al. 

(2012), semelhante a Greene et al. (2011), analisaram mudanças da precipitação utilizando 

projeções futuras do clima na Austrália. encontrando resultados parecidos a Robertson et 

al. (2005) e obtendo uma diminuição na chuva anual e no período do inverno. Aumento de: 

dias secos e máximos dias secos consecutivos, diminuição de dias úmidos e máximos dias 

úmidos consecutivos. Ressalta-se que esses efeitos não são desejáveis em uma bacia por 

diminuir a disponibilidade dos recursos hídricos. 

 

Em relação a simulações de vazões utilizando NHMM, Whiting et al. (2004) ajustaram um 

HMM, um HMM hierárquico (HHMM), e um NHMM para representar a variabilidade e 

persistência de séries de precipitação e vazões observadas na Austrália, nas escalas anual e 

mensal. Utilizaram também uma forma não paramétrica, desses modelos, em vista das 

recomendações de Lambert et al. (2003). Encontraram que o modelo HHMM, um modelo 

que condiciona estados climáticos anuais e mensais, representou o comportamento dos 

estados climáticos observados, por valores altos do índice SSI (State Sinal Index) de Thyer 

e Kuczera(2000), inclusive em bacias de grande área e onde a persistência joga um papel 

importante. No entanto, mencionaram que o ajuste dos modelos NHMM e HHMM requer 

muitos parâmetros, comparados com o HMM. Além disso, o HMM representa um bom 

ajuste às séries de vazões e precipitação.  

 

Diante do que foi exposto, existem um notável número de trabalhos relacionados à análise 

da ocorrência da precipitação, que apresentam sucessos do uso dos NHMM, assim como 

em versões não paramétricas desse modelo, como o modelo de Mehrotra e Sharma (2005). 

Porém, os trabalhos utilizando o NHMM para a modelagem de vazões são escassos, 

notando que o trabalho Whiting et al. (2004) relacionado com essa modelagem apresentou 

resultados não tão satisfatórios aos esperados, menor sucesso na representação de períodos 

seco, onde por resultar sobre parametrizado recomendou-se um HMM básico.  

 

Como resumo do tratado nessa seção 4.1, a Tabela 4.1 e Tabela 4.2 apresentam, 

respectivamente, informações adicionais sobre a forma dos modelos estocásticos, dos 

trabalhos relatados na literatura que incluíram HMM e NHMM. Nessas tabelas, as 
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seguintes siglas representam as distribuições utilizadas: N = Normal, L = Log-Normal, G = 

Gama, Ex = exponencial, Ge = Geométrica, D = Delta, MBAM = Modelo binário 

autologístico multivariado. A sigla LT significa Log-transformação, que é o tipo de 

transformação nos dados e NP significa Não Paramétrico, com respeito à forma do modelo; 

M de Multivariado e U para Univariado. PMNM trata da pressão média ao nível do mar, 

AGP é a altura geopotencial, DTPO é a depressão da temperatura do ponto de orvalho e  

TTAP é o teor total de água precipitável, que representam as variáveis externas. E, por 

ultimo, P é a Precipitação; KNN é o K-nearest-neighbor; DEP é a distribuição espacial da 

precipitação e HHMM é o HMM hierárquico. Ainda, na Tabela 4.2, os trabalhos marcados 

com (**) empregaram, para ajustar e rodar as simulações dos modelos utilizados, o 

software MultiVariate Nonhomogeneous Hidden Markov Model toolbox (MVN-HMM 

toolbox). Observa-se a ampla utilização desse código, o qual é utilizado nesta dissertação. 

Para finalizar, vale ressaltar que os trabalhos de Robertson et al. (2005) e  Fu et al. (2012) 

encontram-se em detalhe no trabalho de Kirshner (2005). Além disso, em Kirshner (2005) 

se encontram as formulações e desenvolvimento dos HMM em todas suas vertentes e as 

descrições dos algoritmos utilizados no MVN-HMM toolbox.  

 

Tabela 4.1 - Caraterísticas dos modelos estocásticos nos trabalhos relatados na literatura 

que utilizaram HMM (m estados) para a modelagem de séries de vazões. 

Trabalho Local 
Modelos 

utilizados  

Distribuições 

dependentes 

nos HMM 

Transformação 

dos dados 

Modelos 

sugeridos 

Jackson, 

(1975)  

Rio Quaboag 

(Estados 

Unidos) 

HMM (2), 

AR(1) 
N LT Nenhum 

Thyer e 

Kuczera, 

(2000) 

Rio Burdekin 

(Austrália) 

HMM (2), 

AR(1) 
N 

LT (HMM) e Box-

Cox (AR(1)) 

HMM com 

informação 

climática 

Fortin et 

al., (2004) 

Rio Senegal 

(África) 

SL (2 e 3 média 

variável), AR(2) 

e 

ARMA(1,1) 

N (variância 

constante e 

média variável) 

Nenhuma 
Modelos 

 SL NP 

Akintug e 

Rasmussen, 
(2005) 

Rio Niágara 

(América do 
Norte) 

HMM (1, 2 e 3); 

ARMA(1,1), 
ARMA(2,2) 

N 

Box-Cox e 

escalamento 

(ARMA(2,2)), 
Box –Cox (HMM 

e ARMA(1,1)) 

HMM com L 

e AR-HMM 

Whiting, 

(2006) 

Várias bacias 

na Austrália 

HMM (2), 

AR(3), 

NP HMM (2)  

N e L Nenhuma 

NP HMM 

com 

informação 

climática e 

AR-HMM 

Bracken, 

(2011) 

Rio Colorado 

(Estados 

Unidos) 

HMM (2), 

AR(1) 
N e G  LT (HMM com L) Nenhum 
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Tabela 4.2 - Caraterísticas dos modelos estocásticos nos trabalhos relatados na literatura 

que utilizaram NHMM (m estados) 

Trabalho Local Modelos 

Distribuições 

dependentes 

nos NHMM 

Variáveis 

externas 

Modelos 

sugeridos 

Hughes e 

Guttorp, (1994) 

Oeste de 

Washington 

(Estados 

Unidos) 

NHMM (5) 

M 
MBAM 

PMNM, 

AGP  

NHMM com N 

ou G 

Hughes et al., 
(1999) 

Sudoeste da 
Austrália 

NHMM (6) 
M 

MBAM 
PMNM, 

AGP  

NHMM com 

maior número de 

estados e 
variáveis 

atmosféricas 

Charles et al., 

(1999) 

Sudoeste da 

Austrália 

NHMM (6) 

M 
MBAM 

PMNM, 

AGP, 

DTPO  

Ampliar a escala 

do modelo 

Robertson et al., 

(2004)** 

Ceará 

(Brasil) 

HMM (4) e 

NHMM (4) M 

Assumida 

como 

Geométrica 

Simulações 

de GCM 

NHMM sazonal, 

com SST, 

AR-HMM 

Robertson et al., 
(2005)** 

Norte de 

Queensland 
(Austrália) 

HMM (5) 

NHMM (5) 
M 

D (P = 0) 

Mistura de 2 
Ex (P > 0) 

Simulações 
de GCM  

AR-HMM, 

NHMM sazonal 
 

Mehrotra e 

Sharma, (2005) 

Sidney 

(Austrália) 

KNN, NHMM 

(3) NP baseado 

no KNN, 

NHMM (6) 

DEP no 

NHMM NP, 

MBAM no 

NHMM 

 

PMNM, 

AGP,  

TTAP 

NHMM NP 

maior número de 

estados 

Melhoras no 

KNN  

Lima, (2010)** 
Fortaleza 

(Brasil) 

HMM (2), 

NHMM (4) 

U 

Bernoulli 

DIPOLO 

do 

Atlântico e 
NINO3 

NHMM para 

modelar totais 

anuais e NHMM 
M 

Greene et al., 

(2011)** 

Centro oeste 

da Índia 

NHMM (4) 

M 

D se P = 0 

Mistura de 

duas Ex se P > 

0 

Western 

Shear 

Index 

(WSI11) 

Projeções futuras 

escala local 

Fu et al., 

(2012)** 

Sudeste da 

Austrália 

NHMM (5) 

M 
MBAM 

PMNM, 

AGP, 

DTPO  

Maior número de 

cenários e 

projeções futuras 

para avaliar uma 

potencial 

mudança 

climática 

Whiting et al., 

(2004) 
(Vazões) 

Bacia 

Murray-
Darling 

(Austrália) 

HMM/NP (2), 

NHMM/NP (2), 
HHMM/NP (2) 

U 

N para os 

modelos 
paramétricos 

Nenhuma NHMM sazonal 

 

 

4.2 - MODELAGEM DE VAZÕES NA REGIÃO DO NORDESTE DO BRASIL 

 

Diversos trabalhos foram realizados para modelar séries de vazões na região do Nordeste 

do Brasil (NEB). Por exemplo, Sarmento (1989) realizou um estudo de diversos modelos 

de geração de vazões anuais e os aplicou a dois rios intermitentes no Estado do Ceará, o rio 
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Acaraú e o rio Bastiões. O autor gerou várias séries sintéticas e fez a comparação dessas 

séries geradas com a série histórica mediante o emprego dos parâmetros estatísticos: 

média, desvio padrão, coeficiente de variação, coeficiente de assimetria, coeficiente de 

correlação e coeficiente de autocorrelação. Encontrou-se uma boa representação dessas 

estatísticas, inclusive ao se fazer uma desagregação para a escala mensal. O único 

problema encontrado foi a não boa preservação da autocorrelação (Farias, 2003).  

 

Campos (1996) fez a geração sintética de vazões anuais para alguns rios intermitentes do 

NEB que apresentam uma longa estação de vazão nula seguida de uma estação úmida. 

Com essas características, Campos supôs que as vazões eram serialmente independentes, e 

então, propôs que as séries de vazões anuais podem ser obtidas pela função de densidade 

de probabilidade Gama de dois parâmetros, gerando números aleatórios com essa 

distribuição, tomando como base o que foi feito por Araújo (1991), que assegurou que esse 

modelo era útil para gerar vazões anuais e mensais na região do semiárido nordestino. 

Campos (1996) também considerou útil a distribuição Log-Normal de dois parâmetros para 

essa modelagem (Santos, 2009).  

 

Essa metodologia, usada para gerar séries de vazões utilizando a distribuição gama de dois 

parâmetros, é bastante utilizada na região nordestina, pois trabalhos como os de Cysne 

(2007); Filho (2007); Santos (2009) a utilizaram como ferramenta para gerar vazões de 

entrada para a simulação de reservatórios. Cysne (2007) utilizou essa simulação para 

avaliar impactos de mudanças climáticas; Filho (2007) analisou a sustentabilidade de 

vários reservatórios calculando índices de sustentabilidade baseados no desempenho do 

sistema hídrico e Santos (2009) utilizou essas simulações para dimensionar reservatórios. 

 

Um trabalho incluindo duas variações do modelo de Thomas-Fiering (1962) foi realizado 

por Farias (2003), no qual se utilizaram esses modelos e a geração de números aleatórios 

com as distribuições Gama com dois parâmetros. Concluindo que a geração utilizando a 

distribuição Gama forneceu melhores resultados e que nem sempre a escolha da 

metodologia com maior sofisticação matemática significa a melhor reprodução da 

realidade dos dados estudados.  

 

Recentemente, alguns trabalhos procuraram incorporar informação climática na 

modelagem das vazões na região. Souza Filho e Lall (2003) realizaram previsão de vazões 
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utilizando uma abordagem semi-paramétrica em vários locais de medição em uma rede de 

rios (incluindo vazões afluentes ao reservatório Orós, Ceará) condicionados a preditores 

climáticos na região. A estratégia considerou previsões estatísticas de vazões anuais e/ou 

sazonais em todos os locais e sua desagregação mensal usando um k-vizinho mais próximo 

para reamostragem da aproximação (K-Nearest Neighbor Resampling), que mantém a 

consistência de espaço e tempo em diferentes locais e subperíodos. Essa metodologia 

forneceu uma boa capacidade de reamostragem condicionada aos registros históricos, 

considerando o estado dos principais preditores climáticos.  

 

Nesse caso, foram utilizados os índices climáticos relacionados ao fenômeno El Niño-

Southern Oscillation (ENSO) e anomalias das temperaturas da superfície do mar (Surface 

Sea Temperatures-SSTs) no Oceano Atlântico para avaliar a correlação espacial entre as 

observações dos locais e a correlação das observações com esses índices climáticos. Os 

resultados das previsões apresentaram uma boa correlação entre as previsões e as 

observações (correlação de 0.9). Concluiu-se que a metodologia é útil para auxiliar a 

tomada de decisões no gerenciamento de recursos hídricos e tem a vantagem de incluir 

informação climática.   

 

Ribeiro (2011) utilizou informação climática para a previsão de vazões 

sazonais/interanuais no estado do Ceará e em vários reservatórios do NEB, incluindo 

aqueles reservatórios que estarão envolvidos involucrados na transposição do rio São 

Francisco. O estudo avaliou separado o reservatório Orós e o sistema de vários 

reservatórios que abastecem a região metropolitana de Fortaleza, os outros reservatórios 

foram analisados em conjunto. A metodologia teve vários modelos baseados no modelo de 

Souza Filho e Lall (2003), variando os tipos de regressão (linear, stepwise, pool) e como 

preditores os ventos meridionais e altura geopotencial de 1000mb, por correlacionar-se 

com as vazões e incluíram os índices do trabalho de Souza Filho e Lall (2003). Esse 

trabalho, além de fazer previsões, realizou a simulação dos reservatórios estudados, 

comprovando que a utilização da informação climática em modelos de previsão 

conseguem representar bem a variabilidade das vazões da região, apoiando a aplicabilidade 

desses modelos. Ademais, ressaltou-se que é importante fazer previsões sazonais porque 

dão uma melhor ideia do desempenho dos reservatórios em períodos de anos. 
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Além dos dois anteriores trabalhos, Alexandre (2012) utilizou modelos autoregressivos 

com a inclusão de variáveis exógenas analisando as vazões afluentes aos reservatórios que 

conformam a o Sistema Interligado Nacional (SIN), entre os quais encontra-se o 

reservatório Sobradinho, na Bahia. Considerou-se no estudo índices climáticos 

correspondentes a SSTs no oceano Atlântico; índices correspondentes ao ENSO e ventos 

zonais. O trabalho comparou os modelos Periódicos Autoregressivos (PAR), utilizados 

pelo SIN, com os modelos Periódicos Autoregressivos com Variáveis Exógenas (PARX) 

na previsão simultânea de vazões na escala mensal e sazonal, no qual o melhor 

desempenho foi o dos modelos PARX, que utilizaram correlação entre os ruídos da 

regressão (CRD) e a análise de componentes principais (ACP) para os períodos secos na 

maioria das regiões de estudo, incluindo o reservatório de Sobradinho. Desses modelos, 

aqueles com ACP apresentaram melhor desempenho devido aos altos valores das 

correlações que apresentaram com as observações. Assim, novamente demonstrou-se a 

aplicabilidade de modelos que utilizam informação climática. 

 

Através dos estudos apresentados, pode-se apreciar que existem vários modelos que vem 

sendo utilizados na modelagem de vazões na região do NEB, dentre os quais, a geração por 

meio da distribuição Gama de dois parâmetros pode ser considerada como uma 

metodologia tradicional e aceita na região. Mas, apresentam-se recentemente correntes que 

introduzem novos modelos que empregam informação climática. Os trabalhos desse tipo 

mencionados anteriormente (Souza Filho e Lall, 2003; Ribeiro, 2011; Alexandre, 2012) 

demonstraram que é possível criar modelos utilizando as caraterísticas climáticas próprias 

da região. Esses trabalhos também ressaltaram que o campo da modelagem incluindo 

informação climática na região apenas está começando, especialmente no estado do Ceará. 

Outros modelos desse tipo serão tratados no capitulo seguinte.  



 26  

 

5 - REFERENCIAL TEÓRICO 

 

5.1 - PROCESSOS ESTOCÁSTICOS E SÉRIES TEMPORAIS  

 

Muitas variáveis aleatórias importantes em sistemas de recursos hídricos são funções cujos 

valores mudam com o tempo. Registros históricos de chuva ou vazão em um local 

particular constituem uma sequência de observações denominadas séries temporais cujas as 

observações são ordenadas pelo tempo. Geralmente, o valor observado de uma variável 

aleatória em um tempo influencia a avalição da distribuição de probabilidade dessa 

variável aleatória em tempos posteriores, o que significa que as observações não são 

independentes (Loucks et al., 2005).  

 

Então, a variável cujo valor muda através do tempo de acordo a leis probabilísticas é 

denominada um processo estocástico. Dessa forma, uma série temporal observada é 

considerada uma realização de um processo estocástico, sendo só uma única observação de 

uma variável aleatória e um possível valor que essa variável pode assumir. Isso está de 

acordo à definição probabilística de ensamble (conjunto), no qual uma série temporal é 

parte de um conjunto de observações que definem um processo estocástico (Bras e 

Rodriguez-Iturbe, 1992; Loucks et al. 2005).  

 

A área da hidrologia denominada hidrologia estocástica trata da análise de séries 

temporais, cujo principal interesse da análise é a magnitude e a sequência de eventos 

hidroclimáticos, por exemplo, vazões médias mensais, precipitação diária ou mensal, entre 

outros (Salas, 1993). Especificamente, os objetivos da análise de séries temporais são  

(Steffen, 2010): 

 

 Descrição: análise das propriedades da série como, por exemplo, o padrão de 

tendência, a existência de alterações estruturais, valores atípicos ou outliers, 

sazonalidade, ruído aleatório, persistência de eventos ou clustering, etc.  

 Explicação: construir modelos que permitam explicar o comportamento da série no 

período observado. Por exemplo, modelos baseados em sistemas lineares para 

explicar a relação entre duas variáveis. 

 Controle de Processos: por exemplo, controle estatístico de qualidade. 
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 Previsão: prever valores futuros de uma variável com base em valores passados. 

 

Usualmente, os hidrólogos tratam séries temporais de variáveis com valores discretos e 

contínuos, o que define dois tipos de series temporais: séries discretas e continuas. Por 

exemplo, uma série temporal de vazões cujos valores 𝑄(𝑡) são contínuos no tempo 

representa uma serie continua. Essa série pode-se discretizar em valores de tempos 

discretos específicos ou fixos. A definição desses tempos define a escala temporal da série 

ou o nível de agregação. Os tempos definidos dependem dos objetivos da análise e das 

medições realizadas sobre a variável de interesse. O nível de agregação ocasiona um 

impacto não só na representação gráfica da série, mas também nas suas propriedades 

estatísticas (Salas, et al., 1980; Steffen, 2010).  

 

Outra classificação das séries temporais depende do seu número de variáveis. Dessa 

maneira, as séries temporais univariadas são as que possuem observações em um único 

local, como as observações da precipitação produzidas por uma única estação de medição 

em uma bacia. Já as observações provenientes de várias estações em diferentes locais de 

uma bacia produzem uma série temporal multivariada (Salas, 1993). A Figura 5.1 

apresenta duas séries de vazões para um período de observações de 90 anos. Essas séries 

representam séries univariadas contínuas e discretas no tempo, mostrada em diferentes 

níveis de agregação, nível mensal e anual. Níveis são comumente usados em estudos 

hidrológicos que utilizam vazões (algumas vezes é de interesse o nível diário). Por 

exemplo, a escala mensal é utilizada nas vazões de entrada de um sistema hídrico. Nesta 

dissertação, serão analisadas séries temporais univariadas anuais. 
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Figura 5.1 - Serie temporal de vazões afluentes ao reservatório Orós. Período 1911-200. 

Nível de agregação: série mensal (acima) e série anual (abaixo), (Fonte: Base de dados). 

 

Considerando as informações acima, define-se um processo estocástico como a série 

temporal definida pela sequência de variáveis aleatórias 𝑅1: 𝑁 =  {𝑅1, … , 𝑅𝑡 , . . . , 𝑅𝑁}, 

ordenadas e discretas no tempo, onde 𝑁 é o comprimento da série. As propriedades desse 

processo estocástico são geralmente determinadas a partir de uma única série temporal. 

Para fazer essa determinação, várias suposições são usualmente realizadas, como assumir 

que o processo é estacionário. Isso diz que a distribuição de probabilidade do processo não 

muda no tempo. Mas, se um processo é estritamente estacionário, então a distribuição 

conjunta das variáveis aleatórias 𝑅1, … , 𝑅𝑡 , . . . , 𝑅𝑁 é idêntica à distribuição 

𝑅1+𝑡 , … , 𝑅𝑡+𝑡 , . . . , 𝑅𝑁+𝑡, para qualquer 𝑡 = 1, 2, … , 𝑁 e essa ultima distribuição depende 

somente das diferenças 𝑡𝑖 − 𝑡𝑗  entre os tempos da ocorrência dos eventos (Loucks et al. 

2005). 

 

As estatísticas comumente utilizadas para descrever um processo estocástico estacionário 

são: a média, a variância e a autocorrelação. A média e a variância são definidas como 

(Loucks et al. 2005): 

 

𝜇𝑅 = 𝐸[𝑅𝑡] (5.1) 
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𝜎𝑅
2 = 𝑉𝑎𝑟[𝑅𝑡] (5.2) 

 

E a autocorrelação, que representa a correlação entre as variáveis da própria série define-se 

para qualquer defasagem (Lag) positiva k como: 

 

𝜌𝑅 (𝑘) =
𝐶𝑜𝑣[𝑅𝑡 , 𝑅𝑡+𝑘]

𝜎𝑅
2  (5.3) 

 

Segundo a definição de série temporal como parte de um processo estocástico, uma série 

temporal só representa uma amostra. Portanto, essas estatísticas precisam ser calculadas 

por meio de estimadores amostrais, assim: 

 

𝜇̂𝑅 = 𝑅̅ =
1

𝑁
∑ 𝑅𝑡

𝑁

𝑡=1

 (5.4) 

𝜎̂𝑅
2 = 𝑆𝑅̅ =

1

𝑁
∑(𝑅𝑡 − 𝑅̅)2

𝑁

𝑡=1

 (5.5) 

  

E, 

𝜌̂𝑅 (𝑘) = 𝑟𝑘 =
∑ (𝑅𝑡 − 𝑅̅)(𝑅𝑡+𝑘 − 𝑅̅)𝑁−𝑘

𝑡=1

∑ (𝑅𝑡 − 𝑅̅)2𝑁
𝑡=1

 (5.6) 

 

Os valores desses estimadores possuem variabilidade que depende da estrutura de 

autocorrelação da série e se as observações são ou não independentes. Também, os 

estimadores são válidos sob a suposição de estacionariedade. Mas, os processos 

estocásticos não são sempre estacionários, como, por exemplo, as mudanças nas 

propriedades de uma bacia produzidas pelo desenvolvimento urbano e agrícola, além do 

gerenciamento dos seus recursos hídricos, que produzem variabilidade e mudanças dos 

padrões espaço-temporais de chuvas, vazões, concentrações de poluentes, entre outras 

variáveis. O que fará com que os processos não sejam mais estacionários no tempo, e 

assim, os estimadores anteriores já não serão válidos. Quando um processo deixa de ser 

estacionário, se torna mais difícil de modelar (Loucks et al. 2005). A respeito da 

autocorrelação, maiores informações serão tratadas na seção 5.2. 
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Além das estatísticas já descritas, também são utilizadas outras estatísticas descritivas 

como a mediana e o coeficientes de assimetria. Os seus estimadores amostrais são 

respetivamente os seguintes (Naghettini e Pinto, 2007): 

 

Mediana: 

 

𝑅𝑚𝑑 = 𝑅
(

𝑁+1
2

)
 Se 𝑁 for impar 

(5.7) 

𝑅𝑚𝑑 =

𝑅
(

𝑁
2

)
+ 𝑅

(
𝑁
2

+1)

2
 

Se 𝑁 for par 

 

Coeficiente de Assimetria: 

 

𝐶𝑠 =
𝑁

(𝑁 − 1)(𝑁 − 2)
×

∑ (𝑅𝑡 − 𝑅̅)3𝑁
𝑡=1

𝑆𝑅̅
3  (5.8) 

 

Além de conhecer essas estatísticas, é necessário conhecer a distribuição de probabilidade 

do processo e testar a aderência do processo a essa distribuição. É importante para a análise 

dos processos estocásticos, inclusive, conhecer a suas distribuições de probabilidade 

conjunta, marginal e condicional. Por exemplo, tem-se duas variáveis aleatórias 𝑅 𝑒 𝑆, a 

PDF conjunta 𝑓𝑟,𝑠(𝑟, 𝑠) representa o comportamento conjunto dessas variáveis. Logo, a 

PDF marginal é a aquela que só representa o comportamento de uma variável ignorando a 

outra, por exemplo, 𝑓𝑟(𝑟). Por ultimo, se o comportamento de  𝑅 condiciona-se a 𝑆, diz-se 

que a PDF é condicional, assim essa função é 𝑓𝑟|𝑠(𝑟, 𝑠) =
𝑓𝑟,𝑠(𝑟,𝑠)

𝑓𝑠(𝑠)
 (Loucks et al. 2005). 

 

A partir dessas estatísticas, procura-se encontrar um modelo matemático que represente 

uma série temporal de observações e, muitas vezes, essa modelagem inclui o ajuste da série 

a distribuições de probabilidade. Nessa modelagem, existem dois grupos de modelos: 

Paramétricos e Não-Paramétricos. Na modelam paramétrica, os passos básicos são (Salas 

et al. 1980): (1) seleção do tipo de modelo, (2) identificação da ordem do modelo, (3) 

estimação dos parâmetros, (4) provas de ajuste e (5) geração de sequências de dados com o 

modelo selecionado e/ou previsão. Passos que são conhecidos como a metodologia de 

Box-Jenkins (1970). No calculo dos parâmetros, é importante compreender a natureza dos 

parâmetros visto que serão calculados parâmetros amostrais o que produz incerteza nos 
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resultados, nos quais a qualidade dos dados e o comprimento da série possuem um papel 

importante na redução ou aumento dessa incerteza (Salas et al., 1980; Loucks et al., 2005).  

 

5.2 - FUNÇÃO DE AUTOCORRELAÇÃO 

 

A autocorrelação em séries temporais indica a correlação de cada observação 𝑅𝑡 com seu 

passado e seu futuro. Em outras palavras, a autocorrelação é um valor da correlação entre 

os membros da própria série. As séries temporais geofísicas frequentemente possuem 

autocorrelação pela inércia ou transição do sistema físico (Meko, 2005). Um exemplo são 

as séries de vazões que apresentam uma forte autocorrelação devido à persistência de um 

processo, como a precipitação, ou a persistência de estado, como climático seco ou úmido 

(Wang e Salas, 1991). As séries não correlacionadas são chamadas séries independentes 

(Salas, 1993). Para alguns fins, o fato de que uma série seja autocorrelacionada dificulta a 

aplicação de testes estatísticos, pela redução do tamanho efetivo da amostra. Também, são 

encontrados problemas para as análises de regressão e dificuldade para o calculo de 

covariância ou correlação entre séries temporais (por exemplo, precipitação com uma série 

de anéis de árvores) (Meko, 2005). 

 

Geralmente, séries que possuem alta correlação positiva tendem a apresentar persistência, 

pois valores de observações altos tendem a seguir altos e o mesmo ocorre com os valores 

baixos. Caso contrário, uma correlação negativa tende a variar de valores altos a baixos e 

de valores baixos para altos de um ano para outro com relação à média (Box e Jenkins, 

1994). Essa caraterística pode ser observada nos gráficos de séries temporais, de forma que 

para o caso de autocorrelação positiva a série apresentará longos ou curtos períodos, acima 

ou abaixo da média. Para valores negativos de autocorrelação o gráfico apresentará uma 

variabilidade dos valores acima ou abaixo da média, apresentado ausência de períodos 

longos ou períodos curtos (Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992). 

 

A partir dessas considerações, define-se a função de autocorrelação (ACF) como a função 

que entrega os coeficientes ou valores de autocorrelação entre observações (𝑅𝑡) em 

diferentes tempos. Esses tempos são denominados defasagens ou Lags k. Logo, para vários 

valores de k, a função de autocovariância para uma série é definida como (Wang e Salas, 

1991): 
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𝛾𝑘 = 𝐶𝑜𝑣(𝑅𝑡+𝑘 , 𝑅𝑡) = 𝐸[(𝑅𝑡+𝑘 − 𝜇𝑅)(𝑅𝑡 − 𝜇𝑅)] (5.9) 

 

Então, a correlação entre as observações separadas por k anos ou a ACF é: 

 

𝜌𝑘 =
𝛾𝑘

𝛾0
 (5.10) 

 

Para uma amostra, essa função se converte na equação 5.6. Nessa equação, 𝑟𝑘 é o 

coeficiente de autocorrelação no Lag 𝑘 para a série observada de comprimento 𝑁 e 

geralmente assume-se que 𝑁 ≫ 𝑘. O gráfico da ACF como uma função de 𝑘, é 

denominado Correlograma e o número de Lags 𝑘 pode ser aproximado ao inteiro mais 

próximo de 𝑁/10 ou  𝑁/4 (Box e Jenkins, 1994). 

 

A ACF permite dar uma ideia da persistência do processo estocástico em estudo. Por 

exemplo, a autocorrelação 𝑟1, onde 𝑘 = 1 (Lag-one autocorrelation), é a correlação da 

observação 𝑟𝑡 com a observação 𝑟𝑡+1. Essa correlação é útil e bastante utilizada na 

hidrologia como ferramenta para avaliar séries sintéticas geradas por modelos estocásticos, 

como o Modelo Autoregressivo de ordem 1 (Lag-one Autoregressive Model -AR(1)). 

Nesse modelo, o objetivo é preservar a autocorrelação de primeira e segunda ordem da 

série observada. Objetivo que também é sugerido para fins de simulações e previsões de 

curto prazo para a maioria de modelos estocásticos (Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992). 

 

Além disso, por meio do Correlograma é possível visualmente ter informação sobre a série 

analisada como a aleatoriedade das observações. No caso de resíduos de um modelo, essa 

informação é oferecida por 𝑟1. Também o Correlograma é útil para analisar o melhor 

Modelo Autoregressivo de Média Móvel de ordem p,q (Autoregressive Moving Average 

Model- ARMA(𝑝,𝑞)) que se ajusta às observações, onde os valores de 𝑞 são os valores de k 

que apresentam correlações significativas no Correlograma. E os valores de 𝑝 são extraídos 

similarmente do gráfico da Função de Autocorrelação Parcial (PACF). A PACF mede a 

correlação remanescente entre 𝑥𝑡 e 𝑥𝑡+1, depois de se eliminar a influencia de 

𝑥𝑡+1, … , 𝑥𝑡−𝑘−1 (Bayer & Castro, 2012). Maiores detalhes desses procedimentos e o 

calculo da PACF encontram-se na metodologia de Box e Jenkins (1976) que pode ser 

encontrada em Bras e Rodriguez-Iturbe (1992). Outras informações que podem ser 
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extraídas do Correlograma são a correlação de curto prazo, não estacionariedade da série, 

flutuações sazonais e outliers (Chatfield, 2003).  

 

5.3 - MODELOS AUTOREGRESSIVOS DE MÉDIAS MÓVEIS  

 

Como foi mencionado anteriormente, os modelos estocásticos procuram preservar um 

conjunto de estatísticas da série observada e incorporar isso dentro de modelos lineares ou 

não lineares estacionários.  São denominados modelos de memoria curta (ou dependência 

curta), pois as suas funções de autocorrelação decaem rapidamente como o aumento dos 

Lags (Salas e Boes, 1980). Se essas correlações decaem lentamente, os modelos são então 

chamados modelos de longa memória. Esse tipo de modelo pertence a família de modelos 

lineares estacionários AR, Média Móvel (Moving Average - MA) e ARMA, que são 

modelos atrativos pela relativamente fácil aplicabilidade e alcance em diferentes campos 

(Whiting, 2006). As suas definições e formulação matemática foram investigadas por Box 

e Jenkins (1970). Nesta seção são descritos os modelos que serão utilizados no presente 

estudo. 

 

Os modelos AR com especificamente autocorrelação de ordem 1 são os modelos de ordem 

1, AR(1) (Lag- One Auto-Regressive Models-AR(1)). Utilizam-se amplamente na 

hidrologia para simulação de séries temporais e previsão (Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992). 

Para o modelo AR(1), são comumente usados outros nomes, como Modelo Auto 

Regressivo de  Markov ou Thomas Fiering. Esse modelo pode ser representado em termos 

de um processo com média zero, como: 

 

𝑅𝑡 = 𝜙1𝑅𝑡−1 + 𝑧𝑡 (5.11) 

 

Onde 𝑧𝑡 é uma sequência white noise  com média zero e variância 𝜎𝑧
2. A estacionariedade 

se garante por meio da condição que |𝜙1| < 1. A autocorrelação do processo {𝑅𝑡} no Lag k 

é dada pela ACF 𝑟𝑘 = 𝜙1
𝑘. Além disso, a variância do processo é relacionada com ambas a 

autocorrelação Lag-1 e variância da sequência white noise por: 

 

𝜎𝑦
2 =

𝜎𝑧
2

(1 − 𝑟1
2)

 (5.12) 
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Frequentemente esse processo é expresso em termos dos momentos centrais do processo 

aleatório (Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992), como: 

 

(𝑥𝑡 − 𝜇) = 𝑟1(𝑥𝑡−1 − 𝜇) + 𝜎𝑥(1 − 𝑟1
2)0.5𝑤𝑡  (5.12) 

 

Onde 𝜇 é a média estacionaria do processo {𝑥𝑡}, e (𝑥𝑡 − 𝜇) é 𝑅𝑡 da equação 5.11. Nesse 

caso, o termo aleatório 𝑧𝑡 é substituído por 𝑤𝑡, que representa uma variável normalmente 

distribuída com média zero e variância igual a 1. E onde 𝜎𝑥(1 − 𝑟1
2)

0.5
 representa o desvio 

padrão de {𝑧𝑡}. As caraterísticas do modelo AR(1) são refletidas no seu espectro em que 

processos governados com esse tipo de modelo e com parâmetros positivos são dominados 

por flutuações de baixa frequência. Entanto, processos com parâmetros negativos 

apresentam um domínio de altas frequências. O processo {𝑅𝑡} é denominado um processo 

Auto Regressivo de ordem p AR(p), se (Whiting, 2006): 

 

𝑅𝑡 = 𝜙1𝑅𝑡−1 + ⋯ 𝜙𝑝𝑅𝑡−𝑝 + 𝑧𝑡 (5.13) 

 

O processo linear estacionário, denominado processo de média móvel, pode ser descrito 

mediante os términos white noise. Logo, dado que {𝑧𝑡} é um processo puramente aleatório 

com média zero e variância 𝜎𝑧
2, o processo {𝑅𝑡} é chamado um processo de média móvel 

(MA) de ordem q, MA(q), se: 

 

𝑅𝑡 = 𝜃1𝑧𝑡−1 + ⋯ 𝜃𝑞𝑅𝑡−𝑞 + 𝑧𝑡  (5.14) 

 

O processo MA(q) assume estacionariedade indiferentemente do valor dos parâmetros 𝜃, 

porque 𝑅𝑡  é formada a partir de uma finita combinação linear de termos 𝑧𝑡. Porém, pela 

condição imposta |𝜃𝑞| < 1 para todo q, se garante que o processo seja invertível. 

 

Um fator chave na modelagem de séries temporais é ter poucos parâmetros. Portanto, 

quando se ajustam modelos lineares estacionários, pode ser útil combinar processos AR e 

MA para formar um modelo ARMA. A importância desses processos está em que séries 

temporais estacionárias são frequentemente ajustadas a um modelo ARMA que envolve 

alguns poucos parâmetros de um processo MA ou AR para realizar o modelo mistura. Isso 

é expresso como (Whiting, 2006): 
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𝑦𝑡 = 𝜙1𝑦𝑡−1 + ⋯ 𝜙𝑞𝑦𝑡−𝑝 + 𝑧𝑡 + 𝜃1𝑧𝑡−1 + ⋯ 𝜃𝑞𝑧𝑡−𝑞 (5.15) 

 

 Note-se que um ARMA(p,0) é um modelo AR(p) é um processo MA(q) corresponde a um 

ARMA(0,q). 

 

5.4 - MODELOS DE MARKOV COM ESTADOS OCULTOS  

 

Os Modelos de Markov Oculto (Hidden Markov Models - HMM) são modelos estatísticos 

cuja distribuição de probabilidade que gera uma observação, depende de um estado 

pertencente a um processo de Markov não observado ou oculto. Os HMM apresentam 

vários atrativos como o fácil tratamento matemático, especialmente a computação ao 

calcular os parâmetros do modelo. O que produz uma ampla flexibilidade desses modelos 

para múltiplas aplicações em séries temporais univariadas e multivariadas (Zucchini e 

MacDonald, 2009).  

 

Os HMM tem sido utilizados inicialmente no processamento de sinais, especialmente no 

campo do reconhecimento de voz (Juang e Rabiner, 1991). Mas, o interesse de outros 

campos pelo uso desses modelos aumentou nos últimos anos. As aplicações incluem todos 

os campos do reconhecimento (facial, de escrita, de assinatura); bioinformática (análises de 

sequências biológicas); finanças (séries de retornos diários); biofísica (modelagem de 

canais iónicos); meio ambiente (direção do vento, precipitação, vazões, terremotos) 

(Whiting, 2006; Zucchini e MacDonald, 2009). 

 

O interesse especial que tem surgido na hidrologia por esses modelos se deve a sua 

capacidade de representar a persistência de regimes climáticos ou persistência hidrológica, 

possibilitando representar a persistência de períodos secos ou úmidos, com aplicação na 

simulação e previsão da precipitação (Thyer e Kuczera, 2000; Mallya et al., 2011); 

Whiting, 2006; Lambert et al., 2003), na geração de séries vazões anuais (Thyer e Kuczera, 

2000; Akintug e Rasmussen, 2005; Whiting, 2006) e também na previsão de vazões anuais 

(Fortin et al., 2004; Bracken, 2011). São utilizados, inclusive, em casos onde as variáveis 

modeladas tem influencia de fatores climáticos de longa escala e forte autocorrelação de 

ano para ano (Thyer e Kuczera, 2000; Whiting, 2006).  
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5.4.1 - Definições e Propriedades 

 

5.4.1.1 - Modelos de Mistura Independente e Cadeias de Markov 

 

Os Modelos de Markov oculto surgem a partir de dois processos estocásticos: um processo 

de mistura dependente e uma Cadeia de Markov. Nesta seção, explicam-se esses processos 

e as suas propriedades que servirão para logo chegar à definição dos HMM. Existem varias 

definições, mas se utilizaram a seguir as definições de Zucchini  e MacDonald (2009) e as 

notações utilizadas no trabalho de Kirshner (2005). 

 

5.4.1.2 - Modelos de Mistura Independente 

 

Quando se tem um conjunto de 𝑁 observações 𝑅1: 𝑁 =  {𝑅1, … , 𝑅𝑡 , . . . , 𝑅𝑁}, com uma 

distribuição de probabilidade multimodal, uma distribuição que têm duas ou mais médias, 

o que acontece quando é que a população pode consistir de grupos não observados, tendo 

cada grupo uma diferente distribuição para a variável observada. Nesse caso, um método 

que permite ajustar heterogeneidade não observada na população é utilizar um modelo de 

mistura. 

 

Esse modelo de mistura consiste em ajustar uma distribuição mistura às observações, 

distribuição que é composta e selecionada a partir de m distribuições independentes 

definidas para a variável observada. Para 𝑖 = 1, . . . , 𝑚, cada distribuição independente 

conta com uma probabilidade 𝑝𝑖(𝑟). No caso contínuo, 𝑝𝑖(𝑟) corresponde à função de 

densidade de probabilidade (Probability Density Function- PDF) ou 𝑓𝑖(𝑟). Para poder 

especificar a distribuição componente que gera a observação, se define então a variável 

aleatória discreta S, que realiza a mistura, controlando que distribuição é ativada, portanto 

S tem uma probabilidade de ocorrência 𝑖. Assim, para uma probabilidade 𝑖 se tem um 

valor de S e, portanto, uma distribuição será ativada utilizando a sua 𝑝𝑖(𝑟) para gerar a 

variável aleatória 𝑅𝑡.  

 

A Figura 5.2 exemplifica o caso de uma distribuição de dois componentes (𝑝1(𝑟) e 𝑝2(𝑟)), 

logo, quando é dada 1 então 𝑆 = 1 ativa a 𝑝1(𝑟),  𝑆 = 2 ativa a 𝑝2(𝑟), no caso contrário. 

Note-se também que 2 = 1 − 1, o que cumpre com sua definição de probabilidade. Por 
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enquanto, não se sabe o valor de S, só se tem que as 𝑝1 e 𝑝2 são ativadas quando as 

observações são geradas. 

 

 

Figura 5.2 - Processo de uma distribuição de mistura de dois componentes. De cima para 

baixo, os estados são 1, 2, 1, 1, 2, 1. No meio são apresentadas as correspondentes 

distribuições componentes. As observações no lado direito são geradas pelas densidades 

componentes ativas, (Zucchini e MacDonald, 2009, traduzido). 

 

A partir das considerações anteriores pode ser demonstrado que a probabilidade de 𝑅𝑡 é 

dada pela equação 5.16 e também que a PDF de 𝑅𝑡 é representada pela equação 5.17, 

assim: 

 

𝑝(𝑥) = ∑ 𝑝𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=1

  
(5.16) 

 

𝑃𝑟(𝑅 = 𝑟) = ∑(𝑃𝑟(𝑅 = 𝑟|𝑆 = 𝑖)𝑃𝑟(𝑆 = 𝑖))

𝑚

𝑖=1

 
(5.17) 

 

 

Para a estimação dos parâmetros de um modelo de mistura é frequente utilizar o método de 

Máxima Verossimilhança (MVS) (Maximum Likelihood-ML), logo, a Verossimilhança (L) 

para o caso discreto e continuo é: 

L(𝜽𝑖, 𝜋𝑖|𝑟𝑗) = ∏ ∑ 𝜋𝑖𝑝𝑖(𝑟𝑗, 𝜽𝑖)

𝑚

𝑖=1

𝑁

𝑗=1

  (5.18) 

Onde: 
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 𝜽𝑖 , é o vetor dos parâmetros da distribuição componente i; 

𝜋𝑖, as probabilidades da mistura, sendo ∑ 𝜋𝑖 = 1𝑚
𝑖=1  e; 

𝑟𝑗, as observações. 

 

Nota-se que os símbolos que representam vetores são ressaltados em negrito. Nesta 

dissertação, continuará utilizando essa notação para os vetores e matrizes. 

 

5.4.1.3 - Cadeias de Markov 

 

A sequência de variáveis aleatórias discretas 𝑆𝑡 =  {𝑆1, … , 𝑆𝑡}, representa uma Cadeia de 

Markov (Markov Chain- MC), se para todo 𝑡, se satisfaz a propriedade: 

 

𝑃𝑟(𝑆𝑡+1|𝑆1:𝑁) = 𝑃𝑟(𝑆𝑡+1|𝑆𝑡)  (5.19) 

 

Onde 𝑆1: 𝑁  =  {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑁}, e se condiciona 𝑆𝑡+1 ao evento observado 𝑆𝑡, sendo 𝑆𝑡 o 

valor mais recente, portanto a variável 𝑆𝑡 só depende de seu presente como se apresenta na 

seguinte figura: 

 

 

Figura 5.3 -  Representação gráfica de uma Cadeia de Markov de primeira ordem 

 

As probabilidades de transição de estados para essa MC são definidas como: 

 

𝑃𝑟(𝑆𝑥+𝑡 = 𝑖|𝑆𝑥 = 𝑗)  (5.20) 

 

Essa equação representa, na MC, a probabilidade no tempo t de ir ao estado i, sendo o 

anterior estado o estado j. Claramente 𝑖, 𝑗 =  1, 2, . . . , 𝑚. Quando a MC é homogênea, essas 

probabilidades de transição não dependem de X (variável externa). Caso contrário, a MC 

será não homogênea. Por enquanto, será tratado o caso homogêneo para fins hidrológicos. 

Portanto, as probabilidades de transição da MC, são: 

 

𝛾𝑖,𝑗(𝑡) = 𝑃𝑟(𝑆𝑥+𝑡 = 𝑗|𝑆𝑥 = 𝑖)  (5.21) 

S1 S2 ...... St 

 

St+1 

1 
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Nota-se que equação 5.21 não depende de X. Logo, pode-se definir a matriz de 

probabilidades de transição (MPT) 𝜞 contendo os (i, j) elementos 𝛾𝑖,𝑗(𝑡), como: 

𝜞 = (

𝛾11 ⋯ 𝛾1𝑚

⋯ ⋱ ⋯
𝛾𝑚1 ⋯ 𝛾𝑚𝑚

) 

 

Onde as filas de  somam 1, ou seja, ∑ 𝛾𝑖,𝑗 = 1𝑚
𝑗=1  

De interesse nas MC, são também as probabilidades incondicionais (marginais), 𝑃𝑟(𝑆𝑡 =

𝑗), logo o vetor 𝒖(𝑡), é definido como: 

 

𝒖(𝑡) = (𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 1), 𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 2), … . . , 𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑚)) (5.22) 

 

Onde 𝑢(1) é a distribuição inicial da MC e a distribuição no tempo 𝑡 + 1 é: 

 

𝒖(𝑡 + 1) = 𝒖(𝑡)𝜞  (5.23) 

 

Para essa MC, também pode ser definida a distribuição estacionaria 𝝅 (vetor de elementos 

positivos) se: 

 

𝝅𝜞 = 𝝅 (5.24) 

𝝅𝟏′ = 𝝅 (5.25) 

 

Onde 𝟏’ é o vetor coluna de valores próprios de  e corresponde ao valor próprio 1. A 

equação 5.24 expressa estacionariedade e a equação 5.25 indica que 𝝅 seja de fato uma 

distribuição de probabilidade. Devido à equação 5.23, a Cadeia de Markov começa desde a 

distribuição estacionária e contínua nela pra todos os tempos t, portanto, o processo é 

chamado Cadeia de Markov estacionária. Como a propriedade de homogeneidade não é 

suficiente para que esse processo seja estacionário, então adicionalmente da 

homogeneidade será necessário que a cadeia de Markov tenha a propriedade de que 𝑢(1) 

seja uma distribuição estacionária. 

 

Ainda, tem-se que o vetor 𝝅 é uma distribuição estacionária se e somente se: 

 

𝝅(𝑰𝑚 − 𝜞 + 𝑼) = 𝟏  (5.26) 
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Onde: 

1, é o vetor coluna de uns; 

𝑰𝑚, é a matriz identidade de m x m ; 

𝑼 é a matriz de m x m que contem todos os seus elementos iguais a 1. 

 

Logo, a equação 5.26 constitui uma forma simples para calcular a distribuição estacionária 

𝝅. Até aqui, foram apresentadas as propriedades das MC de primeiro ordem. Uma análise 

semelhante pode ser feita para MC de ordem superior (de 2 ou mais ordens). Para maiores 

informações sobre o assunto, o leitor pode ir a Zucchini e MacDonald (2009) ou Bishop 

(2006). 

 

5.4.2 - Definição dos Modelos de Markov Oculto  

 

Múltiplos nomes tem sido utilizados para os HMM entre eles estão: “Hidden Markov 

Process” (Ephraim e Merhav, 2002), “Markov-Dependent Mixture” (Leuroux e Puterman, 

1992), “Markov Switching Model”, (Akintug e Rasmussen, 2005), “Models Subject to 

Markov Regime”, “Markov Misture Model”, (Zucchini e MacDonald, 2009). Todos esses 

nomes em relação à origem dos HMM, e dado que as séries de dados utilizados tem uma 

forte autocorrelação (como as séries de vazões). O modelo surge então da união de dois 

processos: um processo de mistura dependente e uma Cadeia de Markov que permite fazer 

a dependência entre as observações de uma maneira matematicamente conveniente, pois, 

por definição, um processo de mistura independente não permite fazer essa dependência. 

 

Segundo Whiting (2006), os Modelos de Markov oculto (HMM) discretos no tempo, ou 

seja, para séries de valores discretos; são descritos em termos de um par de processos 

{𝑆𝑡 , 𝑅𝑡}. Tendo uma serie temporal de observações 𝑅1: 𝑁 =  {𝑅1, … , 𝑅𝑡, . . . , 𝑅𝑁} com uma 

distribuição de probabilidade determinada pelo estado 𝑠𝑡 de um estado não observado m 

pertencente a uma MC. No caso 𝑚 = 1, o HMM degenera uma série de variáveis 

aleatórias mutuamente independentes. Em aplicações para hidrologia, {𝑅𝑡} pode 

representar valores totais de precipitação ou vazão em intervalos discretos de tempo (por 

exemplo, totais mensais ou anuais), com {𝑆𝑡} caracterizando um conjunto de estados 

climáticos que influenciam o ciclo hidrológico. Isso oferece um método fácil para modelar 

a interação entre persistência de regimes climáticos e resposta hidrológica. 

 



 41  

 

Supondo que 𝑆𝑡 pode ser representada em qualquer tempo 𝑡 (𝑡 = 1,2 … , 𝑁) como sendo 

parte de um conjunto de diferentes estados {𝑠1, 𝑠2, . . . 𝑠𝑚}, como resultado {𝑠𝑡, 𝑡 =

1,2. . . , 𝑁} é a serie de estados, e no caso de um HMM de 2 estados ocultos, o valor 𝑠1 pode 

representar um predominante estado úmido e o valor de 𝑠2 um estado seco (Thyer e 

Kuczera, 2000).  

 

Da mesma forma, Zucchini e MacDonald (2009) descrevem primeiramente um HMM para 

o caso discreto, mencionando que similarmente pode ser formulado um HMM para o caso 

continuo, dessa forma, um HMM de 𝑁 observações 𝑅1: 𝑁 =  {𝑅1, … , 𝑅𝑡 , . . . , 𝑅𝑁}, é uma 

forma particular de uma mistura dependente; com 𝑅𝑡: {𝑡 = 1, 2, . . . } e 𝑆𝑡: {𝑡 = 1, 2, . . . } 

representando os históricos (ou séries), do tempo 1 ate o tempo t, assim o modelo pode ser 

então descrito como: 

 

P𝑟(𝑆𝑡|𝑺1:𝑡−1) = 𝑃𝑟(𝑆𝑡|𝑆𝑡−1),         𝑡 = 1,2, … , 𝑁 (5.27) 

  

P𝑟(𝑹𝑡|𝑹1:𝑡−1, 𝑺1:𝑡) = 𝑃𝑟(𝑅𝑡|𝑆𝑡),         𝑡 ∈  ℕ (5.28) 

 

E, portanto, o modelo consiste em dois processos: 

 

1. Um processo (parameter process) não observado ou oculto (Hidden) 𝑆𝑡: {𝑡 = 1, 2, . . . } 

(equação 5.27). Processo que consiste em uma Cadeia de Markov, satisfazendo a 

propriedade de Markov (equação 5.19). 

 

2. Um processo estocástico dependente dos estados 𝑆𝑡, (state-dependent process) 

𝑅𝑡: {𝑡 = 1, 2, . . . }, tal que quando o estado 𝑆𝑡 é conhecido, a distribuição de 𝑅𝑡 depende 

só do estado atual 𝑆𝑡 e não a estados prévios (equação 5.28). De acordo com isso, a 

Figura 5.4 representa graficamente um HMM e a Figura 5.5 representa o caso de um 

HMM de 2 estados ocultos. 

 

Se a Cadeia de Markov {𝑆𝑡} tem 𝑚 estados, então {𝑅𝑡  } será um HMM de 𝑚 estados 

ocultos tendo uma distribuição estacionaria 𝝅 com elementos 𝜋𝑖 = 𝑃𝑟  (𝑆1 = 𝑖) e MPT , 

de elementos 𝛾𝑖𝑗 = 𝑃𝑟  (𝑆𝑡 = 𝑖|𝑆𝑡−1 = 𝑗) regulando a transição entre os estados {𝑆𝑡} da 

Cadeia de Markov.   
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Figura 5.4 - Representação gráfica de um Modelo de Markov Oculto, HMM 

 

Define-se também para o conjunto de observações discretas, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚: 

 

𝑝𝑖(𝑟) = 𝑃𝑟(𝑅𝑡 = 𝑟|𝑆𝑡 = 𝑖) (5.29) 

 

Onde 𝑝𝑖(𝑟) é a função massa de probabilidade de 𝑅𝑡 se a cadeia de Markov está no estado 

𝑖 no tempo 𝑡. Analogamente, se define para o caso contínuo 𝑝𝑖(𝑟) como a PDF de 𝑅𝑡, se a 

cadeia de Markov está no estado 𝑖 no tempo 𝑡. Assim, as 𝑚 distribuições 𝑝𝑖(𝑟) serão as 

distribuições dependentes dos estados (state-dependent distributions). 

 

 

Figura 5.5 - Geração das observações em um HMM de dois estados ocultos. A Cadeia de 

Markov segue o caminho 2, 1, 1, 1, 2, 1 como indicado na esquerda. As distribuições que 

são ativadas dependem dos estados ativos, apresentadas no meio. As observações são 

geradas dependendo da distribuição que é ativada (Zucchini e MacDonald, 2009, 

traduzido) 

 

 

R1 R2 

S1 S2 ...... 

...... Rt 

St ......

..... 

......

..... 

SN 

RN 
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5.4.2.1. - Distribuições marginais de um HMM 

 

Para o caso univariado de observações discretas 𝑅𝑡, se redefine a equação 5.22 como: 

 

𝑢𝑖(𝑡) = 𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑖) , para 𝑡 = 1,2. . . 𝑁 (5.30) 

 

E se tem: 

 

𝑃𝑟(𝑅𝑡 = 𝑟) = ∑ 𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑖)𝑃𝑟(𝑅𝑡 = 𝑟|𝑆𝑡 = 𝑖) = ∑ 𝑢𝑖(𝑡)𝑝𝑖(𝑟)

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

 (5.31) 

 

Matricialmente 5.16 pode ser escrita como: 

 

𝑃𝑟(𝑅𝑡 = 𝑟) = 𝒖(𝑡)𝑷(𝑟)𝟏′  (5.32) 

 

Onde, 𝑷(𝑟), é a matriz diagonal com o 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑜 elemento da diagonal igual a 𝑝𝑖(𝑟). Da 

equação 5.23 pode-se demonstrar que para uma MC homogênea e estacionaria que: 

 

𝑃𝑟(𝑅𝑡 = 𝑟) = 𝝅𝑷(𝑟)𝟏′  (5.33) 

 

5.4.2.2. - Momentos de um HMM 

 

Para um conjunto de distribuições 𝑝𝑖(𝑟), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚, com parâmetros 
𝑖
 e 𝑖

2, 

representando à média e à variância, respectivamente, sendo elas distribuições 

componentes de um HMM homogêneo com distribuição estacionaria 𝝅, tem-se que,  

segundo Akintug e Rasmussen (2005) e Zucchini e MacDonald (2009), para o conjunto de 

observações {𝑅𝑡}, o valor esperado (𝜇), variância (𝜎2), coeficiente de assimetria (𝐶𝑘) e 

autocorrelação ((𝑘)) para uma defasagem 𝑘 𝜖 ℕ, como segue: 

 

𝜇 = 𝐸[𝑅𝑡] = ∑ 𝜋𝑖𝜇𝑖 = 𝝅𝝁′

𝑚

𝑖=1

 (5.33) 
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𝜎2 = 𝐸[(𝑅𝑡 − 𝜇)2] = ∑ 𝜋𝑖

𝑚

𝑖=1

(𝜎𝑖
2 + 𝑢𝑖

2) − 𝜇2 (5.34) 

𝐶𝑠 =
𝐸[(𝑋𝑡 − 𝜇)3]

𝜎3
= 𝜎3 ∑ 𝜋𝑖[(𝜇𝑖 − 𝜇)3 + 3𝜎𝑖

2(𝜇𝑖 − 𝜇)]

𝑚

𝑖=1

 (5.35) 

𝜌(𝑘) = 𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑋𝑡, 𝑋𝑡+𝑘) =
𝝅𝑴𝜞𝑘𝝁′ − (𝝅𝝁′)2

𝜎2
 (5.36) 

 

Onde: 

 é o vetor de médias (
1
,

2
, . . . ,

𝑚
)  

𝑴 a matriz diagonal de , 𝑴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔() 

 

Os detalhes sobre a derivação dos momentos para os HMM encontram-se no trabalho de 

Timmermann (2000). E os detalhes da derivação da ACF encontram-se no trabalho de 

Akintug e Rasmussen (2005). 

 

5.4.2.3. - Estimação dos parâmetros de um HMM 

 

Para estimar os parâmetros de um HMM, é utilizado o método da Máxima 

Verossimilhança (MVS). A Verossimilhança denotada como 𝐿𝑁, é o resultado da soma de 

𝑚𝑁 términos onde cada termino é o produto de 2𝑁 fatores (Zucchini e MacDonald, 2009), 

se o modelo têm as caraterísticas antes descritas, e assumindo estacionariedade (mas, não é 

necessário essa suposição), de modo geral se tem: 

 

𝐿𝑁 = 𝝅𝑷(𝑟1)𝚪𝑷(𝑟2)𝚪𝑷(𝑟3) … . . 𝚪𝑷(𝑟𝑁)𝟏′ (5.37) 

 

Onde 𝑷(𝑟𝑡) representa a 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑝𝑖(𝑟𝑡), 𝑝2(𝑟𝑡), . . . , 𝑝𝑚(𝑟𝑡)). Logo, define-se a 𝛼𝑡 para 

𝑡 = 1,2, . . , 𝑁 , como: 

 

𝜶𝑡 = 𝝅𝑷(𝑟1)𝜞𝑷(𝑟2)𝜞𝑷(𝑟3) … . . 𝜞𝑷(𝑟𝑁) = 𝝅𝑷(𝑟1) ∏ 𝜞𝑷(𝑟𝑠)

𝑡

𝑠=2

 (5.38) 

 

E pode-se provar que: 
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𝐿𝑁 = 𝜶𝑁𝟏′ (5.39) 

 

E, 

 

𝜶𝑡 = 𝜶𝑡−1𝜞𝑷(𝑟𝑡), 𝑡 ≥ 2  

 

Assim, pode-se computar a 𝐿𝑁 utilizando a equação 5.38 e considerando que: 

 

𝜶1 = 𝝅𝑷(𝑟1) 

 

𝜶𝑡 = 𝜶𝑡−1𝜞𝑷(𝑟𝑡), 𝑡 = 2,3, … , 𝑁 

 

E, para o caso estacionário: 

 

𝜶0 = 𝝅 

 

𝜶𝑡 = 𝜶𝑡−1𝜞𝑷(𝑟𝑡), 𝑡 = 1,2, … , 𝑁 

 

Depois, calcula-se 𝐿𝑁 com base na equação 5.39. 

 

A definida 𝜶𝑡 (equação 5.38) representa as probabilidades para frente (forward 

probabilities). Pode também definir-se para 𝑡 = 1,2, . . , 𝑁, as probabilidade para trás 𝜷𝑡 

(backward probabilities) como: 

 

𝜷′𝑡 = 𝜞𝑷(𝑟𝑡+1)𝜞𝑷(𝑟𝑡+2) … . . 𝜞𝑷(𝑟𝑁)1′ = ( ∏ 𝜞𝑷(𝑟𝑠)

𝑁

𝑠=𝑡+1

) 1′ (5.40) 

 

Especificamente, 𝜶𝑡 representa a probabilidade de observar a sequência parcial 𝑟1, 𝑟2. . . , 𝑟𝑡, 

terminando no estado i no tempo t, e 𝜷′𝑡 é a probabilidade de observar a sequência restante 

𝑟𝑡+1, 𝑟𝑡 +2, . . . , 𝑟𝑁, dado o estado i no tempo t (Akintug e Rasmussen, 2005). 

 

Existem vários algoritmos utilizados em estatística para encontrar os parâmetros de 

modelos, maximizando 𝐿𝑁. Entre eles, um algoritmo comumente utilizado é o algoritmo 
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Maximização da Expectativa (Expectation-Maximization-EM) útil para encontrar a MVS 

quando existem variáveis ocultas ou dados faltantes. De maneira geral, o algoritmo opera 

mediante dois passos a Expectativa (E) e Maximização (M). No passo E, se computa as 

expectativas dos parâmetros condicionadas, ou seja, as expectativas dos parâmetros 

faltantes condicionadas aos dados observados, utilizando um valor inicial dos parâmetros 

dos dados não observados. O passo (M) maximiza o logaritmo da verossimilhança dos 

dados faltantes e observados, ou seja, maximiza o logaritmo da verossimilhança completa, 

utilizando as esperanças achadas no passo E e as esperanças dos parâmetros dos dados 

observados. Logo, os valores achados são utilizados em outro passo E, e algoritmo repete 

os passos até um critério de convergência imposto (Zucchini e MacDonald, 2009).  

 

No contexto dos HMM, o algoritmo EM é conhecido como o algoritmo Baum-Welch e 

serve para estimar os parâmetros de um HMM, dado que, no caso dos HMM, existem 

funções ou distribuições com parâmetros desconhecidos. Portanto, o algoritmo serve para 

estimar o vetor de parâmetros 𝜣 =  {𝝁, 𝝈, 𝜞, 𝝅} com os parâmetros das distribuições 

dependentes dos estados, a matriz de probabilidades de transição , e 𝝅 a distribuição 

inicial (no caso estacionário é a distribuição estacionária) (Zucchini e MacDonald, 2009). 

Esse algoritmo utiliza as probabilidades para frente (𝛼𝑡) e probabilidades para trás (𝛽𝑡). 

Maiores informações sobre o algoritmo podem ser encontradas em Zucchini e MacDonald 

(2009) e para modelos multivariados em Kirshner (2005).  

 

5.4.2.4. - Previsão utilizando HMM 

 

Para fazer previsões utilizando um HMM, é necessário definir a uma distribuição de 

previsão, que surge da formulação da distribuição para a observação 𝑅𝑡 condicionada a 

todas as outras observações no HMM. Dessa forma, a seguir define-se essa distribuição 

condicional, para definir, em seguida, a distribuição de previsão desejada. Seja 𝑅−𝑡  

𝑹−𝑡 = 𝑅1, … , 𝑅𝑡−1, 𝑅𝑡+1, . . . , 𝑅𝑁 as observações em todos os tempos diferentes ao tempo 𝑡, 

de forma similar se define a 𝒓−𝑡. Das equações 5.38 e 5.40 pode-se definir: 

 

𝛼𝑡(𝑗) = 𝑃𝑟(𝑅1:𝑡 = 𝑟1:𝑡, 𝑆𝑡 = 𝑗) 

Para 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑁 𝑒 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 

 

(5.41) 
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𝛽𝑡(𝑖) = 𝑃𝑟(𝑅𝑡+1 = 𝑟𝑡+1, 𝑅𝑡+2 = 𝑟𝑡+2, … , 𝑅𝑁 = 𝑟𝑁|𝑅𝑡 = 𝑖) 

Para 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1 e 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 condição que 𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑖) > 0 

Ou 

𝛽𝑡(𝑖) = 𝑃𝑟(𝑅𝑡+1
𝑁 = 𝑟𝑡+1

𝑁 |𝑆𝑡 = 𝑖) 

(5.42) 

 

E pode-se demonstrar que: 

 

𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖) = 𝑃𝑟(𝑅𝑁 = 𝑟𝑁, 𝑆𝑡 = 𝑖) 

Para 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑁 e 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 

 

(5.43) 

𝜶𝑡𝜷′𝑡 = 𝑃𝑟(𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) = 𝐿𝑁; Para cada 𝑡 (5.44) 

 

Onde, 𝑹𝑁 = 𝑅1:𝑁 = {𝑅1, … , 𝑅𝑁} e 𝒓𝑁 são definidos de maneira similar. Agora, utilizando 

esses resultados e as equações 5.38 e 5.40, pode-se derivar a distribuição condicional de 𝑅𝑡 

como: 

𝑃𝑟(𝑅𝑡 = 𝑟|𝑹−𝑡 = 𝒓−𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(𝑡)𝑝𝑖(𝑡)

𝑚

𝑖=1

 

Para 𝑡 = 2, . . . , 𝑁 e 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 

(5.45) 

 

Onde, 𝜔𝑖(𝑡) = 𝑑𝑖(𝑡)/ ∑ 𝑑𝑗(𝑡)𝑚
𝑗=1  são as probabilidades de mistura, sendo elas funções das 

observações 𝒓−𝑡
 
e os parâmetros do modelo. E 𝑑𝑖(𝑡) representa o produto da 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑎 

entrada do vetor 𝑡−1. No caso em que 𝑡 = 1, 𝑑𝑖(𝑡) representa o produto da 𝑖 −

é𝑠𝑖𝑚𝑎 entrada do vetor 𝝅 e a 𝑖 − é𝑠𝑖𝑚𝑎 entrada do vetor 
1
. 

 

Uma vez definida a distribuição condicional para 𝑅𝑡, define-se a distribuição de previsão, 

que é um tipo dessa distribuição. Ela é uma distribuição condicionada a 𝑅𝑁+ℎ dado 

𝑹𝑁 =  𝒓𝑁, e ℎ é o horizonte de previsão. Assim, define-se a distribuição de previsão 

𝑃𝑟(𝑅𝑁+ℎ = 𝑟|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) de maneira similar à equação 5.45 como: 

 

𝑃𝑟(𝑅𝑁+ℎ = 𝑟|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) =
𝜶𝑁𝜞ℎ𝑷(𝑥)𝟏′

𝜶𝑁𝟏′
 (5.46) 
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Essa equação pode ser escrita como uma mistura de distribuições de probabilidade 

dependentes de estados, assim: 

 

𝑃𝑟(𝑅𝑁+ℎ = 𝑟|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) = ∑ 𝜉𝑖(ℎ)𝑝𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=1

 (5.47) 

 

Onde 𝜉𝑖(ℎ) é a i-ésima entrada do vetor 𝑁
 ℎ/𝑁𝟏′. Utilizando a equação 5.47 é possível 

fazer previsões pontuais e também previsões em intervalos. Quando ℎ incrementa, a 

distribuição de previsão converge à distribuição marginal do HMM estacionário, assim: 

 

lim
ℎ→∞

𝑃𝑟(𝑅𝑁+ℎ = 𝑟|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) = 𝝅∗𝑃(𝑟)1′ 

 

Onde, 𝝅∗denota temporalmente a distribuição estacionária da MC diferente à distribuição 

inicial 𝝅. 

 

5.4.2.5. - Sequência de Estados mais Prováveis 

 

Em muitas aplicações é de interesse determinar os estados da MC que são mais prováveis 

(sob o modelo ajustado) para ter dado origem a sequência de observações, isso é conhecido 

como o problema de decodificação (the decoding problem) (Juang e Rabiner, 1991). O 

problema consiste em encontrar a decodificação local (local decoding) do estado 𝑖 no 

tempo t, ou seja, qual estado é mais provável num dado tempo t. O problema em conjunto é 

denominado decodificação global (global decoding) e consiste em determinar a sequência 

de estados mais provável.  A seguir serão apresentadas expressões para encontrar a 

probabilidade de um estado no tempo; e posteriormente expressões para encontrar a 

decodificação local e global. 

 

Tomando as equações 5.38, 5.40 e 5.43, é possível chegar à distribuição condicional de 𝑆𝑡 

dadas as observações que podem ser obtidas, para 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 ; como: 

 

𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑖|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) =
𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖)

𝐿𝑁
 (5.48) 
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Equação que é necessária resolver para encontrar a decodificação local. Essa equação pode 

ser calculada por um método de dimensionamento, dado que o cálculo de 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖) é 

numericamente instável. Seguindo o procedimento descrito por Rabiner (1989) e utilizado 

por Akintug e Rasmussen (2005), pode-se redimensionar a 𝛼𝑡(𝑖) e 𝛽𝑡(𝑖), normalizando-os 

para todos os estados. O procedimento começa calculando 𝛼1(𝑖) e depois dimensionando-o 

como segue: 

 

𝛼̂1(𝑖) =
𝛼𝑡(𝑖)

∑ 𝛼𝑡(𝑗)𝑚
𝑗=1

 (5.49) 

 

Onde, 𝛼̂1(𝑖) é o valor dimensionado. Para 𝑡 = 2, 3, . . . , 𝑁, 𝛼𝑡(𝑖) pode ser calculado 

recursivamente baseado nos valores dimensionados como: 

 

𝛼𝑡(𝑖) = (∑ 𝛼̂(𝑡−1)(𝑗)

𝑚

𝑗=1

𝛾𝑖𝑗) 𝑝𝑖(𝑟) (5.50) 

𝛼̂𝑡(𝑖) =
𝛼𝑡(𝑖)

∑ 𝛼𝑡(𝑗)𝑚
𝑗=1

 (5.51) 

 

O mesmo procedimento é utilizado para redimensionar 𝛽𝑡(𝑖). Para 𝑡 = 𝑁, se tem o 

conjunto 𝛽𝑁(𝑖) = 1, e calcula-se o conjunto de coeficientes dimensionados 𝛽̂𝑁(𝑖) como: 

 

𝛽̂𝑁(𝑖) =
𝛽𝑡(𝑖)

∑ 𝛽𝑡(𝑗)𝑚
𝑗=1

 (5.52) 

 

Então, para 𝑡 = 𝑁 − 1, 𝑁 − 2, … ,1, calcula-se 𝛽̂𝑡(𝑖) como: 

 

𝛽𝑡(𝑖) = ∑ 𝛾𝑖𝑗𝑝𝑖

𝑚

𝑗=1

(𝑟)𝛽̂𝑡+1(𝑗) (5.53) 

𝛽𝑡̂(𝑖) =
𝛽𝑡(𝑖)

∑ 𝛽𝑡(𝑗)𝑚
𝑗=1

 (5.54) 
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Visto que o cálculo da equação 5.48 envolve rádios (intervalos) de 𝛼𝑡(𝑖) e 𝛽𝑡(𝑖), os valores 

redimensionados cancelam-se. Assim, 𝛼̂𝑡(𝑖) e 𝛽̂𝑡(𝑖) podem ser utilizados nas equações 

5.51 e 5.52. Akintug e Rasmussen (2005) encontraram que esse procedimento de 

redimensionamento é necessário na maioria dos casos e que ele elimina completamente 

qualquer instabilidade numérica. 

 

Outra abordagem para resolver a equação 5.48 é descrita por Zucchini e MacDonald 

(2009), segundo eles, para cada 𝑡 ∈ {1, . . , 𝑁}, o estado mais provável 𝑖𝑡
∗ 

dadas as 𝑁 

observações, é definido como: 

 

𝑖𝑡
∗ = argmax

𝑖=1,..,𝑚
𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑖|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) (5.55) 

 

Essa equação determina o estado mais provável separadamente para cada t pela 

maximização da probabilidade condicional 𝑃𝑟(𝑆𝑡 = 𝑖|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) e, portanto, é chamada 

decodificação local. Na decodificação global em vez de maximizar essa probabilidade, 

busca-se a sequencia 𝑆1: 𝑁  =  {𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑁} que maximiza a probabilidade condicional: 

 

𝑃𝑟(𝑺𝑁 = 𝒔𝑁|𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) (5.56) 

  

Ou maximizar a probabilidade conjunta: 

 

𝑃𝑟(𝑹𝑁, 𝑺𝑁) = 𝜋𝑠1 ∏ 𝛾𝑠𝑡−1, 𝑠𝑡

𝑁

𝑡=2

∏ 𝑝𝑠𝑡(𝑟𝑡)

𝑁

𝑡=1

 (5.57) 

 

Algumas vezes, a decodificação local e similar à decodificação global, mas nunca serão 

idênticas. 

 

Maximizar a equação 5.57 não é fácil e, portanto, para solucionar esse problema, 

comumente é utilizado um algoritmo eficiente de programação dinâmica, denominado o 

algoritmo Viterbi. Esse algoritmo precisa das seguintes definições:  

 

𝜉1𝑖 = 𝑃𝑟(𝑆1 = 𝑖, 𝑅1 = 𝑟1) = 𝜋𝑖𝑝𝑖(𝑟1) (5.58) 
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E para 𝑡 = 2,3, . . 𝑁, se tem: 

 

𝜉𝑡𝑖 = max
𝑠1,𝑠2,…,𝑠𝑡−1

𝑃𝑟(𝑺𝑡−1 = 𝒔𝑡−1, 𝑆𝑡 = 𝑖, 𝑹𝑁 = 𝒓𝑁) (5.59) 

 

E pode-se provar a seguinte recursividade para 𝑡 = 2,3, . . . . , 𝑁 e 𝑖 = 1,2, . . . 𝑚: 

 

𝜉𝑡𝑗 = (max
𝑖

(𝜉𝑡−1,𝑖𝛾𝑖,𝑗))𝑝𝑗(𝑟𝑡) (5.60) 

 

O que é útil para calcular a equação 5.59, e a maximização das sequencias 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑁, 

pode ser determinada recursivamente por: 

 

𝑖𝑁 = argmax
𝑖=1,…,𝑚

(𝜉𝑁𝑖 ) (5.61) 

 

E para 𝑡 = 𝑁 − 1, 𝑁 − 2, . . . ,1 

 

𝑖𝑡 = argmax
𝑖=1,…,𝑚

(𝜉𝑡𝑖 𝛾𝑖,𝑖+1) (5.62) 

 

Esse algoritmo pode ser rescrito em términos dos logaritmos das probabilidades, e pode ser 

aplicado nos casos em que a MC é estacionária e não estacionária, assim, não é necessário 

assumir que a distribuição inicial é a distribuição estacionária. A decodificação global é o 

principal objetivo em muitas aplicações, especialmente quando se tem interpretações de 

fundo para os estados (caso de variação de estados climáticos, seco e úmido). É, então, de 

interesse investigar o desempenho da decodificação global em identificar os estados 

corretos. Isso pode ser feito pela simulação das séries a partir de um HMM, aplicando 

diretamente o algoritmo, a fim de decodificar as observações simuladas, e, então comparar 

o caminho Viterbi (sequência Viterbi) com a (conhecida) série de estados simulados 

(Zucchini e MacDonald, 2009). 
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Isso permite fazer uma checagem da simulação, pois o caminho é uma matriz de 

probabilidades (a sequência é similar a essa matriz) em que as filas e colunas devem somar 

1. E pode-se achar a probabilidade de que um estado inferido (j) seja na realidade outro 

estado (i), ou seja, as probabilidades p(i/j) e p(j/i). Isto ajuda a quantificar a precisão do 

caminho Viterbi e é recomendado quando a interpretação desse caminho é um importante 

objetivo de análises (Zucchini e MacDonald, 2009). Detalhes sobre esse algoritmo podem 

ser encontrados em Kirshner (2005). 

 

5.4.2.6. - Extensões dos HMM 

 

O HMM básico, conforme estudado, incluindo a sua estimação de parâmetros, pode ser 

estendido em numerosas vias para satisfazer os requerimentos de aplicações particulares 

(Bishop, 2006). A continuação apresenta representações esquemáticas de alguns casos 

importantes, detalhes desses modelos podem ser encontrados em Kirshner (2005) e Bishop 

(2006). 

 

A Figura 5.6 representa um HMM Autoregressivo (AR-HMM), no qual as observações 𝑅𝑡 

dependem dos estados ocultos 𝑆𝑡, da observação 𝑅𝑡−1 e também de k observações 

anteriores. No caso especifico da Figura 5.6, 𝑘 = 1.  

 

Figura 5.6 - Representação gráfica de um AR-HMM. 

 

Quando em um HMM as observações 𝑅𝑡 dependem de 𝑆𝑡 e de variáveis externas 𝑋𝑡, diz-se 

que o modelo é um Input-Output HMM. A Figura 5.7 representa esse tipo de modelo, onde 

as setas tracejadas representam a dependência de 𝑅𝑡 a 𝑋𝑡. 
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Figura 5.7 – Representação gráfica de um Input-Output HMM. 

 

Outro caso ocorre quando se tem varias MC. Nesse caso, o modelo é denominado um 

HMM Fatorial. A Figura 5.8 representa esse tipo de modelo que possui dois MC (𝑆1𝑡 

e 𝑆2𝑡). As setas tracejadas representam a dependência de 𝑅𝑡 à segunda MC (𝑆2𝑡). 

 

Figura 5.8 – Representação gráfica de um HMM Fatorial 

 

O caso no qual as probabilidades de transição dependem de outras variáveis externas foi 

mencionado na secção 4.1.1.2. Nesse caso, o HMM converte-se num modelo não- 

homogêneo. Esse modelo será descrito na próxima seção. 

 

5.4.3 - Modelos de Markov Oculto Não Homogêneo 

 

No caso em que algumas variáveis (X) influenciam as observações 𝑅𝑡, por exemplo, a 

chuva pode ser influenciada por fatores atmosféricos como a temperatura, velocidade do 

vento; entre outras variáveis ou influenciada por processos climáticos de larga escala 

resultantes de anomalias nas temperaturas no oceano, essas variáveis X podem ser entradas 

(inputs) num HMM homogêneo e fazer que esse processo não seja mais homogêneo, 

influenciando as probabilidades de transição de estados, e dessa forma, influenciar as 
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distribuições de probabilidade que geram as observações (Kirshner, 2005a). Os modelos 

que trata o descrito anteriormente são chamados Modelos de Markov Oculto Não 

Homogêneos (Non-homogeneous Hidden Markov Models - NHMM). Kirshner (2005a) os 

descreve como segue. 

 

Dado um conjunto D-dimensional de variáveis de entrada para o modelo 𝑋1: 𝑁 =

 {𝑋1, … , 𝑋𝑡 , . . . , 𝑋𝑁}, que convertem o HMM em não homogêneo, ao fazer que a 

probabilidade do estado oculto 𝑆𝑡 dependa do estado 𝑆𝑡−1 e também dependa do valor de 

𝑋𝑡, redefine-se a equação 6.12 e, portanto, tem-se que: 

 

𝑃(𝑆𝑡|𝑺1:𝑡−1, 𝑿1:𝑁) = 𝑃(𝑆𝑡|𝑺1:𝑡−1, 𝑿1:𝑡),   𝑡 = 1,2, … , 𝑁 (5.63) 

 

E a Figura 5.9, representa graficamente a estrutura desse modelo. 

 

Figura 5.9 -  Representação gráfica de um Modelo de Markov Oculto Não Homogêneo, 

NHMM. 

 

Além disso, as probabilidades de transicao  𝑖𝑗(𝑟) e as distribuições iniciais 𝜋 𝑖(𝑟)  

dependem da variavel 𝑋𝑡, assim: 

 

𝜋𝑖(𝑟) = 𝑃(𝑆1 = 𝑖|𝑿1 = 𝒙) (5.64) 

  

𝛾𝑖𝑗(𝑟) = 𝑃(𝑆𝑡 = 𝑖|𝑆𝑡−1 = 𝑗, 𝑿𝑡 = 𝒙) (5.65) 

 

E para modelar a transição de estados utiliza-se uma regressão multinomial logística, 

assim: 
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𝑃(𝑆𝑡 = 𝑖|𝑆𝑡−1 = 𝑗, 𝑿𝑡 = 𝒙) =
exp (𝜎𝑗𝑖 + 𝜌𝑖𝑥𝑡)

∑ exp (𝜎𝑗𝑖 + 𝜌𝑖𝑥𝑡)𝑚
𝑖=1

      𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑡 = 2, … , 𝑁 (5.66) 

  

𝑃(𝑆1 = 𝑖|𝑿1 = 𝒙) =
exp (𝜆𝑖 + 𝜌𝑖 𝑥𝑡)

∑ exp (𝜆𝑖 + 𝜌𝑖𝑥𝑡)𝑚
𝑖=1

      𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑡 = 1 (5.67) 

 

Onde, 𝑚 representa o número de total de estados e 𝜆𝑖 , 𝜎𝑖𝑗 ∈  ℝ e 𝜌
𝑖

∈ ℝ𝐷
, logo, se define a 

 =  (,) como o conjunto total de parâmetros do modelo NHMM, onde , representa 

a matriz dos parâmetros 𝜆𝑖 , 𝜎𝑖𝑗 e 𝜌
𝑖
 de tamanho 1 𝑥 𝑚 e   é a matriz de transição de 

probabilidades (MPT).  

 

Pode-se notar que o HMM é um caso especial de um NHMM com: 

 

𝜋𝑖 =
exp (𝜆𝑖)

∑ exp (𝜆𝑖)
𝑚
𝑖=1

 

E: 

𝛾𝑖𝑗 =
exp (𝜎𝑗𝑖)

∑ exp (𝜎𝑗𝑖)
𝑚
𝑖=1

 

 

Com 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚 ou equivalentemente 
𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚. 

 

Essa conclusão permite que as considerações feitas para os HMM sejam válidas para os 

NHMM. Então, é possível, a partir da extensão das equações dos HMM, definir as 

propriedades para os NHMM. E também, por meio do algoritmo Baum-Welch, estimar o 

conjunto de parâmetros  e utilizar o algoritmo Viterbi para a decodificação global e 

realizar a decodificação local. Detalhes sobre esses algoritmos para NHMM podem ser 

encontrados em Kirshner (2005). 
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6 - INFLUENCIA DA VARIABILIDADE CLIMÁTICA NO REGIME 

HIDROLÓGICO DO NORDESTE DO BRASIL 

 

As relações entre fatores climáticos e o regime hidrológico é um assunto de interesse em 

regiões que apresentam baixa disponibilidade hídrica, como a região do Nordeste do Brasil 

(NEB) (Souza Filho e Lall, 2003). Porém, como apresentado na seção 4.2, os modelos 

estocásticos que incluem informação climática na modelagem de séries sintéticas de 

vazões ainda estão em surgimento. Portanto, neste capitulo, será tratada a relação de 

fenômenos climáticos globais de baixa frequência com o regime climático do NEB, para 

contextualizar a influência de fatores climáticos na variabilidade e persistência de variáveis 

hidrológicas como a precipitação e vazões.  

 

6.1 - CARACTERÍSTICAS DO NORDESTE DO BRASIL 

 

O NEB é principalmente uma região semiárida, que ocupa grande parte do território 

nacional. O semiárido abrange os Estados de Alagoas, Bahia, Ceará, Minas Gerais, 

Paraíba, Pernambuco, Piauí, Rio Grande do Norte e Sergipe, ocupando uma área de 977 

mil km
2
. Compreende 1.133 municípios e abriga uma população de 20 milhões de 

habitantes, correspondente a 12% da população brasileira. Desses 20 milhões, 

aproximadamente 56% encontram-se na área urbana, enquanto 44% na zona rural. 

Especificamente, o Estado do Ceará possui 86,8% da sua área inserida no semiárido 

(Ceará, 2008; ANA, 2010a).  

 

O semiárido Cearense apresenta um conjunto de características representativas, entre as 

principais estão as seguintes (Ceará, 2008): 

 

 Precipitação pluviométrica média anual inferior a 800 mm;  

 Índice de aridez de até 0,5 calculado pelo balanço hídrico que relaciona as 

precipitações e a evapotranspiração potencial, no período entre 1961 e 1990; e  

 Risco de seca maior que 60%, tomando-se por base o período entre 1970 e 1990. 

 

Essas são algumas das características do ponto de vista cientifico, mas do ponto de vista 

cultural, agrícola e industrial, outros critérios podem descrever o semiárido, por exemplo, 
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comumente a região é chamada como a região onde incidem as secas prolongadas. A ideia 

de seca, por sua vez, vai desde a falta de precipitação, deficiência de umidade no solo 

agrícola, quebra de produção agropecuária, até impactos sociais e econômicos negativos 

em geral, ou seja, identificação de áreas de secas, em função de causas e efeitos, com 

diversos níveis de abrangência. Além disso, existem outras características marcantes da 

região, elas são (Ceará, 2008; Silveira, et al., 2011): 

 

 Cobertura vegetal de caatinga; 

 Embasamento cristalino predominante;  

 Solos geralmente rasos, pouco permeáveis e sujeitos à erosão; 

 Rios, em sua maioria, intermitentes;  

 Eventos hidrológicos extremos frequentes: secas e cheias;  

 Escoamento específico reduzido: 4 L/s/km² ou 1.260 m³ 21 /ha./ano; 

 Temperaturas altas entre 24.1°C e 27.1°C, com insolação intensa entre 2.417 h/ano 

e 2.983 h/ano o que leva a taxas elevadas de evapotranspiração de 1.469 mm/ano a 

2.904 mm/ano. 

 

Em vista disso, na região frequentemente apresenta um balanço hídrico desfavorável, com 

déficit hídrico em quase todo estado. Isso repercute na diminuição dos recursos hídricos 

para os diferentes usos, em particular o abastecimento humano. Trata-se, portanto, de um 

território vulnerável, em que a irregularidade interanual das chuvas pode chegar a 

condições extremas representadas por frequentes e longos períodos de estiagem, que são o 

principal impacto da variabilidade climática na região. Esses períodos críticos têm sido os 

maiores responsáveis pelo histórico êxodo de grande parte da sua população (Marengo, 

2008; ANA, 2010a, 2010b).  

 

6.2 - FENÔMENOS CLIMÁTICOS E SISTEMAS ATMOSFÉRICOS SOBRE O 

NORDESTE DO BRASIL 

 

Segundo Hastenrath e Heller (1977), os mecanismos que governam o regime de chuva no 

NEB são os eventos relacionados ao fenômeno do El Niño- Southern Oscillation (ENSO); 

a dinâmica dos ventos tropicais e os sistemas de circulação atmosférica como: a Zona de 

Convergência Intertropical (ZCIT) sobre o oceano Atlântico; Frentes Frias (FF); Vórtices 

Ciclônicos de Altos Níveis (VCANs); linhas de Instabilidade (LI); Complexos Convectivos 
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de Mesoescala (CCM), e o efeito das brisas marítima e terrestre na precipitação. Esses 

mecanismos descrevem-se a seguir. 

 

6.2.1 - El Niño – Southern Oscillation  

 

El Niño – Southern Oscillation (ENSO) é um sistema/fenômeno de interações entre o 

Oceano Pacifico equatorial e a atmosfera. Os estados desse sistema possuem variabilidade 

interanual. Uma das principais formas de observar as variações entre estados do ENSO é 

através das flutuações das temperaturas da superfície do mar (Surface Sea Temperatures-

SSTs) do oceano Pacifico equatorial. A variabilidade do ENSO afeta o clima estacional de 

muitas regiões do mundo incluindo o NEB. O ENSO apresenta duas fases ou estados 

opostos, eles são: El Niño e La Niña. El Niño descreve os eventos nos que o oceano 

Pacifico equatorial encontra-se mais quente que a média e La Niña representa eventos 

contrários deixando o Pacifico equatorial mais frio que a média (IRI, 2012a). A Figura 6.1 

apresenta o ENSO nas suas fases El Niño e La Niña, determinadas por anomalias da SST a 

respeito da média. Pode-se apreciar as elevadas anomalias no caso El Niño (Figura 6.1 a) e 

baixas anomalias no caso La Niña (Figura 6.1 b). 
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a) El Niño – Julho de 1997 

 

b) La Niña – Dezembro de 1999 

 

 

Figura 6.1 -  Estados do ENSO: a) Condições El Niño para o mês de julho de 1997 e b) 

condições La Niña para o mês de Dezembro de 1999, (IRI, 2012b). 

 

Além disso, os estados do ENSO estão associados com mudanças nos ventos dos trópicos, 

a pressão atmosférica e os padrões das chuvas. Logo, nessa zona, as chuvas ocorrem 

quando as SSTs estão mais quentes, portanto, as tendências das chuvas podem ser previstas 

utilizando as condições do ENSO. Em condições normais do ENSO, a água mais quente 

encontra-se no Oceano Pacifico Ocidental, e assim, ocorrem maiores precipitações nessa 

zona. Os ventos perto da superfície viajam do leste a oeste através do Pacifico (ventos do 

este), ver Figura 6.2a. Enquanto, que nas condições El Niño (Figura 6.2b), os ventos do 

este se debilitam, as SSTs estão mais quentes que a média para grande parte do Pacifico 

tropical central do leste e a região de chuvas mais fortes movimenta-se para o leste. Por 

ultimo, nas condições La Niña, apresentam-se as condições opostas a El Niño. Nessa fase 

(Figura 6.2 c), os ventos do este se fortalecem, a água mais fria do oceano estende-se para 

o oeste até o Pacifico central. As SSTs são mais quentes que a média no Pacifico ocidental 
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e estão acompanhadas por precipitações maiores que o habitual na Austrália, no NEB e na 

região do sudeste da Ásia (IRI, 2012a).  

 

a) Condições Normais 

  

b) Condições El Niño 

  

c) Condições La Niña 

  

Figura 6.2 - Mecanismos do ENSO: a) condições normais observam-se águas superficiais 

relativamente mais frias no Pacífico equatorial leste, junto à costa oeste da América do Sul, 

e relativamente mais aquecidas no Pacífico equatorial Oeste, b) condições El Niño, ocorre 

uma diminuição das águas mais frias que afloram próximo à costa oeste da América do Sul 

e c) condições La Niña, As águas adjacentes à costa oeste da América do Sul tornam-se 

ainda mais frias devido à intensificação do movimento de ressurgência, (INPE/CPTEC, 

2012). 

 

Enquanto que o Pacifico tropical afeta a atmosfera, também a atmosfera tem uma 

influência sobre o oceano. De fato, a interação entre a atmosfera e oceano é uma parte 



 61  

 

essencial do El Niño e La Niña, pois, durante El Niño, a pressão ao nível do mar tende a ser 

menor no Pacifico oriental e superior no Pacifico ocidental. Um fenômeno contrário tende 

a ocorrer em um episodio La Niña. Essas variações das pressões atmosféricas se denomina 

a Oscilação Sul (Southern Oscillation). Como o El Niño e a Oscilação Sul estão 

relacionados, comumente utiliza-se a frase El Niño – Southern Oscillation (ENSO), para 

referir-se ao fenômeno completo (IRI, 2012a). Para ilustrar essa relação, a Figura 6.3 

apresenta a relação entre as anomalias da SST no Pacifico tropical e as variações das 

pressões entre a Austrália e Taiti (Southern Oscillation Index-SOI), para correlação gráfica 

de 0.67.  

 

 

Figura 6.3 - Convencional índice da Oscilação Sul (Southern Oscillation Index-SOI) 

medido como a diferença entre a pressão atmosférica média ao nível do mar entre Darwin 

(Austrália) e Papeete (Taiti) dado em mbars (linha tracejada) e um índice da SST para a 

Oscilação Sul (linha solida). Nesta figura o SOI tem sido duplicado (Storch e Zwiers, 

1999, traduzido) 

 

Além dos efeitos climáticos no oceano Pacifico tropical, o ENSO também afeta muitas 

regiões, chegando a produzir variabilidade sazonal. A Figura 6.4 apresenta os efeitos do 

ENSO em diversas partes do mundo, para seus dois estados. Esses efeitos são produto das 

diferentes interações dos sistemas atmosféricos globais, que entram em relação com o 

ENSO. Nota-se, na Figura 6.4, efeitos contrários no NEB, pois se tem condições secas e 

chuvosas para cada estado. Além desse fenômeno, outros fenômenos atmosféricos e 

climáticos somados a os fatores característicos de uma determinada região também 

produzem variabilidade climática, mas, o ENSO é considerado a principal influência para o 

clima mundial (Whiting, 2006; IRI, 2012a). 
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Em consequência da importância do ENSO, mudanças desse fenômeno precisam ser 

monitoradas. Assim, as interações atmosféricas do Pacifico com o ENSO são monitoradas 

através de variáveis que tenham relação a esses fenômenos. Uma medida comumente 

utilizada é o índice SOI, o qual consiste em uma diferença de pressões. Utilizando esse 

índice tem-se que os eventos El Niño são caraterizados por períodos extensos de valores do 

SOI negativos e La Niña ocorre no caso contrário. Dessa forma, diz-se que o ENSO é um 

fenômeno climático persistente. Como um monitoramento atmosférico se sujeita a outros 

fenômenos atmosféricos de pequena escala que podem intervir nessa diferença de pressões, 

um método alternativo é monitorar as SSTs no leste do Oceano Pacifico equatorial, para 

identificar anomalias dessas SSTs e, assim, identificar a variabilidade do ENSO. Deste 

modo, tem sido propostos índices climáticos para quantificar as anomalias relacionadas ao 

fenômeno, medindo diretamente no oceano. Eles são definidos como anomalias da SST em 

quatro regiões do Pacifico tropical (Whiting, 2006). 

 

A Tabela 6.1 apresenta as regiões desses índices e a nomenclatura utilizada, enquanto que 

a Figura 6.5 apresenta a sua localização geográfica no oceano Pacifico. Essas regiões 

apresentam as seguintes características: a região Niño 1+2 é a região que tipicamente 

esquenta primeiro quando surge um evento El Niño; a região Niño 3 apresenta maior 

variabilidade na SST nas diferentes escalas do El Niño; da mesma forma a região Niño 3.4 

é similar à Niño 3, mas, as variações são mais claras, pois a região é onde essas variações 

produzem precipitações locais (Figura 6.2 b), além de ser a região mais afastada dos 

continentes no pacifico ocidental. A Niño 4 é a região onde valores elevados de mudanças 

da SST (ao redor de 27.5°C) ajudam à produção de precipitação na zona (IRI, 2012c). 

 

Tabela 6.1 - Regiões dos índices do ENSO, (Schöngart e Junk, 2007) 

Região Índice ENSO Latitude Longitude 

Niño 1+2 NINO12 0°-10°S 90°W-80W 

Niño 3 NINO3 5°N-5°S 150°W-90°W 

Niño 3.4 NINO34 5°N-5°S 170°W-120°W 

Niño 4 NINO4 5°N-5°S 160°E-150°W 
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a)El Ninõ 

 

b)La Niña 

 

Figura 6.4 - Efeitos globais do ENSO para os meses de dezembro janeiro e fevereiro: a) 

efeitos do El Niño, b) efeitos da La Niña (INPE/CPTEC, 2012). 

 

 

Figura 6.5 - Localização das regiões dos índices ENSO (IRI, 2012b). 

 

Frequentemente climatologistas australianos sinalam que valores positivos desses índices 

acima de +0.8°C por vários meses são associados a condições El Niño, e valores abaixo de 

-0.8°C são condições de La Niña, esses valores dos índices são aproximadamente um 

desvio padrão de uma média de longo prazo (ABOM, 2012). Um dos índices comumente 

Niño 1+2 

Niño 3.4 

Niño 3 

Niño 4 
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utilizados é o NINO3, embora pela sua importância o NINO34 também é muito utilizado 

Para o índice NINO3, toma-se uma média por 5 meses e períodos no mínimo de 6 meses 

com valores acima de  +0.4°C são associados a El Niño e valores com a mesma duração 

abaixo de -0.4°C são relacionados a eventos La Niña (Whiting, 2006; IRI, 2012c). 

 

6.2.2 - Sistemas de Circulação Atmosférica 

 

A dinâmica da circulação atmosférica sobre a região tropical é fortemente modulada e 

modificada pelos padrões termodinâmicos dos oceanos Pacífico e Atlântico tropicais. Em 

anos nos quais se verificam anomalias positivas ou negativas das SSTs nesses oceanos, a 

célula de Hadley, que atua no sentido meridional (ramo ascendente sobre os trópicos e 

ramos descendentes nas latitudes subtropicais), e a célula de Walker, que atua no sentido 

zonal (ramo ascendente no Pacífico oeste e ramo descendente no Pacífico leste) são 

perturbadas, causando fortes anomalias na circulação atmosférica sobre os trópicos, visto 

que essas células são deslocadas de suas posições climatológicas. Consequentemente, as 

intensidades e duração do período chuvoso dessa região também são afetadas (Hastenrath e 

Heller, 1977). Além disso, vários sistemas atmosféricos apresentam-se na região do NEB, 

esses sistemas definem-se a seguir (FUNCEME, 2012): 

 

6.2.2.1. - Zona de Convergência Intertropical 

 

A Zona de Convergência Intertropical (ZCIT) é uma banda de nuvens que circunda a faixa 

equatorial do globo terrestre (Figura 6.6), formada principalmente pela confluência dos 

ventos alísios do hemisfério norte com os ventos alísios do hemisfério sul, em baixos 

níveis (o choque entre eles faz com que o ar quente e úmido ascenda e provoque a 

formação das nuvens), baixas pressões, altas SST, intensa atividade convectiva e 

precipitação. Esse mecanismo é o fator mais importante do regime de chuvas no norte do 

NEB. Normalmente a ZCIT migra sazonalmente de sua posição mais ao norte, 

aproximadamente 14°N em agosto-outubro, para posições mais ao sul, aproximadamente 

2°S a 4°S entre fevereiro a abril. Esse deslocamento da ZCIT está relacionado aos padrões 

da SST sobre o Atlântico tropical, como foi demonstrado por Uvo et al. (1998). A ZCIT é 

mais significativa sobre os oceanos, e por isso, a SST é um dos fatores determinantes na 

sua posição e intensidade. 
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Figura 6.6 - Zona de Convergência Intertropical - ZCIT, sinalada pela elipse vermelha, 

(INPE/ CPTEC, 2012) 

 

6.2.2.2. - Frentes Frias 

 

As Frentes Frias (FF) são outro fator importante para a produção de chuva no NEB, esse 

fator está relacionado à penetração de frentes frias até às latitudes tropicais entre os meses 

de novembro e janeiro. As FF são bandas de nuvens organizadas que se formam na região 

de confluência entre uma massa de ar frio (mais densa) com uma massa de ar quente 

(menos densa). A massa de ar frio penetra por baixo da quente, e faz com que o ar quente e 

úmido suba, formem-se as nuvens e apresentem-se chuvas. 

 

6.2.2.3. - Vórtices Ciclônicos de Altos Níveis 

 

Os Vórtices Ciclônicos de Altos Níveis (VCANs) são vórtices ciclônicos ar superior que 

penetram no NEB e formam-se no Atlântico, principalmente entre os meses de novembro e 

março, e sua trajetória normalmente é de leste para oeste, com maior frequência entre os 

meses de janeiro e fevereiro. O tempo de vida desses sistemas varia em média, entre 7 a 10 

dias. Os VCANs são um conjunto de nuvens que tem a forma aproximada de um círculo 

girando no sentido horário. Na sua periferia há formação de nuvens causadoras de chuva e 

no centro há movimentos de ar de cima para baixo (subsidência), aumentando a pressão e 

inibindo a formação de nuvens. 

 

6.2.2.4. - Linhas de Instabilidade  
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As Linhas de Instabilidade (LI) são bandas de nuvens causadoras de chuva, normalmente 

do tipo cúmulos, organizadas em forma de linha, daí o seu nome. Sua formação se dá 

basicamente pelo fato de que, com a grande quantidade de radiação solar incidente sobre a 

região tropical ocorre o desenvolvimento das nuvens cúmulos, que atingem um número 

maior à tarde e início da noite, quando a convecção é máxima, com consequentes chuvas. 

Outro fator que contribui para o incremento das LI, principalmente nos meses de fevereiro 

e março, é a proximidade da ZCIT. 

 

6.2.2.5. - Complexos Convectivos de Mesoescala 

 

Os Complexos Convectivos de Mesoescala (CCMs) são aglomerados de nuvens que se 

formam devido às condições locais favoráveis como temperatura, relevo, pressão, etc., e 

provocam chuvas fortes e de curta duração, normalmente acompanhadas de fortes rajadas 

de vento. Os CCMs, na região subtropical, ocorrem preferencialmente durante os meses de 

primavera e de verão no hemisfério sul, formando-se no período noturno com um ciclo de 

vida entre 10 e 20 horas. Normalmente as chuvas associadas aos CCMs ocorrem de forma 

isolada. 

 

6.2.2.6. - Ondas de Leste  

 

As Ondas de Leste (OL) são ondas que se formam no campo de pressão atmosférica, na 

faixa tropical, na área de influência dos ventos alísios, e se deslocam de oeste para leste, ou 

seja, desde a costa da África até o litoral leste do Brasil. Provocam chuvas principalmente 

na Zona da Mata que se estende desde o Recôncavo Baiano até o litoral do Rio Grande do 

Norte, mas, quando as condições oceânicas e atmosféricas estão favoráveis, as OL também 

provocam chuvas no estado do Ceará nos meses de junho, julho e agosto, principalmente 

na parte centro-norte do estado. 

 

6.2.2.7. - Brisas Marítimas e Terrestres 

 

Segundo Ferreira e Mello (2005), outros mecanismos são as brisas marítimas e terrestres. 

Essas brisas resultam do aquecimento e resfriamento diferenciais que se estabelecem entre 

a terra e a água. Durante o dia, o continente se aquece mais rapidamente que o oceano 

adjacente, fazendo com que a pressão sobre o continente seja mais baixa que sobre o 
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oceano. Isto faz com que o vento à superfície sopre do oceano para o continente, vento que 

é denominado brisa marítima. Essa brisa pode chegar a penetrar até 100 km para dentro do 

continente. No período da noite o continente perde calor mais rapidamente que o oceano, 

produzindo com que esse fique com temperaturas mais elevadas se comparadas às do 

continente. Dessa forma, a pressão fica maior sobre o continente, e o vento sopra do litoral 

para o oceano, esse vento chama-se brisa terrestre. A brisa terrestre também afeta até 100 

km para dentro do mar. As brisas terrestre e marítima nem sempre são percebidas. No 

NEB, por exemplo, onde os ventos alísios são persistentes e intensos durante todo o ano, 

quase sempre as brisas apenas contribuem para mudar um pouco a direção e a velocidade 

dos ventos. Dependendo da orientação da costa, a velocidade do vento, resultante da 

superposição alísio-brisa, pode ser maior ou menor que a do alísio (Varejão-Silva, 2001). 

 

6.3 - VARIABILIDADE CLIMÁTICA SOBRE O NORDESTE 

 

O clima de qualquer região é determinado em grande parte pela circulação geral da 

atmosfera, resultante do aquecimento diferencial do globo pela radiação solar, da 

distribuição assimétrica de oceanos e continentes e também das características topográficas 

dos continentes. Padrões de circulação atmosférica redistribuem calor, umidade e momento 

(quantidade de movimento) por todo o globo. No entanto, essa redistribuição não é 

homogênea, agindo algumas vezes no sentido de diminuir as variações regionais dos 

elementos climáticos, tais como, temperatura e precipitação, as quais tem enorme 

influência nas atividades humanas (Ferreira e Mello, 2005). 

 

Logo, esse quadro e as características do semiárido nordestino fazem com que, na região, 

predomine um clima semiárido com intensa variabilidade temporal (intra, interanual, 

decenal) e variabilidade espacial de chuvas (Marengo, 2006), devido fundamentalmente à 

atuação simultânea dos sistemas atmosféricos antes mencionados e à dinâmica das suas 

interações. Esses sistemas podem variar com as características fisiográficas da região, 

assim como pelos padrões anômalos de grande escala de circulação atmosférica global 

associada aos Oceanos Pacifico e Atlântico Tropical, o que modifica a frequência, 

distribuição espacial e intensidade desses sistemas (Lázaro et al. 2011). 

 

6.3.1 - Variabilidade Sazonal e Espacial 
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No que se refere à variação intrasazonal, o NEB possui um ciclo anual bem definido, 

onde predominam duas estações distintas: a estação de chuvosa e a estação seca. A estação 

de chuva concentra-se entre dezembro e subdivide-se em pré-estação chuvosa (dezembro e 

janeiro). Nessa estação, os principais sistemas causadores de chuva são: a proximidade das 

FF e os VCANs. A quadra chuvosa compreende os meses de fevereiro, março, abril e maio 

e tem à ZCIT como principal sistema causador de chuva seguido de sistemas secundários 

como as LI e os CCMs e efeitos de brisas. Os meses de junho e julho são considerados 

pós-estação chuvosa e os sistemas causadores de chuva são as OL e os CCMs. No segundo 

semestre a ocorrência de chuva é pequena, há um predomínio de altas pressões 

atmosféricas e uma quase total ausência de fenômenos atmosféricos causadores de chuva, 

por isso chama-se de estação seca (Silveira et al. 2011). Essas variações interanuais 

também estão ligadas a variações espaciais em toda a região nordestina, segundo Marengo 

(2008), a distribuição espacial das chuvas é a seguinte: 

 

 No sul-sudoeste, o principal período chuvoso é de outubro a fevereiro. As chuvas 

são ocasionadas principalmente pela passagem de FF que vêm do sul do país. Além 

disso, pode-se observar chuvas em forma de pancadas isoladas, que normalmente 

ocorrem no final da tarde e início da noite, devido ao aquecimento durante o dia. 

 No norte, abrangendo a maior parte do semiárido, o principal período chuvoso 

ocorre entre os meses de fevereiro e maio. Essa região é onde ocorrem as maiores 

secas. O mais importante sistema causador de chuvas nessa sub-região é a ZCIT. 

 No Leste ou Zona da Mata, o principal período chuvoso ocorre de abril a agosto e 

as chuvas são ocasionadas principalmente pelos contrastes entre a temperatura do 

mar junto à costa e a temperatura do continente. Os ventos, ao soprar continente 

adentro, carregam a umidade do oceano que condensa e precipita na faixa litorânea 

e na região da Zona da Mata. 

 

6.3.2 - Variabilidade Interanual 

 

O fenômeno ENSO sobre o Pacífico equatorial e anomalias da SST sobre o Atlântico 

tropical modulam conjuntamente uma grande parte da variabilidade interanual do clima 

sobre o NEB. A combinação das circulações atmosféricas anômalas induzidas pelas 

distribuições espaciais de SST sobre os oceanos Pacífico equatorial e Atlântico tropical 

afetam o posicionamento latitudinal da ZCIT sobre o Atlântico, influenciando a 
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distribuição da pluviometria sobre o NEB. A pesar da variabilidade interanual das SSTs e 

ventos sobre o Atlântico tropical serem significativamente menores das variações 

observadas no Pacífico equatorial, essa variabilidade exerce profunda influência na 

variabilidade climática sobre o NEB (Uvo et al,. 1998; Marengo, 2006). 

 

Como o mencionado na seção 5.2.1, o NEB apresenta sinais consistentes de El Niño, pois, 

na região, existe uma tendência para as secas que ocorre devido ao aquecimento das águas 

superficiais no Pacífico Central, que interfere no regime de ventos sobre toda a região 

equatorial do Pacífico. As nuvens, que normalmente produzem chuvas abundantes na parte 

oeste do oceano Pacífico, nas vizinhanças da Indonésia, deslocam-se para leste, para o 

Pacífico central e, posteriormente, para a costa oeste da América do Sul, trazendo as 

chuvas ao deserto peruano. A mudança de posição das chuvas no Pacífico provoca 

alterações nas condições climáticas, devido à grande quantidade de energia envolvida no 

processo de formação da chuva, portanto, produzem-se grandes secas no NEB. Durante La 

Niña, ocorrem anomalias climáticas inversas ao El Niño, embora o fenômeno ENSO não 

seja estritamente linear. Nas condições La Niña, os Ventos Alísios no Pacífico são mais 

intensos que a média climatológica. Apresenta-se uma intensificação da pressão no 

Pacífico Central e Oriental, em relação à pressão no Pacífico Ocidental, o que produz 

aumento da produção de chuvas no NEB. Em geral, o episódio começa a se desenvolver 

em meados do ano, atinge sua intensidade máxima no final daquele mesmo ano e se dissipa 

cerca de seis meses depois (Marengo, 2006). 

 

Marengo (2006) menciona que o fenômeno El Niño pode ser caracterizado como cíclico, 

mas não possui um período estritamente regular, ele é caraterizado por uma variabilidade 

interanual aparecendo em uma escala geralmente de ao longo de 2 a 7 anos. Entretanto, 

podem existir períodos nos quais o El Niño ocorre com fraca intensidade, como na década 

de 1920 -1930 e em meados do século XVIII. Ou eventos anômalos como El Niño de 

1982/83. Nesse evento, o aquecimento da SST ocorreu inicialmente no Pacífico Central e 

depois se estendeu para a costa da América do Sul. O episódio de 1986/1987 também foi 

similar, pois, apesar de ter-se monitorado a Oscilação Sul e as condições das SST, 

pareciam indicar um episodio El Niño durante 1986, as condições só intensificaram-se 

depois de maio de 1987.  
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Em comparação com casos anteriores, o evento 1997/98 apresenta uma característica 

diferente do padrão normal e extremamente importante: a taxa de crescimento da anomalia 

de SST foi muito superior ao normal e ao prognosticado nas previsões realizadas pelos 

principais centros meteorológicos mundiais no final do ano 1996. Em adição, o episódio 

começou um pouco mais cedo que o normal, comparando-se apenas ao caso de 1972/73. El 

Niño também produziu as secas extremas dos anos 1932 e 1983 e o evento 1997/98 gerou a 

grande seca de 1998. Nos últimos 15 anos, foram apenas três ocasiões em que o El Niño 

foi sucedido pela La Niña. O episódio intenso de El Niño em 1982/83 foi seguido de um 

evento fraco de La Niña em 1984/85, e um El Niño menos intenso, ocorrido em 1986/87, 

um El Niño relativamente longo entre 1990-94 e o evento muito intenso em 1997/98. O 

evento em 1986/87 foi seguido de um forte La Niña em 1988/89. O El Niño longo, mas 

pouco intenso do 1990-94 foi seguido de um episódio fraco La Niña em 1995/96.  

 

O oceano Atlântico tropical tem também um papel fundamental na variabilidade climática 

interanual do NEB. Uma série de trabalhos sobre esse assunto é apresentada por Marengo 

(2006). Muitos desses trabalhos apresentam fortes evidências observacionais, teóricas e 

resultados de modelos de circulação geral da atmosfera, de que as condições oceânicas e 

atmosféricas do Atlântico tropical influem fortemente na variabilidade interanual na região 

(Moura e Shukla, 1981; Hastenrath, 1994, 2000, 2006; Souza Filho e Lall, 2003; Robertson 

et al., 2004; Lima, 2010).  

 

Portanto, o padrão espacial predominante do ciclo anual e da variabilidade interanual das 

SSTs é que os ventos à superfície sobre o Atlântico apresentam uma estrutura norte-sul 

mais pronunciada do que a estrutura leste-oeste. A estrutura norte-sul das anomalias das 

SSTs observadas no Atlântico é conhecida como o DIPOLO do Atlântico tropical  (Uvo et 

al., 1998). Esse dipolo é definido como a diferença aritmética entre as anomalias da SST 

do oceano Atlântico norte tropical (TAN) na região de coordenadas geográficas 5° N - 20° 

N, 60° W - 30° W e anomalias da SST do oceano Atlântico sul tropical (TAS) nas 

coordenadas 0° - 20°S, 30° W - 10°, a Figura 6.7 apresenta essas duas regiões no Atlântico 

tropical e a Figura 6.8 mostra um modelo conceitual desse dipolo, observa-se que o dipolo 

no Atlântico tropical propicia a ocorrência de gradientes meridionais de anomalias de SST, 

os quais afetam fortemente na posição latitudinal da ZCIT, modulando a distribuição 

sazonal de precipitação pluviométrica sobre o Atlântico equatorial, na parte norte do NEB, 

(Uvo et al., 1998; Marengo, 2006). 
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Figura 6.7 - Localização das zonas das regiões que constituem o DIPOLO do Atlântico, o 

dipolo é definido como a diferencia aritmética das anomalias da SST do Atlântico norte 

tropical (TAN) e as SST do Atlântico sul tropical (TAS), (IRI, 2012 a) 

 

Em anos nos quais a SST sobre o TAS (entre a linha do Equador e 15ºS) encontra-se mais 

alta que a média de longo período, durante março-abril-maio, e o TAN (entre 12ºN e 20ºN) 

está menos aquecido do que a média, há a formação de um gradiente meridional de 

anomalias de SST no sentido de norte para sul. Nessa situação observa-se, 

simultaneamente, uma pressão no nível do mar (PNM) mais baixa do que a média sobre o 

Atlântico sul e mais alta do que a média sobre o Atlântico norte (alta pressão no Atlântico 

norte, AAN na Figura 6.8 a). Os alísios de sudeste mais fracos do que a média e os alísios 

de nordeste mais intensos do que a média. O eixo de baixa pressão à superfície e 

confluência dos ventos alísios deslocando-se mais para sul, relativamente ao seu 

posicionamento médio, e totais pluviométricos acima da média sobre o norte do NEB 

(Marengo, 2006). 

 

O Atlântico pode, em algumas ocasiões, apresentar variações de SST em um modo que se 

assemelha à variabilidade do ENSO em vários aspectos, devido ao fato das variações 

anuais do Pacífico e do Atlântico serem similares. A variabilidade interanual no Pacífico e 

Atlântico relaciona-se com deslocamentos da ZCIT. A oscilação sul possui um 

componente adicional que o Atlântico não apresenta: o deslocamento leste-oeste da 

convergência sobre o Pacífico tropical do oeste. Para explicar o que acontece com a 

variabilidade no Atlântico tropical, devem ser consideradas as mudanças na circulação 

global da atmosfera. Fatores similares devem afetar o Pacífico, e esse é um possível motivo 

da frequência de episódios El Niño oscilarem na escala de tempo decenal (Marengo, 2006). 
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A relação entre o ENSO e o oceano Atlântico também é mencionada por Alves et al. 

(1997), eles sinalam que o El Niño, quando acontece conjuntamente com um valor positivo 

do DIPOLO do Atlântico, tem anos secos ou muito secos no NEB. A relação inversa 

ocorre com o fenômeno La Niña associado a um valor DIPOLO do Atlântico negativo, é 

normalmente responsável por anos considerados normais, chuvosos ou muito chuvosos na 

região. Por fim, quando as águas do Pacífico estão em condições normais e o dipolo do 

Atlântico negativo (positivo), a probabilidade de se ter um ano normal ou chuvoso (seco) 

também é alta. Essa consideração também é apresentada por Lima (2010), que chegou a 

essa conclusão ao analisar a precipitação anual em Fortaleza, Ceará. 

 

Figura 6.8 – Padrões atmosféricos e SST no Nordeste produzidos pelo DIPOLO do 

Atlântico: a) períodos secos e b) chuvosos no Nordeste (Ferreira e Mello, 2005) 
 

 

6.3.3 - Variabilidade Decenal e de Longo Prazo 

 

Historicamente, a região do NEB sempre foi afetada por grandes secas ou grandes cheias, 

que estatisticamente acontecem de 18 a 20 anos a cada 100 anos. Segundo Kane (1989), 

para a região no período 1849-1985 (137 anos) os 29 anos de El Niño, apenas 12 foram 

associados às secas na região. Wagner (1996) estudou no Atlântico tropical e no NEB, 

tendências decadais nos mecanismos que controlam o gradiente meridional da SST nessa 

região. Posteriormente, Hastenrath (2000) identificou tendência de longo prazo na chuva 

do Nordeste e do setor do Atlântico tropical adjacente, caracterizado por um deslocamento 

da ZCIT e banda de chuvas mais para o sul da sua posição climatológica. Isso poderia 

explicar as tendências positivas de chuva no NEB. Esses trabalhos detectaram um 

aquecimento sistemático do Atlântico tropical sul, observado principalmente nos meses de 
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verão (fevereiro/março), enquanto que a SST no Atlântico norte aumenta no inverno 

(agosto/ setembro) e diminui no verão. Como consequência do incremento do gradiente 

meridional de SST no verão, a ZCIT se desloca mais para o Sul e a chuva no norte do NEB 

tende a incrementar no período 1951-90 (Marengo e Valverde, 2007) 

 

A partir da década de 1970, o volume de chuvas tem sido menor em relação a outros 

anteriores e especificamente ao ano de 1985, que foi muito úmido. Esta variabilidade 

também tem sido observada nas vazões do rio São Francisco em Sobradinho na Bahia, 

onde a tendência relativamente positiva desde 1931 contrasta com a tendência negativa 

observada a partir de 1979. Ainda que essa queda de vazões possa estar associada em parte 

a essa variabilidade de chuva, também poderia estar associada ao uso de água para 

irrigação e outras formas de uso (Marengo e Valverde, 2007). Para sumarizar a 

variabilidade no longo prazo, a Tabela 6.2 apresenta a ocorrência de secas nos últimos 

quatro séculos, além disso, Marengo (2008) menciona que secas menores ocorreram nos 

anos 2003 e 2005. 

 

Tabela 6.2 - Anos de seca no Nordeste brasileiro, coincidentes com anos de El Niño, 

durante os últimos quatro séculos atualizado para 1998 (Marengo, 2006). 

Século XVII Século XVII Século  XIX Século XX 

1603 1711 1804 1900 

1614 1721 1809 1902 

1692 1723/24 1810 1907 

- 1736/37 1816/17 1915 

- 1754 1824/25 1919 

- 1760 1827 1932/33 

- 1772 1830/33 1936 

- 1776/7 1845 1941/44 

- 1784 1877/79 1951 

- 1790/94 1888/89 1953 

- - 1891 1958 

- - 1898 1970 

- - - 1979/80 

- - - 1981 

- - - 1982/83 

- - - 1986/87 

- - - 1991/92/97/98 



 74  

 

6.3.4 - Variabilidade climática e o regime das vazões no Nordeste do Brasil 

 

Conforme visto anteriormente, a variabilidade climática na região do NEB influi 

fortemente na variabilidade da precipitação. Vários trabalhos tem tratado esse assunto 

(Hastenrath e Heller, 1977; Moura e Shukla, 1981; Hastenrath, 1994, 2000, 2006; Wagner, 

1996; Uvo et al., 1998; Souza Filho e Lall, 2003; Robertson et al., 2004; Marengo, 2006; 

Marengo e Valverde, 2007; Andreoli e Kayano, 2007; Kayano e Andreoli, (2006); 

Marengo, 2008; Lima, 2010; Ito e Coelho, 2012) e demonstraram a influência da 

variabilidade climática na precipitação.  

 

Em seus trabalhos, Hastenrath (1994, 2000) fez uma análise da dinâmica dos padrões 

atmosféricos na região. Hastenrath (2006), em referencia aos seus trabalhos anteriores, 

analisou a ocorrência a longo prazo das secas, determinando que as variações da ZCIT 

controlam essa ocorrência. Uvo et al. (1998) realizou uma análise da precipitação pelo 

comportamento da ZCIT com as SST dos oceanos Pacifico e Atlântico. Eles encontraram 

uma alta correlação do período chuvoso com índices do ENSO propostos nesse trabalho. 

Além disso, encontraram que esse período também esteve correlacionado com o DIPOLO 

do Atlântico. Marengo (2006); Marengo e Valverde (2007); Marengo (2008) recopilam 

trabalhos e informações da variabilidade da precipitação, além de indicar a variabilidade 

associada a tendências de mudanças climáticas e fazem um análise da vulnerabilidade da 

região. Eles mencionam que para o NEB existem altas correlações positivas entre a 

precipitação e o SOI, o que implica menores precipitações na região. Essas correlações 

tendem ser menores que com a chuva nos caso das vazões, mas, continuam sendo 

significativas. 

 

Os trabalhos de Andreoli e Kayano (2007); Kayano e Andreoli (2006) realizaram as 

relações dos oceanos pacifico e atlântico com a estação chuvosa e a ocorrência de secas. 

Lima (2010) modelou a formação e persistência de períodos secos e não secos de 

precipitação em Fortaleza. Ito e Coelho (2012) analisaram a padrões atmosféricos de 

grande escala junto com as relações do ENSO nas variações da precipitação no Nordeste, 

especificamente eles analisaram as secas de 2010 e 2012 e os períodos chuvosos de 2009 e 

2011. Eles encontraram que os eventos secos estiveram relacionados com o ENSO e os 

períodos úmidos com as anomalias das SST no oceano Atlântico, mas também a seca de 

2012 esteve relacionada com a SST do Atlântico tropical. 
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Reconhecida a variabilidade da precipitação, as vazões, por relacionar-se à precipitação, 

também exibem variações na região. As relações com o ENSO e as SST do oceano 

Atlântico tropical, também aplicam para as vazões (Souza Filho e Lall, 2003, Marengo, 

2006; Whiting, 2006). Por exemplo, Souza Filho e Lall, (2003) utilizaram os resultados de  

Uvo et al. (1998) para analisar a relação entre os índices do ENSO e o DIPOLO do 

Atlântico com vazões de vários locais, entre eles as vazões de entrada do reservatório Orós, 

no Ceará. Eles encontraram significativas correlações entre o DIPOLO e o NINO3 com as 

vazões. Utilizaram o NINO3 tomando como referência os resultados da correlação desse 

índice com o período chuvoso no NEB, encontradas no trabalho de Chiang et al. (2000), 

que também mencionou a influencia das SST do Atlântico. Lima (2010) também utilizou 

esses índices, o mesmo que Alexandre (2012) e  Ribeiro (2011). Ribeiro (2011) encontrou 

uma correlação semelhante à de Souza Filho e Lall (2003). 

 

Em vista das considerações tratadas neste capitulo, existe uma variabilidade climática 

importante no NEB. Portanto, é importante, na modelagem de séries de vazões, incluir 

informação climática que represente essa variabilidade. Logo, neste estudo serão tratados 

modelos que representam variabilidade de estados climáticos e incluem informação 

climática, como os vistos no capitulo 5. 
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7 - METODOLOGIA 

 

Neste capitulo, apresenta-se a estratégia metodológica que foi utilizada para a modelagem 

de uma série histórica de vazões anuais, assim como também são apresentados os métodos 

e materiais que foram utilizados.  

 

7.1 - ESTRATÉGIA METODOLÓGICA 

 

A estratégia metodológica que foi proposta para a geração de séries de vazões anuais 

consistiu de cinco etapas:  

1) Análise da série observada de vazões (série Q);  

2) Ajuste de modelos ARMA (p,q) e HMM com até 6 estados ocultos;  

3) Comparação das séries geradas através da distribuição Gama e as simuladas pelos 

modelos ARMA e HMM;  

4) Ajuste de modelos NHMM;  

5) Comparação das séries sintéticas obtidas por meio da distribuição Gama e as geradas 

pelos modelos ARMA e NHMM.  

A Figura 7.1 apresenta o fluxograma da metodologia. Pode-se observar que cada etapa está 

composta por varias sub-etapas que explicam melhor os procedimentos realizados. 

 

Assim, o estudo consistiu em ajustar vários modelos estocásticos à série de Q para gerar 

séries sintéticas que simularam adequadamente a persistência observada nela. Assim, 

primeiramente analisou-se essa série. Depois, ajustaram-se vários modelos ARMA, para 

então escolher o melhor modelo ARMA. Seguidamente ajustaram-se vários HMM e 

comparam-se com os modelos ARMA e a distribuição Gama para analisar a utilidade dos 

HMM em representar a Q. Logo, realizou-se uma análise de correlação entre índices e a 

série observada. Com isso, ajustaram-se vários NHMM, com o intuito de obter modelos 

que simulem a persistência observada utilizando informação climática a partir do resultado 

da análise de correlação. Finalmente, foram comparadas as séries geradas pelos NHMM 

com os modelos ARMA e as séries produzidas pela distribuição Gama. Com relação aos 

tipos de modelos HMM que foram utilizados, eles definem-se a seguir. 
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7.2.1 - Definição dos Modelos HMM propostos 

 

Foram ajustados duas classes de modelos HMM à serie Q, os quais são:  

1) O modelo HMM-NLT, que consistiu em um modelo o qual utilizou uma Log-

transformação (LT) nas vazões, portanto, utilizou a série 𝑌 = 𝑙𝑛(𝑄) e teve distribuições 

Normais dependentes dos estados ocultos; e 

2) O modelo HMM-G que utilizou diretamente a série Q, com distribuições Gama 

dependentes dos estados ocultos.  

 

 

 

                                                                                                      

 

 

 

 

 

                      

           

                                 

Figura 7.1 - Estratégia metodologia 

 

 

 

COMPARAÇÃO DAS SÉRIES GERADAS PELOS MODELOS 

ARMA, NHMM E A DISTRIBUIÇÃO GAMA. 

 

  Análise da representação: 

AJUSTE DE VÁRIOS MODELOS 

NHMM DE ORDEM m 
Utilizando séries históricas dos índices 

NINO3 e DIPOLO do Atlântico 

 

CORRELAÇÃO ENTRE Q 

E OS ÍNDICES 

CLIMÁTICOS DIPOLO 
DO ATLÂNTICO E NINO3 

COMPARAÇÃO DAS SÉRIES GERADAS PELOS MODELOS 

ARMA, HMM E A DISTRIBUIÇÂO GAMA. 

 

                  Análise da representação: 

ANÁLISE DA SÉRIE DE VAZÕES (Q)       Análise:  

 Estatísticas básicas 

 Métricas de persistência 

 Estatísticas básicas 

 Métricas de persistência 

 Preliminar. 

 Autocorrelação e autocorrelação parcial. 

 Normalidade. 

 Ajuste às distribuições de probabilidade: Normal, Log-Normal 

e Gama. 

 Normalidade da série Y=ln(Q). 

 Persistência de períodos secos e úmidos. 

1.  

AJUSTE DE MODELOS 

ARMA (p,q) UTILIZANDO A 

SÉRIE Y=ln(Q) 

  Aplicação da metodologia de 

Box-Jenkins para escolher o 

melhor modelo 

 

AJUSTE DE VÁRIOS MODELOS HMM DE ORDEM m 

 

 Dois tipos de modelos:                                             

                                      

 HMM-NLT 
 HMM-G 

     

 Momentos dos HMM 

 Número de estados 

 Estimação das probabilidades dos estados 

 Representação dos HMM da distribuição 

de probabilidade dos dados 

 Séries Viterbi 

 

Análise: 
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7.2 - ESTATÍSTICAS PARA IDENTIFICAR A PERSISTÊNCIA 

 

A seguir são definidas as estatísticas que foram utilizadas nesta dissertação para a análise 

de persistência hidrológica. Persistência que foi definida como a análise dos comprimentos 

de períodos úmidos e secos, definidos pelos percentis 33% e 66% utilizados no trabalho de 

Lima (2010); e a mediana, utilizada por Prairie et al. (2008) e Whiting (2006). Esse último 

autor menciona que a escolha da mediana reduz a influência de dados assimétricos sobre o 

comprimento e magnitude dos períodos hidrológicos.  

 

7.2.1 - Comprimentos e Volumes de Períodos Hidrológicos  

 

Nos trabalhos de Sveinsson et al. (2003) e Prairie et al. (2008) foram definidas várias 

métricas para analisar os períodos úmidos e secos na série observada, para testar o 

desempenho de modelos estocásticos para simular essas estatísticas, para obter séries com 

variabilidade entre estados e persistência hidrológica. A Figura 7.2 apresenta as definições 

feitas por Prairie et al. (2008) para analisar a persistência e variabilidade em séries de 

vazões. Na figura, os períodos secos e úmidos são definidos por um limiar dado pela 

mediana. Logo, um período seco define-se como um período onde as vazões encontram-se 

abaixo da mediana e o período úmido o contrario, sendo definido pelas vazões que 

excedem a mediana. Portanto, um comprimento seco é a longitude onde as vazões 

permanecem abaixo da mediana, conformando um período seco. Esse comprimento é dado 

em anos para o caso de vazões anuais. Do mesmo modo, define-se para os períodos 

úmidos.  

 

A Figura 7.2 também apresenta a definição dos volumes desses períodos. É claro que o 

volume úmido corresponde ao volume de excedência que pertence a um período úmido. 

No caso do volume seco, esse volume não corresponde ao volume das vazões que 

conformam o período seco, em vez disso, corresponde ao volume de déficit, como o 

mostrado na figura, sendo então, o volume necessário para que o período alcance à 

mediana. As análises dos trabalhos de Sveinsson et al. (2003) e Prairie et al. (2008) 

consistiram em avaliar os valores máximos, mínimos, médios e a somatória dos máximos 

valores dessas métricas, além de realizar a análise das distribuições dos comprimentos. 

Uma análise similar foi realizada nesta dissertação. 
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Figura 7.2 - Definição de Estatísticas de períodos secos e úmidos (Prairie et al. 2008, 

traduzido) 

 

7.2.2 - Número total de comprimentos 

 

Lima (2010) definiu um estatística para contabilizar o número total de comprimentos de 

diferentes magnitudes em uma série, permitindo medir os períodos secos ou úmidos de 

uma série observada. Matematicamente essa estatística é definida como: 

 

𝑇 = ∑ 𝑛𝑐(𝑙)

6

𝑙=2

 (7.1) 

 

Onde, 𝑛𝑐(𝑙) indica o número total de clusters com 𝑙 anos consecutivos no estado seco. Por 

exemplo, se existe uma série com quatro anos consecutivos de eventos seco, o valor de T 

será: 

 

𝑇 = 𝑛𝑐(2) + 𝑛𝑐(3) + 𝑛𝑐(4) + 𝑛𝑐(5) + 𝑛𝑐(6) = 3 + 2 + 1 + 0 + 0 = 6 

 

7.3 - TESTE DE ADERÊNCIA DO QUI-QUADRADO (𝝌𝟐) 

 

Comumente na análise de séries temporais, o um teste de aderência é utilizado em modelos 

estocásticos univariados no qual as variáveis sejam Normalmente distribuídas, embora, 

sejam utilizadas outras distribuições. Para determinar que distribuição ajusta-se a uma série 
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histórica, pode-se realizar uma análise gráfica. No que refere à distribuição Normal, 

analisa-se a forma do histograma de frequências ou diagrama de caixa, o que além de dar 

uma tentativa da distribuição a ajustar, oferecem uma representação gráfica dos dados. 

Outra forma é plotar os valores da probabilidade normal das observações e avaliar a sua 

linearidade.  Além disso, existem testes de ajuste ou aderência que são válidos para 

qualquer distribuição de probabilidade, entre esses testes estão o Qui-quadrado e o 

Kolmogorov – Smirnov. O teste do Qui-Quadrado é um dos testes mais utilizados e, por 

isso, foi o teste aplicado nessa dissertação. Ele consiste em comparar a frequência 

observada dos dados, 𝑂𝑖, com a frequência esperada, 𝐸𝑖, segundo a distribuição de 

probabilidade escolhida mediante ordenação dos dados em 𝑛 intervalos de classes. Assim, 

avaliam-se as hipóteses H0: os dados seguem a distribuição de probabilidade escolhida. H1: 

os dados não seguem a distribuição de probabilidade escolhida. Utilizando o valor de uma 

estatística calculada 𝜒𝑐
2, denominada Qui-Quadrado definida como (Farias, 2003): 

 

𝜒𝑐
2 = ∑

(𝑂𝑖 − 𝐸𝑖)2

𝐸𝑖

𝑛

𝑖=1

 (7.2) 

 

Logo, essa estatística compara-se com a estatística Qui-Quadrado 𝜒1−𝛼,𝜈
2  tabelada, onde 𝛼 

é o nível de confiança que pode ser o 95 % e 𝜈 = 𝑛 − 𝑘 − 1, que representa os graus de 

liberdade, sendo 𝑘 o número de parâmetros calculados da distribuição a ser ajustada. 

Assim, se 𝜒𝑐
2 < 𝜒1−𝛼,𝜈

2 , aceita-se a hipótese H0, caso contrário, aceita-se a hipótese H1. Os 

procedimentos para calcular esse teste foram tomados de IME USP (2012). 

 

7.4 - MVN-HMM TOOLBOX 

 

Como foi mencionado no capítulo 4, para o ajuste dos modelos HMM utilizou-se o 

software MultiVariate Nonhomogeneous Hidden Markov Model toolbox (MVN-HMM 

toolbox), desenvolvido por Kirshner (2005) e encontra-se disponível no site: 

http://www.stat.purdue.edu/~skirshne/. O software é uma coleção de algoritmos 

implementados na linguagem C++, permitindo realizar várias opções para o ajuste e 

análise de dados. As três ações principais são: Learn, Viterbi e Simulation, ações que 

foram utilizadas neste trabalho. A ação Learn corresponde à estimação dos parâmetros 

necessários do modelo empregando o algoritmo Baum-Welch.  Na ação Viterbi estima-se a 

http://www.stat.purdue.edu/~skirshne/
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sequência de estados mais provável (decodificação global) e a última ação, Simulation, 

realiza as simulações de dados utilizando o HMM ajustado. Maiores informações e 

detalhes sobre o funcionamento do MVN-HMM toolbox se podem encontrar em Kirshner 

(2005a) e Kirshner (2005b). 

 

7.5 - CRITÉRIOS DE SELEÇÃO DE MODELOS ESTOCÁSTICOS  

 

Várias técnicas existem para a escolha do modelo adequado ou modelo que melhor 

represente as observações. No caso dos modelos ARMA, é comumente utilizada a 

metodologia de Box de Box e Jenkins (1976) (ver Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992). Para 

identificar os modelos ARMA, escolhem-se os modelos candidatos que melhor ajustam-se 

aos dados e, posteriormente, escolhe-se o melhor modelo. Uma abordagem incluída nessa 

metodologia consiste em utilizar vários de critérios como: o Akaike Information Criterion 

(AIC) (Akaike, 1974) e o Bayesian Information Criterion (BIC) (Schwarz, 1978). Ambos 

os critérios são baseados na função de máxima verossimilhança e a diferença entre esses 

critérios está na forma de penalizar os modelos. Essa penalização baseia-se no número de 

parâmetros sendo mais forte o BIC, que penaliza severamente a modelos com muitos 

parâmetros (Bellone et al. 2000; Storch e Zwiers, 1999). Logo, o melhor modelo é aquele 

que apresenta os menores valores de AIC e BIC. Esses critérios são definidos como: 

 

𝐴𝐼𝐶 = −2𝑙 𝑛(𝐿) + 2𝑘 (7.3) 

  

𝐵𝐼𝐶 = −2 ln(𝐿) + 𝑘𝑙𝑛(𝑁) (7.4) 

 

Onde: 

k = Numero de parâmetros do modelo. Nos HMM, k é o numero de parâmetros 

independentes, entregados pelo MVN-HMM toolbox; 

L = Logaritmo do valor obtido de maximizar a função de máxima verossimilhança; 

N = Número de observações. 

 

Para os modelos HMM; o interesse está em saber o número de estados m adequados. Nesse 

caso, uma abordagem semelhante aos modelos ARMA e os critérios AIC e BIC são 

utilizados. Existem várias preferências sobre um critério ou outro, por exemplo, para 

Prairie et al. (2008) é mais adequado o AIC para modelos HMM. Entanto que, para  
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Akintug e Rasmussen (2005), o BIC é mais adequado para essa classe de modelos. 

Geralmente, ambos os critérios são utilizados, variando a preferência entre autores, 

notando a importância do peso que tem o BIC, visto que um HMM com muitos estados 

apresenta demasiados parâmetros. No caso de Bracken (2011), utilizou os dois critérios 

para escolher os estados dos HMM que utilizou.  

 

Zucchini e MacDonald (2009) recomendam o uso de ambos os critérios. Mencionam 

também que em algumas aplicações o BIC tende a não ser aplicado. Eles indicam a 

importância da análise da ACF que produzem os HMM de vários estados comparada com a 

ACF das observações. Também ressaltam a importância da análise da representação dos 

estados observados para cada HMM e ajuste das distribuições à distribuição conjunta das 

observações, apreciação que também fazem Akintug and Rasmussen (2005). Mas, com 

tudo isso, é importante analisar se os estados escolhidos fisicamente são possíveis ou se 

tem alguma interpretação física (Greene et al., 2008). No caso de Robertson et al. (2004), a 

escolha de quatro estados ocultos foi analisada adequadamente, concluindo que cada 

estado representa uma característica específica para a ocorrência de chuva, sendo cada 

estado realmente possível. 
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8 - ESTUDO DE CASO 

 

8.1 - LOCAL DE APLICAÇÃO  

 

O estudo objetivou analisar a série histórica das vazões de entrada ao reservatório Orós, 

localizado na bacia do Rio Jaguaribe, no Estado do Ceará, no Nordeste do Brasil (NEB). A 

bacia ocupa 51.9 % da área total do estado e localiza-se entre as coordenadas 4°3’00’’ S - 

7°45’00’’S e 37°30’00’’W- 41°00’00’’W. O reservatório está localizado dentre os 

municípios Quixelô, Iguatu e Orós, a aproximadamente 270 km de Fortaleza (em linha 

reta) (Figura 8.1). O reservatório Orós foi construído em 1961 e seu objetivo principal é o 

armazenamento de água para o período de secas, mas também faz parte do Sistema 

Metropolitano-Jaguaribe que serve de abastecimento para a Região Metropolitana de 

Fortaleza (RMF) (Gatto, 1999; COGERH, 2011). A Tabela 8.1 apresenta algumas das 

características principais do reservatório. 

 

Figura 8.1 - Localização do reservatório Orós (Fonte: Base de dados) 

 

Tabela 8.1- Características do reservatório Orós (COGERH, 2011) 

Bacia Capacidade 

(m
3
) 

Vazão Regularizada 

(m
3
/s) 

Área de drenagem 

(km
2
) 

Alto Jaguaribe 1940000000 20.40 24538 
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8.2 - DADOS UTILIZADOS 

 

As vazões médias anuais utilizadas nesta dissertação para a geração de séries sintéticas de 

vazões anuais foram obtidas das vazões médias mensais afluentes no reservatório Orós 

para o período 1911-2000. Os dados dos valores mensais das séries dos índices climáticos 

NINO3 e DIPOLO do Atlântico para o período 1910-2000, utilizados como inputs dos 

modelos NHMM foram obtidos no site do International Research Institute for Climate and 

Society (IRI), dados que correspondem a uma versão estendida dos trabalhos de Reynolds e 

Smith (1994) e Kaplan et al. (1998). O site do IRI entrega valores de anomalias da 

temperatura da superfície do mar (Surface Sea Temperature-SST), espaçados 

geograficamente 5° longitudinal e latitudinalmente. Logo, cada série climática foi 

conformada utilizando anomalias da SST, dependendo das coordenadas geográficas que 

definem o índice. Então, para umas coordenadas específicas se teve uma grid com vários 

valores de SST e o valor mensal foi obtido como uma média desses valores, com exceção 

da série do índice NINO3, que o site entrega diretamente os valores mensais. A seguir são 

apresentadas as considerações que foram realizadas para obter cada uma dessas séries 

climáticas. 

 

8.2.1 - Dados dos Índices Climáticos 

 

As anomalias da SST para construir a série mensal do DIPOLO do Atlântico foram 

tomadas do site do IRI, disponíveis no seguinte link 

http://iridl.ldeo.columbia.edu/SOURCES/.KAPLAN/.EXTENDED/.v2/. Primeiramente, 

para a série de anomalias da SST do Oceano Atlântico norte tropical (TAN) foi utilizada 

uma grid formada pelas coordenadas 2.5°N - 27.5N, 67.5°W - 27.5°W que incluem as 

coordenadas que definem a região TAN. A grid esteve composta por nove pontos 

longitudinalmente e seis pontos latitudinalmente para um total de 54 pontos para cada mês, 

cada ponto com um valor de anomalia. Para a série de anomalias da SST do Oceano 

Atlântico sul tropical (TAS) foi utilizada a uma grid formada pelas coordenadas 2.5° N - 

27.5°S, 37.5°W - 17.5°E, que incluem as coordenadas que definem a zona TAS. A grid é 

composta por 12 pontos longitudinalmente e 7 pontos latitudinalmente para um total de 84 

valores de SST para cada mês. Logo, o DIPOLO foi obtido como a diferença aritmética 

entre essas duas anomalias, (Souza Filho e Lall, 2003; Brabo Alves et al., 2009). Por 

ultimo, os valores médios mensais do índice climático NINO3 foram obtidos do site do IRI 

http://iridl.ldeo.columbia.edu/SOURCES/.KAPLAN/.EXTENDED/.v2/
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disponíveis pelo seguinte endereço: 

http://iridl.ldeo.columbia.edu/SOURCES/.Indices/.nino/.EXTENDED/.NINO3/.  

http://iridl.ldeo.columbia.edu/SOURCES/.Indices/.nino/.EXTENDED/.NINO3/
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9 - RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Muitos dos resultados foram obtidos utilizando o software MATLAB, calculados por meio 

das funções próprias desse software ou criando um código (script) específico, para se obter 

um determinado resultado. No caso dos Modelos de Markov Oculto (HMMs), como 

mencionado anteriormente, foi utilizado o software MVN-HMM toolbox para calcular: os 

parâmetros, a sequência Viterbi e fazer as simulações. Os modelos Autoregressivos de 

Médias Móveis (ARMA) foram ajustados por meio do MATLAB. Assim, os resultados 

obtidos do estudo são apresentados nas seguintes seções, assim como a sua discussão. 

 

9.1 - ANÁLISE DA SÉRIE DE VAZÕES OBSERVADAS  

 

Esta seção apresenta uma descrição da série de vazões anuais observadas, incluindo um 

conjunto de estatísticas descritivas, tais como média, desvio-padrão e coeficiente de 

assimetria, assim como a própria função de autocorrelação amostral. Além disso, uma 

descrição da persistência de períodos úmidos e secos também é apresentada e que servirá 

de base para a análise de desempenho dos modelos avaliados.  

 

A Figura 9.1 apresenta a série de vazões anuais afluentes ao reservatório Orós no período 

entre 1911 e 2000. Observam-se anos seguidos com vazões baixas, como na década de 

1950, e anos com vazões mais elevadas, como na década de 1980.  

 

O histograma das vazões apresentado na Figura 9.2 mostra que a maioria dos valores 

observados de vazão são inferiores a 25 m
3
/s, porém com a ocorrência de valores acima de 

150 m
3
/s, algo típico de regiões semiáridas, onde o coeficiente de variação costuma ser 

bastante elevado. 
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Figura 9.1 - Série de vazões observadas afluentes no reservatório Orós. Período 1911-

2000. 

 

 

Figura 9.2 - Histograma das vazões observadas. 

 

A Tabela 9.1 fornece um resumo das principais estatísticas descritivas da série anual 

afluente ao reservatório Orós. Com média amostral de aproximadamente 35 m
3
/s, e desvio-

padrão de quase 45 m
3
/s, o coeficiente de variação do rio Jaguaribe neste local é de 

aproximadamente 1.27, um valor extremamente elevado, muito maior do que em outros 

locais do mundo. O bloco de caixa, apresentado na Figura 9.3, permite visualizar o elevado 

grau de assimetria positiva da distribuição empírica de vazões, assim como o elevado 

número de anos em que as vazões são consideradas “outliers”. 
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Figura 9.3 - Diagrama Box Plot para as vazões médias anuais afluentes no reservatório 

Orós. Período 1911-2000. 

 

Tabela 9.1 - Estatísticas descritivas da série de vazões observada 

Estatísticas descritivas das vazões médias anuais afluentes ao reservatório Orós. 

Período 1911-2000. 

Estatística  

Amostral 
Notação Valor Unidades 

Cálculo 

Média  𝑄𝑚 35.059 m
3
/s Equação (5.4) 

Mediana 𝑄𝑚𝑑  21.625 m
3
/s Equação (5.7) 

Vazão Máxima 𝑄𝑚𝑎𝑥  224.550 m
3
/s Valor máximo  

Vazão Mínima 𝑄𝑚𝑖𝑛  1.810 m
3
/s Valor mínimo  

Amplitude 𝐴 222.740 m
3
/s 𝑄𝑚𝑎𝑥 − 𝑄𝑚𝑖𝑛 

Primeiro Quartil 𝑄1 10.020 m
3
/s Equação (5.7) 

Terceiro Quartil 𝑄3 38.700 m
3
/s Equação (5.7)  

Amplitude Inter - Quartis 𝐴𝐼𝑄 28.680 m
3
/s 𝑄3 − 𝑄1 

Variância 𝑆𝑄
2  1983.400 (m

3
/s)

2
 Equação (5.5) 

Desvio padrão 𝑆𝑄  44.535 m
3
/s √𝑆𝑄

2 

Coeficiente de Assimetria 𝑄𝐶𝑠  2.729 Adimensional Equação (5.8) 

 

A análise da autocorrelação de Q foi realizada mediante o cálculo das funções de 

autocorrelação (ACF) e autocorrelação parcial (PACF), ambas apresentadas na Figura 9.4. 

Essas figuras também mostram uma baixa dependência de longo prazo, talvez pode estar 

relacionada a um valor baixo do coeficiente de Hurst (Hurst, 1951). Mas, aqui esse valor 

não foi calculado.  
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Pode-se observar que a autocorrelação com “lags” 1 e 11 são estatisticamente diferentes de 

zero. O mesmo ocorre com a autocorrelação parcial. Esses valores da ACF e a PACF, 

foram utilizados como valores p e q para identificar o grau dos modelos ARMA, dado que 

a ACF entrega valores q para identificar modelos MA e, similarmente, a PACF entrega 

valores de p para identificar modelos AR Com isso, é possível ajustar os modelos ARMA 

(Bras e Rodriguez-Iturbe, 1992). Assim, foram testadas diferentes combinações de valores 

p e q dos modelos ARMA. 

  

 

Figura 9.4 - Função de autocorrelação (ACF) e função de autocorrelação parcial (PACF)  

para a série de vazões observadas.  

 

Procurou-se avaliar qual seria a distribuição teórica de probabilidades que poderia ser 

empregada para modelar a série em questão. Num primeiro momento, decidiu-se verificar 

a adequabilidade da distribuição Normal, desconfiando-se, de antemão, com base nas 

estatísticas descritivas, que a mesma não seria adequada. De todo modo, foi realizado um 

teste de hipóteses, baseado no teste de aderência Qui-Quadrado. O resultado mostrou que 

há evidências contundentes (valor p = 3.42 x 10
-4

) de que a hipótese nula é falsa, 

concluindo-se que a distribuição Normal não é indicada para modelar a série de vazões 

anuais afluentes ao reservatório Orós.  

 

Com o intuito de encontrar a melhor distribuição que se ajustasse às observações, 
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daria uma ideia melhor sobre as distribuições candidatas a serem empregadas no ajuste do 

modelo HMM. O ajuste da distribuição Log-Normal e Gama foi realizado pelo Método dos 

Momentos. Os resultados do teste do Qui-Quadrado indicaram que não existem evidências 

suficientes para rejeitar a hipótese nula de que a série anual de vazões afluentes ao 

reservatório Orós possa ser modelada pelas distribuições Log-Normal (valor p = 0.976) e 

Gama (valor p = 0.484). Os resultados dos parâmetros estimados e seus intervalos de 

confiança para o ajuste dessas distribuições apresentam-se na Tabela 9.2. Utilizando esses 

valores foi construída a função de densidade de probabilidade (PDF) Normal para a série 

de vazões observadas (Figura 9.5). Pode-se notar claramente a não adequabilidade da 

distribuição Normal para a série em questão, com probabilidade alta de se obter vazões 

negativas. A Figura 9.6 e a Figura 9.7 apresentam, respectivamente, as funções densidade 

de probabilidade ajustadas da distribuição Log-Normal e Gama aos dados.  

 

 

Figura 9.5 – Função de densidade de probabilidade normal das vazões observadas. 
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Tabela 9.2 - Parâmetros e intervalos de confiança de 95% estimados para a distribuição 

Normal, Log-Normal e Gama das vazões observadas. 

Parâmetro Distribuição Valor  

Intervalos de 

confiança de 95 % 
Unidades 

Limite 

Inferior  

Limite 

Superior 

Média de 𝑄 (𝜇𝑄) Normal 35.059 25.731 44.387 m
3
/s 

Desvio padrão de 𝑄 (𝜎𝑄) Normal 44.535 38.844 52.196 m
3
/s 

Média de 𝑌 (𝜇𝑌) Log-Normal 2.969 2.733 3.205 m
3
/s 

Desvio padrão de 𝑌 (𝜎𝑌) Log-Normal 1.126 0.982 1.320 m
3
/s 

Parâmetro de forma (𝛼) Gama 0.983 0.760 1.271 Adimensional 

Parâmetro de taxa (𝛽) Gama 35.663 25.620 49.644 m
3
/s 

 

 

 

Figura 9.6 - Função de densidade de probabilidade log-normal das vazões observadas. 
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Figura 9.7 - Função de densidade de probabilidade Gama das vazões observadas. 

 

A Figura 9.9 apresenta, em sua parte superior, os percentis P33 (linha vermelha) e P66 (linha 

azul) junto com as séries de vazões, enquanto que a parte inferior indica a ocorrência de 

anos úmidos e secos. A Figura 9.8 é similar à Figura 9.9, sendo que a única diferença são 

os limiares para determinação do que é um ano seco ou úmido. Em ambas as figuras, pode-

se observar a ocorrência de aglomerados de anos secos nas décadas de 1940, 1950, 1980 e 

1990, e de anos úmidos nas décadas de 1920, 1960, 1970.  

 

Na tentativa de tornar essa análise a mais objetiva possível, procedeu-se ao cálculo da 

estatística T, métrica de persistência definida na secção 7.2. Os resultados são apresentados 

na Tabela 9.3. Observa-se que os valores de T, quando baseados na mediana das vazões, 

são maiores que aqueles baseados nos percentis de 33% e 66%. Isso é esperado porque não 

há um estado climático intermediário entre o úmido e o seco.  

 

Além da estatística T, foram calculados os comprimentos médio e máximo dos períodos 

úmido e seco, assim como os volumes afluentes correspondentes. Essas informações são 

apresentadas na Tabela 9.4. Essas estatísticas relacionadas à persistência das vazões anuais 

serão utilizadas para avaliar o desempenho dos modelos HMM. 
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Tabela 9.3- Estatística T para a ocorrência de períodos secos e úmidos 

Estatística T Notação Valor 

Períodos secos com relação a P33 Tsp 25 

Períodos úmidos com relação a P66 Tup 32 

Períodos secos com relação à Qmd Tsmd 60 

Períodos úmidos com relação à Qmd Tumd 57 

 

Tabela 9.4 -  Métricas de persistência com relação aos percentis P33 e P66 

Métrica/Período 
Déficit  Úmido 

Máximo Médio Máximo Médio 

Comprimento com relação a P33 (anos) 5 1.9 6 2.2 

Comprimento com relação à Qmd (anos) 8 2.6 7 2.6 

Volume com relação a P33 (m³) 7026.22 1008.21 67376.41 10566.10 

Volume com relação à Qmd (m³) 26752.62 3772.31 90112.07 13214.65 

 

 

Figura 9.8 - Mediana das vazões observadas (Qmd) (superior) e ocorrência de períodos 

secos e úmidos com relação à Qmd (inferior) 
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Figura 9.9 - Percentil 33% (P33) e percentil 66% (P66) da série de vazões observada 

(superior) e ocorrência de períodos secos e úmidos com relação aos percentis P33 e P 66 

(inferior) 

 

9.2 - AJUSTE DOS MODELOS ARMA  

 

O ajuste de vários modelos ARMA foi realizado para a série transformada de vazões, Y= 

ln(Q), empregando o software MATLAB (função garchset), e seguindo a metodologia de 

Box e Jenkins (1976). A escolha do modelo ARMA(p,q) mais adequado à série foi baseada 

nos critérios de Akaike Information Criterion (AIC) e Bayesian Information Criterion 
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diferentes de zero ou cujos resíduos não estivessem de acordo com as premissas do 

modelo; razões que foram levadas em consideração para eliminar o AR(1)). Os resultados 

dos três melhores modelos ARMA, incluindo o AR(1), são apresentados na Tabela 9.5. 

 

Tabela 9.5- Valores do AIC e BIC dos melhores modelos 

Modelo AIC BIC  Log-likelihood Número de parâmetros 

ARMA(1,0) 267.952 275.452 -130.976 3 

ARMA(2,0) 264,591 274,590 -128,296 4 

ARMA(2,2) 265,020 280,019 -126,510 6 

ARMA(4,2) 265,693 285,692 -124,847 8 
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Os resultados mostram que o modelo ARMA(2,0), ou AR(2), é o mais indicado dentre 

aqueles da família ARMA para modelar a série de vazão anual afluente ao reservatório 

Orós, pois possui os melhores valores de AIC e BIC. 

 

9.3 - AJUSTE DOS MODELOS HMM 

 

Como foi mencionado na metodologia e levando em consideração a análise da série de 

vazões observadas, foram ajustadas duas classes do modelo HMM (HMM-NLT e HMM-

G), uma para cada tipo de distribuição dependente, quais sejam, distribuição dependente 

Normal (HMM-NLT), e distribuição dependente Gama (HMM-G). 

 

O ajuste desses modelos depende do número de estados ocultos, m, que deve ser definido a 

priori. Para cada uma das duas classes de modelos listadas acima, foram ajustados e 

avaliados modelos com 2 a 6 estados, totalizando 10 modelos. O ajuste propriamente dito 

foi realizado com o MVN-HMM Toolbox, desenvolvido por Kirshner (2005). 

 

A  

Tabela 9.6 apresenta os resultados do ajuste das duas classes de modelos HMM 

empregando diferentes números de estados ocultos. Os valores de AIC, BIC e o logaritmo 

da função de máxima verossimilhança (Log-likelihood – LLL) são apresentados. Note-se 

como um aumento no número de estados incrementa o numero de parâmetros.  

 

Para a classe HMM-NLT, o melhor modelo é aquele que emprega apenas 2 estados 

ocultos. Nesse caso, diferentemente das outras classes de HMM estudadas, quando m = 2, 

AIC e BIC apresentam os menores valores, não deixando dúvidas na escolha do modelo 

mais adequado. 

 

O modelo HMM-G mais adequado depende do critério a ser utilizado. Se o critério AIC é 

utilizado, o melhor modelo contém 3 estados ocultos, mas se o critério BIC é empregado, o 

modelo mais adequado passa a ser o que contém apenas 2 estados. Esse tipo de situação é 

relativamente comum na literatura, e acontece pelo fato de que o critério BIC penalizar 

mais a complexidade do modelo do que o critério AIC. 
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Tabela 9.6 - Valores do AIC, BIC, Log-Likelihood (LLL) e número de parâmetros (k), para 

os HMM de m estados ocultos. 

Modelo m k AIC BIC LLL 

HMM-NLT 

2 7 277,518 295,017 -131,759 

3 14 278,289 313,286 -125,144 

4 23 281,359 338,854 -117,679 

5 34 279,032 364,025 -105,516 

6 47 292,885 410,376 -99,443 

HMM-G 

2 7 814,773 832,271 -400,386 

3 14 813,406 848,403 -392,703 

4 23 814,096 871,592 -384,048 

5 34 816,560 901,553 -374,280 

6 47 828,874 946,366 -367,437 

 

9.3.1 - Momentos dos HMM Ajustados 

 

Esta seção compara os momentos dos modelos HMM ajustados. Eles são apresentados 

junto com os valores dos momentos observados, apresentados na Tabela 9.1 e 

representados pela linha tracejada preta, nas figuras seguintes. Assim, mostra-se: a média, 

desvio padrão, coeficiente de assimetria e a autocorrelação de ordem 1 (𝑟1), que foram 

calculadas utilizando as equações da seção 5.4.2.2. A diante, a notação dos HMM será 

acompanhada do nome específico da classe e o número de estados dentre parêntesis, por 

exemplo, um HMM-NLT (2) representa um modelo HMM-NLT com 2 estados ocultos. 

 

A Figura 9.10 a apresenta o valor da média para os HMM-Gs. Nessa figura, observa-se que 

a média produzida pelos diferentes modelos cai dentre os intervalos de confiança (IC) 

apresentados na Tabela 9.2, portanto, pode-se dizer que ela é representada apropriadamente 

por esses modelos. Os valores mais pertos a 𝑄𝑚 são produzidos pelo modelo HMM-G (3) 

(35.260 m
3
/s). O desvio padrão também é bem representado (Figura 9.10 b) pelos HMM-

Gs, tomando valores incluídos nos IC; se destacando o HMM-G (2) (44.379 m
3
/s) por ter 

valores próximos à 𝑆𝑄. 
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Figura 9.10 - Média (a) e desvio padrão (b) produzidos pelos modelos HMM-Gs. 

 

Para o coeficiente de assimetria, a Figura 9.11a apresenta que nos HMM-G são obtidos 

valores menores ao 𝑄𝐶𝑠  observado, tendo-se um valor próximo só no modelo com 6 

estados ocultos. Embora menores os coeficientes obtidos estejam dentre os IC (calculados 

via Bootstrap), somente no HMM-G (2) é apresentado um coeficiente que sai do intervalo 

de confiança inferior.  

 

Para a autocorrelação de primeira ordem, pode-se apreciar na Figura 9.11.b que os HMM-

Gs conseguem representar o r1obs e os valores estão incluídos nos intervalos de confiança, 

ressaltando-se o valor mais próximo de 0.237 para o HMM-G (4).  

 

2 3 4 5 6
25

30

35

40

45

Número de estados ocultos

M
é
d
ia

 (
m

3
/s

)

a) Média dos HMM-Gs, Q
m

 = 35.059 m3/s

 

 

Média produzida

Q
m

Intervalos de

Confiança (95%)

2 3 4 5 6
38

40

42

44

46

48

50

52

54

Número de estados ocultos

D
e
s
v
io

 P
a
d
rã

o
 (

m
3
/s

)

b) Desvio padrão dos HMM-Gs, S
Q

 = 44.5352 m3/s

 

 

Desvio Padrão

produzido

S
Q



 98  

 

 

Figura 9.11 - Coeficiente de assimetria (a) e r1 (b), produzidos pelos modelos HMM-Gs 
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Figura 9.12 - Média (a) e desvio padrão (b) produzidos pelos modelos HMM-NLTs 

 

 

Figura 9.13 - Coeficiente de assimetria (a) e r1 (b), produzidos pelos modelos HMM-NLTs 
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9.3.2 - Estimação das probabilidades dos estados ocultos nos HMM ao longo do tempo 

 

Estimar a probabilidade dos estados ocultos num modelo HMM ao longo do tempo possui 

dois propósitos, que são avaliar o quão confiante o modelo está em determinar um dado 

estado das vazões, por exemplo, seco ou úmido, no caso de apenas dois estados, e de 

permitir que se identifique e entenda se há alguma causa física que justifique as mudanças 

de estado ao longo do tempo. 

 

 O procedimento empregado aqui foi o mesmo mencionado na seção 5.4.2.5, utilizando a 

equação 5.48 e o procedimento utilizado por Akintug e Rasmussen (2005), descrito 

também nessa seção.   

 

Em tese, seria possível apresentar os resultados para todos os modelos ajustados, o que 

incluiria modelos com até 6 estados {𝑠1, 𝑠2, . . . 𝑠6}, sendo 𝑠1 o estado mais úmido e 𝑠6 o 

estado mais seco. Entretanto, a visualização e análise para mias de 4 estados ficam bastante 

complexas e de difícil conclusão sobre a dinâmica dos sistemas. Sendo assim, a seção 

corrente apresenta os resultados apenas para os modelos HMM com dois estados ocultos. 

 

A Tabela 9.7 apresenta as matrizes de probabilidades de transição para os modelos HMM-

NLT, e HMM-G, todos com apenas 2 estados ocultos, enquanto a Tabela 9.8 apresenta o 

valor médio da persistência no tempo de cada um dos estados ocultos. 

 

A Figura 9.14 apresenta as probabilidades dos estados S1 (úmido) e S2 (seco) ao longo do 

tempo para o modelo HMM-NLT (2), assim como as vazões anuais observadas no tempo, 

com as respectivas médias de cada estado oculto. Observa-se que as probabilidades, de 

uma forma geral, oscilam entre 0 e 1, indicando que os estados foram claramente 

identificados pelo modelo, com exceção de períodos curtos, como no ano de 1952 e 1959. 

Pode-se observar também a elevada persistência no tempo do estado úmido, com pequenas 

alternâncias para o estado seco, voltando rapidamente ao estado úmido, constatação que 

está de acordo com o apresentado na Tabela 9.8.  

 

 

 

 



 101  

 

Tabela 9.7 – Matrizes de probabilidades de transição dos HMM de 2 estados ocultos 

Modelo HMM-NLT HMM-G 

Para o estado 1 2 1 2 

Desde o estado  
1 0.909 0.091 0.646 0.354 

2 0.686 0.314 0.129 0.871 

 

Tabela 9.8 - Duração média dos períodos secos e úmidos em anos, nos HMM de 2 estados 

ocultos 

Período 
Modelo 

HMM-NLT HMM-G 

Úmido 11 2.8 

Seco 1.5 7.8 

 

 

Figura 9.14 - Probabilidade do estado  s1 e s2 ao longo do tempo no HMM-NLT (2) 

 

Os resultados do modelo HMM-G (2) apresentam um comportamento um pouco diferente 

no que tange as probabilidades dos estados úmido e seco. Embora na maior parte dos anos 

os estados tenham sido bem definidos, ou seja, com probabilidades próximas a 0 ou 1, 

observa-se um número maior de anos, quando comparados com os HMM-NLTs, em que a 

definição do estado não é tão clara, como nos períodos 1912-1914, 1963-1964, 1966-1969, 

1911 1915 1920 1925 1930 1935 1940 1945 1950 1955
0

0.5

1

P
r(

S
t =

 i
)

Probabilidade do estado S no HMM-NLT (2)

 

 

s
1

s
2

1911 1915 1920 1925 1930 1935 1940 1945 1950 1955
0

100

200

V
a
z
ã
o
 (

m
3
/s

)

 

 

Média de s
1

Média de s
2

1956 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000
0

0.5

1

P
r(

S
t =

 i
)

1956 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000
0

100

200

V
a
z
ã
o
 (

m
3
/s

)

 

 

Q



 102  

 

1987, 1989, 1996-1997 (Figura 9.15). A relação entre as probabilidades dos estados úmido 

e seco parece razoável em relação ao valor das vazões anuais. 

 

De uma forma geral, pode-se dizer que os HMMs com dois estados ocultos identificaram 

com um certo grau de clareza os estados úmidos e secos, e que esses estados estão bem 

relacionados com as vazões observadas. Vale lembrar que as denominações úmido e seco 

são relativas, pois dependem das distribuições dependentes aos estados ocultos. Ressalta-se 

que o modelo HMM-G (2) possui períodos secos de comprimento maior (7.8 anos, 

segundo a Tabela 9.8) em comparação ao HMM-NLT (2). 

 

 

Figura 9.15 - Probabilidade do estado  s1 e s2 ao longo do tempo no HMM-G (2) 
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resultados apresentados aqui limitam-se aos modelos HMM-NLT (2) e HMM-G (2) e (3). 

Apenas a título de ilustração, é apresentada também a série Viterbi do HMM-NLT (6).  

 

A Figura 9.16 (superior) apresenta as séries Viterbi dos modelos HMM-NLT (2) e HMM-

G (2), além da série de vazões observadas. Observa-se uma persistência elevada do estado 

úmido, (ou de vazões mais altas) na série Viterbi referente ao modelo HMM-NLT (2), e 

também uma persistência elevada do estado seco (vazões mais baixas) referente ao modelo 

HMM-G (2). Vale de novo destacar que os estados úmido e seco não possuem qualquer 

relação quando comparados entre modelos. A sequência de estados úmido e seco, 

observadas nas séries Viterbi dos dois modelos, é um indício, ou pelo menos uma 

possibilidades, de que esses modelos possam representar adequadamente as estatísticas de 

persistências observadas na série histórica.  

 

No modelo HMM-G (3) (Figura 9.17, superior), pode-se observar também uma alternância 

entre os 3 estados, mas sempre com uma certa persistência em cada estado, porém com 

uma persistência maior no estado intermediário. Esse tipo de comportamento pode ser 

visto como um indício de que esse modelo possa vir a reproduzir adequadamente as 

métricas de persistência observadas na série histórica.  
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Figura 9.16 - Sequência de estados mais prováveis no HMM-NLT (2) (superior), vazões 

observadas (centro) e sequência de estados mais prováveis no HMM-G (2) (inferior) 

 

Figura 9.17 - Sequência de estados mais prováveis no HMM-G (3) (superior), vazões 

observadas (centro) e sequência de estados mais prováveis no HMM-NLT (6) (inferior) 
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9.3.4 - Distribuições de Probabilidade Marginais  

 

Os modelos HMM devem ser capazes de representar adequadamente a distribuição 

marginal das vazões anuais observadas. Esse é mais um critério que deve ser empregado 

para determinar a adequabilidade dos modelos na modelagem de séries anuais de vazão.  

 

Esta seção possui o objetivo de apresentar as curvas de frequência de vazões anuais dos 

modelos HMM-NLT e HMM-G, com 2 e 3 estados, já que esses foram os modelos 

utilizados para avaliar a capacidade dos modelos HMM em reproduzir as estatísticas de 

persistência da série observada, o que será apresentado na próxima seção. 

 

As curvas de frequência apresentadas abaixo foram determinadas conforme descrição na 

seção 5.4.2.1. Não foi realizado nenhum teste estatístico para determinar a aderência da 

distribuição teórica produzida por um HMM aos dados observados, porque no caso do teste 

Qui-Quadrado, não se tinham as frequências observadas dos estados ocultos, apenas se tem 

as frequências esperadas. Análises apresentadas na sequência são baseadas em inspeção 

visual. 

 

A Figura 9.18 apresenta a curva de frequência cumulativa de vazões anuais do modelo 

HMM-NLT com 2 estados ocultos. Pode-se observar visualmente a boa aderência dos 

valores observados com a curva do modelo. O mesmo pode ser dito para o restante dos 

modelos HMM-Gs de 2 e 3 estados ocultos, cujas curvas de frequência são apresentadas na 

sequência, Figura 9.19 e Figura 9.20. 
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Figura 9.18 – Probabilidade das vazões ajustadas ao HMM-NLT (2) em “escala 

logarítmica” (superior) e em “escala real” (exp(Qsim)) (inferior) 

 

 

Figura 9.19 - Probabilidade das vazões ajustadas ao HMM-G (2) (superior) em escala 

semi-logarítmica  e em “escala real” (inferior). 
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Figura 9.20 - Probabilidade das vazões ajustadas ao HMM-G (3) (superior) em escala 

semi-logarítmica  e em “escala real” (inferior). 
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Apesar de terem sido geradas séries para modelos com até 6 estados, serão apresentados 

apenas os resultados dos modelos com até 3 estados ocultos. No caso dos modelos AR(2) e 

HMM-NLT, ajustados com base no logarítmico das vazões observadas, a vazões simuladas 

foram transformadas de volta para a escala real do problema. 

 

Dessa forma, as análises apresentadas nesta seção referem-se aos modelos AR(2) e aos 

modelos: HMM-NLT (3) e HMM-G com 2 e 3 estados ocultos, que tiveram sucesso em 

representar melhor a série observada. A análise baseia-se numa comparação visual entre a 

métrica observada na série histórica e os diferentes diagramas de caixa de cada modelo, 

que são utilizados como uma descrição estatística das métricas obtidas por cada modelo 

para cada uma das 1000 séries geradas. Essa é a mesma abordagem empregada, por 

exemplo, em Sveisson et al. (2003), Akitung e Rasmussen (2005), e Bracken (2011) para 

avaliar a adequabilidade de modelos similares na representação de algumas estatísticas 

observadas em séries observadas.  

 

A abordagem empregada aqui assume que se os valores observados das métricas ficarem 

entre o primeiro e o terceiro quartil, ou seja, dentro do intervalo interquartílico (dentro da 

caixa), o modelo é capaz de representar bem as características da série observada. Vale 

notar que se a métrica baseada na série observada cair fora da caixa que corresponde ao 

intervalo interquartílico, não é possível afirmar categoricamente que o modelo não é 

apropriado.  

 

Então, para auxiliar que modelos podem ser úteis para a modelagem da série 𝑄, foi 

calculado um valor p “empírico” que representa a frequência com que cada modelo calcula 

métricas acima do valor observado. Assim, para uma significância de 5%, o modelo pode 

ser considerado de “aceito”. Essa abordagem é similar à realizada por Stedinger e Taylor 

(1982). Assim, o valor p correspondente a cada modelo é colocado nas figuras na 

sequência, como percentagem ao lado do diagrama de caixa. 

 

9.4.1 - Momentos  

 

A Figura 9.21 apresenta a média (superior) e o desvio-padrão (inferior) gerados por cada 

modelo HMM. De uma forma geral, todos os modelos HMM representam bem os dois 

primeiros momentos. Isto já havia sido mostrado na seção 9.3.1. Vale notar que os modelos 



 109  

 

HMM-G com 2 e 3 estados apresentam menor número de outliers do desvio-padrão, 

quando comparados aos modelos HMM-NLT (3) e AR(2), esse último com outliers 

extremamente elevados de desvio-padrão, o que explica, de certa maneira, os valores 

extremamente elevados de vazão máxima, como será discutido mais adiante. Entanto, que 

o “modelo” Gama (GA (2), nas figuras) apresenta deficiências ao representar o desvio 

padrão. 

 

O coeficiente de assimetria (Figura 9.22, superior) também foi bem representado por todos 

os modelos, excetuando o GA (2). Com o valor observado bem próximo da mediana dos 

valores gerados pelos modelos HMMs, tendo-se resultados bastante similares nos modelos 

HMM-Gs.  

 

No caso da autocorrelação r1 (Figura 9.22, inferior), observa-se um desempenho 

satisfatório de todos os modelos HMM e do AR(2), com exceção dos modelos HMM-NLT 

(3) e GA (2). Embora, teoricamente, os HMMs, não sejam concebidos para capturar a 

autocorrelação (Zucchini e MacDonald, 2009).  

 

No modelo Gama, a incapacidade de reproduzir r1 é claramente visualizada na Figura 9.22. 

Para a representação dos momentos, esse modelo não consegue representar adequadamente 

os valores observados, exceto a média. Nota-se que para o desvio padrão e a 

autocorrelação o valor-p não chega aos 5%, o modelo atende esse valor ao calcular o 

coeficiente de assimetria. Por enquanto, sob essa observação, estatisticamente não existem 

argumentos suficientes para aceitar essa classe de modelo para modelar a série histórica.  
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Figura 9.21 - Média (superior)  e desvio padrão (inferior) das series sintéticas geradas 

pelos HMM, AR(2) e GA (2).  

 

Figura 9.22 – Coeficiente de assimetria (superior)  e autocorrelação de primeira ordem 

(inferior) das series sintéticas geradas pelos HMM, AR(2) e GA (2).  
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Em relação às vazões máximas (Figura 9.23, superior), observa-se que os HMMs 

desempenham-se melhor do que o AR(2), que além de obter um diagrama de caixa 

relativamente elevado, com o primeiro quartil próximo da vazão máxima observada, 

acabou gerando um número relativamente elevado de vazões extremamente altas, 

atingindo valores de mais de 2000 m
3
/s, enquanto que a vazão máxima observada foi de 

224.6 m
3
/s. Nesse aspecto, os modelos HMM-Gs, independente do número de estados, 

geraram vazões máximas de no máximo 500 m
3
/s, o que parece ser mais próximo da 

realidade, embora não tenha sido feita nenhuma análise em relação ao tempo de 

recorrências de tais valores de vazão.  

 

Em relação às vazões mínimas (Figura 9.23, inferior), o modelo HMM-NLT (3), assim 

como os modelos HMM-Gs, foi capaz de representar essas vazões mínimas. O modelo 

AR(2), por sua vez, teve um pouco dificuldade em representar as vazões mínimas, assim 

como o HMM-G (2) (sendo melhor o HMM-G (3) ) e o GA (2), que obteve o pior 

desempenho. 

 

De uma forma geral, os modelos HMM representaram relativamente bem os momentos da 

distribuição, assim como as vazões máximas e mínimas, embora alguns deles tenham tido 

dificuldade de representar as mínimas e outras tenham tido problemas em representar a 

autocorrelação (lag 1). De novo, o modelo GA (2), apresenta indícios de não ser o correto 

para representar a série 𝑄, por subestimar as vazões, além de ter valores p baixos. O 

modelo AR (2) foi capaz de representar bem os momentos, porém gerou valores muito 

elevados de desvio-padrão, o que acabou acarretando em valores muito elevados de vazões 

máximas; tal vez resultado da transformação nas vazões.  
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Figura 9.23 – Vazão máxima (superior)  e vazão mínima (inferior) das series sintéticas 

geradas pelos HMM, AR(2) e GA (2). 
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períodos úmidos, quanto os secos o modelo GA(2), se mostra bem deficiente ao 

representar à estatística T.  

 

Pode-se dizer, então, que em relação à estatística T, que o desempenho relativo dos 

modelos HMM e AR(2) depende do fato do período ser úmido ou seco, e do próprio limiar 

que define os períodos úmido e seco. No caso do período seco, o AR(2) possui 

desempenho melhor na definição mais crítica, enquanto que os modelos HMM possuem 

desempenho melhor do que o AR (2) quando a mediana é empregada, embora o AR(2) 

possua desempenho aceitável nesse caso. No caso dos períodos úmidos, os modelos HMM 

possuem desempenho melhor, especialmente se o limiar for o de P66. 

 

 

Figura 9.24 - Estatística T para os períodos secos com relação ao percentil P33 (superior) e 

à mediana Qmd (inferior). 
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comprimento foram encontradas para o GA (2), sem importar o limiar o modelo subestima 

os valores observados.  

 

Para a produção de comprimentos máximos de períodos úmidos (Figura 9.25), existe uma 

tendência dos HMMs a produzir comprimentos mais longos. Para o P66, todos os modelos 

apresentam a tendência a subestimar essa estatística. O comportamento de novo melhora 

para a mediana, destacando-se o HMM-NLT (3), ainda os HMM-G não sejam ruins. No 

caso do GA (2), o modelo se comporta similar ao AR(2), aqui esse modelo não apresenta 

valores p tão baixos comparados aos obtidos nas métricas anteriores e especialmente frente 

ao AR(2). 

 

 

Figura 9.25 - Comprimento máximo dos períodos úmidos com relação ao percentil P66 

(superior) e à mediana Qmd (inferior). 
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ressaltasse o desempenho do AR(2) e o HMM-NLT (3). Claramente, o GA (2) fica por fora 

de um bom desempenho, sobretudo na representação de comprimentos médios de períodos 

secos.  

 

Figura 9.26 - Comprimento médio dos períodos secos com relação ao percentil P33 

(superior) e à mediana Qmd (inferior) 
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Figura 9.27 - Volume máximo dos períodos úmidos com relação ao percentil P66 (superior) 

e à mediana Qmd (inferior) 

 

 

Figura 9.28 - Volume médio dos períodos úmidos com relação ao percentil P66 (superior) e 

à mediana Qmd (inferior) 
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9.5 - AJUSTE DE MODELOS DE MARKOV OCULTO NÃO HOMOGÊNEO 

 

9.5.1 - CORRELAÇÃO ENTRE AS VAZÕES OBSERVADAS E OS ÍNDICES 

CLIMÁTICOS NINO3 E DIPOLO DO ATLÂNTICO 

 

Continuando com o mencionado na metodologia, foi analisada a correlação entre as vazões 

anuais observadas e os índices climáticos NINO3 e DIPOLO do Atlântico (gradiente de 

temperaturas da superfície do mar no oceano Atlântico Tropical), dos meses do período 

1910-2000. Essa correlação foi calculada com o método não paramétrico de Spearman, que 

a diferença da técnica de Pearson não assume uma relação linear entre as variáveis (para 

mais detalhes ver Storch e Zwiers, 1999).  

 

Assim, levou-se em conta que se o mês era menor que 7 (Janeiro até Junho), utiliza-se os 

índices mensais do mesmo ano que a vazão, caso contrário, a correlação calcula-se com os 

índices do ano anterior à vazão. Por exemplo, para a vazão de 1911 foram tomados os 

índices dos meses de Janeiro até Junho de 1911 e os índices mensais de Julho até 

Dezembro de 1910. Assim, conjuntamente tinham duas séries (1910-1999 e 1911-2000) de 

índices climáticos para essa análise.  

 

Dessa maneira, a Figura 9.29 apresenta graficamente os valores encontrados para o 

coeficiente de correlação Spearman (s), entre as vazões e os índices NINO3 e DIPOLO do 

Atlântico na parte superior e inferior dessa figura, respectivamente. Igualmente, a Tabela 

9.9 apresenta os valores das correlações encontradas.  

 

Observa-se tanto na figura como na tabela que as vazões encontram-se mais 

correlacionadas com o índice NINO3 do mês de fevereiro (𝜌𝑠 = −0.281), enquanto que, 

para o DIPOLO existem duas correlações significativas, elas apresentam-se nos meses de 

Julho (𝜌𝑠 = −0.483) e Agosto (𝜌𝑠 − 0.489), sendo “maior” para esse ultimo mês. Além 

disso, da Tabela 9.9 observa-se, para a maioria das correlações como o NINO3, que os 

valores p são menores a 0.05, o que indica que as correlações são significativas e no caso 

do DIPOLO, igualmente estão abaixo desse limiar. Também, nota-se que o DIPOLO é 

mais bem correlacionado que o NINO3, devido aos altos valores de s. 
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Figura 9.29 - Correlação Spearman entre as vazões anuais e os índices climáticos NINO3 

(superior) e DIPOLO do Atlântico (inferior) mensais. Período 1910-2000 
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Com os resultados encontrados das correlações e os índices climáticos NINO3 e DIPOLO 

do Atlântico, ajustaram-se vários modelos HMMs não homogêneos (NHMM), com as 

séries desses índices como variáveis exógenas (inputs). Assim, foi empregada a série do 

índice NINO3 dos meses de fevereiro do período 1911-2000 e as séries do índice DIPOLO 

dos meses de julho e agosto do período 1910-1999. De acordo aos resultados das seções 

9.3 e 9.4, continua-se a análise utilizando os mesmos HMMs, neste caso não homogêneos: 

NHMM-NLT (3) e NHMM-G (2 e 3).  

 

Ajustaram-se NHMMs empregando, separadamente, cada índice climático e a combinação 

dos índices. Portanto, foram obtidos 5 grupos de NHMM: (1) NHMMs com o NINO3 do 

mês de Fevereiro, (2) NHMMs com o DIPOLO do mês de Agosto, (3) NHMMs com o 

DIPOLO do mês de Julho, (4) NHMMs com o NINO3 do mês de Fevereiro e DIPOLO de 

Agosto, (5) NHMMs com o NINO3 do mês de Fevereiro e DIPOLO de Julho. Dessas 

classes, foi encontrado pelos valores do BIC, que as classes 5 e 6 eram melhores que a 

combinação DIPOLO e NINO3. Igualmente para o ajuste variou-se a opção num_restarts, 

tendo-se uma considerável quantidade de modelos. 

 

9.6 - COMPARAÇÃO DAS SÉRIES SINTÉTICAS GERADAS PELOS MODELOS 

ARMA E NHMMS 

 

Depois de analisar os momentos produzidos pelas 5 classes de NHMM com diferentes 

inputs, mencionadas na seção anterior. Foi encontrado que somente alguns NHMMs com o 

preditor NINO3 geravam séries com média aproximada à observada, os outros modelos 

não conseguiram representar essa estatística básica, visto que quando fizeram os diagramas 

de caixa, as caixas ficaram bem distantes da média observada e com essa deficiente 

representação, os modelos apresentam problemas para representar as outras estatísticas, 

portanto, mais deficientes em representar a autocorrelação de primeira ordem e a 

persistência.  

 

No entanto, tiveram-se modelos que, embora, representaram mais ou menos 

“aceitavelmente” a média depois a variavam muito na representação das outras estatísticas 

(r1) e as métricas de persistência. O que justificou mais só tomar os resultados dos 

NHMMs com o índice NINO3. Sendo assim, as séries geradas que se compararam a 

seguir, foram as produzidas pelo AR(2) e o GA(2) e os modelos: NHMM-NLT (3), 
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NHMM-G (2 e 3). Portanto, uma análise similar à realizada na seção 9.4 é apresentada a 

continuação. Assim, nas seguintes figuras, apresentam-se os resultados desses modelos e 

os produzidos pelos HMMs homogêneos, sendo eles os diagramas de caixa, do lado direito 

do seu respectivo NHMM. 

 

9.6.1 - Momentos 

 

A Figura 9.30 (superior) mostra a média obtida pelos NHMMs. Observa-se como o 

desempenho deles diminui um pouco, ao observar os valores p. Para o desvio padrão os 

NHMMs mostram-se aceitáveis e as diferenças entre eles e os HMMs são mínimas. Para 

esse momento, continua o bom desempenho dos HMMs frente ao AR(2) e, principalmente, 

ao GA(2), porque entregam valores mais baixos e bem comportados com relação a esse 

modelo.  

 

Também, existe uma diferença mínima nos resultados paro o coeficiente de assimetria 

(Figura 9.31, superior). Os modelos continuam com um comportamento parecido aos 

HMMs, com um bom desempenho. Uma melhor representação da autocorrelação r1, foi 

encontrada para o NHMM-NLT (3) e o NHMM-G (2), como se observa na Figura 9.31 

(inferior). Mas, o comportamento do AR(2) continua sendo melhor. Enquanto que, o 

modelo GA(2) apresenta problemas ao representar essa autocorrelação e o coeficiente de 

assimetria. 

 

O comportamento dos NHMMs para as vazões máximas continua sendo similar aos 

HMMs, já que existe uma mínima variação entre os resultados (Figura 9.32, superior). 

Nota-se como a diferença de desempenho dos NHMMs continua frente ao AR(2) e 

sobretudo a respeito do GA(2), que subestima as vazões máximas e mínimas.  

 

Já na  Figura 9.32 (inferior), observa-se que os HMMs tem melhor representação frente ao 

AR(2) e os NHMMs melhoram a representação, omitindo o NHMM-NLT (3). O NHMM-

G (2), melhora a representação frente a sua versão homogênea. Portanto, existe um ganho 

ao utilizar HMMs não homogêneos, principalmente para representar a autocorrelação de 

primeira ordem. 
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Figura 9.30 - Média (superior)  e desvio padrão (inferior) das séries sintéticas geradas 

pelos NHMMs, AR(2) e o GA(2). 

 

Figura 9.31 - Coeficiente de assimetria (superior)  e autocorrelação de primeira ordem 

(inferior) das séries sintéticas geradas pelos NHMMs, AR(2) e o GA(2). 
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Figura 9.32 - Vazão máxima (superior)  e vazão mínima (inferior) das séries sintéticas 

geradas pelos NHMMs, AR(2) e o GA(2). 

 

9.6.2 - Métricas de Persistência  

 

Para várias das métricas calculadas, encontrou-se que os NHMMs apresentam resultados 

melhores que os HMMs para os períodos úmidos. Porque, os valores p aumentam e a 

amplitude das caixas é maior, aumentando a tendência (ou variabilidade) de que um 

parâmetro seja bem simulado (Stedinger e Taylor, 1982).  

 

No caso do valor de da estatística T para os períodos secos, encontrou-se melhor 

representação pelos modelos homogêneos, utilizando a P33, somente o modelo NHMM-

G(2) melhora a simulação dessa métrica. Para a mediana, o desempenho consegue ser mais 

adequado para o NHMM-NLT (3). Nos NHMM-Gs, o comportamento tende a ser pior, 

pois os valores p diminuem. No entanto, para os estados úmidos, obteve-se a existência de 

um grande aumento da variabilidade para os dos limiares utilizando NHMMs, ressaltando-

se o desempenho do NHMM- G (3) (Figura 9.33). Nessa métrica o GA(2), tem um 

desempenho similar ao AR(2) e tendem a subestimar a T. Essa mesma análise pode ser 

estendida para os comprimentos máximos e médios tanto de períodos secos e úmidos 

0

500

1000

1500

2000

2500

GA(2) AR(2) NHMM-NLT(3) HMM-NLT(3) NHMM-G(2) HMM-G(2) NHMM-G(3) HMM-G(3)

12.9 % 28.2 %
36.4 % 41.9 % 46.2 %

44.7 % 48 %
49.2 %

Q
m

a
x

s
im

Vazões máximas das simulações dos HMMs utilizados 

 

 

Qmax
Obs

 = 224.55m3/s

0

1

2

3

4

5

6

GA(2) AR(2) NHMM-NLT(3) HMM-NLT(3) NHMM-G(2) HMM-G(2) NHMM-G(3) HMM-G(3)

0.7 % 23.7 %
35.8 %

49 % 11.1 % 9.8 %
44.4 %

38.4 %

Q
m

in
s
im

Vazões mínimas das simulações dos HMMs utilizados 

 

 

Qmin
Obs

 = 1.81m3/s



 123  

 

(Figura 9.34 e Figura 9.35), com a diferença que o GA(2) muda de comportamento com 

respeito ao AR(2) quando se calculam comprimentos médios dos períodos úmidos além de 

resultar em um modelo mais ruim no cálculo de comprimentos máximos e médios para 

períodos secos. 

 

Tomando ambos os limiares para os volumes de déficit máximos e médios, o AR(2) 

representa bem essa métrica. Porém, apresenta problemas quando os volumes são úmidos 

(Figura 9.27 e Figura 9.28), já que tende a subestimar os valores. Entretanto, entre os 

NHMMs somente melhora em desempenho o NHMM-G(2), e caso inverso ocorre quando 

os períodos são úmidos, pois melhoram o NHMM-NLT (3) e NHMM-G(3); sem importar 

o limiar que se tenha, ressaltando que eles melhoram de acordo com a mediana. Por outro 

lado, o modelo GA(2) sempre apresenta um ruim desempenho. 

 

Figura 9.33 - Estatística T dos períodos úmidos com relação ao percentil P66 (superior) e à 

mediana Qmd (inferior) 
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Figura 9.34 - Comprimento máximo dos períodos úmidos com relação ao percentil P66 

(superior) e à mediana Qmd (inferior) 

 

 

Figura 9.35 - Comprimento médio dos períodos úmidos com relação ao percentil P66 

(superior) e à mediana Qmd (inferior) 
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Figura 9.36 - Volume de déficit máximo com relação ao percentil P33 (superior) e à 

mediana Qmd (inferior) 

 

Figura 9.37 - Volume de déficit médio com relação ao percentil P33 (superior) e à mediana 

Qmd (inferior).  
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De acordo com o apresentado acima, os NHMMs tendem a variar seu desempenho para 

representar as métricas de persistência e, em alguns casos, são deficientes em relação aos 

HMMs, principalmente ao representar métricas de estados secos.  Em geral, nota-se como 

os modelos não homogêneos apresentam melhor desempenho para as métricas de períodos 

úmidos e quando se toma por limiar a mediana. Desta análise, não se descarta que os 

modelos não homogêneos brindem um ganho na representação da série de vazões afluentes 

ao reservatório Orós. Entretanto, se visualizou mais a deficiências das séries calculadas por 

meio da distribuição Gama de dois parâmetros. O leitor pode conferir alguns dos resultados 

não apresentados aqui no Apêndice A. 
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10 - CONCLUSÕES  

 

Os modelos estocásticos para a geração de séries sintéticas de vazões são ferramentas 

importantes que permitem avaliar o desempenho de sistemas de recursos hídricos, criar 

políticas operacionais ou gerar cenários de risco. Dessa forma, vários modelos têm sido 

desenvolvidos historicamente, incluindo aqueles que permitem representar a variabilidade 

e a persistência de períodos secos e úmidos que são comumente observados em séries de 

vazões.  

 

Nesta dissertação, procurou-se avaliar o desempenho de modelos de Markov com Estados 

Ocultos (HMMs), e de sua versão não-homogênea (NHMMs), que faz uso de indicadores 

climáticos, na representação das vazões anuais afluentes ao reservatório Orós, no Nordeste 

do Brasil. O desempenho desses modelos foram comprados com o desempenho dos 

clássicos modelos ARMA e de um modelo simples, que considera que a vazões anuais são 

independentes e disribuídas conforme a distribuição Gama. 

 

De uma forma geral, baseando-se nos critérios de AIC e BIC, pode-se dizer que os 

modelos HMMs com dois e três estados são adequados para modelar as vazões anuais 

afluentes ao reservatório Orós, embora possa haver divergência, dependendo do critério 

escolhido. O critério AIC indicou a possibilidade de utilizar modelos com 2 e 3 estados, 

enquanto o critério BIC sugeriu utilizar modelos com apenas 2 estados, concordante com o 

critério de parcimônia, visto que um aumento do número de estados, aumenta o número de 

parâmetros. Quando se observa a variação das probabilidades dos estados ocultos no 

tempo, é possível notar que modelos com apenas 2 estados representam adequadamente as 

variações de vazões e a persistência observada, enquanto que modelos HMMs de ordem 

superior não apresentam ganho significativo, devido a pouca representação física que eles 

trazem para análise. Entretanto, alguns modelos com 3 estados ocultos tiveram 

desempenho superior na representação de estatísticas relacionadas à persistÊncia 

hidrológica. 

 

Os modelos HMM-Gs, baseados na distribuição Gama, foram capazes de representar 

adequadamente os momentos observados, embora o referido modelo com 2 estados tenha 

encontrado dificuldade de representar o coeficiente de assimetria da série histórica de 
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vazões. Os HMM-NLTs, baseados na distribuição Normal ajustada ao logaritmico das 

vazões, também conseguiram representar adequadamente os momentos da série observada, 

sendo que o modelo com 2 estados apresentou deficiências no cálculo da autocorrelação de 

primeira ordem.  

 

Os HMMs representam bem as distribuições marginais, principalmente os HMM-NLTs, o 

que é uma qualidade importante de modelos estocáticos (Bishop, 2006). Em relação à 

autocorrelação, os modelos HMMs tiveram desempenho satisfatório, tendo em vista que 

não foi possível, por meio de um teste de hipóteses formal, rejeitar a hipótese nula de que a 

série observada tenha sido gerada por esses modelos. 

 

Em relação à capacidade desses modelos representarem a persistência hidrológica, pode-se 

afirmar, com base em testes formais de hipóteses, que o modelo que admite que as vazões 

anuais são independentes no tempo, e distribuídas de acordo com distribuição Gama, não é 

adequado para representar as séries anuais de vazões afluentes ao reservatório Orós. De 

uma forma geral, tendo como base o valor-p de um teste formal de hipóteses realizado para 

cada modelo, e para cada uma das métricas escolhidas para representar a persistência 

hidrológica, pode-se afirmar que tanto o modelo AR(2), quanto os modelos HMMs 

(HMM-NLT2, HMM-G2 e HMM-G3) são capazes de representar de forma adequada a 

persistência hidrológica, embora não seja possível indicar um único melhor modelo, tendo 

em vista que o desempnho relativo varia dependendo da métrica de persistência escolhida. 

Com base nos resultados desses testes de hipóteses, só foi possível rejeitar a hipótese de 

que o modelo HMM-G2 não é adequado para representar a vazão mínima (valor-p = 9.8%)  

e o volume de defcit médio, baseado nas vazões anuais infeiores ao percentil 33% (valor-p 

= 6.4%). Em todas as outras métricas de persistência, não foi possível rejeitar a hipótese 

nula de que os modelos HMMs e ao modelo AR(2) são adequados. Entretanto, vale a pena 

chamar a atenção para o fato de que o modelo AR(2), embora tenha passado no teste de 

hipóteses de representação das vazões máximas, gerou valores sintéticos excessivamente 

altos, não condizente com a realidade, e teve dificuldades na representação dos 

comprimentos médio e máximo de períodos úmidos, acima do percentil de 66%, com 

valores-p da ordem de 11%, próximos da região de rejeição.  

 

Além do modelo homogêneos (HMMs), foram ajustados vários HMMs não homogêneos 

(NHMM) empregando os indicadores climáticos Dipolo do Atlântico e o NINO3. Pode-se 
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observar que o emprego de indicadores climáticos resultou numa melhoria significativa na 

capacidade do modelo HMM-NLT3 em representar a autocorrelação temporal, embora o 

referido modelo tenha passado no teste de hipóteses para representar a autocorrelação 

mesmo sem o uso dos indicadores. A introdução dos indicadores climáticos também 

melhorou o desempenho dos modelos HMM-G2 e HMM-G3 em representar o 

comprimento médio de períodos úmidos, com valores-p aumentando de 10 e 15%, no caso 

homogêneo, para 18 e 31% no caso não-homogêneo. Por fim, a dificuldade que o HMM-

G2 tinha de representar o volume de deficit médio (valor-p = 6.4%) foi aliviada, de modo 

que o valor-p do modelo NHMM-G2 passou para 13.5%.  

 

Pelos resultados desse estudo, pode-se dizer que os modelos de Markov com Estados 

Ocultos, tanto homogêneos quanto não homogêneos, apresentaram resultados satisfatórios 

ao representar as características estatísticas da série estudada, com desempenho similar aos 

modelos ARMA, tendo superado tais modelos na representação de vazões máximas e 

mínimas, assim como em algumas métricas de persistência, tais como, comprimentos 

máximo e médio de períodos úmidos.  
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APÊNDICE A – FIGURAS AUXILIARES DA COMPARAÇÃO DOS 

MODELOS ESTOCÁSTICOS 

 

A.1 – COMPARAÇÃO DOS MODELOS GA(2), AR(2) E HMMs 

  
Figura A.1 - Comprimento máximo dos períodos secos com relação ao percentil P66 

(superior) e à mediana Qmd (inferior). 

 

Figura A.2 - Comprimento médio dos períodos úmidos com relação ao percentil P33 

(superior) e à mediana Qmd (inferior) 
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Figura A.3 - Volume de déficit máximo com relação ao percentil P66 (superior) e à 

mediana Qmd (inferior) 

 

 

Figura A.4 - Volume de déficit médio com relação ao percentil P66 (superior) e à mediana 

Qmd (inferior) 
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A.2 – COMPARACAO DOS MODELOS GA(2), AR(2) E NHMMs 

 

Figura A.5 - Estatística T dos períodos secos com relação ao percentil P66 (superior) e à 

mediana Qmd (inferior) 

 

 

Figura A.6 - Comprimento máximo dos períodos secos com relação ao percentil P66 

(superior) e à mediana Qmd (inferior) 
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Figura A.7 - Comprimento médio dos períodos secos com relação ao percentil P66 

(superior) e à mediana Qmd (inferior) 

 

 

Figura A.8 - Volume máximo dos períodos úmidos com relação ao percentil P33 (superior) 

e à mediana Qmd (inferior) 
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Figura A.9 - Volume médio dos períodos úmidos com relação ao percentil P33 (superior) e 

à mediana Qmd (inferior) 
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