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Resumo

Neste trabalho introduzimos as nocoes basicas do estudo de Pl-algebras. Des-
crevemos um sistema de geradores das identidades polinomiais graduadas das algebras
do tipo M, (E) ® Mg(E), em que E é a élgebra de Grassmann e o e  sao fungoes
que induzem uma Zs-graduacao sobre F. Apresentamos uma forma alternativa para a
prova de uma das Pl-equivaléncias do Teorema de Kemer.

Apresentamos resultados que relacionam as identidades graduadas das algebras A
e A® E. Como resultado mostramos a Pl-equivaléncia entre My(E) e M;1(F) ® E,
um caso particular do Teorema de Kemer.

Palavras-chave: Pl-algebras, identidades graduadas, produtos tensoriais, algebras

de Grassmann.



Abstract

In this work we introduce the basics of the studies of PI-algebras. We describe

a system of generators of graded polynomial identities of algebras of type M, (F) ®

Mp3(E), where E is the Grassmann algebra and « e  are maps that induce a Zs-

gradings. We show an alternative proof of some of the Pl-equivalences of kemer’s
theorem.

We present results that relate the graded identities of the algebras A and A ® FE.

As a result, we show the Pl-equivalence of Ms(E) and M 1(E) ® E, a particular case

of Kemer’s Theorems.

Keywords: Pl-algebra, graded identities, tensor products, Grassmann algebra.
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Introducao

Uma identidade polinomial de uma algebra associativa A sobre um corpo é
um polindmio em varidveis nao-comutativas que se anula sobre toda a algebra. Uma
algebra que satisfaz ao menos uma identidade nao trivial é chamada de PI-dlgebra.
Sao exemplos de Pl-dlgebras as algebras comutativas, as algebras de dimensao finita
e as algebras de matrizes quadradas sobre corpos. O objetivo de estudar Pl-algebras
é tentar entender como a existéncia de identidades polinomiais influéncia a estrutura
das algebras que as satisfazem.

Identidades polinomiais de algebras sao encontradas em trabalhos antigos de Dehn
[9] e Wagner [36]. Mas o interesse geral na Pl-teoria comegou apés o artigo de Ka-
plansky [22]. Mais tarde, Kaplansky, em [23], também elaborou uma extensa lista de
problemas relevantes na teoria de anéis com varios problemas que hoje sao estudados
pela Pl-dlgebra. Na mesma epéca foi demonstrado o Teorema de Amitsur-Levistsky
[3] o qual afirma que a élgebra M, (K) das matrizes n x n sobre um corpo K satisfaz a
identidade standard de grau 2n. Ainda na mesma época Spetch apresentou o seguinte
problema: “O T-ideal de identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra é sempre
finitamente gerado?”. Este problema ficou conhecido como o problema de Specht. A
resposta afirmativa deste teorema, em caracteristica zero, foi obtida por Kemer [25] e
[24]. Em seu trabalho, Kemer ainda classificou as dlgebras T-primas, a menos de PI-
equivaléncia, no que ficou conhecido como o teorema do produto tensorial de Kemer.

Denotamos por A ~ B se A e B satisfazem as mesmas identidades polinomiais.
Teorema 0.0.1 (Kemer). Se K é um corpo de caracteristica zero, entao
i) EQFE ~ M 1(E);
ii) M, (E)®E ~ M, ,(E);
iii) Myo(E) @ Mys(E) ~ Mprigs psiar(E).-

Provas alternativas deste teorema foram dadas em [32], [10] e [12]. Também foi
provado em [] e [5] que para caracteristica positiva as afirmagoes i) e ii) falham.

Por outro lado, Kemer nao mostrou como encontrar as bases finitas. Atualmente a
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descricao das identidades ¢ conhecida apenas para algumas algebras. Encontramos
algumas descrigdes em [15], [26], [27] e [29].

Devido ao trabalho de Kemer, uma importante parte do estudo de PI-dlgebras se
concentra nas identidades graduadas das matrizes M, (K) e M, (E), onde E denota a
algebra de Grassmann. Muito sobre estas graduagoes foi feito em [35], [34], [17] e [10].
Em [7], Bahturin e Drensky descreveram a relagao entre identidades G-graduadas da
dlgebra G-graduada M, (K) e as identidades G x H-graduadas das dlgebras M,,(K) ®
M, (K), onde M, (F) possui H-graduagao.

Nesta dissertacao apresentamos os fundamentos da Pl-teoria além de nos apro-
fundarmos no estudo das identidades G-graduadas das algebras M, (F) e alguns de
seus produtos tensoriais. Mais especificamente, daremos uma base das identidades
Zy, x Zo-graduadas da dlgebra das matrizes M, (F) e faremos uma demonstragao alter-
nativa da afirmagao i7i) do teorema de Kemer. Também apresentaremos as subalgebras
de M,,(E) que nao admitem identidades monomiais ndo triviais e descreveremos a
sequéncia de cocaracteres da dlgebra My(F).

No Capitulo 1 sao introduzidos os conceitos e resultados basicos da Pl-teoria.
Também construimos e exemplificamos o Produto Tensorial e apresentamos os con-
ceitos basicos da representacao de grupos.

No Capitulo 2 nos aprofundamos no estudo de Pl-algebras apresentando a G-
graduacao e as identidades G-graduadas de uma &algebra. Mostramos a relagao entre
o T-ideal e o Tg-ideal graduado. Apresentamos o espaco dos monomios multilineares
graduados V¢ e definimos a sequencia de codimensoes. Estudamos as definigoes basicas
de representagoes de grupos simétricos e por fim o conceito de base multiplicativa.

No Capitulo 3 nos concentramos nos resultados obtidos por Di Vincenzo e Nardozza
em [14]. Estudamos dlgebras do tipo M,(E) C M,,(E), onde « : {1,...,m} — Zy é
uma fung¢ao que induz uma Zs-graduacao sobre £. Mostraremos que o produto tensorial
M,(E) ® Mg(E), onde Mg(E) C M,(E), pode ser visto como uma &lgebra Z,,,-
graduada e descreveremos um sistema de geradores das suas identidades polinomiais.
Por fim mostraremos de forma alternativa a afirmagao i) do teorema de Kemer.

No Capitulo 4 nos concentramos nos resultados obtidos em [13]. Tomamos a K-
algebra G-graduada A e consideramos a dlgebra A® E. Deduzimos entao as identidades
G X Zo-graduadas de A ® E partindo das identidades G-graduadas de A. Mostramos
também a Pl-equivaléncia entre M) 1(E) ® E e My(E), um caso particular do teorema

de Kemer. Por fim apresentamos a sequéncia de cocaracteres de My(FE).



Capitulo 1

Identidade Polinomiais e
PI-Algebra

Neste capitulo introduziremos defini¢oes bésicas que serao necessarias para o de-
senvolvimento e compreensao da dissertacao, construindo alguns dos principais objetos
de estudo, como a algebra de Grassmann FE e a algebra das matrizes sobre a algebra
de Grassmann M, (F). Alguns dos resultados apresentados neste capitulo foram en-
contrados em [2] e [I§].

Iniciaremos com a definicao de algebra e seus resultados elementares, definimos iden-
tidades polinomiais, PI-algebras e T-ideais. Depois, definimos variedades de algebras
e estudamos sua relacao com T-ideais. Apresentaremos as defini¢bes e consequéncias

basicas sobre representacgoes e por fim construimos o produto tensorial sobre R-médulos.

1.1 Algebras

Seja A um espaco vetorial sobre um corpo K, entao:

Definigao 1.1.1. Dizemos que A é uma algebra (ou K-algebra) se A é munido com
uma operacao bindaria * (i.e. uma fungao * : (4, A) — A) chamada multiplicagao, tal

que para quaisquer a,b,c € A e qualquer a € K, temos:
i (a+b)xc=axc+bxc
. ax(b+c)=axb+axc

ili. a(a*xb) = (aa)*b=ax*(ab).

Denotaremos a multiplicagao por - e escreveremos ab ao invés de a - b

Definigao 1.1.2. Dizemos que uma algebra A é:
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i. Associativa se o produto de A é associativo, isto é, (ab)c = a(bc), para quaisquer
a, b, c € A.

ii. Comutativa se o produto é comutativo, isto é, se ab = ba para quaisquer a,

be A

iii. Unitaria(ou com unidade) se o produto de A possui elemento neutro, isto é,

se existe 14 € A tal que 1,-a=a-14 = a para todo a € A.

Para melhor compreensao, mencionaremos alguns exemplos de algebras sobre um

corpo K. Dentre estes, chamamos atencao para os Exemplos [1.1.4] [I.1.6] e [1.1.12] que

serao importantes no decorrer do trabalho.

Exemplo 1.1.3. Qualquer extensao L do corpo base K com a operacao usual é uma
K-élgebra.

A dimensao da K-algebra ¢é a sua dimensao como K-espago. Se a dimensao ¢ finita,

A chama-se algebra de dimensao finita.

Exemplo 1.1.4. Seja M, (K) o espago vetorial das matrizes n x n com entradas em K.
Munido da operagao produto usual de matrizes, M, (K) é uma dlgebra com unidade,
que ¢é exatamente a matriz identidade I,,,,. Destacamos que nesta dlgebra as matrizes
eij, com 1 < 4,57 < n, onde e;; ¢ a matriz elementar cuja unica entrada nao nula
estd na i-ésima linha e j-ésima coluna, formam uma base para M, (K) e, portanto,
dim M, (K) = n?.

Generalizando, se A é uma K-algebra e se consideramos o espago vetorial M, (A) de
todas as matrizes n x n com entradas em A, definindo um produto em M, (A) andlogo

ao produto usual em M, (K), obtemos uma estrutura de K-algebra em M, (A).

Exemplo 1.1.5. Sejam G um grupo e K um corpo. Denotaremos por KG = K[G] o

conjunto de todas as somas formais finitas Z agg; ag € K. O conjunto KG possui

geG
estrutura de anel com respeito as operagoes

+: (Z agg> + (Z 5gg> = (ag+B8y)g

geG geG geG

¥ (Z agg> : (Z ﬁhh> = > (aBu)gh=) .

geG heqG g,heG leG

em que 0 = ZO~g e <Z agg> = Z(/\ozg)g, para A € K, = gh ey = ayf, para
geG geG geqG

g,h € G.



1.1 Algebras )

Assim, munido destas operagoes, temos que KG é uma K-algebra associativa e
unitaria com unidade 1x1¢g, onde G (visto em KG) forma uma base para KG. Assim

segue que dim KG = |G|.

A algebra KG ¢é dita uma &algebra de grupo sobre K. Ela tem importante pa-
pel no estudo de representacoes, em especial a algebra K S, onde S, é o grupo das

permutagoes.

Exemplo 1.1.6. O K-espaco

M (K) = (Z g) ;

onde P,Q, R e S sao matrizes de dimensao k x k, k x [, [ X k e | X [, respectivamente,
com k > 1 > 0, é uma K-algebra associativa, unitaria e nao comutativa de dimensao

(k +1)%, com o produto usual de matrizes.
Definicao 1.1.7.

i. Um subespaco S da algebra A é chamado de subdlgebra se é fechado para a

multiplicacao, isto é, se s1, so € S implica que s1 - o € S

ii. Um subespaco I de A é um ideal (bilateral) de A se xa, ax € I, para quaisquer
releacA

Seja agora A uma algebra e I um ideal de A. Consideramos o espaco vetorial
quociente A/I = {a+1|a € A}, onde a+ I ={a+xz | x € I}. Para cada a € A,
vamos denotar a + I por a. As operacoes de soma e produto por escalar sao definidas

por

a+b=a+beXa= X
para a, b € A e \ € K. Considere agora o produto
Al x AT - AJI
(@,b) = a@-b=ab.

Este produto estda bem definido e é bilinear. Portanto, A/I munido desta operagao é

uma algebra, chamada de algebra quociente de A por I.

Definigao 1.1.8. Seja A uma &algebra associativa com unidade e S um subconjunto
de A. Definimos:

i. A subdlgebra de A gerada por S, denotada por K (S), como sendo a intersecao
de todas as subalgebras de A que contém S U {1}.
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ii. O ideal de A gerado por S como sendo a intersecao de todos os ideias de A que

contém S.

Se A = K(S), entao dizemos que S gera A como dlgebra ou que S é um conjunto
gerador de A como algebra. Uma caracterizacao de subalgebra gerada e ideal gerado
por um conjunto de uma algebra associativa é dada a seguir. Sejam A uma algebra

associativa com unidade e S um subconjunto nao vazio de A. Entao:

i. A subalgebra de A gerada por S coincide com o subespaco de A gerado pelo
conjunto

{175i18i2 "'Sik | ’L.l,’ig,...,l'k GI, S; € S},

onde Z é um conjunto de indices. Note que o produto s;, ---s;, ird abranger

k
diferentes comprimentos.

ii. O ideal de A gerado por S coincide com o subespago de A gerado por

{asb | s € S,a,b e A}.

Definigao 1.1.9. Sejam A e B duas algebras. Uma transformagao linear ¢ : A — B

¢ um homomorfismo de algebras se

d(zy) = ¢(x)o(y)
para todo x,y € A. Se A e B possuirem unidade, vamos exigir que ¢(14) = 1.

Se o homomorfismo ¢ for bijetor, ou seja injetor e sobrejetor, dizemos que ¢ é um
isomorfismo. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que A e B sao
algebras isomorfas e denotaremos por A = B. Se ¢ é um homomorfismo de A em A
dizemos que ¢ ¢ um endomorfismo.

Denotamos por

i. EndA o conjunto de todos os endomorfismos de A.

ii. I'm¢ a imagem da transformacao ¢, isto é, Im¢ = {¢(a) | a € A}.
iii. Ker¢ o nicleo de ¢, isto é, Ker¢ = {a € A | ¢(a) = 0}.

Exemplo 1.1.10. Seja V um K-espago vetorial. Entao Endg(V'), o conjunto das
transformacoes lineares de V' munido da composicao de fungoes, é uma K-dlgebra com

unidade (operador identidade).

E bastante conhecido e de facil verificacado que Ker¢ é ideal de A e que Im¢ é

subalgebra de B. Com isso, temos o importante teorema do homomorfismo de dlgebras.



1.1 Algebras 7

Teorema 1.1.11 (Teorema do homomorfismo de élgebras). Sejam A e B dlgebras e

¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao
A/Ker¢ = Img.

Vamos agora construir um importante objeto que serd amplamente utilizado e es-
tudado no decorrer desta dissertacao, a algebra de Grassmann. Para tal, comecaremos
apresentando a algebra livre.

Sejam X = {1, x9,...} um conjunto enumeravel de varidveis ndo comutativas. A
algebra livre associativa K (X) livremente gerada por X sobre K é o K-espago que tem
por base o conjunto de monémios {z;, ...x;, | n =0,1,2,...}, onde chamamos estes
monomios de palavras e denotaremos por 1 a palavra vazia (comprimento zero). Dois
monomios da dlgebra K (X') sdo iguais se eles possuem o mesmo comprimento e termos
iguals nas respectivas posigoes, ou seja, T, Tj, * * * Tj, = Tj, Tj, * +* T4, S€, € somente se,

n m

n=mei = ji, i = Ja, . , in = Jjn. Os elementos de K(X) sdao chamados de
polinomios.

Consideremos em K (X) a multiplicagdo de monomios definida por justaposicao, ou
seja,

(xilxiz e. xi") . (leij .. 'xjm) =T Ty Tip Tjy Tjy -+ Ty

Podemos estender esta operagao para todo K(X) por linearidade. Com isso, K(X)
munido deste produto é uma &dlgebra associativa com elemento neutro 1. A cardina-
lidade de X é chamada de posto. Observe que se a cardinalidade de X for finita a
construgao de K(xy,...,x,) é andloga.

Agora, finalmente, vamos construir a algebra de Grassmann, encerrando os nossos

exemplos de algebras sobre um corpo.

Exemplo 1.1.12. Seja K(X) a algebra livre sobre X = {x1,zs,...}, de posto enu-
meravel e seja I o ideal bilateral gerado pelo conjunto dos polinémios {z;z;+z;z; | 1,7 >
1}. Entao a algebra de Grassman F é tal que £ = K(X)/I.

Se escrevermos e; = x; + [ parai =1,2,..., entao E tem a seguinte representagao
E=(1,ei,e,... | ;e = —eje;), paratodo i,j > 1,

pois e;e; +eje; = (xi+ 1) - (x;+ 1)+ (x;+ 1) (v + 1) = (vizj +xjo;) + I =0+ 1.

Denote por S,, o grupo simétrico sobre {1,2,...,n}. E ficil ver que para quaisquer
1<k<l<n
€iy " Cip1CiCipgy "7 Ci 1€ Gy Gy = 6t Gy €41 Chp gt Gy €€yttt Gy
uma vez que e;e; = —eje;. Portanto, escrevendo qualquer permutagao o € .S,, como

produto de transposicoes, obtemos que
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€o(iy) " Colin) = (sgna)eil C €y
em que sgno é o sinal da permutagao o (i.e, sgno = 1 se o for par e sgno = —1 se o

for impar). Segue que
B:{l,eil---eik | 1§Zl <... <Zk}

gera F sobre K. Vamos verificar agora que B é base de E. De fato, suponha que
n

h = E a;w; = 0 é uma relacdo com o nimero minimal de coeficientes nao-nulos «;,
i=1

onde w; € B. Se o elemento e, aparece em w;, mas nao aparece em ws, temos que

n

enwi = 0, pois ef =0, e que e,,h = Z azenw; = 0. Isto contradiz a minimalidade de

i=2
h, portanto B é base de E.

E conveniente escrever E na forma E = Ey @ E;, onde
Eq =span{e;, e, | 1 <ip <...<dio, k>0}

E, = span{eil : | 1<y <...< i2k+1, k > 0},

* Cigggq

de onde temos que EgEy+ E1Ey C Ey e EgE1 + E1Ey C Ej.

1.2 Identidades Polinomiais

Seja K um corpo, X um conjunto de variaveis ndo comutativas e K(X) a algebra
livre associativa de X sobre K. Escreveremos um polinomio f € K(X) da forma
f = (x1,29,...,x,) paraindicar que z1, ..., x, € X sdo as Unicas varidveis que ocorrem
em f.

Definimos deg(am), o grau do monémio am, a € K, como o comprimento da
palavra m. Da mesma forma, definimos deg, (am), o grau de am na variavel x;, como
o nimero de ocorréncias de z; em am. Naturalmente, o grau de f, denotado por deg f,

¢ o grau maximo entre seus monomios. Andlogo para deg, f.

Exemplo 1.2.1. Seja m(z,y,z) = 22°yz*z. Temos que deg,m = 3, deg, m = 1,
deg,m =3 edegm =T7.

Exemplo 1.2.2. Seja f(z1, 29, 13) = 223xoxiz) — 3212223, temos que deg, f = 3,

deg,, f=1,deg,, f=4edegf=T7.

Sejam A uma élgebra e h : X — A uma fungao arbitraria de modo que h(x;) =
a;, para r; € X e a; € A. Esta aplicacao pode ser estendida unicamente por um
homomorfismo ¢, : F(X) — A tal que ¢p(1) =14 €

On(wiy Ty - 14,) = a4, Q4 - - - @, onde Pny,, = h-
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Esta propriedade é conhecida como Propriedade Universal de K(X).
Dado f = f(x1,...,2,) € K(X), denotamos por f(ay,...,a,) a imagem de f por
¢n. Note que, como A é algebra, f(aj,as,...,a,) ¢ um elemento de A obtido por

substituicao dos zis por ais em f.

Defini¢ao 1.2.3. Seja A uma K-élgebrae f = f(x1,...,2,) € K(X). Dizemos que f

é uma identidade polinomial de A, se f(aq, as, ...a,) = 0, para todos ay, as, . .., a, € A.

Seja ® o conjunto de todos os homomorfismo ¢ : K(X) — A. Entao é claro que
f = 0 é identidade polinomial de A se, e somente se, f € ﬂ Ker ¢. De fato, se

ped
f(z1,29,...,2,) = 0 entdo para qualquer ¢ : K(X) — A, temos que
d)(f(xh s 7‘7:71)) = f(¢<x1)7 SR 7¢($n)) - f(ah s 7an) =0,
logo f € Kerg, para qualquer ¢ € ®. Assim, [ € ﬂ Ker ¢. Por outro lado, se

peD

fe ﬂ Ker ¢, entao dados quaisquer ay, . .., a, e uma fungao h : X — A;  h(z;) = a;,
ped

para i =1,...,n, existe um homomorfismo ¢ : K(X) — A, tal que ¢|x = h, daf segue

que

0= ¢<f(x1> oo 7wn)) = f(¢($1), ¢<x2)’ S 7¢(IN)) = f(ah oo ’an)a

logo f = f(x1,...,x,) é identidade de A.
Dizemos que f = 0 é uma identidade de A ou que A satisfaz f = 0. Como f =0 é

uma identidade polinomial trivial para qualquer dlgebra A, temos a seguinte definigao:

Definigao 1.2.4. Se uma K-algebra A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial

f =0, entao dizemos que A é uma PI-algebra ou algebra com identidades polinomiais.
Para melhor compreender o conceito de Pl-algebra, vamos ver alguns exemplos.

Exemplo 1.2.5. Se A é uma algebra comutativa e [z,y] = xy — yz o comutador de

Lie. Entao A é uma Pl-édlgebra, pois f(z,y) = [z,y] =0 em A.

Exemplo 1.2.6. Se A é uma algebra nilpotente, ou seja, A” = 0 para algum n € N,

entao A é uma Pl-dlgebra. De fato,

flzy, .. xn) =212

¢ uma identidade para A.
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Exemplo 1.2.7. Seja UT,,(K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem
n sobre K. Para simplificar o caso, vamos comecar avaliando n = 3. Note que, se z,
y € UT,(K), entao

0 ki ks
[z, yl =2y —yr =10 0 ks,
00 0

para quaisquer z, y € UT3(K).

Vemos entao que [z,y] é triangular estritamente superior. Tomando o caso geral,
em UT,(K) temos que [z,y] é estritamente triangular superior para todo n. Assim,
temos que [z,y]" = 0, pois a primeira coluna de [x,y] é nula e a cada produto uma

coluna subsequente se anula. Portanto, UT,,(K) é PI-algebra, pois satisfaz o polinomio

f(901,$2, e ,!EQn) = [$1,$2] te [IZn—laxQn]-

Exemplo 1.2.8. Primeiramente, note que na dlgebra das matrizes My (K) se a = [z, ],
com z,y € My(K), temos que tr(a) = 0. Por outro lado, o polinomio caracteristico é
tal que

z? — tr(a)z + det(a)l = 0,

em que I = I5.5. Substituindo x por a, temos que
a® = —det(a)l.

2

Assim, a® é uma matriz escalar e entdo comuta com qualquer outra matriz. Dai, Ms(K)

é uma Pl-algebra, pois satisfaz o polinonio

[[z,y]?, 2]

Exemplo 1.2.9. A algebra de Grassmann E é uma Pl-algebra, pois satisfaz a identi-
dade polinomial [[z,y], z] = 0. De fato, como Ej coincide com o centro de F, qualquer
comutador de dois elementos de E torna-se uma combinacao linear de monomios e;’s

de comprimento par. Assim, [E, E] C Ej e a conclusao é imediata.

1.3 T-ideais e variedades de algebras
Dada uma algebra A, denotamos por

TA) ={fe K(X)| f=0em A}

o conjunto das identidades polinomiais de A. Claramente, T(A) é um ideal bilateral
de K(X), pois se f =0, entdo af =0e fa=0, para todo a € K(X). Mais ainda, se
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flz1,29,...,2,) € T(A) € ¢1,...,9gs sd0 polindomios arbitrarios de K(X) é claro que

f(gh T 7gn) S T(A)
Como todo endomorfismo de K(X) (homomorfismo de K(X) em K (X)) é deter-

minado pela fun¢ao = — ¢, em que x € X e g € K(X), segue que T(A) é um ideal

invariante com respeito aos endomorfismos de K(X).

Proposicao 1.3.1. Dado uma dlgebra A, considere T(A) = {f € K(X) | f =0} o
conjunto das identidades polinomiais de A. O conjunto T(A) € fechado sob os endo-
morfismo de K(X).

Demonstracgao. Sejam f = f(xy,...,x,) € T(A), ¢1, g2, ---, gn € K(X) e tome
¢ € End(K(X)), onde ¢(x;) — g;. Temos que

gzﬁ(f(xl,...,xn)):f(¢(x1,...,$n)) :f<91,--.,gn)50,

pois g;(a,...,a,) € A, com aq,...,a, € Ae f € T(A). Assim, ¢(f) = 0, para todo
f e K(X). Logo ¢ (T(A)) C T(A).
O

Os ideais com essa propriedade sao chamados de T-ideais.

Definicao 1.3.2. Um ideal I de K(X) é um T-ideal se ¢(I) C I para todo endomor-
fismo ¢ de K(X).

Assim, temos que T'(A) é um T-ideal de K(X). Por outro lado, nao ¢ dificil verificar

que todo T-ideal é deste tipo. De fato, se I é T-ideal, entao @ é Pl-algebra, uma

vez que, se f(x1,...,x,) €Ll egy,...,9, € K(X), entao

f(m779_n):f(917u9n):67

pois f(g1,...,9,) € I. Assim, I C T(K(X)/I). Por outro lado, se f(x1,...,x,) €
T(K(X)/I), entao para T; = z; + I temos

0=f(Tr,..,Tn) = f(T1,. .., T0)-
Logo, f(x1,...,x,) € I e assim T(K(X)/I) C I. Portanto, I = T(K(X)/I).

Definigao 1.3.3. Dado um conjunto nao vazio S C K(X), a classe de todas as algebras
A tais que f sao identidades em A, Vf € S, é chamada de variedade e denotada por
V = V(S) determinada por S.

Uma variedade V é nao trivial se S # 0 e é prépria se S é nao trivial e V(.5) # 0.

Exemplo 1.3.4. Seja S = {[z,y]}, entdo V(5) é a classe de todos as édlgebras comu-

tativas.
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Exemplo 1.3.5. Seja S = {z"}, entdao V(5) ¢ a classe de todas as élgebras que sao

nil de expoente limitado n.

Se S C K(X), denotamos por (S)r o T-ideal gerado por S. Assim, (S)r =

ﬂ T(A). Definimos entdo que T'(V) = (S)r. O teorema de Birkhoff caracteriza
AEV(S)
uma variedade.

Teorema 1.3.6 (Birkhoff). Seja V uma classe nao vazia de dlgebras. EntaoV € uma

variedade se, e somente se,

i. Se A€V eB — A ¢ um monomorfismo (homomorfismo injetor), entio
BeV.

it. Se A€V eA— B éum epimorfismo (homomorfismo sobrejetor), entio
BeV.

iti. Se {Ax}aer € uma familia de dlgebras e Ay € V, para todo X € T, entao H Ay €
el

V.

Tomemos agora uma variedade )V, uma algebra A € V e Y C A um subconjunto
de A. Dizemos que A é relativamente livre sobre Y, se para qualquer algebra B € V e
para qualquer funcao « : Y — B, existe um homomorfismo § : A — B estendendo a.
Este homomorfismo é tinico. Quando V é a variedade de todas as algebras, a definigao

coincide com a de algebra livres sobre Y.

Teorema 1.3.7. Sejam X um conjunto nao vazio, K(X) uma dlgebra livre sobre X
e V uma variedade com ideal correspondente T'(V) C K(X). Entao K(X)/T(V) é
relativamente livre sobre o conjunto X = {x +T(V) | x € X}. Além disso, quaisquer

duas dlgebras relativamente livres com respeito a V' de mesmo posto sao isomorfas.

Demonstracdo. Seja B € V e a: X — B uma funcao. Definimos entdo 3 : X — B por
B(x) = a(x+T(V)). Como K(X) é uma algebra livre podemos estender  para todo
K(X) pela fun¢io B : K(X) — B. Observe que, se f € T(V), entdo B(f) = 0. Assim,

T(V) C Ker(f) e a pode ser estendido a um homomorfismo @ : K(X)/T(V) — B,
onde @ (g + T(V)) = B(g). Entdo K(X)/T(V) é uma algebra relativamente livre sobre
X.

Agora, sejam Fy, Fy € V algebras relativamente livres de mesmo posto sobre X =
{z;|iel}eY ={y; | i € I}, respectivamente. Existem homomorfismos «; : Fy — Fy

e ay : Fy — F, tais que

ar(z;) = gi e aa(gs) = ;.
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E claro que oy oap = id e ag 0oy = id. Portanto, temos um isomorfismo e F; = F,.

m
Com isso, temos que a correspondéncia entre T-ideais e variedades é bem entendida.

Teorema 1.3.8. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre T-ideais de K(X) e va-
riedades de dlgebras. Nesta correspondéncia a variedade V' corresponde ao T-ideal de
identidades T(V) e o T-ideal I corresponde a variedade de dlgebras satisfazendo todas
as identidades de I.

Demonstracao. Se I e Iy sao T-ideais, I} # I, entdo existe f € I;\ [, sem perda de
generalidade. Assim, K (X)/I, ndo satisfaz f. Logo, K(X)/I, € V(I3) e K(X)/I, ¢
V(I). Portanto, V(I1) # V(I2).

Por outro lado, se V; e V, sdo variedades, com V; # Vs, entao existe A € Vi\Vs.
Logo, existe f € T'(Vs), tal que f ¢ T(A). Como, T(A) D T(V,), segue que T(Vy) #
T(Vy).

]

Observacgao 1.3.9. Esta correspondéncia inverte inclusao, isto é,
Vo C Vo= T(Vl) D T(Vg),

S1 C S = V(Sl) > V(SZ)a
em que S, Sy C K(X).

Se V é uma variedade e A é uma K-élgebra tal que T'(A) = T'(V), entao dizemos

que V é uma variedade gerada por A e escrevemos V = var(A).

1.4 Polindmios homogéneos e multilineares

Quando o corpo K é infinito, o estudo das identidades polinomiais de uma dada
algebra sobre K pode ser reduzido ao estudo de polindmios homogéneos e multilineares.
Seja K, = K(x1,...,x,) uma algebra livre de posto n, n > 1, sobre K. Entao K,

é naturalmente decomposta como

K,=KYoK%Ya. . |

onde K ¢ o subespaco gerado pelos monomios de grau k, £ > 1. Como KVKY
K ), para todo 7, 7 > 1, dizemos que K, tem estrutura de dlgebra graduada. Cada
termo K\ ¢ chamado de componente homogéneo de K.

Assim, podemos refinar a decomposigao e escrever
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Kﬁbk) _ @ Kr(jl’m7in);

741++7fn:k

K(ilr--»i ) 4 ] N el
em que Ky ¢ o espaco gerado pelos monomios em que x; tem grau ;. Claramente,

K Snin) geGteind — pe(tinenintind o pogte caso K, é multigraduada.

)

Definicao 1.4.1. Um polinémio pertencente a K para algum k£ > 1 é denominado

homogéneo de grau k. Se f pertence a Kr(fl""’i"), entao f é multihomogéneo de

grau (i1, ...,1,).

Exemplo 1.4.2. O polinémio

f(z,y) =2y + 2+

¢ homogéneo de grau 2, enquanto o polinomio

g(z,y) =zy

¢ multihomogéneo de grau (1,1) e por consequéncia é homogéneo de grau 2.

Note pelo exemplo anterior que a condigao de ser multihomogéneo é mais forte que

a condicao de ser homogéneo.

Exemplo 1.4.3. O polinémio

fl,y,2) = a®y2® — yPa?z + 2Pya?
é homogeéneo em x com deg, f = 2.

Sobre um corpo infinito podemos decompor qualquer polinémio f como

f= 3 fEe,

i120,...,i;>0

onde fltin) ¢ K1) & yma combinacio linear de monémios onde o grau de z; é
igual a i;. Os polinémios f (i1-3n) que néo sdo nulos sdo chamados de componentes

multihomogéneas de f com multigrau (iy, ..., 4,).

Exemplo 1.4.4. Seja f(z,y, z) = vy + 2%y + ryz — yx. Neste caso temos que zy — yr,
r?y e ryz sdo as componentes multihomogéneas de grau (1,1,0), (2,1,0) e (1,1,1),

respectivamente.

Teorema 1.4.5. Seja K um corpo infinito. Se f =0 € uma identidade polinomial para
a dlgebra A, entdo toda componente multihomogenea de f também € uma identidade

polinomial para A.
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Demonstragdo. Para toda varidvel x;, 1 < ¢ < n, podemos decompor f = > " f;,
onde f; ¢ a soma de todos os monomios em que x; tem grau ¢ e m = deg,, f ¢ o grau

de f em relacao a x;. Vamos mostrar que, para todo z;, f; = 0.

Tomemos entao um ¢ qualquer e seja ay, ..., o, elementos distintos de K, estes
vao existir pois K ¢ infinito. Claramente, para todo 7 = 0,...,m, temos que
flxr, . a5z, ... 2) = 0.

Como cada componente f; é homogénea de grau i, segue que

filzr, .. 05xy, .. xy) = aé-fi(xl, cey ).

Da decomposicao de f e do fato anterior, segue que

flre, . o5z, x,) = iazfi(:vl, e T) =0 (1.4.1)
i=0
sobre A, para todo 7 =0,...,m. Assim, escrevendo a matriz de Vandermonde
1 1 ... 1
A ay Q... Qp
(oA o U i

e denotando f;(a1,...,a,) = f;, para todo aj,...,a, € A, entdo de , segue que

(fu- - fa)A=0.

Como a matriz de Vandermonde € inversivel, det A # 0, segue que

(fa. . fa) =0.

Logo, fo =0,..., f,, = 0 sao identidades sobre A.
m

Note que a demonstragao continua valida se K é finito com |K| > deg f. Por outro
lado, se K possui g elementos, o polinomio z¢ — x é uma identidade para K, mas as
componentes homogéneas x? e x nao sao identidades.

Uma das consequéncias mais importantes do Teorema [1.4.5| é que sobre um corpo

infinito todo T-ideal é gerado pelos polindomios multihomogéneos.

Definicao 1.4.6. Um polinémio f é linear na variavel z; se z; possui grau 1 em todos

os monomios de f. Um polinomio que ¢é linear em todas as varidveis é dito multilinear.
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Em um polinémio multilinear f(z1,...,x,) € K(X) cada varidavel aparece uma

unica vez em cada monomio. Assim, f tem o formato

flz,... x,) = Z QoTopyy " Ty

0€ESnh
Observagao 1.4.7. Seja A uma K-algebra gerada como espaco vetorial por um con-
junto B sobre K. Se f é um polinomio multilinear que se anula em B, entao f é uma

identidade polinomial em A.

Demonstragao. Sejam a; = Y a;juj, ..., G, = Y a;;u; elementos de A, onde u; € B

e o;; € K. Uma vez que f(xy,...,x,) é linear em cada variavel, temos

flay,...,a,) = Z iy - Qi Uiy uy,) =0

74'17“'»1'71,

em A. O]

Proposicao 1.4.8. Toda K -dlgebra de dimensao finita n satisfaz o polinomio multili-

near standard Sp41(x1,...Tpe1) = ZUE&M (=1)To)To(2) - - - To(n1)-

Demonstracao. Como o polinbmio em questao é multilinear, basta verificar que o
mesmo se anula para elementos da base  de A. Seja f§ = {vq,...,v,} uma base
de A, entao, ao substituirmos cada x; por um elemento de 3, algum v; aparecera pelo
menos duas vezes em cada monomio. Denotemos por x;, e xz;, duas varidveis subs-
tituidas pelo mesmo v;. Entao, para cada o € S,4; par, os monomios associados as
permutagoes o e (i1iz)o fornecem o mesmo elemento de A com o sinal trocado. Logo

a soma de tais parcelas se anula e, portanto s,,; ¢ uma identidade para A. O

Definicao 1.4.9. Dois conjuntos de polinomios sao equivalentes se geram o mesmo
T-ideal.

Definigao 1.4.10. Seja S um conjunto de polindmios. Dizemos que f é uma con-

sequéncia de S quando f € (S)r.

Seja f(z1,...,2,) € K(X) um polinomio multihomogéneo de grau k em x;. Con-
sidere também as variaveis y,,ys € X, distintas de xs,...,x,. Substituindo a variavel

x1 de f por y; + yo, obtemos o polinomio

h’(yhyquQ? v 75677») = f(yl + Y2,22, ... 7[['”).

Desenvolvendo a componente da direita, encontramos uma componente homogénea

de grau 1 em y;. Chamando essa componente de hy, tem-se que deg,, hy =k —1 e que

hi(z1,z1,...,2,) = kf(z1,...,2,).
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Exemplo 1.4.11. Tome o polinomio f(z1,s) = w22} + x17971. Note que f é mul-

tihomogéneo de grau 2 em x;. Sendo v,y € X, obtemos que

4 yo,22) = 22(y1 + 43) + (y1 + y2)z2(y1 + ¥2)
= 1‘23/% + Toy1Y2 + ToYoy1 + iUQy% + Y1221 + YoT2y1 + Y1T2Y2 + Y2X2Yo.

Logo,

hy(y1, Yo, T2) = Tay1y2 + ToYolr + YaToys + Y122Ys

e finalmente,

Py (Y1, Y1, T2) = Tays + Toy? + Y1Toys + Y122y = 272Y% + 2171y -

Portanto,

hl(ylv Y1, x?) = Qf(wla {Eg)-
Teorema 1.4.12. Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau k, entdo ela satisfaz

uma identidade multilinear de grau < k.

Demonstragao. Seja f(xy,...,x,) € K(X) uma identidade polinomial da algebra A de
grau k. Se cada variavel x; aparece com grau < 1, em todo monomio de f, entao f
¢ multilinear e o teorema segue diretamente. Portanto, vamos assumir que exista uma

variavel x; tal que deg,, f = d > 1. Defina o polinomio

h(yl,y27$2,...$n) :f(y1+y2,$2,u-,$n>_f(yl,l'%-u;xn)_f(y2,$27~--,l‘n)-

Note que h é uma identidade polinomial de A e que A nao é um polinémio nulo.
De fato, suponha que h = 0. Qualquer funcao X — X pode ser estendida a um
endomorfismo de K (X). Substituindo y; e y por z; em h continuamos com o polindémio

nulo, isto é

h(zy, 1,29 ... xn) = f(221, 29, ..., 2) — 2f (21,22, ..., 2,) = 0.

Decompondo f na soma f = fo+ fi+ fo+...+ fq, onde fi é a soma dos monomios

em que r; tem grau k, obtemos

—fo+ 2=-DA+ (2 =2)fa+... +(2=2)fs=0
fo=22=2)fo+ ...+ (27 = 2) /4

o que contradiz o fato de d > 1. Assim, deg, h =d—1 < deg,, [ e por um argumento

indutivo nés obtemos a identidade multilinear de A desejada. O
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Teorema 1.4.13. Se charK = 0, entdo cada polinémio nao nulo f € K(X) € equiva-

lente a um conjunto finito de polinomios multilineares.

Demonstracdo. Sabemos que f é equivalente ao conjunto de componentes homogéneas.

Podemos assumir que f(x1,...,z,) é multihomogéneo. Utilizando o processo de mul-
tilinearizagao
d
fn +y2, 22, 20) = Zgi(yl,ym T2y -5 Tn),
i=0

em que deg,, g; = i, deg,, g; = d —i e deg,, g; = deg,, f, t =2,...,n. Entao todos os

polinémios g; = ¢:(vy1, Y2, T2, - . ., T,) s@o consequéncias de f. Por outro lado,

d
gi(ylaylax% ree 71"77,) = (Z->f(y17x2a s 7xn)

para cada ¢ e como char K = (0 temos (f) # 0. Segue que f é consequéncia de qualquer
gi,i: 1,,d—1
O

Corolario 1.4.14. Se charK = 0 e [ é um T-ideal, entao I é gerado por seus po-

linomios multilineares.

Demonstracao. Como charK = 0, K é um corpo infinito e portanto I é um ideal
gerado por seus polinémios multihomogéneos. Seja f = f(z1,...,2,) € I um po-
linbmio multihomogéneo. Como [ é um T-ideal, temos que h(yi,ys, T2, ..., T,) =
fy1 +y2, 2o, ...2,) € I. Entao, por K ser um corpo infinito, hy(y1, Yo, T2, ..., 2,) € I,
onde h; é a componente homogénea de h em que y; tem grau 1.

Da igualdade

hi(zy, 21, @, ... x,) = kf(x1,29,...24,)
e pela hipétese de charK = 0, segue que f é consequéncia de hi(yi, Yo, o, ..., Ty).
Assim, continuando o processo de linearizacao para hi, encontraremos ho e entao hy
sera consequéncia de hy. Dessa forma, concluiremos que f é consequéncia de algum

polindmio multilinear e é equivalente a ele.

]

1.5 Produto Tensorial e Identidades Polinomiais

Nesta secao definiremos o produto tensorial. Comecaremos pelo produto tensorial
de espacos vetoriais, por este ilustrar de forma mais facil a ideia central e as vanta-
gens desta operacao. Depois faremos a construcao do produto tensorial por meio de

propriedade universal. Para uma visao mais aprofundada veja [§].
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Definigao 1.5.1. Sejam A e B K-espacos vetoriais sobre um corpo K, com bases for-
madas por {ay,as,...,a,} € {b1,ba,..., by}, respectivamente. O produto tensorial
A®g B =A®B de A e B é o espaco vetorial de base {a;®b; |1 <i<nel<j<m}

Em A ® B tem-se que se a = Z a;a; e b= Z B;b;, definimos

i=1 j=1

a®b= (Z Oéﬂi) & (Z 5]‘5]‘) = Zzaiﬁj(ai ® b;),

=1 i=1

em que o, 35 € K.
Os elementos a ® b,a € A,b € B, satisfazem as seguintes propriedades:
L (014 0) b= (v @) + (1R D)
. a® (w; +wy) = (a®@w) + (@ ® wy)
ili. (Aa)®b=Aa®b)=a® (A\)

para quaisquer vy, vg,a € A, wy, we,b € Be X € K.
Sejam A e B K-algebras. Vamos definir o produto usual de A® B como o produto

bilinear dado por

- (A®B)x (A®B) — (A® B)
((a1 @ by), (a2 ® ba)) — (a1 @ by) - (ag ® by) = (a1a2 @ b1by)

O produto anterior estd bem definido, pois se a =a e b =10, tem-se que

(a®b)-(cxd) = (ac®bd) = (dc@bd) = @b) - (c®d).

Note que, o espaco A ® B munido com esta operacao se torna uma K-algebra

chamada de produto tensorial.

Exemplo 1.5.2. Sejam A e B élgebras sobre Q tais que A = B = Q[v/2]. As bases de
A e B coincidem e sdo {1;/2} e tomando a dlgebra A ® B temos a base {1 ® v2;1®
1;\/§®1;\/§®\/§}. Tomando r = V2@1+10v2e s = \/§®1—1®\/§7 segue que

rs=(V201)P2-(19v2)?=201-12=0.
Observe que A ® B nao é dominio.
Caracterizagao por uma propriedade universal

Para descrever o produto tensorial de modo universal, comecemos definindo o con-

ceito de maédulo.
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Definicao 1.5.3. Seja R um anel. Um conjunto M com operagao binaria 4+ chama-se

um R-médulo a esquerda (mdédulo sobre R) se:
i. (M,+) é um grupo abeliano;
ii. para quaisquer m € M e r € R existe um tnico rm € M;
iii. (r; 4+ re)m = rym + rem para quaisquer m € M e 1,19 € R;
iv. r(my + ms) = rmy + rmy para quaisquer my,my € M e r € R;
v. (rire)m = ri(rom) para quaisquer m € M e ri,79 € R.

Se R é um anel unitario, entao um R-mddulo chama-se unitario com unidade 1g, se

1gm = m para qualquer m € M. De modo anélogo, define-se R-mdédulo a direita.

Exemplo 1.5.4. Seja VV um espaco vetorial sobre um corpo K de dimensao n e R =
M, (K). Definindo a multiplicacggdo R x V' — V como Bv € V, para B € M, (K) e
v eV, temos que V é M, (K)-médulo a esquerda.

Sejam M e N R-moédulos a direita e a esquerda, respectivamente.

Definicao 1.5.5. Uma aplicacao ¢ : M x N — G é dita balanceada se satisfaz as

seguintes propriedades:
i. ¢(ay + az,b) = ¢(a1,b) + ¢(az, b)
ii. ¢(a,by + b)) = o(a,by) + ¢(a, by)
iii. ¢(ar,b) = ¢(a,rb)
Agora, podemos definir o produto tensorial por meio de uma propriedade universal.

Definigao 1.5.6. Sejam M um R-modulo a direita e N um R-médulo a esquerda.
Um grupo abeliano 7' juntamente com uma aplicacao balanceada ¢ : M x N — T,
é dito um produto tensorial de M e N se para qualquer grupo abeliano aditivo A e
qualquer aplicacao balanceada v : M x N — A, existe um tnico homomorfismo de
grupos 1) : M x N — A, tal que ¢ = 1) o ¢.

Denotamos o produto tensorial 7' por M ® N, conforme citado anteriormente.

Lema 1.5.7. Dado um conjunto X e um grupo abeliano livre F', para todo grupo

abeliano G e para toda aplicacdo f : X — G, existe um unico homomorfismo f : F — G
tal que ?|X = f.
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Demonstracao. Seja FF = (> nx |n, € Zex e X)e

f:F=> @&

A:anx% anf(x)

X———F

f A
G
Note que,
fla+0b) = (ana:jLme ) :_<Z(nx+mz)x>
= Z ngy +mg)f(z) = f(a) + f(b).
Assim, f é homomorfismo e como F é livre f é unico. m

Lema 1.5.8. Seja F' um grupo, L<F en : F — F/L a proje¢ao canonica. Para
todo grupo G e para todo homomorfismo f : F — G tal que L C Ker(f), existe um
homomorfismo 1 : F/L — G tal que o = f.

Demonstragdo. Defina (@) = f(a), para todo a € F

F

F/L
7
G

Assim, o = f. Como L C f segue que ¢ estd bem definido e claramente é um

homomorfismo.

]

Teorema 1.5.9. Sejam A e B R-maodulos a direita e a esquerda, respectivamente.
Existe Ve¢p: AxB—=V tal queV=A® B eV ¢ tnico.

Demonstra¢ao. Vamos comegar demonstrando a existéncia. Seja X = A x Be F o

grupo livre gerado por X. Defina L como o gerado por

(a1 + ag,b) — (a1,b) — (az,b); (a,by + b2) — (a,by) — (a, be); (ar,b) — (a,rd),
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onde a,aj,as € A, b,by,bo € Ber € R. SejaV=F/L, temos que V =F/L=A® B

é o produto tensorial de A e B com aplicacao balanceada

Ax B — %4

¢: (a,b) = (a,b) + L

De fato, ¢ é balanceada, pois

¢(ar + az,b) — ¢(a1,b) — ¢(az,b) = ((a1 + a2, b) + L) — ((a1,b) + L) — ((az,b) + L)
= (a1 + ag,b) — (a1,b) — (az,b) + L =0,

pois (a1 + az,b) — (a1,b) — (az,b) € L. Assim,

¢(ar + az,b) = ¢p(a1,b) + ¢(az,b).

As demais propriedades que caracterizam a aplicagao balanceada seguem de forma
analoga.

Agora, seja G um grupo e ¢ : A X B — G uma aplicagdo balanceada.

X < F V

Note que L C Ker(®) e ¢p na verdade é a projecao canonica. Assim, pelo Lema
1.5.8] existe um homomorfismo ¢ : V — G tal que pomr =1 o ¢ = .
Resta mostrar a unicidade de ¥. Seja f : V — G um homomorfismo tal que

fo¢=¢. Temos que para x € X

foox)=fz+L)=plz+L)=¢(x+L),zecX.

Portanto, f(x + L) = ¢¥(x + L). E facil ver que podemos estender para qualquer
a=> nx€Feflat+L)=1v(a+L). Portanto, V=A® B.
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Vamos mostrar agora que V' é tinico a menos de isomorfismo. Suponha que existe
(V/,gb/) outro produto tensorial de A e B. Entao, temos a existéncia de um unico
homomorfismo de R-médulos j : V — V', tal que ¢ = j o ¢.

M x N V

v

Por outro lado, usando a propriedade universal sobre (V',¢'), temos um tinico
homomorfismo j : V' — V tal que ¢ = j'¢'.

M x N Vv

Assim, pelos diagramas e pelo fato de que a extensao é unica

g

M x N %

Vv

. . . . . . . v ’
segue que idy = j oj e analogamente idy = joj . Assim, j é isomorfismo e concluimos
a demonstragao.

O

Exemplo 1.5.10. Sendo A uma K-algebra. A transformacao linear

B2 M,(K)® A — M,(A)
€;j ®a— ae;;

¢ um isomorfismo de dlgebras. De fato, primeiramente, note que {ae;; | 1 < 4,5 <
n,a € L} é uma base para M, (A) como espago vetorial, onde L é uma base de A.
Considere a trasnformacao linear definida por
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U M, (A) = M, (K)® A
ae;j — € Qa

Note que

Y ((ID <Z(eij ® aij)>) =V (Z az’jeij> = Z(eij ® a;)

i,J 1,J

o (q’ (Z(%ﬁg))) = (Z(e@- ® %‘)) = Z%’eij-

i,J i,
Logo, ®~! = U e assim ® é bijetiva. Resta mostrar que ® ¢ um homomorfismo. De
fato, como ® é linear, ¢é suficiente mostrar que é homomorfismo nos elementos da base

de M, (K) ® A. Para tal, observe que

0, se j#uv
€ijCow = ) 5
Ciw, S€J) =7V

pois se j # v todo elemento da matriz resultante dado por ¢;x = a;1b1x + aioboy + ... +
Ainbpk Ird se anular.

Se j # v, temos que

D ((€;j ® a)(epw @D)) = P(ejjep,®ab) = P(0®ab) = 0 = ae;jbe,, = P(e;;Qa) (€4, ®@b)

Por outro lado, se j = v, temos que

D ((e;5 @ a)(epw @ b)) = D(ejjep @ ab) = abe;y, = ae;jbe,, = Pe;; @ a)P (e, @ b).

Segue que ® é um homomorfismo bijetor, ou seja, é um isomorfismo e entao M, (K)®
A = M, (A) como &lgebra.

Observacgao 1.5.11. Do exemplo anterior, tomando a algebra de Grassmann F, temos
que M,(K)® E = M,(F). Este produto tensorial serd amplamente estudado no
Capitulo 4 desta dissertacao.

Veremos agora um importante exemplo que retrata o produto tensorial de algebras

de matrizes.
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Exemplo 1.5.12. Se A = M,(K), pelo exemplo anterior, temos que M,,(K) ®
M,(K) = M,, (M,(K)). Sendo

11 A2 - Qim
a a . e a m
v 21 22 2 c Mm(k:)
Am1 Am2 - Amm
e
bii bz - bim
bay  baa -+ bop
y= : : .. : € My (k)
bml bm2 e bmm
segue que
a1 QY a2®@Y -+ A1 QY
21 QY A Y -+ A2, QY
TRY = ) . .
am1®y am2®y amm®y

onde cada termo a;; ® y tem o formato

aijbin - aigbiz o aijbim
aijb21 Clijb22 T aijb2m
ai; QY =
aijbml aijbm2 s aijbmm
para todo 7,5 = 1,...,n. Enfim, obtemos
aitbin - anbiy, - -0 ambin - Aimbig
aiibor - anbey, -0 oo aimba - aimbay,
allbnl e allbnn oot almbnl e aflmbnn
rRYy =
CLmlbll e amlbln oot ammbll e ammbln
am1b21 T a'mlen oot ammb21 T a'mmen

amlbnl e CLmlbnn oot ammbnl e Cmebnn
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Portanto, M,,,(K) = M,, (M,(K)) e dai M,,(K)® M,(K) = M,,,(K), em que o

isomorfismo é dado por
b M, (K)® M,(K) — My, (K)
€ij & ey — En(i—1)+v,n(j—1)4w

este produto é conhecido como o produto de Kronecker.

0 1 10
Para ilustrar o exemplo anterior, considere as matrizes A = (0 1) e B= <O 1)

sobre Ms(R), temos que

1
A® B = 0
1

o O O
— O
— =
o O O

0
0
0

o o O O

-0
-1
-0
-1

_ O = O

1
0
1
0

—_ O = O

1
1
1.
1-0 1-

-0 0 0 0

Sejam A uma K-algebra, C' uma K-algebra comutativa e considere a K-algebra

A®gC. Algumas das identidades polinomiais de A podem ser identidades para AR C'.

Proposicao 1.5.13. Sejam A uma K-dlgebra, C' uma K dlgebra comutativa nao nil-

potente e K um corpo de caracteristica zero. Entao T(A®k C) =T(A).

Demonstrag¢ao. Seja f um polinomio multilinear em T(A® xC'). Como C' é uma élgebra
comutativa nao nilpotente, existem ¢y, ..., ¢, € C tais que ¢; - - - ¢, # 0. Entao, para

quaisquer aq, ..., a, € A, temos que

0=fla1®cy,...,a, RcCp) = Zag(m@cl)---(an@cn)

oESy

= Zag(al---an)®(cl-~cn):f(al,...,an)®(c1~~cn).

Portanto, T(A ®x C) C T(A).
Por outro lado, sejam B4 e Be bases de A e C, respectivamente. Entao B =
{a®c|a€ Byec € Bg} é uma base para A ®@p C. Agora seja f um polindmio

multilinear em T'(A). Se a1, ..., a, € Baecy, ..., ¢, € Be, temos que

flag®@cy,y . ya,®cy) = flay,...,an) @ (1) =0® (¢1++¢,) =0

Logo T(A) CT(A®k C) e T(A) =T(A®k C).
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Corolario 1.5.14. Sejam K wum corpo de caracteristica zero e F' uma extensao do
corpo K. FEntao as identidades polinomiais de A coincidem com as identidades da

K-dlgebra A @k F' consideradas sobre o corpo K.

Mais do que isso, também podemos assumir que em algum sentido as identidades
polinomiais de A sobre K coincidem com as identidades de A ®x F' considerada sobre
F.

Proposicao 1.5.15. Sejam A uma Pl-dlgebra sobre um corpo K e¢ FF D K uma ex-

tensao do corpo. Entao,

Tk(A) R F =Tpr(A®k F),

em que Tk (A) € o ideal das identidades de A consideradas sobre o corpo K e Tp(AQk F)

€ o ideal das identidades de A @k F' consideradas sobre o corpo F.

Demonstra¢ao. Nao é dificil verificar que Tx(A) @k F' C Tr(A @k F), basta ver que
uma identidade polinomial multiplicada por uma constante continuara sendo uma iden-
tidade. Seja agora f(x1,...,Tm) = Y.._, kiM;, onde os M;’s sdo mondmios distintos
no alfabeto X e k; € F. Seja {by,...,by,...} uma base do espago vetorial F’ sobre K e
seja ki = > aujbj, a; € K, para todo i =1, ..., r. Entao

f(l’l, e ,ZL’m> = Z Z OéijbjMZ‘ = Z (Z OéijMi> (24 bj.
i=1

i=1 j=1 j=1
T

Como os b’s sao linearmente independentes sobre K, segue que E a;jM; € uma

=1
identidade polinomial para todo j =1, ..., n. Assim, Tr(A®k F) C Tk(A) ® F.
]

1.6 Representacoes de grupos

Nesta secao apresentaremos definigoes e propriedades basicas de representacoes de
grupos. Para maiores detalhes ver [§], [21], [33], [16] e [20]. Comecaremos dando

algumas defini¢oes sobre R-modulos.

Definicao 1.6.1. Seja M um R-médulo. Um submédulo N de M é um subgrupo de
M tal que r-n € N, paratodor € Ren & N

Definicao 1.6.2. Um R-médulo a esquerda M # 0 diz-se simples ou irredutivel se

nao possui submédulo proprio, ou seja, submédulo diferente de 0 ou M.
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Definicao 1.6.3. Um R-modulo é semissimples se ele é uma soma direta finita de

R-médulos simples.

Exemplo 1.6.4. Seja V um espago vetorial (K-médulo) de dimensao finita. Entao,
para qualquer subespaco U de V', existe um subespaco W de V tal que V. =U & W.

Portanto V' é um F-moédulo semissimples.

Apés estas definicoes basicas de mdédulos, podemos dar inicio ao estudo de repre-
sentacoes.

Definicao 1.6.5. Sejam A uma K-algebra unitaria com unidade 14 e V' um espaco

vetorial sobre K. Entao uma K-representacao de A é um homomorfismo de K-algebras

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Considere GL(V') o conjunto das
transformacoes lineares invertiveis de V em V. E facil verificar que GL(V) munido da
operagao composicao de fungoes é um grupo. No caso particular de V' ser de dimensao

finita, temos que GL(V) = GL,(K), o grupo das matrizes invertiveis de ordem n.

Observacao 1.6.6. A menos de mencao contraria, o espago vetorial V' sobre K tera

dimensao finita.
Definicao 1.6.7. Sejam G um grupo e V um espago vetorial.

i. Uma representacao de G em V' é um homomorfismo
¢:G— GL(V).

O grau da representagao ¢ é igual a dimensao do espaco vetorial V. A repre-
sentacao ¢ € fiel se o ntcleo de ¢ for trivial. Dizemos que ¢ é trivial se seu nicleo
coincide com G.

ii. Duas representagoes ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W) s@o equivalentes ou
isomorfas se existe um isomorfismo 6 : V' — W dos espacos vetoriais V e W tais

que

(00 d(9))(v) = (p(g) 0 O)(v),v € Vg€

ili. Seja W um subespaco de V tal que (¢(G))(W) = W. Entao definimos uma
representagao ¢ : G — GL(W) dada por

(¥(9)(w) = (Y(G)(w), g € Giw e W C V.

Estd representacao é chamada de subrepresentacao da representacao ¢ : G —
GL(V). A subrepresentagao ¢ é prépria se W # {0} e W #£ V.
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iv. Se ¢ : G — GL(V) e v : G — GL(W) sao representagoes de (G, entao a repre-
sentacdo p = ¢ @Y : G — GL(V & W) definida por

(p(9)) (v, w) = ((¢(9))(v), (Y(9))(w)), 9 € G, (v,w) €V S W,

é a soma direta de ¢ e 1. De modo andlogo, definimos a soma direta de um
conjunto finito ou infinito de representagoes. O produto tensorial p = ¢ ® ¥ :
G — GL(V ® W) é definido por

(p(9))(v@w) = (6(9))(v) @ (Y(9)(w)), g € Giv@w eV W.

Em particular, uma importante parte no estudo de representacoes sao as repre-

sentagoes irredutiveis.

Definigao 1.6.8. A representacao ¢ : G — GL(V') é irredutivel se ndo possui nenhuma
subrepresentacao propria. A representacao ¢ é chamada completamente redutivel se é

uma soma direta de representacoes irredutiveis.

Teorema 1.6.9 (Maschke). Seja p : G — GL(V) uma representacao de dimensdo
finita de um grupo finito G. Se charK t |G|, entdo p € completamente redutivel, isto

€, € uma soma direta de representacoes irredutiveis.

Lema 1.6.10. Sejam p: G — GL(V), ¢ : G — GL(W) representagoes irredutiveis de
G. Seja K um corpo algebricamente fechado e f : V. — W wma transformacao linear
tal que po f = f o para todo g € G. Entao:

1. Se p e nao sao isomorfas, entao f = 0.

1. Se V=W e p=n1, entao existe A\ € K tal que f = \id, onde id € a identidade
em W el e K.

Agora, vamos considerar a algebra de grupo KG definida anteriormente. Existe
uma bijecao natural entre as representacoes do grupo G e as representacoes da algebra
KG.

Seja ¢ : G — GL(V) uma K-representacao de GG, podemos estender ¢ a KG.
Defina

Y KG — Endg(V),

em que P(D_ o gg) = D e Qgp(g), entao ¢ ¢ uma K-representagao de KG.

Reciprocamente, se ¢ : KG — Endg (V) é uma K-representagao de KG, podemos
restringir ¢ a G pela aplica¢ao ¢ : G — GL(V') de tal modo que ¢(g) = ¥(1xg), onde
g€ qG.
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Seja M um KG-médulo. Podemos ver M como K-mddulo, ou seja, um K-espago
vetorial. Primeiramente, note que para todo A € F' e todo m € M temos que Am =
(AMg)m, com 1g € G. Agora para todo € € KG, definimos a plicacao

et M — M

m — em.
Entdo ¢. € Endg(M). De fato, para A € K temos ¢.(Am) = ¢ ((Alg)m) =
(eAlg)m = Aem) = Ap-(m), e a aplicagao
o1 KG — Bndg(M)

€ — Qe
¢ um homomorfismo de K-édlgebras, ou seja ¢ é uma representacao de F'G com espago
de representacao M.
Observacao 1.6.11. Temos as seguintes correspondéncias:

FG-modulos <+ representacao de F'G <+ representacao de G.

Definicao 1.6.12. Um corpo K é um corpo de decomposigao ou split de um grupo

G finito se a algebra de grupo F'G é isomorfa a uma soma direta de anéis de matrizes
sobre K, isto é, KG = @Y | M,,(K).

Teorema 1.6.13. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que KG seja semissimples
e split. Seja p = {My,... My} um conjunto completo das classes de isomorfismos de

KG-mddulos simples. Seja n; = dimg M;. Entao:
i' |G’ = Zf:l TL?;
1. Todo M; aparece como fator de decomposi¢ao do modulo reqular pa F'G com mul-
tiplicidade n;;

1. k = numero de classes de conjugacao de G.

Vamos agora definir o objeto mais importante de representacoes para nossa dis-

sertacao: o cardcter associado a uma representacao.

Defini¢ao 1.6.14. Seja p : G — GL(V) uma representagao de G. Para cada g € G
defina

Xo(9) = tr(p(g)),

em que tr(p(g)) é o trago da matriz p(g). A fungao y, obtida é chamada de caracter

da representagao p. Além disso, deg x, = dim V.
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Observacgao 1.6.15. i. Segue das propriedades do traco de matrizes que o valor

do caracter da representagao p nao depende da base de V.

ii. Se p for uma representacao irredutivel, dizemos que x, ¢ um caracter irredutivel

de G
Lema 1.6.16. i. Sejam f, g representacoes equivalentes de G. Entao x4 = Xf-
1. Caracteres sao constantes nas classes de conjugagdo do grupo.

Agora, consideremos Imr(KG) = {x1, ..., X} 0 conjunto dos caracteres irredutiveis

de representagoes nao equivalentes de um grupo G. Segue que:

Corolario 1.6.17. Todo cardcter de KG € uma combinacao linear de elementos de

Irr(KG) com coeficientes inteiros nao-negativos.

Temos que o grau do caracter x é dado por x(1) e assim pelo Teorema [1.6.13| temos

Y x)P=lal.

xE€Irr(G)

que

Exemplo 1.6.18. O grupo simétrico S5 possui exatamente trés classes de conjugagao,
pois as classes de conjugacao dos grupos simétricos sao dadas pelas suas estruturas

ciclicas. Assim, ele possui trés caracteres irredutivéis de graus 1,1 e 2, uma vez que
124+ 12422 =6 = |Ss).

Teorema 1.6.19. Sejam M e M’ dois R-mddulos e x e X seus respectivos caracteres.
Se M = M', entdo x = X .



Capitulo 2

Algebras Graduadas

Neste capitulo vamos nos aprofundar em algumas ferramentas para o estudo de PI-
algebras. Veremos de inicio a G-graduagao de uma algebra, um objeto chave. Depois
veremos representacoes de grupos simétricos e definiremos codimensoes. Por tultimo
definiremos a base multiplicativa de uma &algebra e estudaremos as G-graduagoes de
M, (E), a dlgebras de matrizes com entradas na algebra de Grassmann F. Alguns dos
resultados deste capitulo foram retirados de [18], [33], [16] e [21].

2.1 Algebras Graduadas

Definigao 2.1.1. Seja G um grupo. Uma &algebra A é dita G-graduada se A pode ser
escrita como uma soma direta de subespacos A9, ou seja A = &P 9eG AW tais que
para todo g, h € G, AW AR c Algh),

Observacao 2.1.2. A definicao de dlgebra G-graduada pode também ser feita para
um grupo aditivo, de forma analoga. Seja G um grupo aditivo de ordem r. A algebra
A é dita G-graduada se A pode ser escrita como soma direta de subespacos A9 ou
seja A =P ¢ A tais que para todo g, h € G, AWAR c Algth),

Da definigcao segue claramente que qualquer a € A pode ser escrito de modo tinico
como uma soma a = deG a?, tal que a? € AW, Os subespacos A sdao chamados
de componentes homogéneos de A e um elemento a € A é homogéneo de grau g se
a € AY. Denotamos o grau homogéneo do elemento a por |a| = g.

Um subespaco B C A é graduado ou homogeéneo se B = @geG(BﬂA(g)). Em outras
palavras, B é graduado se, para todo b € B, b = deG b? implica que Y9 € B para todo
g € G. Similarmente, podemos definir subdlgebras graduadas, ideais graduados, etc.
Note que se H é subgrupo de G, entdo claramente, B = @, 5 A" é uma subalgebra
graduada de A.
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Exemplo 2.1.3. Qualquer algebra A pode ser graduada por qualquer grupo G de-
finindo A = A e AW = 0 para g # e. Esta graduacio é chamada de graduacio

trivial.

Exemplo 2.1.4. A élgebra de Grassmann F possui uma Zs,-graduacao natural £ =
Eo® E1, onde Ej é subespaco dos monomios de comprimento par e £ de comprimento

impar sobre os geradores de E.

Exemplo 2.1.5. Assumindo que X = | gec X7 € uma uniao disjunta de conjun-
tos enumerdveis, entdo a dlgebra livre K (X) é G-graduada de forma natural. Mais
precisamente, para x € X9 definimos |z|] = g e se w = x4, - -+ x;,, entdo |w| =
|z, |+ |z, | + .. . |24,| € G. Mais ainda, a dlgebra K(X) é um objeto livre na classe das

algebras G-graduadas.

Considere n um inteiro positivo e vamos tomar uma G-graduacao da algebra das

matrizes sobre um corpo K, ou seja,

A= M,(K)=Ep A

geG

Definicao 2.1.6. A graduacao acima é dita elementar, se existe uma n-upla g =
(917 s 7gn) S Gn tal que eij (S Agflgj.

Definicao 2.1.7. A graduacao acima é chamada de fina se para qualquer g € G temos
dim A9 < 1.

Exemplo 2.1.8. Seja G = Z,. Para cada A € Z, tomemos o subespaco A =

(e;j | 7—i=MA). Noteque j—i=0<n|(j—i) < j—i=0<« j =i uma vez que

1 <i,j <n. Logo A° é o conjunto das matrizes diagonais. Como {e;j | 1 <i,7 <n}

A:@AN

ANELy,

é base de M, (K), segue que

Do Exemplo [1.5.10] temos

0, sej#uv

Ciw, S€7J=1.

€ijCow

Assim AMAM C AMTA poisse j—i = A e w—] = Ay, entdo A\ + Ny =

j—i+w—j=w—i. Logo ey € ANt

Portanto, temos uma Z,-graduacao para M, (K). Claramente, esta é uma gra-
duacao elementar. Observe que os Z,-graus das matrizes em A = M, (K) estao posi-

cionados da seguinte forma
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0 1 n—2 n-—1
n—1 0 n—3 n—2
2 3 - 0 1
1 2 . n—1 0

Exemplo 2.1.9. Seja A = M3(K) e G = Zs. Entao A = span(eiy, €2, €33), A =
span{eis, g3, e31) ¢ A? = span(eis, ea1, e32). Ou seja, os Z,-graus estdo distribuidos

da seguinte forma:

i =]
| O
Sl =l ol

Vamos agora estudar o produto tensorial de dlgebras graduadas.

Proposigao 2.1.10. Dadas duas dlgebras graduadas A = @ cq A? ¢ B = Dcn B",
entdo A®@ B é G x H-graduada e sua componente homogénea de grau (g,h) € G x H

€ o subespaco

(A® B)9M = 49 @ B".

Demonstracao. Dado um elemento qualquer a @ b € A ® B, temos que a ® b =
Yicrjes @i ®bj, onde a; € A = P ;A e b € B =@,y B", paratodoi € I
ej € J. Assim

5 &b, = (Z) . (Z%) S Y a et = Y a o,

geG heH g€G he H (g9,h)EGXxH

a®b= Z a;, ®b; = Z Z aig®bjh

iel,jed i€l,jeJ \ (g,h)EGxH

Logo,

A@B=  (A'eB")

(9,h)eGxH

Agora, vamos mostrar que esses subespacos definem uma graduacao para A ® B. E

suficiente considerarmos a prova somente para os elementos = ag, ® by, € A" ® BM
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ey =ay by, € A2 ® B" com a, € A%, a,, € A%, by, € B" e by, € B". Temos

que,

Yy = (agl ® bhl)(a’gz ® bh2) = Qg, Qg ® bh1 bh2‘

Assim, como ag,a,, € AMA% C A992 e by, by, € BMB" C BM" segue que zy €
(A ® B)li92h1h2) - Portanto, {(A® B)9M | g € G,h € H} é uma G x H- graduacio
para A ® B.

O

Observacao 2.1.11. Se K ¢ algebricamente fechado, qualquer G-graduagao para
M, (K) pode ser obtida por um produto tensorial de uma graduacao elementar e uma

graduagao afim. Este resultado foi demonstrado em [6]

Definigao 2.1.12. Sejam A e B élgebras G-graduadas. Um homomorfismo ¢ : A — B
é¢ um homomorfismo G-graduado se ¢(A9) C BY, para todo g € G. Do mesmo modo

sao definidos isomorfismos G-graduados.

2.2 Representacao de 9,

Nesta secao vamos descrever alguns resultados basicos da teoria de representagoes
do grupo simétrico sobre um corpo K de caracteristica zero. Vamos apresentar a tabela
de Young e enunciar alguns famosos resultados, como a Regra de Young e o Teorema
de Littlewood-Richardson. Para uma visdo mais aprofundada ver [16], [33] e [21].

Vamos comecar definindo a particao de um inteiro.

Definicao 2.2.1. Seja n > 1 um inteiro. Uma particao do inteiro n é uma sequéncia

de inteiros A = (Aq,..., A.) tal que
/\122A7‘206)\1++A7‘:n
Denotaremos esta particao por A F n ou |A| = n.

Lembremos que as classes de conjugacao de S,, sao determinadas pelas suas estru-
turas ciclicas. Assim, os o € S, tais que 0 = mmy -+, com 7y,..., 7T, sendo ciclos
de comprimento A\; > Ay > ...\, > 1 determinam uma classe de conjugacao. Entao a
partigdo A = (Aq,...,\,) determina uma unica classe de conjugacao de S,,. Também
vimos na Sec¢ao [1.6] que o niimero de caracteres irredutiveis é determinado pelo nimero
de classes de conjugacao.

Desta maneira os caracteres irredutiveis de .S,, sao determinados pelas partigoes
de n. Vamos denotar por y, o S,-caracter irredutivel correspondente a A + n, e

denotaremos por dy = y,(1) o grau de x,.
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Teorema 2.2.2. Seja n um inteiro positivo e K um corpo qualquer de caracteristica
0. As representacoes irredutiveis de S, estao em correspondéncia biunivoca com as
particoes A de n. Denotamos por ¢y, My e xx a representacao irredutivel correspon-

dente a A, o S,-maodulo irredutivel e seu caracter, respectivamente.

Defini¢ao 2.2.3. O diagrama de Young [A] da particdo A = (Ay,..., A,) é o conjunto
de todas os pontos (i,j) € Z X Z, tais que 1 < j < X\;; @ = 1,...,7. Apresentamos
graficamente o diagrama de Young substituindo os pontos por quadrados tais que a
primeira coordenada i (o indice das linhas), cresce de cima para baixo e a segunda

cordenada j (o indice das colunas) cresce da esquerda para direita.

Exemplo 2.2.4. Seja A = (5,3,2,1) uma particao de n = 11. Temos

(Al =

Definicao 2.2.5. Seja A uma particao de n. Denote por )\;- o comprimento da j-ésima
coluna de [)\]. A particio A" = (A}, ..., ;) é chamada de parti¢io conjugada e a tabela
[A] de tabela conjugada.

Exemplo 2.2.6. A particao conjugada do exemplo anterior é dada por

A=

Definicao 2.2.7. i. Sejam A, p parti¢oes de n. Diremos que o diagrama [A] contém

e escreveremos (A D |u|, se \; > u;, para todo 7 > 1.
I I 0

ii. A diferenga [A\\[¢] de dois diagramas [A] e [p] é definida como o conjunto dos

quadrados de [A] que nao pertencem a [p]

Exemplo 2.2.8. Dados os diagramas A = (5,3,1,1) e u = (3,2), temos que

A = e [u] = ‘.

Assim, temos que

X|x|

X
X

onde os quadrados marcados por X sdo os elementos que estao na diferenca [A]\[u].
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Defini¢ao 2.2.9. Uma Tabela de Young T) do diagrama [\], ou uma A-tabela é um
preenchimento dos quadrados [A] com inteiros positivos. A tabela Ty é de contetido
a = (ag,...,qy), se o; é o numero de vezes que o inteiro i ocorre em Ty. Se A é
uma particao de n e 7 € S,,, denotamos por T)(7) a tabela onde a primeira coluna
contém os inteiros 7(1), ..., 7(k;) escritos de cima para baixo, a segunda coluna contém
(ki +1),...,7(ky + ks), etc.

2456 713

1 234567
Exemplo 2.2.10. A tabela T)(7) para A = (3,3,1) e 7 = ( ) é

dada por

6|1
713}

Ty =

‘U‘Hkl\D

Definicao 2.2.11. Uma tabela T} é do tipo standard, se os inteiros em cada coluna
de T aumenta da esquerda para a direita e de cima para baixo, respectivamente. Uma
tabela T é dita semistandard, se os inteiros em cada coluna crescem estritamente de
cima para baixo e os inteiros em cada linha sao crescente, com possiveis repeticoes, da

esquerda para a direita.

Exemplo 2.2.12. A tabela

114[3]7]8]
Tis21) =157
16
nao ¢ standard, enquanto a tabela
112146
Tu21)=13/5/819
7

é standard.

Teorema 2.2.13. Dada uma particao A = n, o nimero de tabelas standard A\ € igual

a dy, o grau de x»x, onde xx € o cardcter irredutivel.

No proximo teorema damos uma decomposi¢ao em S,,-mddulos irredutiveis de qual-
quer S, induzido até S,,. Note que o grupo S,,_; pode ser imerso em S,,, ou seja, ele
pode ser visto como o subgrupo de todas as permutagoes fixando o inteiro n. Sendo
assim, denote por M, um 5,,_;-moédulo irredutivel correspondente a particao A = n—1.
Denotamos por My 1 S,, a inducao correspondente a particao A\ = n — 1. Entao M, é
considerado como S,,-médulo. Agora, seja M, um S,-mdédulo correspondente a partigao
= n, eseja S,—1 <.S,. Denotamos por M, | S,_1 a restricao de M, a S,,_;. Entao

M,, é considerado como S,,_;-mdédulo.
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Teorema 2.2.14. Sejam AFn—1, utn e S,_1 contido em S, como um subgrupo

fixando o simbolo n. entdo:

i. M, | Sn—1 = Y Myw, onde o somatdrio percorre todas as parti¢oes A de
n—1 tais que seus diagramas [\?] sdo obtidos apagando-se um quadrado de cada
diagrama [p].

ii. My 71 S, = M, onde o somatdrio é em todas as partigoes p9 de n tais que
seus diagramas [u(i)] sao obtidos adicionando-se um quadrado ao diagrama de
[A]-

Exemplo 2.2.15. Sejan =10 e p = (4,3,2,1), entao

Musony TS = Mpiz21) © M) ® Mussiy ® Muszoo) @ Musoi)-

Definicao 2.2.16. Sejam v, A particoes satisfazendo [v] D [A] e T = Tj,)\ [y uma tabela
de contetdo a = (a, . .., ay,). Sejaw(T) = by - - - b, uma palavra nos simbolos 1, ..., m
obtida a partir dos elementos de 1" escritos da direita para a esquerda e da primeira
para a tltima linha. A palavra w(7T') é chamada permutagao reticulada se para todo
r=1,...,nei=1,...,m — 1, o nimero de particoes de 7 na sequéncia by, ..., b, nao
¢ menor que o numero de participagoes de 7 + 1.

Exemplo 2.2.17. Sejam v = (5,4,2,1),A = (3,2) e « = (3,2,2). A tabela

11
12

T'=Tww =[5T3

3

induz a palavra w(7T') = 1121323 que é uma permutacao reticulada.

Seja A = (A1,...,A\y) uma particdo em m partes de algum inteiro. Denotamos por
Win(A) o GL,,-médulo irredutivel correspondente a A. Podemos agora apresentar a
Regra de Littlewood-Richarson.

Teorema 2.2.18 (Regra de Littlewood-Richardson). Sejam A, u, v particoes [\ C [v],
Al +[ul = Jv] e}, onimero de todas as [v]\[A]-tabelas semistandard de contetido p

tais que as palavras w(T) correspondentes sao permutagoes reticuladas. Entao:
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1. O sequinte isomorfismo de GL,,-mddulos verifica-se

Win(A) @ Wi (p) = Z CKHWm(v)a

onde o somatorio percorre todos v tais que [N C [v] e |A| + |u| = |v].
ii. Seja |\ = p, |p| = q e os grupos S, e S, mergulhados em S,y, como subgru-
pos fixando, respectivamente os simbolos p+1,....p+q e 1,...,p. O sequinte

isomorfismo de S,i,-mddulos verifica-se
(Mx @ My) T Spiq = Z e Mo

onde o somatorio é como em (i) e o produto tensorial My @ M, € considerado

com a estrutura natural de um S, x Sy-mdédulo.

Exemplo 2.2.19. Como um exemplo da Regra de Littlewood-Richadson, vamos tomar
o produto tensorial entre W;5(3,1)®@W5(2, 1), onde o subindice 5 foi tomado sem nenhum

motivo especial. Temos que

W5(3,1) @ W5(2,1) = W;s(5,2) @ Ws(4,3) @ 2Ws5(4,2,1)
@ Ws5(4,1%) @ W5(3%,1) @ W5(3,2%) @ W5(3,2,17)

1]
2 12 5 : 1]
— — 2]
A F
1 1
1
2 112
2

Um caso particular da Regra de Littlewood-Richardson é a Regra de Young dada

a seguir.

Teorema 2.2.20 (Regra de Young). Seja A = (\1,...,\n) e ¢ > 0. Entao
Win(A) © Win(g) 2 3 Wi (0),

onde o somatdrio percorre todas as particoes v = (vy,...,vy,) de || + q tais que

VI >N 202> A > 2> Uy > A
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Exemplo 2.2.21. Para o produto tensorial W5(3,2?) ® W5(2) a Regra de Young nos
da:

Ws5(3,2%) @ W5(2) = W5(5,2%) @ Ws(4,3,2) @ W5(4,2%, 1) © W5(3%,2,1) @ W5(3,2°)

Segue agora alguns resultados que serao utilizados no decorrer desta dissertagao.

Comecemos do seguinte resultado obtido por Gorenstein em [19], Teorema 7.1.

Teorema 2.2.22. Sejam H e K grupos, G = H x K e seja F' um corpo split para H
e K. Se V/F é H-mddulo irredutivel e W/F é K-mddulo irredutivel, entao o produto
tensorial V @ W € um G-mddulo irredutivel. Mais ainda, todo G-maodulo irredutivel

sobre I' € equivalente a um produto tensorial desta forma.
De James [21], temos:

Lema 2.2.23. Seja A wma particio e X sua particio conjugada. Entdo o cardcter

induzido pela particao conjugada pode ser descrito da forma

X' = Xa ® X(m),
onde (1) € a particao do tipo (1,1,1,...,1).
e —

n

2.3 T-ideais Graduados e Espaco Polinomial Mul-

tilinear

Anteriormente, vimos no Exemplo que podemos induzir na algebra K (X)) uma
G-graduacao de forma natural e definimos o grau de um elemento. Vamos denotar a
algebra livre G-graduada por K(X|G).

Definicao 2.3.1. Dado f = f(zf',...,29) € K(X|G), dizemos que an-upla (ay, ..., a,)

é uma G-substituicdo admissivel para f se a; € AY) para todoi=1,...,n.

Definicao 2.3.2. Um polinémio f = f(z{',...,29") é uma identidade polinomial

G-graduada de A se f(ay,...a,) = 0 para toda G-substitui¢do admissivel de f.

Com estas defini¢coes podemos estender o conceito de T-ideal para algebras G-

graduadas.
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Defini¢ao 2.3.3. Um ideal I de K(X|G) é um T-ideal se ¢(I) C I para todo endo-
morfismo G-graduado ¢ de K(X|G).

Observagao 2.3.4. A élgebra K(X|G) tem a seguinte propriedade universal: dada
qualquer algebra G-graduada A, qualquer funcao ¥V : X — A tal que U(X9) C A9,
para todo g € G, estende-se unicamente & um homomorfismo, ¥ : K(X|G) — A de
algebras G-graduadas.

Vamos denotar por T¢(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais G-graduadas
de A. Pela Observacao e pela Definigao [2.3.3] segue que T¢(A) é um T-ideal de
K(X|G).

Lema 2.3.5. Sejam A e B dlgebras G-graduadas tais que Tg(A) = Ta(B). Entdo
T(A) =T(B).

Demonstracao. Se A e B sao algebras G-graduadas tais que Tg(A) C Te(B), entao
T(A) CT(B). De fato, se f € T(A) e b =} . bi, € B, para todo 1 <i < n, entdo

f (Z:clg, . ,Zmng> € Te(A) C To(B).

geG geG

Logo

flbi, ... b)) = f (Zblg,...,anQ) =0

geG geG
e portanto, f(z1,...,x,) € T(B) e T(A) C T(B). Dai se Tg(A) = Tx(B), entao
T(A) =T(B).
[

Vamos ver agora algumas defini¢oes e resultados de identidades polinomiais G-

graduadas.

Definicao 2.3.6. Seja

V& .= spanK<xZ1(1)xZQ(2) . --xcg,’zn) | gi € Gso€5,).

n

Os elementos de V¢ sio chamados de polinomios multilineares de grau n em

K(X|G).

Na defini¢ao anterior observe que, nao necessariamente, os g;’s sao distintos. Pode-
mos ter g; = g;, com i # j. Entao V,¢ é um S,-médulo a esquerda com a agio natural

de S, que permuta os indices, ou seja, se 7 € S, entao

g1 .92 .90 \ _ 971 9r@  9r(n)
T(T00) %o Taln) = Trio()Trio@) " Lrio(m)"
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Mais ainda, assim como ocorre para um T-ideal, o Tz-ideal da algebra G-graduada
A é determinado pelos seus polindmios multilineares, isto é, por V¢ NTg(A), para todo
n € N.

Lema 2.3.7. Se charK =0 e I ¢ um Tg-deal, entdo I € gerado por seus polinomios

G-graduados multilineares.

Definimos na secao anterior a particao de um inteiro. De forma analoga dizemos
que uma familia ¢ := {¥¢, C {1,...,n} | g € G} é uma G-particdo de um conjunto
n:={1,2,...,n}, se

GNG=0,seg#he | Jg={1,... n}
geG
Neste caso denotamos 4 g n. Todo monémio m € V,¢ define unicamente uma G-

particao de n, chamada de ¢ (m), dada pelos termos

G,(m) :={j € {1,...,n} | ¥ aparece em m} para g € G

e, para a G-particao ¢4 de {1,...,n}, nés definimos

V(G .= span{m € V¢ | m é mondémio e 4(m) = ¥4),

n

ou seja, é o espago cujos geradores sao 0s mondomios com as mesmas variaveis de mesmo

G-grau, mudando apenas a posicao de seus termos.

Exemplo 2.3.8. Seja m € V&, tal que m = z322ri2920, entdo m define a seguinte

particao de 5:

Go(m) = {4,5}:%(m) = {3}:%(m) = {1,2};%(m) =0

g<m) = {{47 5}7 {3}7 {17 2}}

Exemplo 2.3.9. Seja ¢ uma particao de Zl\, Y kg 4. Tomemos G = Zy e G =
{0,{1},{2,3},{4}}, onde % = 0, % = {1}, % = {2,3} e & = {4}. Assim, os Zy4-

raus das varidveis z;, i = 1,2, 3,4 sao dados por xt, 22, 22 e z3. Logo, o espaco dos
) ) Ly Dy 1)%25+3 4 )

monomios multilineares Vf“ (¢) induzidos pela partigao ¢ tem como seus geradores os

possiveis produtos entre as quatro variaveis acima.
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Observagao 2.3.10. Em [I1] foi demonstrado que

Vi = v

Gan

Mais ainda, também foi provado que

V&N Ta(A) TG @ VG m TG(A)

Ou seja, podemos decompor o espaco dos pohnomlos multilineares utilizando as suas

particoes.

Note que toda G-particao de n define um subgrupo de S,,, dado por

= H Sym(%,)

A agdo deste subgrupo sobre V,,(¥) determina uma estrutura de médulo. A agao

age permutando as variavéis de mesmo G-grau.

a particio ¥ (m) = {{4,5},{3},{1,2}} de 5. Para esta particdo temos

H(9) = Sym({4,5}) x Sym({3}) x Sym({1,2}) x Sym(0)
= SQ X Sl X SQ.
Assim,

(12) x (1) x (12)(aiwiws2ies) = w307 03257).

Claramente, se ¢4 e . sao G-particoes de {1,...,n} tais que |¥,| = || para
cada g € G, entao H(¥) e H(.¥) sao equivalentes. Assim, fixando uma ordem em G,

por exemplo G = {hy,..., h,}, vamos denotar por V& o H(4)-médulo de V,7(9)
— hi h2 ha :
onde |9,,| = n; e as varidveis sao zy',...,z", depois 2,2, , ..., 2,2, € assim suces-

sivamente. Com isto, podemos trabalhar com cada G-grau do espaco dos polinémios
multilineares de forma separada e isto sera extremamente importante no decorrer de

nosso trabalho.

2.4 A codimensao de uma Algebra

Seja K um corpo de caracteristica zero, K(X) a dlgebra livre e A uma PI-algebra

sobre K. Sabemos que as identidades de A sao geradas por polinomios multilineares.
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Seja V,, o espaco dos polinomios multilineares sobre as variaveis xy, ..., x,. Segue que

o T-ideal de A, T'(A), é gerado pelos subespacos

MinTA)e (VanTA)@...eo (Vp,NnTA)d....
E facil ver que se A satisfaz todas as identidades de alguma Pl-algebra B, entao V,, N
T(A) D V,NT(B) edim(V,,NT(A)) > dim(V,,NT(B)), paratodon = 1,2, ... . Assim,
a dimensao do espago V,, N T'(A) fornece alguma informagcao sobre o crescimento das

identidades de A.

Definicao 2.4.1. O nimero inteiro nao negativo

é chamado de n-ésima codimensao da algebra A.

Defini¢ao 2.4.2. Paran > 1, o S,-cardcter de V,,(A) = V,,/(V,, NT(A)) é chamado o

n-ésimo cocaracter de A e é denotado por x,(A).

Observe que V,(A) tem estrutura de um S,-médulo induzida pela estrutura de

Sp-modulo que ja existe em V,.

Observacao 2.4.3. i ¢,(A) = n! —dim(V,(A) NT(A)) < nl. Entao, se A nado

possui nenhuma identidade multilinear, temos que ¢,(A) = n!, para todo n € N.

ii. A é uma Pl-dlgebra se, e somente se, ¢,(A) < n!, para algum n € N. De fato, se
A é uma Pl-algebra, existe f € T'(A) tal que f # 0. Dai existe uma identidade
polinomial multilinear para A de grau n e dim(V,,(A) N T(A)) > 1. Portanto,

cn(A) < nl. A reciproca é direta.

Exemplo 2.4.4. Seja A uma algebra nilpotente de indice m € N A™ = 0. Entao
cn(A) = 0, para todo n > m. De fato, todo monémio z;---x, € V,, com n > m é

identidade. Portanto, V,,(A) NT(A) = V,(A).

Exemplo 2.4.5. Se A é uma algebra comutativa, entao c¢,(A) < 1, para todo n > 1.
De fato, para todo o € S, temos que ay(1) - * - Go(n) = A1 * Ay, OU S€JA Ug(1) * * * Ug(n) —

ar---ap = 0. Dal, X5(1) - To(n) — 21+ T, € V,,(A) NT(A) e consequentemente

Vi (A)

€1 Vi (AT (A)

Vi (A _— . , .
nd) Logo, 17, gera como espago vetorial. Concluimos entao

Vo (AT (A)
: V(A
que ¢, (A) = dlmm <1.

Se A é uma Pl-algebra, entao a sua sequéncia de codimensoes ¢ limitada por uma

fungao de n. Este resultado foi demonstrado por Regev em [30].
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Teorema 2.4.6 (Regev). Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau d > 1, entao
cn(A) < (d—1)*".

Mais ainda, no mesmo artigo, Regev mostrou que:

Teorema 2.4.7. Sejam A e B duas Pl-dlgebras sobre um corpo K. Entao c¢,(A® B) <
cn(A)en(B), para todo n > 1.

Com estes resultados, podemos demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 2.4.8. Se A e B sdo Pl-dlgebras, entao A ® B € uma Pl-dlgebra.

Demonstragao. Do Teorema [2.4.6| existem inteiros d e [ tais que ¢,(A) < d" e ¢,(B) <
["™ para todo n > 1. Entao,

n(A® B) < c,(A)e,(B) < (dI)",

para todo n. Como para algum k, n! > k™ para um n suficientemente grande, temos
que existe m tal que ¢,,(A ® B) < m!, ou seja, A® B é uma Pl-dlgebra. O]

Observemos que a definicao de codimensao pode ser estendida para algebras G-

Vrghh...,hn)
cglhl"“’h")(A) = dim (

graduadas:

Tghh...,hn) N TG(A)

¢ a n-ésima codimensdao homogénea associada a (hy,...,h,), onde hy,... h, € G.
Assim, da Observagao [2.3.10, temos que

(@ )
nsehn) (@) o T (A)

Ytan

2.5 Base Multiplicativa

No Exemplo vimos uma Z,-graduacdo elementar da &élgebra M,,(K), onde
toda matriz elementar e;; ¢ homogeénea. Podemos generalizar esta graduagao elementar
da seguinte forma: seja p : m — G uma funcao qualquer e defina o G-grau da matriz
e;j por |e;;| = u(j) — p(i) € G, em que G é um grupo abeliano. Com esta aplicacao,

temos que M,,(K) é G-graduada. Mais ainda, ela possui uma G-graduagao elementar.
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De fato, sejam e;; € A9 e ey, € A%, entao se j # v temos que €;j€,, € Alorte2) de

modo trivial. Se j = v, entao e;je,, = €iy €

|eiw| = |€ij6vw| = ’eij‘ + |evw]
= p(j) — p(@) + p(w) — p(v) = p(w) + p(i)
=01+ 92

Como os e;;’s formam uma base de M,,(K) e €;jey, € Al91192) temos uma G-graduacio
de M,,(K). Além disso, como u(j), u(i) € G, digamos u(j) = g; e p(i) = —g;, temos
que |e;j| = —¢; + g;. Portanto e;; € A0)49) e a G-graduacdo é elementar. A

graduacao acima tem um importante papel no estudo das G-graduagoes de M,,(K).

Definig¢ao 2.5.1. Seja i : m — G uma fungao. Podemos transformar M, (K) em uma

algebra G-graduada, definindo

leij| = p(j) — p(@).
Uma G-graduagao deste tipo é chamada de G-graduagao elementar de M,,(K).

Observe que redefinimos a G-graduacao elementar e, conforme visto, as duas de-
finigoes sao equivalentes. Além disso, toda G-graduagao elementar pode ser construida
através de uma fungao p. Denotaremos por (M, (K), 1) a dlgebra G-graduada M,,(K)

com graduacao elementar induzida por p.

Observagao 2.5.2. Em particular se tomarmos G = Z, e u(i) = i, para todo i € m
ouentdao G =Z e p : m — Z a fungao inclusao, temos as duas graduagoes introduzidas
por Vasilovsky em [35] e [34]. Note que a primeira entre estas foi exatamente a utilizada

no Exemplo [2.1.8]

As componentes G-homogéneas de grau g em (M,,(K), 1) sdo os subespagos A9 =
(M (K), 1) = spang(ei; | p(j) — (i) = g). Para qualquer graduagao elementar
podemos tomar a base canoénica B = {e;; | 1 <4,j < m} que é homogeénea e satisfaz a

propriedade

Ya,b € B se ab # 0, entao ab € B. (2.5.1)
Esta propriedade nao é valida para toda algebra graduada. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.5.3. A édlgebra de Grassmann com Zs-graduagao natural £ = Ey@® E; nao
satisfaz a propriedade (2.5.1]). De fato, tomando uma base linear ordenada ey, es, ... do
espago vetorial infinito E, o conjunto & = {e;,e;,---€;, | k € Nyeyy, < e, < ... <e;,}
é uma base canonica de E. Considere & o conjunto dos vetores de comprimento par
e & os de comprimento impar. Temos que & = & U &, logo £ é Zs-homogénea, mas
a propriedade falha. Note que, se a = ¢;, e b = ¢;,, entdo ab = e, e;, ¢ &, pois
€i,ei;, = —€;,€;,. Entretanto, observe que ab pertence £ a menos de sinal.
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Vamos generalizar a propriedade (2.5.1)) da seguinte forma:

Definicao 2.5.4. Seja A = @QGG A9 uma &lgebra G-graduada e seja B uma base
linear de A. Dizemos que B é uma base multiplicativa de A se B é homogénea com

respeito a G-graduacgao e se

Va,b € B se ab # 0, entao existe ¢ € K — {0} tal que cab € B (2.5.2)

>~

Exemplo 2.5.5. Seja p : m — G uma funcdo. A Aalgebra das matrizes M,,(E)
M,,(K) ® E possui uma G x Z,-graduacdo natural dada por (M,,(K) ® (E), u)9% =
(M (K), 1)? @ E°. Observe que a base {ae;; | a € £,1 < i,j < m} de M,,(E) ¢

multiplicativa.

No decorrer deste trabalho, vamos exibir uma base das identidade Z,, X Zy-graduadas

de (M,,(E), ). Vamos comecar trabalhando com as subalgebras de M,,(FE).

Definicao 2.5.6. Seja m € N e a: m — Zy uma fungao. Defina

M. (E) = spang(ae;; | i,7 € M, a € Exgiy+ay)) C Mm(E).

Note que (i) + «(j) varia entre 0 e 1. E fdcil ver que M,(E) é subalgebra de
M,,(E). De fato, se 51,5 € M,(E), onde S; = ae;; € Sy = bey,, com j = v, caso

contrario caimos no caso trivial, temos que ae;jbe,,, = abe;, €

|ab] = |a| + [b] = a(i) + a(j) + a(v) + a(w) = ali) + a(w)
e portanto ab € Ey(i)+aw). Logo, S152 € My(E) e My(E) é subédlgebra. Além disso,
tomando uma fungao qualquer p : m — G, temos que M,(E) é uma subdlgebra
G x Zy-graduada da algebra M,,(E) com G-graduacao elementar induzida por u. Mais
precisamente a componente homogénea de M, (FE) de grau (g,d) € G X Zy é formada

pelas matrizes

T = E Qij€ij,

em que a;; € EsNEq@)1a(), 5 p(j)—u(i) = g e a;; = 0, caso contrario. Claramente, po-
demos ter algumas componentes triviais. Vamos denotar esta dlgebra G x Zy-graduada

por (M, (E), ). E imediato ver que

B ={aey; | 1 <i,j <m,a € Eniyrai}

¢ uma base multiplicativa de M, (FE).
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Exemplo 2.5.7. Sejam p: 2 — Zy, u(i) =i e o : 2 — Zy tal que ai) = i. Assim a
algebra M, (FE) é Zs X Zo-graduada e (M, (F), 1) é da forma

e suas componentes homogeéneas sao
MQ(E)(O’O) = spang(aeir,aerz | a € &)

M,(E)©Y

MQ(E)(LO)

0
0

Ma(E)(l’l) = spang(aeiz, aear | a € &).
Observagao 2.5.8. Sejam (M, (E), ) e (Mg(E), v) duas subélgebras G x Z,-graduadas

de M,,(E). Se o € S, entdo a funcao

[ (Ma(E), 1) — (Ms(E),v)
ae;j = A€ (i)o(j)

é um isomorfismo graduado se, e somente se

para todo i, ] € m.

Lembramos que um isomorfismo G-graduado preserva os G-graus. Em particular,

temos:

Proposicao 2.5.9. Se y: m — Z,, € uma bijecao, entao para qualquer o : m — Zo
eviste § : m — Ly tais que (Mo (E),p) e (Mg(E),l) sdo isomorfas como Zy, X Zo-
dlgebras, onde | : M — L, € uma funcio definida por 1(k) = k para todo k € m.

Demonstragao. Se u : m — Z,, é uma bijecao, podemos ver p como uma permutacao
o € Sym(Zy,) = S,,. Defina 8 : m — Zs, tal que B(o(j)) = a(j). Seja
f : (Moz(E)aM) - (MB(E)av)
ae;; — Ao (i)o(5)-

Assim,

p() = u(i) = a(j) — (i) = l(a(j)) — (o (i))
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a(i) +a(j) = Bla(i) + Bla(j))-

Portanto, pela Observacao [2.5.8] segue que
(Ma<E)7:LL) = (MB(E)a l)
O]

A proposigao anterior garante que estudar uma Z,, x Zs-graduagao para (M, (E), )
¢ equivalente a estudar uma Z,, x Zy-graduagao de uma algebra (Mz(E),[). Portanto,
no restante da dissertacao M, (FE) denota a &lgebra Z,, X Zs-graduada (M, (FE),1),
onde [ é a funcdo I(k) = k para todo k € m. Mais ainda, vamos identificar a funcio
a1 m — Zy com a sequéncia a(l)a(2)a(3)...a(m). Note que as algebras M, ,(E) sao
do tipo M,(E), onde a ¢é a sequéncia o« = 00---011---1. Os elementos de M, ,(F)

P q

((Eom <E1>pxq> |
(E1>qxp (EO)qu

Exemplo 2.5.10. Sejam m =4 e o = 0011. Entao,

sao matrizes em blocos do tipo

M, =

Assim, a base B é formado pelos seguintes elementos, separados pelas suas Zy X Zo-

graduacoes:
Zy X Zo-grau || matriz elementar | « esta em

(0,0) €11, €22, €33, €44 &o
(0,1)

(1,0) €12, €34 &
(1,1) €23, €41 &
(2,0)

(27 1) €13, €24, €31, €42 &
(3,0) €21, €43 &o
(3,1) €14, €32 &




Capitulo 3

Identidades Polinomiais Graduadas

de Algebras T-primas

Sejam M, (E) C M,,(E) e Mg(E) C M,(E). O produto tensorial M, (E) @ Mz(E)
pode ser visto como uma algebra Z,,,-graduada. Neste capitulo, iremos descrever
um sistema de geradores para as identidades polinomiais graduadas de M, (F) e para
M,(E) ® Mg(E). Provaremos também que M,(E) ® Mz(FE) é Pl-equivalente como
algebra graduada a uma Aalgebra do tipo M. C M,,,(F). Este resultado fornece
uma prova alternativa de umas das Pl-equivaléncias do Teorema de Kemer, a saber
M, (E) @ M, s(E) ~ Mpiqspsiqr(E). Por fim, classificaremos todas as dlgebras gra-
duadas do tipo M, (F) C M,,(E) que ndo possuem identidades monomiais nao triviais.
Os resultados deste capitulo foram apresentados no artigo [14] por Di Vincenzo e Nar-

dozza.

3.1 As subdlgebras M,(F)® Ms(E)

Sejam M, (E) e Mg(E) subalgebras de M,,,(E) e M,(E), respectivamente. Nesta
secao vamos construir o produto tensorial entre estas algebras e estudar suas gra-
duacoes.

Sejam ae;; € B, e be,, € Bs elementos da base de M, (E) e Mg(E), respectivamente.
Temos que ae;; ® be,, estd na base de M, (E) ® Mg(E). Assim, podemos construir a
seguinte Zy,, X Zs-graduagao de M, (E) ® Mg(E): se ae;; € B, e bey, € Bg, entao

|aeij @ bews| = (n(j — i) + v —u,a(i) + aj) + B(u) + B(v)) € Zmn X Zs.

Note que a base B = {ae;; ®bey, | ae;; € Ba, bey, € Bz} é uma base multiplicativa para

M,(E) ® Mg(E). No decorrer deste trabalho vamos provar que a dlgebra graduada
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M, ,(E) ® M, (E) é Pl-equivalente a M, 145 ps+qr(E), que é uma das afirmacoes do

Teorema de Kemer.

Exemplo 3.1.1. Seja o = 01 e § = 00. Entao as algebras M, (F) e Mz(E) possuem
Zy X Zo-graduacoes do tipo

M, (E) = (gf g;) e My(E) = (gz g;)) .

Assim,

EWEy EyEy E\Ey EE E, E, E, E
M,(E)® Mg(E) = EoFo FEolo ErBo EnEo| [ Eo Eo E1 Ey
E\Ey E\Ey EogEy EyEj E, E, E, E,
E\Ey E\Ey EogEy EoEy E, E, E, E,

Logo, a lista de elementos da base multiplicativa para M, (E)® Mgs(E), com Zg X Za-

graduacgao é

Ly X Zo-grau matrizes elementares « estd em | 3 esta em
(0,0) €11 @ €11, €11 & €22, €22 & €11, €22 & €22 &o &o
(0,1) nenhuma
(1,0) e11 ® eq2, 29 @ €12 & &
(1,1) e12 & €31, €21 & €91 & &o
(2,0) nenhuma
(2,1) €12 ® €11, €21 @ €11, €12 & €22, €21 X €92 & &o
(3,0) €11 & €1, €22 @ €21 &o €o
(3,1) €12 ® €12, €21 @ €12 & &o

Note que a algebra M, ¢ do tipo M, Mg do tipo My, e a élgebra resultante ¢é
isomorfa a uma algebra Z, x Zy-graduada do tipo My, irs pstqr(E) = Mao(E).

Iremos agora estudar as identidades graduadas destas algebras. Como assumimos
que K possui caracteristica zero, o T-ideal de uma K-algebra A é gerado pelos seus
polinomios multilineares. Portanto se B é base multiplicativa de A e f é multilinear,
para verificar se f é identidade, devido a sua linearidade, basta verificar se ele pertence
ao nicleo de algum homomorfismo S : K(X|G) — A, tal que S(z;) € B, para qualquer
i. Neste caso, chamamos S de substituicao standard e denotamos f|5 a restricao de
femS.

Note que se f ¢ um monomio e S é uma substituicao standard, entao fjs = 0 ou
cfis € B, para algum ¢ € K — {0}. De fato, se fis # 0, entao fig = by ---b,, onde

bi,...,b, € B e como B ¢é base multiplicativa, temos que cf|s € B, para algum c.
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Seja G um grupo finito ou enumeravel e M o conjunto dos monomios multilineares
da dlgebra G-graduada K(X|G), ou seja, M =,y V,C. Entao:

Proposigao 3.1.2. Seja A uma dlgebra G-graduada com base multiplicativa B. Seja
N um conjunto de identidades graduadas de A e denote por I o Tg-ideal gerado por
N. Suponha que para todo h, ' € M\Tg(A) exista uma substituicao standard S e
uma constante ¢ € K — {0} tal que

0 # hig = chig se, e somente se, h =ch’ (mod I)
entao T:(A) € gerado por N'U (M NTg(A)).

Demonstragao. Seja J o Tg-ideal gerado por N'U (M N Tg(A)). E claro que [ € J C
Te:(A). Vamos mostrar que Tg(A) C J.
Suponha que exista um polinémio multilinear f = f(xy,...x,) € Tg(A) e que

f ¢ J. Podemos escrever

t
fEZCZfZ (mod J),fZEMeCZEK
i=1

Tomemos o menor ¢t com esta propriedade. Necessariamente t > 2, pois se t = 1,
entdo f = fi € MNTg(A) e MNTg(A) C J. Além disso, como f; ¢ To(A) existe
uma substitui¢ao standard tal que f;s # 0 e fis = 0. Logo,

t

le1|s = - Z Cifi|S-

i=2
Observe que, f;s € produto de elementos da base multiplicativa B, ou seja, fis

resulta em um elemento da base B de A a menos de um coeficiente nao nulo. Como

fis é a soma de elementos da base B, existe j € {2,...,t}, digamos j = 2, tal que
fils = cfys para algum c € K — {0}.
Finalmente,

f=(ac+e)fa+ Z cifi  (mod J)
=3

o que contradiz a minimalidade de t. Assim, f € J e Tg(A) C J.
[l

Em [35], Vasilovsky provou que para A = M,,(K) com Z,,-graduagao o conjunto

N ¢é dado pelos polinomios

1Ty — Toxy com |z1| = |z3] =0
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T1ToT3 — XT3Toxy com |xq| = |x3| = —|xs]

e MNTy, (A) =0. Un resultado similar ocorre para a dlgebra M, ,(E) ® E, veja 77

teorema 4.1.

3.2 Identidades polinomiais graduadas de M,(F) ®
Ms(E)

Nesta secao iremos descrever um conjunto de geradores para o ideal de todas as

identidades Zy,, x Zs-graduadas das élgebras graduadas M, (E)® Mz(E). No decorrer

desta segao, considere R = M, (F) ® Mz(FE) e denotaremos por | - [y 0 Zpy-grau do

elemento homogéneo « de R, enquanto | - | denota o Z,,,, X Zs-grau completo.

Observacao 3.2.1. E f4cil ver que laei; @bey,| = (0,0) se, e somente se, i = j e u = v.

Como consequéncia, temos que |ae; @ bey,| = (0,0) e ROY =0, pois

a(i) + a(i) + B(u) + B(u) = 2a(i) + 28(u) = 0.

Em outras palavras, todo monémio em K (X) de grau (0,1) é uma identidade polino-

mial graduada de R.

Sejam G = Zy, X Zo e N o conjunto de polindmios multilineares dado por:

1Ty — Taxy, onde |z1| = |z2] = (0,0) € G;
T1ToT3 — T3xaxy, onde || = |x3| = —|z2| = (,0) € G;
T1T9T3 + x3xaxy, onde |x1| = |x3| = —|xa| = (£, 1) € G.

Lema 3.2.2. N C T;(R)

Demonstracao. Vamos demonstrar que os trés polinomios acima de fato sao identidades
G-graduadas. Como os polinomios sao multilineares, podemos trabalhar apenas com
os elementos da base.

Sejam wy, 1= ape;, j, @bpey,r, € B parah =1,2,3, elementos da base multiplicativa,
e assuma que |wi|mn = |W3|mn = —|Walmn. Temos que |wiwe|mn = |Wi|mn + [W2|mn = 0
e se wywewsz # 0, entdo wiwy # 0 e |wiwy| = (0,0), pois caso contréario |wiws| = (0,1)

e wiwsy seria identidade G-graduada. Observe que,

W WoW3 = A1A2A3€4, j, €iyjyCigj5 & b1b2b3eu1v16UQv26u3v3 ?é 0,

logo j1 = i3 e vy = ug €
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WIWy = A102€;,j, @ b1baey, y, -

Pela afirmagao anterior, como |wjwsy| = (0,0), segue que iy = jo € u3 = vy. Por um

argumento andlogo, temos que |xoxs| = (0,0) e

2 =71 =7J3;, 11 =]J2=13, U=V =7V3; Ul = TVy = U3.

Assim,

Wy = 1845 @ bieyy; Wo = A2€j; @ baeyy; W3 = a3 @ b3eyy,

paral <i,7<mel <u,v<n.
Logo, wiwaws = ajagase;; @ bibabzey, € wawsw, = azazaie;; & bsbabie,,, com aj €
ga(z')+a(j) e by € (c:g(u)_,_g(v), para h = 1,2, 3.

Finalmente, se |wi| = |ws| = —|ws| = (,0), entdo ag, as, a1, bs, by, by € & e

W WaW3 — W3WaW1 = A10203€;; & bibabsey, — aszaa1€;; & b3babi ey

= 0.

Se |wy| = |ws| = —|wy| = (t,1), entdo as,ag,a; € & e bz, be, by € & ou as, as,

a; € & e bs, by, by € & e, de qualquer modo,

W WaW3 + W3WaW1 = A10203€45 @ bi1babsey, + azazaie;; @ bzbabyey,
13
= a1a2a3€;; @ b1babzey, + (—1)( )a1a2a3€ij ® b1babzey,

= 0.
Se |wq| = |we| = (0,0), entao ay, as, by, by € & e

WWe — Wl = 410265 @ bibaey,, — azaies; @ babiey,

=0.

Assim, os polinomios de N sao identidades G-graduadas de R e portanto N C
Ta(R).
m

Lembremos que I denota o Tg-ideal de K(X) gerado por N e vamos denotar por

d(w) o Zg-grau de um elemento homogéneo w da édlgebra G-graduada R.

Lema 3.2.3. Sejam f, f dois mondémios multilineares no mesmo conjunto de varidveis
e seja S uma substituicao standard de R tal que f|ls = cfis # 0 para algum c € K.
Entio f = cf (mod I).
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Demonstracao. Seja f = x1x5-- x4 € f/ = fo = To(1)To(2) * * * To(q) Para algum o € Sy.
Se d = 1, o resultado segue diretamente. Vamos assumir d > 2 e fazer uma inducao
sobre d. Primeiro, vamos provar que existe ¢ € K tal que f = czif (9,...,Tq)
(mod I). Para 1 < a < b < d, definimos o submonomio fl4% =z, ...z,

Seja S(xp) = wy, = ape;, j, @bpeu,, € B,parah=1,2,... d. Como f‘ls =cfis # 0,

temos que

WiW3 * +* Wqg = CWq(1) * * * Wo(d)

a - p€iyj, @ by bpuyvy = Cao(1) * Ao (d) Ciyiryjoa @ Do) bo(d)Cuyryvy )

de onde segue que u; = (1) € i1 = i,(1). Assuma que o71(1) > 1 e seja
t:=min{j <d| o '(j) <o (1)}

Assim, ¢ > 1 e mais ainda 07 !(¢) < 07!(1) < o~ !(¢t — 1). Definimos,

l:=o (1),
he= o7 (1)
ki=o'(t-1).

A . / .
Note que o monomio f pode ser reescrito da forma

o= fn plh=) gl gli+id,

Temos duas possibilidades para [: [ =1 oul > 1. No primeiro caso, [ = 1, segue

que

|f<[717h_1]|mn — |w0'(1) T wo(h—1)|mn = n(jo‘(h—l) - ia(l)) + Vo (h—1) + Ug(1)

M | = (Won)  + + Woty lmn = n(Go) = Goh)) + Vo(k) + Uo(n)-
Observe que para f # 0, temos que
Jo(h—1) = lo(h) € Vo(h—1) = Ug(h)-
Assim,
Jo(h—1) = lo(1) = lo(n) — 11 =11 — i1 =0
Vo(h—1) — Ug(1) = Ug(n) — Ut = U — Uy =0

Jolk) = fo(k) = Ji—1 — 11 = 1 — 11 = lgq) — 41 =41 — 9 =0
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Vg (k) — Uo(h) = V-1 — U1 = Up — Uy = Ug() — U1 = up — ug = 0.

Portanto,
‘fz£17h_1]|mn = ‘fgh’k}lmn =0
[1,h—1]

e claramente J( f5 ) = 4( (Lh’k]) = 0, em que § denota o Zy-grau, caso contrario os
termos teriam G-grau (0,1).

Como [ contém o polinémio z1x9 — xaxy, para || = |z2| = (0,0), entdo
f’ = fc[rh,k]fC[fl,h—l]f([Tk-l-l,d} (mod ])

e assim o mondémio comecga por .

Tomando o segundo caso, [ > 1, entao por consideracoes semelhantes
Jo(i-1) = lo(1) = lo) — 11 =1t — 11

Jo(h—1) = lo(l) = Jo(h) — &t = 11 — i
Vo(1—1) = Ug(1) = Ug(l) — U1 = U — Uy

Vg(h—1) — Ug(l) = Ug(h) — Ug(l) = Ul — Ut,

[1,1—1] [1,h—1] [1,—1 [h,k]

de onde segue que |fs" |nn = —|f5 lmn- Analogamente, |f5 ]|mn = |fo " |mn-
Logo,
2 o = 1£5 o = =13
e
ST = 8(f7 ) = (£,

caso contrario o produto entre duas destas componentes teria G-grau (0, 1).

Como N C I, existe ¢ € {—1,1} tal que

fr=e it e (mod 1),

pois, 117913 £ T3292, € N, com || = |23] = —|22|. Assim, f também comeca por
xI1.

Em ambos os casos obtemos ¢ @1 f (x3,...,14) = f (mod I) e entdo

! " /
cwif (wa,...,wg) = fig = cfis = cwiwy - wq # 0.

De fato, pelo argumento de inducéo como f~ tem comprimento d—1 a afirmacao é valida
para ele e podemos reescrever ¢ f (ws, ..., wgq) = cwy - --wg # 0, logo f (2a,...,24) =

¢'xy-- x4 (mod I). Portanto,

f=ca f(x, ... 2q) = cxrrzy---xq (mod I).
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Dos lemas anteriores e da Proposicao |3.1.2] segue diretamente que:

Teorema 3.2.4. Tg(M,(E) ® Mg(E)) € gerado por N U (M NTg(R)), ou seja, pelos

polinomios

1Ty — xToxq, onde |xq1| = |xo| = (0,0)
T1T9x3 — T3Tax1, onde |r1| = |x3| = —|z2] = (¢,0),t € Zppy,
T1To3 + x3woxy, onde |x1| = |r3| = —|xa| = (¢,1),t € Zppn,

Juntamente com todas as identidades monomiais multilineares que sao identidades gra-
duadas para M,(E) @ Mg(E).

Na verdade, o produto tensorial de M, (E) ® Mz(E) ¢é Pl-equivalente, como uma
algebra Z,,, x Zs-graduada, a uma subélgebra M, de M,,,(F).

Observagao 3.2.5. Seja m,n € N. Para todo t € mn existe um tnico par (i,u) €
m X n, tal que t = n(i — 1) +u. A garantia da existéncia de i e u vém do algoritmo da
divisao.

Agora, seja M,(FE) C M,,(E) e Mg(E) C M,(FE). Para todo t € mn, se t =
n(i— 1)+ wu com (i,u) € m x n, defina € : m X N — Zs, em que € := «a(i) + S(u) e

considere a subdlgebra M (F).

Exemplo 3.2.6. Seja a = 01 e f = 00. No Exemplo [3.1.1] vimos que a algebra
M,(E) ® Mg(E) possui Z, x Zy-graduacao com Zsy-grau do tipo

Mo(E) © Mp(E) =

Neste caso, m =n =2, 1 € lel< 1,u < 2. Temos os seguintes pares ordenados

(i, u)

tt=n(i—1)+u || (4,u)
11=20-1)+1] @0
2l 2=201-1)+2| (1,2
3l3=22-1)+1] (21)
4la=202-1+2] (22

Assim, temos que



3.2 Identidades polinomiais graduadas de M, (F) ® Mg(E) 58

€(2) = a(l) + 6(2) =0
€(3) = a(2) + (1) =1
€(4) = a(2) + 6(2) =1

e e = 0011. Portanto, a dlgebra M, tem Zy-grau coincidente com a dlgebra M, (E)®
Mpy(E).

MG(E) =

Teorema 3.2.7. M,(E) ® Mg(E) e M.(E) sio Pl-equivalentes como dlgebras gradu-

adas. Em particular sao Pl-equivalentes no sentido ordindrio.

Demonstra¢ao. No estudo de identidades G-graduadas de M (FE) podemos utilizar
argumentos semelhantes ao caso M,(E) ® Mg(E). Para isto tomamos M.(E) =
M, ® My, com My (E) C Myy(E) ¢ My(E) C My e /(1) = 0. Assim, pelo Te-
orema [3.2.4] Tg(M(E)) é gerado por N'U (M N Te(M(E))). Vamos provar que se
um polinomio f multilinear nao é identidade de M, (E) ® Mg(E), também nao serd
identidade de M (F) e o contrario.

Seja f = ax1---xq € M. Se f & Ta(My(E) ® Mg(E)), entdo existem elementos
wy, . .., wq pertencentes a base de M, (E) ® Mg(E) tais que wy - - - wq # 0 e |x;| = |w;l,
para todoi=1,...,d.

Digamos que w; = q€;,5, @ bjey, € seja by == n(i; — 1) +wy, k== n(j — 1) + v
ez = epp, € Mpn(K). Como wy---wy # 0, temos que j; = 4141 € v, = U1, para
[=1,...,d—1. Logo,

ki =n(ipr — 1) + w1 = by

Zl"‘Zd:ehlkd%O-

Mais ainda, podemos encontrar cy, ..., cq € I, tais que ¢; € E¢(y)1en,) comcy - - - cq # 0.

Como z; pertence a base de M (F), temos

21| = (ki — P, e(ki) + €(u))
n(]l — 1) + v — (n(u — 1) —+ Ul), Oé(il) + ﬁ(ul) + Oé(jl> -+ ﬁ(vl))
n(jl — il) “+ v — Uur, Oé(il) + B(ul) + Oé(jl) + ﬂ(vl))

= |w| = |zy].

=
=
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Assim, como temos uma substituigdo admissivel em M, (E) que nao anula f, segue que

f ¢ To(M(E)).

Por outro lado, se f = x1-- x4 ¢ Tg(M(F)), entdo existem zi, ..., zq elementos
da base de M(FE), tais que |z;| = |x;| e 21 -+ zq # 0.
Tome z; = ¢epk,, onde h; e k; sao como no caso anterior, com 1 < 4,7 < m e

I < w,v < n. Seja wy = aegy, @ by, € Mo(E) ® Mg(E), onde a; € Eoi)4a())
e by € Egu)+p(w) 520 elementos da dlgebra de Grassmann tais que ay - --agby ---bg #
0. Entdo, por um raciocinio anélogo, |w;| = |z e wy---wg # 0. Com isto, f ¢
To(Ma(E) @ My (E)).
Em outras palavras Tg(M.(E)) = Ta(M.(E) ® Mg(E)) e pelo Lema segue
que M (FE) é Pl-equivalente a M, (E) ® Mg(E).
[

Com o resultado anterior podemos provar de forma facil a terceira afirmacao do
famoso teorema estrutural de Kemer. Primeiramente, para melhor avaliar o compor-

tamento dos objetos do tipo My, 4s pstqr(E), tomemos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.8. Sejam M171<E) X MLQ(E), M1.1+1.271.2+1.1(E) = Mg,g(E) e MG(E) C
Mg(E). As algebras M, 1 (F) e M, »2(E) podem ser reescritas na forma M, (E) e Mz(E),
respectivamente, onde o = 01 e § = 011. Para construir €, observe que m = 2, n = 3,

te6,1<i<2el<u<3. Temos os pares (i,u) associados a t e o respectivo €(t)

dado por:
tl|t=n(i—1)+u | (i,u) | €t)
1|1=31-1)+11(1,1)]| O
212=31-1)+2|(1,2)| 1
313=31-1)+3|(1,3)] 1
414=32-1)+11(21)| 1
515=32-1)+2|(2,2) | 0
616=32-1)+3|(23)| 0

Assim, € = 011100 e os Zy-grau das matrizes M, (E) ® Mg(E) e M.(E) coincidem

e sao dados por

Ey Ev Ey Ey Ey Eg
E, E, E, E, E, E
FEy Ey Eo Eo E1 Ey
FEy Ey Ey Eo E1 Ey
Ey F1 Ei E, Ey Ej
Ey By E1 Ey Ey Eg

M(E) =M 1(F)® M 2(F) =
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Observe que M;1(E) ® M 2(E) possui 18 elementos com Zs-grau nulo. Por outro

lado, os Zy-grau das componentes de Ms 3(E) tem estrutura do tipo

Ms 3 =

Ey Ev Ei Ey Eo Ey

e Ms3(F) também possui 18 elementos com Zs-grau nulo. Assim, ¢ possivel criar um
isomorfismo G-graduado entre M, (E) ¢ M3 3(E) de forma trivial, reordenando os indices
para que coincidam os graus. Com isto, estas algebras sao isomorfas, em particular sao

Pl-equivalentes.
Corolario 3.2.9. M, ,(E) ® M, s(E) € Myr1g4sps+qr(E) sdo Pl-equivalentes.

Demonstracao. Sejam = p+q, n =1+ e G = Ly, X ZLy. A dlgebra M, (F) é
a dlgebra M,(E), onde a = 0---01---1. Da mesma forma M, (F) = Mg(E), para
—_—— )

q

p
f=0---01---1. Definimos entao M. (E) C M,,,(E), onde

T S

e=0---01---11---10---0.
— T —— —

T S s S
(. /

vV Vv
p Vezes q vezes

Pelo Teorema [3.2.7]

an(E) ® Mr,s(E) ~ Me(E)

Por outro lado, M (F) possui o mesmo nimero de entradas com elementos em Fj
que My igspstqr(E). Assim, tomando um isomorfismo canonico de rearranjo, temos

que

MG(E) = MPT+(157P3+Q7’(E>'

Logo,

T(Mpr+q57ps+qr(E)) = T(Mpvq(E) ® MT,S(E))-
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3.3 Identidades monoémiais multilineares de M, (F)

Nesta segao vamos estudar as algebras do tipo M,(F) C M,,(E). Dos Teore-
mas e[3.2.7 seus Ty,,«z,-ideais sao gerados pelo conjunto A junto com alguns
monomios multilineares graduados. Vasilovsky, também em [35], mostrou que M,,(K)
nao possui identidades monomiais. No decorrer desta dissertacao demonstraremos re-
sultados similar para M,,(E).

De modo geral as dlgebras M, (E), sempre possuem identidades monomiais multili-
neares: a indeterminada x € X ¢ identidade monomial se, e somente se, a componente
homogénea (M, (E))"! de grau |z| € Z,, x Zy é nula. Por exemplo, se |z| = (0, 1), entdo

x €Ty, wz,(My(E)). Como as identidades deste tipo sao dbvias desejamos isola-las.

Definigao 3.3.1. Sejam Zy = {z € X | (M (E))" = 0} , Iy o Ty, «z,-ideal gerado
por Zg e Mg := M N I,. Vamos chamar os elementos de M de identidades monomiais

triviais.

E claro que estamos interessados nas identidades monomiais nao triviais. Para
um « genérico, existem, possivelmente, muitas delas. Na verdade uma pergunta mais
interessante é: quando as identidades monomiais de M, (E) sao todas triviais?

Nesta secao, listaremos trés classes de dlgebras que nao possuem identidades mono-
miais nao trivias. Para simplificar a notacao nas demonstracoes vamos observar apenas
as algebras do tipo M, (FE), pois se F é a dlgebra de Grassmann de um espago vetorial de
dimensao infinita, as dlgebras Z,, x Zs-graduadas M, (F) C M,,(F) e (M,,(K),l X a),
onde |e;;| = (j —i,a(i) + a(j)), possuem exatamente as mesmas identidades mono-
miais Z,, X Zs-graduadas. De fato, se x1--- x4 é uma identidade monomial graduada

satisfeita por M, (FE) para vq,...,vq € &, sendo o Zy-grau de v; coerente com z;, entao

V1€415,V2Ci955 ** * VdCigjq = 0= €i1j1Cizga """ Cigjg = 0

e portanto xy - - - £4 também é uma identidade graduada de M,,(K) e assim basta olhar

para as identidades das &dlgebras do tipo M, (FE).

Proposicao 3.3.2. Para todo m > 1 a dlgebra M,,o(E) = M,(E) C M,,(E) ndo

possut identidade monomial nao trivial.

Demonstragao. Primeiramente, note que M,, o(E) = M,,(Ep). Seja A = (M,,(K),l x
w) ea=ep+ez+...+e,1. Note que todos os elementos que compoem a tem Zo-grau
nulo. Temos que §(a) =0, ATD =0 e a € ALY, Mais ainda, at € AT ¢ AGD =0,

onde a' denota o elemento a elevado a t. De fato,

§(a')y =6(a) +...+6(a) =1, parat € N.

-
t VezZes
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Como a' é inversivel, deta’ # 0, toda componente homogénea nao trivial possui
algum elemento invertivel e, portanto, M,,((E) nao possui identidade monomial nao
trivial. De fato, seja x12s...Z,, com |z;] = (i,0), uma identidade monomial nao

trivial de M, o(E). Tomando a substituigdo admissivel aa® - --a', temos que

a'a?---a"m =0%e (a"a?---a™)(a"a®---a") =0
que é um absurdo. O

Antes de enunciarmos a préxima proposicao, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3.3. Seja M, (F) C M,,(E), onde 7 = 0101. Temos que M, (FE) possui a

seguinte estrutura para os seus Zso-graus

Ey E1 Ey Ey
Ey Ey Ei1 Ey
Ey By Ey Ey
Ey Ey Ei Eg

M (E) =

Note que, para qualquer ¢ € 4, temos (M (E))#0) =0 ou (M (E))®D = 0.

Proposicao 3.3.4. Seja m = 0 (mod 2) e seja 7 = 0101...01. Entao M,(E) C

M,,(E) nao possui identidade monomial nao trivial.

Demonstragdo. Note que 6(a;;11) = 1. Logo, todo elemento que compde a tem Zs-
grau nulo. Assim, a' € A®) ¢ AGHD =0, onde A = M,(FE), para todo t € N. Pelos
mesmos argumentos da demonstragao anterior, temos que a’ é inversivel e M, (F) nao
possui identidade monomial nao trivial.

]

Proposigao 3.3.5. Sejam 0 < m =0 (mod 4) e

p1 =01100110...0110 (m/4 blocos )
N~ =~

p2 =00110011...0011 (m/4 blocos ).
A

Entao as dlgebras M, (E), M,

triviais.

,(E) C My, (E) nao possuem identidades monomiais ndo

Demonstragao. Seja A = (M,,(K),lx p;) e suponha que A possui algumas identidades
monomiais nao triviais. Entre essas identidades, seja f = x1---x; = a3 f’xt uma com
comprimento minimo ¢, ¢ > 2, e defina (h;, €;) := |z4).

Para simplificar a notagao, vamos escrever a = b para denotar a = b (mod 4) e
(a,6) = (b,6) para denotar (@, ) = (b,0), com a = b (mod 4).
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Se e;; € BN A®S) entdo k=4 —1,ouseja, j=k+ie p1(1) + p1(j) = 6. Seja
a = ey + e+ ...+ ey1. Vamos avaliar os indices ¢ e j dentro das possibilidades de
congruencia  mod 4.

Se k = 2, temos que j = i+ 2 e p1(j) # p1(i), pois um nimero e o que estd
duas posicoes a sua frente, dentro da congruéncia mod 4, possuem imagens distintas.
Assim, A®0D = (e gk € AFRD,

Se k = 2, temos que j = 1, logo p1(j) = p1(i). Assim, A®D = (e gk e ARD),

Assim, h; e h; nao podem ser congruentes a 0 ou 2, pois teriamos componentes
triviais ou elementos invertiveis entre as substitui¢oes admissiveis, o que iria contrariar
a minimalidade de t.

Agora, observe que, se k = 1, temos que j = ¢+ 1. Caso i seja par, j sera impar,
para manter a congruéncia e, mais ainda, p1(i) = p1(i1) = p1(j). Logo, d(e;;) = 0.
Por outro lado, se ¢ for impar, j serd par e d(e;;) = 1. O caso k = 3 segue de forma

andloga. Assim obtemos a seguinte tabela

) 1 J
k=1|0| par | {mpar
k= 1 | impar | par
k=31| 0| impar | par
k=3| 1| par | impar

Note que as matrizes e ;11 € e, pertencem a diferentes componentes homogéneas, a
primeira de grau (k, p1(k 4 1)) e a segunda de grau (k, py(k)), pois p1(1) = p1(m) = 0.
Mais ainda, o elemento a? induz, por conjugacdo, um automorfismo graduado ¢ de
A. Com abuso de notagao vamos denotar por ¢(e;;) = eg(i)g(;), onde ¢ satisfaz uma
permutacao tal que ¢~ = (135...m — 1)(246...m) € S,,, uma vez que a®> = ez +
€21+ ...+ ema e €ia’ =e; o

Se k = 1,3 (mod 4), entdo as % matrizes que geram A®9) s30 todas conjugadas a
€1k+1 OU €, , pelo automorfismo anterior, de acordo com o Zs-grau. Como f/ nao
pode ser uma identidade devido a minimalidade de ¢, existe uma substituicao standard
S tal que (z1f);s = eij, onde |e;;| = |21 f'|. Finalmente, defina S(z;) = e;,;,.

Agora, note que se |zif| = (1,0) ou (3,1), entdo j é impar e |z,] = (1,1) ou
(3,0), caso contrdrio f é trivial. Similarmente, se |z1f| = (1,1) ou (3,0), entdo j é
par e |z,] = (1,0) ou (3,1). Em todos os casos, existe ej, € AP e isto gera uma
substituicdo standard S tal que fis = €iu # 0, logo f nao é identidade.

Tomemos agora os casos onde |21 f'| = (2,1) ou (0,0). Nestes casos, t > 2, f|/s =€,
e |f'| = (h,e) com h = 1,3, caso contrério f seria trivial ou teria elemento invertivel na
sua componente. Como f z, ndo pode ser identidade, existe uma substituicio standard
tal que 0 # (fll’t)‘g* = e,,. Claramente, para algum r € m, f‘/S* = e, pertence

P
a componente de gau (h,€). Como h = 1,3, existe um automorfismo G-graduado 6
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de A tal que fO(ej,;) = e, Agora, tomemos a substitui¢do standard S" dada por
S"(x) = 0(e;;,) paral =1,....,t —1e S"(x;) = e,q. Claramente, fls” = €a(in)q € [ nao
¢ identidade.

Finalmente, note que as algebras M, (E) e M,,(E) sao isomorfas como &lgebras

Lo, X Zo-graduadas. Para tal tome 0 = (12...m) € S, e a funcao

t: MP2(E) — MPI(E)
aeij —r Aep(i)o(5)

que ¢ bijetiva e preserva graduacao.
O

Na verdade, as algebras das Proposicoes [3.3.2 |3.3.4] e [3.3.5| sao as tnicas algebras

sem identidades monomiais nao triviais. Mais precisamente:

Teorema 3.3.6. Seja m > 1 e suponha que M, (E) C M,,(E) nao possui identidade

monomial nao trivial. Entao
i. Mo(E) = M, 0(E) ou
it. My(E)=M,(E) em=0 (mod 2) ou

iii. My(E) € {M,, (E),M,,(E)} em =0 (mod 4).

Demonstracao. Seja A := M, (F) e suponha que A nao possui identidade monomial
nao trivial. Assuma que a(1) =0 € Zy, pois a e (o + 1) induzem a mesma graduacao
e assim nao existe perda de generalidade. Se @ = w, onde w denota a funcao nula,
entdo A = M,,0(E) = M,,(Ey) e o teorema ¢é verdadeiro de forma trivial. Suponha
que o # w e considere o subespago de grau (1, 1). Este espago nao é trivial, pois a # w
e com isso existe algum ¢ com imagem 1 e, portanto, algum elemento do tipo a;_; ; terd
grau (1,1). Existem entdo duas possibilidades: A% #£ 0 ou A®0 = 0.

Agora, note que se i,j € M, entio e;Ae;; C AU-Le@+a)) Em particular,

Ay = ABD @ ABD = ¢ Aey, @ em—1,m—1A€mm © emmAeir.

Se A0 =0, entdo A; = ALY e todas as partes da soma estdo em ALY, Assim,

a(i +1) = a(i) + 1, para todo 1 < ¢ < m. De forma equivalente, temos que

, 0, ¢ for impar
a(i) =
1, 1 for par
Entretanto, se m for impar, entdo a(m) + a(1) =0 e A0 £ 0. Logo, AN =0 se, e
somente se, m é par e « = 1 = 0101...01. Dai M,(F) = M,, com m =0 (mod 2).
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Suponha agora que o # w, 7 e considere (ciclicamente) as sequéncias ndo constantes

dos Zs-graus das componentes da soma direta que formam A;, dada por

a(l) + a(2),a(2) + a(3),...,a(m —1) + a(m),a(m) + a(1).

Seja t o comprimento maximo entre as subsequéncias de zero consecutivos, de forma
ciclica. Por exemplo, se @ = 00110, a sequéncia ciclica seria 01010 e t = 2. Assim,
0 mondmio x1xs - - - Ty, com |z;| = (1,0), certamente é uma identidade monomial
multilinear. De fato, qualquer substituigdo admissivel de termos de grau (1,0) teria
algum par de termos consecutivos e;je,, com j # w. Como z1zy- - 22411 tem grau
(t+1,0), temos que A®T10 = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que existe

uma sequéncia ciclica

uélég...l.
t
E facil ver que 01 = 09 = ...0; = 0. De fato,
(a(1) +a(2) =0
(D FABI=0 ) —a@) = = alt+ D).

la(t) +a(t+1) =0

Como a(t + 1) + a(t +2) = 1, temos que «a(t + 1) # a(t +2). Se §; = 1, entdo
a(t+2) = a(t+3) = e a(t+3) = a(t+2). Portanto, a(t+3) = a(2) e egs13 € AL

t+1,0)

o que é um absurdo, uma vez que A = 0. Logo, a sequéncia ciclica é do tipo

0...010...01...0...01
—_—— N~ ——

t t t
e T1x9, com |z1| = |z2] = (1,1) é uma identidade, pois, novamente, qualquer substi-
tuicdo admissfvel e;je,, tem j # u. Se AZ9 =£ 0, a identidade monomial é néo trivial,
assim suponha A = 0 e a sequéncia ciclica precisa ser

1010...10 ou 0101...01.

Isto faz com que
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A menos de Pl-equivaléncia, podemos caracterizar estas algebras por decomposicao
de produtos tensoriais cujos fatores sao as algebras graduadas elementares sem iden-
tidades monomiais nao trivias, M, o(E), Mo r(E) = My 1(E) e My ,(E) := M, (E) C
My(E). Note que M, (E) é isomorfo a M, o(FE).

Corolario 3.3.7. Seja M,(E) C My(E) uma dlgebra sem identidades monomias nao

triviats. Entao:
i. M,(E)= Myo(E) ou
ii. k=2m e M, (E) ~ My, o(E) ® M, (E) como dlgebras Zj, X Zs-graduadas ou

iii. k=4m e M, (E) ~ My, o(E) ® My, (E), como dlgebras Zy x Zy graduadas.

Demonstracao. A prova segue dos Teoremas e e da definicao da funcao e.
E suficiente construir a funcao € para cada uma das trés algebras descritas no teorema

anterior. Por exemplo, no segundo caso, considere as algebras M, (E) C Ma,(E),
M,(E) C My, (E) e Mg(E) C My(E) ey = 01...0L. Seja @ = w, a funcdo nula

2m

e f = 01. Claramente v(t) = «a(i) + f(u) e assim pelo Teorema obtemos que
M,(E) ~ My, o(E) @ Ms - (E).
[

Observagao 3.3.8. Como M, ,, (E) é isomorfa a M, ,,(E) = Mss(E) como algebras
Z4 X Zo-graduadas, podemos dizer que, a menos de Pl-equivaléncia, as unicas algebras
sem identidades monomiais nao triviais sao M, o(E), M, o(E) @ M11(E) e M, o(E) ®
M5 (E).



Capitulo 4

Identidades Polinomiais Graduadas
de AR F

Neste capitulo vamos considerar G um grupo, K um corpo de caracteristica zero
e A uma K-algebra G-graduada. Vamos estudar as identidades G x Zs-graduadas da
algebra G X Zs-graduada A ® E a partir das identidades G-graduadas de A. Como
consequéncia, vamos descrever uma base das identidades Z,, x Zs-graduadas de M,,(F)
partindo de um resultado de Vasilovski. Mais ainda, daremos a sequéncia de cocaracte-
res graduados de M, (E) e mostraremos a Pl-equivaléncia de My(E) com M, 1 (E)® E,
um caso particular do teorema de Kemer. Os resultados deste capitulo foram obtidos

no artigo [13].

4.1 A funcao (;

Nesta secao iremos introduzir a principal ferramenta de nosso estudo, a funcao
(y. Sera uma secao bastante técnica, mas mesmo assim, faremos algumas aplicacoes
importantes, envolvendo cocaracteres e codimensoes.

Vamos comecar com uma algebra G-graduada A e introduziremos a algebra G X Zo-
graduada A® F, onde E denota a algebra de Grassmann, com componente homogénea
dada por (A® E)9) := A9 ® E;. Queremos comparar as identidades G-graduadas de
A com as G X Zs-graduadas de A ® E.

Note que a élgebra livre K (X |G X Zy) é tanto uma algebra G-graduada quanto uma
dlgebra Zs-graduada. Comegaremos com a Zs-graduagao de K (X |G X Zs). Seja m um
monomio multilinear em K (X|G X Zs), onde as variaveis de indice i; < iy < ... < iy
possuem Zo-grau impar. Entao, para algum o € Sym({iy,...,ix}), podemos reescrever

m no formato

m = MoZo(i1)M120(iz) « » - Mk—120 (i) Mk
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onde my, . .., my sa0 monomios multilineares de grau par e z,(;;) € X sao as varidveis
de grau impar. Note que a palavra vazia é uma palavra de Zs-grau par, logo algum m;
pode ser trivial.

Exemplo 4.1.1. Seja K(X|Zy X Z3) e m um monoémio cujas varidveis com Zs-grau
impar possuem indices 1 < 4 < 5. Seja entao m = xgl’l)xéo’o)a:gl’o)x?’l)mio’l)x(ﬁo’o).

Podemos reescrever m no formato

m = Mols(1)M1Ts(4)M2Lo(5)T113,
em que my = 1, my = xax3, Mo = 1, mg = x5 € 0 = (45), e 0 Zy-grau foi omitido para

simplificar a notacao.

Assim como Kemer em [24], definimos ((m) := (—1)?m. Note que ((¢(m)) = m.
Queremos, definir algo similar indo da G-graduacao para a G X Z-graduacao da élgebra

livre.

Definicao 4.1.2. Seja J C Ne y; : K(X|G) — K(X|GxZs) o inico G-homomorfismo
definido por

(29 xl(-g’o), seti ¢ J
@J\T; = .
29V seic J

7 )

Para um monémio multilinear m € V¢, definimos

Cr(m) = ((ps(m)).

A funcao ¢  acrescenta o Zs-grau a uma variavel G-graduada. Com isso ela é capaz
de estender a graduacao da &algebra livre se tornando uma G X Zs-graduagao. Vamos
denotar simplesmente ¢ se o conjunto J estiver claro no contexto. Por linearidade (; é
estendida para todo o espago G-graduado V.¢. Se f € V¥ entao (;(f) é uma elemento
multilinear de K(X|G x Zy).

Exemplo 4.1.3. Seja G = Zs, m = xéQ)xil)xgl)xéo)xgo)x?) e J=1{1,3,4,9}. Entao

2,0) (1,1) (1,1) (0,1) (0,0) (2,0
() = 20 D000 20

Cj(m) _ (_1)(143)xé270)Jjgl,l)wgl,l)xéo,l)ng,O)xéQ,O)

uma vez que o = (143), pois a primeira varidvel de grau impar é x4, a segunda é x; e

a ultima é x;.

Podemos estender as identidades polinomiais multilineares G-graduadas para iden-
tidades polinomiais G x Zs-graduadas.
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Lema 4.1.4. Seja f uma identidade polinomial multilinear G-graduada de A de grau

n, e seja J C n. Entao

C(f) € Toxz,(A® E).

Demonstra¢ao. Como charK = 0, Tz(A) é multihomogéneo e podemos assumir que f €
V& (4) para alguma particao ¢ de n. Seja (a;®ey, . . ., a,®e,) uma G X Zy-substituicio
admissivel para (;(f) formada pelos geradores de A ® E. Pela multilinearidade, é
suficiente mostrar que (;(f)(a; ® ey,...,a, ® €,) = 0. Seja J = {iy,... 4}, com

i1 < ig < ... <1 Todo monomio de f pode ser reescrito como

gt

— g1 g2
m = mofL‘U( )m1I o(is

i1 o(i2) My 1T )mt7

em que os monomios m;’s sa0 monomios nas variaveis restantes de G e g¢y,..., g; sao

elementos de (G, nao necessariamente distintos. Entao

. 1)— 1 1) —
CJ(m) = moxc(fg(lil))mlxt(fgéz)) o 'xg(tit))mt’

em que para j = 0,...,t o mondmio m; := @(m;) possui Zy-grau par. Sejam vy, ...,

v; elementos de Ey. Temos

Gm)(ar ®er,... an ®e,) = (=1)7m(ar, ..., am) @ Voo(iy) - - - Vi—1€0(i;) Vs
= (=1)m(ay,...,a,) @ (—=1)%€; €, . .. €, 0001 - ..Uy,
=m(ay,...,a,) @e€y...6€p,

g

onde v; € Ey comuta com qualquer elemento e o termo (—1)? na segunda igualdade

surgiu devido ao reordenamento dos elementos e,(;) € £;. Assim,

Gf)ar ®er,...,a,Re,) = flag,...,a,) ®eq...en.

Como (ay, as, .. ., a,) é uma G-substitui¢ao admissivel para f, temos que f(aq,...,a,) =
0 e portanto
C(f)ag ®eq,...,a, ®e,) =0.

]

Queremos mostrar que os polinomios obtidos desta forma, ou seja, através da
aplicacao de (; nas identidades polinomiais de G sao suficientes para descrever as
identidades polinomiais G x Zs-graduadas de A ® E. Para isso, primeiramente vamos

criar uma bijecao entre as particoes de G e G X Zs.
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Dado J C n, uma G-particao 4 de n induz uma G X Zg-particao . de n definindo
Fo1) = g,NJ e F(90) . — G\ J.

Por outro lado, comec¢ando com uma G X Zs-parti¢ao . de n podemos construir
uma G-particdo ¢ agrupando a parte impar e par de . correspondente ao mesmo
geYy

g, = 79.0) |y or(91)
E claro que a correspondéncia . = ¢, para um .J fixo, é uma bijecao.
Exemplo 4.1.5. Sejam n = {1,2,3,4,5}, G = Zy e J = {2,3,4}. Definindo a G-
particdo % = {1,3} e 4 = {2,4,5} de n, temos entao a parti¢do induzida . dada

por

SOV =g\J = {1}, L0 = {5}
SO =g nJ={3}; LY ={24}.

Logo, temos uma Zy x Zy-particio .7 = {700 701 10 LD Assim, o espaco
VExL2( 7Y é o espago dos mondmios multilineares gerados por todas as possibilidades de

. (0,00 _(0,0) (1,00 (1,1 1,1
produtos entre as variaveis xg ), xé ), xé ), xé ) e xfl ). Os elementos que possuem

a segunda componente do grau igual a 1 seriam x3, x9, x4, conforme esperado, uma
vez que J = {2,3,4}.

Lema 4.1.6. Seja

f € Taxz,(A® E)N V2 (7)),

em que . ¢ uma G X Zo-particao de n, e defina

J=J s

geG

Entao f = (5(h) para algum h € Tg(A)NV.E(4), onde G é a G-particio de N corres-
pondente a ..

Demonstracao. Seja J = {iy,...,i;} com i; < iy < ... < ;. Entdo podemos reescrever

todo monomio m de f na forma

m = moxggé’ll))mlef’é;l)) . .xfyg(ti’tl))mt,

em que m; sdo monoémios de Zg-grau par em K(X|G X Zs) e 0 € Sym(J) é uma

permutacao. Em outras palavas
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f= Z ammoxgg(li’ll))mla:%’;)) o x((,g(;’tl))mt.

Seja ( = (5 e ¢ = @, as funcoes definidas anteriormente. Vamos chamar de v o
G-homomorfismo de K(X|G x Zy) em K(X|G) que deleta o Zy-grau, ou seja

v: K(X|G x Zy) — K(X|G)
299 — 29,
Note que, (p o fy)(:cl(g’i)) = a:l(g’j). Assim, se @ = 1, entao [ € J e portanto j = 1. Como

a volta também é valida, temos que

(poy)(p)=p

para todo p € V.*%2(.). Mais ainda, (v o ¢)(q) = ¢, para todo ¢ € V.¢(%), pois
temos uma bijecao entre as particoes.
Vamos agora definir h := (70 ¢)(f) € V¢ (¥). Segue que

Cr(h) = (Co@)((y e ¢)(f)) = Cllvoy)(C(f)))
=

pois ((f) € VE&*22(.#). Mais ainda, definimos
h = Z(—l)aammoxgl(il)mle(m . .xit(it)mi,
onde m; = y(m;).

Queremos provar que h é uma identidade polinomial G-graduada de A. Seja
(a1, ...,a,) uma substituicio G-admissivel de h em A, onde a; € AW se i € ¢,. Como
a algebra de Grasmaan F é infinita, podemos escolher os elementos ey, ..., e, € E tais
que e;---e, #0ee; € Ey se, e somente se, i € J. Assim (a; ® eq,...,a, ®e,) é uma

substituicao G X Zs-admissivel de f. Portanto,

0=fla1®e,...,a, R ey,) :Zamm(m@el,...,an@en).

Por outro lado,

mla; @ e, ..., a, @ en) =y(m)(a1,...,a0,) @ Vo€s(iy) - - - Vi—1€0(i,)Vt

(=1)7y(m)(a1, ... an) @e1--en

onde v; € Fy, sdo os elementos que comutam, e o termo (—1)? surgiu do reordenamento

dos termos e,(;) € Ey. Logo,
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O:f(a1®617""a’n®en):h(ala"'7an)®ei"'€n

e assim h(ai,...,a,) =0, pois e; - - - e, # 0. Portanto, h € T (A).
]

Pelos lemas anteriores, temos uma importante relagao que conecta a estrutura de
Texz,(A® E) com Tg(A). Mais precisamente, seja J C N, se ¢4 é uma G-parti¢ao de

ne. éa G X Zy-particao correspondente, entao
VP2 (S) N Tz, (A @ E) = G(VH(9) N T (A)).

Em particular, vamos fixar a ordem de G, digamos ¢; < g2 < ... < g, e considerar a

ordem lexicografica de G X Zs. Seja
|y(~‘“’0)| =p; e |5ﬂ(9“1)| = q;. (4.1.1)

Note que p; é exatamente o nimero de variaveis com G X Za-grau (g;, 0), ¢; é exatamente
o ntimero de variaveis com G x Zy-grau (g;, 1) nos monomios de V.¢*%2(.#). Além disso,
(pi + ¢;) representa exatamente o nimero de varidveis com G-grau g; nos monémios de
VE(4), para todo i. Entdo, |¥,,| :== p; + ¢; e pelo Lema m
GXZ a
| o ()N Taxz, (AR E) = GVl gyt (D) NT(A)). (4.1.2)

P1,491,--,Pr,qr

Mais ainda, temos que

dim (VG2 NTaxz,(A® E)) = dim(V¢

P15q1 e sPrsQr PrHat e prtar | Ta(A)),

uma vez que (; € injetiva.

Para ilustrar esta situagao, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.1.7. Considere o monomio Z,-graduado m = :L’gl):céo)xf)xg)x?)xéo)xgmxés).

Sendo ¢ uma Z4-particao de 8 induzida por m, temos que

G ={3;6};% =1{2;5};% = {4,7}, 9% = {1;8}.
Dali, segue que || = |%| = |%]| = |%4| = 2.
Sendo J = {1,3,5,7}, temos que
¢(m) = (_1)(135)Ig1,0)x§0,1)x512,0)Iém)x53,1)x((30,0)x(72,1)xés,0)

_ xél,o)xgo,l)xf,o)xél,l)ng,l)xé0,0)xg,l)xé&O).

Entao

SO0 ={6}; 7O = {3}, S0 = {21, SO = {5}
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SO = 1), @D — (7}, B0 = 18}, B — 1]

Dai, segue que |#0| = |#OV| = | #00| = | 0| = | RO = | FCY| =
| 7G| = |G| = 1.
Enfim,
%] = 7O+ 1OV =141 =2

] =700 + | #O = 141 =2
%] =70 + |70 =14 1=2
%] = |70 +|sE =1+1=2

Mais ainda, conforme dito acima, temos que

m € ‘/2%2 2(9) e (y(m) € 1%,?%,21,1,1,1(5&)

Utilizando resultados conhecidos, vamos agora estudar algumas importantes aplicacoes

da fungao ¢ e dos lemas anteriores envolvendo codimensoes e cocaracteres.

Proposigao 4.1.8. Seja A uma Pl-dlgebra G-graduada. Entao
*P2(A® E) = 2" (A).

Demonstracao. Do artigo [11] de Di Vincezzo é conhecido que a G-codimensao de A e

a sua codimensao graduada sao relacionadas pela férmula

SOED VR (L LSRN (413

n n!
ning--n. ) nylngl-on,l

Portanto, para a G X Zs-codimensao de A ® E, temos que

onde

- n G X7
(AR E) = ( )C 2 U,
( ) Z plql . .qur pl,Q1,...,pr,qT( )

P1+qi++prtgr=n

De [4.1.2] segue que,

G X7
cPli]l?maPrer (A® E) = Cp1+q1, Prgr (A),
pois
G X7 G
dim ‘/1’1;172 \Pr,qr <A ® E) . ‘/pl‘i’(h, Pr+qr (A>

= d .
‘/;7(1;,21272 Progr (A ® E) N TG(A ® E) V;J?Jrqh Prtgqr <A> a TG<A)
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Mais ainda, é facil ver que

O e P B G R
b1q1 - - - Prgr pl+Q1"’pr+Q7" b1

Enfim, por segue que

GXZ _ n GXZ
SRCET D DR (U L e

p14+q1+...Aprtgr=n Prdr

_ Z ( n )(P1+Q1>__
p1+Q1"'pr+QT D1

p1+qi+...+prt+gr=n

N1t N =npi+qgi=n;

pois p; + ¢; = n;. Agora note que,

Pitqi=n;

Assim

n
CGXZQ (A ® E) 2n1+n2+...+nrcG
n ny--on N yeeesTlp
r

ni+...+nr=n

__9n n G
SEAD DI (R e

ni+...+nr=n

= 2"cC(A).

Dr + qr
) Dy Cpi+q1,pr+ar

SR ORI o N [ B GO

P+ qr>
Dr

G

(A)’

= ()G G =22, ) 6 ()

(4)

]

Em [17], Giambruno e Zaicev provaram que para toda Pl-dlgebra A, o limite
lim,, {/¢,(A) existe e é um nimero inteiro, chamado de expoente de A (ou de var(A).
De modo analogo, para uma algebra GG-graduada A podemos considerar a sua sequéncia

de codimensoes €

“(A) e o limite lim,, {/c%(A), em que este limite é o expoente gradu-

ado de A (ou de var(A)). Apenas resultados parciais sobre a existéncia desses limites

sao conhecidos.

(4)
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Corolario 4.1.9. Considere My(E) com a sua Zs-graduag¢ao natural. Entdo

lim /¢ (M, (E)) = 2p*.

Demonstracao. Pela Proposicao temos

lim /¢S (A ® E) = lim {/2ncG(A)
n n
= 2lim {/cG(A).
n
Como Regev descreveu o comportamento assintético da sequéncia de codimensoes para

A = M,(K) em [31], sabemos que lim,, {/c,(M,(K)) = p*. Logo tomando G = Z, e

considerando a Z,-graduacao natural em M,(K') temos

lim /22 (A® E) = 2lim {/ &2 (A) = 2p°.
0

Vamos agora estudar as sequéncias de cocaracteres. Seja . uma G X Zs-particao
canonica de n. Por , seja ¢ a sua GG-particao associada, onde J = UgeG 291 550

os fndices das varidveis de Zy-grau fmpar em V.¢*%2(7). Recordemos que,

H := H(.?) = Sym(.Z9Y) x Sym/(29D) x ... x Sym(L90) x Sym(.79V)

=Sy, X Sq X ... xSy, XS,

Similarmente, seja H(¥) = Sp44; X - - - X Spotq, 0 grupo associado a G-particao ¥.
Note que H < H(%¥), logo V¢ e VOxI2

P1+q1,Pr+qr DP1,q15-5Prqr
Segue da teoria das representacoes de grupos simétricos que as representacoes irre-

sao ambos H-moddulos.

dutiveis de H e seus caracteres estao em correspondéncia bijetiva com as multiparticoes

(A, 1) := Ay, 1)s -5 Ay ) )

onde \; e u; sao partigoes de p; e g;, respectivamente. Isto ocorre pois existe uma relagao
biunivoca entre os caracteres de grupos simétricos e suas particoes. Mais precisamente
se usarmos os mesmos simbolos \; e u; para denotar os caracteres irredutiveis associados
as partigoes \; e p;, entdo o caracter do H-mddulo irredutivel associado com (A, i) é o
produto tensorial A(1)@p1)®. .. @A) @) O H-cardcter domddulo VSx2 - (AQE)
é o cocardcter x5X72 (A® E) e o H-cardcter de V.7, . (A) é o cocardcter

induzido <X;§1+q1,...,pr+qr(’4)) 1 H.

Proposicao 4.1.10. Seja

(XS gt (D) LH ="y (A 1)
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o cardcter do H-mddulo

(‘/;7?4‘(]11---7177*4’%"/(‘/;7?4‘(]11---7177”4'%" NTa(A))) L H.

Entao o cocardcter do H-mddulo

Vo prar! Voriar2 prgy N Taxza(A® E))) L H

P1,91;5--,Prqr P1,91;5--,Pryqr

[N

XgTqZI?HwPMQT (A ® E) = Z m<)‘uu> <)\7 /’L >7
onde
) =A@ ® iy @ - Ay ® pigyy

2 ,u/(i) € a parti¢ao conjugada de ;).

Demonstracao. Como H = S, x S; X ... xS, xS, , podemos escrever todo h € H

da forma

h=oym...00m ;0,€8, et €95,.

Vamos considerar o H-mddulo Ku sobre a a¢ao dada por hu := (—1)™™"y. Note
que a acao de h é dada apenas pelos elementos das particoes ¢;’s, que sao exatamente
os termos de Zo-grau impar. Da teoria de representacoes temos que se M é H-modulo
irredutivel com cardcter (A, p), entdo o H-caracter irredutivel do médulo M & Ku é
(A, /_/), pois o cardcter de M @ Ku é do tipo Y% @ y(1") = X@’ﬁy, por James 6.6 77,
e como a agao ¢ apenas sobre os ¢;’s a conjugacgao serd apenas sobre seus caracteres.

Sabemos que
Vp?;lz"g”’p“% M TGGXZQ (A®E) = CJ(‘/;J?+q1,...,pr+qr NTg(A))

entao, devido ao fato anterior, para completarmos a demonstracao, basta provar que

~ GXZo2
‘/171+q17-~~7pr+‘17‘ ® KU —H %1,q1,-~~:phfh

: G
e que a imagem de V7

Ve varmia NTa(A)). Vamos definir o isomorfismo de espagos vetoriais 6 por

orier N Ta(A) ® Ku sobre este isomorfismo é igual a

0:VvC

G
prtauseprtar © Ku — C‘](‘/;)l‘i‘QL--wpr"‘QT NTc(A))

m®u— (y(m)

Entaose h:=[]o ][ 7 € H, temos que §(h(m®u)) = hf(m®u) e assim § é um isomor-

fismo de H-médulos. De fato, sejam J = {ji,...,ji},m := moxcgrl(. = .y

J1 (i)t ©
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o € Sym(J). Entao,

. , . , ’ Iel
Assim 6 é um isomorfismo de H-mddulos e segue que o submoddulo (V;71 gt prtgr ]

NTg(A)). Como os iso-
) ® Ku é do tipo

Te(A)) ® Ku tem como imagem isomérfica C; (VS g, o v

~ , G

morfismo vao preservar os caracteres e o cardcter de (V= .
/ z

(A, 1) o teorema estd demonstrado.

]

4.2 Identidades graduadas para A® F

Seja J = {iy,...,ix} C Ncom iy < ... < ig. Toda permutagdo o € Sym(J) é
determinada pela palavra a(iy) . . . a(ix) no alfabeto J. Dado m € N e nimeros inteiros
positivos ti, ..., t, tais que t, +... 4+, = k, podemos dividir a palavra a(iy) ... a(i)

em um produto de m subpalavras de comprimentos t4,...t,, e reescrever

=ay1...-A14, @21.---Q2¢5-..-Am 1 ---Am,, -
A g g A g
vV vV NV

t1 to tm

Se m € S, podemos permutar as m subpalavras de o por w. Assim, definimos a

seguinte permutacgao de Sym(J):

o = aﬂ—(l)vl e a/ﬂ-(l)7t7r(1) aﬂ—(2)72 e a/7r(2)7t7r(2) T aﬂ-(m)vm T aﬂ-(m)vtw(m) :

J

—~ ~ ~

tr(1) lr(2) Lr(m)

Queremos comparar os sinais de o com o sinal de a™. Vamos fazer isto da seguinte

maneira: seja

D:={iem|t;=1 (mod 2)}

isto é, D é formado pelos indices dos termos t; que sao impares. Se D # (), intro-
duziremos a seguinte notacgao: l; < ly < ... < [; sdo os elementos de D e deletamos

em 7(1)...m(m) as letras que ndo estdo em D. Denotamos por 7 a unica permutacao
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em Sym(D) definida pela palavra obtida desta forma. Mais ainda, esta palavra define

uma dnica permutagao m; € Sym(s) tal que

:ﬁ<ll) v fﬁ(ls) - l7r1(1) s l7r1(s)-

Antes de irmos ao proximo lema, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.1. Tomemos a palavra a; 1a1 201 302,102 2 de comprimento 5. Pela prépria

construcao é evidente que podemos olha-la como duas subpalavras de comprimento

3, a11a12a13, € 2, az1az2. Note que para trocar essas duas palavras de lugar seriam
——— ——

3 2
necessarias seis transposicoes. Para evidenciar isso, observe as transposicoes necessarias

para levarmos ag; até a primeira posi¢ao:

1,101,201 3021022 <> (1101 2021013022 <> 41102101201 3022 <> 02,101,101201 3022
e 0 mesmo ocorrerd para levarmos as o até a segunda posicao.
Lema 4.2.2. 1. Se D =1, entdo (—1)*" = (=1) para todo ™ € S,,.

ii. Se D # 0, entio (—1)*" = (—=1)*(=1)™ para todo 7 € S,,.

Demonstrac¢ao. Como toda permutacao em S,, é um produto de transposicoes do tipo

(r r+ 1), vamos assumir que 7™ = (r  + 1). Entéo

™

a =ay1.--Q1¢;---Qpy11--- ar+1,tr+1 Ar1 .. . Qrg, - Ap1... Ay,
N Vv 4 ~ Vv N TV N Vv 4
t1 tri1 tr m,tm

pois apenas as subpalavras de comprimento ¢, e ¢, sao mudadas de lugar. Assim, o™
é obtido por ¢, - ¢, transposicoes de letras subsequentes das palavras de posigoes r e
r+1 em a. Portanto, (—1)*" = (—1)*(—1)ftr+1,

Se D =, entao (—1)*" = (—1), pois ¢, e t,,; sao pares. Se D # (), entdo existem
7 € Sym(D) e m; € Sym(s), onde, claramente, 7 e 7 tem o mesmo sinal. Mais ainda,
se pelo menos uma entre ¢, e t,,; forem pares, entao 7 = id e (—1)*" = (=1)%(=1)" =
(—1)®. Finalmente, assumindo que ¢, e ¢, sdo ambas impares, temos que 7 = (r r+1)
e (—1)*" = (=1)%(—=1)trt+1 = (=1)*(—1)™, pois ¢, - t,11 ¢ {mpar. O

Exemplo 4.2.3. Seja w = wywyws € V', onde

ggs)xggz) ) (92);w (92) .(93)

_ .(g1) R _

Defina, Supp{w;} = {j € N | xg-g) aparece em w; para algum g € G} , com i = 1,2, 3.
Dado J ={1,3,5,7}, temos

|J N Supp{un}| =1=1t,
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|J N Supp{ws}| =2 = t,
| J N Supp{ws}| =1 = t3.

Note que |J| = t; + t5 + t3. Considere a palavra de indices 1,3,5,7 na mesma ordem

em que estes indices aparecem em w, ou seja 1 37 5 . Como uma permutagao
ha e

t1 to ts
a € Sym(J) a palavra pode ser descrita como

1 35 7
o= .
1 3 75
Agora, fazendo b; = ¢ (w;), temos

by = p(wy) = :L‘A(lgl’o)xég?”o)x(lg%l)

by = p(wy) = xégl’l)xégz’l)

by = gO(th,) _ xégz,l)‘régs,o)‘

Observe que 6(by) = 1, d(b2) = 0 e 6(b3) = 1, onde & denota o Zsy-grau. Veja que

d(b;) = 1 se, e somente se, t; é impar.

Lema 4.2.4. Sejam f := f(z{",...,29") € VY wy,..., wy, monomios em K(X|G)
tais que dg(w;) = gi e f(wy,...,wy) € V¢, Seja J Cn. Entio existe D C {1,...,m}
e elementos homogéneos by, ..., by, € K(X|G X Zs), tais que

i. 0cxz,(bi) = Oz, (wp(xf)).

. CJ(f(wb s 7wm)) = ig<b17 e 'abm)f onde 9= CD(.f)

g 3 g1 g _ I (1) Ir(m) A s
Demonstragao. Seja f(x{', ..., xfr) =30 g T (y) .- T () € tome monomios wy,. . .,
w,, tais que w = wy - - - wy,, ¢ multilinear, ou seja, os termos em todos os w;’s sao dis-

tintos. Definimos,

Supp(w;) == {j € N | 2§ ocorre em w;, para algum g € G}.

Seja J = {i, ..., i1} e |J N Supp(w;)| :=t;. Como f(wy,...,w,) € V.C, temos que
a unido dos indices dos w;’s sdo iguais a n. Logo, todo i; € J é tal que i, € Supp(w;),

para algum j. Assim, Y . ¢; = k. Sejam

arq...A140a21...42¢ - .. Ay 10m ¢,

as letras de indices 74, ..., 7, das variaveis de w na mesma ordem em que aparecem em

w. Isto define a permutagao o € Sym(J)
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i ik
a = .
ari1 .. Am,

D={i|t;=1 (mod2)},

Finalmente, seja

isto é, D é o indice dos monomios w;’s tais que a quantidade de elementos de w; que
estao em J ¢ fmpar. Daf (;(w) = (—1)%p,(w) e, para todo m € Sp,, pelo Lema [1.2.4]
obtemos

CJ(wW(l) to wﬂ'(m)) = (_1>QW90J(U)7T(1) - ww(m)) = (_1)a(_1)7r1 @J(wﬂ’(l) to wﬂ(m))
se D # (). Por outro lado, se D = (), segue que
Crlway  Wamy) = (1) 01 (W1 * +* Wagm)) = (= 1)@ (Wr1y  * * We(my)-

Agora, seja g o polindmio

gl ity = o (f(aft )
e
by == py(w;).
Observe que, para todo i = 1,...,m o G-grau de b; e w; sao iguas. Além disso, o Zo-

grau de b; é par se o Zg-grau de p;(w;) for par e isto ocorre se o nimero de varidveis
de grau impar em @, (w;) for impar. Ou seja, b; é par se, e somente se, i € D. Mais

ainda, ¢p(z)’) tem Zg-grau impar. Logo
Oz, (bi) = daxzy (0 ("))

e a parte i) estd demonstrada.

Para completar a demonstracao, observe que se D # (), temos

h mm _ In 9r(m
g™, algmhm) = ¢p (Z cwxw(il))"'%(%f)

TESm
T 9n 9r(m
= Y enl=DMpplay) - ar)
7T€Sm

e assim, multiplicando ambos os membros por (—1)* e substituindo os by, ... by, obte-

mos

= Z Cr(=1)* (=)™ @ s(wry) - - s (Wr(m))
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Analogamente, se D = (),

’h msltm I 9r(m
g(xggl 1)7"'7 gg " )) CD (Z Cr ((11)) xﬂ'(:n))>

TESm

g7r(1) gw(m)
= D ety A

TESm

e, novamente, multiplicando ambos os membros por (—1)® e substituindo os by, . .. by,

temos
(=1)%g(b1, ..., b ZCM D)
= Z cr(—1) %0 wﬂ(1)) - 0.7 (We(my)
— Z CWCJ Wr(1) - wﬂ(m))
= C(f(wr, ..., wn))
Portanto,

Cr(flwr, ... wp)) = £g(by, ..., by),

onde g = (p(f) e assim a segunda parte do lema estd demonstrada.
]

Teorema 4.2.5. Seja & C K(X|G) um sistema de geradores multilineares para Te:(A).
Entao, o conjunto

{G(f) e K(X|GxZy | fe&,JCN}

¢ um sistema de geradores multilineares para Tgxz,(A® E).

Demonstracao. Seja U um T xz,-ideal gerado por

{C(f) € K(X|G xZy) | fe&,jCN}

Pelo Lema temos que U C Tgxz,(A® E), pois (5(f) € Taxz,(A® E). Seja h €
Texz,(A®E). Como charK = 0, podemos assumir que h € VP?EZ? g Toxz, (AR E).

Entao pelo Lema existe h € VG, .. NTg(A) e J C N tal que h = (;(h).
Como h esta no T, G—ldeal gerado por &, segue que

h= Zafuff(wl, ey Wiy )UF

para algum f € &, para alguns monomios uys,vs, wy e escalares ay. Por outro lado,

para cada f

Crlupflw, .oy wm)vp) = £C5(up)C(F)C(vy)
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e pelo Lema existe algum D(f) = D C {1,...m} e elementos homogéneos b; =
bi(f), com Ogxz,(bi) = daxz,(ep(zd)) tais que C](f(w]_, cey W) = £g(by, ... b)),
para g = (().

Observe que, em particular, g = (p(f) estd em U e a substituigao (by,...,b,) é
G X Zg-admissivel, logo g(by,...,b,) € U. Isto implica que

h) = ZiafCJ(Uf)CJ(f(wla s wm))C(vy) €U,

pois us, vy sao monomios e (;(f(wy,...,wy)) = £g(b1,...,by) € U. Assim, h e U e
Toxz,(A® E) C U.
[l

4.3 Identidades 7, x Z,-graduadas de M, (FE)

A primeira aplicagao do Teorema descreve as identidades Z,, X Zy-graduadas
da dlgebra de matrizes M,,(E). Para tal, utilizaremos o resultado de Vasilovsky [35],
no qual foi encontrado um conjunto de geradores para as identidades Z,-graduadas da
algebra Z,-graduada M, (K). Vasilovsky ja havia descrito as identidades polinomiais
Z-graduadas da algebra das matrizes M, (K) em [34]. Inicialmente, note que podemos
utilizar o Teorema[1.2.5] pois M, (E) = M,(K) ® (E) e assim se trata de uma élgebra
do tipo A® F.

Corolério 4.3.1. O ideal Ty, «z,(M,(E)) € gerado pelo sequinte conjunto de identida-

des multilineares:

250, 2]
(
2

[xS0,0), T 0,1)]
xgo,l)x(o,n +x(0,1)$(071)
20510 60) _ (100 (=50 (0.0)
B
(00D 60 (10 (i) (00)
DI04 0 (i) )
2D 0061 | 6D (50) (i)
N N N e

para i € L.



4.3 Identidades Z,, X Zs-graduadas de M,,(E) 83

Demonstracao. Por Vasilovsky, [35], o Ty, -ideal de M,,(K) é gerado pelo conjunto de
monomios multilineares do tipo

{[x(l),xg];xix;ixg, I31’2 Yol i€ Zy}.

Pelo Teorema [4.2.5], temos que os elementos (;(f), onde f pertence a base do Ts-ideal,
formam uma base do Tgxyz,-ideal. Entdo, variando J C {1,2,3}, onde {1,2,3} é o
conjunto dos possiveis indices, temos os geradores de Tz, (M, (E)). Vamos comecar

avaliando o monomio [z9, 29]:

([, 28)) = (292§ — afa?)
= CJ(%%) CJ(xQxl)

= (=1)7p (a}29) — (1) (252?),

onde 0,7 € Sym({1,2,3}). Se J = (), entao

0,0) (0,0 0,0) (0,0 0,0 0,0
(a9, 29]) = 202X — zP00 00 = [0 G 00,

Se J = {1}, entao

0,1) (0,0 0,0) (0,1 0,1) (0,0
([, a9)) = 2tV — 2P = [ 20

Se J = {2}, entao

Colaf o)) = g™ — 2l = [, 2]

Observe que, em todos os casos anteriores 0 = 7 =id e (—1)7 = (—1)" = 1. Mais
ainda, o caso J = {2} gera um monoémio que é consequéncia do monémio gerado em
J = {1} e o caso J = {3} gera um mondmio idéntico ao gerado em J = ).

Se J = {1,2}, entao

Co([at, 2§)) = 2y + 2V,

onde 0 =id e 7 = (12).

Os casos J = {1,3} e J = {2,3} geram polinomios idénticos aos gerados em
J = {1} e J = {2}, pois nao temos nenhuma varidvel de subindice 3. Por ultimo, o
caso J = {1,2,3} é andlogo ao caso anterior, pois novamente nao temos varidvel de
indice 3. Com isso, concluimos a avaliagao do gerador [z¥, 29].

Avaliando agora o monomio z¢x; 'zl — xizy xl, temos:

Crlaymywy — wywy ') = G (@hwy o) — Gy o))

= (=1)7¢s(zizy"ay) — (=1)7ps (2525 2y).
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Seguindo o raciocinio anterior, se J = (), entao

Co(zhwy s —
Se J = {1}, entao

Calwyy el —
Se J = {2}, entao

Gy "oy —

Se J = {3}, entao

Cj(x’ wz_’:cg

(i.0) ,.(~ i,O)xéi,O) B

i
T3To Ty) =1y T

i—i i (4,1), (=4,0), (4,0)
L3To Ty) =17 T T3

i—i i (4,0) _(=4,1), (i,0)
T3y Ty) =17 T I3

i—iaN o (3,0) (=i,0) (3,1)
T3y 'TY) = 27 T T3

3

(4,0

3

(171

x(i’o)x

'z

— a:(i’o):v

'z

2

(—14,0) _(¢,1)
2 .

T

2

(—1%,0) _(4,0)
2 .

Ty

(_i7O)ZL‘§i7O) .

(71',1)3:52',0) ‘

Observe que em todos os casos anteriores ¢ = 7 = ¢d. Mais ainda, o monomio ob-

tido quando J = {3} é consequéncia do obtido em J = {1}, pois z;
(=i,0) . (i,1)

,1 —1,0 4,0
2D 7 10) 1 60)

é equivalente a

i,1 7,0 2,0
BRGNS

danga de subindices. Continuando:

Se J = {1,2}, entao
Co(whay el —

onde 0 =id e 7 = (12).
Se J = {1, 3}, entao

Colatmy xl

onde o0 =id e 7 = (13).
Se J ={2,3}, entao

Colalmy o)

onde 0 =id e 7 = (13).

— x(z O)x

(4,0)

x;’), apés uma mu-

) 7,) $5’Lvl)x(717) (2 0)+ (Z 0) ( 7‘1)$§7’71)

T3y Ty 2

(3,1) (—i,0) (z 1)+ (,1) ( zo)xgz‘,l)

P o—i iy
— T3y Ty) =Ty Ty

sequéncia do obtido em J = {1, 2}.
Por tltimo, se J = {1, 2,3}, entao

Gy oy

onde 0 =id e 7 = (13).

. ZL’%IQ_ZZL‘ZO _ xgi,O)x(z—i, ) (z 1) +x (z 1) ( 1, 1)xgi,0)

(4,1) (—i,1) (z 1)+x(z 1) (= z,l)xgi,l)

i o—idy
— 3T, 'T)) = Xy Xy

Mais ainda, note que o monomio obtido neste caso é con-

Portanto, eliminando os casos em os monomios obtidos sao consequéncias de outros

ou sao idénticos, chegamos a base do enunciado.

[]
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4.4 A algebra M,(FE)

No restante da dissertacao, vamos estudar a dlgebra Ms(F). O famoso teorema
estrutural de Kemer diz que as dlgebras My, (F) ® E ¢ My, (E) sao Pl-equivalentes.

Um caso particular deste resultado pode ser demonstrado com o que obtemos.
Teorema 4.4.1. As dlgebras M, 1(E) ® E e My(E) sio Pl-equivalentes.

Demonstragao. Pelo resultado de Di Vincenzo, em [I0], as identidades Zy-graduadas
de M, 1(F) sao geradas pelo sistema {[z, 23], vizlzl + zizlzi}. Entdo, variando J C
{1, 2,3} e usando o Teorema , da mesma forma como foi feito no corolario anterior,
chegaremos na base de T7,+z,(M;1(E) ® (E)). Vamos comecar avaliando o polinémio

[, 23):

CJ([xl’x2]) <J<x1x2 - .7}(2)1’(1])
= CJ(xll’z) - CJ(l’zm(l))

= (—1)7¢s(x)r3) — (1), (327),

onde o,7 € Sym({1,2,3}). Se J =0, entao
0,0) (0,0 0,0) (0,0 0.0
Gl a8)) = a2y — 2" V™ = [, 2" ).

Se J = {1}, entao

0,1 0,0 0,0 0,1 0,1 0,0
(23, 29]) = Va0 — 2PV = [V 200,

Se J = {2}, entao

Col[af, a3)) = &y — 2V = 1, 25"

Observe que, em todos os casos anteriores 0 = 7 =id e (—1)7 = (—1)" = 1. Mais
ainda, o caso J = {1} gera um monoémio que é consequéncia do monémio gerado em
J ={2} e o caso J = {3} gera um mondmio idéntico ao gerado em J = ).

Se J = {1,2}, entao

Gl a3)) = ay" Vel + g,

onde 0 = id e 7 = (12). O caso J = {1,2,3} é andlogo ao caso anterior. Com isso,
concluimos a avaliaciao do gerador [29, 9]. Avaliando agora o monomio z}zlzl—zizixl,

temos:

Cr(@imams + x375m1) = (o (212573) + Cr(w3m5m))

= (=1)7ps(@iym35) + (—1) 7y (237577).
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Seguindo o raciocinio anterior, se J = (), entao

1.1..1 11,1y _ (1,00 (1,0) (1,0) (1,0),(1,0)_(1,0)
Ci(xixamy — X3xamy) =) 'y T3 F Xy Xy Ty

Se J = {1}, entédo

1.1..1 11,1y _ . (1,1)_(1,0) (1,0) (1,0), (1,0)_(1,1)
Cr(xixamy — x3xamy) =) 'y Ty Fxy Xy Ty

Se J = {2}, entao

1.1..1 (170)3:%1’1) (1,0)

1..1..1 _ (1,0)_(1,1) (1,0
Cr(xjxamy + xmamy) = Iy Xy a7

T3+ Ty
Se J = {3}, entdo

1.1..1 (1,0) (170):6:(31,1) —xél’l)

1.1..1 _ (1,0), (1,0)
Cr(xmams + xgwamy) = Ty X xy .

)
Observe que em todos os casos anteriores ¢ = 7 = id. Mais ainda, o monomio
obtido quando J = {3} é consequéncia do obtido em J = {1}.
Se J = {1,2}, entao

1.1..1 111\ _ (L1 _(1,1) (1,0) (1,0)_(1,1)_(1,1)
Q(xlx2x3+x3xle) =Ty Ty Xz T T Xz Ty X

Y

onde 0 =id e 7 = (12).
Se J = {1, 3}, entao

ookl + ehed) = a9 — 0000
onde o0 =id e 7 = (13).
Se J ={2,3}, entao
Colatagry + oyt = af Oy Vag) — Ve Vag?

Y

onde 0 = id e 7 = (13). Mais ainda, note que o monoémio obtido neste caso é con-
sequéncia do obtido em J = {1,2}. Por ultimo, se J = {1,2, 3}, entao

1.1..1 11,1\ (1) (1,1) (1,1) (LY, (1,1) (1,1)
Cr(Ty 9Ty + T32977) = 1 Va5 xy T — w3 ay Ty,

onde 0 =id e 7 = (13).

Obtemos assim o seguinte conjunto de geradores para 17,z,(Mi1(E) ® (E)):

210, 2]

[I§0,0)7 xg),l)]
l.go,l)xéo,l) +$gﬂ,l)$g0,1)

xgl,o)xgl,o)xél,o) + xél,o)xél,o)xgl,o)
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F(ID (10 (L0 | (10),(10), (1)
AP0, 00 |00 a0, (1.0
D (LU0 _ (10) 4.1 0.
2PV (0 0 )00 (1)
IR (RIM RN (RN (RIMCRY)

Por outro lado, do Corolario |4.3.1} os geradores das identidades Zy x Z, graduadas
de My(FE) sao:

[xgo ,0) xéo 0)]

22", 3"
Igo,l)xéo,l) _i_mgo,l)xgo,l)
x(11,o)xg1,o)x§1,o) . xél’o)xél’o)xgl’o)
xgl’l)xgl’o)xél’o) o mi(%LO) , )Ing)

Ty T3

D000 | o

1) ( 0) (11)—1—:10(11)

(1,0) ,.(1,1) . (1,1)

1

(1,0
Lo
(1,0) (1,1) (1,0) _x(l,O)xgl,l)mgl,O)
2
HD)
(1, )xgl,l)

x&
"

e >x<1 DD

' § 24D (LY (1,1)

3 Ty I
Observe que estas identidades foram obtidas tomando i = 1 € Z,. Nao é necessario
tomar i = 0 € Zs, pois os polinomios encontrados desta forma sao consequéncias dos
polinomios anteriormente descritos.

Assim, os geradores obtidos para Tz, xz,(Ma(E)) € Tz, xz,(M11(E)® E) coincidem a
menos de sinal. Para acabar com este problema, vamos tomar o seguinte automorfismo

de Zg X ZQZ

(0,1) —
(1,0) —

(0,1)
(1,1)

Apé6s aplicarmos o automorfismo, as bases irao coincidir. Por exemplo, tomando
xgl’o)xgl’o)xél’o) + a:( 0 (1 9209 que esté na base de Tyyxz,(M11(E) ® (E)), temos

l:=

l(w(l,O)x(l,O) (1,0)+x:())1,0)xgl,0)

1,0 1,1) (1,1) (1,1 1,1) (1,1) (1,1
(10)1.0) € (10)) _ LD DD | (1) (11) (1)

Ty Ty Ty "Xy,

que ¢ um polindémio pertencente a base de T7,«z,(Ma(E)).

Com respeito a Zg X Zo-graduagao, Tyz,«z,(Msz(E)) possui os mesmo geradores que
Tz, (M1 (E)®(E)). Logo, Tz,xz,(M11(E)® E) = Tz, xz,(Ma(E)) e pelo Lema[2.3.5]
as algebras sao Pl-equivalentes.

[
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Agora, vamos descrever os cocaracteres para o T7,xz,-ideal de Msy(E). Primeira-

mente, pelo resultado de Di Vicenzo [10], temos:

Lema 4.4.2. Considere My(K) com a Zs-graduacao natural. Entdo,

Xno(M2(K)) = | n

e para m > 0

7
X2 (My(K)) = > (m—ny+1) ®
(n1,n2)Fn n2 ma

(m1,m2)Fm

Vamos entao demonstrar que:

Lema 4.4.3. Sejam H := S, X Sq X Sp, X Sg,, n=p1 +q1 e m = py + q2. Entao,

X (Ma(K) L H =Y mpy()

(@s,bs)Fps
(cirdi)Faqs

onde

<>\> aq ® C1 ® a9 ® Co
b d by d |

m<,\> = (k‘l + 1)(1{72 + 1)((@1 — b1> + (Cl - dl) - (k’l — 1))

e ki := min{a; — b;,¢; — d;}. Se m =0, entao

Xuo(My(K)) L H =| py ®| p2

Demonstragao. O lema anterior ja caracteriza os cocaracteres de Msy(K) e estes sao
do tipo v ® p, onde v é um caracter gerado pela partigdo (ni,ne) de n e g é um
caracter gerado pela partigao (mq, mg) de m. Além disto ja conhecemos os coeficientes
que acompanham cada um destes termos. Assim, determinar 22 (My(K)) | H é
equivalente a determinar (v ® p) | H, para cada v ® p pertencente a base.

Observe que,

(@ p) L H=v](Sp X 5q)® pd(Spy X Sgy),

pois (p1,¢1) é uma particao de n assim como v e 0 mesmo para (ps, @) € j. Por se
tratarem de casos andlogos, basta calcular a multiplicidade de cada componente da
decomposicao de v = (ny,n2) | Sy, X Sy,

Pela regra de Littlewood-Richardson, cada componente da imersao de (ni,ng) |
Sp, X Sq, € do tipo
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n—x

ng —yY ’

e pela Regra de Young cada uma destas componentes pode ser reescrita na forma

a C

DR

Utilizando o Teorema da Reciprocidade de Frobenius, ver [20], a multiplicidade

destas componentes em

nm
+ Spy X Sp,
2
é a mesma que a de v em
ole |
& T Sh.
b d
Como existe exatamente uma maneira de se obter
1
T2

comecando de

e ]
b 4]

estd multiplicidade é 1. Os diagramas de duas linhas induzidas em S,, por esta dupla

particao sao

a+c—nh ‘

b+h+d

para 0 < h < k := min{a — b,c — d}, onde cada um entre este tem multiplicidade 1.

O diagrama acima foi obtido utilizando a Regra de Littlewood-Richardson, retirando

box’s das primeiras linhas e colocando na segunda. Assim, pelo Lema [4.4.2] temos

N Ma(K))) LH = > (g — ng + 1)((n1,n2) @ (my,ms)) | H

(n1,n2)Fn
(m1,m2)Fm

= > DD kallar—b)+(c1—di) = 2hy 1) (ar, b1) @ (c1,dy) @ (az, b2) @ (2, da).

(ai ,bi)Fpi h1=0 ho=0
(ciydi)Fas

O coeficiente foi encontrado da seguinte forma: como ny = a3 +¢; — h e ny =
by + a; + h, segue que
n—ne+l=a+c—h—(by+d+h)+1
= (a1 —b1)+(C1 —dl) —2h+1
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Logo
(X (Ma(K)) L H =Y my (),
(ai,bi)Fpi
(Cz di)}_qi
onde
aq C1 (05} Co
(\) = ® & &
by dy by dsy
e
mey = (k1 + 1) (k2 + 1)((a1 = b)) + (e1 = di) — (k1 = 1)).
De fato,
ki ko k1
Z Z((al—b1)+(01—d1)—2h1+1> = Z<k2+1>((a1—b1)+(61—d1)+1—2(k2+1)h1
h1=0 ho h1=0
k1
= (k1 + Dk + D)((ar = b1) + (c1 —dr) + 1) = 2(ka + 1) Y _ Iy
h1=0
kq)(kr +1
= (4 1)+ Dl = i) + e — do) + 1) = 2(ky + pEELED)
= (k’l + 1)(1{‘2 + 1)((&1 — b]) + (Cl — dl) — (k’l — 1))
O caso m = 0 segue diretamente da primeira parte do Lema [4.4.2] O

Da Proposicao f.1.10] e do Lema [£.4.2] segue diretamente seguinte coroldrio:

Corolario 4.4.4. Temos

X%121>1;1Z,IQ72,(]2<M2(E)): Z m()x></\*>

(ai,bi)Fp;
(ci,di)Faqi
onde
C1 dl‘ co | do
ai a2
(\") = ® X X
b | by
e

mey = (k1 +1)(k2 + 1)((a1r = b1) + (€1 — di) = (k1 — 1)),
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com k; == min{a; — b;,¢; — d;}. Em particular,

q1

X2 (My(E)) =] py ®

4.5 Consideracoes Finais

Durante esta dissertacao, mostramos a Pl-equivaléncia entre as algebras do tipo
M, (E)®Mp(E) que em particular resulta na Pl-equivaléncia entre as dlgebras M, ,(E)®
M, (E) € My igspstqr(E). Também demonstramos que as dlgebras M (E) @ E e
M, (FE) sdo Pl-equivalentes. Ressaltamos que estas equivaléncias sao vélidas apenas
sobre corpos de caracteristica zero.

Para corpos de caracteristica p # 2 primo foi demonstrado em [4] e [5] que M 1 (E£)®
E e My(E) nao sao Pl-equivalentes, o mesmo ocorrendo com E® E e M;1(E). O caso
M,,(E) e M, ,(E)® E foi provado em [28]. Bem como também a nao Pl-equivaléncia
entre M,,(E) @ My1(E) e Myipars(E). Em [I] foi provado que M, ,(E) @ M. 4(E) e
Mactbe.adrve(E) nao sao Pl-equivalentes.
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