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Resumo

Sejam K um anel associativo, comutativo e unitdrio e K (X) a K-dlgebra associativa livre
num conjunto ndo-vazio X de geradores livres. Defina um comutador normado a esquerda
[x1,%2,...,X,] por [a,b] = ab —ba e [a,b,c] = [[a,b],c|. Paran > 2, seja T™ o ideal bila-
teral em K (X) gerado pelos comutadores [aj,ay,...,a,] (a; € K(X)). A dlgebra quociente
K{(X)/ T+ pode ser vista como a K-algebra universal associativa Lie nilpotente de classe n

gerada por X.

E ficil ver que o ideal T ¢ gerado, como um ideal bilateral em K (X), pelos comutadores
[x1,x2] (x; € X). E bem conhecido que o ideal T) é gerado pelos polindmios [x},x7,x3]
e [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4]  (x; € X). Um conjunto similar de geradores para T4 &
também conhecido. O resultado principal do presente trabalho € exibir um conjunto semelhante
de geradores para 7). Nés provaremos que o ideal TO) ¢ gerado, como um ideal bilateral em

K (X), pelos seguintes polindmios:

[x1,%2,X3,X4,%5],  [x1,%2,x3][xa,x5,%6],  [x1,%2,%3][xq, x5, %6, %7],
1, x2] 3,4, x5, x6] + [x6, 2] [x3,x4,x5,x1],  ([x1,x2] [x3,x4] + [x1,x3] [x2,x4]) [ x5, %6, X7],
[[e1,22) [x3, x4] + [x1,x3] [x2, 4], x5, %6,
(1, 22] [x3, x4] + [ox1, 3] [x2, x4], x5 [x6, 7] + [[x1, 2] [x3,x4] + [1,%3] [x2, x4], X6 x5, %7],

([x1 ,x2] [x3,x4] + [x1, 23] [XQ,X4]) ([x5,x6] [x7,x8] + [x5,x7] [x6,x8]),

com x; € X para todo i.

Nos também descreveremos algumas componentes multilineares de Z (X) /Lz e Z (X) /Ly,

sendo L, o n-ésimo termo da série central inferior de Z (X) visto como um anel de Lie.

v



Abstract

Let K be a unital associative and commutative ring and let K (X) be the free associa-
tive K-algebra on a non-empty set X of free generators. Define a left-normed commutator
[x1,%2, ... ,X,] by [a,b] = ab— ba and |a,b,c] = [[a,b],c]. For n > 2, let T" be the two-sided
ideal in K (X) generated by all commutators [aj,ay,...,a,] (a; € K(X)). The quotient alge-
bra K (X) / T+1) can be viewed as the universal Lie nilpotent associative K-algebra of class n

generated by X.

It can be easily seen that the ideal 7@ is generated, as a two-sided ideal in K (X), by the
commutators [x1,x)] (x; € X). It is well-known that T®) is generated by the polynomials
[x1,x2,x3) and  [x1,x2][x3,x4] + [x1,x3][x2,x4] (i €X). A similar generating set for T is
also known. The aim of the present work is to exhibit a similar generating set for TO). We prove

that the ideal T® is generated, as a two-sided ideal in K (X), by the following polynomials:

[x1,%0,x3,%4,%5],  [x1,%2,x3][x4,%5,%6],  [x1,%2,X3][x4,X5,%6,%7],
[x1,X2][x3, x4, X5, X6] + [x6,x2][X3,X4,X5,x1], ([xl,XQ][X3,X4]—|- x1,x3)[x2, X4 ) X5,X6,X7],
[[e1,22) [x3, x4] + [x1,x3] [x2, 4], x5, %6,

[ e, 2] [x3, xa] + [en, 3] [x2, xa), x5 [, 7] + [en, 2] [, 4] - e, x3] [, xa] X6 | s, 7],

([c1,x2] [x3,x4] + [x1, 23] [x2, x4]) ([x5,%6] [x7,x8] + [x5,%7] [X6, X5] ),
where x; € X for all i.

We also describe some multilinear components of Z (X) /L3 and Z (X) /L4 where L, is the

n-th term of the lower central series of Z (X) viewed as a Lie ring.
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Capitulo 1

Introducao

Seja R um anel associativo. O anel R pode ser visto como anel de Lie, com a multipli-
cacdo de Lie definida por [a,b] = ab — ba com a,b € R. Denotamos este anel de Lie por
[R]. Para i > 1 seja L;(R) o ideal em [R] definido recursivamente por L;(R) =R e L1 (R) =
[Li,R]. Em outras palavras L;(R) é o subgrupo aditivo de R gerado por todos comutadores
[[ ar,az), ... ,ai,l],ai] normados a esquerda de comprimento i, sendo ay,...,a; € R . Ob-
servamos que L;(R) é o i-ésimo termo da série central inferior do anel de Lie [R]. Parai > 1
seja T (R) o ideal bilateral em R gerado pelos elementos de L;(R). Se para algum m tivermos
T (R) =0, ou equivalentemente L,,(R) = 0, entdo R é chamado anel associativo Lie nilpotente

de classe m.

Em 1947, Jennings[24] publicou um dos primeiros estudos sobre anéis associativos Lie
nilpotentes. Em particular, ele mostrou que se R é Lie nilpotente entdo 7 (R) é um ideal nil
enquanto que 7 (R) & nilpotente. E mais, se R é finitamente gerado entdo 7 (R) também é
nilpotente. No caso em que R é um anel nil finitamente gerado, R € nilpotente se e somente se

€ associativo Lie nilpotente.

Virios autores contribuiram com o estudo de dlgebras e anéis associativos Lie nilpotentes,
sob vdrios pontos de vista. Listamos: Jennings [23, 1942]; Jennings [25, 1955]; Drazin e
Gruenberg [14, 1953]; Tyler [38, 1975]; Gupta e Levin [22, 1983]; Shalev [37, 1989]; Du [16,
1992]; Krasilnikov [28, 1997]; Riley e Tasi¢ [35, 1999]; Riley e Wilson [36, 1999]; Amberg e
Sysak [1, 2001]; Amberg e Sysak [2, 2003]; Petrogradsky [33, 2011], entre outros.

Se R for um anel associativo ndo comutativo, € interessante considerar os sucessivos quo-
cientes B;(R) = Li(R)/L;;+1(R) parai > 1. O modelo de comportamento dos quocientes B;(R)
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¢ em linhas gerais, que eles caracterizam, passo por passo, o desvio de R ser comutativo. Os
quocientes B;(R) juntos formam a soma direta B(R) = &;>1B;(R). Observamos que B(R) é uma
dlgebra de Lie graduada, pois temos que [B;(R),B;(R)] C B+ j(R).

Seja R, = C(x1,x,...,x,) a C-dlgebra associativa livre finitamente gerada, sendo C o
corpo dos complexos. Recentemente diversos estudos procuraram descrever a estrutura ge-
ométrica dos quocientes B;(R) = L;i(R)/Li+1(R) e Ni(R) = T"(R)/T"(R) para R = R,
bem como para algumas dlgebras quocientes de R,,. Nesta linha podemos destacar o trabalho
pioneiro de Feigin e Shoikhet [18, 2007]. Neste trabalho eles, em particular, descreveram o
quociente By, 2 = Lr(Ry)/L3(R;,) para o caso em que m = 2,3. Em trabalhos posteriores, para
algumas dlgebras R, incluindo R = R,,, diversos pesquisadores, procuraram descrever algumas
propriedades do quociente B;(R,,) para algum m e para i > 3. Entre tantos pesquisadores pode-
mos destacar: Dobrovolska e Etingof [12, 2008]; Dobrovolska, Kim e Ma [13, 2008]; Etingof,
Kim e Ma [17, 2009]; Arbesfeld e Jordan [3, 2010]; Balagovi¢ e Balasubramanian [5, 2012];
Bapat e Jordan [6, 2013]; Bond e Jordan [8, 2013]; Kerchev [30, 2013] e ainda Jordan e Orem
[26, 2013]. Entretanto, o problema de descrever o quociente B; para todo i e para qualquer m, e

em particular o célculo das séries de Hilbert destes espagos, ainda continuam em aberto.

Uma outra linha de pequisa segue o trabalho de Bhupatiraju, Etingof e outros [7, 2012].
Neste trabalho consideram a K-algebra associativa livre finitamente gerada
Ry = K {(x1,x2,...,%n), sendo K o anel Z dos inteiros ou um corpo finito F,, (ou seja, anéis
livres e IF-dlgebras livres). No caso em que K = Z, como eles destacam,“novas estruturas
emergem”. Apontam “um fato novo, rico e interessante € que os quocientes By, ; desenvolvem
tor¢cdo”. Neste trabalho eles estudam os quocientes By, ; € Ny, ;, usando de recurso computa-
cional (o pacote MAGMA). Com base nestes dados experimentais provam alguns resultados e
propdem uma série de conjecturas. Em particular, eles mostraram que Z (X) / 7G) ¢ um grupo
abeliano livre. Nesta dire¢do, Krasilnikov [29, 2013] mostrou que Z (X) / 7™ ndo é um grupo
abeliano livre. Observamos que Q,+1 = K (X) / T+ pode ser vista como a dlgebra universal

associativa Lie nilpotente de classe n.

Nosso trabalho seguird, em parte, esta ultima linha. Consideramos K um anel associativo,
comutativo e unitdrio e R a K-dlgebra associativa unitdria livre K (X) no conjunto nao-vazio X,
nao necessariamente finito. Nos apresentaremos um conjunto gerador do ideal bilateral T®) em

R, ou seja, as relagdes da dlgebra universal associativa Lie nilpotente de classe 4.

Observamos que a conforme defini¢do do ideal bilateral 7" em K (X) temos que

{laiy;aiy, - ,a;,] |ai; € K(X)} € um conjunto gerador deste ideal; no entanto tal conjunto é
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“muito grande” e mesmo quando o conjunto X € finito tal conjunto gerador € infinito. Fato mais
importante ainda € que este conjunto gerador é inadequado para trabalharmos no quociente
K({(X)/ T . Assim faz-se necessdrio de um “bom” conjunto gerador do ideal ™, que seja nao
apenas “menor” que {[a;,,a;,, . ..,a;,]|a; € K(X)} mas também apropriado para trabalharmos
no quociente K (X) / T, ou seja, um conjunto gerador que envolva apenas elementos do con-
junto X de geradores livres. E facil ver que um “bom” conjunto gerador do ideal 7, como um
ideal bilateral em K (X), é formado pelos comutadores [x,x3] (x; € X). E bem conhecido que o
ideal T é gerado pelos polindmios [x1,x2,x3] e [x1,x2][x3,x4] 4 [x1,x3] [x2,2x4] (x; € X) e este
“bom” conjunto gerador do ideal 73 foi apresentado em diversos trabalhos: para o caso em
que K € um corpo de caracteristica 0, veja Latyshev[31, 1963] ou Drensky [15, 1999]; e para K
um anel associativo qualquer, veja Popov([34, 1979] ou Gupta e Krasilnikov [21, 1999]. Quando
K é um corpo de caracteristica 0 a descri¢cdo de um “bom” conjunto gerador do ideal 7™ com 3
tipos de polindmios € um dos principais resultados do artigo de Etingolf, Kim e Ma [17, 2009].
Este resultado pode ainda ser deduzido do trabalho de Volichenko [39, 1978]. Para o caso em
que K € um anel associativo, comutativo e unitdrio a descricdo de um “bom” conjunto gerador
do ideal T™® com 5 tipos de polindmios foi apresentado no artigo de Deryabina e Krasilnikov
[10,2013].

Observamos ainda que até 0 momento nosso conhecimento sobre tor¢ao nos grupos aditivos
dos quocientes Z (X) /T & bastante limitado. E fécil ver que Z(X) /T® é isomérfico ao
anel Z [X] de polindmios comutativos em X, portanto o grupo aditivo de Z (X) / 7% ¢ um grupo
abeliano livre. No trabalho de Bhupatiraju, Etingof e outros [7, 2012] eles provaram que o grupo
aditivo de Z (X) /T ¢ também um grupo abeliano livre. Pelo resultado de Krasilnikov [29,
2013] o grupo aditivo de Z (X) / T® ndo é um grupo abeliano livre; precisamente ¢ uma soma
direta A1 © A, de um grupo abeliano livre A; € um 3-grupo abeliano elementar A;. Por meio
de dados experimentais (calculos computacionais usando o pacote MAGMA feitos em MIT e
de comunicagio restrita) é possivel conjecturar que o grupo aditivo de Z (X) / 7®) ¢ um grupo
abeliano livre enquanto que o grupo aditivo de Z (X) / 7" para n > 5 € uma soma direta de um
grupo abeliano livre com um 3-grupo abeliano elementar. Porém nenhuma destas conjecturas
foi confirmada até o momento. No trabalho de Deryabina e Krasilnikov [10, 2013], para obter
a descric¢éo do grupo aditivo de Z (X) / T®, precisaram do conjunto gerador do ideal TW. A
descricao do conjunto gerador do ideal T®) apresentado neste trabalho pode ser entendido como

um primeiro passo para confirmar (ou nio) a conjectura sobre o grupo aditivo de Z (X) / 7O,

Em vista dos resultados obtidos por Bhupatiraju, Etingof e outros [7, 2012] e Krasilnikov

[29, 2013] sobre os grupos aditivos dos quocientes Z (X) /L, para vérios n, neste trabalho estu-
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damos também a componente multilinear dos quocientes Z (X) /L3 e Z(X) /Ly de grau 4 e 5,

respectivamente.

1.1 Asrelacoes das dlgebras universais associativas Lie nilpo-

tentes

Seja R uma dlgebra associativa qualquer. Lembramos que para qualquer inteiro positivo
n > 2 indicamos por T (R) o ideal bilateral em R, gerado pelos comutadores [a;, ,dj,, ..., a; ]
de comprimento n, com a; € R. Denota-se por Q,(R) a dlgebra quociente R/T" (R). Ob-
servamos que Q,(R) é a (maior) dlgebra quociente de R que satisfaz a identidade polinomial

[x,-] ,xiz, . ,xin].

Recordemos que uma dlgebra associativa qualquer R € associativa Lie nilpotente de classe
no méximo n se T"+V(R) =0, isto é, R = 0,1 (R). E fécil verificar que 4lgebras associativas

Lie nilpotente de classe 1 sdo dlgebras comutativas, pois R = Q»(R).

Sejam K um anel associativo, comutativo e unitdrio e R = K (X) a K-dlgebra associativa
unitdria livre no conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, com A C N. Entdo R é um K-
modulo livre com base {x; x;,...x; |k > 0,i; € A} formado pelos monémios ndo-comutativos
nas varidveis x,xp, ... Consideremos ainda [R] a dlgebra de Lie associada a R com a multipli-
cacdo de Lie [a,b] = ab — ba, para quaisquer a,b € R. Consideramos o comutador [x{,x7, ..., x|
normado a esquerda assumindo [a, b, c] = [[a, D], c], para quaisquer a,b,c € R. Para a K-dlgebra
associativa unitdria livie R = K (X) indicamos por T o ideal bilateral T (R) em R = K (X).
Eainda 0,1 =K (X)/ yuany pode ser vista como a dlgebra universal associativa Lie nilpotente
de classe n. Observamos ainda que O, = K (X) / T? ¢ a algebra polinomial comutativa ou a

algebra universal associativa Lie nilpotente de classe 1.

Lembramos que o ideal bilateral T ¢ gerado, por defini¢do, pelos comutadores [a;,,a;,] de
comprimento 2, com a; € R. E facil verificar que os polindmios do tipo [Xi,,Xi, ], iy € A formam

um conjunto gerador do ideal 7@,

Um conjunto gerador para o ideal T3) & bem conhecido; veja por exemplo [31, Lemma 1],

[21, Lemma 1], [18, Proposition 1] ou [7, Proposition 3.1].
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Proposicao 1. [[31],[21],[18],[7]] Seja K um anel associativo, comutativo e unitdrio e seja
K (X) a K-dlgebra associativa livre com o conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, entdo

0 ideal T®) ¢ gerado, como um ideal em K (X), pelos polinomios

[xil 7xi2vxi3] (ls € A)7

[xil 7xi2] [xi3>xi4] + [xil ?xi3] [xizvxm] (iS € A)'

Observamos que nos trabalhos de Latyshev [31] e Feigin e Shoikhet [18] a Proposi¢ao 1
€ enunciada no caso em que K € um corpo de caracteristica 0, enquanto que no trabalho de
Gupta e Krasilnikov [21] (que faz referéncia ao trabalho de Popov([34]) K € um anel associativo
qualquer; ja no trabalho de Bhupatiraju, Etingof e outros [7] K € o anel Z dos inteiros. O
resultado anterior ainda pode ser deduzido do trabalho de: Di Vincenzo [11] ou Drensky [15,
Lemma 5.1.1] se K € um corpo de caracteristica 0, e do trabalho de Giambruno e Koshlukov

[19] para um corpo infinito de caracteristica p > 2.

Observamos que no caso em que A = {1,2,...,m} for finito, R,, = K (X) significa a K-
algebra associativa livre com conjunto ndo-vazio X finito de geradores livres. Indicamos por
Omn = On(Ry) as dlgebra quocientes R,/ T, Assim a Proposicdo 1 exibe as relacdes da

algebra Q) 3, ou seja, as relagdes da dlgebra universal associativa Lie nilpotente de classe 2.

Como ja dissemos, para K um corpo de caracteristica 0 um conjunto gerador do ideal T®
foi apresentado no trabalho de Etingof, Kim e Ma [17]. Como os coeficientes dos polindmios
geradores sdo todos inteiros, o resultado de Etingof, Kim e Ma [17] (Theorem 4.3) vale para
qualquer corpo K de caracteristica diferente de 3. Ainda para K um corpo de caracteristica 0

este conjunto de geradores do ideal 7@ pode ser extraido do trabalho de Volichenko [39].

Proposicao 2A. [17, Theorem 4.3 | Sejam K um corpo de caracteristica 0 e K (X) a K-dlgebra
associativa livre sobre o conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, entdo o ideal TW ¢

gerado, como um ideal bilateral em K (X), pelos polindomios

[—xi1 axizy-xi37xi4] (ls € A)a (11)
[xilaxiz][xi3axi47xi5] (lS € A)? (12)
([‘xil 7xi2] [xi3’xi4] + [‘xil 7xi3] [xizaxllt]) [xis"xi6] (is € A)' (1.3)

Recentemente Deryabina e Krasilnikov [10] exibiram o seguinte conjunto gerador para T®,

considerando K um anel associativo, comutativo e unitario.
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Proposicao 2B. [10, Theorem 1.3 | Seja K um anel associativo, comutativo e unitdrio e seja
K (X) a K-dlgebra associativa livre sobre o conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, entdo

0 ideal T™ ¢ gerado, como um ideal bilateral em K (X), pelos polinémios

[Xi), Xy, Xiy, Xiy | (s €A), (1.4)

X3y, Xiy , Xig | [Xiy , Xis, Xig | (is € A), (1.5)

[Xi, 3 X | [Xig s Xig » Xis ) F [Xig X | [Xig, Xig , Xiy ) (is € A), (1.6)
(X3 20y ) X Xy, Xis ) [y 5 X3 ) [y, Xiy X ] (i € A, (1.7)
([, > i iy X ) 4 [y 5 i i X)) i i) (i € A). (1.8)

Observacio 1.1. Observamos que 3[x;,, X;, |[Xi5, Xi , Xis| € T®) (veja Volinchenko [39] ou Etingof,
1

Kim, Ma [17]). Com isso se K for um anel associativo, comutativo e unitdrio tal que 3 eK

temos que [x;, , X, ] [Xi;, X, Xis] € T®. Como os elementos (1.5) — (1.7) pertencem ao ideal ge-

1
rado por [x;,, X, ] [Xiy, Xi,, Xis] (is € A). Se 7€ K entdo o ideal gerado pelos elementos (1.4) —

(1.8) coincide com o ideal gerado por (1.1) —(1.3).

Observamos que no caso em que A = {1,2,...,m} for finito, R,, = K (X) significa a K-
algebra associativa livre com conjunto nao-vazio X finito de geradores livres. Assim a Proposicao
2 exibe as relagoes da algebra Q,, 4, ou seja, as relagdes da dlgebra universal associativa Lie

nilpotente de classe 3.

O nosso resultado principal serd exibir um conjunto gerador para o ideal bilateral T, ou
seja, as relacdes da algebra universal associativa Lie nilpotente de classe 4. Esperamos assim
contribuir para uma futura descricdo da dlgebra Q5. Observamos que este resutado foi postado

em arXiv no tltimo més de junho [9].
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Teorema 3. Seja K um anel associativo comutativo unitdrio e seja K (X) a K-dlgebra associa-
tiva livre com o conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, entdo o ideal TO) ¢ gerado, como

ideal bilateral em K (X), pelos polinémios

[Xi) > Xiy s Xiy Xig Xis |
[Xi, 5 Xy | [Xig s Xy, Xis » Xig |+ [Xig s Xiy | [Xiy > Xig 5 Xis s Xi, |
X3, 5 Xiy , Xis | [Xiy » Xis » Xi |
[Xiy s Xy X | [Xiy , Xig , Xig s X |
(i, 5 i iy X ) 4 [y 5 i3 i Xy ] ) i s X i ]
[y s iy ) [ s iy ) [y 5 X ) [y s X ) X, Xig )
(e s xin ) i Xy ) 4 [y 5 i) [ Xy ) Xis | [ %] +
Aoy i) [ i, ] iy 5 i ] [y i ] X | s 6

([xil 7xi2][xi3’xi4] + [xil >xi3][xi27xi4]) ([‘xi57'xi6] [xiwxig] + [xi57xi7] [ximxig])v

com iy € A para todo s.

Observacdo 1.2. Sejam K um anel associativo, comutativo e unitdrio e R = K (X) a K-dlgebra
associativa livre com o conjunto X = {x; | i € A} de geradores livres, com A C N. Seja ainda

R,, um ideal bilateral em R, definido recursivamente por
Ry=R e R,:1=R[R,,RIR para n>0.

O estudo da série de ideais R, foi iniciada por Jennings [23, 1942] pouco antes dos ideais T,
Se para algum anel asssociativo R tivermos R, = 0, para algum n > 1, ent@o o anel R é chamado

fortemente Lie nilpotente; veja por exemplo Petrogradsky [33].

Em contraste a um “bom” conjunto gerador do ideal TW e a descri¢do do grupo aditivo
do anel quociente Z (X) / T, que nada sabemos para n > 5, um “bom” conjunto gerador do
ideal R, e a descri¢do do grupo aditivo de R/R, sdo bem conhecidos para qualquer n. Mais

precisamente, consideremos a série de conjuntos de comutadores X,, dado recursivamente por
Xo=X e X,11=[Xy,X] para n>0.

Para todo n segue do trabalho de Drazin e Gruenberg [14, 1953] que o ideal R, é gerado por

todos os produtos de comutadores da forma

X)X (ny) """ X(my)s

7
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com X,y € Xp,, ny > 1 (r=1,...,1)en;+ny+---+n; = n. Por exemplo, o ideal R; é gerado

por todos produtos de comutadores da forma
[‘xil yXip ’xis] € [xil 7xiz] [xis 7xi4];

com iz € A para todo s. Enquanto que o ideal Rz é gerado por todos produtos de comutadores

da forma

[xi17-xi27xi37xi4]7 [xi17xi2][xi37xi47-xi5] € [-xil7xi2][xi37xi4][xi5;xi6];

com iz € A para todo s. Ja no trabalho [38, 1975] Tyler mostrou que o grupo aditivo de Z (X) /R,

€ um grupo abeliano livre e ainda descreveu explicitamente uma base deste grupo para todo n.

A série de ideais R, (definida de outra forma) também foi considerada por Kapranov [27,
1998] que a usou para desenvolver uma versdo de geometria algébrica ndo-comutativa. Uma
tentativa de desenvolver uma constru¢do andloga usando os ideais T™ foi feita recentemente
por Jordan e Orem [26, 2013].

1.2 A série central inferior de um anel associativo livre visto

como um anel de Lie

Seja R um anel associativo ndo comutativo e [R] o anel de Lie associado a R. Recordemos
que L;(R) é o ideal em [R] definido recursivamente por L (R) =R e L;1(R) = [L;(R),R] para
i > 1. Deste modo L;(R) é o i-ésimo termo da série central inferior de [R]. Como jd dissemos, 0s
sucessivos quocientes B;(R) = L;(R)/L;y1(R) para i > 1 tem sido objeto de interesse de diversos
trabalhos recentes (veja por exemplo [18], [6], [12], [13]). No caso em que R = Z (x1,x2,...)
€ o anel livre com geradores livres x1,x7,... novos fendmenos aparecem; tais quocientes de-
senvolvem tor¢do, veja [7]. Para R = Z (x1,xp,...) usamos a seguinte notacdo L; = L;(R) e
B; = Bi(R).

Seja (my,my,...) uma sequéncia infinita de inteiros, tal que m; > 0 para todo i e m; > 0 ape-
nas para uma quantidade finita de indices i. Sejam R = Z (x1,x;,...) e R(mj,my,...) a compo-
nente multi-homogénea de R de multigrau (m;,my,...) nas varidveis xp,xs, ... respectivamente.
Assim

R= @(mlvm27~~-)R(m17m2, .. )
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Cada elemento do ideal L; em [R] pode ser escrito como uma combinagio linear de comu-
tadores [ay,...,q;], [ >k, onde ay,...,a; sdo mondmios de R = Z (x,x2,...). Observamos que

os comutadores [ay, . ..,q;| sdo multi-homogéneos. Assim cada ideal L; em [R] é da forma

Lk - @(m17m27...)Lk(m17m27 . ')7

sendo Ly(my,my,...) = Ly N R(my,my,...) uma componente multi-homogénea de L; de multi-

grau (my,mp,...).

Observamos que
R/Lk = 69(ml,mz,...) (R/Lk) <m17m27 .. ')7

com (R/Ly)(my,my,...) =2 R(my,my,...)/Ly(my,my,...). Da mesma forma

By = L /L1 = ®(my my,...) (Lic/Lir1) (m1,ma, ...,

sendo (Ly/Lii1)(my,my,...) =2 Ly /Ly (my,my,...)/L(my,my,...). Portanto o estudo de R/ L
e de By pode ser reduzido, respectivamente, para o estudo das componentes multi-homogéneas
de (R/Ly)(my,my,...) e (Ly/Liyi1)(my,my,...) de multigrau (my,my,...).

Para o anel associativo finitamente gerado livre R,, = Z (x,x2, ...,X5), 0 quociente
Bk = Li(Rm)/Li+1(Rm) foi estudado em Bhupatiraju, Etingof e outros [7] para alguns m e

alguns k . Em particular eles mostraram a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.3. [7, Theorem 4.1, Theorem 4.3]

1. Seja Ry = Z(x1,x2). Entdo B 5 é livre de tor¢ao.

2. Sejam R3 = Z(x1,x2,x3) e w = [x‘i_lnglxg_l[xhxz]?x;_l} € Bz com s,q,r inteiros

positivos. Entdo w é um elemento de tor¢do com ordem dividindo mdc(s,q,r). Se

mdc(s,q,r) =2 ou 3, entdo a ordem de w € igual ao mdc(s,q,r).

Bhupatiraju, Etingof e outros [7] apresentam ainda tabelas com dados experimentais (obti-
dos com recurso computacional: pacote MAGMA) de elementos de tor¢do, em particular, para

0 quociente B3 3 afirmam existir elementos de tor¢ido de ordem 2 e 3.

Neste trabalho apresentamos alguns resultados sobre o grupo aditivo R/L;. Nossa con-
tribui¢do serd apresentar R/L;(1,1,...,1,0,...) para k = 3,4.
————

k+1 vezes
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Primeiro mostramos que (R/L3)(1,1,1,1,0,...) é uma soma direta de grupos ciclicos in-

finitos.

Teorema 4. O grupo quociente (R/L3)(1,1,1,1,0,...) é um grupo abeliano livre de posto 10,
isto €,
(R/L3)(1,1,1,1,0,.. ) 2 ZBLZD - B Z. (1.9)
~—_——— —

10 vezes

Observamos que na demonstragdo do Teorema 4 nds explicitaremos os geradores dos grupos
ciclicos infinitos do lado direito da equagdo (1.9). Em particular exibiremos os geradores da
componente multilinear do grupo quociente By 3, ou seja, demonstramos que
B3 = (L3/L4) (1,1,1,1,0,...) é livre de tor¢ao.

Consideremos w = [xl [xz,x3,x4],x5] . Segue do trabalho de Feigin e Shoikhet [18, Lemma
2.2.1] que w € L3. Do trabalho de Bapat e Jordan [6, Lemma 6.1] deduz-se que 6w € L4.
Krasilnikov [29, Proposition 1.5] mostrou que w ¢ Ly . Assim segue que w+ Ly é um elemento

de tor¢do com ordem d em L3 /L4, sendo d um divisor de 6.

Aqui mostraremos a seguinte proposi¢ao:
Proposicio 5. Sejaw = [xl , X2 [X5,X47X3H. Entdo 3w € Ly.

Comow € L3, w ¢ Ly e 3w € Ly, segue da Proposi¢do 5 que w+ L4 é um elemento de tor¢ao
de ordem 3 na componente multilinear (L3/L4)(1,1,1,1,0,...) do grupo aditivo L3 /Ly .

Mostraremos ainda que o grupo aditivo de (R/L4)(1,1,1,1,1,0,...) ndo é livre de torcao.

Mais precisamente temos o seguinte:

Teorema 6. O grupo quociente (R/L4)(1,1,1,1,1,0,...) é uma soma direta de um grupo

abeliano livre de posto 56 com um grupo ciclico de ordem 3, ou seja,

Z
(R/L)(1L1,1,1,1,0,.. ) =2 ZOLE - S L. (1.10)
——— ——

56 vezes

Observamos que na demonstracdo do Teorema 6 nds descreveremos explicitamente gerado-

res dos grupos ciclicos infinitos, do lado direito da equagdo (1.10), e um gerador de VA

Observacio 1.4. Para my,my,... inteiros positivos fixados, (R/Ly)(mi,ma,...) € um grupo

abeliano finitamente gerado, ou seja, € uma soma direta de um conjunto finito de grupos ciclicos.

10
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Até o momento pouco sabemos sobre a ordem destes termos ciclicos, ou seja, sobre a tor¢do em
(R/Ly)(my,my,...). Segundo dados experimentais em Bhupatiraju, Etingof e outros ([7]) apare-
cem elementos de tor¢do em (R/Ly)(mj,my,...) apenas de ordem 2 ou 3. Nada é conhecido
sobre a existéncia de ciclicos de ordem que ndo sejam as citadas anteriormente, isto €, se apare-
cem (ou ndo) subgrupos ciclicos de ordem p # 2,3 nos grupos aditivos (R/Ly)(my,my,...).
Além do mais, ainda ndo foi provado que dado um k qualquer o grupo aditivo de R/L; ndo pode
conter p-tor¢ao para um conjunto infinito de nimeros primos p. No entanto tal fato pode ser
afirmado para o quociente R/ 7™ De fato, os elementos de tor¢do em R/ T® juntamente com
o elemento 0 formam um 7-ideal T'/ T7® em R / 7™® . Caso o conjunto de primos p fosse infinito
para algum k entdo o T-ideal 7'/ T ndo seria finitamente gerado, como T'-ideal. Porém pelo
resultado de Popov [34, 1979] cada T-ideal em R/ T®) ¢ finitamente gerado, como T-ideal.
Assim, para todo k, o grupo aditivo R/ T® pode conter p-tor¢do apenas para um conjunto finito

de ndmeros primos p.

11



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre dlgebras associativas e dlgebras
de Lie. Consideramos K um anel associativo, comutativo e unitdrio. Seja R = K (X) a K-
algebra associativa unitdria livre no conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, com A C N
. Consideremos ainda [R] a dlgebra de Lie associada a R, com comutador |a,b] := ab — ba
normado a esquerda, ou seja, [a,b,c| = [[a,b],c|, para quaisquer a,b,c € R. Lembramos que
um subgrupo aditivo / é um ideal bilateral na dlgebra associativa R se R-1-R C [. Nas duas
ultimas secdes deste capitulo apresentamos as relagdes das dlgebras universais associativas Lie

nilpotentes de classe 2 e 3.

2.1 Algebras associativas e dlgebras de Lie

Seja K um anel associativo, comutativo e unitdrio. Definiremos a seguir objetos livres para
anéis. Lembremos que a propriedade de possuir um objeto livre pode ser definida para vérias

estruturas algébricas.

Defini¢do 2.1. Seja X = {x; | i € A} um conjunto ndo vazio, com A C N. O anel associativo

livre (Z(X),+,-) é definido como o anel com as seguintes propriedades:

1. (Z(X),+) é um grupo abeliano livre gerado livremente por

{xi,...xi, | xi€X,n=1,2,...};

12
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2. A multiplicagdo de (Z (X),+,-) € tal que

(i oo Xy ) - (X oo X)) = Xy Xip Xy - Xy X, X, € X

Agora exibiremos uma propriedade importante para anéis associativos livres, a propriedade

universal.

Proposicao 2.2. Seja A um anel associativo. Entdo qualquer aplicagdo ¢ : X — A pode ser
estendida a um tinico homomorfismo f : K(X) — A. Em outras palavras, existe um unico
homomorfismo f : K (X) — A tal que f(x) = ¢(x), para todo x € X.

Demonstragdo: Definamos uma fungdo f : K (X) — A como segue. Seja
X={xi..xj, | xi€X,n=1,2,...}.
Primeiramente,
sem € X, entdo f(m) = f(x;,...x;,) = @(xi;) ... @(x;,)-
Sejap=oym;+---+aym. € K(X),coma; € Kem;jeX (1<j<r). Assim podemos definir
f(p) = ouf(mi)+---+ o f(my).

Pela defini¢éo de f temos que f(x) = ¢(x) para quaisquer x € X. Por outro lado € direto verificar

que f é um homomorfismo. O

Um anel de Lie é definido como um anel com multiplicacdo anticomutativa e satisfazendo

a identidade de Jacobi. Mais precisamente temos a

Definicdo 2.3. O anel (L, +, [,]) € um anel de Lie, se

1. Para todos x,y,z,w € L,
ey, z+w] =[x, z] + [y, 2] + [, w4 [y, W],

isto é, [,] € bilinear.

2. Paratodos x,y,z € L,
ey, 2+ [y, 2,0 + [z, 6,9 =0

13
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isto €, L satisfaz a identidade de Jacobi.

3. Paratodo x € L,
[x,x] =0

Observemos que um anel de Lie é anticomutativo. De fato, como [a + b,a + b] = 0 temos
[a,b] = —[b,q].

Daremos agora uma forma de obter o anel de Lie dado qualquer anel associativo A. Este
método consiste em definir uma nova multiplica¢do para o anel associativo A. Seja (A,+,-) um

anel associativo. Defina a seguinte operagdo em A:

[]: AxA —A
(a,b) +— [a,b]=ab—ba

Podemos verificar que A com esta nova multiplicagdo € um anel de Lie. Este novo anel, isto &,

(A,+,[,]) é chamado de anel de Lie associado (ou adjunto) a A e denotado por [A].
Definicao 2.4. Seja K um anel comutativo. Um K-méddulo a esquerda ou um médulo a esquerda
sobre K € um grupo aditivo M com multiplicacdo por escalar de K sobre M (isto €, uma aplicacao
de K x M para M), denotada por rm, para todo r € K e para todo m € M, tal que para todos
r,s € Kem,n € M, temos:

1. (r+s)m=rm+ sm;

2. (rs)m=r(sm);

3. rim+n)=rm+rne

4. Im =m, se K possui 1.

Analogamente, define-se K-moédulo a direita. Se M é um K-moédulo a direita e a esquerda,

diremos que M é um K-bimdédulo (bimddulo). Se o anel K for um corpo, ou um anel de divisao,

entdo o K-moédulo M é um espaco vetorial.

Definicao 2.5. Uma dlgebra A sobre um anel K associativo, comutativo e unitario é definida

como um médulo sobre K com uma multiplicagdo - : A X A —> A com as seguintes propriedades:
1. Aterna (A,+,-) é um anel, isto é, valem as leis distributivas:

(x+y)-z=x-z+y-z, paratodos x,y,z €A,

14
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x-(y+z) =x-y+x-z, paratodos x,y,z € A.
2. Paratodos x,y € Ae @ € K, temos
o(xy) = (ox)y = x(ary).
A dlgebra A é dita associativa, comutativa, de Lie ou com unidade conforme o anel (A,+,-)

for, respectivamente, associativo, comutativo, de Lie ou com unidade.

Assim como para grupos e anéis, um homomorfismo de dlgebras € uma fungdo que preserva

as operacgdes das respectivas dlgebras, mas precisamente temos a
Definicao 2.6. Sejam A; e A, duas dlgebras sobre um anel associativo, comutativo e unitario K.

Uma aplicacdo f : Ay — A, chama-se um homomorfismo se:

1. f € um homomorfismo de K-mdédulos.

2. f(x-y)=f(x)-f(y), para todos x,y € A.

Os teoremas usuais que se referem a isomorfismos de médulos, anéis e grupos também sao
vdlidos, com as mesmas demonstracdes, para dlgebras. Além disso, também existem objetos
livres para estas estruturas algébricas. Definimos estes objetos para dlgebras associativas como

segue.

Defini¢do 2.7. Sejam K um anel associativo, comutativo e unitdrio e X = {x; | i € A} um con-
junto ndo vazio, com A C N. A K-dlgebra K (X) é definida como o K-mddulo livre com base

{xi,...xi, | xi € X,n=1,2,...} com uma multiplicacdo tal que
(Xiy oo X ) (Xjy o X)) = Xip oo X Xy Xy Xi,Xj, € X
A K-dlgebra K (X) chama-se K-dlgebra associativa livre no conjunto X de geradores livres.

Agora exibiremos a propriedade universal para dlgebras associativas.

Proposicao 2.8. Seja A uma K-dlgebra associativa. Entdo qualquer aplicacdo @ : X — A pode
ser estendida a um vinico homomorfismo f : K (X) — A. Em outras palavras, existe um tinico
homomorfismo f : K (X) — A tal que f(x) = @(x), para todos x € X.

15
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A demonstracdo desta proposi¢do faz-se de forma anédloga a Proposicao 2.2.

Daremos agora uma forma de obten¢ao de dlgebras de Lie. Este método consiste em definir
uma nova multiplicacdo para uma élgebra associativa. Seja (A,+,-) uma dlgebra associativa.

Podemos definir a seguinte opera¢ido em A:

]: AxA —A
(a,b) +—— [a,b] =ab—ba

Novamente € direto verificar que A com esta nova multiplicacdo é uma dlgebra de Lie. Esta nova
dlgebra, isto é, (A,+,[,]) é chamada de édlgebra de Lie associada (ou adjunta) a A e denotada

por [A].

2.2 Ideal bilateral e ideal de Lie

Definicdo 2.9. Seja A uma algebra associativa qualquer.
1. Uma subdlgebra em A é um subconjunto ndo vazio Bde Atalque B+B CBeB-BCB.
2. Um ideal bitateral em A é um subconjunto ndo vazio/ de Atalque /+1CleA-1-AC 1.
3. Se I é um ideal bilateral em A, A/I é a dlgebra quociente de A por I.

Na Defini¢do 2.9, caso A seja um anel associativo tem-se analogamente o subanel em A,

ideal bilateral em A e o anel quociente.

Definicao 2.10. Sejam L uma dlgebra de Lie e A, B subconjuntos ndo vazios de L. Deno-
tamos por [A, B] o conjunto das combinagdes lineares de elementos da forma [a, b] sendo
acAebeB.

1. Uma subdlgebra de Lie em L é um subconjunto nio vazio A de Ltalque A+ A CAe
[A,A] C A.

2. Um ideal de Lie em L é um subconjunto ndo vazio I de Ltalque I+1 C e [I,L] CI.

3. Seja I um ideal de Lie em L, L/I é uma dlgebra de Lie, denominada a dlgebra de Lie

quociente de L por /.

Na Defini¢do 2.10 se L seja um anel de Lie tem-se analogamente o subanel de Lie em L, o

ideal de Lie em L e o anel de Lie quociente.
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Definicao 2.11. Sejam A uma élgebra associativa qualquer e [A] a dlgebra de Lie associada a A.

1. Para i > 1 seja Lj(A) o ideal de Lie em [A] definido recursivamente por Li(A) = A e

Lit1(A) =[Li,Al.

2. Parai> 1 seja T)(A) o ideal bilateral em A definido recursivamente por T (A) = A e
para i > 2, T/ (A) é gerado pelos comutadores [a j1,@jy,---,aj;] de comprimento i, com
ajc A.

3. Se para algum m tivermos T 1) (A) =0 e T (A) £ 0, ou equivalentemente L, 1 (A) =

OeL,(A) # 0, entdo A é chamada dlgebra associativa Lie nilpotente de clase m.

Em outras palavras, veja que L;(A) é o subgrupo aditivo de [A] gerado por todos comutadores
[[ ar,az), ... ,ai_l],ai] normados a esquerda de comprimento i, sendo ay,...,a; € A. Obser-
vamos que L;(A) € o i-ésimo termo da série central inferior do anel de Lie [A]. Observemos
ainda que T (A) € o ideal bilateral de A gerado pelos elementos de L;(A) para todo i > 1.

Observacao 2.12. Para qualquer i > 1 e dado y € L; temos que existem ay,...,a; € A tal que

y=lai,az,...,a;]. Assim para qualquer a € A, temos que
[v,a] = [[al,az,...,a,—],a] =lay,az,...,a;,a] = [ayap,as,...,a;,a] — [apay,as ... ,a;,a] € L;.

Portanto L; é um ideal em [A].

Na Defini¢do 2.11 se A for a dlgebra associativa unitéria livre R = K (X) indicamos por
70 .= 1" (R). Assim para qualquer n > 2, indicamos por T o ideal bilateral de R = K (X),
gerado pelos comutadores [q;,,...,a;,] de comprimento n com a; € K (X). E indicamos por
L; := L;i(R) o subgrupo aditivo de [R] gerado por todos comutadores [[...[a1,a],...,a;—1],a;]
normados a esquerda de comprimento i, sendo ay,...,a; € R. E ainda denotamos por O, a

1) Observamos que Qp+1 € a (maior) dlgebra associativa quociente

algebra quociente R/ T(
de R que satisfaz a identidade polinomial [x;,x;,,...,X;,,%;,,,]. E ainda 0,1 = K(X)/ T(nt1)
pode ser vista como a dlgebra universal associativa Lie nilpotente de classe n, ou seja, podemos
demonstrarmos de forma andloga a Proposicao 2.2 que Q.+ € o objeto universal da classe de

algebra associativa Lie nilpotente de classe 7 .
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2.3 Uma graduacio em K (X)

Dado um conjunto ndo vazio X, uma relacdo em X é um subconjunto de X x X.

Definicdo 2.13. 1. Uma relacdo (<y) no conjunto X é uma relacdo de ordem parcial se <y

for reflexiva, antissimétrica e transitiva.

2. Uma ordem <y em X € uma relagdo de ordem linear (total) se para quaisquer x,y € X

tivermos x <y you y <y X.

Observacdo 2.14. O conjunto X = {x; | j € A} possui uma relagdo de ordem linear (<x ) natural
. L - , kj
queéx; <xxj< i< j,como CN. Como consequénciaem R = K (X) temos xf’ <rX; & ki <k;

para quaisquer k;, k; inteiros ndo negativos.

Consideremos K um anel associativo, comutativo e unitdrio. Seja R = K (X) a K-dlgebra
associativa unitdria livre no conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, com A C N. Um
mondnio m; é um elemento de R da forma m;(X) = xf{lxgz = -xf,;” para i € N,1 < j < n,k;
inteiros ndo negativos. Denotaremos por M C R o conjunto de todos os mondmios de R. No
conjunto M, e consequentemente em R, introduziremos uma ordem linear, denominada ordem

lexicogrdfica.

Definicdo 2.15. Seja M C R o conjunto de monémios. Dados os mondmios m;(X),m;(X) € M.

Dizemos que:

m; <pmj << seexistirr € {1,...,n} tal que
ki k;, o
xi:’ <R xjr’ ,ouseja, i, < jroui,= jrek;, <kj e
kis _ kjs

xS =x.

i, i, ouseja, iy = Js € ki, = kj paral <s<r—1.

Observacao 2.16. Veja que x1xpx3x4 < X3X1X4, xzx%()“ <p XpX5x1, € x%()” <rpx3.

Usando a relagdo de ordem linear <; em M C R, podemos escrever um polindmio p(X) € R,

da seguinte forma
Yk k ki al
p(X) = Zaixii'xiéz X = Z oim;(X), 2.1
i i=1

com m, <y mjg se r > s, que denotaremos como a forma canonica de um polindmio p(X) € R.

k
Definicio 2.17. Para p(X) € R na forma candnica, ou seja, p(X) = Z om; (m; <pmjsei> j),
i=1
0 # ) € K, denominamos:
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1. aym; € o termo lider do polindmio p(X), denotamos por oym; = It (p),
2. my é o mondmio lider de p(X), denotamos por m; = Im(p),

3. oy € o coeficiente lider p(X), denotamos por o = lc(p).

Usando a ordem lexicografica podemos graduar R = K (X) da seguinte forma:
R=R(1)®RQ2)®R3B)®---,

onde R(i) consiste de todos os mondmios de grau i. Os subespacos R(i)’s sdo chamados de
componentes homogéneas de R = K (X). Além disso, podemos decompor (graduar) cada com-

ponente R(i) da seguinte forma:

Ri)= Y R(it,....in)

i1+ tig=i
sendo cada R(iy,...,i,) o subespaco gerado por mondmios de grau i; em xy,...,i, em x,. Um
elemento f = f(x1,x2,...,%,) € R(i1,...,i,) é dito multi-homogéneo de multigrau (iy,...,i,).

Oelemento f = f(x,x2,...,X,) é dito multilinear de grau n se ¢ multi-homogéneo de multigrau
(1,1,...,1,0,...).
N——
n vezes

2.4 Resultados auxiliares
Nesta secdio apresentamos alguns resultados conhecidos sobre os ideais L,(A) e T (A)
sobre A uma dlgebra associativa qualquer ou R = K (X) a K-dlgebra associativa unitdria livre.

O préximo resultado € bem conhecido, veja [23] .

Lema 2.18. Seja A uma dlgebra associativa e 7™ (A) o ideal bilateral de A gerado pelos

comutadores |a;, ..., a; | de comprimento n, entdo R-T" .R=R-T".
Demonstracdo: Basta observar que
[ar,a2]r = rlay,a2) + a1, a2, 1], Vr€AVar,a) € T™(A).

Assim
slay,ax)r = srlay,az] + slay,ap,r], Vrs€AN[ay,ar] € 7™ (A).
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g

Observacio 2.19. Claramente temos que 7! (A) C 7™ (A) para qualquer n > 2, pois

lai,, aiy, ais, . .., aiy, a6, | = |laiy,ai), iy, - -, aiy, ai,,, |, para qualquer a; € A.

Seja R = K (X) a K-élgebra associativa unitaria livre no conjunto X = {x;|i € A} de gera-
dores livres, com A C N, sendo K um anel associativo, comutativo e unitario. Consideremos

ainda [R] a dlgebra de Lie associada a R.
Observacao 2.20. Na observacdo (1.2) podemos mostrar, de forma andloga a proposic¢ao ante-

rior, que os ideais R, = R[R,,R|R = R[R,,R].

Lembramos que na Defini¢ao 2.11 se A for a dlgebra associativa unitdria livre R = K (X)
indicamos por T := (") (R). Assim para qualquer n > 2, indicamos por T™ o ideal bilateral
de R = K (X), gerado pelos comutadores |[a;,,...,a;,| de comprimento n com a; € K(X). E
indicamos por L; := L;(R) o subgrupo aditivo de [R] gerado por todos comutadores

[[ ar,az), ... ,ai,l],ai} normados a esquerda de comprimento i, sendo ay,...,a; € R.
O resultado seguinte é bem conhecido, veja [4, Theorem 1.6] .

Lema 2.21. [4] Para quaisquer x; € X, i € A e n inteiro positivo, temos que
X1,y Xn)m € TO, (2.2)

onde [, |z, significa um arranjo com | comutadores na palavra associativa xi - - - Xy,.

Demonstragdo: Primeiro mostraremos que
[X] yoe ,xn]ﬂfl S Ln,

usando indug¢do sobre a quantidade / de comutadores. Primeiro vejamos o caso em que [ = 2.

Observe que

(2, n—120]] = = [[Xn—1,X],2) = = [Xn—1.%0,2] 5

assim segue da Identidade de Jacobi que [x,—1,X,,2] = [2,X1—1,%n] — [2,Xn, Xs—1]. Portanto,

[Z7 [xnflaan = [Z,Xn,xnfl] - [vanfbxn]-
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Tomando z = [x},x2,...,X,—2], obtemos

|:[x17-x27 . 7xn—2]; [xn—lyxnu - [x17x27 e 7xn—27xn7xn—1] - [x17x27 e 7-xn—27-x}’l—17x}’l]' (23)

Para algum inteiro s com 1 < s < n, considere o comutador [[xl, ey Xs |y s 1y -y X1 ,an )

Como

[ty o]y st - s Xn— 15X = [[r, - x], st - oo e 1], ]

podemos aplicar a equagao (2.3) e assim obtemos

[[X],. .- 7xS]7 [—xs+17 cee 7xn717an =
= “xlv' i 7xS]7 [xs+la ce 7xn71]axn] - [[-xla s 7xS7xn]7 [XS+17 s 7xnle .
Aplicamos novamente a equagio (2.3) em [[)q yee s Xsy Xt 1y - - ,xn_1]] eem
(1, X6, X0, [Xst1, - - -, %n—1]] . Disto obtemos que [[x1, ..., [Xs41,- .., Xp—1,%,] | € uma com-

binacdo linear de comutadores de comprimento n, ou seja,

[[xl,... ,xs], [xs+17- .. ,xn_l,an eL,.

Admita que para cada arranjo de comutadores de comprimento r < [ tenhamos que [[xl b ,xs]n-,,}
¢ uma combinacdo linear de comutadores de comprimento s. Tomemos o arranjo de comuta-
dores de comprimento / na palavra associativa xi - - - x,,. Reescrevemos como um comutador de
dois arranjos ry,r, tal que [[xl, ... 7xs],trl] ¢ um arranjo de comutadores na palavra associativa

X Xg e [[Xoqts - ,xn]nrz} é um arranjo na palavra associativa X, | - - - X,,, Ou seja,

[XI, e 7xl’l]7'L'1 - [[Xh. . 7‘xs]7tr] 9 [strl; e 7xl’l]7fr2j| .

Pela hipétese de indugdo, aplicado aos arranjos de comutadores 7, e 7,,, respectivamente,

temos que
[X] PR ,ijIﬁrl == Zaily""/is [xll LA 7xis]7 1 S lJ S S7
I:.xs+17 e ,xn]n'rz - Zais+17"'7i” I:xi5+1 P 7xin]7 S+ 1 S l.] S n.
Pela linearidade do comutador, e pelo primeiro passo de indugdo, temos que [x;,,...,x;| € Ly e
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[xi, T ,Xi,] € Ly—s, assim para cada comutador de comutador
[[xil g ,xis], [x,'Hl yeun ,XinH € Ln-

Portanto temos que
“)C], e e 7Xn:|7[]:| 6 Ll’l'

Para obtermos (2.2) basta observarmos que L, C T, ]

O resultado acima garante que cada comutador de comutadores de comprimento n (ou

maior) ¢ uma combinacao linear de comutadores normados a esquerda de comprimento 7.
O seguinte resultado é bem conhecido, veja por exemplo [32, Lemma 2].

Proposicdo 2.22. [32, Lemma 2] Para quaisquer a; € K (X) e n > 3 tem-se,

la1,a2)[a3, a4, .. ,an,ans1] + lans+1, @2llas, as, ... an,a1] € T™.

Demonstragdo: Veja que

las,aq,...,an,ani1a1,a2] = [[ag,a4,...,an,anﬂa]],az} =
= [ant1laz,aa, ... ap,a1] + [a3,a4, ..., ap,ani1]ar,az] =
:an+1[a37a47--~;an;a1;a2]+[an+17a2][a37a47---aanaal]+

+[613,614, cee 7an7an+1][al7a2] + [03704, s 7an7an+17a2]a1-

Pela defini¢do do ideal T(”), Defini¢do 2.11, temos
las,aq,...,an,ans101,a2], |az,aa,...,ap,a1,a3] e [a3,a4,...,an,anJr],az]ET(")7

assim

[037614, cee 7an7an+1][a17a2] + [an+1,612] [613,614, cee 7an7a1] € T(n)

Observe que

[a3,aa, ... an,ans1)ar,a2] + [ans1,a2][a3, a4, . . . ,an,a1] =
= [ay,a2][a3,a4,...,an,an11] + [ant1,a2]laz,aq,. .. ,ay,a1] +

+ [[613,614, cee ;an;an—l—l]a [a17a2H .
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Pelo Lema 2.21 temos que [[a3, a4, ..., an,ant1], [a1,a2]] € T, assim segue o resultado.  [J

Lema 2.23. Para todo inteiro n > 2 e todo k € {iy,ia,...,in} ={1,2,...,n} temos

(Xiy s Xigs -+ 3 Xip_p> Xip_, -xk,xim,...,xn] = [xil,xiz,...,x,-kfz,xk-xikfl,x,-kﬂ,...,xn] mod L,,.

Demonstragdo: Veja que
[-xil s Xigs e s Xip o9 Xip_y Xk Xig gy - - 7-xn] =

= [xi17-xi27 <o i oy Xk Xig 9 Xy e - 7xn] + [xilaxizv s Xip o [xik_] 7xk]7xik+| PR 7xn} .

Pela defini¢cdo do ideal L,, Defini¢do 2.11, temos que

[xil,xiz, e Xig o [x,‘k_l ,xk],x,-kH . 7Xn] eL,.

Assim segue o resultado. u

Lema 2.24. Para {iy,iz,i3,i4,is} = {1,2,3,4,5} temos:

(Xiy > Xiy s Xiy s Xiy * Xis | = [Xiy *Xig s Xiy s Xy, Xig ) — [Xiy = Xig s Xy, Xy » Xiy | — [Xiy * Xy Xig» Xiy» Xiy | [Xiy ~ X, Xiy» Xiy 5 Xiy |-

Demonstragdo: Aplicando a antissimetria e a identidade de Jacobi, temos que

[xi17xiz>xi37xi4 'xis] = [[xil 7xi27xi3]>xi4 'xis] = [xi4 " Xiss [xi17xi27xi3]] =
=— [xu Xis) [[xiwxiz]vxléﬂ = — [y - i [y, %0, ] X | [y - i X, [y ¢ ]| =

- - |:xi4 * Xis 5 Xi axi27xl.3j| + |:-xi4 * Xisy Xin y Xiy axi3] + [xi4 * Xis» Xis y Xiy 7xi2:| - |:-xl'4 'xi5axi37xi2axi1] .
O

Nas duas tdltimas sec¢Oes apresentaremos alguns resultados conhecidos sobre os ideais 7()
e TW, isto para mostrar ao leitor o método utilizado no préximo capitulo, onde exibimos as
relacdes das dlgebras universais associativas Lie nilpotentes de classe 4 . As demonstragdes da
Proposicdo 1 e da Proposi¢do 2B, foram dadas respectivamente em Gupta e Krasilnikov [21,

lemma 6] e Deryabina e Krasilnikov [10, Theorem 1.3].

Observacao 2.25. Lembramos que o ideal T?), como ideal bilateral de K (X), é gerado por

defini¢do, pelos comutadores [a;,,a;,| de comprimento 2, com a; € R. Para quaisquer com
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a; € R, temos que
[ai17ai2ai3] = aj [ailvaia] + [ailvaiz]ai3v
[ai27ai1] - _[aiwaiz]'
Assim € fécil verificar que os polindmios do tipo
[xil,xiz], Xi, € X, iy €A,

formam um conjunto gerador do ideal T, ou ainda, as relacdes das dlgebras universais asso-

ciativas Lie nilpotentes de classe 1.

No caso em que A for finito, A = {1,2,...,n}, o conjunto gerador do ideal T & finito e é

formado pelos elementos [x;,x;], ] <i< j<n.

2.5 Asrelacoes das algebras universais associativas Lie nilpo-

tentes de classe 2
Observamos que conforme a Defini¢do 2.11 temos que T®) ¢ o ideal de € K (X) gerado
pelos comutadores [a;,,a;,,a;;] de comprimento 3, com a; € K (X).

O resultado seguinte é bem conhecido, veja por exemplo: [31, Lemma 1] ou [21, Lemma
6].

Proposicao 1 ([31], [21]). Os polinomios do tipo (2.4)-(2.5) formam um conjunto gerador do
ideal bilateral T, como um ideal de K (X).

[xil,xiz,xi3] is €A, (2.4)

[xil 7xi2] [xi37xi4] + [xi1 7xl'3] [xi2>xi4] is € A. (2.5)
No caso em que A for finito, o conjunto gerador do ideal TG ¢ Sfinito.

Antes um resultado preliminar, veja: [15, Lemma 5.1.1] ou [7, Proposition 3.1] .

Proposicao 2.26 ( [15],[7] ). Para quaisquer a; € K (X) temos
la1,a2)[a3, as] + [a1,a3][az,as) € TS, (2.6)
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Demonstracdo: Na Proposi¢do 2.22 tomando n = 3 obtemos

la1,a2)[a3, as] + [as, az][az,a1] € TO).

Como
a1, az][as,a4] + (a1, a3)[az, as] =
la1, a0 a3, as) + las, a2 (a3, a1] + [[ar,a3], [a2, as]] € T®).
Visto que pelo Lema 2.21 [[ay,a3], [a2,a4]] € 7). Assim obtemos (2.6). O

Corolario 2.5.1. [7, Proposition 3.1] Para quaisquer a; € K (X) temos

lar,az]]ar,as] € 7O, 2.7

Demonstragdo: Pela Proposi¢ao 2.26 temos que
la1,a2)[as, as] + [a1,a4][az,a3) € T,

Tomando a4 = a; obtemos (2.7). ]

Agora apresentamos a

Demonstraciao da Proposicao 1.

Seja I o ideal bilateral em K (X) gerado pelos polindmios (2.4) e (2.5). Devemos mostrar
que I C TG e que TG c 1, 0u sejal = TG, Segue da Proposi¢do 2.26 que I C T3 visto que
cada gerador de / pertence ao ideal 7). Resta mostrarmos que 7®) c 1. Como T®) ¢ gerado

por [ay,a;,as], basta mostrarmos que os polindmios do tipo
a1,a2,a3] (2.8)

pertencem ao ideal /, para quaisquer a; € K (X). Para este fim mostraremos que os polindmios
do tipo

la1,az]]as, as] + [ay,a3][az, a4 (2.9

pertencem ao ideal I, para quaisquer a; € K (X). Claramente podemos assumir que cada a; é

um mondmio.

N6s usaremos a indugdo no grau m = degf do polindmio f do tipo (2.8) ou do tipo (2.9).
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Como base de indugdo, admita que o grau de f seja 3, assim temos que f € da forma (2.4), ou
seja, cada a; € um monomio de grau 1 e assim f € /. Tomaremos f um polindmio do tipo (2.8),
ou do tipo (2.9), de grau m > 3. Admita que para cada polindmio g do tipo (2.8), ou do tipo

(2.9), de grau menor que m, temos que g € I. Provaremos que também f € [.

Suponha que o polindmio f = f(ay,az,a3,a4) é do tipo (2.9). Caso tenhamos deg f = 4,
entdo f € da forma (2.5), isto é, cada a; € um mondmio de grau 1 e assim f € I. Admitamos que

deg f = m > 4, entdo para algum i, 1 <i <4 teremos a; = agag/ , sendo deg af, deg af’ < dega;.

Primeiro consideremos o caso em que a4 = ayay , entdo

a1, aallas, dyag] + a1, a3)[az, dyay] =
= lar,a)(dylas, ay] + |as, djdy) + (a1, a3) (a4 [az, df) + [az, aylay) =
= lar, a)dylas, ay] + a1, as)aylaz, af] + ([a1, a2 (a3, ay) + (a1, a3[az, ay) ) af =
= ay([a1,a2][as,ay] + [a1,a3][az,a3)) + ([a1, a2] (a3, a4] + a1, a3][az, d)] ) af +

+lay,az,d}]|as,d)) + a1, a3, ay)[az, al].

Pela hipétese de indugdo temos que
la1,a3)[az,b) + [a1,a3]|az,b] € 1, para b € {a),d)
Assim obtemos que
ay([ar,az][as,aq) + [a1, a3][az, a4]) + ([a1,a0)[a3, 4] + a1, a3][az, a4] )ay € 1.
Ainda pela hipétese de indugdo temos que [ay,az,ay], [a1,a3,d}] € I pois sdo polindmios do

tipo (2.8) e possuem grau menor que m. Assim os polindmios do tipo (2.9) pertencem ao ideal

I quando a4 = djdj.

Observamos que

[a1,a2]]as, a4] +[ar,as][az, a4] =

= ap,a1]las,as] + [az,a4]lay,as] + [[al,ag], [az,a4H.

Afirmamos que
[[al,ag],[az,m]} el (2.10)
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Temos que

[[a1,a3), (a2, a4]] = [a1,a3,a2,a4) — [a1,a3,a4,a0] =

= [la1,a3,a2),a4] — [[a1,a3,a4),a2] €1,

pois |ay,as,az] e [ay,a3,a4] sdo da forma (2.8) com grau menor que m. Assim, pelo caso
anterior, temos que os polindmios do tipo (2.9) pertencem ao ideal I quando a3 = a4a3. Pela
simetria entre a, € a3, segue que os polindmios do tipo (2.9) também pertencem ao ideal /

quando ap = ayd).
Como

[a1,az][as, a4] + [ar, as][az, a4] =

= las, av)[az,a1] + [as,a3][az, a1] + [[a1, 0], [a3,a4]] + [[a1,a3), (a2, as]].

Pela afirmacéo (2.10) temos que [[al,az], [a3,a4]} e “611,613], [az,a4H € 1. Portanto temos que
os polindmios do tipo (2.9) pertencem ao ideal / quando a; = d}dj.

Portanto qualquer polindmio f(ay,as,as,as) do tipo (2.9) de grau m pertence ao ideal 1.

Agora suponha que o polindmio f = f(ay,az,a3) é do tipo (2.8) com deg f = m > 3, entdo

para algum i, 1 <i < 4 teremos a; = aa. , sendo degd’, dega! < dega;.

Primeiro consideramos a3 = a3aj, entdo

a1, az,d5a5] = azlay, az,a5] + [a1,a2,a3)d5.

Pela hipétese de indugio temos que [ay,az,b] € I, para b € {da},ds} e consequentemente 0s
polindmios do tipo (2.8) pertencem ao ideal I quando a3 = a5d5.
Caso tenhamos a, = asaj, entio
!N / 2 A / i ape/
[a1,aya3,a3] = [az[al,az] + [alaaz]azﬂﬂ = [az[ahaz],aﬂ + [[ahaz]az,dﬂ =

= aé[alaagaaﬂ + [a/27a3][a17a/2/] + [a17a/2][a/2,7a3] + [alvalbaﬂa/z/ =

= a/Z[alvaIZI7a3] + [alvaévaﬂa/é + [aha/z][ag’a?)] + [abaIZI] [a/27a3] + “a/Zﬂa3]v [alvaIZIH .
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Pela hipétese de indugdo temos que
lay,b,a3] €1, parab € {d),a)}.

Como os polindmios do tipo (2.9) de grau m pertencem ao ideal /, segue que
la1,a3)[a3,a3] + [a1, d5)[ay, as] € 1.

Pela afirmagdo (2.10) temos que [[d5,a3],[a1,d5]] € I. Logo os polindmios do tipo (2.8) per-
tencem ao ideal I quando a = d5d5.

Por fim, como [a;,a;,a3] = —[a,a1,a3], assim segue do caso anterior que os polindmios

do tipo (2.8) pertencem ao ideal I quando a; = a}a].

Portanto qualquer polindmio f(aj,as,a3) do tipo (2.8) de grau m pertence ao ideal I. Com

isso concluimos que TG 1.

Isto termina a prova da Proposig¢do 1.

2.6 Asrelacoes das algebras universais associativas Lie nilpo-

tentes de classe 3

Confome a Defini¢do 2.11, temos que T ¢ o ideal bilateral de K (X) gerado pelos comu-
tadores [a;, ,ai,,a;,,a;,] de comprimento 4, com a; € K (X). O conjunto de geradores de T® foi

apresentado por Deryabina e Krasilnikov [10].

Proposicao 2B. [10, Theorem 1.3 ] Os polinémios do tipo (2.11)-(2.15) formam um conjunto
gerador do ideal T™, como um ideal bilateral de K (X).

[Xi1 s Xiy Xi X0y | (is € A), (2.11)

i s iy X1 ] [Xiy , Xis Xi | (i € A, (2.12)

[Xiy X ] [Xiy > Xig , Xis ) [Xig X ] [y, Xiy , Xiy ) (B € A), (2.13)
[Xiy Xy ] [Xiy > Xiy , Xis ) [Xiy X [y, Xiy , Xis) (i € A), (2.14)
(i, 20 )i X | = [0 5 %03 Xy 5 i, | ) (i, X ) (i € A). (2.15)

No caso em que A for finito, o conjunto gerador do ideal T ¢ finito.
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Observacao 2.27. Como caso particular do Lema 2.21 segue que para quaisquer a; € K (X),

temos

a1, a2), [a3,a4]] € T,
[[01,02,03], [614,615]} € T(S) - T(4)

A proposicao seguinte € bem conhecida, veja por exemplo: [32, Lemma 2], [20, Lemma 1],
[17, Theorem 3.4] ou [29, Lemma 5]. Nos trabalhos de Latyshev [32] e Gordienko [20] K € um
corpo qualquer de caracteristica 0. No trabalho de Etingolf, Kim e Ma [17] o resultado € vilido
para K um corpo infinito de caracteristica diferente de 3. Ja no trabalho de Krasilnikov [29] K

€ o anel dos inteiros.
Proposicdo 2.28 ([32], [20], [17], [29]). Para qualquer a; € K (X), temos
a1,a0][a3,a4,as5) + |as, az][az, aq,a1] € TW, (2.16)

la1,a2)[a3, a4, as] + [a1,a3][az,a4,a5) € T, (2.17)

Demonstracdo: A afirmagao (2.16) segue da Proposi¢cao 2.22 paran = 4.
Temos que
la1,a3a,a4,as) = [a1,a3a0],a4,as] = |azlar,ar] + a1, a3)az,a4,as| =
= [asla1,a2,a4] + [a3,a4] a1, a2] + [a1,a3) a2, a4) + [a1, a3, a4)az, a5) =

= a3lay,az,a4,as] + [a3,as]a1,az,a4] + [a3,a4][a1, a2, as) + [az,as,as][a1,a2) +

+lay,a3][az,aa,as) + [a1,a3,as)[az,as] + [a1,a3,a4][az,as| + [a1,a3,a4,as5]a;.

Pela Defini¢do 2.11, temos que [a1,a3az,a4,as], [a1,az,a4,as] € [ay,a3,a4,as5] € T®, Segue

de (2.16) que [a3,as)[a1, a2, a4) + a3, a4)[a1, a2,a5) € T,

Afirmamos que

la1,a3,as)[az,a4] + [a1, a3, a4][az,as) € T, (2.18)
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Observamos que

la1,a3,as]az,as] + [a1,a3,a4][az,as] =

= |az,a4][ar,a3,as) + [az, as)[a1,a3,as] + [[a1,a3,a5), [az,a4]] + [[a1,a3,a4], [az,a5]] =

—(las,a2) (a1, a3, as) + [as,a2)[a1,a3,a4)) + [[a1,a3,as), [a2,aa]] + [[a1,a3,a4], [a2,a5)] € TW.

Segue de (2.16) que [as,as][ay,as,as] + [as,az]]a;,a3,a4] € TW: da observagdo (2.27) segue
que [[a1,a3,as),[az,a4]], [[a1,a3,a4],]a2,a5]] € 7™, Assim obtemos (2.18). Como conse-
quéncia, temos que

a3, a4,as)[a1,a2) + a1, a3)[az, a4,as) € TW.

Como

[az,aa,as)[a1,az] + [a1,a3][az,a4,a5] =

= [a] 7a2] [a3,a4,a5] + [a] 7a3][a27a4aa5] + [[a27a47a5]7 [a17a3]:| ’
e sabemos que [[az,a4,as), (a1, a3]] € T, observagio (2.27), assim obtemos
la1,a2)[a3,a4,as] + [a1,a3][a2,a4,a5) € TW.

Portanto vale (2.17). U

O resultado seguinte também é bem conhecido, veja: [22, Theorem 3.2] ou [29, Corollary
2.2].

Proposicao 2.29. [22], [29] Para quaisquer a; € K (X), temos

lar,az,a3)|ag,as,a6] € T®. (2.19)

Demonstragdo: Pela Proposi¢ao 2.28, temos que
[al, [612,613” [as,as,a6] + [a1,a6) [a4,a5, [az,ag,]] eTW,
Como
las,as,[az,a3]] =

= ay,as,a2,a3) — [ag,as,a3,a2) € T,

30



Capitulo 2. Preliminares

segue que
[01,02,613] [a4ya5,a6] < T(4)

O resultado seguinte pode ser extraido de Deryabina e Krasilnikov [10].
Proposicdo 2.30. [10] Para quaisquer a; € K (X), temos

([a1,a2)[az,as] + a1, a3)[az, as]) [as, ae) € T®.

Demonstragdo: Segue da Proposicao 2.28 que
lag, as)[a1as, a2, a3) + [aras, as)[ag, az,a3) € TW.
Observemos que

las, as][a1a4,a2,a3] + [a1a4,as][as, a2, a3] =
= [ag,as] [[a1a4,a2],a3} + [a1a4,a5)[ag, a,a3] =
= (a6, as][a1[as, a0] + aslar, az],a3] + (ai[as,as) + [a1,as)as) (a6, a2, a3] =
= [as,as) (a1]as, az,a3] + [a1,a2][as,a3] + [a1,a3)[as, a2] + [a1, a2, a3)as) +
+(ailas,as] + [a1,as)as) [as, a2, a3) =
= [ag,as)ai[as,az,a3] + ay|as, as)las, az,a3] +
+las,as)[a1,az,a3]as + [ay, aslaslas, az, a3] +
+las, as] (la1, az][as, a3] + a1, a3 [as, a2]) =
= ay ([ae,as)as, az,a3] + as, as)[ae, a2, a3]) +
+([a6,a5][a1,a2,a3] + [al,a5][a6,a2,a3])a4+
+lag,as,ai]laa,az,a3) — [a1,as]|ag, az,a3,a4) +
+lae,as)([ar, a2][as, a3] + a1, a3)[as, a0]) =
= ay ([ae, as][as, az,a3] + as, as)[ag, a2, a3]) +
+([as,as][a1,a2,a3] + [a1,as)[ae, a2, a3]) as +
+ag,as,a1]as,az,a3) — [a1,as]|ag, az,a3,a4] +

+las, ag) (a1, a2][az,a4] + [a1,a3][az,a4]).
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Pela Proposicao 2.28, temos que,
lag,as][b,az,a3] + [b,as|[ag,az,a3] € T, parab € {ai,a4}.

Pela Proposicdo 2.29 temos que [ag, s, a1][as, az,a3] € T™). Pela defini¢do do ideal T™) temos

que |ag,az,a3,as) € TW. Assim,

las, ae) ([a1,a2][a3, as] + [a1,a3][az, a4]) € T®.

Observamos que

las, ag) ([a1,a2] la3,a4] + |a1,a3] [az,a4]) =
= ([a1,a2)[a3, aa] + a1, as][az, a4]) las, ag) + [[as, ag), [a1, a2} [a3, aa] +

+ [[a5,a6], [al,ag]] [az,a4] + [(11,(12] [[as,a6], [(13,(14]} + [al,a3] [[a5,a6], [az,a4ﬂ .
Segue da observacdo (2.27) que
[[as,ac), [a1,a2]], [las,a6),[a1,a3]], |las,ae),[a3,a4]] e [[as,ae), [a2,a4]] € T®.

Assim obtemos

([al,az][a3,a4] —+ [al,a3][a2,a4]) [a5,a6] c T(4).

O

Corolario 2.6.1. Para quaisquer a; € K (X), temos
[al,az] [al,a3][a1,a4] S T(4). (2.20)
lar,as][ar,a3,a4] € T, (2.21)

Demonstracdo: Segue da Proposicao 2.30 que

(la1,a2][as, a3] + (a1, as][a2,a3)) a6, as] € T,

tomando as = ag = a; obtemos (2.20).
Segue da Proposicdo 2.28 que
[ahaZ] [a57a37a4] + [a17a5] [a27a37a4] € T(4)7
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tomando as = a; obtemos (2.21). ]

Agora apresentamos a

Demonstracao do Proposicao 2B .

Seja I o ideal bilateral em K (X) gerado pelos polindmios (2.11)-(2.15). Devemos mostrar
que I C T® e que TW 1. Segue das Proposic¢des (2.28)-(2.30) que I C T®, visto que cada

gerador do ideal / pertence ao ideal T®) . Resta-nos mostrar que TWCI

Como o ideal bilateral T é gerado pelo polindmio [a1,a2,a3,a4], (a; € K (X)), é suficiente

mostrarmos que os polindmios do tipo
la1,a2,a3,a4] (2.22)

pertencem ao ideal I, para todo a; € K (X). Claramente podemos assumir que cada a; é um

mondmio.

Para mostrarmos que os polindmios do tipo (2.22) pertencem ao ideal /, inicalmente provare-

mos que os polindmios do tipo

([a1,az][as,as] + [a1,a3][az,a4])|as, ag] (2.23)
lay,a;,a3)[aq,as,a6) (2.24)
[a1,a2][a3,a4,as) + [as,az][az,a4,a1] (2.25)
[a1,a0][as,a4,as) + [a1,a3][az, a4, as] (2.26)

pertencem ao ideal I, para todo a; € K (X).

Usaremos a inducao no grau m = deg f do polindmio f, do tipo (2.22), ou do tipo (2.23),...,
ou do tipo (2.26). Como base de inducio, admita que deg f = 4. Entdo f € do tipo (2.11) e
cada g; € um mondmio de grau 1, assim f € I. Como passo de inducdo, agora suponha que
f € um polindmio do tipo (2.22), ou do tipo (2.23),..., ou do tipo (2.26), com m = deg f > 4.
Admita que, para cada polindmio g do tipo (2.22)-(2.26) de grau menor que m temos g € I.

Mostraremos que f € I.

Consideremos f = f(ay,as,a3,a4,as,a¢) um polindmio do tipo (2.23). Caso tenhamos
deg f = 6 entdo f é do tipo (2.15), ou seja, cada @; € um mondmio de grau 1. Assim f € I. Caso

m = deg f > 6 entdo para algum i (1 <i < 6) temos a; = a.a; , com dega;, dega; < dega;.
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Se tivermos ag = agag entio

(la1,a2][a3,a4] + [a1, a3][a2, a4] ) [as, agag) =
= (la1,a2][a3,a4] +-[a1, @3] (a2, a4]) (aglas, ag] + [as, aglag) =
= ([a1,a2)[a3,a4] + a1, a3][a2, aa]) ([as, aglag — [as, ag, ag] + [as, aglag) =
= ([a1,a0][a3, a4) + [a1,a3][az, a4]) ([as, ag ag + [as, aglag ) +

— ([al,az] laz,as4] + |ay,a3] [az,a4]) as,af, ag).

Pela hipétese de indug@o temos que
([a1,a0)(az,as) + a1,a3](az, as]) [as,b] € I, para b € {ag,ag
Assim obtemos que
([a1,a0](az,as) + a1, a3)(az, as]) (las, aglag + [as,aglag) € 1.
Ainda pela hipétese de inducdo temos que

[613,614] [a57a/6/7ag] + [0/6104] [057ag»a3] € 17
a1, a0][as, ag,a3) + [a1,a3][as,ag,az] €1,

[(1/6,(14] [a57a/6/;a2] + [612,(14] [aSaagaag] el
assim segue que,
([alaaZ] [03,04] + [alaa?)] [02,04]) [a57a/6/7a/6] =
a17a2 ([a37a4 a57a67a6] +[a67a4 a57a67a3 )

—lag, as)(la1, a2][as, ag, a3] + [a1,a3][as, ag, a2]) +

+lar, a3)(lag, asllas, ag, a2] + a2, aa)[as, ag, ag]) € 1.
Assim os polindmios do tipo (2.23) pertencem ao ideal I quando ag = agag.

Como ([a1,az][az,as) +[ay,a3)[az,a4)) [as, a6) = — ([a1,a2][a3, as] + [a1,a3) (a2, a4]) (a6, as),

segue que os polindmios do tipo (2.23) pertencem ao ideal I quando as = asas.
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Caso tenhamos a; = aa’ entdo

(ld)a,a0][as, as] + [a1a}, as)[az, as]) las, ae] =

= (d\[d,a2]la3, as] + [a}, ar]al a3, as) + d' [T, a3] (a2, aa) + [a), a3)a] [az, aa]) [as, a6) =
= dy ([a}, a2)[a3,a4] + [a},a3][az, aa] ) [as, ag) +
+ay ([d),a2]las, as] + [a}, as] a2, aa)) [as, a6] +

+([d),a2,a1][a3, a4) +[d),a3,a})[az, a4]) las, ag).
Pela hipétese de indug@o temos que
([b,a2llas, aa] + [b,as][az, a4]) [as, as) € I, para b € {d,af
Assim segue que

ay ([af, a2]las,as] + [a},a3)[az,a4]) [as, ag] +

—l—a’{([a’l,az] las,aq) + [d}, a3] [az,a4]) las,ag] € 1.
Temos que

lay,a2,d a3, a4) + [a}, a3,a])|az, as) =

= [a3, aq][d), a2, a] + az, aa][d) a3, a] + [[a),a2,d], a3, aa]] + [[a},a3,d]], [a2, a4]].

Como os polindmios do tipo (2.26) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de

inducgdo), segue que

[a37a4] [a,] ,an, Cl,]/] + [a27 Cl4] [a,] ,as, a,]/] = - ([(13,(14] [a27 all ) Cl/]/] + [612, 614] [a37a/] 7a/]/]) el

Afirmamos que
[[d},a2,d/], a3, a4]] € 1. (2.27)

Como

[a},a2,d],[a3,a4]] = [a},a2,a},a3,a4] — [a},a2,d},a4,a3] =

/ 1/ / 1/
= [[a17a27a1 703]7(14} - [[a17a27a1 ,041,03} el
pois [a},az,a],a3], [d},a2,d],a4] € I, visto que sdo polindmios da forma (2.22) com grau menor

35



Capitulo 2. Preliminares

que m. Da mesma forma [[d},a3,d/], [a2,a4]] € I. Assim

([allva27alll] [a37a4] + [a/17a37a/1/] [a27a4]) [a57a6] el

Logo os polindmios do tipo (2.23) pertencem ao ideal I quando a; = a’a’.

Observamos que

([al,az][a3,a4] + [al,a3][a2,a4]) [a5,a6] =

= ([az,al] [a4,a4] + [612,614] [611,613]) [a5,a6] + [[al,a3], [az,a4H [a5,a6].

Afirmamos que
[[al,a3], [az,a4H el (2.28)

Temos que

[[a17a3]7 [02,04]} = [01,613,612,614] - [01,03,04,02] € 17

visto que € uma combinag¢do linear de polindmios da forma (2.22) com grau menor que m.
Assim os polindmios do tipo (2.23) pertencem ao ideal / quando a; = d5a). Pela simetria entre

a; € a3 os polindmios do tipo (2.23) pertencem ao ideal / quando a3 = a5d3.

Observemos que

([al,ag] [a3,a4] + [al,a3][a2,a4]) [as,a6] =
= ([as,a3]az, a1] + [as,a2][a3,a1]) [as,a6) + ([[a1,a2], [a3,a4]] + [[a1,a3], [a2,a4]] ) [as, ae).

Pela afirmacdo (2.28) temos que [[al ,az], las, a4H , [[al ,a3], laz, a4]] € 1. Logo os polindmios do
tipo (2.23) pertencem ao ideal I quando a4 = ajdy.

Portanto qualquer polindmio f = f(ay,az,as,a4,as,ae) do tipo (2.23) de grau m pertence

ao ideal 1.

Agora consideremos um polindmio f = f(ay,a2,a3,a4,as,a¢) do tipo (2.24) de grau m.

Caso tenhamos deg f = 6 entdo f € do tipo (2.12), ou seja, cada a; de f € um mondmio de grau

/i

1, assim f € I. Caso tenhamos m = deg f > 6 entdo para algum i (1 <i < 6) temos a; = a;d; ,

com dega,, dega! < dega;.
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Se tivermos a3 = aya} entdo

a1, a2, d303] [as, as, a) =
= Cl,3 [0170273/3/] [a47a57a6] + [a17a27a/3]ag/[a4705706] =

= dj|ay,az,d54)|as, as,ae) + a3 lar, az,a3)[as, as, a¢] + [a1, a2, a3, a5 [aa, as, ag).

Pela hipdtese de indugdo temos que
[a17a27b] [614,615,616] €1, parab e {agaag}‘

Ainda pela hipétese de indugdo temos que [a1,as,as,ds] € 1, pois € um polindmio do tipo (2.22)
€ possui grau menor que m. Assim temos que os polindmios do tipo (2.24) pertencem ao ideal

/i
I quando a3 = aza3.
Caso tenhamos a; = a}a’ entdo

[d\aY,az,a3][as,as,a6) = [a} [}, ar] + [}, a2)d ,a3] [as,as,a6) =

= (d}[d],a2,a3] + [d},a3][a] ,a2] + [a},a0)[d} ,a3] + [}, a2, a3)a} ) [as, as,a6] =

= d\[a},az,a3]|as,as,a6] + d||d},az,a3)|as, as,a6] + [d', a2, a3,a}][as, as, ae) +

+([allaa3] [alllaaZ] + [allaaz] [a/l,7a3]) [a4=aSaa6]'
Pela hipotese de indugdo temos que
b, a2,a3](as,as,a6) € I, para b € {d},af
Como os polindmios do tipo (2.22) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de

inducdo), segue que

[d},az,a3,d{] € 1.

Ainda pelas hipéteses assumidas temos

[, ax)aa, as,a6) + [as, az)[as, as,a}] € I,
d),a3]|as,as,a}] + [}, a3)as,as,d)] €1,

[a6v02] [614,615,61/1] + [allvaﬂ [614,615,616] € 17
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assim temos que

([ala 2][ az] + [0/1,613][0/1/;612])[04705706] =
la}, a3 ( [614,615,616]+[a6,a2][d4,ds,d'{]) +
—|as, a2] al,a3] las, as,af] + [, a3][as, as,d|]) +

+1d},a3]([ag, az)[as, as,a}] + [d},a2][as,as,a6]) € 1.
Disto segue que os polindmios do tipo (2.24) pertencem ao ideal I quando a; = da’.

Como [ay,az,a3][as,as,a6] = —[ar,a1,asl|as, as,ae| segue que os polindmios do tipo (2.24)

pertencem ao ideal / quando a; = dbd}.
Observamos que [a1,a2,a3)[as,as,a] = [as,as, ag)(a1,a2,a3] + [[a1, a2, a3), [as, as, ag) .

Afirmamos que
[[a17a27a3]7[a47a57a6u el (2.29)

Temos que

[la1,a2,a3),[as,as,a6]] = [[a1,a2,a3],[[as,as),a6]] =
= [[al,az,a3],[a4,a5],a6} — [[al,az,a3,a6],[a4,a5m =

= [[611761276137614],057616} - [[a17a27a37a5]7a47a6] - [[a17a27a37a6]7 [6147615“} el

visto que [ay,az,a3,a4), [ay,a2,a3,as] e [ay,az,a3,a6] € I, pois sdo da forma (2.22) e possuem
grau menor que m. Pela simetria entre: a3 € ag, az € as, a; € as temos que os polindmios do
tipo (2.24) pertencem ao ideal / quando a; = aa; comi € {4,5,6}.

Portanto qualquer polindmio f = f(ay,as,as,as,as,ae) do tipo (2.24) de grau m pertence

ao ideal 1.

Consideremos um polinémio f = f(ay,az,a3,a4,as) do tipo (2.25) de grau m. Caso te-
nhamos deg f = 5 entdo f € do tipo (2.13) e cada a; de f € um mondmio de grau 1, assim
f € 1. Caso tenhamos m = deg f > 5 entdo para algum i (1 <i < 5) temos a; = dia;, com

degal, dega! < dega;.
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Se tivermos ay = ayd, entido

a1, dra3](az, aa, as] + las, ayas a3, as,a1] =
= (arlar,a3) + [ar, a3)ay) (a3, au,a5) + (ahlas,a7] + [as, db)as ) (a3, as,a1] =
= a)([a1,d3][as, a4,as) + as, a3 a3, a4,a1]) +
+ (a1, ay)[a3, as,as] + [as,d5)[a3, a4, a1]) dy +

_[al7a/2][a37a47a57a12/] - [(15,(1/2][(13,(14,(11,(1/2/].

Pela hipétese de indug@o temos que
[a1,b][as,a4,as] + [as,b]|a3,a4,a,] € I para ay € {a),ds }.

Temos ainda que [a3,aq,as,d,), [as,as,a1,ds] € I, pois sdo da forma (2.22) e possui grau menor

que m. Assim os polindmios do tipo (2.25) pertencem ao ideal I quando ap = a)d,.

Caso tenhamos a; = aa’ entdo

[d\d},ax][az,a4,as) + [as,az][az,a4,d)a]] =
= (d)[d},a2] +[d},ac]ay) laz, a4,as]) + [as, a2] (d} [a3,a4,a}] + [a3, a4, a}]a]) =
= a) ([a},a2][a3,a4,as) + as,as) (a3, a4,a}]) + as,a2,a}][az,as,d]] +

+([a1,a2]la3, as,a5] + [as, az] (a3, as, ai)as, az] ) af — [a}, a2][a3, a4, a5,aY].
Pela hipétese de indugdo temos que

[b,as][a3,a4,as] + [as,az][az,aq,b] € I, para b € {a},d}.

Como os polindmios do tipo (2.22) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de
induc¢do), segue que [ag,a4,a5,a’1] € 1. Ja verificamos que os polindmios da forma (2.23) com
grau m pertencem ao ideal 1, assim [a3,aq4,d}][as,a,d] € I. Assim os polindmios do tipo (2.25)
pertencem ao ideal I quando a = a)af. Por simetria entre a; € as temos que os polindmios do

tipo (2.25) pertencem ao ideal I quando as = a%as.
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Caso tenhamos a4 = aja, entdo

a1, ax)[as, ayd), as) + |as,az) (a3, dydy a1 =

= [a1,a2] [dy[a3,a}] + [a3,d})ay ,as| + as,a0] [aylaz,ai) + [a3,d4]a) a1 ] =

= a1, 2] (d}]az, ay,as) + [d}, as) a3, ay) + (a3, dy)[d) ,as] + [a3,d}, asay ) +
+as,ar] (a4 a3, ay, a1] + [dy, a1][a3, i) + (a3, dy)[d),a1] + [a3,d), a1 ]ay) =
= ([a1,a2l(a3, a3, as] +[as, az][as, af ,a1]) dy +
([a1 ar|as,dy,as) + [a5,a2][a3,a£,a1])aﬁ(+
+la,az (a4,a5 las,alj] + [a37a4][a4,a5]) +
las, a0] ([a}, ar][as, af] + [a3,dy][ay, a1]) +

_[a17a2][a37a47a57a4] - [a57a2][a37a47a17a4]'

Pela hipétese de indugdo, temos que
[a1,a2][as,b,as] + [as,az][az,b,a;] € 1, para b € {ay,ay }.

Ainda pela hipétese de indugdo temos que [a3,ay,as,ay], |as,dy,ay,ay] € I, pois sdo da forma

(2.22) com grau menor que m.

Afirmamos que
a1, a0] ([ay, as)[az, af) + a3, a})[a),as]) € 1. (2.30)

Observemos que

a1, a2) ([a4, as)[as, a4] + [as, dy] [d},as]) =
= [a1,a2]([as, ay)ay, as) + a3, a][ay, as]) + a1, a2] [[a3,a4], [ay, as]] =
= (las, d3)ld}, as] + [as, ai][af, as)) [ar, az] + [[ar, a2]. [a3, 3] [a), as) + a3, af) [[ar, @], af, as]] +

+lar, a2, as, dy]] [ay, as] + a3, a}] [[a1, a2]. [df, as]| + [a1, a2] [[a3, a}]), [a as]] .
Sabemos que os polindmios da forma (2.24) de grau m pertencem ao ideal /, assim segue que
(las, a3]lay, as] + (a3, d4)[ay, as]) [ar,a2] €1,
pela afirmacdo (2.28) temos que

[[a17a2]7[a3=a:1/u7 [[a17a2]7[a£ba5u7 [[a17a2]7[a37ailu7 [[a17a2]’[aﬁllaa5u ¢ [[a37a£{]7[aﬁl7a5u el
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Assim segue que a afirmacao (2.30) é valida. Agora segue da afirmacdo (2.30) que

[a57a2] ([aaval][a%ai{] + [a3=aﬁl] [ai{val]) el
Logo os polindmios do tipo (2.25) pertencem ao ideal I quando a4 = ayal,.

Como [Cl] 7a2] [613,614,615] + [057a2] [a3aa4aal] = ([Cl] 7a2] [614,613,615] =+ [615,612] [a47a37a1])a segue
que os polindmios do tipo (2.25) pertencem ao ideal I quando a3 = a5a5.

Portanto qualquer polindmio f = f(aj,az,as,as,as) do tipo (2.25) de grau m pertence ao
ideal 1.

Consideremos um polinémio f = f(aj,as,as,as,as) do tipo (2.26) de grau m. Caso tenha-
mos deg f = 5 entdo f € do tipo (2.14) e cada a; de f € um mondmio de grau 1. Assim f € I.

Casom = deg f > 5 entdo para algum i (1 <i < 5) temos a; = a.a;, com dega, dega; < dega;.

. / ~
Se tivermos as = a’5a5’ entao

la1,a2](a3, a4, a5a5) + [ay, a3][az, a4, a5as] =
= a1, a2)(a5[as, as,a5) + a3, a4,d5]a5) + [a1, a3] (a5[az, as, a5) + [az, as,a5)a5) =
= a5([a1,a2][a3,a4,d5] + [a1,a3][az,a4,d5]) +
+ (a1, a2)[a3, as,d5) + [a1,a3][az, a4, as)) as +
+la1,a2,d5) (a3, as,a5] + [a1,a3,d5) [az, as, a5
Pela hipdtese de indugdo temos que
[a1,a2][as,a4,b) + [a1,a3)[az,a4,b] € I, para b € {as,as}.
Ja verificamos que os polindmios da forma (2.24) de grau m pertencem ao ideal /, assim temos

[a1>a2>al5] [(13,(14,(1/5/], [6117613761/5] [02,614,61,5/] el

Assim os polindmios do tipo (2.26) pertencem ao ideal I quando as = asds.
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Caso tenhamos a4 = aja, entdo

a1, ax)as, ayd), as) + a1, a3)(az, dydy ,as) =

= [a1,a0)[aylas,a)] + [a3,ay)dy, as| + a1, a3] [dy[ar, ay) + a2, d})a} ,as] =

= a1, 2] (d}]az, ay,as) + [d}, as) a3, ay) + (a3, dy)[d) ,as] + [a3,d}, asay ) +
+a1,a3](d}[az, ay, as) + [dy, as)[az, i) + (a2, dy)[d),as) + [az,d}, as)ay) =
= ([a1,a2l(a3, a3, as] + (a1, a3][az, df , as] ) dj +
([a1 arllas,dy,as) + [ay, a3][a2,a£,a5])aﬁ(+
+la,az (a4,a5 las,alj] + [a37a4][a4,a5]) +
lar,a3)([ay, as][az, af] + [az, a}])[a}, as]) +

_[a17a2][a37a47a57a4] - [01,613][612,614,05704].

Pela hipétese de indugdo temos que

la1,a2][as,b,as] + [a1,a3][az,b,as] € I,  parab € {ay,d)}.

Como os polindmios do tipo (2.22) de grau menor que m pertencem ao ideal I (hipétese de

indug¢do), segue que

las,dlj,as,d}], las,dlj,as,a)] € 1.

Segue da afirmagdo (2.30) que

a1, a2] ([a4, as)[as, a3] + [as, dy] [df,as]) € 1

a1, as]([a}, as[az, a3) + az, a4 [ay, as]) € 1.

I/

Assim os polindmios do tipo (2.26) pertencem ao ideal / quando a4 = ayay.

42



Capitulo 2. Preliminares

Caso tenhamos a3 = asaj entdo

an o) el asyas) + fan, oo, as] =
 for, 0] [ e ] + s 5] + (o )+ Lo, 1) o, s 5] =
= [a1,a2](a53]a5, as, as] + a5, as][a5, as] + a5, as)[a5, as] + a3, a4, a5)a3) +
+(aslar,a3] + a1, a3]d5) [z, as,as] =
= d5([a1,a2][d5, a4, as) + [a1,d5])[az, a4, a5)) + [a1, a0, a5 (a5, as, as) +
(al,az a3,a4,a5]+[a1,a3][a2,a4,a5])a3 la,d5)|az, a4, as,a] +

+[a1 ’ aZ] ([a37a5] [a3 ) a4] + [a37a4] [a/S/7 a5]) .

Pela hipotese de indugdo temos que

lay,a3][b,aq,as) + [ay,b][az,a4,as] € 1, para b € {a},d5

Observemos que o polindmio [a,,aq,as,as] € I pois é do tipo (2.22) com grau menor que 7.

Sabemos que os polindmios do tipo (2.24) de grau m pertencem ao ideal /, assim

[ay,a,d5)[ds,a4,as5) € 1.

Segue da afirmagao (2.30) que

a1, a2)([d5, as][d5, as] + [a5, aa] (a5, as]) € 1.

Assim os polindmios do tipo (2.26) pertencem ao ideal / quando a3 = a3aj. Pela simetria entre

a, € a3 temos que os polindmios do tipo (2.26) pertencem ao ideal I quando a; = d5d5.

Caso tenhamos a; = aa’ entdo

[aray, @) (a3, as, as] + [aray, as)[az, as, as] =
= (a]d},a0] + [a},a2]d}) (a3, a4,a5] + (a}[d},a3] + [a},a3]d}) (a2, as,a5] =
= a\ ([a{,a2]la3,as,a5] + [a}  as][az, a4, a5]) +
+([a},a0][a3, as,as) + [a}, a3][az, a4, as)) ) af +

—[a},a2][a3,a4,as5,a}] — [d},a3)[az, a4, asaf].

43



Capitulo 2. Preliminares

Pela hipétese de indugdo temos que
[b,as][as,a4,as] + [b,as)az,aq,as) €1, parab € {d},a]}.

Como os polindmios do tipo (2.22) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de
induc¢do), segue que
[a37a47a57a/1/]7 [a27a47a5a/1/] el

Assim os polindmios do tipo (2.26) pertencem ao ideal / quando a; = d}d].

Portanto qualquer polindmio f = f(a,a2,as3,as,as) do tipo (2.26) de grau m pertence ao
ideal 1.

Finalmente considere um polindmio f = f(aj,az,a3,a4) do tipo (2.22) de grau m > 4.

. . . 2 !N / i
Assim para algum 7,1 <i <4, n6s temos que a; = a;a; com dega;, dega; < a;.

. / ~
Se tivermos a4 = djd); entdo

la1,a2,a3,aydl)] = dy|ar,a2,a3,a] + [ay,az,a3,d,)al € 1.

Pela hipétese de inducdo, temos que
la1,a3,a3,b) €1 parab € {d),a}.

Assim os polindmios do tipo (2.22) pertencem ao ideal I quando a4 = ajd).

Caso tenhamos a3 = aya} entdo

la1,a2,a5d5, a4) = a5[ar,a2,a5) + [ar, a2, a5)d5,aq] =
= djlay,az,d5,a4) + a5, a4)ar, az,d5) + a1, az,d5) (a5, as) + [ar, a2, a5, as)ds =
= dslar, a0, a3, a4) + [a1, a0, a5, as)as + [[ar,a2,a5), [a5,asd]] +
+[d5,a4][ar,az,d5) + a5, a4[ar, a2, d5).

Pela hipotese de indugdo temos que

lay,az,b,a4) €1, para b € {d}, a5 }.
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Como os polindmios da forma (2.25) de grau m pertencem ao ideal I, segue que
[dy,a4][ay,az,d5] + [d5,a4][ar,a0,a5) € 1.

Pela afirmagdo (2.27) temos que [[a1,a2,d3], [a},a4]] € 1. Assim os polindmios do tipo (2.22)

pertencem ao ideal I quando a3 = a3a3.

Se tivermos ay = ayd, entdo

la1,d3a3,a3,a4] = [aylar, a5) + a1, d5)ay a3, aa) =
= [aar, a3, a3] + [ay, a3)[ar, @3] + |ar, ab] a3, a3] + (a1, a3, @3]y aa] =
= dylay,ds,az,as] + a5, as)ar,ay, a3 + [ay, a3)[ar,d5, aq] + [a5,a3,a4]ar,a5] +
+lay,ay]lay, a3, a4) + a1, a5, a4) (a5, az] + a1, a3, a3][ay, as] + [ay, a3, a3, a4)ay =
= dylay,ds,az,a4] + [a1,dy,a3,a4)ay +
+las,a4lar, a3, a3) + a3, aslar, a5, as] +
+ldy, a3lar,ay, as] + a3, aul[ar, a5, a3] + [a1,ay, aa], [ag, a3]] + [[a1,ay, @3], (a3, aa] | +
+a, aglar, a3, as] + a1, db][ay, a3, aa] + [[a3, a3, a4, [a1, d3] ).
Pela hipdtese de indugdo temos que
la1,b,a3,a4) €1, parab € {d5,d)}.

Como os polindomios do tipo (2.25) de grau m pertencem ao ideal /, segue que

a3, as]lar,d5,a3] + (a3, as][ar, a5, as] €1,

[d5,a3][ay,dy,a4] + d) ,a4)ar,db,a3] € 1.
Como os polindmios do tipo (2.26) de grau m pertencem ao ideal /, assim otemos
lay,d5)[dy,a3,a4) + a1, d5)[dy, a3,a4] € 1.
Pela afirmacdo (2.27) temos que
[[a1 ,db,ay), [a'zl,a3]] , [[al ,ay, a3], [a'2'7a4]} , [[a'z,ag,a4], [a ,a/ZIH el

Assim os polindmios do tipo (2.22) pertencem ao ideal I quando a; = dbas. Como temos
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[a1,a2,a3,a4] = —[ap,a1,a3,a4] segue que os polindmios do tipo (2.22) pertencem ao ideal /

quando a; = d}af.

Portanto qualquer polindmio f = f(aj,az,as,as) do tipo (2.22) de grau m pertence ao ideal

I. Assim concluimos que TWCI.

A prova da Proposicdo 2B estd completa.
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Capitulo 3

As relacoes das algebras universais

associativas Lie nilpotentes de classe 4

Em todo este capitulo K é um anel associativo, comutativo e unitdrio. Seja R = K (X)
a K-dlgebra associativa unitdria livre no conjunto X = {x;|i € A} de geradores livres, com
A C N. Seja ainda [R] a dlgebra de Lie associada a R com comutador [a,b] = ab — ba normado a
esquerda; assim para quaisquer a,b,c € R, [a,b,c] = [[a, b], c} . Lembramos que 7™ & um ideal

bilateral em K (X) gerado pelos comutadores [g;,, ... ,a;,] de comprimento .

Neste capitulo descreveremos um conjunto de polindmios que geram o ideal bilateral 7®)
em K (X). Lembramos que uma &lgebra associativa qualquer R é Lie nilpotente de classe no
méximo n se T"D(R) = 0 e que a 4lgebra quociente K (X) /T"*1) pode ser vista como a
K-élgebra universal associativa Lie nilpotente de classe n. Assim um conjunto de polindmios
que geram o ideal bilateral T©) descreve as relacdes das dlgebras universais Lie nilpotentes de

classe 4.

Conforme Defini¢do 2.11, T € o ideal bilateral em K (X) gerado por todos comutadores

lai,,ai,,aiy,ai,,ai5] de comprimento 5, com g; € K (X).

Teorema 3. Os polinémios do tipo (3.1)-(3.8) formam um conjunto gerador do ideal 7®), como
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um ideal bilateral em K (X).

[Xiy s Xiy s Xis Xy, Xis| (is € A); (3.1)

[Xiy s X ) Xy s Xig » Xis , Xig )+ [Xig » Xy [Xiy, Xiy , Xis , Xiy ) (i € A); (3.2)
(et g 26y ) iy i ey 42, ]) i i i) (i € A3 (3.3)
iy 3 Xiy i3] [Xiy 5 Xis i) (is € A);3 (3.4)

(X, 3 Xy s Xiy | [Xiy s Xis s Xig s X ) (is € A); (3.5)
[[xil,xiz][xig,xu] + [xil,xi3][xi2;xi4],xi5,xi6] (is € A); (3.6)
[y iy ) iy Xy ) 4 [y 5 i [ X ) Xis | (X i ] + (3.7)

+ Hxil 7-xi2] [xi37-xi4] + [—xil 7-xi3] [xizu-xi4]7xi6} [xi57xi7] (lS € A)’
([xil 7xi2] [xi37xi4] + [‘xil 7xi3] [xizvxi4]) (3.8)

([xiS’xi6][xi77xis] + [xi5axi7][xi6,xi8]) (is € A).

No caso em que A for finito, o conjunto gerador do ideal TO) ¢ finito.

Inicialmente mostraremos que cada elemento listado no Teorema 3 pertence ao ideal 7).

3.1 Resultados auxiliares
Como caso particular do Lema 2.21 temos a seguinte observacao.
Observacdo 3.1. Para quaisquer a; € K (X),

HalaaZaa3]v [(14,(15]] c T(5)7
[[a17a27a37a4], [as,aﬁ,” c T(6) C T(S),

[[a1,a2, a3, [as,as,a6)]] € T® c TO).

O préximo resultado segue diretamente da Proposi¢ao 2.22 paran = 5.

Proposicdo 3.2. Para quaisquer a; € K (X),

[ahaZ] [a37a47a57a6] + [a67a2] [a3,614,615,611] € T(S)
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Proposicao 3.3. Para quaisquer a; € K (X),
la1,a2,a3)[as, as,ag) € TO).

Demonstragdo: Sejam uj,uy comutadores de comprimento 2 em a; (a; € K (X)) . Considere

y1,y2 € K(X), entdo pelo Lema 2.21 temos que [u1,y1y2,u2] € 7). Como

w1, y1y2,u2] = [y1lur, 2] + [ur, y1ly2, uz] =
= y1[ur,y2,u2] + [y, ua][ur, y2] + [ur,y1)[y2, u2] + [u1,y1, u2)y2,

novamente pelo Lema 2.21 temos y [uy,y2,uz|, [u1,y1,u2]y2 € 7O, Assim

[YI7u2] [Ml,yz] + [ul,yl] [yz,uz] S 7O,

Tome u; = [al,ag], Uy = [614,615], Y1 = asz € y» = ag, entao

s ua)fur,y2] + [ur, 1] [y2, u2] = [a37 [04705]} a1, a2, a6 + [a1,a2,a3] [06> [04705]} =

= _[a17a27a3][a47a57a6] - [a17a27a6][a47a57a3] + “alvaZ?aﬁ]? [a47a57a3H .
Pela Observagdo 3.1 temos que [[a1,a2,a6), [as,as,a3]] € 7O). Assim
la1,a2,a3)[as, as,ag) + [ar, a2, a6) [as, as,a3) € TV (3.9)

Por fim, se #; é um comutador de grau 2, ainda pelo Lema 2.21 temos que [u],a3a4,ds,ag] €

7). Observemos que

[u1,a3as,as,a6) = [az[ur,as] + [u1,a3)as,as, a¢) =
= [as[u1,a4,as) + [a3,as)[u1, as] + [u1,a3)(as, as) + [u1,a3,as)as, ag)| =
= az(uy,a4,as,a¢) + [az,ae)[u1,a4,as| + (a3, as)[u1, a4, a6] + (a3, as, ag| [u1, as] +
+[ui,asl|as,as,ae] + [u1,a3,a6)|as, as| + [ur,a3,as|[as,as] + [u1,a3,as,a¢)as =
= aszuy,a4,as,a¢) + [u1,a3,as,a¢)as +

+az, ag)[u1,a4,as]

+ + ¥ 3

a3, as|[ur,as,a6] +
—|—[a4,a5][u1,a3,a6] [614,616] [u17a37a5] +

[[”1,613,615], [a4,a6H +

+

+Hu1,a3,a6], [a4,a5H

_|_

+as,as,ae)[ur,as) + [u1,a3)[as, as, ag).
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Ainda pelo Lema 2.21 temos que asz|u;,as,as,ae) € [uy,a3,as,aglas € 7). Agora usando a

Proposicao 3.2 obtemos que

la3,ag)[u1,a4,as) + [a3, as)[uy,as,a6) € T,

[6147615][141,613,616] + [614,616] [u17a37a5] € T(S)

Pela Observagio 3.1 temos que [[u1,a3,ag), [as,as]], [[u1,a3,as], [as,a6)] € T®). Assim

[az,as,a6|[u1,a4) + [u1,a3][aq,as,a6] € 7) e tomando u; = [a1,a] temos

[a3,as,a6)[u1,a4] + [u1,a3]as,as,ae] = [az,as,ae)[a1,a2,a4) + [a1, a2, a3)[as, a5, a6) =

= [a1,a2,a3][as, as,a6) + [a1,a2,a4)[a3, a5, a6) + [[a3,as,a6), [a1,a2, a4]].
Ainda pela Observagdo 3.1 temos que [[a3,as, ag), [a1,a2,a4]] € 70) ¢ entdo

la1,a2,a3)[as, as, ag) + a1, a2,a4) (a3, as,a6) € T (3.10)

Sejaa; € K(X), (1 <i<6). Temos que

la1,a2,a3][a4,as,a6] = sgnolas(1),as(2), ao(3)ll4c(4): 45 (5), Ao (6))»

se 0 = (12) ou o = (45). Por (3.9) e (3.10), temos

la,a2,a3][as,a5,a6) = (3.11)
= sgnolas(1),do(2),do(3)de () de(s) des)] ( mod TO)),
se 0 = (36), 0 = (34) ou 0 = (16).

Como as transposicdes o = (12), 0 = (45), 6 = (36), 0 = (34) e 6 = (16) geram o grupo
Se das permutagdes no conjunto {1,2,3,4,5, 6}1. Segue que (3.11) vale para qualquer o € Sg e
qualquer ¢; € K (X), (1 <i<6).

Para completar a prova, pela Identidade de Jacobi, temos

([a17a27a3] + [a27a37a1] + [613,611,612]) [04,05,06] =0

'Como (16)(36)(16) = (13), (13)(34)(13) = (14), (14)(45)(14) = (15) e as tranposicdes (12), (13), (14), (15)
e (16) geram Sg.
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Por (3.11) acarreta que
3la1,az,a3)(as, as,ag) € TO). (3.12)

Além disso, € claro que
la1,az,a3)[as,as,a6] = [aa,as,a6][a1,az,a3] ( mod T(S)).
Por outro lado, por (3.11), temos
la1,a2,a3][as,as,a6]| = —[aa,as,a¢)[ar,az,a3] ( mod T(S)).

assim segue que
2[ay,az,a3][aq,as,a6] € 7). (3.13)

gora de (3.12) e (3.13) implica que [ay,a2,a3][as,as,ag] € para todo a; € )
Agora de (3.12) e (3.13) impli T®) d K(X). O
Corolario 3.1.1. Para quaisquer a; € K (X),
la1laz,a3,a4),as,a6] € TP, (3.14)
[[al,az,ag]a4,a5,a6] S T(S). (3.15)
Demonstragdo: Veja que

lai[az,a3,a4],a5,a6] = |a1]az,a3,a4,as] + a1, as][az,a3,a4),a6) =

=ay|az,a3,a4,as,a6) + a1, a6)(az,a3,a4,as| + [ay,as|[az, a3, as,a6] + (a1, as,a6)[az, a3, as).

Por defini¢do temos que aj|az,as,as,as,ae) € 7O, Segue da Proposicéo 3.2 que
[alvaG] [a27a37a47a5] + [alaaS] [a27a37a47a6] S T(S)

Pela Proposicao 3.3 temos que [ay,as, ag)[az,a3,a4] € 7©) ¢ assim obtemos (3.14).
De modo similar obtemos (3.15). ]

Proposico 3.4. Para quaisquer a; € K (X),

la1,a2,a3)[as, as,a6,a7) € T (3.16)
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Demonstragdo: Pela Proposi¢ao 3.2 temos que
([a2,a3),a1] [as,as, a6, a7) + [a7,a1] [as, as, a6, [a2,a3)] € TO).

Como

as,as, a6, [a2,a3)] = s, as,a6,a2,a3) — [as, as,a,a3,a2] € T,

segue que

la1,az,as[as, as, ag,a7) € T,
Corolario 3.1.2. Para quaisquer a; € K (X),
[a17a27a37a4] [615,616,617,618] S T(S)'

Demonstragdo: Como

la1,a2,a3,a4][as,ae,a7,a3) = [[a1,a2),a3,a4] [as,a6,a7,as],

segue pela Proposi¢do 3.4 que [[al,az],a3,a4} [a5,a6,a7,ag} € T e obtemos (3.17).

Corolario 3.1.3. Para quaisquer a; € K (X),

[[al 7a2]7 [613,614]} [615,616,617] € T(S)

[[ahaZ]: [a37a4” [a57a67a77a8] S T(S)

Demonstragdo: Segue do Lema 2.21 que
Halaaz]v [613,614]] = [a17a27a37a4] - [alaa27a37a4]-
Pela Proposicao 3.4 temos que

[[a17a2]7 [(13,(14]} [a53a65a7] = ([61176127613,614] - [a17a27a37a4]) [a57a67a7] =

= [(11,(12,(13,(14][615,616,617] - [(11,(12,(13,(14][(15,(16,(17] € T(S)

Portanto vale (3.18).
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Do mesmo modo obtemos que

[la1,a2], (a3, a4]][as, a¢, a7,a8] = [a1,a2,a3,a4](as, ag, a7,as] — a1, a2, a4, a3 [as, as, a7, ag).

Assim segue do Coroldrio 3.1.2 que [[a1,a2), [a3,a4]][as, a¢,a7,a3) € 70©), e obtemos (3.19). OJ

Proposicdo 3.5. Para quaisquer a; € K (X),

([a1,a0)[a3,as] + a1, a3) (a2, a4]) [as, a6, a7] € T®).

Demonstragdo: Pela Proposi¢do 3.3 temos que

[a3,a1a4, aZ] [ClS,Cl(,, Cl7] S T(S) .

Observemos que

a3, a1a4,a2)[as, a6,a7) = |ai|az,as] + [a3,a1)as, a2 ] as, a6, a7] =
= (611 [(13,(14,(12] + [alvaZ] [(13,(14] + [613,611] [04,02] + [613,611,612]614) [61576167617] -
= aila3,as,ar][as,a6,a7) + [a3,a1,a2][as, ae,a7)as — (a3, a1, az)[as, ag, a7,a4) +

+([a1,a2] laz,aq] + [a3,a1][a4,a2]) las,aq,a7].
Ainda pela Proposicdo 3.3 temos que
ailas,as,azllas,a¢,a7), [az,ay,a][as,aq,a7]as € 7).
Da Proposi¢ao 3.4 temos que
las,a1,az]|as,a¢,a7,a4] € 7).
Assim obtemos que

([a1,a][az,as) + [a1,a3)[az,a4)) [as, ag,a7] € 7O,
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Corolario 3.1.4. Para quaisquer a; € K (X),

(lar,a2)[a3,as) + a1, a3)[az, aa]) [as, a6, a7,a5) € T, (3.20)
(a1, a2)[as,as) + a1, a3)[a2, as)) [[as., ae), [a7,as)] € T©). (3.21)

Demonstragdo: Inicialmente observemos que

(la1,a2])[as, as) + a1, a3][az,a4)) las, ag, a7,a8] =

= ([al,ag] [az,a4] + [al,a3][a2,a4]) [[a57a6],a7,ag}.

Agora fazendo b; = a; para 1 <i <4, bs = [as,ae] € bj = a;1] para i = 6,7 temos que pela
Proposicao 3.5 que

([b1,b2])[b3,ba) + [b1,b3][b2, ba)) [bs, be, by] € T).

Portanto vale (3.20).

Segue do Lema 2.21 que
[[a5,a6], [a7,ag]] = [as,aq,a7,as] — |as,a¢,as,a7).
Assim segue do caso anterior que,
(la1,a2) (a3, as] + a1, a3] (a2, a4)) [[as, ag), [a7,as]] € T®),

e obtemos (3.21). O

Corolario 3.1.5. Para quaisquer a; € K (X),

[a1,a0)[ay,a3)[a1,a2,a3) € TO).

Demonstragdo: Segue diretamente da Proposi¢do 3.5 que
(a1, a2][as, a3 + [a1, a4l a2, a3)) [as, a6, a7] € T,

agora basta fazer a; = a4 = as, a) = ag € az = ay. Ul

54



Capitulo 3. As relagdes das dlgebras universais associativas Lie nilpotentes de classe 4

Proposicao 3.6. Para quaisquer a; € K (X),

([a1,a0)(a3,as) + a1, a3)az, as]) (las, ae) a7, ag] + as, a7][as, ag]) € 7O,

Demonstragdo: Pela Proposicdo 3.5, temos que

(la1,a2)[a3, aa) + a1, a3) [z, aa)) [as,agaz,a5) € TO).

Observemos que
(la1,a2][as,as] + [ar,a3] (a2, a4]) las, aaz, ag] =
= ([al ,azllaz,as] + a1, as] [az,a4]) [a6[a5,a7] + [a5,a6]a7,ag} =
= ([a1,a2][a3,as] + [a1,a3][az, as))
(aglas, a7, as] + [as, as[as,a7] + [as, ae)[a7,a8] + [as, a6, agla7) =
= (la1,a2][a3,a4] +- [a1, @3] (a2, a4]) ([as, a7, as)a + as, ag, ag]a7 ) +
+(la1,a2)[as,as] + a1, a3)[az, a4]) ([as, ag) [a7, as] + |as, a7][as, as])

_|_
+(la1,a2][a3, a4) + [a1,a3][az, a4]) ([[as, as), las, a7]] —[as,a7,as,a¢)).
Novamente, pela Proposi¢do 3.5,
(la1,a2)[a3,a4] + [a1,a3] [a2,a4]) [as, b,as] € T, para b € {ag,az}.

Assim

([a1,a2][az, as) + a1, a3][az,a4)) (las, a7, as)as + [as, a6, agla7) € T®).

Pelo Corolario 3.1.4 temos

([ahaZ] [613,614] + [al7a3][a23a4]) [05,07,08,06] € T(S)v

([ar,a2][a3,as] + a1, a3)[az,a4)) [[ae, as], [as,a7]] € T®).

Assim segue que

([al,ag] [a3,a4] + [al,ag] [az,a4]) ([aS,a6] [a7,ag] + [a5,a7] [aé,ag]) S T(S).
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Corolario 3.1.6. Para quaisquer a; € K (X),

[a1,a][a1,a3][a1,a4][a1,as]) € T®).

Demonstragdo: Segue da Proposicdo 3.6 que
(la1,a2) (a6, as] + a1, ag)[a2,a3]) ([a7, as][as, as] + [a7,a5] [as,as]) € T

Fazendo a¢ = a7 = ag = a; obtemos o resultado. ]

Proposicao 3.7. Para quaisquer a; € K (X),

(a1, a2][a3,as] + a1, a3)[a2, a4] as,a6) € T®).

Demonstrag¢do: Temos que [ay,aza3,as,as,dg] € 70) , entdo

a1, aza3,a4,as5,a6] = |azar,a3] + a1, az)a3,a4,as,a6| =
= [aslai,a3,a4] + [az,a4) (a1, a3) + [a1,a0) (a3, as] + [a1,a2, a4)a3,as,a6] =
- [aZ[a1;a3;a4]7a57a6} + [[a17a27a4]a37a57a6:| +

+[[a1,a2] [az,a4] + [al,a3][a2,a4],a5,a6} — “[al,a3], [az,a4]] ,a5,a6].

Segue do Coroldrio 3.1.1 que [az[a1,a3,a4),as,a6), [[a1,a2,a4]az,as,a6] € 7). Do Lema
2.21 temos
[[[01,61317 [02,04]}705706] eT®.

Portanto

(a1, a2][a3, as] + a1, a3)[az, as] as,a6) € T®).

Corolario 3.1.7. Para quaisquer a; € K (X),

[[a1,a2)[az,a4) + [a1,a3)[az,a4], [as, a6]] € T®).
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Demonstragdo: Segue diretamente da Proposicao 3.7, uma vez que

(a1, a2]las, a4] + a1, a3] (a2, as], [as, a6)] =

= [[a1,a0)[a3,a4] + [a1,a3) (a2, a4],as,a6] — [[a1,a2][a3,as] + a1, a3)[az, a4), a6, as] .

Proposicdo 3.8. Para quaisquer a; € K (X),

[la1,a2][az, as] + [a1,a3)[az, a4), as] [as, a7] +

+[[a1,a0)[a3,a4] + [a1,a3] a2, a4), a6 [as, a7] € T®).

Demonstragdo: Fazendo y = [ay,ay)[az,as] + [a1,a3][az2, as] obtemos

[[ar,a2][a3,a4) + [a1,a3][az, as), as] [ae, a7] + [[a1, a2[a3, a4] + [a1,a3] (a2, a4, a6 [as, a7] =

= [v,as][aes,a7]) + [y, a¢)[as, a].

Agora

v,as][as,a7] + [y, a6)[as,a7] = [y, as|(asar — aza¢) + [y, a)(asa7 — azas) =
= [y,aslasar + [y, aslasar — [y, as|aras — [y, aglazas =
= [y.aslasar +as|y, aglas — asly, aglaz + |y, aglasar — |y, aslazas — [y, aslaras =
= [y,asaglar + [y, as,aslar — [y, as|azas — [y, aglaras =
= [y,asaglas + [y, a6, aslas — [y, as|azas + az]y,aslas +
—arly, aslas — [y, aelazas + azly, aglas — a[y, aglas =
]

= [v,asaglaz + [y, a6, asla7 — [y, as,a7]as — azly,aslas — [y, a6, azlas — az[y,aglas =
= [v,asaglar + [y, as,as|a; — [y,as,a7]as — [y, as,a7]as +
—azly,as|ag — azas|y,ag] + azasly, ag] — azly, aglas =
= [y,asaglar + [y, a6, as|as — [y,as,a7]as — [y, ag, a7)as — a7]y,asas] — arly, as, as) =

= [y, 0506,07] + [y, a6,a5]a7 - [y, 05;07]06 - [y, 06,617]05 —ay [y; a6;a5]'

Pela Proposicdo 3.7 temos

v, asag, a7) = [[ar,a2][as, ad] + a1, a3)[az, aa), asag, a7] € T,
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bem como,
[y,a6,as], [y,as,a7) e [y,a¢,a7) € T®.
Portanto
[v,asl|ag,a7] + [y, a¢)[as,a7] € 7).
comy = |ay,ay|[az,as) + [a1,a3][az, as). O

3.2 Demonstracao do Teorema 3

Seja I o ideal bilateral em K (X) gerado pelos polindmios (3.1)-(3.8). Queremos mostrar
que [ = T©), assim devemos mostrar que [ C TG ¢ que TG C 1. As Proposicoes 3.2 a 3.8
garantem que / C 7). visto que cada gerador de I pertence ao ideal 7). Resta-nos mostrar
que 7O C I. Como o ideal bilateral TO) ¢ gerado pelos polindmios [a1,an,a3,a4,as|, para

quaisquer a; € K (X); assim € suficiente mostrar que os polindmios do tipo
[a];a25a3;a4;a5] (322)

pertencem ao ideal I para todo a; € K (X). Claramente podemos assumir que qualquer a; é
um mondmio. Assim para mostrar que os polindmios dos tipo (3.22) pertencem ao ideal /,

mostraremos que os seguintes polindmios pertencem ao ideal /, para quaisquer a; € K (X),

(la1,a2)laz, aa] + [ar,a3][az, as]) ([as, ae][a7,as] + [as, a7)[as, as)); (3.23)
([a1,a2](az,as] + a1, a3)[az, as]) [as, ag, a7); (3.24)
[al,az] [[a3,a4] [a5,a6] + [a3,a5][a4,a6],a7] + (3.25)

+[a7,a2] [[a3,a4] [a5,a6] + [a3,a5] [a4,a6],a1] ;

la1,a2,a3][as,as,a6,a7]; (3.26)
[[a1,a0)[az,a4] + [a1,a3)[a2,a4], a5, ac); (3.27)
[a1,a2,a3][aq,as,a6); (3.28)
lay,az]la3,a4,as,a6] + [as,az]]az,a4,as,a1). (3.29)

A prova serd por inducio no grau m = deg f dos polindmios f do tipo (3.22)-(3.29). E
claro que para qualquer polindmio f do tipo (3.22)-(3.29) temos m = deg f > 5. Como base de

inducdo consideramos que o grau do polindmio f seja m =5, assim temos que f € um polindmio
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do tipo (3.1), ou seja, cada a; € um mondmio de grau 1 e assim f € [.

No passo de inducdo tomaremos f um polindmio do tipo (3.22)-(3.29) de grau m = deg f.
Para todo polindmio g do tipo (3.22)-(3.29) de grau menor que m, admita que g € I. Provaremos
que f € 1.

Afirmacao 3.2.1. Qualquer polinémio f = f(ay,ay,a3,a4,as,a6,a7,as) de grau m, do tipo
(3.23), pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(ay,az,as,aq,as,a6,a7,ag) é um polindmio da forma

f = ([611,612] [a3,a4] + [01,03] [az,a4]) ([a5,a6][a7,ag] + [as,a7][a6,a3]).

Caso tenhamos deg f = 8 entdo cada q; ¢ um mondmio de grau 1, ou seja, f € do tipo (3.8) e

assim f € I. Admita que m = deg f > 8, entdo para algum i, 1 <i < 8 nés temos a; = dia,

sendo degd), dega! < dega;.

Primeiro consideremos o caso em que ag = dgdg, entio

(lar,a2[as, as] + a1, as] (a2, aa)) ([as, as) (a7, agag) + [as, a7)[as, agag]) =
= (la1,a2][as, a4] + a1, as] a2, aa)) ([as, ag)ag|ar, ag) + [as, a7lag|ag, ag]) +

+(lar,a2)[az, as] + a1, a3)[az, a4)) ([as, ag)[a7, aglag + as, a7) (a6, aglag ) =

= (a1, a2][a3,as] + a1, a3)[az,a4)) ([as, ag)[a7,a3] + [as, a7 [ae, ag)) ag +
+([a1,a0][a3,a4] + [a1,a3][az, a4]) ([as, ae] [a7, ag] + [as, a7)[as, ag] ) ag +

—(la1,a0)(a3,a4] + [a1,a3) (a2, a4)) ([as, ae) [a7, a8, ag] + [as, a7) [ae, ag, ag)).

Pela hipétese de indugdo temos,
([al,az] laz,aq4] + [al,a3][a2,a4]) ([as,a6] [a7,b] + [a5,a7][a6,b]) €1, parab € {dg,ay
Assim segue que

(la1,a2)las,aq] + [ar,a3)[az, a4]) ([as, ae][a7, a5] + [as, a7] as, ag] ) ag € 1,

(la1,a0][a3,a4] + [a1, @3] (a2, a4]) ([as, ae) (a7, ag) + [as, a7) [as, ag] )ag € 1.
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Afirmamos que

([a1,a0)[az,as] + a1, a3)[az, as]) [as, ag)[a7, a8, ag] € I. (3.30)

Observamos que

([alaaZ] [a37a4] + [a17a3] [02,614]) [615,616] [a77ag7aé] =

= ([a1,a2][a3,a4] + [a1, a3][az, a4]) (a7, a3, ag] [as, as] + [[as, a6], [a7, 0z, a5]] ).

Afirmamos ainda que
[[a5,a6],[a7,ag,a/8]] el (3.31)

Pois

“a5ﬂa6]7 [a77ag7ag]] == [[a77ag7ag]7 [a57a6H =

1 / ! /
= [(17,(18,(18,(16,(15] - [a77a87a87a57a6] € 17

uma vez que [ay,ag,dg, ag,as| € [az,dy, dy, as, ag) sdo polindmios do tipo (3.22) e possuem grau

menor que m. Portanto, pela hipétese de inducao, a afirmacao (3.31) é valida.

Observemos que ([al,az] [az,a4] + |ay,a3] [az,a4]) [a7,a§,ag] é um polindmio do tipo (3.24)

€ possui grau menor que m e assim, pela hipétese de inducao, pertence ao ideal 1. Logo
(la1,a2][as,a4] + [ar,a3] (a2, a4]) a7, a5, ag][as, ag) € 1.

Como consequéncia ([ar,as][as,as] + [a1,a3][az,a4])[as, ae)[a7, a5, ag] € I e assim a afirmagdo
(3.30) é vdlida.

Agora segue da afirmacao (3.30) que

([a1,a2)[a3,as] + a1, a3)[az, as]) [as, a7 ag, ag ,ag] € I.

Assim os polindmios do tipo (3.23) pertencem ao ideal I quando ag = agay.
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Se a; = dd/, entdo

(laiay, a2)las,as]) + [d\d|, a3)[az, a4]) ([as, ae][a7,as] + [as, a7][as, as]) =
= (dy[d},a2][a3,a4] + a}[ay ,a3][az, a4]) ([as, as) a7, as] + [as, a7)[as, as]) +
+(la, a)d[a3,a4] + [a}, as)d! [az, a4]) ([as, a6] a7, as] + [as, a7] a6, as]) =

= dy ([af, a2)[a3,a4] + [a}, a5][a2, aa]) ([as, ae) (a7, as] + [as, a7)[as, as]) +

+ai (a,azllaz, as] + [ay, a3)[az, aa)) ([as, ae] [a7,as] + [as,a7][as, as]) +

+([a/1,a2,a/1/] laz,a4) +[d},a3,a]] [az,a4]) ([a5,a6] la7,a8] + |as,a7] [a(,,ag]).

Pela hipétese de inducao,
([b,a2][as,as) + [b,a3][az,a4]) ([as, ae)[a7,as] + [as, a7)[as, as]) € I, para b € {d|,a]
Assim segue que

ay ([a), azl(as, aa) + [a) ,a3) (a2, aa)) ([as, ag) [a7, as] + [as,a7] [as,as]) €1,

ay ([a},a2)[a3,a4) + [a}, a3) a2, a4]) ([as, ag) [a7,as] + |as, a7)[as, as]) € 1.

Afirmamos que

[a/l , a2, a/l/] [613,614] ([a57a6] [d7, Clg] + [(157(17] [a67 aS]) el (332)

Como

[a,l a2, a/ll] [613, Cl4] ([615 ) a6] [a7’ ag] [aS ) a7] [a67 ag]) =
= ([as,ae[a7,as] + [as, a7][as, as]) [a}, a2, d{] a3, as] +
—[d},a2,a}]|[as, ag][a7,as] + [as,a7][as, as], (a3, aa]] +

—[[a5,a6][a7,a8] las,a7)(ag, ag), [a},az,a ”[613,614].

Observemos que ([as, ag)[a7,as] + [as, a7)[as, as]) [a}, a2, d}] é um polindmio do tipo (3.24)
€ possui grau menor que m e assim, pela hipétese de inducao, pertence ao ideal 1. Logo

(las,ae)[a7,as) + as,a7)[as, as]) [}, a2, d|[az,a4] € 1.
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Afirmamos que
[[as,ad la7,ag] + |as,a7]|ag, as], [613,614]} el (3.33)

De fato,

[[a57a6] [617,618] + [a5,a7] [616,618], [613,614]] =

= [[as,ae)laz,as] + [as, a7)[ae, as],a3,as] — |[as,a6)[a7,a3] + [as,a7)[as, ag],as,a3] €1,
pois € uma combinagao linear de polindmios do tipo (3.27) com grau menor que 1.

Afirmamos também que

[[a5,a6][a7,ag] +[a5,a7][a6,ag],[a'l,ag,a'{] el. (3.34)

Escrevendo y = [as, ag|[a7,as] + [as, a7][as, ag] na equagdo (3.34), obtemos que

(las, ae][a7,as] + [as, a7)(as, as), [a}, a2, a}]] =
= [ [d},a2,d]]] = [y,[d},a2]a}]] = [y,a![a}, a0]] =
= [a},a2lly,d{] + [y, [a},a2]]d] = [y,af][d}, a2] —af [y, [d},a2]] =
= [v[d}, al]ai —af |y, [a},a2]) — [»»d{). a}, ao]| =
= [ [a),a0]]d] —af [y, [a}, @] ] - [[v,d],d\],a2] + [[y,a],a2],a1] =

- [ 7[‘1/17‘12]]‘1/1/_‘1,1/[ 7[‘1/17‘12]] - [yvalllvall]a2+a2 [y7a/1/7a/1} + [y7alllya2]a/1 _all [yaalllaaﬂ el

Visto que € uma combinagdo linear de polindmios do tipo (3.27) com grau menor que m €
pertencem ao ideal /, pela hip6tese de inducao. Portanto a afirmacao (3.32) € valida. Assim os

polindmios do tipo (3.23) pertencem ao ideal I quando a; = a}dj.
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Se a7 = d4d’, entdo

(la1,a2][as, aa] + [ar, a3] a2, aa]) ([as, ae][a7a7 , as] + [as, a7a7][as, ag]) =

= (la1,a2][as,a4] + [a1,a3][az, a4]) (as, ae)a3 (a7, ag] + ay[as, a7 [as, as]) +
(
])

+(la1,a2][a3, as] + [a1,a3][az, as]) ([as, ae) a7, ag] + [as, a5)[as, ag)) a7 +

+([a1,a2][a3,a4] + [a1,a3][az, a4]) ([as, ae] (a7, as|aT + [as, a7)az|as, as]) =

= (la1,a2][a3,as] + a1, a3][az,a4)) ([as, as)[a7 , ag] + [as, a7 a6, as] ) a7 +

—([al,az][ag,m] + [a1,a3]]az,a4] )([a5,a6 [dY,ag,ab) + [a5,a7][a6,ag,a7]) +
—(la1,a2)[as, aa] + [ar, a3] a2, aa]) [las, a7 ] as, as], a7 =

)

)

—(la1,a2][a3,a4] + [a1,a3)[a2, a4)) ([as, ae) a5, as, a7) + as, a5) [ae, ag,a5]) +

= ([a1,a2](a3,a4] + [a1,a3][az, a4]) ([as, a6) (a7, as] + [as, a7)as, ag] ) ay +

+([a1,a2][a3,a4] + [a1, a3][az, a4]) ([as, ae] [a7, ag] + [as, a7][as, as] ) a7 +

—(la1,a0)(a3,a4] + [a1,a3) (a2, a4)) ([as, a7][as, ag, a5 + [as, a7, a7) [ag, as)).

Pela hipétese de indugdo temos

([a1,a2][az,as) + a1, a3)[az,a4)) ([as, ae)[b,as] + [as, b][as, as)) € I, para b € {a7,d]

Segue da afirmacao (3.30) que

(lar,a2[as, as] + a1, @3] (a2, aa)) [as, ag) (a7, as, a5] €1,
([a1 ,az]|as,aq] + [ay ,a3][a2,a4]) las,d’)[ag,as,d5) € 1,

(la1,a2)[as,as) + a1, a3)[a2, a4)) [as, a5 ] [as, as, a5) € I.

Os polindmios do tipo (3.24) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipétese de indugdo),

assim

(la1,a2)[as,as) + a1, a3)[a2, a4]) [as, a5 ,a5)[ae, ag) € I.

Portanto os polindmios do tipo (3.23) pertencem ao ideal I quando a7 = abd}. Pela simetria

entre ag € a7 segue que os polindmios do tipo (3.23) pertencem ao ideal I quando ag = agay, -
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Observemos que

([al,az] [az,a4] + |ay,a3] [az,a4]) ([a5,a6] [a7,a8] + |as,a7] [a6,ag]) = (3.35)
= ([as, ae)la7,ag] + [as,a7][as, a3)) ([a1,a2][a3,as] + (a1, a3][az, a4]) +
+ [[al,az] [a3,a4] + [al,a3] [ag,a4], [a5,a6] [a7,a8]} + [[al,az] [613,614] +

+la1,a3)[az, a4}, [as,a7][as, as]] .
Assim da afirmagdo (3.33) temos
[[a1,a0)[az,a4] + [a1,a3)[a2,a4], [as, a6) (a7, ag]| =

= [as, ae)[[a1,a2)[az,as) +[a1,a3)[a2,a4], [a7,as]| + [[a1,a0) (a3, as) + [a1,a3)[az, as), [as, a6)| [a7,a8) € 1.

Da mesma forma,

[[a1,a2)[az,a4) + [a1,a3)[a2,a4], [as, a7)(as, ag]] € 1.

Pela equacgao (3.35) e pela simetria entre ag € a4 ( a; € as, a7 € a3, ag € az) temos que 0s
polindmios do tipo (3.23) pertencem ao ideal I quando ay = ayal ( e respectivamente quando

as = asas, a3 = dyas e ay = dhds).
Portanto os polindmios f do tipo (3.23) de grau m pertencem ao ideal 1.

Afirmacao 3.2.2. Qualquer polinémio f = f(ay,az,a3,a4,as,ae,a7) de grau m, do tipo (3.24),

pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(ay,az,as,aq,as,ae,a7) é um polindmio da forma

f = ([a1,a0][a3,a4] + [a1,a3][az, a4)) [as, ae, a7].

Caso tenhamos deg f = 7 entdo f € do tipo (3.3) e assim f € I. Se m = degf > 7, entdo

para algum i, 1 <i <7 nds temos a; = aga;’, sendo deg af, deg af/ < dega;.
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Primeiro consideremos o caso em que a7 = a5a’. Entdo

(la1,a2)[a3,aa) + a1, a3] (a2, au] ) [as, a6, a7a7] =
= ([a1,a2][az,a4] + [a1,a3][az,a4]) (a5 as,as, a7 + [as, a6, a5)a7) =
= (a1, a2][az,a4] + [a1,a3][az,a4)) [as, a6, a7] a7 +
+la1,az]as, aslas[as, ag, a7 + a1, a3) (a2, aslay|as, ag, a5] =
= ([a1,a2][a3,a4] + [a1,a3][az, as]) [as, a6, a7)ay +
+dyar, ax)las, asllas, ag,a7) + ajar, a3)(az, asl[as, g, a7) +
+ar,allas, a4, d7)[as, a,a7] + a1, a3) (a2, a4, a7 as, ag, a7] +
+ar,a2,d5][az, ad) as, ag,a7] + a1, a3, a7)[az, aslas, ag, a7] =
= (a1, a2][az,a4] + [a1,a3][az,a4)) [as, a6, a7) a7 +
+a5 (a1, a2) (a3, as] + a1, a3)[az, as]) [as, ag, a5] +
+la1,az]as,as,a5)(as, as,a5] + [a1,a3][az, as, a5 [as, ag, a5 +
+[as,a4)lar,az,d5)[as, ag,dy) + [az, a4)|ar, a3, d5)[as, as, dl] +

+[[a1,a2,d5), [az,a4)) [as,a,a7] + [[a1,a3,a7], [az, a4l [as, ae, a7).

Pela hipétese de inducdo, temos

(la1,a0)[az,as] + a1, a3)[az, as]) [as, a6, b] € 1, para b € {a5,a7}.

Pela afirmagdo (3.31) segue que [[a1,a2,a5],[a3,a4]], [[a1,a3,a7), [az,a4]] € 1.

Os polindmios do tipo (3.28) de grau menor que m pertencem ao ideal I (hipdtese de in-

ducdo), assim
las,aq,d5)[as,a6,d5), |az,as,d5)|as,ae,d5], |ai,az,a5)as,as,ay) € |a1,a3,d5)[as,aq,d5] € 1.

Logo os polindmios do tipo (3.24) pertencem ao ideal I quando a7 = a4 d,.
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Consideremos o caso em que ag = dgag. Entdo

(a1, a2)[a3, aa) + [as, a3] (a2, aa] ) [as, agag a7 =
= ([a1,a0)[a3,a4) + [as,a3)[az, aa)) [aglas, ag) + [as, aglag a7 | =
= (a1, a2][az, as] + a4, a3][az,a4)) ag[as, ag, a7] +
+([a1,a0][as, as] + as, as[az, a4]) ([as, ag)lag, a7] + [as, ag) [ag. a7]) +

+([a1,a2][a3, as) + as,a3][az, a4)) as, ag, a7)ag.

Pela hipdtese de indug@o (e mesmo argumento no caso anterior) temos que
([a1,a0)[az,as) + [as, a3)[az, as)) [as, ag,a7] € 1,
([ar,a2])[as, as] + [as, a3)[az, a4)) aglas, ag,a7] € 1.
Ja verificamos que os polindmios do tipo (3.23) com grau m pertencem ao ideal /, assim

([alvaZ][a37a4] + [a47a3][a27a4]) ([aSvag] [a/6/7a7] + [a57a/6/] [a/67a7]) el

Logo os polindmios do tipo (3.24) pertencem ao ideal I quando ag = agag. Como

([ar1,a)[az,as) + [as, a3)[az,a4]) [as, ae,a7] =

=— ([ahaz] a3, a4] + [aa, a3] [327614]) las, as, a7],

segue que os polindmios do tipo (3.24) pertencem ao ideal I quando as = asds.

. i =
Consideremos o caso em que a4 = aya,. Entdo

(la1,a2)[as,dyay) + [as, as)az, ayay)) [as,a6,a7) =
= ([a1,a2]aylas, ay) + [as, az)d}|az,d})) [as, a6, a7) +
+(la1,a2][a3, ay)dy + [as, a3)[az,dy)ay ) [as, a6, a7) =

= ay([ar,a0)[a3,d)] + [aa, a3] (a2, a}]) las, ag, a7] +

+ay ([ar,a0]as, ay] + [as, as)[az, a})) las, as, a7) +
+([a1,a2,ag][a3,aﬁ{]+[a4,a3,a4 ar,a ]) as,ag,a7| +
+ (a1, a2)[az, d}, dy] + [as,a3][az,d}, ay)) [as, a6, a7) +

+([611,612,61Z][a3,a§1]+[a4,a3,a4][612, Z])[asa%,aﬂ-
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Pela hipétese de indugao,

([a1,a2][as,b] + [a1,a3][a2,b]) [as,a6,a7] € 1, para b € {ay,dy}.

Uma vez que os polindmios do tipo (3.28) com grau menor que m pertencem ao ideal /

(hipétese de indugdo), temos

[a3,aﬁaaﬁ(][as,a6,a7]7 [027agaax][a57a67a7]61-

Afirmamos que

la1,a3,d}][a3,d)]|as,a¢,a7] € 1. (3.36)
Observemos que

[al ,an, ail-] [613,(121/] [(15,(16, (17] -

[037021/] [a17a27a£1] [a57a67a7] + [[a17a27a21]7 [a37a£|{]] [615,616,617] € Ia

e pela afirmagdo (3.31) temos que [[a1,a2,ay), [a3,a4]] € I. Como os polindmios do tipo (3.28)

com grau menor que 1, por hipétese, pertencem ao ideal 1, segue que [ay,az,d}][as,aq,a7] € I.

Agora segue da afirmacao (3.36) que
[a47a37a21][a27a£|{] [a57a67a7]7 [a17a27a21/] [03,02][6157616,617], [a4>a3aax] [(127(121] [615,616,617] el

Assim os polindmios do tipo (3.24) pertencem ao ideal I quando a4 = aja.

Caso tenhamos a3 = asas. Entdo

(lar,a2][a3d5,a4) + [ar,a5d5) a2, a4 ) las, as, a7] =
= ([al,az]ag [d5,aq) +d [al,ag][az,m]) [as,ag,a7] +
+(lar,a2](a3, aslas + [aa, a3)az|az, as) las, as, a7] =

= ds(la1,a2][d5,a4] + (a1, a5 (a2, a4]) las, a6, a7] +

+dj ([al,az] [d5, a4 + [as,d5) [az,a4]) las,ae,a7] +
+([ar,a2,d5][d5, a4] + [aa, a3, a5][az, a4]) las, as, a7] +

+([a17a2] [0370470/3/] + [alaa%ag/] [0/3,“4]) [615,616,07].
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Pela hipétese de indugdo, temos
([a1,a2][b,as) + [a1,b][az, as]) [as,a6,a7] € 1, para b € {a},d5}.

Como os polindmios do tipo (3.28) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de
indug¢do), assim

[d5,a4,d3)[as,a6,a7] € 1.

Segue da afirmacio (3.36) que
la,a2,a3][d5, asllas,a,a7], |as,as,d5](az,a4)las, as,a7), [a1,az,a3)[a3,a4][as,as,a7] € 1.

Assim os polindmios do tipo (3.24) pertencem ao ideal I quando a3 = adj. Pela Simetria entre

as e ay vemos que os polindmios do tipo (3.24) também pertencem ao ideal I quando ay = ahd),.

Observemos que

([al,ag] [a3,a4] + [(11,613] [az,a4]) [a5,a6,a7] = (3.37)

= ([a4,as][a2,a1] + [as, a2][a3,a1])[as, a6, a7] +

—|—([[a1,a2], [a3,a4H + [[al,ag,], [az,a4ﬂ> las,aq,a7].

Afirmamos que
[[al,az],[a3,a4]][a5,a6,a7] el. (3.38)

Uma vez que

[[alaaZ]v [613,614]} [615,616,617] =
[a17a27a37a4] [a57a67a7] - [6117(127(147(13][615,&6,&7] =
= [as,a¢,a7)[a1,a2,a3,a4] — [as,a¢,a7]|a1,az,a4,a3] +

+ [[a17a27a37a4]a [615,616,617]} - [[611,612,614,613], [a57a67a7]:| )

e como os polindmios do tipo (3.26) com grau menor que m pertencem ao ideal I segue que

la1,a2,a3,a4](as, a6,a7), |a1,az,a4,as)(as,ae,a7] € I.

Afirmamos ainda que
[[a1,a2,a3,a4],[615,616,617]] el (339)
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Basta observar que

[a1,a2,a3,a4), as,a6,a7]] = [[a1,a2,a3,a4],[[as, a¢),a7]] =
= [a1,a2,a3,a4, |as,a6),a7) — [a1,a2,a3,a4,a7, [as, a6)| =

= [[a1,a2,a3,a4,as),a6,a7] — [[a1,a2,a3,a4,a6),as,a7] — [[a1,a2,a3,a4,a7], [as, ag) .

Como os polindmios do tipo (3.22) com grau menor que m pertencem ao ideal I segue que

[a1,a2,a3,a4,as], [a1,a2,a3,a4,a¢], |a1,a2,a3,a4,a7] € I. Assim a afirmacdo (3.39) é vilida.

Agora segue da afirmagio (3.39) que [[al,az,a4,a3], [a5,a6,a7]] € 1. Com consequéncia

temos que a afirmacdo (3.38) ¢ vdlida.
Por fim da afirmagdo (3.38) temos [[a1,a3], (a2, a4]]as,a¢,a7] € 1.

Da observacao (3.37) temos a simetria entre a; € a4. Logo os polindmios do tipo (3.24)

pertencem ao ideal I quando a; = d}d].

Portanto os polindmios f do tipo (3.24) de grau m pertencem ao ideal 1.
Afirmacao 3.2.3. Qualquer polinémio f = f(ay,az,a3,a4,as,aq,a7) de grau m, do tipo (3.25),

pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(ay,az,a3,aq4,as,aq,a7) € um polindmio da forma

f = [alaaZ] [[03,614] [615,616] + [613,615] [614,06],617} + [a77a2] [[a37a4] [05,06] + [613,615] [614,616],01} .
Caso tenhamos deg f = 7 entdo f € do tipo (3.7) e assim f € I. Se m =degf > 7, entdo
para algum i, 1 <i <7 nés temos a; = d.a;, sendo degd;, dega! < dega;.
Primeiro consideremos o caso em que ay = aja) entdo
a1, aya3) (a3, aal(as, ag] + [a3,as](as, ae), a7 + a7, dra3) [[as, as)[as,a6] + [a3, as) [as, a6,a1] =

= dhar,d5][[a3, asl[as, a6 + (a3, as)[as, a6),a7] + a5[a7,a3] | [az,a4](as, ae) + a3, as][as, ae), a1

+a1,d5aj (a3, as)[as, ae) + (a3, as)[as, a6),a7] + [a7,d5)a) [ (a3, aa][as, ae) + (a3, as)[as, ae), a1

= d5([a1,d5][[a3,as][as, a6) + (a3, as)[as, a6),a7] + [a7,a3] |[az,a4][as, ae) + [a3,as][as, ae),a1]) +

+d) ([al,az] [[ag,a4] las,ag] + a3, as)[as, ag), aﬂ + [a7,d) [ [az,aq][as,ae] + [az,as] [a4,a6],a1D +
J+

+[a17a27a2][[a37a4][a57a6]+[a37a5 47a6 , a7
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Pela hipétese de indugdo temos

[ar,b] [[03704] las, ae] + a3, as] [04,616]707} +

+[ay,b] [[ag,a4][a5,a6]+ [ag,a5][a4,a6],a1} €1, parab € {a,,d5}.

Afirmamos que
la1,d3,d5)[[a3,as)[as,a6),a7] € 1. (3.40)

Como

la1,d3,d5) (a3, as)las,a6),a7] = a1,d),a3)a3, a4 [as, a6,a7) + [a1,d5, a3 a3, as, a7)[as, as) =
= [Cl] ,Cllz,alzl] [05,06,07][03,04] + [Cl] 7a/27a/2/] [03,04,07][615,06] - [al ,aIZ,aIZI] [[05,06,07], [a37a4” =
= [al7al27al2/] [615,616,617][613,614] + [alaaévag] [a37a47a7][a57a6] +

—la1,dy,a5)|as,a6,a7,a3,a4) + [a1,d5,d5)|as, as, a7, a4, a3),

pela hipétese de indugdo temos que os polindmios do tipo (3.22) com grau menor que m per-

tencem ao ideal /, assim
[a57a67a77a37a4]7 [(157(167(1776147(13] el

Novamente pela hipétese de inducao temos que os polindmios do tipo (3.28) com grau menor

que m pertencem ao ideal /, assim
[alvaévaé’] [615,616,617], [alva/27a/2/] [613,614,617] el

Portanto a afirmacao (3.40) é valida.

Agora segue da afirmacdo (3.40) que

[al ,al2/7a/2] “03,04] [05,06],07] ) [alaaé/?aé] [[03,05][04,06],07] )

[a77a/2I7a/2] Ha37a4] [(15,(16],611} ’ [a77al2/7a/2] [[(,13,(15] [614,616],(11} el

Logo os polindmios do tipo (3.25) pertencem ao ideal I quando a, = asd,.
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Consideremos o caso em que a; = a}a’. Entdo

[dyd,as) [[a3,a4] las,ae) + [a3,a5][a4,a6],a7] + [a7,a] [[a3,a4][a5,a6] + [a3,a5][a4,a6],a/1a’1/} =
= dld,a0][[a3,a4][as,as] + (a3, asas, a6], a7] + a7, a2)d) [[a3,a4][as, ag) + a3, as][as, a6), af] +
+d},az)al [[a3,as][as, a6) + (a3, as)[as, a6),a7] + [a7,a0) [[a3, a4)[as, a6] + [a3,as)[as, ag),a} ]| =
= d\ ([d,a2][[a3,a4][as, a6] + (a3, as)[as, a6),a7] + [a7,a0) [[a3, a4) [as,a6] + [a3,as) [as,a6),a}] ) +

+([a'1,a2] [[a3,a4] [a5,a6] -+ [a3,a5][a4,a6],a7] + [a7,a2] [[a3,a4] [a5,a6] + [a3,a5] [a4,a6],a'1] )alll -+

+[a77a27a/1] [[a3aa4] [a57a6] + [a3>a5][a47a6]valll] - [a/haz] “a37a4] [a5>a6] + [03705] [a4706]7a77aﬂ .

Pela hipétese de inducdo temos

[b,as] [[a3,a4] las,ae) + a3,as|[aq, a6),a7] +

la7,a0] [[a3,a4)[as,a6] + [a3,as)[as, a6),b] €1, para b € {d},a]}.

Ainda pela hipétese de indugdo temos que os polindmios do tipo (3.27) com grau menor que m
pertencem ao ideal / assim

[[a3,a4)(as,ae) + a3, as)as, ae), a7,a]] € I.
Segue da afirmacao (3.40) que
la7,a2,d'][[a3,a4l(as,a6),d}], |a7,a2,d}][a3,as)(as,a¢),a] € 1.

Logo os polindmios do tipo (3.25) pertencem ao ideal / quando a; = aa’. Pela simetria entre

ay e a7, também temos que os polindmios do tipo (3.25) pertencem ao ideal I quando a7 = a5 d’,.
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Caso tenhamos a3 = asaj, entdo

la1,a2] [[a3a5, as]las, ag) + [d3d5, as)[as, ae], a7 ] +

+[a7,a0][[d3a5 ,a4][as, as) + [a5a5, as)[as, ae], a1 | =
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= a3 ([ahaz] [ ([a3, a4][as, ag] + a3, as)[as, ae]) ,a7] +
ay,a) [ () las,ag) + [ag',asnm,aﬁ]),al]) ;

+d} ([al,az] [ ([d5, aa]las, ae] + a3, as][as, ag)) ,a7] +

+aran [ (dhalos, ] + o asllas,aa]). ] ) +
+[a,a2,d5] [ ([da5,a4][as, ag] + a3 ,as][as, ag)) ,a7] +
+[a77a27a/3] [([0/3/76”] [05,616] + [ag;aS][a%aG])aal} +
+lar1,az,a5) [ ([d5,a4)(as, ae] + (a5, as)[as, ag) ) ,a7] +
+laz,az,a5) [ ([a5, a4)[as, ae) + a3, as)[as, a6))  a1] +

+([ar,a2la3, a7) + a7, a0 (a5, a1)) (a5, aal[as, ag] + [a5, as] [as, ag]) +
+([a1,a0][d5, a7] + a7, a2] (a5, a1]) (a3, aa][as, ag] + (a5, as)[as, ag)) +
a1, a2] [[a5, a4, d5)[as, ag) + (a5, as,d5)[aa, ag), a7] +

+[a77a2] [[0/37(147‘1/3/] [(15,(16] + [ag>a57ag'/] [(14,(16],611} .

Pela hipétese de indug@o temos que

la1,a2] [ ([a5,a4][as, a6) + (a5, as[aa, ac]) ,a7] +[az,a2] [ (a3, aal[as, ae] + (a5, as][as, a6]),

[ar,az] [([ag,a4] las,ag] + [ag,as][a4,a6]),a7] + [a7,a2] [([ag,a4] las,ae) + [ag,a5][a4,a6]),a1

Pela afirmacao (3.40) obtemos

a1, a2,d5][[d3,as)[as,a6),a7], |a1,a2,a5]|[d3,as)[as, a6),a7] €1,

la7,a2,d5]|[d3,a4)[as,a6),a1], [a7,a2,d5]][d3,as)[as,a6),a1] € 1.

Como os polindomios do tipo (3.28) de grau m pertencem ao ideal /, segue que

(la1,a2][ds,a7] + [a7,a2] (a3, a1]) (a3, a4] [as, ag) + (a3, as][as, a6]) €1,

(la1,a2][d5,a7] 4 [a7,a2][d5, a1]) ([a5, aa)las, ag) + a5, as] [aa, ag]) € 1.
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Afirmamos que

a,a2][[a5, a4, a5 [as, ae] + [a5, as, a5 [, ag),a7 ] + (3.41)

+[Cl7,612] [[0,370470,3/] [615,616] + [0/370570/3,] [614,616]7611} el
Observemos que

[a17a2] [[ag7a47ag] [05706] + [ag7a57ag/] [04706]707} +
—I—[a7,a2] [[4/37614#1/3,] [(15,(16] + [a/37a57al3/] [614,616],611] =
= |a1,a][a5,a4,a5][as, a6, a7) + a1, a2) (a3, as, a5 ] [as, as, a7] +

+laz, a2

[d5,a4,d5)as,ag,a1] + [a7,a0][ds, as,d5)[as, ag,a1] +

+ar, a2)[d3, a4,05, a7]las, ae] + (a1, a2](a5, as, a5, a7][as, a6] +
+laz ][aéa%as,al][ ag) + a7, ax][as, as, a3, a1]as, as) =

:[Cll’az}[a/saamas][asaas,aﬂ + a1, a2lla3, as, d5)[as, as, a7) +

+la7,a2](a,a4,a5)[as, a6, a1] + [a7,a2][a3, as, a5 [as, ag,a1] +

]

([al;aZ 615,616 617,612 [a57a6])[al37a47a37a1 +
+([a1,a2][as, ae) + [a7,a2](as, ag)) [a3,as, a5, a1] +
+la1,a2]|[d3, a4, a3, a7, as,a6)| + a1, a2] (a5, as,d5,a7), [as, ae]] +

]

+[a7,az][[a3,a4,a3,a1] [05,06} + a7, a2 [03705703,611] [04,616]]

Como os polindmios do tipo (3.28) de grau menor que m pertencem ao ideal I (hipétese de

indug¢do), segue que

a3, a4,d5][as,a6,a7], [a3,as,d5][as,a6,a7) €1,
[a/37a47ag/][a57a67a1]7 [0/370570/3»/] [614,(16,(1]] el
Afirmamos que
[[0/3,614,61/3/,617],[615,616]} cl. (342)

Observemos que

[[ag7a47agaa7]a[057a6” =
- [0/3704:“/3/7“77057“6] - [4/376147“/3/7077616,615] =

/ 1 / 1 / 1/ / 1
= |a3,a4,a3,a7,as)ac + asaz,as, a3, a7, a6) — aglds, as, a3, a7,as| — [az,as, a3, a7, a¢las € 1,
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pois pela hipétese de indugdo temos que

! 1 / 1 / 2 / i
[a37a47a37a77a5]7 [61370470376177616], [613,614,6137077615 € [a37a47a37a77a6] el

Agora da afirmacao (3.42) temos

[[agaa57agaa7]7 [a47a6]] ) [[0/3;614;@/3/;01]7 [(15,(16]] s “(1/3,(15,(1/3/,01], [6147616” cl.

Temos ainda que

(la1,a2][as,a] + [a7,a2][as, ag)) (a5, a4, 45, a1] =
= ([a1,a2][as,a] + [a7,a2][as, ae]) [d5, a4, d5)ar — ([ay, a2][as, as) + [a7,a2][as, ag] ) a1 [d5, a4,d5] =
= (la1,azllas, ag] + [a7,a2)[as, ag)) (a5, as,d5)ay — a; (a1, az][as, ag] + [a7,a2] (a5, a6] ) [d5, a4, a3] +
—[([a1,a2][as, ag] + [a7,az)[as, ag]) ,a1] [d5, a4, a5] =
= (la1,aallas, ae) + a7, a2)[as, ag)) [}, a4, a5)ay — ai ([a1, a2)[as, ag] + [a7,a2] (a5, a6] ) [d5, a4, 03] +
~la1,a2llas, ag, a1)(as, as, a5] — laz, asllas, as, a1) (a3, aa, a5] +

_[al7a27al][a57a6] [agaa4aag] - [61776127611][615,616] [agaa4aag]~

Como os polindmios do tipo (3.24) de grau menor que m pertencem ao ideal I (hipdtese de

inducdo), segue que

([a1,a2]as, ae) + [a7,a2][as, ae]) [a3, a4, a3] €1,

([a1,a2)[as,ae) + a7, a2][as, ag)) (a5, aa,d5] € 1.
Os polindmios do tipo (3.28) de grau menor que m pertencem ao ideal /, entdao
las,ag,a1]|dy,a4,d3), |as,aq,a1](as,aq,a5] € 1.
Pela afirmacdo (3.36) segue que
lay,az,a1][as,a6)[d5,a4,d5), [a7,a2,a1]|as,ae][dl,aq,d5) €1,

Assim

([a1,a2][as,a6) + [a7,a])[as, ae)) [a5, as,a5,a1] € 1.
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Do mesmo modo tem-se que

(la1,a2]las,a6] + [a7,a2][as, ag)) (a5, a5,a5,a1] € 1.

Logo a afirmacdo (3.41) € vélida. Dai os polindmios do tipo (3.25) pertencem ao ideal / quando

az = dsas.
Observemos que
[a17a2] [[03,614] [615,616] + [613,615] [614,616],07} + [a77a2] [[a37a4] [615,616] + [a37a5] [04706]76“} =

= [a1,a2]|[as,a3)[ae, as] + [as,a6)[a3,as), a7 + (a7, a2 [[as, a3)[ae, as) + [as, ag)[a3, as),a1 ] +

+[a1,a2] [[613,05], [a4,a6],a7} + [a7,a2] [[a3,a5], [04,616],01} (3.43)

Assim

(a3, as], [as,a6),a7] €1,

pois

([as,as), [as, a6),a7] =

a3, as,a4,a¢,a7] — [a3,as,a¢6,a4,a7] € 1.
Do mesmo modo segue que [[ag,a5], las, ag), al} € 1. Como consequéncia temos que

[al,az] [[a3,a5], [a4,a6],a7} + [617,612] [[613,615], [a4,a6],a1} el

Segue da observacgdo (3.43) a simetria entre os elementos az € a4. Assim os polindmios do tipo
(3.25) pertencem ao ideal I quando a4 = aﬁtaﬁ( . Devido ainda a simetria entre a4 € as (primeira

linha) e entre a3 e ag (segunda linha) segue que os polindmios do tipo (3.25) pertencem ao ideal

I quando as = dsas e ag = agay,.

Portanto os polindmios f do tipo (3.25) de grau m pertencem ao ideal /.

Afirmacio 3.2.4. Qualquer polindmio f = f(ay,ay,a3,a4,as,ae,a7) de grau m, do tipo (3.26),

pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(ay,az,as,as,as,ae,a7) é um polindmio da forma

f=lai,a2,a3)as,as,a6,a7).
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Caso tenhamos deg f = 7 entdo f € do tipo (3.5) e assim f € I. Se m = degf > 7, entdo

para algum i, 1 <i <7 nds temos a; = aga;’, sendo deg af, deg af/ < dega;.

Se a7 = a4d’, entdo

la1,a2,as)|as, as, a¢, dsay] =

= [a1,a2,a3)(d5[as, as, ae,a5) + [as, as,a¢,a7]as ) =

- [Cl],az,a:;][614,615,616,61{7]0'/7 + [al7a27a3][a47a57a67a{7]a{7/ - [01,02,613][(14,(15,(16,0'/7,0'/7 .

Pela hipétese de inducdo temos que
lay,az,a3][as, as,a6,b] € 1, para b € {a7,a7}.

Como os polindmios do tipo (3.22) de grau menor que m pertencem ao ideal I (hipotese de
indugdo), segue que |ay,as,as,al,ay] € 1. Assim os polindmios do tipo (3.26) pertencem ao

ideal I quando a7 = a4dy.
Caso ag = agdy, entdo
[a17a27a3] [(14,(15,(1/661/6/,617] = [a17a27a3] [a/6[047057al6/] + [614,615,(1/6]61,6/,617] =
= [a1,a2,a3] (0/6[64,@5,@/6/707] + ag, a7)(as, as,ag) + (as, as, ag) [ag, a7) + [614,05,0/6,07]6/6’) =

= a1, a2,a3][as, as,ag,a7)ag + [a1,a2,a3)[as, as, dg, a7)ag — a1, az,a3)[as, as, ag, a7, dg) +

+la1,a2,a3)[ag, a7)[as,as, ag) + a1, a2, a3][as, as, ag)[ag , a7).
Pela hipétese de inducdo (como no caso anterior) temos

a1, a2,a3)[as,as, ag,a7)ag, |a1,a2,a3)[as,as,aq,a7)ag €1,

la1,a2,a3][as,as,dg,a7,ag] € 1.

Como os polindmios do tipo (3.28) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de

indugdo), segue que [ay,as,as][as,as,ag] € I. Observemos que

[alaaba3][ag7a7][a4va57al6/] =

= la1,a2,a3][as, as,ag) ag,a7] + [a1, a2, a3] [|ag, a7), [as,as,ag)| €1,

uma vez que |ay,a,as)[as, as,ag] é um polindmio do tipo (3.28) com grau menor que m. Segue

da afirmagdo (3.31) que [[ag, a7, as,as,ag H € I. Assim os polinémios do tipo (3.26) pertencem
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ao ideal I quando ag = agay,.

: /N =
Se tivermos as = asas entao

la1,a2,a3][as,asas, ag,a7] = [ay,az,a3] [ag[a4,ag’] + [a4,ag]a{5',a6,a7] =
= |a1,a2,a3][a5[as, a5, ag) + [a5,a6)(as, a5 + (as, a5 (a5, a) + [as, d5, aglds,a7] =
= [a1,a2,a3)(d5[as, 5, a6,a7] + [as, a5, a6, a7)ds ) +
+lar, a2, a3]([d5, a7) a4, a5, ag) + (a5, ae]las, a5, a7]) +
+ar, a2, a3]([ds, a6, a7)[as, d5) + [as, d5] (a5, ag, a7]) +
+lai,a2,a3)(|as, a5, a7)[as, ag) + as,d5, ag)[d5, a7]) =
= [a1,a2,a3)[a4,ds, as,a7)as + [a1,a2,a3)[aq, ds, ag, a7)ds — [a1, a0, a3)|as, a2, as, a7, ds) +
+la1,a2,a3)|as, a5, ag)las, a7] + [a1,a2,a3)[as, a5, a7)[as, ag) +
+la1,a2,a3)|as, a6, a7][as, as] + [a1,a2,a3)[as , ag, a7)[as, a5] +
+[a1,a2,a3)|as, a5, a7][ds, ag] + [a1,a2,a3)[as, a5, ag) [a , a7] +
[

5
+[a1>a27a3]<[[a/57“7]7 [a47a/5/7a6H + [[agvad? [a4>a57a7” “a47a5]7 a57a67a7]])

Pela hipétese de indugdo (como visto nos casos anteriores) temos que

la1,a2,a3)[as,d5,a6,a7), |a1,az,a3)[as,d5,a6,a7) €1,
la1,a2,a3)[as,d5,a6), [a1,a2,a3)[as,d5,a7] €1,
[a1,a2,a3)[as,a6,a7), |a1,a2,a3][d%,ae,a7) €1,
ay,ay,as)[as,as,a7), [ay,a2,a3)[as,ds,a6) €1,

las,d?,aq,a7,a5) € I.
Da afirmacao (3.31) temos que
[[agaa7]7[a47ag7a6]:|7 [[0,57616],[04’0{5/,07]]» [[0474{5]7[“/5/’06’07]} el

Assim os polindmios do tipo (3.26) pertencem ao ideal I quando as = asas. Como [ay,az,a3)|as, as, ag,a7) =
[a1,a2,a3|[—as,a4,a6,a7], entdo os polindmios do tipo (3.26) pertencem ao ideal I quando

quando a4 = ayd).
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Caso tenhamos a3 = asaj entdo

[0170270/3“,3/] [6147615,616,617] = (ag[a17a27ag] + [a17a27ag]ag’) [614,615,616,617] =

= aé[al,az,a’g’] [a47a57a67a7] + [al70270/3][6147&5,&6,&7]61/3/ - [611,612,6/3][a4,a5,a6,a7,a/3/]~

Pela hipétese de indugdo temos que
la1,a2,blas,as,a6,a7] €1,  parab € {a3,a3

Como os polindmios do tipo (3.22) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de
inducdo) segue que [a47a57a67a77a’3/] € 1. Assim os polindmios do tipo (3.26) pertencem ao

ideal I quando a3 = d3aj.

Caso tenhamos a, = a5a) entdo

lay,a,d),a3)|ay,as,ag,a7] = [a'z[al,a’zl] + [al,alz]alzl,aﬂ las,as,a6,a7] =
= (dalar,a,a3] + a3, aj)[ar, a5 + [ar, do] a7, as] + (a1, @y, as)dy ) [aa, as, a6, a7] =
= dh[ay,dy,as3)|aq,as,a6,a7) + [a1,d),a3)d} |as, as, ag, a7] +
+([a2, a)[ar, a5 + a1, do) a3, as]) [as, as, a6, a7] =
= dylay,ady,a3)|as,as,a¢,a7) + [ay,dy,a3][as, as,a6,a7]dy — |a1,db,a3)[as, as,a6,a7,d5) +

+([a1,a3)[d5,d5] + a1, 455, a3]) [as, as, a6, a7) + [[d5, 5], a1, d5]| [as, a5, a6, a7).

Pela hipdtese de indugdo (como no caso anterior),
1/ / 1/
la1,a3,a3]|as,as,a6,a7), |a1,ay,a3)(as,as,a6,a7], [a4,as,a¢,a7,a;] € 1.

Observemos que

(a1, d3)[dh, 3] + |ar, @3] (a3, a3)) [aa, as, a6, a7) =

= ([a1,a)[ay,a3] + |a1,d5) (a3, a3)) ([as, as, agla7 — a7[as, as,a6)) =
= ([a1,a3)[ay,a3] + [a1,d5][d), a3]) [aa, as, ag)a7 +
—ay([ay,a3)[ay, as] + [a1,d5) (a3, a3]) [as, as, ag] +

- [([ahag [a/27a3] + [al,a/Z] [a/2/7a3]>7a7] [a47a57a6]'

Como os polindmios do tipo (3.24) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipitese de
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inducdo), temos

([a17a/2/] [a/27a3] + [alva/Z] [a/2/7a3]) [a47a57a6] €l
([al,a/Z/] [a/27a3] + [611,61/2] [a/2/7a3]) [a47a57a6] el
Observemos que
[([a1,d5][ay, a3] + [a1,d5) (a3, a3]), a7 [as, a5, a6]) =

= la1,d3)[ay, a3, a7]las, as,a6) + [a1,d5, a7)[ay, as) [aa, as, ag) +
+lar,db)[ar, a3, a7][as, as, a6 + [a1, a5, a7)[ay , as) [aa, as, ag] =
= [a1,a3][d), a3,a7][as, as, ag] + a3, a3)[a1, a3, a7)[as, as, a] +
+[ar,a3)[dy, a3, a7)as, as, ag) + a3, aslay, a5, a7) (a4, as, ag) +

+ Ha17al2/7a7]7 [a/27a3]] [a47a57a6] + [[01761/27617], [a/2/7a3]] [61476157616].

Como os polindmios do tipo (3.28) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de

indug¢do), obtemos
[dh,a3,a7)|as,as,a6|, |a1,ay,a7)|as,as,a6], |dy,a3,aq7]|as,as,a6), [a1,dy,aq]las,as,a6) € 1.
Pela afirmagao (3.31), temos

[[a1,a'2',a7],[a’2,a3]}, [[al,alz,a7],[a'2',a3]] el

Assim

[([alaag] [a/27a3] + [alaaIZ] [ag7a3])7a7} as,as,a6] € 1.

Afirmamos que

[[d5,a3], (a1, a3)] [as,as,a6,a7) € 1.

Observemos que

a5, a3, (a1, a3)] [aa, as,a6,a7) = [ay,a3,a1a})as,as, a6,a7] — [d), a3,dya1][as, as, a6, a7) =

= (Cl] [a/27a37a/2/] + [0/2,03,(11](1,2/) [a47a57a67a7] - (ag[aéaa37al] - [0/2,613,61/2/]01)[(14,(15,(16,(17].
Novamente, pela hipotese de indugdo, segue que

[(1/2,(13,61/2/] [(14,(15,(16,(17] S 17
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[d5,a3,a1]d) |ag,as,a6,a7] €1,
[d5,a3,a1]|as,as,a6,a7] €1,
[d5,a3,d5)ay|as,as,a6,a7] € 1.
Assim os polindmos do tipo (3.26) pertencem ao ideal I quando a; = aba. Como
[a1,a2,a3][as,as,a6,a7) = —|az,a1,a3]|as,as,a6,a7],
ento os polindmios do tipo (3.26) pertencem ao ideal / quando a; = d}a].
Portanto os polindmios f do tipo (3.26) de grau m pertencem ao ideal 1.

Afirmacao 3.2.5. Qualquer polinomio [ = f(ay,az,a3,a4,as,as) de grau m, do tipo (3.27),

pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(ay,as,as,as,as,ae) é um polindmio da forma

f = la1,a2][a3,as] + [a1,a3][az, a4, as, ag).

Caso tenhamos deg f = 6 entdo cada @; € um mondmio de grau 1 e f é do tipo (3.6) e assim
f € 1. Suponha m = deg f > 6, entdo para algum i, 1 <i < 6 nés temos a; = dia; , sendo dega’,

degd! < dega;.

Se ag = agag, entdo

(a1, a2](as, as] + [a1, a3)[az, aa], as, agag) =

= ag[a1,a0)[az,a4] + [a1,a3)[az,a4], a5, a6 ] + [[a1,a2][a3,as] + (a1, a3][a2, a4), a5, ag) ag.

Pela hipétese de indugao temos
(a1, a2][as,as] + [a1,a3)[az,a4],as,b] € I, para b € {ag,ag}
Assim

ag[lai,as)as, as) + a1, a3)az, as), as,ag| + [[a1,a0) (a3, as] + (a1, a3)[az, a4), as,ag| ag € 1.

Logo, os polindmios do tipo (3.27) pertencem ao ideal I quando ag = agay.
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Se tivermos as = dsas, entdo

(a1, az)las,as] + [a1,a3][az, as]  da%. 6] =
N {ag[[al’az][%’a“]+[al’a3”‘12’“4]’“/ﬁ + [[al,az][a3,a4]+[a1,a3][a2,a4],a{5}a§/,a6] _

= ds[[a1,a0)[az,a4] + [a1,a3)[az,a4],d5 a6 ] + [[a1,a2)[as, as) + a1, a3][az, a4], a5, ag) a5 +

I
+as, ag) [[a1, a2l [az, aa] + [a1, 3] (a2, aa), a5 + [[a1, a2l (a3, aa] + [a1, 3] (a2, aa), a5 ] a5, ag) =
I

= ds[[a1,a0)[a3,a4] + [a1,a3) a2, a4],d5 a6 | + [[a1,a2)[as,as) + a1, a3][az, a4), a5, ae) a5 +

_|_
+[ds, a6) [[a1,a2] (a3, as] + [ar,a3] (a2, as], a5 + a5, a6] [[a1, 2] (a3, aa] + [ar, a3] (a2, as] d5] +
_.l_

+{[[“1742][03#4],“’5}7[ag—'»%]} {[[m a3][az,a4],a’5},[ag’,a6]]

Pela hipétese de indugdo temos que
[[a1,a2)[az,a4) + [a1,a3)[az,a4],b,a6] €I, para b € {das, a5
Como os polindmios do tipo (3.25) com grau m pertencem ao ideal /, temos que
a5, a6 [[a1,az)[as, as) + [ar, a3] a2, aa], a5] + a5, ae] [[a1, a2l (a3, aa] 4 [a1, a3)[az, aa), as] € 1.

Afirmamos que
[[[al,az] [a3,a4],ag},[ag,a6]} el. (3.44)

De fato,

{[[ahaz] [03,04],a’5},[ag’,a6]] -

= [[abaZ] [613,614,61/5] [a17a27a/5][a13a2] [ag7a6H =
= [[a1,a0)[a3,a4,a5), [d5,ae)] + [[a1,a2,d5][a1, az], (a5, ae]| =
= [a1,a2][[a3,a4,a5), [d5, ae]] + [[a1,a2], (a5, a6)] [az,as, a§] +
]

+[a17a27a{5] [[ahaZ]? [a57a6 } “a17a27a/5]7 [a{jlvaﬁ]] [alaaZ]'
E da afirmacdo (3.31) segue que

[[0376147“/5]7 [0{5/706]} ) HalaaZaa{SL [a{jl?aﬁu el
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Agora da afirmacdo (3.38) temos
[a1, a2, [d5,a6)] [a3,a4,a5), [a1,a2,a5][[ar,a2), [d5,a6)] € 1.
Assim a afirmacdo (3.44) € valida. Agora pela afirmacao (3.44) obtemos
[[alaa?)] [612,614],(1/5} ’ [a/5/7a6] el

Logo os polindmios do tipo (3.27) pertencem ao ideal I quando a5 = asds.

Caso tenhamos a4 = ajaj entdo

[[a1,a0)[az,dyal] + [a1,a3)az, ayay), as,a6] =

= [[a1,a2)d}[az,d}] + [a1,a3)aylar, ay),as,a6) + [[a1,a0) (a3, d4)ay + a1, a3)[ar, ay)d) ,as, ac)
= [([a1,a2][a3,dy] + [a1,a3] a2, d})) d}, as,a6) + [([a1,a2] (a3, ay] + a1, a3][az, ay) ) df, as, ae) +

- [[al,az] [037021/7“21] + [a17a3] [a27axaaa]7a57a6] .

Na expressdo acima fazendo y = ([a1,a][a3, ay] + [a1,a3][az,a3]) e

z= ([a1,a2][az,d}] + [a1,a3)[az,d}]) obtemos

[[al,az] las, ayali] + [ay,a3][az, ayd)], a5,a6] =
= [yay, as,a6] + [zd}, as,a6] - [[a1, 2] a3, df, ay) + a1, a3](az, af dy] a5, ag] =
= [ylay,as] + [y, as)dy, a¢) + [2la},as] + [z, as)ay, ae] +
—[lar,a2,as)as,a,d}] + [a1,a0) a3, dj ,d}, as) + a1, a3,as) [az,df , dy) + a1, a3)[az, df , dy, as),a6] =
= [y, a¢)[dh,as]| +ylay,as,a6) + [y, as,a6)ay + [y, as)[a, ag] +
+z,a6]ay,as] +zlal, as,a¢] + [z, as,a¢)d) + [z, as][ay, a¢] +
—[lar,a2,as)az,ay,d}] + [a1,a3,as)[a2, df ,ay), a6 +
—la1,a2,a¢6)[a3,d},ay, as] — a1, a0][as,d),dy, as,a6] +
—lay,a3,a6)|az,d},ay,as) — a1, a3][az,d),dy,as,a6) =
= [v,as,aelay + [z, as,aglay + yla}, as, ae] + z[ay, as, ag) +
+[v,a6)[dy, as] + [v,as][ay, ag] + [z, a6)[ay, as] + [z, as][ay, ag] +
—[lar,a2,as)[az,ay,d}] + [a1,a3,as)[az, ay ,ay), a6 | +
—la1,a2,a¢6)[as,dy,dy, as] — |a1,a3,a¢)[az, dy,ay, as] +

—la1,a)[as,dy,dy,as,a6) — [a1,a3)[az, ay ,dy, as, ag).
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Pela hipétese de indugdo temos
[y7a57a6]7 [Z7a57a6]61'
Como os polindmios do tipo (3.24) com grau m pertencem ao ideal /, temos
y[aﬁlva57a6]7 Z[aZ7a57a6] el
Agora os polindmios do tipo (3.26) com grau m pertencem ao ideal /, entdo
n -/
[a17a27a6] [a37a47a47a5]7 [61176137616] [(12,(14,6147615] el

Uma vez que os polindmios do tipo (3.28) com grau menor que m pertencem ao ideal I (hiptese

de induc¢do), entdo
la1,a3,a5][as,d),ay)], |ai,a3,as)(az,a),d)] € 1.
Assim obtemos que
la1,a2,as)[as,ay,d}] + [a1,a3,as)[ar,df ,ay), ae) € 1.

Como os polindmios do tipo (3.22) com grau menor que m pertencem ao ideal / (hipdtese de

indug¢do), temos

[a3aa£|{7a£|.7057a6]7 [a27axaa£|.7a5>a6] el
Afirmamos que
v, as)lay, as) + [y, as][a}, ag] € 1. (3.45)

De fato, temos

[y, a6][“27a5] + [,Y, a5] [aibad =

= [aiba5] [ya a6] + [02,616][)/, aS] + “ya a6]7 [ailvaSH + [[yv aS]’ [aibad] .

Como os polindmios do tipo (3.25) com grau m pertencem ao ideal /, entdo

a}, as)[y, ae) + [ay, a6][y,as] € 1.
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Pela afirmacao (3.44) temos que

[v,a6), lay.as]],  [[y.as), lay,ae]] €1.
Logo a afirmacdo (3.45) € valida. Agora segue da afirmacao (3.45) que
[z, a6][d},as] + [z,a5][d},ae) € I.
Com isso obtemos que os polindmios do tipo (3.27) pertencem ao ideal I quando a4 = ayaj,.

Observemos que

([az,a1)las, a3] + [az,as)[ar, a3, as,a6) =

[[al,az] [az,a4) + [a1,a3] [az,a4],a5,a6] + [[[az,a4], [al,ag,]],as,ad

Afirmamos que

[[[az,cm], [611703]},615,616] el (3.46)

Como
|:[[a27a4]7[alaa3]:|7a57a6:| -
= [[a2,a4,a1,a3,as],a6] — [a2,a4,a3,a1,as),a6] €1,

uma vez que os polindmios [ap,a4,ay,a3,as|, [az,a4,a3,a1,as) sédo do tipo (3.22) com grau

menor que m e logo pertencem ao ideal /.

Assim os polindmios do tipo (3.27) pertencem ao ideal I quando a3 = ad3. Pela simetria

entre a3 e ap segue que os polindmios do tipo (3.27) pertencem ao ideal / quando a; = dbd5.

Observemos ainda que

([as,a3)[az,a1] + [as, a0)[az,a1],as,a6) =

[[al ,azllaz,as] + [a; ,a3][a2,a4],a5,a6} + [[[(14,(13], [az,al]],aS,%] + [[[a4,a2], [a3,a1]],a5,a6}.

Pela afirmacao (3.46) temos

[[a4,a3],[a2,a1”,a5,a6}, {[[a4,a2],[a3,a1]},a5,a6 el.
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Logo os polindmios do tipo (3.27) pertencem ao ideal I quando a; = d’a’.

Portanto qualquer polindmio f do tipo (3.27) de grau m pertence ao ideal /.

Afirmacéo 3.2.6. Qualquer polinomio f = f(ay,as,a3,a4,as,a¢) de grau m, do tipo (3.28),

pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(ay,az,a3,aq4,as,ae) é um polindmio da forma

f=lai1,a2,a3][as,as, as).

Caso tenhamos deg f = 6 entdo cada a; ¢ um mondmio de grau 1, ou seja, f € do tipo (3.4)

e assim f € I. Caso m = deg f > 6, entdo para algum i, 1 <i < 6 nds temos a; = a.a., sendo

dega;, dega; < dega;.

Se tivermos ag = agag entio

a1, a2,a3) (a4, as,agag) = [a1,a2,a3) (aglas, as, ag) + [as,as, ag)ag) =

= aglay,ay,a3)|as,as,aq) + [a1,a2,a3)[as, as, aglag + a1, a2, a3)[as, as, ag , ag).

Pela hipdtese de indugdo temos que
la1,a2,a3][as,as,b] € 1, para b € {ag,ag }.
Como os polindmios do tipo (3.26) de grau m pertencem ao ideal /, segue que
la1,a2,a3)[as,as,ag,ag) € 1.

Assim os polindmios do tipo (3.28) pertencem ao ideal I quando ag = agag.
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Caso tenhamos as = dsas entdo

a1, az,a3)[as, a5as, ag) = |a1,a2,a3] [ds[as, d5] + [as, a5)as, ag) =
= [a17a27a3] (Clg [a47a/5/7a6] + [agva6] [a47a/5/] + [Cl4,Clg] [aé—’,ad + [614,61,5,616]61{5/) =
- [alaa23a3] [a47a/5/7a6]a/5 + [a17a27a3] [04,61,5,616]61/5/ - [01,02,613] [a47a/5/7a67a/5] +
+la1,a2,a3] (a4, a5) (a5, ae] + [as, a5][d5, ae]) + a1, a2, a3] a5, ag], [as, a5]| =
= a1, a2,a3][a4,d5, aglas + [ay, a2, a3] (a4, d5, aglas — a1, a2, a3) (a4, a5, ag, as] +
+<[a47a{5] [al5l7a6] + [a47ag] [agaaf)]) [al 7a27a3] + [a17a27a3] “a{jaaf)]v [a47a{5/H +
+ [[0176127613], [a47a/5] [0{5,706]} + “6117027613], [a47a/5/] [0{5706” .
Pela hipétese de indugdo, temos
la1,a2,a3)[as,b,a6) €1, parab € {ds,as}.
Como os polindmios do tipo (3.26) de grau m pertencem ao ideal /, segue que
[a1,a2,a3)[as,d5,ae,a5] € 1.
Como os polindmios do tipo (3.24) de grau m pertencem ao ideal /, entdo
(las, ds][a5, ag) + [as, a5) (a5, ag)) a1, a2, as] € 1.
Como os polindomios do tipo (3.26) de grau m pertencem ao ideal /, temos
[01,02,613] [[alﬁ7a6]7 [a4aa/5/]] = [a17a27a3][a/57a67a47a15/] - [(11,(12,(13][(1/5,(16,(1/5/,(14] el

Obtemos da afirmacdo (3.31) que

(la1,a2,a3), [as, d5)[a%, ae)] =
= [as,a5] a1, a2,a3), a5, ag]| + [[a1,a2,a3], [as, a5)] a5, ae] €1,

e que [[al,az,a3], [0470{5/] [agvaf’H el

Dai os polindmios do tipo (3.28) pertencem ao ideal I quando as = asas. Como temos,

[01,02,613][614,615,616] = _[a17a27a3][a57a47a6]7
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entdo os polindmios do tipo (3.28) pertencem ao ideal I quando ay = djdy.

Observemos que
la1,a2,a3)[as, as,a6] = |as,as,a¢)[ar,a2,a3] + [[a1,a2,a3], |as, as, ag) | (3.47)

Afirmamos que
[[a17a27a3]7[a47a57a6]:| el (3.43)

Temos que

[[al7a27a3]7[a47a57a6u -
= |[la1,a2,a3), [as,as]] a6 | — [[a1,a2,a3,a6), [as,as]].
Pela afirmacao (3.31) temos
“6115027613]3[6147615]} el

Pela afirmacao (3.42) temos

([a1,a2,a3,a6),[as,as]] € 1.
Assim a afirmacdo (3.47) € vdlida.

Segue da observacgdo (3.47) a simetria entre os elementos a; € ay, entre a, € as e entre az e
ag. Disto temos que os polindmios do tipo (3.28) pertencem ao ideal / quando a; = dia; com
1<i<3.

Portanto qualquer polindmio f do tipo (3.28) de grau m pertence ao ideal /.
Afirmacao 3.2.7. Qualquer polinémio f = f(ay,as,a3,a4,as,a6) de grau m, do tipo (3.29),

pertence ao ideal I.

Observemos que f = f(aj,az,as,as,as,ae) € um polindmio da forma

f - [alvaZ] [613,614,615,616] + [a67a2] [613,614,615,611].

Caso tenhamos deg f = 6 entdo cada a; € um mondmio de grau 1, ou seja, f € do tipo (3.2) e
assim f € I. Caso tenhamos m = deg f > 6, entdo para algum i, 1 <i < 6 nds temos a; = afaé’,

sendo dega), degal < dega;.
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Primeiro consideremos o caso em que a; = a}a’, entdo

[d\d},ax][az,a4,as,a6] + [ae, a2]az, a4, as,d\a}] =
= (a/] [ az] + [d) ,az]a/{) [a3,a4,as,a6] + [ag, a2] (a/1 laz,aq,as5,a]] + [03,614,05,61/1]61/1/) =
= a/l ([a/1,7a2][a37a47a57a6] + [a6,a2][a3,a4,a5,a/{]) + [616,612,61/1] [a3,a4,a5,a/1/] +

+([as, as,as, ag)lay, 2] + a3, as, as,d! |[ag, a2 ) @} — [d}, a2l (a3, as, as, ag, d].
Pela hipétese de indugdo temos que

[b,as)(a3,as,as,a6) + |as, az) (a3, as,as,b) € I para b € {a},d}}.

O polindmio [a3,a4,as,as,a]] € do tipo (3.22) com grau menor que m, e assim pela hipétese de
indugdo pertence ao ideal I. Como |ag, az,d}]|as,as,as,d}] é um polindmio do tipo (3.26) com
grau m, segue que pertence ao ideal /. Portanto os polindmios do tipo (3.29) pertencem ao ideal

I quando a; = dd/.

Temos que

[a67a2][a37a47a57a1] + [a17a2] [613,614,615,616] =

[(11,(12] [613,614,615,616] + [06,02] [a37a47a57al]a

ou seja, a simetria entre a; € ag. Assim de modo similar verifica-se que os polindmios do tipo

(3.29) pertencem ao ideal I quando ag = a'6a'6'.
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Para 0 caso em que as = asds temos

a1, a0]las, as, asas, ag) + ag, az][a3, as, asas, a1] =
la1,a2) [d5[as, a4, a5] + [a3, a4, a5)a5, ag) + [as, a2 [ds[as, aq, a5] + a3, a4, a5as, a1 ] =
= [a1,a2)as[az, a4, a5, ag) + |as, az)as|az, as, a2, ay] +
+ar, a2)[d5, ag] (a3, as, as) + ag, az][as, a1l (a3, as,a5] +
+lar,ax][as, as, as) (a5, a6 + a6, 2] (a3, as, a5] (a5, a1] +
+la1,az][a3,as,d5, aglas + [as, a2)[az, a4, d5, a1)as =
= ([a1,a0][a3,as,d5, a6 + a6, a2)[a3, as,d5 ,a1] ) as +
+ (a1, a2)[a3, as, d5, ae) + ag, as) (a3, as,ds, a1]) a5 +
—(la1,a2][a3, a4, a5, ae,ds) + [as, a2][az,as, a5, a1, a5]) +
+([a1,a2](d5, ae] + [as, az]las, a1]) a3, aa, 5] +
+([a1,a2][d5, ae) + [as, a2] (a5, a1]) [a3, a4, 5] +

+lai,as] [[a3,a4,a’5], [a%’,ad} + [ag,a2] [[a3,a4,a’5], [ag—',a]]].

Pela hipétese de indugdo temos

la1,a0][a3,as,b,a6) + a6, az][az,as,b,a1] € I, para b € {a5,as}.

Os polindmios do tipo (3.22) com grau menor que m pertencem ao ideal /, assim

" / 1 /
[a3,a4,a5,a6,as) € [a3,a4,a5,a1,as) € 1.

Pela afirmacdo (3.31) temos que

[[a37a47a{5]7 [alsla%ﬂ ¢ [[0370470{5]7 [ag,alﬂ el

Como os polindmios do tipo (3.24) de grau m pertencem ao ideal /, segue que

(la1,a2][ds, ae] + [as, a2][as, ai]) [as, a4, a5] €1,

([Cl] 702][0{5/7“6] + [06702] [ag/’a]]) [a37a47a{5] el

Portanto os polindmios do tipo (3.29) pertencem ao ideal I quando as = asay.
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No caso em que a4 = ajd temos

[ay,a;][a3,dyd),as,a6) + [ag, az)[az,dyd) ,as,a1] =
= [a1,a0]|d}[a3,d}] + [a3,d})dy, as,a6] + [ae, a2] [d}[az, df] + [a3,d})ay,as,a1] =
= la1,a0] [d}|az,d),as) + [d}, as)[az,dy] + [a3,d})[dy , as) + a3, a}, as)ay , ag) +
+las,a2] [d}4|az, af,as) + [d}, as) a3, a)] + [a3,d}][a) , as) + a3, ay,as)ay a1 ] =
= |a1,a0]|[d}[a3,d},as) + a3, ay,as)ay, ag) + [as,a2] [a4]a3, af ,as) + [a3, ay,as)ay, a1 ] +
+lar,a0][[ay, as][as, ay] + a3, ay][a) , as),a6| + [as, a2] [[a},as] a3, ay] + [a3,d)] ), as)+, a1 ] =
= a1, @] [dy]as, ay. as, a) + |d}, ag)[a3, aj, as] + (a3, dy, as] [ay, a6 + a3, a}, as, ag)ay] +
+lag,az] [aﬁl[a3,aﬁ{,a5,a1] + |ay,a1|as,d},as) + [a3,d)y,as)al), a1 + [a3,a4,a5,a1]a4] +
+la1,a2] [[ay, as)[as, ay] + [a}, a3)[as,dy] a6 | + |as, az] [ [ay, as) a3, ay) + [ay, a3][as, ], a1 | =
= [a1,az)d}y|az,d),as,a6) + [ag, az)dy[az,d) ,as,a1] +
+[ar,az][az,ay, as,a6)ay + |as, az)|as, dy, as,a1]a) +
+(la1,a2][dy, ag) + [as, a2][d}, a1]) a3, df , as]) +
+ar, a2)las, dj, as)[dy, a6] + [as, a] (a3, a}, as][a), a1 ] +

+[a17a2] HaibaS] [6137612/] + [aiha3] [a57a£1/]7a6] + [a67a2] [[aihaS][a%aZ] + [aﬁl?a3][a57aéﬂ7al] :

Conforme vimos no caso anterior, temos

[01702]02[%702{705706] + [06;02]02[03;02,05#1] € I;
a1, a0](a3,ay, as,a)ay + as, as) (a3, ay,as,a1ay €1,
([al 7a2] [aﬁhad + [a6aa2] [aibal]) [a37a27a5] €l

[ahaz] [a37a:ha5] [ai{aad + [a6aa2] [03702705] [aill7a1] el

Como os polindmios do tipo (3.25) com grau m pertencem ao ideal /, segue que

lay,a0] [[ay, as][a3, ay] + [}, a3][as, d)] a6 €1,

[a6,a2][[aﬁ;,aﬂ[ag,aﬁ(]+[ag,a3][a5,aﬁ(],a1] cl.

Logo os polindmios do tipo (3.29) pertencem ao ideal I quando a4 = a)al;.
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Temos que

lar,az)[as,a3,as,a6) + [as, a)as,a3,as,a1] =
— ([a17a2][a37a47057a6] + [a67a2][a37a47a57a1])7

ou seja, a simetria entre os elementos a3 € a4. Assim os polindmios do tipo (3.29) pertencem

ao ideal I quando a3 = aydj.

Se tivermos ap = a,d), entdo

[ay,d5d5)[a3,a4,a5,a6) + [ag, d5d))[a3,a4,a5,a1] =
= (ay|ar, 3] + [a1,a5]d5) (a3, as, as,a6] +
+(db|ag,dy) + |ag, ab)ds )as, as,as,ar] =

= dy[ay,dy][as,a4,a5,a6) + ay[ag, dy | [as, a4, a5,a1] +

+a1,d5)ds|as, as,as,a6) + |as, aslds |az, as,as,a1] =

= a'z([al,ag] las,a4,as,a6] + [ag,d)] [a3,a4,a5,a1]) +

—|—([a1,a/2][a3,a4,a5,a6] + [a6,a/2][a3,a4,a5,a1])a/2’+

—la1,d5)[az,as,as,a6,a3] — |as, a)[a3, a4, as, a1,d5).

Pela hipdtese de indugdo temos

la,b]az,aq,as,a6) + [as, b]|az,as,as,ai]|as,b] € I, para b € {a),d5 },
[a37a47a57a67a/2/]7 [613,614,05,61170/2/] el

Logo os polindmios do tipo (3.29) pertencem ao ideal I quando a; = asa,.

Portanto qualquer polindmio f do tipo (3.29) de grau m pertence ao ideal /.

Finalmente,

Afirmacao 3.2.8. qualquer polinomio f = f(ay,as,as,aq,as) de grau m, do tipo (3.22), per-

tence ao ideal 1.

Observemos que f = f(aj,az,a3,a4,as) é um polindmio da forma

f: [01,02,03,04,05],
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com m = deg f > 5. Entdo para algum i, | <i <5 temos a; = d}a!, sendo dega, dega) < dega;.

Se tivermos as = dasas entdo
/) / 1 A
la1,a2,a3,a4,d5a5) = as|ay,az,a3,a4,a5) + [a1,a2,a3,a4,ds)ds.

Pela hipétese de indugio temos que [ay,az,a3,a4,b] € I para b € {ds,das }. Assim os polindmios

do tipo (3.22) pertencem ao ideal / quando as = asas.
Caso tenhamos a4 = aja; entdo
/i / 1 / 7
[01,02,613,614614705] = [04[611,612,613,614] + [a17a27a37a4]a47a5} =
/ ! / /! / ! / !
- a4[a17a27a37a47a5] + [a47a5][a17a27a37a4] + [a17a27a37a4] [a47a5] + [a17a27a37a47a5]a4 -

/ /A / /!
= a4[alaa27a37a47a5] + [a17a27a37a47a5]a4 +

+ay,as)ar,az,a3,d}) + ay, as)[a1, a2, a3, a4 + [[a1,a2,a3,d}], [a} , as]].

Pela hipétese de indugdo temos que |ay,as,a3,b,as| € I para b € {d,a}j}. Da afirmacio
(3.42), obtemos

a1, a2,a3,a}), a3, as]] € 1.
Também temos que os polindmios do tipo (3.29) com grau m pertecem ao ideal /, assim
/ i /! /
[a47a5] [Cl] 7a27a37a4] + [a47a5] [al 7a27a37a4] el
Logo os polindmios do tipo (3.22) pertencem ao ideal I quando ay = ajyal;.

No caso em que a3 = aa3 temos

lay,a2,d5d5, a4,a5) = [ag[al,az,ag'] + [a17a27a'3]a'3/,a47a5] =
= [ag [ay,a0,d5,a4) + [d5, a4][ay,az,d5) + [ay,az,d5)[d5 , aq) + [al,az,ag,a4]a§/,a5} =
= djlay,az,d5,a4,as) + [a1,a2,a5, a4, as)as +
+[ah, as)ar,az,a5,as) + [a5,a4][ar,a2,a5,as| + a1, a2, a3, as)[d5,as] + [a1, a2, d5, as] a5, as) +

+ak,a4,as)|ar,az,a5] + [a1,a2,d5][d5, a, as).

Pela hipétese de indugdo temos que,
la1,a2,b,a4,as5) €1, para b € {ds,d}}.
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Como os polindmios do tipo (3.29) de qualquer grau m pertencem ao ideal / segue que
[dy,as][ay,az,d5,aq) + a5, a4[ay,az,d5,as) € 1.
Observemos que
la1, a2, d5,as) (a5, a4) + a1, a2, a5, a4] a3, as] =
= [d5,a4)a1,a0,dl,as) + [d5,as) a1, az, df, aq) + [[al,az,ag,aﬂ, [aé’,cmﬂ + [[al,az,ag,cm], [ag/,a5]].

Pela afirmacdo (3.42) temos
[[al,az,ag,aig], [ag,a4ﬂ , [[al,az,ag,a4], [ag',a5ﬂ el
Novamente, os polindmios do tipo (3.29) de qualquer grau m pertencem ao ideal / assim
[d5,a4][ay,ap,d5,as) + a5, as][a1, a2, d5,a4] € 1.

Dai obtemos que

/ 1/ / 1
a1, a2,a3,as)[d5, as] + a1, a2, a3, a4] a3, as] € 1.
Como consequéncia, os polindmios do tipo (3.29) pertencem ao ideal I quando a3 = a3a.

. /) ~
Por fim, se tivermos a,; = a,a,, entao

la,a5d),a3,a4,as5) = [a'z[al,ag] +[a1,a’2]a’2',a3,a4,a5} =
= [d5[ay,d5,a3] + |ay, as][ar,d5] + a1, ay)[dy, a3) + |ay, a4y, a3)ay a4, a5] =

= [d5[a1,dy,a3) + a1, d), a3)dy as, as| + [[ay, a3)ar, ay) + a1, a))[d5 ,a3],a4,a5) =

= [a'z[al,ag,a37a4] +|dh,a4)lar,dy,a3) + [ay,dy, a3]|d), as) + [al,alz,a3,a4]a/2',a5} +
+[lay, a3llar, a5 + [a1,a5) [y, a3), as, as] =
= dyay,dy,a3,a4,as] + [ay,dy, a3,a4,as5)ds +

+[ah,as][ar, a5, a3, a4 + [ay, a4][ar,d5, a3,a5) + a1, a5, a3, a5)[a) ,as] + [ay,a, a3, a4] [d5, as] +
+[dy, aq,as)ar,ay,az) + a1, a5, a3][d5, as, as) +

+ [[a'z,a3] lay,ay] + [ay,d5)] [a'z',a3],a4,a5} )
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Como no caso anterior, temos que

/ 1
Cll,Clz,Cl3,Cl4,ClS]Cl2 € 17

—

/ I
a2[a17a27a37a47a5]7

ay,a4lla,ay,a3,as) €1,

—

[0/2,615] [a17al2laa37a4] +

alaaéaa3aa4] [a/2/7a5] €l,

—

lay,d5,a3,as][d5, as) +

ay,ay,az)|ay,as,as) € 1.

—

d5,a4,as][a,d5,a3],
Como os polindmios do tipo (3.27) de grau m pertencem ao ideal /, obtemos
([a5,a3)[a1,d5] + [a1,d5)[d5, a3), a4,a5] € 1.

Portanto os polindmios do tipo (3.22) pertencem ao ideal / quando a; = dbd5.

Temos que

[a17a27a37a47a5] = —[02,01,613,04,615],

ou seja, a simetria entre os elementos aj € a;. Dai obtemos que os polindmios do tipo (3.22)

pertencem ao ideal / quando a; = d}d].
Portanto para qualquer polindmio f do tipo (3.22) de grau m pertence ao ideal /.

As Afirmagdes 3.2.1 a 3.2.8 garantem que T7®) C 1. Com isso a prova do Teorema 3 esta

completa.
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Capitulo 4

A série central inferior de um anel

associativo livre visto como um anel de Lie

Sejam R = Z (x,x»,...) o anel livre com geradores livres x;,x;,... Lembramos que [R] é o

anel de Lie associado a R com |a,b] = ab — ba, quaisquer que sejam a,b € R.

Seja (my,my,...) uma sequéncia infinita de inteiros, tal que m; > 0 para todo i e m; > 0 ape-
nas para uma quantidade finita de indices i. Seja R(m;,mj, ...) a componente multi-homogénea

de R de multigrau (my,mj,...) nas varidveis xp,xp, ... respectivamente. Observemos que

R= @(ml,mz,...)R<ml>m27 )

Seja Ly = L (R) o ideal no anel de Lie [R] definido recursivamente por L (R) =R e Li(R) =

[Ly_1,R] para qualquer inteiro k > 1. Escrevemos cada ideal L; na forma
Li(R) = ©(my my,.. Li(mi,ma, ..,

sendo cada Ly (my,my,...) = LyNR(my,my,...) acomponente multi-homogénea de L; de multi-

grau (my,my,...). Do mesmo modo o anel quociente pode ser escrito

R/Lk = 69(ml,mz,...)(R/Lk) (ml M2, - ')7

sendo (R/Ly)(my,ms,...) a componente multi-homogénea de R/L; de multigrau (m,ms,...).
R(ml,mz, .. )

[a¥)

Observemos que (R/Ly)(my,my,...) = W
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O estudo do grupo aditivo R/L; pode ser reduzido ao estudo de cada componente multi-

homogénea de multigrau (m;,ms,...), ou seja, ao estudo dos grupos aditivos (R/Ly)(my,ma, .. .).

Neste capitulo, para k = 3,4, estudaremos a componente multi-homogénea de multigrau
(1,1,...,1) do grupo quociente R/Ly, ou seja, a componente multilinear de grau k+ 1 de R/Ly.
———

k+1 vezes
Por simplicidade indicamos (1,1,...,1) = (1,1,...,1,0,...), isto é, as n primeiras entradas sdo
——

o o n vezes
iguais a 1 e as demais iguais a 0.

Primeiro mostramos que (R/L3)(1,1,1,1) é uma soma direta de grupos ciclicos infinitos.

Teorema 4. O grupo quociente (R/L3)(1,1,1,1) é um grupo abeliano livre de posto 10, isto é,

(R/Lg,)(l,l,l,l) ~7 LD DL
~——————
10 vezes

Na demonstracdo do Teorema 4 nds explicitaremos geradores dos grupos ciclicos infinitos.
Assim (R/L3)(1,1,1,1) é um grupo abeliano livre. Em particular exibiremos os geradores da
componente multilinear do grupo quociente By 3, ou seja, demonstramos que By 3 € livre de

tor¢ao.

Para o anel associativo finitamente gerado livre R, = Z (x1,x2, . ..,X;), Bhupatiraju, Etingof
e outros [7] estudaram o grupo aditivo do quociente B, x = Li(Ry)/Li+1(R;m). Em particular
eles mostraram que B » € livre de tor¢do e B 3 possui elemento de tor¢do com ordem d, sendo
d um divisor de 6. As tabelas com dados experimentais (obtidos com recurso computacional:
pacote MAGMA) mostram que existem elementos de tor¢do com ordem 2 ou 3 no quociente
B3 3.

)

Consideremos w = [xl [XZ,X3,X4],X5] . Do trabalho de Feigin e Shoikhet [18, Lemma 2.2.1]
temos que w € L. Krasilnikov [29, Proposition 1.5] mostrou que w ¢ Ly. Do trabalho de Bapat
e Jordan [6, Lemma 6.1] deduz-se que 6w € L4, ou seja, w+ Ly € um elemento de tor¢do com

ordem d em L3 /Ly, sendo d um divisor de 6. Aqui mostraremos a seguinte proposi¢ao:
Proposicdo 5. Seja w = [x1,x2[xs,x4,x3]]. Entdo 3w € Ls.

Segue da Proposi¢@o 5 que w é um elemento de tor¢do de ordem 3 do grupo aditivo L3 /Ly,
poisw € Ly, w & Ly e 3w € Ly.

Mostraremos ainda que uma componente multilinear de R/L4 é soma direta de um grupo
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abeliano livre e um grupo ciclico de ordem 3. Mais precisamente o grupo aditivo de
(R/L4)(1,1,1,1,1) ndo é livre de torgao.

Teorema 6. O grupo quociente (R/L4)(1,1,1,1,1) é uma soma direta de um grupo abeliano

livre de posto 56 com um grupo ciclico de ordem 3, ou seja,

7
R/IL)(LLLL) 2 ZOLE - OLE.
N——— ——
56 vezes

Na demonstragcdo do Teorema 6 nés descreveremos explicitamente os geradores dos grupos

ciclicos infinitos e um elemento de tor¢do de ordem 3 que € o gerador de —.

37
4.1 Resultados auxiliares
Seja P, o grupo aditivo abeliano livre gerado por x; x;, - - -x;, com {iy,i2,...,i,} ={1,2,...,n}.
Observamos que P, é a componente multi-homogénea de R de multigrau (1,1,...,1), ou seja,
————
n Vezes
P,=R(1,1,...,1) é uma componente multilinear de R com as n primeiras entradas ndo-nulas.
——
n Vezes

Observamos ainda que (R/Ly)(1,1,...,1) = Py /(L N Peyp)-

———

k+1 vezes

Observacao 4.1. Segue do 3° Teorema de homomorfismo de grupos que

P,/(L,NP,)
(LyNB)/(LyNP,)

P,/(LyNP,) =

Portanto para obtermos a descri¢do do grupo aditivo B, /(L; N P,) consideramos o quociente de
P,/(L,NP,) por (LyNP,)/(Ly N P,).

Observacao 4.2. O conjunto de mondémios B = {x,-lxi2 x| i, e = {12, ,n}} é
uma base do grupo abeliano livre P, com n! elementos.

O resultado seguinte é bem conhecido, veja [15].

Lema4.3. [15, Exercise 4.3.8] O conjunto de polinémios B = {[xn,x,-z, v Xi | [ {iny i3, i b =
{1,2,...,n— 1}} ¢é uma base do grupo abeliano livre L, N P,.
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Demonstragdo: Usando a identidade de Jacobi (como no Lema 2.24), € possivel mostrar que os
elementos de B geram L, N P, como um subgrupo do grupo aditivo de R. Na ordem lexicografica

no conjunto de mondémios ménicos, o termo lider de [x,,x;,,...,x;,| € 0 mondmio x,x;, - - - x;

.
Portanto comutadores distintos de B possuem termos lideres distintos. Assim segue que esses

comutadores sdo linearmente independentes e formam uma base de L,, N P,. Ul
Lema 4.4. Seja B= {xilx,-2 x| i, in b =41,2,. .0} # n} Entdo B+ (L,NP,) =
{b+ (L,NP,) |b € B} é uma base do grupo abeliano livre P,/(L, N P,).

Demonstragdo: Observamos que B = BUB (unido disjunta) ¢ uma base de P,. Como B é uma

base de L, N P, (Lema 4.3), segue que B+ (L, N P,) é uma base do quociente. O

4.2 Demonstracao do Teorema 4

Denotaremos por %y o quociente (Ly N Pey1)/(Lit1 0 Pey1), Ou seja, a componente mul-
tilinear de By 4. Assim %3 indica o quociente (L3 M Py)/(Lsy N Fy).

Lema 4.5. Considere o conjunto S| = {v;|1 <i < 8}, sendo:

V1 = [x3x4,x2,X1], V2 = [xoxa,X3,X1], V3 = [X3x4,X1,%2], V4 = [X1X4,X3,%2],

Vs = [X2X4,X1,X3], Ve = [X1X4,X2,X3], V7 = [x2X3,X1,X4], Vg = [X1X3,X2,X4].

O conjunto Sy + (L4 N Py) = {vi+ (LaN Py) | v; € S } € um conjunto gerador de B3)-

Demonstragdo: Para {iy,ir,i3,is} = {1,2,3,4} os elementos de (L3 N Py) sdo de um dos 3 tipos:
[x,-l -xiz,xi3,xi4], [xil,xiz -xiS,xM] ou [x,-l,xiz,x,-3 -x,-4] com {il,iz,ig,i4} = {1,2,3,4}. Pela antis-
simetria e identidade de Jacobi podemos escrever os elementos destes dois ultimos tipos como
combinagdo linear do primeiro tipo. E mais, temos 4!=24 elementos do tipo [x;, - X;,,Xi;, X, ],

porém pela Proposi¢do 2.23 podemos considerar i1 < i e assim temos um total de 12 elementos.

Mostraremos que os 8 elementos de S; + (Ls N Py) listados acima geram %3. Como

[x3x4,X2] + [Xax2, 23] + [x2x3,X4] = 0,
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obtemos que

[X3x4,x2,21] 4 [X4X2, X3, X1] + [X2X3,X4,X1] =

= [[r3xa, x2] + [xaxz,x3] + [x2x3,x4], 1] = 0.
Assim temos
[x2x3,x4,x1] = —[x3%x4,%0,x1] — [x2x4,x3,x1] mod (LyNPy) (Proposigdo 2.23).

Do mesmo modo obtemos que,

[X1X3,X4,)C2] = —[X3X4,X1,XQ] — [X1X4,X3,XZ] mod (L4 ﬂP4).
[X1XQ,X4,X3] = —[X2X4,X1,X3] — [X1X4,)C2,)Cg] mod (L4 ﬂP4).
[X1x2,x3,X4] = —[X2X3,X1,X4] — [x1X3,X2,x4] mod (LsNPy).
Portanto S + (L4 M Py) € um conjunto gerador de 3. 0

Proposicao 4.6. Considere S = {u;|1 <i <8}, sendo:

Uy = x3[x4,x2,x1] + [x3,22) [xa, x1] + [x3, X2, 21 |x4 + [x3, 1] [x4,x2],
up = x3[x4,x1, 2] + [x3, %2 [rea, x1] + [x3, 1] [xq,%2] + [x3, 21, %2] x4,
u3 = [x3,x2][x4,x1] + [x3, %2, X1 x4 — X2[x4,x3,21] — [x2,x1] [x4, X3],
ugy = [x3,x2,x1 x4 — [x3,x1][x4, x2] — [x3, %1, %2]x4 — [x2,x1] [x4, X3] + x1 [x4, %2, X3],
us = [x3,x1][xa,x2] + [x3, 21, %2] x4 + [x2,x1][Xa,X3] — X1 [x4,X3,X2],
ug = [x3,x1,X2]x4 — x2[x4,x3,x1] + x2[X4,x1,X3],
u7 = X3 [X4,%3,X1] — x2[x4,X1,%3] +x1 [x4,%2, X3],
ug = xo[xq,x1,x3] + x1[x4,x3,%2] — x1[x4,%2,x3].
O conjunto S+ (LsNPy) = {u;j + (La N Py) | u; € S} € uma base de $s.

Demonstracdo: Observamos que o conjunto S = {u;|1 < i < 8} é linearmente independente,
pois cada u; possui polindmio lider distinto. Assim para mostrarmos que S+ (Ls N Py) é uma
base, basta mostarmos que S+ (Ls N Ps) gera %3. Nossa estratégia serd a seguinte: mostraremos
que o conjunto Sy + (Ls N Py) (Lema 4.5) é equivalente, via redug¢do do polindmio lider, ao
conjunto S+ (Ls N Py).
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Facamos

up i=vi = [x3x4,%2,%1] = [x3[x4,x0] + [x3,%2]x4,x1 | =
= X3[x4,x2,x1] + [x3,X1] [x4,%2] + [x3,20] [x4,x1] + [x3, X2, x1]x4 =

= x3[x4,x2,x1] + [x3,X2] [xa, 21 ] + [x3,x2, %1 |x2 + [x3,%1][x2,x2] mod (Ls N Py).

up :=v3 = [x3x4,X1,%2) = [x3[x4,x1] + [x3,%1]x4,22] =
= x3[x4, X1, X2] + [x3,20) [xa, 1] + [x3, 1] [x4,%0] + [x3, %1, x0]x4 =

= x3[x4,x1,X2] + [x3, 2] [x4, x1] + [x3,21] [x4, X2] + [x3, X1, X2]x4  mod (LsNFy).

uz = —vy = —[xpx4,x3,X1] = — [x2[x4,x3] + [x2,x3]x4,x1 | =
= —(xa[xq,x3,x1] + [x2, 1] [xa, %3] + [x2, x3] [x4, 1] + [x2,%3,x1]x4) =
= — ([, x3] [oea, x1] + [x2,x3, 01| x4 + x2[x4, %3, x1] + [x2,%1] [x4,%3]) mod (LaNPy) =

= [x3,%2][xa, x1] + [x3, %2, %1]xa — x2[x4, X3, 1] — [x2,x1][x4,x3] mod (Ls N Py).

Ug := v = [x1x4,%2,X3] = [x1 [x4,x0] + [x1,%2]x4,23] =
= x1[x4,%2,X3] + [x1,%3] [x4,%2] + [x1, x2] [, x3] + [x1, X2, %3]x4 =
= XI[X4,X2,X3] — [x3,x1][x4,x2] + [X3,XQ,)C1]X4 — [)C3,)C1,X2])C4 — [XQ,Xl][X4,)C3] mod (L4 ﬂP4) =

= [x3,x2, X1 x4 — [x3,x1] [xa, x2] — [x3,21,22]x04 — [x2,21] [xa, 23] + X1 [x4,2x2,x3] mod (Ls N Py).

Us = —v4 = —[x1x4,X3, %] = — [x1 [x4,23] + [x1,x3]x4,32] =
= —(x1[x4,x3,x2] + [x1, 2] x4, x3] + [x1, 23] [x4, X2] + [x1, X3, X2]x4) =
= —([x1,x3] [x4, x2] + [x1, X3, X2]x4 + [x1,22] [x4,x3] +x1[x4,X3,X2]) mod (LyNPy) =

= [x3,x1][xa,x2] + [x3,x1,22]%4 + [x2,%1][x4, X3] — X1 [x4,%x3,%2] mod (Ls N Py).

Ug 1= Vs — Vo = [xpX4,X1,X3] — [Xox4,X3,%1] =
—[x3,x0] [xa, 1] — [x3,20, %1 |x4 + [x3, 20, x2]x4 +x2 x4, X1, 23] + [x2, %1 [x4,x3] +
—(—[r3,x2] [xa,x1] = [x3, X2, X1 ]34 +x2[x4, 23, %1 ] + [x2,x1][x4, X3]) =

= [x3,x1,%2)x4 —X2[x4,X3,X1] +x2[x4,x1,x3] mod (Ly N Fy).
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Uy = —vi+vetvy—vy =
= —[xox3,x1,x4] + [X1X4,X2,X3] + [X3X4,X1,X2] — [X3X4,X2,X1] =
= —(—x3[xg,x0,x1] + 2334, X1, %0] — [x3,21] g, x2] — X2 [x4,x3,x1] + 2[4, %1, x3] +
— [x2, 1] [x4,x3]) + [x3, 2, x1]x4 — [x3, %1, %2]x4 — [x3,%1] [x4, 2] — [x2, %1 ][4, x3] +
+x1 [xq, %0, %3] + x3[x4, %1, %0] + [x3,x1] [x4, X0] + [x3, %1, %0] x4 + [x3,%2] [X4, 1] +
—(x3[x4, 20, x1] + [x3,x2] [Xa,x1] + [x3, 22, X1 |24 + [x3, 21 ] [x4,22]) =

= Xxp[x4,x3,x1] — x2[Xa,X1,x3] + X1 [X4,X2,x3] mod (LsN Py).

Ug := —vg+vs —v3+vy =

= —[x1x3, X2, X4] + [xoxg,x1,x3] — [X3x4, X1, X2] + [X3%4,X2,X1] =

= —(x3[x4,x2,x1) —x3[x4, X1, X2] — [x3,%2] [x4,21] + [x2, X1] [x4, X3] — X1 [x4,x3,20] 4 X1 [x4, X2, x3] ) +

+(—[x3, %2, X1 )04 — [x3, 2] [xa,x1] + [x3, %1, %2] x4 + X2 [x4, %1, %3] + [x2, x1] [x4,x3]) +
— (o3 [xq,x1, 0] + [e3, 1] [x4, X2] + [x3, %1, %0]x4 + [x3,%2] [x4, 1] ) +
+x3[a, x2, x1] 4 [x3, 0] [xa, 21 ] + [x3, X2, %1 x4 + [x3,%1][x4,2%2] =

= xo[xq,x1,x3] + x1[xX4,X3,x2] — X1 [X4,X2,x3] mod (LsNPy).

Como o conjunto S+ (Ls N Py) é linearmente independente e é equivalente ao conjunto

S1+ (Ly N Py), 0 qual gera A3. Segue que S é uma base de %s. O

Corolario 4.2.1. O grupo %5 é abeliano livre de posto 8, isto é, B3 =L DL D - - DL.
—————
8 vezes

Demonstragdo: Considere G; =< u; + (L4 N Py) >1<i<g 0 grupo ciclico (infinito) gerado por
ui+ (LaNPy), u; € S (Proposi¢do 4.6). Como cada grupo G; € isomorfo a Z, obtemos o resultado.
Il

O coroldrio anterior mostra que a componente multilinear de B43 = L3 (R4)/L4(Ry) é livre

de tor¢do.

Lema 4.7. Para {iy,i2,i3,is} = {1,2,3,4} cada conjunto B; (1 <i<4) éuma base do grupo
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aditivo Py, sendo

By = {xi XiyXisxi, |3
By = { [x4,xiy, xiy , i, | JU{xi %1, x5 %3, | 1 # 4}
B3 = {p1; = [x4, Xiy, Xiy, i) FO{ pai = xiy [xa,xi5, %0, YO pai = [xiy i | [xa, i, ] [ 11 > i JU
U pai = [xiy, Xy XigJxa | i1 > i, i3 JU{m = xi xipxiyxi, | m £ mi(pji), j=1,2,3,4};
By = {[x47xi2,xi37)€i4]}U{ui |u; € S (Proposigdo 4.6)}U
U{m = xj,xi,xiyxi, | iy # 4 e m # ml(u;), u; € S};

Demonstragdo: Pela observagdo (4.2) temos que By € uma base de Py. Assim basta mostrarmos
a equivaléncia entre os grupos gerados por cada (B;) ;-4

Afirmacido 4.2.1. (B;) C (By).

Consideremos 32 = leUBzz, com 321 = {[x4,x,-2,x,-3,xi4]} € Bzz = {xilxl-zx,-3x,~4 ‘ i1 75 4}.
Dado um monomio qualquer m = x; X;,X;,x;, € By, se i1 # 4 entdo m € By, C B,. Caso contrdrio
temos i = 4, ou seja, m = x4X;,X;;X;,. Entdo

M = X4XijyXizXiy — XiyXaXinXiy + XiyX4Xiy Xiy =
= [Xa X, Xiy s Xiy | + Xy XaXiy Xiy =
= [XaXiyXiy, Xiy| — [XisXaXiy, Xig| + [XigXaXiy, Xy ] + XiyXaX0, %05 =
= [axiy, Xiy, Xiy | 4 [XisXaxiy , Xi, |+ Xi, X420, X0, =
= Praxiy, Xiy, Xy | — [XipXa, Xy i, ] 4 PeigXas Xis Xig ]+ i Xy, Xy | Xy XaXip iy =

= X4, %, Xiy, Xiy | + [XiyXa, Xiy, Xiy | + [XigXaXiy , Xi, | + Xiy XaXiy X -

Temos que [x4,X;,,%i;,%;,] € Bo1 C By € que xj,X4x;,Xi; € By C By. E fécil ver que os polindmios
[XiyX4,Xiz, Xiy)» [XizXaXiy, X;, | S30 escritos como combinagdo linear de mondmios m; € By, ou seja,
[Xiy X4, Xiz, Xiy]» [XisXaXiy, Xi,] € (B22). Logo temos que m € (Bo).

Afirmacao 4.2.2. (B;) C (B3)
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Consideremos B3 = B3IUB3QUB3gUB34UB35, com

B3y = {[x4, %0y, %i5,%,] ), Bz = {xi [xa,xi5, %3]},
B3z = {[xi, x| xa,xi, ] [ i1 > i2 ), Bsa = {[x3,%,, X0, x4},

Bss = {m = xi xipxiyxi, [m € By em# ml(p), p € B31UB3»UB33}.

Dado um elemento qualquer m € By, se m € By entdo m € By; = B3| C B3. Agorase m € By,

entdo ocorre um dos 4 casos:
(1) Se m = x3x;,xj,x4 entdo
M = X3XjyXis X4 — [X3, Xiy, Xi3 | X4 + [X3, Xy, Xi | X4 =

= Xijp X3Xi3 X4 + XizX3Xj, X4 — Xj3 Xir X3X4 -+ [x3,x,-2 ,xi3]x4.
Como temos X;,X3Xi; X4, Xi; X3Xj,X4, Xi3Xi,X3X4 € B3s € [x3,X;,,Xi;]x4 € (Ba), segue que m € (B3).
(2) Se m = x;j xi,x4x;, com i; > ip entdo

M= X Xiy XaXiy — [Xiy, Xy ] [Xa, %0, ] + [Xiy , X3y | [x4, X2, =

= Xij, XiyXig X4 + Xiy Xi X4 Xj, — XipXiy XigX4 + [xil ,xiz] [x4>xi4]-

Como temos [x;,,X;,|[x4,%i,] € (B33), pelo caso (1) temos que x;,xj,x;,X4 € (B33). Temos ainda

que X;,X;, Xi, X4, Xj,Xi, XaXj, € B3s. Assim segue que m € (B3).
(3) Se m = xj,x4xi,x;, entdo

m = Xj, X4Xiz Xiy — Xiy [-x47~xi3 ,Xi4] +~xi1 [X4,Xi3 7xi4] =

= Xij XizX4Xiy +XiIXi4X4Xi3 — Xj XigXizX4 +xi1 [x47xi3 7xl'4] .

Como temos x;, [x4,X;;,X;,] € (B32), pelo caso (1) temos que x; x;,Xi,x4 € (B3). Pelo caso (2)

temos que X, Xi, X4Xi, , Xi, Xi,XaXi; € (B3). Assim segue que m € (B3).
(4) Se m = x; x;,x,x;, € distinto dos casos (1), (2) e (3) entdo m € Bss.
De qualquer modo, para qualquer m € By, m € (B3).

Afirmacdo 4.2.3. (B3) C (By)
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Consideremos B4 = B41UB42UBy3, sendo:

Bar = {[x4,xi,, %35, %3, ] }, By = {ui|u; € S (Proposicdo 4.6) },
By = {m = Xj, X, XiyXi, |[m # ml(p),p € By UB42}.

Tome um elemento qualquer m € B3. Se m € B3 entdo m € B3; = B4y C Bs. Admita
que m € B3 UB3s3 UB34. Se m for mondmio lider de algum u;, por exemplo, m = ml(u;) entdo
escreva o polindmio p; =m—u; e obtemos p; =0 ouml(p;) # ml(u;) ouml(py) = ml(u;), para
algum i, 2 < i < 8. Caso p; =0 ou ml(p;) # ml(u;) terminamos. Caso ml(p;) = ml(u;) para
algum i, com 2 <i < 8, digamos i = 2, escrevemos py = p; — up = m — uj — up. Novamente se
p2 =0o0uml(py) # ml(u;) paraalgum i, com 3 < i < 8 e terminamos. Caso contrério, repetimos
o processo. Em no maximo 9 passos encontramos um polindmio pg = 0 ou ml(pg) # ml(u;)
com 1 <i<8. Se pg =0 entdo m € escrito como combinag¢do linear de elementos de B4y C By.
Se ml(pg) # ml(u;) com 1 < i < 8 entdo pg € (B4z) e m & escrito como combinagdo linear
de elementos de (Bsy U B43) C Ba, ou seja, m € (Byp UB43). Assim m € (By). Admita que
m € B3s C Byz. Portanto para qualquer m € B3 obtemos m € (By).

Afirmacao 4.2.4. (Bs) C (By)
Considere um polindbmio p € B4. Entdo p = m| +---+my, kK > 1, sendo cada m; um
mondmio. Observemos que cada m; € By. Assim p € (By).

Assim temos a equivaléncia entre dois quaisquer conjuntos B;, com 1 < i <4, e portanto

concluimos que cada conjunto B;, com 1 <i <4, € uma base de Py. O

Observacao 4.8. Segue da observacdo (4.2) que B possui 4! = 24 elementos. Pelo Lema 4.7
temos que B; € equivalente a By = B41UB4UB43. Como temos 3! = 6 elementos em By =
{[*4,xi,,%i3,%;,| } e 8 elementos em By, = {u;|u; € S (Proposi¢do 4.6),1 <i < 8} =S, assim

concluimos que existem 10 elementos em
Byz = {m = Xi, XiyXizXi, |m # ml(p),p € Ba UB42}.
Proposicio 4.9. Considere o conjunto By = B4UBy3. Entdo
By+(LyNPy) = {b+ (LsNPy)|b € By}

é uma base de Py/(LsN Py).
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Demonstragdo: Pelo Lema 4.7 temos que By = B41UB4UB43 = B41UB4 é uma base do grupo
abeliano livre P;. Pelo Lema 4.3, o conjunto de mondmios By4; € uma base do grupo abeliano
(LyN Py). Assim, By + (L4 N Py) é uma base do grupo abeliano livre Py/(Lys N Py). O

Demonstragdo do Teorema 4 .

Pela Proposi¢do 4.9 temos que By + (Ly N Py) é uma base de Py /(LyN Py). Como

B_4+ (L4ﬂP4) = (B42UB43) + (L4ﬂP4) = {b—|— <L4 ﬂP4) |b €Bgpoube B43} =
= (B42 + 14 ﬂP4)U(B43 + 1Ly ﬂP4).

Temos ainda que By = {u;|u; € S,1 <i <8} =S (Proposi¢io 4.6). Assim segue que
B_4+ (L4 ﬂP4) = <S+L4 ﬂP4)U(B43 + Ly ﬂP4).

Pela Proposi¢do 4.6 temos que S+ (Ls N Py) é uma base de #3 = (L3N Py)/(Ls N Py). Como
S C(LzNPy) e (LsNPy) C (L3N Py) obtemos que

By + (L3 ﬂP4)

P4/(L4 N P4)
(LsNPy)/(LaNPy)

¢ uma base do grupo quociente aditivo Py /(L3 N Py) =

Considere o grupo ciclico infinito H; =< m; + (L3 N P4) > com m; = X; X;,Xi;Xi, € Bs3. Pela
observacao (4.8) temos que existem 10 elementos em B43. Como cada grupo ciclico infinito €

isomorfo a Z obtemos que Py /(L3 N Py) é grupo abeliano livre de posto 10.

Terminamos a prova do Teorema 4.

4.3 Demonstracao do Teorema 6

Indicaremos por %4 o quociente (L4 M Ps)/(Ls N Ps).

Lema 4.10. Considere o conjunto S| = {v; |1 <i<40}. O conjunto
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S+ (Ls ﬂps)

={vi+

V1 = [x4x57x37x27x1]7

Vs = [X4x5,x2,X3,x1],

Vg = [X4X5,X1,X3,X2],
VI3 = [X3X5,X2,X4,X1],
V17 = [X3X5,X1,%4,X2],

- [X2X5,X|,X4, X3,

<
=

V29 [X3.X74,)C1,X5, X2],

V33 = [Xox4,X1,X5,X3],

vy = [xgx5,X3,X1,X2],
Ve = [xaxs5,%2,X1,X3],
V10 = [X4X5,X1,X2,X3],
Vig = [X3X5,X2,X1,X4],
Vig = [X3Xs5,X1,X2,X4),

2 = [XZX5,X],X3, X4,

<
N

Vo6
V30 [X3X4,X17.x2, X5/,

V34 = [XoX4,X1,X3,X5],

(Ls N\ Ps)|v; € S1} gera PBa, sendo:

v3 = [x3xs,X4,X2,X1],
vy = [xpx5,X4,X3,X1],
Vi1 = [X1X5,X4,X3,X2],
Vis = [X2Xs5,X4,X3,%1],

V19 = [X1X5,X3,X4,X2],

Va7 = [X2X4,X3,X5,X1],

]
]
V23 = [X1X5,X2,X4,X3],
]
V3| = [x1x4,x3,x5,x2],

J;

V35 = [X1X4,X2,X5,X3

V4 = [x3x5,X4,X1,X2],
vg = [xpx5,X4,X1,X3],
Vi2 = [X1X5,X4,X2,X3],
Vig = [X2Xs5,X4,X1,X3],
V20 = [X1X5,X3,X2,X4],

= [)C1XS,.X2,X3, X41,

[X1X47.X'3,X2, X5/,

V36 = [X1X4,X2,X3,X5),

] ] ]
] ] ]
] ] ]
Vo5 = [X3X4,%2,X5,%1], [x3xq, x2,x1,Xs], [xoxa, x3,x1,Xs],
] ] ]
] ] ]
] ] J-

V37 = [X2X3,X1,X5,X4], V33 = [X2X3,X1,X4,X5], V39 = [X|X3,X2,X5,X4], Vao = [X1X3,X2,X4,X5

Demonstragdo: Para {iy, i, i3,is,is} = {1,2,3,4,5} temos que os elementos de (L4 N Ps) sdo de
um dos 4 tipOS [x,-] *Xiy X3 ,xi4,x,-5], [x,-l yXiy * Xiz ,x,~4,x,-5], [x,-l y Xiy s Xiz -x,~4,xl~5] ou [xil s Xip s Xiz s Xiy -xis].
Segue da antissimetria, identidade de Jacobi e Lema 2.24 que podemos escrever cada elemento
do tipo [x;, , X, * Xiy, Xiy, Xis ] [Xiy s Xiys Xis - Xiy, Xis] OU [Xi,,Xiy, Xiz, Xy, - Xis| cOMO combinagio linear

do primeiro tipo.

Temos um total de 5!=120 elementos dos tipo [x;, - Xj,,Xi;,Xi,,Xis], mas pelo Lema 2.23
podemos considerar i} < i € assim temos um total de 60 elementos. Assim basta mostrar que
os 20 elementos restantes do tipo [xil * Xi Xi3 ,x,-4,x,-5] sdo escritos como combinagdo linear dos
40 elementos v; + (Ls N Ps), comv; € §; (1 <i<40).

Recordemos que [xgxp, xc] + [XpXe,Xa] + [XcXa,Xp] = 0 € assim

[Xax5,X3,X;, %] + [X3%5, X4, X;, %] + [x3%4, X5, X, %] =

= [[)C4)C5,X3] + [x3xs5,x4] + [X3X4,X5],X,‘,Xj] =0.

Portanto, [x3x4,%5,x;, x| = —[xaxs5,X3,%;,X;] — [x3x5,%4,%;, %], com {x;,x;} = {x1,x2}.

Da mesma forma

[X2X4,%5,X;, x| = —[Xax5,X0,%;, %] — [X2X5,%4,%;, x|, com {x;,x;} = {x1,x3},

[X1X4,X5,%;,%;] = —[X425,x1,%;, X;] — [x1x5,%4,%;, %], com {x;,x;} = {x2,x3},
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[xX2x3,x5,X;, %] = —[x3X5,X2,%;, %] — [X2x5,%3,%;,x;], com {x;,x;} = {x1,x4},
[xX1x3,%5, X, %] = —[x3x5,X1,%;, %] — [x1x5,%3,%;,%x;], com {x;,x;} = {x2,x4},
(X122, x5, X, %] = —[x2x5,X1,%;, %] — [X1x5,%2,%;,x;], com {x;,x;} = {x3,x4},
[X2x3, x4, X, %] = —[x3%4, X2, %1, X] — [X2x4,%3,%;, %], com {x;,x;} = {x1,x5},
(X123, X4, i, X ] = —[x3%x4,X1,%;, %] — [x1X4,%3,%;,%;], com {x;,x;} = {x2,x5},
(X122, X4, %;, X j] = —[x2x4,X1,%;,X ] — [x1X4,%2,%;,%;], com {x;,x;} = {x3,x5},
[xX1x2,x3,X;, %] = —[x2x3, X1, %3, %] — [x1x3,%2,%;, %], com {x;,x;} = {x4,x5}.
Portanto o conjunto S} + (Ls N Ps) gera Hy. O

Proposicao 4.11. Considere S = {u;|1 <i <40}. O conjunto
S+ (LsNPs) ={ui+ (LsNPs)|1 <i<40}
é uma base de PBa, sendo:
Uy = Xgfxs, x3,x2,%1 ] + [xa, 23] [x5,%2,%1] + -5 up = xafs, x3,x1,%2] + [x4, 23] [x5, %1, %] + -+

Uz = x4[xs,x2,x3,x1] + [X4,x3][x5, %0, %1 ]+ 5 usg = xa[x5,x0,x1,x3] + [x4,%3][x5, %0, %1] + - ;
Us = x4[xs,x1,x3,X2] + [x4,%3][x5,%1,%2) + 5w = xalx5,x1,X2,%3] + [xa4,x3] [x5, %1, x%2] + - ;
u7 = [xg,x3][x5,x2,%1] + [X4, X3, %] [x5, X1 | 4+ - 3 ug = [x4,x3] [25, 21, X2] + [x4, %3, 2] o5, 1 ] - - ;
g = [x4,%3,X2][x5,%1] + [X4,%3,X2,x1]X5 + -5 w10 = [x4,%3,X2,x1]X5 — [x4,x3,%1 | [x5,X2] + - - 5
Ut = [x4,x3,X1][x5,X2] 4 [X4,X3,X1,X2)xX5 4 5 w12 = [X4,%3,%1,X2|X5 — [X4,X2][x5,%3,x1] + - ;
u13 = [x4,x2][xs5,x3, 1]+ [xa, X2, %3] [x5, 21 |+ -+ 5 w14 = [xa,2x0][x5, 201, X3] 4 [x4, 22, %3] [x5, X1 ] +- - - ;
uys = [X4,%2,X3][xs5, 1] + [xa,x2,%3, X1 ]x5 + -+ 5 w16 = [xa4,%2,%3,%1 x5 — [x4,%2,%1] [x5, %3]+ - ;
u17 = [X4,%2,X1][xs5,3] + [xa, X2, %1, X305+ - 5wy = [xa,x2,%1,X3]05 — [x4, %1, %3] [x5,%2] + -+ ;
19 = [xq,x1][xs5,x3,X2] + [, x1,x3][xs5, X2 +- -+ 5 o0 = [xa, x1][x5,%2,X3] + [xa, x1, %3] x5, X2 +- - -5
uz1 = [xa, x1,x3][X5,%2] + [x4,21,%3,X2]x5 + - 5 w2 = [xa, x1,x3,%2]x5 — [x4,21,%2][x5, x3] + -+ 5

U3 = [x4,X1,%2|[X5,x3] + [xX4,%1,X2,%3)X5 + -+ 5 w4 = [x4,%1,X2,X3)X5 — x3[X5,X4,%1,X2] + - - ;
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Ups = X3[x5,X4,%2,X1] — X3[x5, X2, %4, X1] 4+ 5 Une = X3[x5, X4, %1, X2] — X3[x5, %2, %4, 1] + -+
U7 = X3[x5,X2,%4, X1] + [x3,X1] [X5, %0, X4] + -+ 5 ung = x3[x5, X2, %1, X4] — X3[x5, X1, %4, 2] + -+
U9 = X3[Xs5,X1,%4,X2] — X3[X5,%1, %2, Xa] + -+ 5 uz0 = x3[x5,x1,%2,%4] + [x3, 2] [x¥5, %4, 21| + -+
uz1 = [x3,%2) [x5,%4,%1] — [x3,%2] [x5, %1, X4 ]+ -5 wzp = 3, x2] [, X1, %4] + [3, X2, %1 ] [x5, x4] ++ -+ 5
U3z = [x3,%2,x1] x5, x4) — 2[x3, 1[5, X4, X2] -+ 3 uzg = [x3,%1][x5, X4, X2] — 2[¢3, 1] 25, X2, X4] - - - ;
u3s = [x3,x1)[xs5,x2,X4] — x2[x5,X4,X1,X3] + -+ 5 U3e = x2[X5,X4,X3,%1] — X2[X5,%3,X4,X1] 4 -+ ;
U37 = X3[X5,X4,X1,X%3] — X2[X5,x3,%4,%1 ] + -+ 3 usg = Xp|x5,X3,Xa,X1] + [x2,x1] [X5,%4, %3]+
U39 = [x2,x1][xs5,x4,x3) + [x2,x1] [x5,x3,x4] + -+ 5 a0 = 3([x2,x1] [x5,x3,x4] —x1 [x5,%3, x4, %2] ).
Demonstrag¢do: Observamos que o conjunto S = {u; |1 <i <40} é linearmente independente,
pois cada u; possui polindmio lider distinto. Assim para mostrarmos que S+ (Ls N Ps) é
uma base %y, basta mostarmos que S+ (Ls N Ps) gera %4. Nossa estratégia serd a seguinte:

mostraremos que o conjunto S|+ (Ls N Ps) (Lema 4.10) é equivalente, via redu¢do do polindmio

lider, ao conjunto S+ (Ls N Ps).

Tomemos

up == vy = [x4xs,x3,X2,x1| = [x4[x5,X3] + [x4,X3]x5,x2,x1} =
= [X4[X5,X3,x2] + [x4,x2] [x5,x3] + [x4, %3] [x5,%2] + [X4,X3,XZ]X5,X1} =
= X4|x5,X3,X2,%1] + [xa,X1][x5,X3,%2] + [x4,22] [x5, %3, 1] + [x4, 22, x1] [x5, %3] +
+[xa, x3][xs, %2, x1] + [x4,x3, x1] [x5, %2] + [Xa,X3,%2] [x5, 21| 4 [x4, X3, X2, %1 |x5 =
= X4[x5,X3,X2,X1] + [xa,X3][xs5,X2,x1] + [x4, 23, X2] [x5,X1] + [x4,x3, %2, X1 x5+

+[X4,X3,.X1] [-XS;XZJ + [X4,x2] [XS,X?,,X]] + [X4,.x2,X]] [XS,X}] + [X4,.X1] [XS,X3,X2] mod (LS mPS)

De modo similar procedemos nos casos indicados abaixo,

Uy 1=y = [X4X5,X3,X1,X2] =
= X4[X5,%3, X1, X2] + [xa,x3][xs5, X1, %2] + [xa, X3, %2] [x5, 1] + [xa, X3, 1] [x5,%2] +

—I—[x4,X3,x1 ,.Xz]XS + [-x47x2] [XS,X?,,X]] + [.X4,X1] [XS,X?,,XQ] + [X4,X1 ,X2][X5,X3] mod (LS mPS)a
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U3 1= Vs = [X4X5,X2,X3,X1] =
= X4[X5,X2,X3,X1] + [X4,X3][X5,X2,X1] + [X4,X3,x1][X5,X2] + [X4,X2] [XS,X:’,,X]] +

+[xa,x2,x3][x5,x1] 4 [x4,x2,%3,x1|x5 + [x4,%2,x1|[x5, %3] + [x4,%1][x5,%2,x3] mod (Ls N Ps);

Uqg :=Vve = [X4X5,X2,X1,X3] =
= x4[x5,X2,X1,%3) + [x4,X3][x5, X2, %1] + [xa,x2] [x5, X1, X3] 4 [x4,22, %3] [x5,x1] +

+[xa,x2,x1][x5,x3] 4 [Xa,X2,X1,x3]x5 + [x4,%1][x5,X2, %3] + [x4,%1,x3][x5,%2] mod (LsNPs);

Us :=vg = [X4X5,X],X3,X2] =
= x4[xs5,x1,X3,X2] 4 [x4,x3][x5, 1, X2] + [x4,%3,%2][265, 1] + [x4, 2] [x5, %1, 23] +

+[xa,x1][x5,X3,x2] 4 [X4,x1, %3] [x5,X2] 4 [X4,X1,X3,%2]X5 + [x4,%1,%2][x5,x3] mod (LsNPs);

Ug = V10 = [x4x5,x1,X2,X3] =
= x4[Xs5,%1,%2,X3] + [x4,x3][xs5, X1, 2] + [xa, X2][xs, x1, 3] + [xa, X2, 3] [x5, 1] +

+[xa,x1][x5, %2, %3] 4 [x4,x1, %3] [x5,x2] + [x4,x1,X2][x5,x3] 4 [x4,x1,%2,x3]x5 mod (Ls N Ps);

Uy 1= —V3 = —[X3X5,X4,X2,X]| =
= [x4,x3][x5,X2,X1] + [xa,x3,x2] {25,201 + [x4, %3, %2, 1|5 + [x4, 23,21 [x5, 2] +

—x3[X5,x4,%2,X1] — [x3,%2][X5,%4,%1] — [x3,X2,%1][X5,%4] — [x3,%1][x5,%4,X2] mod (Ls N Ps);

Ug 1= —V4 = —[X3X5,X4,X],X2| =
= [x4,x3][x5, X1, X2] + [x4, X3, X2] [x5, 1] + [x4,23,x1] [x5,%2] + [x4, X3, X1, x2]265 +

—x3[x5, 4,1, 0] — [x3,%2] x5, x4, 1] — [x3, x1][*x5, %4, %2] — 33,21, 02][x5,x4]  mod (Ls N Ps);

Uy 1= Vi5 = [X2X5,X4,X3,X]] =
= [X4,X3,X2] [XS,X]] + [X4,X3,x2,X1]X5 - [.X4,X2] [XS,X?,,XI] - [X4,X2,X3][X5,X1] +
— x4, x2,%3,x1]x5 — [x4,2%0,x1] [x5,x3] — [x3,X2][x5,%4,21] — [x3,X2,%1][X5,%4] +

+X2[X5,X3,X4,X]] =+ [x27x1] [XS,X3,.X4] mod (LS ﬂPj),
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Capitulo 4. A série central inferior de um anel associativo livre visto como um anel de Lie

Ul = —V24 = —[X1X5,X2,X3,X4] =
= [X4,x3,x2,X]]X5 - [X4,X3,X1H.X5,X2] - [X4,X3,X1,X2]X5 - [X4,X2,X]][X5,X3] - [X4,x2,X],X3].X5 +
+[x4,x1][x5,20,x3) + [x4, X1, %3] [x5, %] + [xa,x1, 2] [x5,X3] + [x4,21, %2, X3]x5 — [x3,x2,X1][x5,X4] +

+[x3,x1][x5, X2, %a] + [x3, X1, %2] [X5, Xa] + [x2,%1][X5,%3,%4] — X1 [x5,X2,%3,%4] mod (Ls N Ps);

Uil 1= vi9 = [X1X5,X3,X4,X2] =
= [X4,X3,.X1HX5,X2] + [-x47-x37xlax2]x5 - [X4,X1][XS,X3,X2] - [X4,X],X3][X5,X2] +
— x4, x1,x3,22]x5 — [x4,21,%2) [x5,x3] — [x3,X1][X5,%4,2%2] — [x3,X1,X2][x5,%4] +

_[XZ;XI][X57X37X4] + X1 [XS,X3,X4,X2] mod (LS OPS),

Uiy 1= V15 — V22 = [XoX5,X4,X3,X1] — [X2X5,X1,X3,X4] =
= [x4»x3,X17X2]X5 - [x47x2] [X57X37X1] + [X47x2] [X57X1,X3] - [X4,x2,x3,xl]x5 +
+[x4,x2,X1,x3|x5 — [x4,X1,x2][x5, %3] — [x4,%1,%2,X3]x5 — [x3,x2][x5,%4,%1] +

+[x3,x2][x5,x1,x4] — [x3,X1,%2] [x5,X4] +x2[X5,x3,X4,%1] —Xx2[x5,X1,%3,x4] mod (Ls N Ps);

U3 = —v7 = —[x2x5,x4,%3,x1| =
= [x4,x2] x5, X3, x1] + [x4, %2, X3] [x5, 1] + [x4, 22,3, X1 ]x5 4 [x4,x2,x1] [x5, %3] +

+[x3,x2][x5, X4, x1] 4 [x3,%2, 1] [x5,X4] — x2[X5,%4,X3,%1] — [x2,%1][*5,%4,x3] mod (LsNPs);

Ul4 1= —Vg = —[X2X5,X4,X1,X3) =
= [xq,%2][xs, %1, X3] + [x4,%2, 3] [x5, 1] + [xa, %2, 1] [x5, 23] + [rxa, X2, X1, %3] x5 + [3, 2] [x5, X4, 1] +

+[X3,x2,X]][.X5,X4] - [X3,X] ,xz][XS,X4] —XZ[XS,X4,X] ,X3] - [x27x1][x57x47-x3] mod (LS mPS)a

U5 1= —V3 + V13 = —[X3X5,X4,X2,X1] + [X3%5,X2,X4,X1] =
= [x4,x2,x3][x5,x1] + [xa,x2, %3, X1 ]x5 — X3 (X5, X4, X2, 1] 4+ X3 (x5, %2, x4, %1] +

—[x3,21] [x5, X4, 22) + [x3,21][x5,X2,%4] mod (LsNPs);
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Capitulo 4. A série central inferior de um anel associativo livre visto como um anel de Lie

Ule i= V19 — V20 = [X1X5,X3,X4,X2] — [X1X5,X3,X2,X4] =
= [x4,%2,x3,X1]X5 — [x4,x2,X1][x5,X3] — [x4,%2,x1,X3]x5 — [x3,x1][x5,X4,%2] +

43, 1] [x5, X2, x4] 41 [x5, X3, X4, X2] — x1[x5,%3,%2,x4] mod (Ls M Ps);

U7 1= Va3 = [X1X5,X2,X4,X3] = [X4,X2,X1][X5,X3] + [x4, %2, X1, X3)x5 — [x4,x1] [x5, X2, %3] +
—[x4,x1,x3][x5,22] — [x4,%1,X2] [X5,%3] — [x4,%1,X2,x3)x5 + [x3, X0, %1 [x5, X4] — [x3,x1][x5, %2, x4] +

—[x3,x1,X2] [x5,x4] — [x2,x1][x5, X4, %3] +x1[x5,%2,%4,x3] mod (Ls N P5);

uig := —v3+vqg+viz—vig =
= —[x3x5,%x4, %2, 1] + [x3%5,%4, X1, 2] + [x3%5, %2, X4, 1] — [x3%5, %1, 22, %4] =
= [x4,%2,x1,X3]X5 — [x4,x1,X3][X5,X0] — [X4,%1,X3,X2]X5 — X3[X5,%4, %2, X1 ] +Xx3[xx5, x4, X1, X2] +

+x3[x5,X2,%4,X1] — X3[X5,x1, X2, X4] + [x3,%2][x5,%4, x1] — [x3,X2][x5,%1,%4] mod (LsNPs);

U1 i= —Vi1 = —[X1X5,X4,X3,%2] =
= [.X4,X]] [XS,X3>XZ] + [X4,X] ,X3] [.Xj,Xz] + [.X4,X| ,X3,.X2]X5 + [X4,X] 7-x2] [Xj,x3] +

+[x3,x1][x5, X4, x2] 4 [x3,x1,X2] [x5,x4] 4 [x2,X1][X5,%4,X3] — X1 [X5,%4,%3,%2] mod (Ls N Ps);

Upp i= —Vi2 = —[X1X5,X4,X2,X3] =
= [x4,x1][x5,22,x3] + [x4, X1, 23] [x5, X2] + [x4, X1, 22] [x5, %3] +
+[xa, X1,X2,x3)x5 — [x3,X2,%1][X5,%a] + [x3,X1][x5, X4, %2] + [x3, 21, X2] [x5,X4] +

+[X2,X1HX5,X4,X3] — X1 [XS,X4,X2,X3] mod (LS mPS)’

Uy 1= —Vi3+Vi4 = —[X3X5,X2,X4,X1 ] + [X3X5, X2, X1, X4] =
= [xg, x1,x3] [x5,X2] 4 [x4, 21, X3, X2]065 — [X4,%1, %2, X3]065 — x3[X5, X2, 204, X1] +

+x3 (X5, %2, %1, Xa] — [x3,%2][x5, %4, X1] + [x3,%2][x5,%1,x4]  mod (Ls N P5);

Upp i=Vi5 —Vig = [X2X5,X4,X3,X1] — [X2X5,X4,X1,X3] =
= [Xx4,%1,%3,X2]X5 — [x4,x1,X2][x5,X3] — [x4,%1,X2,X3]x5 — [x3,x2][x5, X4, %1] +

+[x3, 2] [x5, %1, X4] +x2 (x5, %3, %4, X1 ] — x2[x5,%3,%1,%4]  mod (Ls N Ps);
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Capitulo 4. A série central inferior de um anel associativo livre visto como um anel de Lie

Up3 1= —Vg + Va1 = —[XoX5,X4,X1,X3] + [XoX5, X1, X4, 23] =
= [X4,X1 7-x2] [XS,.X3] + [.X4,x1 ,Xz,X?,]XS + [X3,X2] [X57X4,X]] - [X?,,Xz] [XS,X] ,X4] +

—x2[Xs5,%4,X1,%3] +X2[x5,%1,%4,%3]  mod (Ls N Ps);

Upg = —V4+Vvig —viga +vi7 =
= —[x3x5,x4,X1,X2] 4 [X3X5,X2,X4,X1] — [X3X5,X2,X1,X4] + [X3X5,X1,X4,X2] =
= [X4,X1,%2,X3]X5 — X3[X5,X4,X1,X2) + X3[X5,%2,X4,X1] +

—x3[xs,x2,x1,Xa] +x3[x5,x1,X2,%2]  mod (Ls N Ps);

Ups = —V]i+V5+Vi5 — Va5 =
= —[x4x5,%3,%2,X1] + [x4X5,%2,%3, X1 ] + [x2X5, %4, X3, X1 ] — [x3%4,%2, X5, %1 ] =
= x3[x5,X4,%2,%1] — X35, 22, x4, x1] + [3,201] [x5, x4, %2] — [x3,%1][x5, %2, X4] +

+x2[xs5,x3, X4, 1] + [x2,x1][X5,X3,x4] mod (LsNPs);

Upe = —2-vi —v3+va+2-vs+vg—vig+Vi5+ V20 — V23 — Vo5 + Vg =
= —2 [x4x5,x3,%0,x1] — [x3x5,%4, %0, x1] 4 [xX3x5, %4, %71, %0] + 2+ [x4x5, %0, %3, X1 ] +
+[x4x5, %1, %3, X2] — [xax5, %1, %2, X3] + [x2X5, %4, X3, 21 ] + [x1X5, %3, X2, X4] +
—[x1xs5, %0, x4, X3] — [x3%x4, X0, X5, X1] + [x2x4, X3, X1, X5] =
= x3[xs5,X4,X1,%2) — x3[X5,X2, %4, X1 ] + [x3,%2][X5,x4,%1] — [x3,%2][x5,%1,x4] +
—[x3,x2,x1][x5,x4] + [x3, 1] [x5, %4, X2] — [x3,x1][x5,%2, X4] + [x3,%1,%2][x5,%4] +
—X2[X5,X4,X3,X1] + X2X2 X5, X3, X4, X1 ] + X2 [X5,X1, X4, X3] — X2[X5,%1,X3,%4] +

+[X2,X|][X5,X3,X4] + X1 [XS,X3,X2,X4] — X [x57x27-x47x3] mod (LS OPS)’

Uy '=Vy—Vs+vi3— Vo7 =
= [x4x5,%x3,%2,x1] — [x4%5,%2,X3,X1] + [X3X5, X2, X4, X1 ] — [X2X4,X3,X5,X1] =
= Xx3[x5,X2,X4,X1] + [x3,X1][X5, X2, X4] + X2 [X5,X4,%3,X1] — X2[x5,%3,%4,%1] +

+[x2,x1][x5, x4, x3] — [x2,x1][x5,%3,x4]  mod (Ls N Ps);
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Capitulo 4. A série central inferior de um anel associativo livre visto como um anel de Lie

Upg :=2-vi —Vp+V3—=V4—V5—Ve+Vig+ Vil —Vi2 — V20 — V22 + V23 + V25 — Vog — V30 =
= 2 [x4x5,X3,X2,X1] — [X4X5,X3,X1,X2] + [X3X5,X4,X2,X1] — [X3X5,X4,X1,X2] — [X4X5,X2,%3,%1] +

—[Xax5,X2,x1,X3] + [X4X5,x1, X2, %3] + [X1X5, X4,%3,X2] — [X1X5,%4, X2, %3] — [X1X5,X3,%2,X4] +

_|_
—[x2x5,x1,x3,X4] + [X1%5,X2, X4, %3] + [X3%4, X2, X5, %1 ] — [X2X4, %3, X1, X5] — [X3x4,X1,X2,X5] =
= x3[X5,X2,X1,X4] — X3[x5, X1, %4, X2] — [x3,X2] [X5,2%4,X1] + [x3,X2] [X5, 21, X4] — [x3, X1, 2%2] [ x5, X4] +

+x2[X5,X4,%3,X1] — X2[X5,X3, X4, X1] — X2 [X5, X1, X4,%3] — [x2,%1] [x5, X3, X4] + X1 [x5,%4,X3,%2] +

—X1[X5,%4,X2,X3] — X1 [X5,X3,X2,%4] + X1 [X5,X2,%4,Xx3] mod (Ls N Ps);

U9 := —V7+V8 — V9 + V10 +Vi5 = V19 + V24 — V25 + V26 =
= —[xox5,%4,%3,X1] + [x2x5, %4, X1, X3] — [xa4x5,1, X3, %2] + [xax5, %1, X2, %3] + [x2x5, %4, X3, 1] +
—[x1x5,X3,X4,X2] + [x1X5,X0,X3,X4] — [x3X4,X2,X5,X1] + [x3X4,X2,X1,X5] =
= x3[xs,x1,X4,X0] — x3[x5,X1, X0, X4] — [x3,%2] [x5, %4, X1] + [x3,%2] [x5, %1, xX4] +
+ [z, x1 ][5, x4, x2] — [x3,01 | [x5, 20, X4] + [x3, X1, %] [X5,%4] — X2 [x5, X4, %3, X1] + X2[X5, %4, %1, %3] +

+x2[xs5,x3,x4,X1] + [x2,X1][x5,X3,X4] — X1 [%5,X3,%4,%2] +x1[x5,%2,x3,x4] mod (LsNPs);

Uz = —vi+v2—v3+vs+vs+vy—vg+vg—2-vig+viz+
V20 = V23 — V24 — V26 — V27 T V28 + V29 =
= —[xaxs,x3,%2,X1] + [xa4x5,23, %1, X2] — [x3%5,%4, X2, 1] + [x3%5,%4, X1, 2] + [xa4x5, %2, X3, %1 ] +
+[xox5,X4,x3, X1 ] — [X2X5, X4, X1, X3] + [Xax5, X1, X3,%2] — 2+ [xaX5,x1,%0,X3] + [X3x5, %2, X4,%1 ] +
+[x1x5,x3, %0, X4] — [xX1x5, %0, X4, %3] — [x1X5, %2, X3, X4] — [x3%X4,X0,X1,X5] — [x2X4,X3,X5,X1] +
+[xoxa,x3, X1, X5) + [x3x4, X1, X5, X2] =
= x3[xs,x1,X2,%4] 4 [x3,%0] [x5, X4, X1] — [x3,20] [x5, 01, X4] — [x3,%2, 1] [x5,%4] +
+lxz,x1][x5, %0, X4] + X2 [x5, X4, X3, X1 ] — X2 [x5, X4, X1, X3] + X2 X5, X1, X4, X3] — X2 [x5, %1, %3, %4] +

+[x2,x1][xs5, X4, %3] 4 x1 [X5,%3, X2, Xa] — X1 [X5,X2, X4, %3] —x1[X5,%2,%3,X4] mod (LsNPs);
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Capitulo 4. A série central inferior de um anel associativo livre visto como um anel de Lie

U3 i=—vi—V2+2-vs —Ve+2-v9 —Vvig+Vie + V20 — V21 — V23 + Vg + V3 =
= —[xax5,x3,x2,x1] — [Xax5,x3,x1,%2] + 2 - [X4x5,%2, %3, X1] — [Xax5,%0,%1,X3] + 2 [xax5,X7,X3,X2] +
— [xaxs, x1,%2,%3] + [x2x5, X4, %1, %3] + [X1X5, X3, %2, X4] — [x2X5, X1, %4, X3] — [X1X5,%2, %4, X3] +
+[xoxg,x3, %1, X5) + [x1x4, X3, X0, X5] =
= [x3,x2][xs5, x4, x1] — [x3,%0][x5, %1, X4] + [x3,%1] [x5,%4,%0] — [x3,%1][x5, %0, X4] +
—X2[X5,%4,X3,X1] + X2[x5,X3,X4,%1 | + X2 [X5,X3,%1, Xa] — X2[x5,x1,X3,x4] +

—Xx1 [x5,X4,%3,X2] + X1 [X5,%3,X4,%2] + X1 [x5,X3,%2,X4] — X1 [X5,%2,%3,%4] mod (Ls N Ps);

U3 :=V1+V3—V4—V5—=V9+Vi0g—VIi3 — V|5t VIi7+
V19 — V20 + V23 + V25 + V27 — V28 — V29 — V3| =
= [x4X5,%3,%2,X1] + [X3X5, X4, %2, X1 | — [x3%5, %4, X1, X2] — [x4%5,%2, %3, 1] — [xax5,%1, X3, %2] +
+[xaxs,x1,x0,x3] — [x3%x5, %0, %4,x1] — [X2x5,X4,X3,X1] + [X3X5,X1,X4,X2] + [X1X5,X3, X4, %] +
—[x1x5,X3,X2,X4] + [X1X5,X2,X4,X3] + [X3X4,X2,X5,X1] + [X2X4,X3,X5,x1] — [X2X4,X3,X1,X5] +
—[x3xa,x1,X5,X2] — [x1X4, X3, X5,X%2] =
= [x3,x2][xs, 21, x4] + [x3, 200, %1 | [X5,X4] — [x3,%1] [x5, %4, 22] — [x3,%1,x2] [x5,X4] +
—xp [x5,X3,X4,X1] — X2 [X5,X1,X4,X3] + X2 [X5, X1, X3,X4] — X2[x2, %1 ][ x5, %4, x3] +

+x1 (X5, X4, %3, X2] — X1 [X5,%3, %2, X4] + X1 [X5,%2,%4,x3]  mod (Ls N Ps);

U33 1= Vi +V3—V4—V5+Ve—V9— V13— V5 + V17 + V19 — V20 +
V21 + V23 + V25 + V27 — V28 — V29 — V31 — V35 =
= [xaxs,x3,x2,x1] + [x3%5,X4,%0,X1] — [X3X5, %4, X1, X2] — [Xax5,%0,X3,%1] + [xax5,X2,x1, %3] +
— [x4x5,x1,Xx3,X2] — [X3x5, %0, X4,%1 | — [X2X5,X4,%3,X1] + [x3X5,%1, X4, X2] + [X1X5, X3, X4,%2] +
—[x1x5, X3, %2, %4] + [x2x5, X1, %4, %3] + [x1X5, %2, %4, X3] + [X3X4, %2, %5, X1] + [X2X4, %3, %5, X1 ] +
—[xox4,x3,X1,X5] — [x3%x4,X1,X5,X2] — [x1X4,X3,X5,X2] — [x1X4,X2,X5,X3] =
= [x3,X2,X1][xs5,x4] — x2[x3,x1][*x5, X4, X2] + [x3, 1] [x5,%2,%4] — [x3,%1,%2] [x5, x4] +
—x2[X5,x3,X4,X1] + X2[x5, X1, X3,%4] — x2[x2,X1][x5, X4, %3] + X1 [x5, X4, %3, %2] +

+X1[Xs,X4,)C2,X3] — X1 [X5,X3,XQ,X4] mod (Ls ﬁPs);

115



Capitulo 4. A série central inferior de um anel associativo livre visto como um anel de Lie

Uzgi=—vi—V2+2-vs —=2-v6+2-vo+vig+ V20 — Va1 +Vvog +v32 — V33 =
= —[xaxs,x3,x2,x1 | — [Xax5,x3,x1,%2] + 2 - [Xax5,%2,x3,Xx1] — 2 [xax5, %2, X1, X3] +
42 - [X4x5, X1, X3,%2] + [X2X5, X4, X1,%3] + [X1X5,%3, X2, %4] — [X2X5, X1, X4, %3] +
+[xoxg, x3, %1, x5) 4 [x1x4, X3, X2, X5] — [x2x4, X1, X5,X3] =
= [x3,x1][xs5,%4,%0] — X2 - [x3, x1] [x5,%2,%4] — X2[X5,%4,x3, %1 | + X2 [x5, %4, %1, %3] +
+x2[x5,x3, X4, X1] + X2 [X5, X3, X1, Xa] — X2 [X5, X1, X4, X3] — X2 [x5, X1, X3,Xa] — X1 [*x5,X4,X3,X2] +

+x1[x5,X3,X4,X2] + X1 [x5,X3, %2, xX4] +x1 [X5,%2,X4,X3] — X1 [x5,X2,%3,x4] mod (Ls N Ps);

U3s =Vi+v3—v4—2- Ve +2-v6—v7+vg—vo+vi+
—V12 = V13 T V18 — V20 1+ V24 V26 — V28 — V29 + V33 + V34 =
= [x4x5,x3,x2,x1] + [X3X5,X4,%2,x1 | — [X3X5,%4,%1,%2] — 2 [X4x5,%2, %3, %1] +
+2 - [xaxs5,Xx2,X1,X3] — [X2X5,X4,X3,X1] + [X2X5, X4, X1,X3] — [XaX5,X1,X3,X2] +
+[x1x5,X4,x3,X2] — [X1X5,%4, X0, X3] — [X3x5, %0, X4,%1 | + [x3X5, X1, %2, X4] +
— [x1X5,x3, X2, X4] + [X1x5, X0, X3,%4] 4 [x3%x4, X2, %1, X5] +
—[xox4, X3, X1, X5] — [x3X4,X1,X5,X2] + [x2X4,X1,X5,X3] + [x2X4,X1,X3,X5] =
= [x3,x1][xs5, %2, X4] — X2 [ x5, %4, X1, X3] — X2 [x5, X3, X1, X4] + X2 [x5, X7, X4, X3] +
+x2 (x5, %1,%3,X4] — [x2,%1 ][5, X4, X3] 4 X1 [x5, %4, X3, %2] — X1 [*x5, %4, X2, %3] +

—x1[Xs5,%3,X2,%4] +x1[X5,%2,%3,%4] mod (Ls N Ps);

Usg .= —V3+v4 —Vg+vy —vg+vio— Vil +vi2+Vviz+vig+
—V17+ —V1§ — V24 — V25 — V27 T V28 + V29 + V3] — V32 — V34 + V35 + V37 =
= —[x3x5,%X4,%2,X1] + [X3X5, %4, X1, X2] — [xax5,%2, X1, 23] + [x2X5, %4, X3, 1] — [x2x5, %4, X1, %3] +
+[xaxs,x1,%2,%3] — [x1X5, X4, %3, X2] + [105, X4, %2, X3] + [x3%5, X2, %4, X1 ] + [x3%5, X2, %1, X4] +
—[x3x5,%1,X4,%2] — [X3X5,%1,X2,%4] — [X1X5,%2, X3, %4] — [x3%4, X2, X5,%1] — [X2%4,X3,%5,%1] +
+[o0x4, X3, X1, X5] + [x3%4, X1, X5, X2] 4 [X1x4, X3, X5, X2] — [X1X4, X3, %2, X5] +
— x4, X1, X3, X5] + [x1x4, X2, X5,X3] + [x2x3, X1, X5,X4] =
= Xo[xs, X4, X3,x1] — X2 [Xx5, X3, %4, X1] + X2 [x2, %1 [X5, %4, %3] +

—[XZ,XI][.XS,X3,X4] — X1 [XS,X4,X3,X2] mod (LS mPS)a
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U37 1= Vs —Ve+ Vg —Vi0 + V13 = Vi4 + V17 —Vig +
—V22 — V24 + V25 — Vo6 + V29 — V30 — V34 — V36 =
= [xaxs, x2,X3,%1] — [XaX5,%2,X1,X3] + [XaX5,2x1, X3, X2] — [XaX5,%1,%2,X3] + [X3X5,%0, %4, X1] +
—[x3x5,%2,X1,%4] + [X3X5,%1, X4, %2] — [X3X5,%1,X2,%4] — [X2X5,%1,X3,%4] — [x1X5, %2, X3, %4] +
o34, X2, 5, X1] — [x3%x4, X2, %1, X5] 4 [X3%4, X1, X5, X2] — [X3%4, X1, %0, X5] — [X2X4,X1,%3,X5] +
—[x1x4,X2,X3,x5] =
= Xp[X5,X4,X1,X3] — X2[X5,X3,X4,x1 | + X2[X5,x3, %1, %4] — X2 [x5, %7, x4, %3] +
—xp[xs,x1,X3,X4] + X1 [X5, X4, X2, %3] — X1 [X5,X3, %4, X0] + X1 [X5,%3, %0, X4] +

—X1[X5,X2,X4,X3] — X1[X5,X2,X3,x4] mod (Ls N Ps);

Ug := —Vi+V2 —V3+V4+V5+V7—Vg—V9— Vi1 +Vi2+ Vi3 +Vi5s+
—V16 = V17 = V19 V20 + V22 — V23 — V25 — V26 + V29 + V30 + V36 — V38 =
= —[xaxs,x3,x0, 1] + [XaX5,x3,X1,X2] — [X3x5,%4,X2,%1] + [x3%5, X4, X1, X2] + [XaX5,%2,%3,%1] +
+[xox5,X4,x3,X1] — [X2X5,%4,X1,X3] — [X4x5,X1,X3,%2] — [X1X5,X4,X3,%0] + [x1X5,%4, %2, %3] +
+[x3xs, x0, x4, x1] 4 [x2x5, %4, X3, X1] — [X2x5, X4, X1, X3] — [X3X5, X1, X4, X2] — [X1X5,X3,X4,X2] +
+[x1x5,x3, %0, X4] + [x2x5, X1, X3, X4] — [x1X5, %0, X4, X3] — [x3%X4, X0, X5,X1] — [x3%X4, %0, %], X5] +
+[x3xg,x1, x5, X0] 4 [x3x4, X1, X2, X5] + [xX1x4, %2, X3, X5] — [x2x3, X1, X4, X5] =

= x2[xs5,x3,X4,x1] + [x2, 1] 5, x4, X3] + [x2,21] [x5,%3, X4] —x1[x5,%4,%3,%2] mod (Ls N Ps);

U39 1= —VI +V2 —V3+V4+V5+V7—Vg— Vg — Vi1 + VI3 + VI3 +Vi5—Vig—Vi7+
—V19 + V20 — V23 — V24 — V25 — V26 + V29 + V30 + V33 + —V34 + V35 + V37 — V3g + V39 =
= —[xax5,%3,%2,X1] + [Xax5,%3, %1, X2] — [x3%5,%4, X2, 1] + [x3%5, %4, X1, %2] + [xax5, %2, X3, %1 ] +

+[2x5, X4, X3, %1 ] — [x2x5, X4, 21, X3] — [xax5,X1,%3,X2] — [x1x5,X4,%3, X2] + [x1X5, X4, %2, X3] +

+[x3x5, X2, X4, X1 ] + [X2X5, X4,23,X1] — [X2X5, X4, %1, X3] — [X3%5, X1, %4, X2] — [X1X5, X3, %4, X2] +

+[x125, X3, X2, X4] — [x1X5, X2, X4, X3] — [X1X5, X2, %3, Xa] — [X3%4, X2, %5, X1] — [x3x4, X2, %1, X5] +
+[x3xa,x1, x5, %2) 4 [x3x4, X1, X2, X5] + [X2x4, X1, X5,X3] — [x2X4,X1,X3,X5] +
+[x1x4, 20, x5, x3) 4 [x2x3, X1, X5, X4] — [x2x3, X1, X4, X5] + [xX1X3, %2, X5, X4] =

= [XZ,X1HX5,X4,X3] + [x27x1][x57-x37x4] — X1 [X5,X4,.X3,X2] — X1 [XS,X3,X4,X2] mod (LS mPS)’
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ugy = —2-vi+2-vp—v3+v4+2-v5+vg+vr—vg—2-v9g—vio+
—viitviz+viz—via+2-vis—=2-vig—viz+vis —2-vig+2- vy +
+vo1 —vaa —va3 —2:vaa —vas —2-vo6+va7 —vag +vao+2-v30 —v3 +
+v32+2-v33 —2-v3a+v35s — V3 + V37 — Vg +2-v39 +vap =
= —2 - [x4x5,x3,%0,x1] +2 - [xgx5, %3, X1, X2] — [x3x5, X4, X0, X1 ] + [x3X5, X4, X1, X2] +
+2- [X4X5,x2,X3,X1] + [X4X5,x2,x1,X3] + [XZX5,)C4,X3,)C1] — [XQX5,X4,X1,X3] +
-2 [)C4)C5,X1,X3,XQ] — [X4X5,)C1,X2,)C3] — [X1X5,)C4,X3,X2] + [X1X5,X4,X2,X3] +
+[)C3XS,X2,X4,X1] — [X3X5,XQ,)C1,X4] +2- [X2X5,X4,X3,X1] —2- [XQXS,X4,X1,X3] +
—[x3xs, x1,X4,X2] + [x3x5, X1, X0, X4] — 2 - [x1X5,X3,X4,X2] + 2 - [x1X5,X3,x2,%4] +
+[xoxs, x1, x4, x3]) — [xX2x5, X1, X3, X4] — [x1X5, %0, X4, X3] — 2+ [x1X5,X0,X3,X4] +

—[x3x4,X2,%5,X1] — 2 [X3X4,X2,X1,X5] + [X2X4,X3,X5,x1 | — [X2X4,X3,x1,X5] +
| 42 [x3xa,x1,X2,%5]) — [X1X4,X3,%5,X2] + [xX1X4,X3, X2, 5] +

+[x3x4,X1,X5,X2] +

+2 - [xpx4,x1,X5,x3] — 2+ [x2x4,X1,X3,%5] + [X1X4,X2,X5,X3] — [xX1X4,%2,X3,%5] +

+[X2X3,X1,x5,x4] - [x2x3,x1,x4,xs] +2- [x1x3,x2,x5,X4] + [X1X3,X2,x4,xs] =

3([ox2,x1] [x5,x3,x4] — X1 [x5,X3,X4,x2])  mod (Ls N Ps).

Como o conjunto S+ (Ls N Ps) é linearmente independente e é equivalente ao conjunto

S1+ (Ls N Ps), o qual gera Ay, temos que S+ (Ls N Ps) é uma base %;. O

Corolario 4.3.1. O grupo %, é abeliano livre de posto 40, isto é, By =L DL D --- DL .
—————
40 vezes

Demonstragdo: Considere G; =< u; |u; € S1,1 <i <40 > +(LsN Ps) o grupo ciclico (infinito)

gerado por u; (Proposicdo 4.11). Como cada grupo G; € isomorfo a Z, obtemos o resultado. [J

Considere w = [x1,x2[xs5,x4,x3]]. Sabemos que w € L3, w & Ly e 6w € Ly.

Demonstragdo da Proposicdo 5 .

Observemos que

w= [X],X2[X5,X4,X3” = X2 |:.X1, [XS,X4,X3H + [X],Xz] [XS,X4,X3] =

= —xo[xs5,X4,x3,X1] — [x2,X1][x5,X4,X3];
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assim temos que 3w + (Ls N Ps) € Ay, pois

3-w= —3x[x5,x4,x3,X1] — 3[x2, x1][x5,%4,x3] =

= —3-u3e—3-uszg+6-u3zg —2-ugg.
No entanto, wi = w+u3e +uszg —2 - uzg = 2([xz,x1][xs,X3,X4] — X [x5,X3,x4,x2]), ou seja,
w+ (LsNPs) ¢ Py.

Portanto obtemos que 3w € Ly e w ¢ Ly. O
Segue da Proposic@o 5 que o elemento w+ L4 tem ordem 3 em L3 /Ly.

Considere o conjunto
S’:{u§|u§:uieS,1 §i§39}U{u2‘0}, com u:m: [x2,x1][xs5,x3, X4] — X1 [x5, %3, %4, X2],

sendo S o conjunto dado na Proposicao 4.11.

2

Lema 4.12. Para {iy,i»,i3,is,is} = {1,2,3,4,5} cada conjunto B; abaixo, com 1 <i <4, ¢

uma base do grupo aditivo Ps.

By = {xi xi,XiyXxi,Xis b
By = {[xs, iy, Xy, Xiy, Xis ) PU{ i, xip i, | i1 # 5
B3 = {p1i = [x5,Xiy, Xiy, Xy Xis) FO{ poi = X, [x5, %45, Xy, Xi5 ] UL p3i = [xiy Xy ) [X5, Xy, X5 ] [ i1 > i JU
U pai = [xi, Xy Xis | (X5, Xi5) [ i1 > i, 83 PO psi = [x4, Xy, X, X1 Jxs FU
U{m = X XiyXiyXiyXis |[m# ml(pji) para 1 < j <S5}
By = {[xx5, X4y, iy , Xy, Xis | JO{uii |4 € ST, 1 < i <40}U

U{m = xi,xi, X XiyXis | 11 £ 5 em#ml(u;), u; € S'}.

Demonstragdo: Pela observagao (4.2) temos que B € uma base de Ps. Assim basta mostrarmos

a equivaléncia entre os grupos gerados por cada (B;); ;-

Afirmacdo 4.3.1. (By) C (B,)
Consideremos o conjunto B, = B> UB»», sendo

Boi = {[x5,%iy, Xiy, Xiy Xis |} € Bop = {xi, XipXis Xy Xis | i1 5}
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Tome um elemento qualquer m = x;,x;,X;,X;, X;; € By, se i1 # 5 entdom € By, C B,. Casoi; =5

temos m = xs5x;, X, X, Xis. Observemos que

m = X5Xj, Xiz3Xiy Xis — Xis X5Xj, Xiz Xiy +x,-5x5x,-2x,-3x,-4 =
= [X5Xi,Xis Xiy , Xi | + XigX5XjyXiyXiy =
= [esaxiyXis Xiy s Xis ] — [Xiy X535 Xis X ) 4 [ Xy X5X, Xy s Xis | + Xig X5, Xis Xiy =
= [rsxiy Xy, Xiy, i | + [y X5, i, Xis | X5 X5, X3 Xy =
= [X5Xj)Xiy, Xy Xig | — [Xia XXy, Xiy , Xis ) + [XiyX5Xiy, Xiy , Xis | +
+[Xiy X5Xi, Xy Xis | + XisX5Xi, Xy Xjy =
= X5y, Xy, Xy, Xis | 4 [Xi3 X5y, Xy, Xis | 4 [Xi, X5Xi,Xi, Xis | + XigX5Xj, XiyXiy =
= [x5xi27xi3 7xi47xi5] - [xi2x57-xi3 ;-xi47-xi5] + [xi2x57xi37xi47xi5] +
(X0 X5y, Xy Xis |+ [Xig X5X00 X, Xig | + Xig X5, Xi3Xi, =

= (X5, Xy, Xiy s Xig , Xis | + [Xi X5, Xy, Xiy, Xis) + [Xig X5Xiy  Xiy, Xis | + [Xiy X5XiyXis , Xis | + XisX5Xi, X3 Xy -
Observemos que [xs, X;,, Xi,, X, , Xis | € B21 € Xi Xs5Xj,Xi, Xi, € Bpo. Temos ainda que [x;,x5, X5, Xi, , Xis]

¢ escrito como combinac@o linear de elementos de By,. Da mesma forma temos que [x;,X5x;, , Xi, , Xis ] »

[Xi,X5XiyXis, Xis| € (Bao). Assim obtemos que m € (B3).

Afirmacao 4.3.2. (B;) C (B3)
Consideremos B3 = B31UB32UB33UB34UB35UB3¢ sendo:

B31 = {[—x57-xi2>xi37-xi47xi5]}7 B32 = {xil [x57xi37xi47xi5]}7
B3z = { [xi), Xiy) (x5, X3y, xis) [ i1 > in},  Baa = {[xi,, %y, X33 | (x5, %5, | i1 > i, 03},
Bss = {[x4,%i, Xiy, Xiy X5 },

Bsg = {m = x; xj,XiyXi,Xis |m € Bi,m # ml(p), p € B31UB3,UB33UB34UB3s }.

Seja m um elemento qualquer de B;. Caso m € By; = B3; C B3. Suponha que m € B»).

Entao ocorre um dos 5 casos:
(1) se m = x4xj,x;,X;, X5, entdo escrevemos
M = X4Xj, Xij3 Xijy X5 — [x47xi27xi37xi4]x5 + [x47xi27xi3 ,Xi4]XS =

= XipX4Xi3Xiy X5 + Xi3XaXjp Xiy X5 — XizXiy X4Xj, X5 + Xiy X4Xin Xiz X5 — Xjy Xi X4Xi3 X5 +

— Xy Xis X4Xiy X5 + Xiy Xis XinXaX5 + [X4, Xy , Xy, Xi, | X5
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Observemos que

XiyX4Xis XiyX5, XisX4XiyXiyX5, XizXiyX4XiyX5, XiyX4Xj)XizX5 € B367
XiyXinX4XizXs, XiyXizXaXiy X5, XiyXizXiyXaXs € B3g,
[Xaxi,Xi3xi, |5 € B3s,
assim segue que m € (B3).
(2) sem = X XiyXi3X5Xjs COM i1 > Iy,i3, €ntdo escrevemos
M = X\ Xiy Xis X5Xis — [Xiy s Xy Xis ) [¥5, 55| 4+ [xiy , X, Xis ] [X5, 235 ] =

= Xi Xip Xiz Xis X5 — Xjp Xj; Xij3 Xjs X5 —|—x,-2xi1x,-3X5x,-5 — XizXi Xip Xis X5 +

XX, Xip X5Xjs + Xig XinXi Xig X5 — XisXinXi, X5Xis + [Xi) 5 Xiy , Xig ) [X5, X ]
Como temos

XipXi XizXis X5, XiyXij XisX5Xis, XizXi| XiyXisX5 € B367
XizXiy XipX5Xis s XizXip Xy XisX5, XigXipXij X5Xis € B36

[—xil 7xi25xi3][x57xi5] € B34'

Caso i > ip,i3,is, pelo caso (1) temos que X;,x;,X;;XisX5s € (B3), caso contrdrio por hipStese

Xi, Xi,XiyXisXs € Bzg. Portanto segue que m € (B3).

(3) se m = x;, Xj,X5X;,Xis com i > ip, entdo escrevemos

m = Xj, XiyX5Xi, Xis — [Xi; , Xi, ][5, X1, Xis | + [0, , %0, ] [X5, X4, , Xis ) =
= Xiy Xin Xiz X5Xi, + Xiy Xin Xig X5Xi5 — Xiy XinXiy Xiz X5 — Xip Xjy XizX5Xj, +

Xy X, Xiy Xis X5 — XipXi, Xiy X5Xiy 4 XipXi, X5Xi3 Xy + [Xiy 5 Xy | [X5, X0y, X )
Como temos
XinXiy XizX5Xiy s XinXiy XigXiz X5, XinXi) XigX5Xi5, XiyXi| X5XizXi, € B3,

[xi] ,.ij] [XS,Xj4,Xi5] € B33'

Caso ij > ip,i3 ou ij > iy, i4 pelo caso (2) temos que X;, X, Xi; X5X;, , Xi, Xi,Xi, XsXi; € (B3). Caso

contrario, teremos que X;, X;,Xi,;XsX;, , Xi, Xi,Xi,X5Xi; € B3s. Assim m € (B3).
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Caso ij > iy, 13,14 pelo caso (1) temos que x;, x;,x;, X;;X5 € (B3). Caso contrdrio, teremos que

Xi, XiyXiyXizXs € (Bz). Assim m € (Bj3).
(4) se m = x; X5xi,X;, X5, entdo escrevemos
m = Xj, X5Xi3 XiyXis — Xi; [x57-xi3 7xi47-xi5] +-xi1 [XS,Xi3 7xi47xi5] =
= Xj, XisX5XiyXis + Xiy XiyX5Xiz Xis + Xiy XisX5Xi3Xi, — Xiy XisXizX5Xi, +
— X, XisXiy, X5Xi3 — Xj) Xiy Xiy X5Xis ~ Xj) XisXiy Xin X5 + X, [X5,Xiy , Xiy , Xis ] -
Como temos x;, [Xs, Xy, Xi, , Xis| € B3a.

Caso i1 > i3 ou i} > ig ou i > is, pelo pelo caso (3) temos que X;, Xj3X5X;, X5, X Xiy X5Xi3 Xis
Xi, XisX5Xi; X;, € (B3). Caso contrdrio por hipitese temos que X;, Xi; Xs5Xj, X, , Xi, XiyX5Xi; Xis,

Xi\ XisX5Xi, X, € B3g. Assim m € (B3).

Caso iy > i3,is,0Ui| > i5,i4,0Ui] > 3,04 pelo caso (2) temos que X, X5 Xi3 X5Xi, » Xiy Xis Xiy X5Xis
X Xy XizX5Xjs € (B3). Caso contrdrio por hipGtese temos que X XisXizX5Xi, Xiy XisXiyX5Xis

Xiy XigXisX5Xj5 € Big. Assimm € <B3>.

Caso iy > i3,i4,i5 pelo caso (1) temos que x;, x;, X, Xj; X5 € (B3). Caso contrdrio por hipétese

temos que X, Xi; X, Xi;Xs € Bzg. Assimm € (B3).
(5) se m = x;,x;,xi,x;,X;5 distinto dos casos (1), (2), (3) e (4) entdo m € Bzg.
De qualquer modo temos que para m € B, temos m € (B3).

Afirmacio 4.3.3. (B3) C (By)

Consideremos B4 = B41UB42UBy43 sendo:

Bay = {[xs, Xy, Xy Xy Xis |}
By = {uj|u; € §',1 <i <40},

Baz = {m = x;, x;,XiyXj,xis |m € Bj,m # ml(p),p € B41UB4 }.

Tome um elemento qualquer m € B3. Caso m € B3j entdo m € B3| = B4; C B4. Admita que
m € B3 UB33UB34UB35U, caso m seja o mondmio lider de algum ug, por exemplo, m = ml(u'l)
entdo escreva o polindmio p; = m —u}. Temos p; = 0 ou ml(p) = ml(u}), para algum i,

2 <i<40. Digamos i = 2 € escrevemos py = p| — iy = m—u; — u. Novamente temos p; = 0,
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caso contrdrio, repetimos o processo, em no maximo 41 passos encontramos um polindmio
pa1 = 0 ou ml(pgy) # ml(u}) com 1 <i<41. Se py; = 0 entdo m é escrito como combinagio
linear de elementos de By C By. Se ml(p41) # ml(u}) com 1 <i <40 entdo py; € Byz e m é
escrito como combinagdo linear de elementos de (B4, U Bs3) C By, ou seja, m € (Bg UBy3).
Assim m € (B4). Admita que m € B3g C By3. Portanto obtemos que m € (By).

Afirmacao 4.3.4. (Bs) C (By)

Considere um polindémio p € B4 entdo p = my + - - - + my, m; mondmios, kK > 1 com cada
m; € By. Portanto p € (By).

Assim concluimos que dois quaisquer conjunto B; sdo equivalente, com 1 <i < 4. Portanto

qualquer conjunto B;, com 1 <i <4, ¢ uma base de P;. U

Observacao 4.13. Segue da observacdo (4.2) que By possui 5! = 120 elementos. Pelo Lema
4.12 temos que B; € equivalente a By = B41UB4UB43. Como temos 4! = 24 elementos em
Bay = {[x5,%iy,Xiy, Xi,],Xis| } € temos 40 elementos em Buy = {u;|1 <i <40,u; € S'}, segue que

existem 56 elementos em

Byz = {m = x; xj,xizxi,Xis |m € By,m #ml(p),p € B41UBs2 }.
Proposicio 4.14. Considere By = B4;UB43. O conjunto

By+(LsNPs) ={b+(LsNPs)|b € By}
é uma base de Ps/(Ls N Ps), sendo:
Bp={u|1<i<40,ulcS} =9,

Baz = {m = x;, x;, Xy Xj,xis |m € By,m # ml(p),p € B41UB4 }.

Demonstracdo: Pelo Lema 4.12 temos que
By = B41UB4UBy3 = B4 UBy

¢ uma base de Ps. Pelo Lema 4.3, B4; é uma base de (Ls N Ps). Portanto B4+ (Ls N Ps) é uma
base do grupo quociente (aditivo abeliano livre) Ps/(Ls N Ps). O
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Demonstracdo do Teorema 6 .

Observemos que pela Proposicdo 4.14,
B4+ (LsNPs) = (BUB43) 4 (Ls N Ps)
¢ uma base de Ps/(Ls N Ps). Sabemos que

Bip = {uj|1 <i<40,uj€ 8’} =
= (|} =w; € 5,1 <i <39}0{uth} = '

com uilo - [Xz,x1][X5,X3,X4] —XI[XS,X3,X4,X2].

Pela Proposicdo 4.11, temos que S+ (Ls N Ps) é uma base de A4 = (L4 N Ps)/(Ls N Ps),
sendo

S+ (LsNPs)={ui+ (LsNPs)|u; €S,1 <i<40} =
= ({ui|ui € S,1 <i <39} 0{uao}) + (Ls N Ps),

com ugo = 3 ([x2,x1][xs,x3,x4) — x1 [x5,x3,x4,%2]).

Portanto

By+ (LsNPs)
S+ (LsNPs)

/

= (B4 U {@}) + (La N Ps)
140

P5/(L5 ﬂP5)
(L4 ﬂP5)/(L5 ﬂP5) '

¢ uma base de Ps/(LsNPs) =

Considere o grupo ciclico infinito H; =< m; + (L4 N Ps) > com m; = x; X;,Xi;X;, € B43. Pela

observacgdo (4.8), temos que existem 56 elementos em By43 € cada grupo ciclico infinito € iso-
/

Z
morfo a Z. Claramente temos que H =< Y40 4 (LsN Ps) > & isomorfo a 7
40

Concluimos a demonstracdo do Teorema 6.
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