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Resumo

Baseado no trabalho de Rafael Lopez [15], estudamos quais sao as superficies do es-
paco euclidiano de dimensao 3, folheadas por circulos, que satisfazem uma condicao de
Weingarten do tipo aH +bK = ¢, onde a, b e ¢ sao constantes e, H e K sao respetivamente
a curvatura média e Gaussiana. Distinguiremos dois casos. Se os planos de folheag¢ao nao
sao paralelos, somente subconjuntos de esfera verificam a condi¢gao de Weingarten. No
caso contrario, se os planos de folheagao sao paralelos, as superficies sao parte de super-
ficies de revolugao, ou superficies minimas de Riemann(H = 0) ou cones generalizados

(K =0).

Palavras chave: Superficie ciclica, superficie de Weingarten, curvatura média e curva-

tura Gaussiana.
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Abstract

Based on an article by Rafel Lopez [15], we study the surfaces in the Euclidean 3-space,
foliated by circles that satisfy a Weingarten condition of the type aH +bK = ¢, where a, b
and c are constants, and H, and K denote the mean and Gaussian curvature, respectively.
In order to do that, we will distinguish two cases. First, when the foliation planes are not
parallel, we shall conclude that such a surface must be a subset of a sphere. When the
foliation planes are parallel, such surface is either part of a surface of revolution, one of

the Riemann’s minimal examples (i.e. H = 0), or a generalized cone (i.e. K =0).

Keywords: Ciclic surface, Weingarten surface, mean and Gaussian curvature.
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Introducao

Na segunda metade do século XIX, em busca das superficies isométricas as superficies
de revolugao, devemos a Weingarten [22, 23] a introdugao da classe de superficies que tem

hoje seu nome.

Definigao 1. Seja S uma superficie no espaco euclidiano R®. Dizemos que S é de Wein-
garten se existir alguma func¢ao suave ¢ de duas varidveis, tal que as curvaturas principais

K1 e Ky de S verifiguem ¢ (K1, ko) = 0.

Desde sua introdugao, esta classe tem sido estudada por varios gedmetras |2, 6, 8, 9, 21|,
e mais recentemente em |7, 12, 16, 18, 20|. Em [1| obtemos aplicagbes dessas superficies na
area de desenho assistido por computador e na pesquisa de formas. Contudo, o problema
da classificagao de todas as superficies de Weingarten continua em aberto.

Observamos que a existéncia de uma relacao entre as curvaturas principais de uma
superficie S implica a existéncia de uma relagao, esta entre suas curvaturas Gaussiana K

e média H. O exemplo mais simples de tal relagao é dado por
a +bK =c (1)

onde a? + b? # 0. Neste caso particular, dizemos que uma superficie para a qual (1) vale
¢ especial de Weingarten (SW).

Uma primeira abordagem as superficies SW consiste em procurar as superficies de
revolucao que sejam SW. Consideramos uma parametrizacao local de uma superficie de
revolugao

X(u,v) = (r(u) cosv, r(u)sinv, u).

Depois de calculadas as derivadas sucessivas, assim como os coeficientes da primeira

e segunda forma fundamental, a equagao (1) se resume a equagao diferencial

- (Cr (1+77)" + br”>2 +a? (L4+r2) (14072 — ") =0,



cuja resolucao responderia & pergunta inicial. Para solu¢oes no casos onde H ou K sao
constantes, consultar [3, 4], e quando ¢ = 0, ver [18].

Também na segunda metade do século XIX, devemos a Enneper [5] a nogao de su-
perficie ciclica. Esse tipo de superficie constitui uma classe mais ampla que aquela das

superficies de revolucao, e por isso elas tém sido estudadas deste entao.

Definigao 2. Uma superficie ciclica S do espago euclidiano R3 é uma superficie deter-
minada por uma familia suave a um pardmetro de planos, cujas intercessoes com S sao

partes de circulos.

Fica portanto claro que essa classe inclui as superficies de revolugao, mas nao se
limita a elas. De fato, os planos de folheacao nao sao necessariamente paralelos, e mesmo
existindo dois circulos de folheacao que se encontram em planos paralelos, as dire¢oes
de seus raios nao sao necessariamente ortogonais a reta ligando seus centros. Também
ressaltamos que a esfera é trivialmente ciclica, ja que suas interse¢oes com qualquer familia
de planos serao circulos. Em dimensao superior, a partir dos trabalhos de Nitsche e Jagy
[10, 11, 17], hipersuperficies com curvatura média constante e folheadas por esferas foram
estudadas, inclusive por Lopez [14].

Portanto, o objetivo deste trabalho é a busca por superficies ciclicas SW, inspirado
pelos resultados dos casos onde a curvatura Gaussiana ou a curvatura média é constante.
Em ambos casos, é possivel afirmar que tais superficies estao contidas na esfera, ou que
no caso contrario os planos de folheagao sao paralelos [5, 13, 17|. Em particular quando
os planos de folheacao sao paralelos, tal superficie tem que ser um subconjunto de uma
superficie de revolugao. No caso contrario had duas alternativas. A primeira, ser uma
superficie minima de Riemann [19], o que ocorre quando H = 0. A segunda, ser um cone
generalizado, uma superficie ciclica cujos centros dos circulos de folheagao estao em uma
reta, e cujos raios sao dados por uma fungao linear. Isto ocorre quando K = 0 [13].

Depois de fixadas algumas notagoes e estabelecidos alguns resultados classicos sobre
superficies ciclicas, a segunda parte desta dissertacao consistird na demonstracao de um

primeiro teorema

Teorema 1. Se S € uma superficie SW folheada por partes de circulos que se encontram
em uma familia a um pardmetro de planos, entdao S € um subconjunto de uma esfera, ou

0s planos de folheacao sao paralelos.

Uma vez provado este resultado, passaremos ao estudo das superficies folheadas por

circulos que se encontram em planos paralelos. Em tal caso, provaremos que
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Teorema 2. Seja S uma superficie SW folheada por partes de circulos que se encontram
em uma familia a um pardmetro de planos paralelos. Entao S € parte de uma superficie
de revolucao, ou S € parte de uma superficie minima de Riemann, ou € parte de um cone

generalizado.
A partir desse ultimo teorema obtemos facilmente dois corolarios:

Corolario 1. Toda superficie do espaco euclidiano que € folheada por circulos e que
satisfaz uma condigao do tipo aH +bK = ¢ é uma superficie de revolugao, uma superficie

minima de Riemann, ou um cone generalizado.

Corolario 2. Superficies minimas de Riemann e cones generalizados sao as unicas su-

perficies ciclicas, nao rotacionais, que satisfazem uma relagio de Weingarten do tipo
aH + 0K = c.

As demonstragoes de ambos teoremas seguirao o mesmo procedimento. Primeiro exi-
bimos uma parametrizacao local de uma superficie S que seja SW. Teremos duas para-
metrizagoes segundo que os plano de folheagao sejam ou nao paralelos. Na sequencia, com
o auxilio do programa Mathematica, calculamos as curvaturas Gaussiana e média, cujas
expressoes inserimos na relacao de Weingarten. Depois de simplificada a equacao assim
obtida, ela se reduz a um polindmio trigonométrico de grau 8 nulo. Pela independéncia

linear de coseno e seno obtemos 17 equagoes que serao resolvidas.
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1

Preliminares

Primeiro, vamos fixar algumas notacoes. Sejam S uma superficie em R?, U um aberto

de R?. Consideremos uma parametrizacao local de S

X:UcCR*—VcCcScR?

(u,v) — X(u,v)

Sejam X, , X, e N os campos de vetores definidos por

09X 09X X, A X,

Xu =5 v = s =1 v
ou ov X A X,

Em cada plano tangente, a métrica induzida (, ) determina a primeira forma fundamental
I = (dX,dX) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,
cujos coeficientes sao fungoes diferenciaveis definidas por
E=(Xy,Xy), F=(Xu,Xy), G=(X,X,).
Além disso, temos definido a segunda forma fundamental dada por
II = — (dN,dX) = edu® + 2 fdudv + gdv*,
onde os coeficientes sao funcao diferenciaveis definidas por

e=(N,Xu), [=(N,Xun), g=(N,Xu).



Dessa forma, as expressoes classicas das curvaturas média e Gaussiana sao dadas por

- eG—QfF+gE7 K:eg;ja'

2(EG — F?) EG — F?

Observando que
e = (N,Xuu)
Xu N X,

= ]Xu—/l\Xv\<X” A Xy, Xow)

= m[xu,Xu,Xw]-
onde [,,] é o produto misto (i.e. o determinante cujas linhas sdo os vetores do produto).

E também observando que

‘Xu N Xv’ = \/‘Xu’2 ‘XUP - <Xu|Xv>2
=V EG — F?
X, AX,|=VW ,onde W= EG — F?

podemos reescrever os coeficientes da segunda forma fundamental como

[Xuv Xm qu] f [Xua XU> Xuv] [Xua Xm va]
e=—"— =" ="
S S g NG

Usando essas expressoes, as curvaturas se escrevem

G Xy, Xy, Xou] = 2F Xy, Xy, Xoo| + B[ Xy, Xy, Xow) H,
(X, X, X [Xiis Xy, Xopo] = X, Xy, X2 Ky

Conforme definido na introdugao (1), dizemos que S é uma superficie de Weingarten

especial (SW) se existir uma relagao do tipo :
aH +bK = c,

onde a, b e ¢ sdo constantes tais que a? + b2 # 0.
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Combinando (1),(1.1) e (1.2) obtemos que a condigao para uma superficie ser SW é
H, Ky
Yowsr - bﬁ
aH\W'? + 20K, = 2cW?
aHW'? = 2cW? — 20K,
aH\W'? =2 (cW? - bK,)

=C

e elevando ao quadrado

A H;W — 4(cW? — bK,)* = 0. (1.3)

Os dois teoremas cujas demonstragoes vamos expor agora, envolvem o célculo de (1.3).
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2

Superficies STV com planos de

folheacao nao paralelos

2.1 Calculo da equacao (1.3)

Seja (I1,)uer a familia de planos de folheagao tal que Yu € I, I, N S seja uma parte
de circulo. Seja Z um campo vetorial unitario normal a II,,. Consideramos I' = I'(u) uma
curva integral qualquer de Z definida em um aberto de I, e supomos I' parametrizada
pelo comprimento de arco. Logo, t(u) = I"(u) = Z (I'(u)) é o vetor unitario tangente de

I'. Em particular, temos que

2

dr
Yu € I, ’ (w) =1,
du
d |[dD(u)]* 0
du| du -
dl(u) d*T(u)\ 0
du = du? N
Entao, denotando por ' a derivada em relagao a u, definimos o vetor normal unitario n a
Fll(u)
r = .
P T )]

Finalmente, definimos o vetor binormal unitario b por, b =t A n.

A base ortonormal {t,n, b} é chamada de referencial mdvel de Frenet da curva I.

Isso nos permite explicitar uma parametrizagao local de S

X(u,v) = c(u) + r(u)[cos(v) n(u) + sin(v) b(u)]. (2.1)
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onde, r = r(u) > 0 e ¢ = c(u) representam respectivamente o raio e o centro do circulo
de folheacao que se encontra no plano II,. Dado que precisaremos calcular as derivadas
parciais de X, convém calcular primeiro a derivada dos vetores do referencial de Frenet

com relagao a u.

t=1",
t/ — F//
1"//
— 1‘\// )
| | |F//|’
— ’F//‘n’
t' = kn.
Chamamos x > 0 de curvatura de I'.
F//
=
m o e L7077
L . " -r T
o |Iw|2 ’
I“///‘ ’I“//|2 _ 1"//. <I“//|1'\///>
= |F”|3

Usando o fato de {t,n, b} ser uma base ortonormal de R?, vamos decompoér n’ .

TemOS <F/l/ F//> |F”|2 _ <1’V/ F”> <F// F”/>
’ 9 . ) M )
<n ’n> fry |F//|4 = O

Continuando,

=0

<F/// F/) |FH‘2 . <F// F/> <Iw Iw/>

/ Y N 7 * )

(n',t) = 7|3 ’
<P”/, F/>

<n/, t> = W

Lembrando que (I, ") = 0, e derivando, obtemos

<1—1/l’ 1’\//) ‘I’ <1—\/’ 1—\///> — 0’
IOgO, <1—\/’1—\/l/> — _‘1—\//’2.
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Portanto,
, |F//|2
<Il =t> == |Iw| )
— —’F//‘,
(n',t) = —k

E finalizando a decomposicao

(n',b) = (0, t An),

F//
— <n’,F/ A |F”|> ,

1
’F//| <n/7 1—1/ /\ F//>,

=0
<IV//7 P/ A ]_—\//>. |F/l|2 _ <1—1/17 le A 1—1//>‘ <P”, F///>

|F”|3 ’
[F/ F/I FI”]
ST
(n',b) = 0.
Assim temos que, n’ = —xt + ob, onde chamamos o de tor¢ao da curva I.
E finalmente,
b=tAn,

b=t An+tAn,
=rnAn+t A (—xt+ob),
=0

=—ktANt+ot ADb,
—~— ——

=0 =—n

b’ = —on.

Resumindo,
t' =kn
n = —xt+ob (2.2)
b’ = —-on

Esse sistema de equacgoes é conhecido como as equacoes de Frenet.
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Também definimos «, 3 e v trés fungoes suaves de u, tais que
¢ =at+ fn+9b. (2.3)

Vamos usar as equagoes de Frenet (2.2) para calcular ¢”. Para isso, usamos uma notagao

matricial e a lei de composicao das velocidades.

—x 0 o
— 1B ’
o 0 vy

"

Logo, c" = |/ +

- Frenet Frenet Frenet

0
K
0
o —Kkf
c = ﬁ’+ﬁa07]
V' +0oB

Frenet

Usando esse método, podemos calcular simplesmente as derivadas parciais sucessivas de
X com relacao a u. Para a derivacao com relacao a v, podemos usar a derivada usual,
uma vez que o referencial {t,n, b} nao depende de v.

Com isso podemos agora calcular a equagao (1.3). O resultado, depois de linearizados

todos os termos em cos(v) e sin(v), pode ser escrito da forma seguinte

V(u,v) € U, Ao(u)+ Z A (u) cos(kv) + By (u) sin(kv) = 0. (2.4)

k=1
Como os termos em cos(kv) e em sin(kv) s@o linearmente independentes, essa combinagao
linear é nula, se e somente se

Vuel,Vk=1,....8, Ayg= Ay =By =0.

Para demostrar o teorema 1 vamos seguir o seguinte raciocinio. Consideramos uma
superficie ciclica S que seja SW. Supomos que os planos de folheagao nao sao paralelos

(i.e. Kk # 0) e obteremos dois resultados

e S esta contida em uma esfera ou,

e uma contradicao, o que implicard que os planos de folheagao devem ser paralelos
(i.e. k=0).
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2.2 Relacao de Weingarten do tipo aH + bK =0

Vamos supor que ¢ = 0 em aH + bK = c. Enunciamos aqui 3 lemas para auxiliar na

demonstracao do teorema 1.

Lema 1. Nao existe superficie SW ciclica cujos circulos de folheagdo nao sao paralelos

e cuja curvatura Gaussiana € nula.

Lema 2. Nao existe superficie SW ciclica cujos circulos de folheagdo nao sao paralelos

e cuja curvatura média € nula.

Lema 3. A esfera ¢ a inica superficie ciclica cujos circulos de folheagdo nao sao paralelos

e que verifica uma condigcao de Weingarten do tipo

aH +bK = 0.

2.2.1 Superficies SW de curvatura Gaussiana nula (lema 1)

Aqui basta supor a = 0. Ja que a® + b? # 0 temos que b # 0. Segue entdo que K = 0,

logo K71 = 0. Observando que K se escreve como

Ky = Cp(u) + Z Cr(u) cos(kv) + Dy(u) sin(kv).

k=1
Assim
Ki=0 < YuelVk=1,...,4, Cy=Cy=D,=0.
Dado que
1 1
Cy = 57“4/12(52 — 7+’ e Dy= 17"457/@2,

temos duas tnicas solugoes para Dy =0, =0 ou v = 0.

2.2.1.1 Caso =0

Neste caso, temos
Lao, 2, 22 S 2 _ 2.2
C’4:§r K (—y° + r°k") = 0, implica que v* = k=,
0 que por sua vez nos fornece que

Cs = —Zar%g =0, portanto «a = 0.
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Substituindo esses valores em D3, temos
3 5,3,/ /
Dgzizlr/@r =0, logo ' =0,
e finalmente, obtemos que C5 se escreve
Cy =r°:*=0.

O que contradiz k # 0 e r >0

2.2.1.2 Caso v=0
Agora, supondo v = 0, temos

1
Cy= §T4m2(52 +72k?) = 0.

O que também contradiz nossas hipoteses.

2.2.2 Superficies SW de curvatura média nula (lema 2)

Aqui basta supor b = 0. Ja que a® + b? # 0 temos que a # 0. Segue entdo que H = 0,

logo H; = 0. Observando que H; se escreve como

H, = Cy(u) + Z@(u) cos(kv) + Dy (u) sin(kv).
k=1

Assim
H =0 <= VUGI,VICIL...B? FOIC]C:D]{:O

Observando que

— 1 _
Cs = —57‘3/4 (,82 — v+ 7’2/12) e Ds=—1rpyk,

precisamos estudar apenas dois casos: f=0ou~vy =0
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2.2.2.1 Caso =0

Temos entao que C3 se escreve como

— 1
Cs = §7°3/-i (72 — 7"252) :

Portanto, C5 = 0 implica que 7> = x%r2. Logo,

— 5
Cy = 5/127’404.

De Cy = 0, temos que a = 0. Também temos

)
Dy = 51”4 (k'y — Kky').
De D, = 0, temos que &'y — k7' = 0. Porém
(K'Y = &Y)y = K7* = K,

= k*K'r? — K*r (K'r + k1),

= —r’rr.

Portanto 'y — kY =0 < ' =0.

Com essas condigoes, obtemos uma contradicao com C; = 0, ao observar que

C, = —3r%r°.

2.2.2.2 Casov=0

Neste caso, temos
— 1
Cs = —§/<r3 (52 + /€27‘2) :

De C3 = 0 obtemos uma contradicao.



14 Superficies ST com planos de folheagao nao paralelos

2.2.3 Demonstracao do lema 3

Dado que a # 0, podemos supdr sem perda de generalidade que a = 1. Assim, os

coeficientes Ag e Bg sao dados por

Ag :iTSHQ{ﬁﬁ _ g [1572 X (bz _ 37"2) FLZ]

32

+ 87 [159* + 6 (b* — 3r®) v°k* + r* (=20 + 3r7) K]

= (=) [+ (0 ) R (2.5)
Bg :%r857m2{364 — 232 [572 + (b2 — 37‘2) nﬂ

+ (72 — T2I€2) [372 - (2b2 — 37“2) mﬂ } (2.6)

Dado que Bg = 0, distinguimos 3 casos, 5 =0,y =0e gy # 0.

2.2.3.1 Caso =0
Supondo = 0, temos que Ag se escreve como

AS — —3%7“8/€2 [,y2 4 (b2 o 7“2) IQQ} (72 . T2H2)2.

Logo, de Ag = 0 obtemos

=k ou 4 =kKE(r? —bY).

2.2.3.1.1 Caso 7? = k%r?

Neste caso, temos
99 6,10 (2 2 9.9 6 10 s
A(j:gb/ﬁT [(r) —a} e Bezizba/{r r.
Assim, deduzimos que o = v’ = 0. Porém, neste caso Ay = —20*k%r'2, ¢ A, = 0 nos da
uma contradigao.
2.2.3.1.2 Caso 7* = k%(r* — v?)

Temos entao v = £kv/r? — b2, com isso calculamos as coeficientes A; e By

1 b4/€77’107”/
A, = ——b7%Kk" ¢ B;=+

16 16y/r2 — b2
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Entao A; =0 e By = 0 implicam que a« =0 e ' = 0.
Logo
Ay = %b%«s (r* = b%) (30 +5r°) K.
Por sua vez, Ay = 0 implica que r = +b, e entao v = 0.
Resumindo, temos a = 3 = v = 0, ou seja ¢’ = 0, logo existe ¢y € R? tal que Yu € I,
c(u) = co.

De (2.1) deduzimos que

X(u,v) = c(u) + r(u)[cos(v) n(u) + sin(v) b(u)],
X(u,v) = cg + r[cos(v) n(u) + sin(v) b(u)],

X (u,v) — co|* =% = b2

Concluimos que a superficie S é um conjunto aberto da esfera de centro cg e de raio |b|.

2.2.3.2 Caso v=0

Agora, se v = 0, Ag se escreve como

A8 — 3%,’0852 (ﬁ2 +7,2/€2)2 [62 _'_HQ (T2 - b2)] )

Logo, Ag = 0 implica que = £kvb?> — r? e entao

1 /
Ay = ——b* %7 (a + L) .

16 Vb2 —1r2
rr’ .
Dado que A7 = 0, temos que o = :FW’ e entao (2.3) nos da
—r

/ /
c = :F—TT 21::|:,‘<;\/b2 —7r2n = (:I:\/b2 —r2t> .

b2 —r

Assim
Jco € R?, tal que ¢ = co £ Vb2 —r2t.

E portanto
X(u,v) =co £ Vb2 —r?t+r(cosvn+sinvb).

Donde segue que
X(u,v —002——1)2—7’2—1—7"2——62.
‘ )
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Concluimos que S é um aberto da esfera de centro cq e de raio |b|.

2.2.3.3 Caso vy #0

Dado que Bg = 0, podemos calcular 5% em funcao de «? a partir de (2.6)

1
B2 =5 |57+ (B* = 3r) w% & /167" + 4 (B2 — 3r2) 92k2 + bint | (2.7)

=A

Substituindo esse valor de 3? em Ag = 0 e lembrando que k # 0, obtemos a seguinte

equacao

4167° + 96 (b — 3r%) 7'k + 18b*y*k* + 0°k® = FA (1129* + 16 (b* — 3r*) v°k* + b'K*) .

Elevando os dois lados ao quadrado e dividindo por v # 0, essa equagao é equivalente a
(72 — 7’2/12) [(472 + 1)2,%2)2 — 167“2/1272} =0.

O que nos leva a discutir os dois casos 72 = k2r2 e (492 + b2k2)”* — 1672k%r2 = 0.

2.2.3.3.1 Caso 7? = k%r?

Neste caso, calculamos 32 usando (2.7)

2 2
Ja que B # 0, descartamos o segundo valor. Usando os valores de 3% e 4% em Ag obtemos
que

__Lss 2 2\ (1.2 2\ 2
Ay = —ggerr” (07 +2r°) (07 + 8%)7

Assim, Ag = 0 nos fornece uma contradicao.
2.2.3.3.2 Caso (472 + b2k2)* — 1672622 = 0

Neste caso, calculamos 72

2 2
P=" (= vTR)

Agora podemos calcular 3%2. Porém como as expressoes de 32 e 2 envolvem duas pos-

sibilidades de sinal (+) e os sinais nessas duas expressoes sao independentes, devemos
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estudar caso a caso.
2
2B B = (< 2 1P =) (2.8)
2 2 o K (9 2 772 K’ 5—73)°
vLo B B_Z(b —2r 4+ 2rv'r —b)z—z<r— r—b) : (2.9)
2 2 o K (9 2 N K’ 573\
v By B_Z(b —2r° —2r r—b)z—z<r+ r—b), (2.10)
2
OB = ’f—2 (—552 2 — U = b2) . (2.11)

Observamos que (2.9) e (2.10) ndo podem ocorrer, uma vez que 3 # 0. Nos resta entao

estudar os casos (2.8) e (2.11). Para isso recalculamos Ag

Ag =0«
OB (0P =) [bt -t 16t — (66— 165%) ViT — 2] =,
2B (=) [t - 1400 160+ (60 — 16r°) Vi = 7] =0,

Vamos mostrar em ambos os casos que a tnica solucao é r? = b?.

2B (B r?) b= 148 16t — (66— 16°) ViT = 1] = 0
= (B2 r?) |07 (B2 - 8r2) — 6%+ 160" — (6% — 1677) Vi — 2] =0,
= (=) [P -8 + (160 = 6tr) (r+ ViR 1)) =0
e () [P ) o (32— 3) (r 4 VT )| =0
= (0 =) [0 (R =) w2 (37— 1) (r o+ VT B) — 4y (v V28R =0,
< (b2 - 1"2) - (87“2 b2) (—b2 +2r? + 27"\/@) — 4b?*r (7” +Vr2 =12 } =0,
= (=) [ ) (rVEB) i (V) | =0
= (2= (VT ) (87 1) (r 4 VTS B) - ] =,
= (0 =) (VTP (87 8PV S b 0V 1 - i) =0,
= (2= (VT [ (807 = 50 + (802 - 87) VP = ] =0,
= =V
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b2—r2

¥ B 1483 + 168 + (667 — 16%) ViZ — 12| = 0

B2 (07 = 8r) = 6% 160 4 (6% — 16r°) Vi = 7] =0,

N

b2 —r?

[\

-

:b2 (2 = 8r2) +2r (8r2 = 30%) (r = Vi = 12) | =0,

[

b2 — r?

( )

( )

( ) )

( ) )

(0 = r2) [ (802 = 1) (=02 + 202 = 20v/i? = B2) — a8y (r = Vi7 = 17) | =0,
(7 - | (

( )

( )

( )

[

[\

-

r—m>2—4bgr<r—m>} =0,
b2 _ 2

(r ) [(87“2 — b2 r— m> — 4627“] =0,
(= VA=) (80 — Vi — iy + VAT — ) =,
(- s

[

b? —r?

[ A A A A

b2 —r?

—56%) — (8% = 4?) Vi? = 7] =0,

Vamos estudar o ultimo fator

r (87"2 — 562) — (87“2 — b2) r2 —b2 =0,
r (87‘2 — 562) = (87"2 — b2) r2 — b2,

elevando os dois lados ao quadrado,

r? (647" — 80b*r? + 25b%) = (64r* — 16b*r” + b*) (r* — b7)
64r% — 80b*r* 4 25b"% = 64r° —64b°r" — 16b*r"! +16b"° + b'r? — 1°,

~
=—80b274

8b%r2 = —1f.

O que é absurdo. Logo, neste caso também, a tinica solucio é r? = b%.

Consequentemente, usando (2.8) e (2.11), obtemos que nos dois casos

2 — K’ 2
= —b".
g 4

O que, por sua vez, também é absurdo, dado que g # 0.

b2 (62 &r? +27’(8T2—b2) (r—m>—4b2r r—Vr2—p? } =0,
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2.3 Relagao de Weingarten do tipo aH +bK =c # 0

Neste caso, podemos assumir sem perda de generalidade que ¢ = 1. Assim os coefici-

entes Ag e Bg sao dados por

1 1
Ag = —57"81’1, Bg = 1—6B’}/T’81’2 (212)

onde

2 = 35— 3 [2872 + (a2 +2b — 4r?) ;{2}
+ BH709" 15 (a® + 2 — 4r%) 4% + (8 — Ba%r? — Gy + 61 k|
— B2[289° 15 (% + 20 — 4r%) 4"K% + 6 (4 — B0 — 6y + 6r*) 47"
+ 72 (—262 + 3a%r? + 6br* — 47“4) /{6}
+(v* - 7"252)2 [74 + (a® +2b—2r%) V*K* + (b* — a®r® — 2br® + 1) /14], (2.13)
2y = — 485 + 34 [2872 +3 (a®+2b— 4?) /4;2]
—282[14y" 45 (% + 2 — 4r%) 4% + (8 — Ba%r® = 6Dy + 6r*) |
+ (72 — T2K2) [474 + (3@2 + 6b — 87“2) 72/-12
+ (26° — 3a®r® — 6br” + 4r*) K4]. (2.14)
Descartamos o estudo dos casos cléssicos ([13] e [17]) onde a = 0 ou b = 0 que correspon-
dem respectivamente a K ou H constantes nao nulas. Em ambos os casos, a superficie S

esta contida em uma esfera ou os planos de folheacao sao paralelos.

Dada a expressao de Bg podemos distinguir os casos v =0, # =0¢e gy # 0.

2.3.1 Caso yv=0
De Ag = 0, temos que
B — k? (a® +2b— 2r%) B + [bQ — (a®+2b) r* + 7“4] =0.
E entao,

1
B = 5/@'2 <a2 +2b — 2r? + ava? +4b) .

Distinguimos dois casos: a® + 4b = 0 ou a? + 4b > 0.
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2.3.1.1 Caso a?2+4b=0

Temos

b= :i:g\/a2 — 4r2.

Calculando Bj obtemos

1 2
Bs = :i:@a4r7/<;5a\/a2 — 472 (\/@2 —4r2a + 27“7“') )

Dado que B; = 0, temos 3 possibilidades. Descartamos o caso a? —4r? = 0 pois implicaria

que B = 0 e esse caso sera estudado na secao seguinte.

Se va? — 4r2a + 2rr’ = 0, entao

2rr’

@ = :':\/(12747“2
f=x5va— 42,
v =0

donde segue que

Assim,
Jco € R?, c:cozl:—_t,
logo de (2.1) temos
X (u,v) — co|’ = —— + 712 = — = —b.

S esta contida numa esfera.
Se 0 = 0, o calculo dos coeficientes A; e A4 nos leva a considerar o mesmo valor de «

obtido acima. Portanto a conclusao serd a mesma.
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2.3.1.2 Caso a?+4b>0

O calculo do coeficiente A; nos da

9

Ay = 6”;5455 [Qb +a (a + \/MH [ag + 4ab £ (a2 + 2b) \/M] (04/-@2 — kB + ,8/4/) )

AN

-~

=A =B

Observamos que

A:2b+a<ai\/m>,
Az%(a:l:\/my;&O ja que b # 0.

Também
B=da®+4ab+ (a2 + 2b) Va2 + 4b,
B = Va2 + 4b [a\/a2 +4b + (a® +2b)} ,
B=+Va 14 [izb +a <ia +Va + 4b>} £ 0.
o ~— L
Logo
A, =0 <= ar’®—kf + 8K =0,
I /
<“— o = M’
12
/
— a- (§> .
K
De (2.3) temos que
!/
c = é) t+ fAn,
K

Assim
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logo, de (2.1) temos

2
X (1) — ol = 1 1% =

<a2 + 2b + aM) ,

N | —

portanto S esta contida numa esfera.

2.3.2 Caso =0

Agora temos

1 1
As = —3—27“8 (v - 7"2/12)235_1, A7 = —Ergom (v = 7*K) y1,
onde
T, = 74 + (a2 + 2b — 2r2) V2K + (b2 —a*r? —2br® + 7“4) K1,
y1 =8y + (7a® 4+ 14b — 16r*) v*k* + (60> — Ta’r® — 14br® + 8r) k™.
Dado que Ag = A; = 0, estudamos os casos seguintes: v? = k?r?, 7y = a = 0 e
_1 =l = 0.

2.3.2.1 Caso 72 = k*r?
Os coeficientes Ag e Bg sao dados por
_ 9% 6102 N2 9% 6 10
A()‘——gbli’f’ a” — (r')7], BG—:tha/{r .

Logo, a = ' = 0, e temos

Ay = —20%K5r12,

e Ay = 0 nos fornece uma contradicao.

2.3.2.2 Casor1 =a =0

De 77 = 0 deduzimos a expressao de 72

2

V= il [— (a® 4+ 2b — 2r*) + ava® + 4b| .

2
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O que implica em

1 /;
B; = 3—2(17’9/-{,3 [&3 + 4ab F (662 + 2b) a? + 4b:| (72 - 702/{62) (/i’}/, a ’7'%/) :

J/

-
=C

Observando que

C = a® + 4ab F (a® + 2b) Via® + 4b,
C= (a\/a2 Tah T T 2b) Va? 1 4,

1 2
C=%; <ai Va2 +4b> Va2 1 4b,

Portanto
C=0<«=a’+4b=0 dado queb#0.

O que nos leva a estudar dois casos segundo o valor de a? + 4b

2.3.2.2.1 Caso a®?+4b=0

Temos 1
(4r* — @) *, Ay = —Ea‘lrg'yf#o (r')?.

7=

Ny

Se v =0« 4r? —a? =0, entdo r é constante e ¢’ = 0.

Logo ¢ = cg e |X(u,v) — co|* =72 e S esta contida numa esfera.

Se 1’ = 0, entdao Ay = pza*r® (3a 4 41%) yk® = 0 nos fornece uma contradicao.

Se o = 0, entao calculando sucessivamente os coeficientes Bs, A4 ,e A3 conseguimos obter

de novo que " = 0 e portanto concluimos como acima.

2.3.2.2.2 Caso a*+4b >0
Entao v’k — vk’ = 0, logo ' = 0, e temos

1 9,6
As = 16aACr YK O.

Se v = 0, concluimos como no caso anterior.

Se 0 = 0, entao Ay = Ay = 0 implica k = 0, contradi¢ao.
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2.3.2.3 Casozr1 =1y =0
Temos que
8Ti—y1 =0 & (a®+2b) 7" + w2 [20° = (a® +20) 1] = 0.

Observando que
a®>+2b+#0 pois sendo teriamos k=0,
temos que
, K2 [(a* 4 2b)r? — 2b7]
T (a® + 2b) '

Usando este valor em 77, obtemos que

_a2b2 (a® 4 4b) k*
(a2 4 2b)*

=

Portanto
T =0<=a’>+4b=0.

Logo,
2

2 _ K 0 9
7—4(47“ a).

Porém, depois de calcular os coeficientes As, Bs, A4, e B, obtemos uma contradicao.

2.3.3 Caso 8y #0

Lembrando as equagoes (2.12) e as expressoes de x;1 (2.13) e x5 (2.14), vamos usar o
fato que 1 = x5 = 0 e fazer uma combinacao desses polinomios em 32 para obter um
polinémio de grau 2 nulo.

Assim definimos
x3:4$1+ﬁ29§2:0,e
ry = 43 — [8472 + K2 (a2 + 2b — 47"2) :|.Z'2 =0,

onde x, é um polindmio de grau 2 em 3? como desejado. Podemos entao calcular 32 em

PR \/fs —iAC 015

funcao de 72
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onde

§ =9607° + 320k (a® + 2b — 4r%) v*
+ 5rt [a4 + 4a®b + 120* — 32 (a2 + 2b — 27‘2) 7“2] 72

+ {82 (a2 + 20) — (30" + 12a% + 4%) 1), (2.16)
n =13447" + 80k (a® + 2b — 4r?) 7% + (3a* + 12a°b + 4b°) K*, (2.17)
A =% — k%1%, (2.18)

¢ =3207° + 80x” (3a® 4 6b — 8r%) v*
30’ + 120% + 1646 — 240 (a® + 20) r2 + 3207 12
+ K° [ — 3a'r® +2a%b (b — 6r%) + 4% (b —r?) } . (2.19)
Claramente, essa solugao supoe que n # 0. Portanto o caso n = 0 deve ser tratado

separadamente.

Substituindo 3% em x5 pela expressao (2.15) que acabamos de encontrar, obtemos
T, =0 <<= \un’p®=0,
onde

p=16y"+38 (a® +2b — 2r*) *k* + a (a - 4b) K, (2.20)
= [1674 —32rv*k 4+ 4 (a2 + 2b+ 47“2) —4 (a + 2b) ryeS + b2 4}
(e

167+ 8209k + 4 (® + 20+ 4r%) 922 + 4 (0 + 20) s + 0] (2.21)

Assim, além do caso n = 0, temos 3 outros: A =0, u=0e p=0.

A seguir vamos expor por completo o caso A = 0. A partir de (2.18) obtemos a
expressao de v que substituimos em (2.15). Assim podemos procurar a expressao do raio
r dos circulos de folheacao, e calculando os coeficientes Ay e By, em ordem decrescente de
k obtemos a contradicao.

Devido a complexidade dos calculos nos outros sub-casos, devemos nos limitar aqui a
indicar as expressoes de v? em cada um deles. Contudo, a resolugao segue o mesmo

caminho que indicado acima.
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2.3.3.1 Caso A=0

De X = 0, segue que 72 = x%*r2. Logo, por um lado, temos

b* (a* + 2b) + 2r?[a* + 4a®b + 28b* + 80 (a® + 2b) 1]
3a* + 12a2b + 402 + 80 (a? + 2b) r? 4 102474 ’

/82 — 2/{/2
e por outro lado,
vy = —2{ 46" — (3% + 60+ 16r%) 322 + 2[07 + 2 (a® + 20) r® '},

assim,

1'2:()
2 _ K[, o 2 4 22 2 2
— g =3 3a“ + 6b + 167 :l:\/9a +4(b+8r2)" 4+ 4a? (90 + 8r2) | .

2

Comparando as duas expressoes de 32, concluimos que r? assume um dos dois valores

seguintes

2,2
: a® (a® + 4b) 9 1 <2 >
=_——0 = = +2b+ava®+4b).
r 8 (a2 + 20) ou r 16 \@ ava

Vamos considerar cada um desses valores possiveis.

a® (a® + 4b)
2.3.3.1.1 C R
asor 8 (a2 + 20)
Neste caso, temos
1 a® (a® + 4b)
2 2 (42 4 2b) K2 2 _ _ 2
Fr=g @+ 2) " e ot = o

a? (a2 + 4b)° rax’

131072 (a2 4 2b)°

e entao A; = = 0, implica que a = 0. Consequentemente,

As =417 (=" + 2 (a® +2b) r*) 770 = 0,
Bs =17 (b* — 4 (a® 4 2b) r*) 57°0 = 0,
implicam que
ﬁA5 + 4’735 =0.

Dai segue que
-8 (a2 + 2b) r'By'c =0 portanto o =0,
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e finalmente, de

4 (e + 4b)° (21a® + 130a*b 4 240a2b? 4 960°) K3 0

= - Y €
! 4194304 (a2 + 2b)°

a' (a2 4 4b)° (21a* + 88a2b + 96b?) By

1048576 (a2 + 2b)°

B4: :0,

obtemos que

21a% + 130a*b + 240a%b* 4 96b° = 0,
21a* + 88a2b + 96b* = 0.

Daqui temos entao 7a* + 24a%b + 166> = 0, cujas solucoes sao

b:“{(—:si\/i).

Substituindo essas solugdes em Ay e By, obtemos A4 #0 e By # 0, o que é absurdo.

1
2.3.3.1.2 Caso r? = T (a2 +2b+ ava? + 4b>

Neste caso, temos
1 1
ﬁ221<a2+2bia\/a2+4b>ﬁ2 e 72=—E <a2+2biava2+4b>ﬁ2.

Logo 3% = —4~2, o que é contraditério.

2.3.3.2 Cason =0

Da equagao (2.17), obtemos que

2
2 K

168

v {—5(a2 +2b — 4r%) £ /2 [—19a" — 76a2b + 86> — 10072 (a2 + 2b — 2r2)]} .

Neste sub-caso x4 passa a ser um polinémio de grau 1 em /3.

2.3.3.3 Caso u =10

Da equacao (2.20), obtemos ~?

2
72:% —(a2+2b—2r2)j:\/(a2+26—2r2)2—a2(a2+4b) :
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2.3.3.4 Caso p=0

Enfim, de (2.21) obtemos 4 expressoes de 7>

2

2
72 = /;_6 <:|:2r + \/—2(a2 +2b —2r?) £ ava? + 4b> :

Figura 2.1: Esfera unitaria.



Capitulo

3

Superficies SW com planos de

folheacao paralelos

3.1 Calculo da equagao (1.3)

Supondo que os planos de folheacao sao todos ortogonais a terceira coordenada do

referencial cartesiano, podemos parametrizar a superficie por
X(u,v) = (f(u),g(u),u) +r(u) (cosv,sinv,0), (3.1)

onde f, g, e r sao fungodes suaves em u sobre algum intervalo I, e r > 0 é o raio dos circulos
de folheagao. Com isso podemos calcular a equacao, e chegamos a algo semelhante ao

caso de folheagbes ndo paralelas (2.4).

V(u,v) € I x[0,2m), Ap(u)+ ZAk(u) cos(kv) + By(u) sin(kv) = 0. (3.2)

k=1

Dessa forma, obtemos novamente 17 equagoes do tipo Ax(u) = 0 e By(u) = 0.

Para concluir a demonstracao do teorema, vamos distinguir os casos onde a = 0, b = 0,
c=0e abc # 0, descartando em primeiro lugar o estudo trivial dos casos onde a?+c? = 0
(implica K = 0) e b* + ¢ = 0 (implica H = 0). Nessas condigdes vamos mostrar que S é

uma superficie de revolucao.

Observagao 1. Para S ser uma superficie de revolugao basta termos f' =g = 0.
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3.2 Superficies SW de curvatura Gaussiana constante

Observamos que

a=0 <= K = constante.

Calculando os coeficientes, obtemos

1
AS — _32027,8 (f/8 o 28]('/69/2 + 70f/4g/4 o 28f/2g/6 + g/8) 7
1
Bg = 1027’8]”9’ (=fC+ 7% =T7d" + ¢°).

O que nos leva a estudar os sub-casos: f', ¢ = 0, f'¢’ # 0 e ¢ = 0. Este ultimo sera

estudado separadamente no final deste capitulo (ver observagao 2).

3.2.1 Caso foug =0

Supomos f’ = 0, obtemos

O que implica que ¢’ = 0 e portanto S é contida numa superficie de revolugao. De modo

perfeitamente anélogo, se supomos inicialmente que ¢’ = 0 entao obtemos

Ag = — 2 r(wps (W),
Bg = 0.

Que por sua vez implica que f’ = 0, portanto chegamos & mesma conclusio.
Vale observar que sob estas hipoteses, todos os coeficientes Ay e By sao identicamente

nulos, menos o coeficiente Ay que se escreve como
6 2\ 2 )2
Ay = —4r (cr(1+r ) + br ) ,
0 que nos leva a considerar a equacao diferencial
2\ 2 "
cr(1+r ) +br" = 0.

Uma solugao numérica com o método Runge-Kutta nos fornece o seguinte grafico
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Figura 3.1: Superficie de revolugao: f(u) =0, g(u) =0,b=1,c=1

3.2.2 Caso f'g #0

Aqui vamos reparametrizar a curva nao constante u — (f(u), g(u)) pelo comprimento

de arco. Portanto, existe ¢ tal que (f(u),g(u)) = (x o ¢(u),y o ¢(u)). Logo segue que

7= 49" #0,  fu)=¢ ) cosd(u), g (u) = (u)sin(u).

Com isso podemos reescrever os coeficientes, e temos que

As = —25r(u)°¢'(u)® cos 86 (w),
Bg = —3%027’(u)8¢’(u)8 sin 8¢(u).

Essas expressoes claramente contradizem as equagoes Ag = Bg = 0, portanto nao existe

superficie S nessas condigoes.

3.3 Superficies STW de curvatura média constante

Observamos que
b=0 <= H = constante.

Neste caso temos exatamente as mesmas equagoes do caso anterior (a = 0), chegando

assim as mesmas conclusoes.
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3.4 Relacao de Weingarten do tipo aH + bK =0

Agora supondo ¢ = 0, ja temos que Vk = 5,...,8 A, = B, = 0. Calculando os

coeficientes seguintes temos

1
A4 — §a2r6 {2]"/27,/ 4 f/ [49/7,/ —r (f// 4 g//)] _ g/ [29,7", +r (f// . g//)]}
{2]0/27’, _ f/ [49,7", +r (f// _ g//)] _ g/ [29,7“, —pr (f// + g//)]} :
1
B, = Za27,6 [—Qf/27‘/ + Tf/f// + g/ (29/7“/ . T‘g”)] [Tg/f” + f/ (—49/7"/ + Tg//)] ‘
Para simplificar a resolucao, vamos considerar dois casos, primeiro f’ ou ¢’ = 0, e depois
f'g #0.
3.4.1 Caso f'=0o0ug =0

Supomos f" = 0. Assim obtemos expressoes mais simples

1
Ay = §a2r6g'2 (—29/7“/ + Tg//)Q ’

B, =0.
Assim, A; = 0 implica que, ou ¢ = 0, no qual caso S é contida numa superficie de
revolucao, ou —2¢'r’ + rg” = 0. Neste ultimo caso, podemos supor ¢’ # 0 e verificamos
que
—2g'r" +rg" =0,

g// /

— =2— (jaquer>0eg #0).

g r
Integrando,

Ing'=2lnr+C ,comC €R,

e tomando a exponencial de cada lado
/ 2
g =Xrc ,com A > 0.
Utilizando essa expressao de ¢’, conseguimos anular mais coeficientes, até considerarmos

1
Ay = _5/\27’8 (a*A%r® — 16b*r7)

By = 2\r"r (a®APr — 8b*r")
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onde A = 1+ \2r* + 72 — rr”. Claramente, pela equacio Ay = 0, ' = 0 implicaria em

A =0, o que seria absurdo. Portanto Ay = By = 0 nos leva a resolver a seguinte equagao

16b%r" = 8b*rr”,
! /
r—,:2r— ,com 7’ #0er>0.
r r
Integrando, obtemos
Inr" =2Inr+C , com C € R,

e tomando a exponencial de cada lado

Integrando,

s=—-yu+9 ,comd € R,
1
a

1 J
r= ,coma=——<0ef=—-——€eR.
u+p g g

Utilizando essa expressao em A; = 0 chegamos a

—160%(u+ B)° + a® ((u+ B)* — a® + X%a*)* = 0.

Cujo termo de grau mais elevado ¢ a?u®. Portanto essa equacao admite no maximo 8

solucoes e nao pode ser nula sobre um sub intervalo de I.
Se inicialmente supomos que ¢’ = 0, chegamos as mesmas equacoes do caso onde f' = 0

que acabamos de tratar, chegando assim as mesmas conclusoes.

3.4.2 Caso f'g #0

Dada a expressao de By

1
B4 — Za27,6 [_2]@/27,/ + T'f/f” + g/ (29/7,,/ - Tg”)] [rg’f” + f/ (—4g’7°’ + rg")] ]
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Podemos distinguir dois casos,

/r.g/fll + fl(_4glrl +rg//) — O ou _ 2‘][‘/27,./ _'_rflfll +gl<2gl7n/ _ 7,.g//) — O

3.4.2.1 Caso r¢'f" + f'(—44'r" +1r¢") =0

Isolamos f” nessa relagao e obtemos

ﬂszi—i) (33)

r g
Utilizamos essa expressao de f” em Ay

a2r® (f/2 + 9/2)2 (—29'7"' + Tg”)2
89/2

A4 =
Logo de A4 = 0 obtemos
24" +rg" =0.

A solucao desta equacao sabemos que é dada por ¢’ = Ar? com A > 0. Assim, usando a

equagao (3.3).

" (A" 2
(-2,

r Ar?
f// 7,,/
7o
e integrando, temos
f'=pur* , com pu > 0.

Com essas expressoes para f’ e ¢, calculamos os coeficientes By e By
By = \ur® <a2ZQT2 — 16b2r'2) :

By = 2\rTr (aQZQT - 8b27‘”> ,

onde, A =1+ (A2 + p2)r* + 2 —rr”. Aqui o caso r’ = 0 também implicaria que A = 0

o que seria absurdo. Portanto descartando esse caso, nos resta a resolver a equagao

160212 = 8b%rr”.
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Cuja solucao ja conhecemos
!

u+

E calculando o coeficiente Bs nessas condigbes concluimos como no caso f' = 0 que

acabamos de tratar.

O\ {—1662(u +B)°+a?[(u+ B+’ (—1+a? (N + uQ))]Q}

= (u+t )i

3.4.2.2 Caso —2fr' +rf'f"+ ¢ (2g'r' —rg") =0
De modo semelhante, isolamos f” e obtemos

(" =g%) +rgg"
rf

f// — 2
Utilizamos essa expressao em Ay:

2,6 (f/2 + g/2)2 (_291,},,/ + Tg”)2

a
A4 - 8]0/2

Logo A4 = 0 implica que —2¢'r' +rg” = 0, ou seja, que para algum A > 0 temos ¢’ = \r?.

2fr

Usando essa expressao em f” chegamos a equagao f” = , cuja solucao é f' = ur? para

algum g > 0. Assim voltamos ao caso que acabamos de estudar.

3.5 Relagao de Weingarten do tipo aH +bK =c # 0

Calculamos os primeiros coeficientes.

1
AS — _3_2027,_8 (f 28f/6 /2+70f/4 14 28f/2g/6+g )

1
3821027"8]”/9/( f/6+7f/4 2 f/2g/4+g )
Porém, a resolugao das equagoes Ag = By = 0 ja foi feita quando estudamos o caso a = 0.
Portanto neste caso a conclusao sera a mesma do caso anterior.

Mostramos portanto que, nos casos estudados, toda superficie SW ciclica cujos planos
de folheacao sao paralelos estda contida em uma superficie de revolucao. Porém para

terminar a demonstragao ainda nos falta estudar dois casos

A+t =0 e V¥+2=0
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Nos casos onde K ou H eram constantes (i.e. a = 0 e b = 0 respectivamente), se
desconsideramos superficies rotacionais, nossos calculos implicam que ¢ = 0 em ambos o0s
casos. Ou seja, as tnicas superficies SW, ciclicas mas nao rotacionais, e com curvatura
Gaussiana ou média constante, tém sua curvatura constante igual a 0. Estudamos estes

casos mais detalhadamente agora.

Observagao 2 (a®>+c? = 0). Aqui temos naturalmente que a curvatura Gaussiana é nula.

Observamos que nessas condigoes temos que

- £a 0 2 1

Figura 3.2: Cone generalizado: f(u) = 0.3u, g(u) = —0.3u, r(u) = u

Observagao 3 (0* + ¢ = 0). Aqui temos naturalmente que a curvatura media € nula.

Observamos que nessas condigoes temos que
fr= g =7, L+ (XN + )t +1” — " = 0.

Assim obtemos superficies minimas de Riemann (N4 p* # 0) ou a catenoide (A = =0).
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3.5 Relagao de Weingarten do tipo aH + bK = ¢ # 0

Figura 3.4: Exemplo de Riemann: A
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Figura 3.5: Exemplo de Riemann (fonte: Indiana University)

O

Essas observagoes concluem a demonstragao do teorema (2) e assim combinando os
dois teoremas demonstrados aqui obtemos trivialmente os dois corolérios 1 e 2 enunciados
na introducao. Em particular, ressaltamos que exitem superficies ciclicas SW além das
superficies de revolugao: o cone generalizado (quando K = 0), e as superficies minimas

de Riemann (quando H = 0).



Capitulo

4

Apéndice: Expressoes - Mathematica

4.1 Expressoes das curvaturas quando os planos de fo-

lheacao nao sao paralelos

Fornecemos aqui as expressoes de W, Hy e K.

1
W — 572 (8% — %+ 1%K%) cos 20 + r? By sin 2v
+20% (B — ran) cosu + 2 simv
1
+ 577 (207 + B+ 7 + R 4 2r7)

1
H, = —57’3/{ (52 — v+ 7’2/12) cos 3v — r3Byk sin 3v

1
+ =r® [<68Kr" + rr (bak + B') — BK'T] cos 2v + 57’3 [rky" =~ (6k1" + rr')] sin 2v

DO | —

1
_ 57‘2 {3r°s* —dapr’ +r [8a?k + 3k (52 + 77 + 2r) = 280’ + 20 (=70 + §')]
+2r® (k' — kr') } cosv
—r* { =20y + r’kor’ + 1 [—yd + a (Bo ++')]} sinv
1 ‘
+ 5 {20° 47 (20" (<285 + ) + 7 (k (~290 + B) = BK)

+a (28% + 292 + 5rPkP 4+ 21 = 2r") } e
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K, = éTA/iQ (62 — 4+ 7"2&2) cos4dv + 37“4/37/@2 sin 4v
+ ir‘l/@ {4Bkr" +r [—k (Bak + B') + BK']} cos 3v

+ 37«4/4 [—rKy + 7 (4kr’ + rr')] sin 3v

+ %7*3 {r3m4 — 2aBkr + 1 [Fd (3062fi + K (52 + 42+ 37“/2) — fBa’ +a(—yo + 25/)] - O‘B“/)
+r?k (r'&’ — k') } cos 2v

+ %r?’ {k [-2av1" + r?kor’ + 1 (—vd/ + o (Bo + 2v))] — rayk'} sin 2v

- ETS {40%k +40® (=0 + B') + i [4r' (25K + o) + r (—dyko + 3kB — 36K)]
+a (48%k + 9r®k® + 8k’ — 4Ba/ + 4rr'K' — 8rkr”) } cosv

+ 37“3 [—4(7/{ + ao) (aff + rer') + daya — (4@2 + 7’2/12) v+ 7"27’1"5,} sin v

+ %7’3 {3r°k* +r [k (120°k + K (38% — 3v* + 41%) — 4B/ + o (—12y0 + 80')) — 4afBr/]

—8a (r' (2K — &) + ar’”) + 4r?k (r'K — m‘”)} .

Para obter os coeficientes A, e B, usamos

eg=a°hl®w-4 (cwg—bkljzf-

eqf = TrigFactor[eq] ;

Ressaltamos que a avaliagao da segunda expressao acima pode ser particularmente exi-
gente em termos de recursos. Fora a velocidade do processador, o fator limitante parece

ser a memoria RAM, um minimo de 6 GB é recomendado.

4.2 Derivacao no referencial mével de Frenet com o Mathe-

matica

Segue a implementagao da técnica para derivacao no referencial mével de Frenet no

Mathematica conforme explicado na segao 2.1.
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Xx[u , v ] =40, r[u] Coa[v], r[u] 8in[v]};
0 -x[u] 0

inertie = | x[u] 0 -o[u] |§
0 o[u] 0

¥u = {aful], B[ul, wy[ul}+D[x[u, v], u] + inertiex[wv];
xv=D[x[u, v], v];

xuu = FullSimplify[D[xu, u] +inertie .xul;

xuv =D[xu, v];

Xxvw = D[xv, v];

4.3 Expressoes das curvaturas quando os planos de fo-
lheacao sao paralelos

Aqui fornecemos as expressoes de W, Hy e K;.

1
W = 57"2 (f* = ¢") cos2v+r*f'g sin 2v
+ 22 ' cos v + 2r¢'r’ sinw
1
n 57“2 2+ F2 + g7 + 2r7)

Hy =r*2f'r —rf")cosv +r* (29"t — rg”)sinv
+r2 (14 2+ g%+ =)

Ki=—r*f"cosv —1r3¢" sinv — r’r”

4.4 Resolucao numérica de equacgoes diferenciais e plo-
tagem

Exibimos uma maneira de obter o grafico de parte de uma superficie de Riemann.
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sl =
NDSDl\"E[{l + [).2 +_u2:| rful* +r'[ul®-r[ul " [u] =0, £ [u] =ur[ul?,
g'[ul =Axrful®, £[0]1 =0, g[0] =0, r[0] =1, r'[0]=0}/.{A =1, u=1},
{r[ul], £[ul], g[ull}, {u, -0.9, 0.9}, Methed —» "ExplicitRungeKutta"];.

recl[u_ ] = Evaluate[r[u] /. s81];
fsol[u_ ] = Evaluate[f[u] /. 81];
geol[u ] = Evaluate[g[u] /. sl];

ParametricPleot3D[{u, fscl[u] + recl[u] Coes[v], gasocl[u] + recl[u] Sin[v]}.

{u, 0.8, 0.8}, {v, 0, 27}, PerformanceSocal - "Quality"]

4.5 Especificacoes técnicas

Finalmente, para fins de comparacao e reproduzibilidade, seguem as especifica¢oes

técnicas relevantes do computador usado na elaboracao deste trabalho.
e Hardware:

— Processador: i7 2600K @Q 4.4 GHz.
— Memoria RAM: 2 x 4 GB DDR3 - CL9-11-10-28 @ 2133 MHz.
— Armazenamento: SSD 100 GB Sata 3.

e Sistema operacional: Fedora 19 (x64)

e Mathematica: versao 8.
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