Universidade de Brasilia
FACE - Faculdade de Economia, Administracdo, Contabilidade e Ciéncias da
Informagéo e Documentagéo

Departamento de Economia — Programa de Pés-Graduacéo

ENSAIOS EM TEORIA DA DECISAO

Luis Fernando Brands Barbosa



Para meus pais.



Parte 1

PREAMBULO

Neste trabalho sao abordados dois temas relacionados & teoria da decisao individual. O primeiro tema,
é abordado em duas partes deste trabalho. Na Parte II, denominada Teoria da P(R)eferéncia Revelada
com Aspiragoes, apresentamos a modelagem do comportamento de um agente que executa suas escolhas
do seguinte modo. Dado um problema de escolha, o agente elege uma aspiracao que deseja de atingir.
No caso em que sua aspiragao nao pode ser alcancada, ele identifica um ponto de referéncia, a alternativa
factivel que é mais semelhante possivel & sua aspiragao, e que pode enviesar seu comportamento de escolha
ao atrair sua atengao para uma certa regiao do conjunto de alternativas. Na Parte III, denominada Teoria
da P(R)eferéncia Revelada com Aspiragoes, aplicamos este modelo aos seguintes tépicos: equilibrio geral em

economias de troca pura e equilibrio de Nash em jogos com finitos agentes.

O outro tema é abordado na Parte IV, chamada de Nota & "Equivalent Comparisons of Information
Channels". Nela desenvolvemos o modo adequado de utilizar o arcabougo apresentado por Dekel, Lipman e
Rustichini (2001) para representar preferéncias ex ante sobre canais de informagao cujas pegas sdo conhecidas

ex post.
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Parte 11

TEORIA DA P(R)EFERENCIA
REVELADA COM ASPIRACOES

2 Introducao

As aspiragoes de um individuo constituem-se em um padrdao que ele visa satisfazer nas situagoées em que
possui a oportunidade de fazer escolhas. E facil convencer-se de que uma pessoa que possui aspiragoes mais
rigorosas possui um comportamento diferente de uma pessoa que possui aspiracées menos exigentes. Porém,
em muitas situagoes nas quais um individuo deve tomar uma decisao, ele pode descobrir que a aspiragao
que disciplina suas escolhas pode nao ser exeqiiivel. Fm situagoes desse tipo o agente pode levar em conta a
alternativa factivel que mais se assemelha & aspiragao original e tomé-la como a referéncia na qual ird basear

seu comportamento de escolha.

Em um artigo recente, Guney, Richter e Tsur (2011) apresentaram um modelo de escolha racional que
captura elementos do comportamento de escolha baseado em aspiragoes. Em seu modelo, um problema de
escolha é um par de conjuntos (S,7T') tal que @ # S C T C X e onde X é o conjunto de todas as alternativas,
T & o conjunto de alternativas que o agente considera possiveis de ser obtidas e S é o conjunto de todas as
alternativas que estao efetivamente disponiveis para a escolha do agente. O processo de escolha do agente
é executado em duas fases. Na primeira fase, o agente escolhe a melhor alternativa a (T') do conjunto de
escolhas potenciais e a identifica como a aspiracao que gostaria de satisfazer. Na segunda fase, se a aspiracao
néo estiver de fato disponivel, entdo o agente volta-se para as alternativas as quais ele efetivamente pode
obter e escolhe aquela que mais se assemelha & sua aspiragao. Porém, hd uma limitacao inerente a este
modelo: o agente sempre escolhe a alternativa mais proxima & sua aspiragao, independente de quaisquer
outras consideracoes que poderia levar em conta. O exemplo seguinte ilustra o tipo de limitagdes que o
modelo apresenta: Um jovem aspira ir para a faculdade de medicina de seu estado. Mas ele considera que
as exigéncias para a admissao na faculdade sao rigorosas demais para serem satisfeitas por ele. Deste modo,
ele pode levar em consideragao o ingresso na faculdade de enfermagem, pois esta é a que mais se parece com
sua aspiracao original. Porém, levando em consideragao critérios tais como status social ele pode preferir
ingressar na escola de odontologia. Outro exemplo é o seguinte: Uma pessoa aspira comprar um relégio
Rolex, mas devido a suas restrigoes orgamentdrias, esta é uma alternativa nao exeqiiivel. Contudo, ele pode
levar em consideracao a possibilidade de obter uma réplica do Rolex devido & semelhanga que apresenta em
relagdo a sua opcao original. Mas ao comparar as alternativas que estao disponiveis em sua possibilidade
orcamentdria e compara-las com a réplica Rolex, ele pode concluir que é melhor possuir um relégio Tissot

do que uma réplica do Rolex.

H&4 um importante ponto ilustrado nos dois exemplos anteriores. Pode existir algum viés que faga a
escolha do agente tender para a referéncia que mais se assemelha & aspiracao. Porém, pode ser que existam

alternativas que superem este viés e que sejam escolhidas em detrimento da referéncia.

No modelo que apresentamos neste trabalho a alternativa mais préxima do ponto de aspiragao possui um

poder de enviesar a escolha do agente, mas isto nao garante que ela seja a alternativa efetivamente escolhida.



Neste artigo axiomatizamos uma teoria da preferéncia revelada que explica o seguinte processo de escolha:
Dado um conjunto potencial T' o agente escolhe nele um ponto de aspiracdo a (T"). No caso em que a (T
nao pode ser obtida, ele volta-se para o conjunto S C T de todas as alternativas realmente disponiveis, nele
identifica o ponto 7 (S, a (T')) que mais se assemelha a a (T') . A similaridade entre pontos 2 € S e o ponto a (T)
¢ descrita por uma distancia subjetiva d (z,a (T')) que depende apenas do agente. Logo, o ponto r (S, a (T))
é o ponto que possui a menor distancia subjetiva até a (T'), dentre todos os pontos z € S. Devido ao viés de
escolha gerado pela identificacdo de r (S, a (T)) e de a (T'), o agente tem sua atengao atraida para uma regiao
Q(r(S,a(T)),a(T)) que depende apenas de r (S,a (T)) e de a (T) . Finalmente, o agente age racionalmente,
escolhendo a alternativa que maximiza seu bem estar em SN Q (7 (S,a(T)),a(T)). Devemos notar que,
diferentemente de Guney, Richter e Tsur (2011), r (S, a (T)) nao é necessariamente escolhida. Porém, como
em nosso modelo ocorre 7 (S,a(T)) € Q (r(S,a(T)),a(T)), levamos em consideragao a existéncia de um

viés em relagdo & escolha de r (S,a (T)).

A Parte I combina elementos do modelo Revealed (P)Reference Theory de Ok, Ortoleva e Riella (2011),
do modelo Aspiration-Based Choice Theory de Guney, Richter e Tsur (2011) e do modelo Rational Choice
Theory with Status Quo Bias de Masatlioglu e Ok (2005) .

A Parte I estd estruturada do seguinte modo. Na Secao Escolha Dependente de Referéncia com Aspiragoes
apresentamos o arcabougo do modelo, seus axiomas e seus principais resultados. Na Sec¢ao Propriedades
do Modelo apresentamos algumas das propriedades do comportamento de escolha do agente descrito pelo
modelo. Na Se¢ao Extensao do Modelo apresentamos uma variagao do arcabougo original que incorpora
o caso de correspondéncias de escolhas. Na Segao Observagoes Finais apresentamos algumas conclusoes a

respeito de nosso modelo e sugerimos algumas aplicacoes e diregoes de pesquisa.

3 Escolha Dependente de Referéncia com Aspiracoes

3.1 O Arcabouco do Modelo

Vamos representar por X o conjunto finito de todas as alternativas. Vamos considerar C (X):={S: @ # S C X}
a classe de todos os subconjuntos de X néo vazios e P (X) := {(S,T) : @ # S C T C X} a classe formada por
todos os problemas de escolha que o agente pode enfrentar. Interpretamos um problema de escolha (S,T) €
P (X) do seguinte modo: T é o conjunto potencial, formado por todas as alternativas que o agente considera
que, a principio, pode obter e S é o conjunto de todas as alternativas que o agente consegue efetivamente
obter. Vamos chamar de T\S de conjunto fantasma, formado por todas as alternativas que ndo podem ser
de fato obtidas pelo agente. Consideramos um agente cujo procedimento de escolha pode ser influenciado

por alternativas fantasmas.
Defini¢do 1. Uma funcdo de escolha ¢ : (S,T) — C(X) é uma funcdo tal que ¢(S,T) € S para cada
problema (S,T) € P(X).

A fungéo de escolha ¢ é um procedimento utilizado pelo agente para escolher uma alternativa factivel
¢(S,T) em cada problema de escolha (S,T).



3.2 Axiomas

Nossa primeira hipétese é a de que na auséncia de alternativas fantasmas, o agente age de modo racional tal

como no modelo tradicional de Preferéncia Revelada.

Axioma 1. (WARP) Dados (S,S),(T,T) € P(X) tais que S C T, se ¢c(T,T) € S, entao c(S,5) =
c(T,T).

Convém observar que a Teoria da Escolha com base na Preferéncia Revelada coincide com nosso modelo
nas situagoes em que o conjunto efetivo e o conjunto potencial sao o mesmo conjunto, ou seja, nos casos em

que nao hé alternativas fantasmas.

A hipdtese a seguir assume que a aspiragdo € o tnico elemento do conjunto potencial de fato relevante

para influenciar a escolha efetiva do agente.

Axioma 2. (Irrelevdncia dos Conjuntos Potenciais) Dados (S,T1),(S,Tz) € P (X) tais que ¢ (T1,T1)
= ¢(Ts,Ts), nds temos ¢ (S,T1) = ¢(S,T3).

Conforme discutimos na Introducao, a referéncia é um elemento do conjunto efetivo que é mais saliente
em relagao aos outros elementos do conjunto, no sentido de que de acordo com algum critério estabelecido
pelo agente, ela mais se assemelha & aspiracao e afeta o comportamento de escolha da decisao do agente.

Para capturar tal nocao de saliéncia, apresentamos a definicdo seguinte.

Definicao 2. Dado um conjunto arbitrdrio T' € C (X), definimos a relagdo de saliéncia =7 C X x X do
seguinte modo: para cada z,y € X temos x =7 y se x € T e existe algum S C T com y € S tal que x #
c(SU{a},T) # e(S.T) ouque @ = ¢(S U {a},T), mas @ # ¢(S,T) = ¢({z,¢(S, 1)}, {z,¢ (S, T)}).

Intuitivamente dizemos que x ¢ mais saliente que y se ocorrer uma de duas possibilidades: (a) a insergao
de x em um problema do qual y ji participa induz o agente a alterar seu comportamento de escolha original,
mesmo que z nao seja escolhido ao ser inserido no problema; (b) a inser¢do de z em um problema do qual
y jé participa induz o agente a escolher x, ainda que na auséncia de consideragoes aspiracionais a escolha

original seja revelada preferida em relagao a x.

E natural a imposicao da hipétese de que nao podem ocorrer ciclos nas comparagoes de alternativas

quanto a sua saliéncia.
Axioma 3. (Aciclicidade da Saliéncia) Para cada T € C(X) a relagio > é aciclica.
A Aciclicidade da Saliéncia implica que se o agente considera que a alternativa x é uma referéncia melhor

que a alternativa y e que y é uma referéncia melhor que a alternativa z, entao ele nao considera que z é uma

referéncia melhor que x.

3.3 Resultado Principal

No Teorema a seguir estabelecemos o resultado basico de nosso modelo.

Teorema 1. Uma fungdo de escolha c : C (X) — X satisfaz WARP, Irrelevincia dos Conjuntos Potenciais

e Aciclicidade da Saliéncia se, e somente se, existem uma fun¢do injetiva u : X — R, uma fun¢io a :



C(X) — X, uma fungdo r : C(X) x X — X, uma correspondéncia @Q : X x X = X e uma métrica
d: X x X — Ry tais que, para cada problema (S,T) € P(X), temos

¢(S,T) =argmaxu (SNQ (r(S,a(T)),a(T))),

onde!

a(T) =argmaxu (T)

r(S,a(T)) = argmin d (z,a (T)).
zeS

Chamamos a terna ordenada (u,d, Q) de Modelo de Escolha com Referéncia Baseada em Aspiragdo. A
funcao u é uma fungao utilidade usual que representa as preferéncias do agente na auséncia de consideragoes
aspiracionais. A métrica d é uma medida subjetiva de distancia que mede a semelhanga de cada ponto
do conjunto efetivo com o ponto de aspiracdo. Dados x,y,z € T interpretamos d (z,z) > d(y,z) como
significando que a semelhanca entre x e z é maior que a semelhanca entre y e z. A correspondéncia Q
delimita a regiao de atragao gerada pela identificacao dos pontos de referéncia e de aspiracao. O modelo
(u,d, @) descreve o processo de escolha do seguinte modo. Fixe um problema de escolha (S,T) qualquer.
O agente escolhe sua aspiracao a (T') ao maximizar sua utilidade u em T. Entao, identifica sua referéncia
r(S,a(T)) em S como o elemento com menor distancia até a (7). A partir de 7 (S,a(T)) e de a(T), a
atengdo do agente ¢ atraida para o conjunto Q (r (S,a (T)),a (T)). Finalmente, ele escolhe a alternativa que
maximiza sua utilidade em S N Q (v (S,a (T)),a(T)).

3.4 Demonstragao do Teorema 1

Vamos demonstrar apenas que os axiomas sao suficientes para implicar na representagao proposta, pois segue

de argumentos padrao que a representacao implica na validade dos axiomas.

Por WARP, a relacdo = C X? definida por

z =y < {2} =c({z, v}, {z,y})

¢ uma ordem linear e para cada (T,T) € P (X) temos ¢ (T,T) = x, para todos x € T. Como X ¢é finito,
existe uma fungao injetiva u : X — R que representa . Segue que para cada T' € C (X) ndés temos ¢ (T,T)
= argmaxwu (T). Para cada T € C (X) defina a (T) = argmaxwu (T).

Seja x € X arbitrario. Defina X, = {ye€ X :u(z) >u(y)} e Ry = {(z,y) : y € X;}. Por Aciclicidade
da Saliéncia a relacio tran (-x,) U Ax C X2 é uma ordem parcial e pelo Teorema de Szpilrajn existe uma
ordem linear =¥ que estende tran (>-x,) U Ax. Defina ;m = =5 UR, e note que ;m ¢ uma ordem linear.

Como X é finito, entao existe uma funcao v, : X — R que representa ;z e que é injetiva. Para cada S €
C (X) defina r (S, x) := argmaxwv, (S).

Observe que para cada T € C (X) temos a (T) = a (XQ(T)) , de modo que pela Irrelevancia dos Conjuntos
Potenciais para cada (S,T) € P (X) temos ¢ (S,T) = ¢ (S, Xqr)). Por isso, no desenvolvimento a seguir

!Dados um conjunto 7' e uma fungdo injetiva u : T — R, escrevemos arg max (1)) para representarmos o elemento y € T
tal que u (y) > u (x) para todos = € T\ {y}.



vamos assumir sem perda de generalidade que os conjuntos T' e X, (1) sao idénticos.

Para cada x,y € X defina o conjunto

Qzy)={2€X: v>-x,zez=c({z,2},X,) ouz¥x, zezecc({z, 2}, {z,2})}
e observe que z € Q (z,y).
Vamos desenvolver o argumento da demonstragdo em uma seqiiéncia de afirmagdes.

Afirmacao 1. Sejam (S,T), (S/,T) € P(X) tais que S C S. Se c(S,T),r(S,a(T)) € S, entdo c(S,T)
= c(S/,T)

Demonstragio. Escreva S\S' = {1, ..., x,}. Denote §; = S\ {x} e suponha que ¢ (S, T) # ¢(S1,T) . Entéo,
temos 1 # ¢(S,T) = ¢(S1U{x1},T) # ¢(51,T). Como r(S,a(T)) € S1, seguem que 1 =7 7 (S,a(T)) e
V(1) (1) > V(1) (1 (S,a(T))), 0 que & um absurdo. Segue que ¢ (S5,T) = ¢ (S1,T) e {c(S1,T),7(S,a(T))}

C Sy := S1\ {z2}. Aplicando argumento andlogo iterativamente, obtemos o resultado afirmado. I

Afirmagao 2. Dado (S,T) € P(X), escrevar =r(S,a(T)). Sex € Q(r,a(T)), entio, x = c({z,r},T).

Demonstragao. Se © =, entdo é ébvio que x = ¢ ({z,r},T).

Considere que x # r e suponha que r = ¢ ({z,7},T). Dex € Q (r,a (T)) decorre que z = ¢ ({z,r},{z,r})
er ¥rx.Der=c({x,r},T)er # c({r,z},{r,x}) decorre que r =1 z, o que contradiz r ¥ x. Logo, se
x #r(S,a(T)), entdo x = ¢ ({z,r(S,a(T))},T). I

Afirmacgao 3. Para (S,T) € P (X) temos c(S,T) € Q (r(S,a(T)),a(T)).

Demonstragao. Escrevar = r(S,a(T)). Se ¢(S,T) = r, entdo ¢(5,T) € Q (r,a(T)). Assuma que ¢(S,T)
# 1. Pela Afirmagao 1, ¢(S,T) = c({c(S,T),r},T). Ser =1 c(S,T), entao ¢(S,T) € Q (r,a(T)).

Considere que r 1 ¢ (S,T)ec(S,T) # c({c(S,T),r},{c(S,T),r}).Seguem que r =c ({c(S,T),r},{c(S,T),r})
ec(S,T)=c({r,c(S,T)},T)#c({c(S,T),r},{c(S,T),r}).Logo, c(S,T) =1 r, o que contradiz ve(r) (c (S, T))
# Vq(r) (1). Concluimos que se r #71 c(S,T), entdo c(S,T) = c({c(S,T),r},{c(S,T),r}) e c(S,T) €
Q(r(S,a(T)),a(T)). I

Afirmacao 4. Para (S,T) € P (X) temos ¢(S,T) = argmaxu (SNQ (r(S,a(T)),a(T))).

Demonstragao. Escreva v = r(S,a(T)). Seja z € SN Q(r,a(T)) qualquer. Pela Afirmagdo 3 temos
c(S,T) € Q(r,a(T)). Pela Afirmacao 1 temos ¢(S,T) = c({z,r,¢(S,T)},T) e pela Afirmacao 2 temos
x =c{z,r},T). Se ¢c(S,T) # c({c(S,T),z},{c(S,T),x}), entdo ¢(S,T) = c({x,r,c(S,T)},T) # x
= c¢({z,r},T) implica que ¢(S,T) > r, o que contradiz a maximalidade de 7 (S, a(T)) de acordo com
=p. Concluimos que ¢(S,T) = c¢({c(S,T),z},{c(S,T),z}) e u(c(S,T)) > u(x) para todos z € SN
Q(r(S,a(T)),a(T)) com z # c(S,T). I

Defina a fungao d: X 2R, fazendo

d(z,y) :{ vz (x) = vz (y) , se u (@) > u(y)

vy (y) — vy (), caso contrario.



A funcao d 6 reflexiva e simétrica. O teorema principal em Richter (2010), garante a existéncia de uma

métrica d : X? — R, tal que para cada z,y, z,w € X ocorre

d(z,y) > d(z,w) se, e somente se, d(z,y) >d(z,w) (%)

Afirmacao 5. Para cada (S,T) € P (X) temos r(S,a(T)) = argmin d(z,a(T)).
€S

Demonstragao. Por (x) temos argmin d (x,a (T)) = argmin d (x,a(T)) . Além disso, para quaisquer z,y € S
€S zeS
temos

d(z,a(T) < d(y,a(T))
<
Va(T) (Cl (T)) — Va(T) ('7“) < Va(T) (a (T)) — Va(T) (y)
<~
>

Va(T) (CE) Va(T) (y) .

Isto implica que arg mind (z, a (T')) = arg max Vaery (8) = 7 (S,a(T)). I
z€es

Isto completa a demonstracao do teorema.

4 Propiedades do Modelo

Nesta segao apresentamos algumas propriedades das fungoes de escolha que sao representadas por um modelo

de Modelo de Escolha com Referéncia Baseado em Aspiragdes. Seja (u,d, Q) o modelo que representa ¢

Uma propriedade natural do modelo é que em problemas nos quais todas as alternativas potenciais
estao efetivamente disponiveis, o agente simplesmente escolhe aquela que maximiza seu bem estar, livre de

quaisquer restrigoes que o levem a tomar consideragoes aspiracionais .

Proposicao 1. Para qualquer T € C (X), temos ¢(T,T) = a(T) = argmaxu (T).

Demonstragio. Temos a (T) = argmaxu (T) e ¢ (T,T) = argmaxu (T N Q(r (T,a(T)),a(T))). E imediato
que 7 (T,a(T)) = a(T), de modo que ¢(T,T) = argmaxu (TN Q(a(T),a(T))).

Além disso, temos r ({a (T)},a(T))=a(T)ea(T)=c({a(T)},T) =argmaxu({a (T)}NQ (r {a(T)},a(T)),a(T))),
entdo a(T) € Q(a(T),a(T)). Logo, u(c(T,T)) = u(a(T)) e pela injetividade de u temos ¢ (T,T) =
a(T). I

Nossa interpretagao do modelo estabelece que se z é uma referéncia melhor do que y em relagao ao
conjunto potencial T, entéo ele considera que a semelhanga entre x e a (1) é maior que a semelhanga entre

y e a(T). Nossa interpretacao ¢ formalizada pelo resultado a seguir.



Proposicao 2. Sejam T € C(X) ex,y € T. Se x =1 y, entao d(z,a(T)) < d(y,a(T)).

Demonstragao. Escreva r = r(S,a(T)). Seja qualquer S C T tal que y € S. Suponha que d(z,a(T)) >
d(y,a(T)).

Assim, r (SU{z},a(T)) =rec(SU{z},T) = argmaxu ((SU{z})NQ (r,a(T))). Além disso, temos
c(S,T) = argmaxu (SNQ(r,a(T))). Se x # c(SU{a},T) entdo, c(SU{z},T) = ¢(S,T). Se = =
c(SU{z},T),comoc(S,T)e(SU{z})NQ(r,a(T)),entdou(x) >u(c(S,T))ex=c{z,c(S,T)},{zx,c(S,T)}).

Os dois casos implicam que z ¥#7 y. I

Devido a possivel incompletude de =7, a Proposi¢gdo 2 néo implica que d(z,a(T)) < d(y,a(T)) =
x -7 Y.

Dados z,y, z € X nés interpretamos @ (z,y) como o conjunto das alternativas que atraem a atencao do
agente quando x é uma referéncia e y é sua aspiragao. Por isso, se na auséncia de y a alternativa x nao é
escolhida e a insercao de y induz o agente a escolher x, entao é natural intuir que y atua como uma referéncia

que gera uma reavaliacdo de x. Esta intuicdo é formalizada na proposicao a seguir.

Proposicao 3. Sejam (S,T) € P(X),z€ S ey € T\S. Sex =c(SU{y},T) mas z # ¢(S,T), entio y
=7r(SU{y},a(l) ex € Q(r(SU{y},a(T)),a(T)).

Demonstragao. Observe que x = ¢(SU{y},T) e z # ¢(S,T) implicam que y =7 z para qualquer z € S.

Da Proposigao anterior temos d (y,a (T)) < d(z,a (T)) para qualquer z € S, do que segue que y = argmin
zeSU{y}

d(z,a(T))=r(SU{y},a(T)). Comoc(SU{y},T)=argmaxu((SU{y}H)NQ(r(SU{y},a(T)),a(T))),
entdo x = ¢(SU{y},T) implica que z € Q (r (SU{y},a(T)),a(T)). I

5 Extensao do Modelo

Na secao anterior desenvolvemos o modelo de Escolhas com Referéncia Baseadas em Aspiracoes para o caso
em que ao enfrentar um problema de escolha da forma (S,T) o agente escolhe uma unica alternativa. Nesta
secdo desenvolvemos o modelo para o caso em que para cada problema (S,T) o agente pode escolher um
conjunto nao unitdrio de alternativas. Dito de modo mais preciso, nesta se¢ao assumimos que o agente

emprega uma correspondéncia de escolha para decidir a solugao de cada problema (S,T)).

Definicao 3. Uma correspondéncia de escolha ¢ : (S,T) — C (X)) é uma correspondéncia tal que para cada
problema (S,T) € P (X) ocorre & # ¢(S,T) C S.

5.1 Axiomas

As versoes de WARP e de Irrelevancia dos Conjuntos Potenciais para correspondéncias de escolha sao ime-

diatas.

Axioma 4. (WARP) Dados (S,S),(T,T) € P(X) tais que S C T, se c(T,T) N S # @, entio c(S,S5)
=c(T,T)N S.



Axioma 5. (Irrelevdncia dos Conjuntos Potenciais) Dados (S,T1),(S,T2) € P (X) tais que ¢ (Ty,T1)
= ¢(Tz,Ty), nds temos c (S, T1) = ¢ (5, T3).

A definicao da relacao de saliéncia para o caso de correspondéncia de escolhas é apresentada a seguir.

Definigao 4. Para cada T € C(X) defina a relagdo bindria =7 C X? do seguinte modo: x =7 ¥ se, e
somente se, existe S C T com y € S tal que @ # c(SU{z},T)\{z} # c¢(S,T) ouz € c(SU{z},T) #
c({z}uc(S,T) {z}uc(s,T)).

A alternativa x é revelada ser mais saliente que a alternativa y em relagdo ao conjunto potencial T caso
em que um dos dois fendmenos ocorra: (a) a inser¢do da presenca de z a um problema no qual y ja estava
envolvido muda a escolha do agente, mesmo que x nao seja a unica alternativa escolhida no novo problema;
(b) = & escolhido ao ser inserido a um problema no qual y ja estava envolvido, mas existe alguma alternativa

z que tenha sido escolhida no problema original que gera tanto bem estar quanto x.
Também vamos exigir aciclicidade da relacao de saliéncia no caso de correspondéncias de escolha.

Axioma 6. (Aciclicidade da Saliéncia) Para cada T € C (X), a relagdo =1 é aciclica.

5.2 Representagao da Correspondéncia de Escolha

No Teorema a seguir apresentamos as condigOes necessarias e suficientes para a representacao da corre-

spondéncia de escolha.

Teorema 2. Uma correspondéncia de escolha ¢ : P (X) = X satisfaz os Aziomas WARP, Irrelevancia dos
Conjuntos Potenciais e Aciclicidade da Saliéncia se, e somente se, existem uma fun¢io u : X — R, uma
correspondéncia @ : X x C(X) = X e fungoes injetivas vyry : X — R para cada T € C (X), tais que para
cada (S,T) € P(X)

c¢(S,T) =argmaxu (SNQ(r(S,a(T)),a(T)))

onde
a(T) = argmaxu (T)
7 (S,a(T)) = argmaxv,(r) ()
zes
a(T) CQ(r(S,a(T)),a(T))

r(T,a(T)) = a(T)

A interpretacao do modelo € essencialmente a mesma do caso em que o agente emprega fungoes de escolha,
mas apresenta alguns detalhes distintos do caso anterior. A funcdo u é uma funcgao utilidade que descreve
as preferéncias do agente em relacao ao espaco total de alternativas e ao contrario do caso anterior, nao
¢ necessariamente injetiva. Dado o problema (S,T') a fungdo v,y descreve a ordenagdo das alternativas
quanto a sua semelhanca com as aspiragdes no conjunto a (T'). Neste caso, Va(T) (x) > Va(T) (y) significa
que, de acordo com as aspiragoes identificadas no conjunto a (7"), a proximidade de z com o conjunto a (T) é

maior do que a proximidade entre y e o conjunto a (7). A fungdo v,(r) desempenha em 7" um papel andlogo



ao da métrica d do caso anterior, com a desvantagem de que d nao depende do problema especifico. No
caso em questdo, o agente pode identificar um conjunto a (7") ndo unitdrio de aspiragdes. E o conjunto
Q (r(S,a(T)),a(T)) incorpora as alternativas em relacdo as quais a atencao do agente é atraida devido a

presencga da referéncia r (S, a (T')) e das aspiragoes em a (7).

Demonstragao do Teorema 2. Vamos demonstrar apenas a parte relativa a suficiéncia dos Axiomas

para a representacdo afirmada, pois a parte de sua necessidade segue de argumentos padrao.

Por WARP for Aspirations, a relacdo > C X? definida por

v Zy<=wec({zy}, {z,y})

¢ uma pré-ordem completa e para cada (T,7T) € P(X) temos ¢ (T,T) = Maximal (T,7). Como X é
finito, existe uma fungéo u : X — R que representa 7. Segue que para cada T € C(X) temos ¢ (T,T) =
argmaxu (T'). Para cada T' € C (X) defina a (T) = argmaxu (7). Convém notar que ao contrério do caso
em que ¢ era uma fungdo de escolha, aqui a (T') pode ser conjunto ndo unitdrio e u néo necessariamente é

fungao injetiva.

Seja T' € C(X) arbitrdrio. Defina X,y = {z € X :u(a) > u(x) para qualquer a € a (T)} e Ryry =

U {(a, x):x € Xa(T)} . Por Aciclicidade da Saliéncia, a relagdo T'ran (>Xa(T)) UAx C X? éuma ordem

aca(T)
parcial. Segue do Teorema de Szpilrajn que existe uma ordem linear iZ(T) que estende Tran (> Xa(T)) U
Ax. Defina Z, 1) 1= ?;Z(T) U Ra(r) € observe que Zq(r) ¢ ordem linear em X .Como X ¢ finito, entao

existe uma fungio vy(ry : X — R que representa o7y € que ¢ injetiva em X. Observe também que a (T7)
=a (Xa(T)) , de modo que pela Irrelevancia dos Conjuntos Potenciais, no desenvolvimento a seguir vamos

assumir sem perda de generalidade que os conjuntos 1" e X, (1) sao idénticos.

Seja (S,T) € P (X) qualquer. Defina r (S, a (T)) = argmaxv,(r) (S) . Observe que devido & injetividade
de va(7y, nés temos |r (S,a (1)) = 1.

Para cada y € X e para cada A € C (X) definimos

Qy,A)={zeX: yr-x,zexe€c{z,y},A) ouy¥tx, zexcc{zy},{z,y}H)}
E imediato que 7 (S,a (T)) € Q (r (S,a(T)),a(T)) e que a(T) C Q (r(S,a(T)),a(T)).
Afirmacao 6. Sejam (S,T), (S,,T> € P (X) tais que S' C S. Dados quaisquer x € c(S,T), se{z,r(S,a(T))}

C S, entiox €c (S/,T).

Demonstragio. Escreva S\S = {y1,...,yn}, denote S; = S\ {51} e suponha que z ¢ ¢(S1,T). Como = €
c(S1U{m},T)\{y1}, entdo temos & # c(S1U{y1},T)\{v1} # ¢(51,T). Como r(S,a(T)) € Sy, isto
implica que temos y1 =7 7 (S,a (T)), o que é um absurdo. Segue que z € ¢(S1,T) e {x,7(S,a(T))} C S

C 51\ {y2}. Aplicando argumento andlogo iterativamente, obtemos o resultado afirmado. I

Afirmagao 7. Dado (S,T) € P(X), escrevar = r(S,a(T)). Sex € Q(r,a(T)), entao x € c({z,r},T).

Demonstragao. Se x = r(S,a(T)), entdo © € c¢({z,r(S,a(T))},T). Counsidere que = # r(S,a(T)) e
{r(S,a(T))} =c{z,r(S,a(T))},T). Comoz € Q(r(S,a(T)),a(T)),seguemquex € c({z,r (S,a(T))},{z,r (S,a(T))})
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er(S,a(T)) #rz.De{r(S,a(T))}=c({z,r(S,a(D))},T)e{r(S,a(D))}#c({r(S,a(T)),z},{r (S a(T)),z})
decorre que 7 (S,a(T)) =1 x, o que contradiz r (S,a (T)) ¥r x. I

Afirmagao 8. Para qualquer (S,T) € P (X) temos ¢(S,T) C Q (r(S,a(T)),a(T)).

Demonstragao. Seja qualquer x € ¢(5,T). Se x = r(S,a(T)), entdo z € Q(r(S,a(T)),a(T)). Vamos
assumir que z # r(S,a(T)) e escrever r = 7 (S,a (T)). A Afirmagao 6 implica que =z € ¢({z,r},T). Se r
=7 x,entdo x € Q (r (S,a(T)),a(T)).

Suponha que r Y1 xex ¢ c({z,r},{x,r}), de modo que {r} =c({z,r},{z,r}). Entdo, z € c({r,z},T)
#c({z,r},{z,7}) e x =1 r, 0 que contradiz o fato de que v, (1) (1) > vq(r) (x). Logo, se 7 7 x, entdo =
€ c({z,r},{z,r}). Portanto, x € Q (r (S,a(T)),a(T)). I

Afirmacao 9. Para cada (S,T) € P(X), ¢(S,T) = argmaxu (SNQ (r(S,a(T)),a(T))).

Demonstragao. Sejamx € ¢(S,T)eye SNQ (r(S,a(T)),a(T)) arbitrdrios. Vamos escrever r =r (S,a (T)).
Pela Afirmagao 8 sabemos que z € Q (1 (S,a(T)),a(T)) . Pela Afirmacido 6 temos z € ¢ ({z,y,r},T) e pela
Afirmagéo 7 temos y € ¢({y,r},T). Suponha que = ¢ c ({z,y},{z,y}).

Por WARP For Aspirations, segue z ¢ ¢ ({z} Uc({y,7},T),{z} Uc({y,r},T)). Entdo, z € c {y,r} U{z},T)
#c({zxtUce{y,r},T),{z} Uc{y,r},T)) e x =7 r, 0o que ¢ um absurdo. Logo, z € ¢ ({z,y},{z,y}) e u ()
> u (y) . Concluimos que ¢ (5,T) C argmaxu (SNQ (r(S,a(T)),a(T))).

Sejam z € ¢(S,T) ey € argmaxu (SNQ (r(S,a(T)),a(T))) arbitrarios. Pelo argumento anterior temos
x € argmaxu (SNQ(r(S,a(T)),a(T))) e{z,y} =c({z,y},{z,y}).

Considere r =7 y e y € ¢({y,r},T). Como {z} Uc({y,r},T) C SN Q(r(S,a(T)),a(T)), entdo
WARP implica que y € c({z}Uc({y,r},T),{z}Uc({y,r},T)). Além disso, pela Afirmacdo 6 temos x €
c({z,y,r},T). Sey ¢ c({w,y,r},T), entdox € c({y,r} U{x}, T) #c({z} Uc({y,r},T) , {zt Uc({y,r},T))
ex =7 r, 0 que é uma contradi¢do. Segue que y € c¢({x,y,r},T). Se S = {z,y,r}, entdo y € ¢(S,T).
Suponha que S = {z,y,7} U {z}, mas que y ¢ ¢(S,T). Seguem que = € c({z,y,r} U{z},T)\{z} #
c({z,y,r},T) e z =7 7, 0 que é uma contradi¢do. Logo, y € ¢(S,T). Prosseguindo com este argumento

iterativamente, concluimos que se 7 =1 y ey € c({y,r},T), entdo y € ¢(S,T).

Considere quer ¥ryey €c({y,r},{y,r}).Sey ¢ c({y,r},T),entdor € c({y,r},T)#c{y,r},{y,7}),
o que implica que r =7 y, uma contradi¢cdo. Concluimos que se r ¥ y ey € ¢c({y,r},{y,r}), entdo y €

c(S,7T).

Portanto, arg maxu (SN Q (r (S,a(T)),a(T))) Cc(S,T). I

Isto conclui a demonstracao do teorema.

5.3 Propriedades

As propriedades de uma funcao de escolha representada por um Modelo de Escolha com Referéncia Baseada

em Aspiracoes se estendem com as adaptacoes adequadas para uma corrspondéncia de escolha representada

11



por <u, {va(T)}TEC(X) ,Q>. Apresentamos a seguir as propriedades de uma correspondéncia de escolha c
representada por <u, {va(T)}TeC(X) 7Q> .

Proposigao 4. Para qualqguer T € C (X) temos ¢(T,T) = a(T) = argmaxu (T).

Demonstra¢ao. Observequea (T) C Q (r (T,a(T)),a(T))=Q (a(T),a(T)),de modo que a (T) = argmaxu (T)
€ argmaxu (T'NQ (a(T),a(T))) = ¢(T,T). Temos a(a(T)) = a(T) e r(a(T),a(a(T))) = a(a(T)).

Entao, ¢(a(T),a(T)) = argmaxu (a(T)NQ (a(T),a(T))). Seja ag € c(a(T),a(T)) qualquer. Logo,
ap €T NQ(a(T),a(T))eag € a(T)=argmaxu(T). Segue que para qualquer x € ¢(T,T) ocorrem u ()
> u(ap) = maxu (T) e x € argmaxu(T) = a(T). I

Proposicao 5. Sejam T € C(X) ex,y € T. Se x =71 y, entdo vy (z) > vr (y).

Demonstragao. Seja qualquer S C T tal que y € S e vy (z) < vy (y). Assim, r (SU{z},a(T)) =7 (S,a(T))
ec(SU{z},T) =argmaxu((SU{z})NQ (r(S,a(T)),a(T))).

Sex ¢ c(SU{z},T), entdo c(SU{z},T)\{z} = c(S,T).

Considere que o casoem que x € ¢ (SU{z},T). Temos u (z) =u (z) > u (w) paratodos z € ¢ (SU {z},T) \ {z} .
Deste modo, ¢ (SU{z},T) Cc({z} Uc(S,T),{z} Uc(S,T)).Paraqualquer z € c({z} Uc(S,T),{z}Uc(S,T))
temos u(z) > u(z) e z € ¢(SU{z},T), de modo que ¢ ({z} Uc(S,T),{z}Uc(S,T)) C c(SU{z},T).
Segue que ¢ ({z} Uc(S,T),{z}Uc(S,T)) = c(SU{z},T). Os dois casos implicam que z ¥ y. I

Proposicao 6. Sejam (S,T) € P(X),z € S ey e T\S. Sex € S\c(S,T) ex € ¢(SU{y},T), entio
yer(Su{y},a(T) exeQ(r(Suiy},a(T)),a(T)).

Demonstragao. Observe que z € ¢(SU{y},T) ez ¢ ¢(S,T) implicam que y =7 z para qualquer z € S. Da
Proposigao anterior temos vr (y) > vr (z) para qualquer z € S e entdo y € r (SU{y},a(T)).

Como ¢ (SU{y},T) = argmaxu ((SU{yH NQ (r(SU{y},a(T)),a(T))), entdo x € c(SU{y},T) im-
plica que z € Q (r (SU{y},a(T)),a(T)). |

6 Observacoes Finais

Apresentamos nesta parte uma axiomatizagdo para a teoria de preferéncia revelada a respeito do compor-
tamento de escolhas com referéncia baseado em aspiracoes. O modelo que apresentamos amplia o escopo
apresentado por Guney, Richter e Tsur (2011) e Ok, Ortoleva e Riella (2011). Em Guney, Richter e Tsur
(2011) o agente escolhe a alternativa que minimiza a distancia ao seu ponto de aspira¢do. Aqui a alternativa
que minimiza a distdncia até o ponto de aspiracao - o ponto de referéncia - afeta o modo como o agente
escolhe sua decisao, e ela pode ou nao ser a alternativa escolhida. O ponto de referéncia é determinado

endogenamente a partir das propriedades que que caracterizam o comportamento inerente ao agente.

Uma restrigao do modelo aqui apresentado é que o espago das alternativas é um conjunto finito. Uma
direcao de pesquisa é estender a andlise aqui desenvolvida para o caso em que o espago de alternativas é

infinito, por exemplo para o caso em que o espaco de alternativas é um espago métrico.
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Estudos experimentais recentes (Pettibone e Wedell (2007)) sugerem que a medida que a distancia entre
o ponto de aspiracdo e o ponto de referéncia aumenta, o conjunto de alternativas atraidas pelo ponto de
referéncia torna-se maior. Pesquisa futura deverd considerar a axiomatizagao de um modelo que explique

este e outras observagoes.

Parte 111

APLICACOES DA TEORIA DA
P(R)EFERENCIA REVELADA COM
ASPIRACOES

7 Introducao

Na parte anterior desenvolvemos um modelo que explica o comportamento de um agente que executa seu
processo de escolha do seguinte modo. Dado um conjunto 7" de alternativas potenciais ele identifica a
alternativa a (T'), seu ponto de aspirac¢do, que maximiza seu bem estar em 7. No caso em que a aspiracao
nao esteja disponivel para o agente, ele identifica no conjunto S C T de alternativas efetivamente disponiveis,
a alternativa r (S,a (T)) que mais se assemelha & aspiracdo a (T). A alternativa r (S,a (T)) é chamada de
ponto de referéncia devido ao seu poder de atrair a atengao do agente para um conjunto @ (r (S, a (7)), a (T))
que atualiza a restrigao sob a qual o agente executa seu processo de escolha. Finalmente, o agente escolhe
a alternativa ¢ (S,T) que maximiza seu bem estar em S N Q (r (S,a(T)),a(T)). Naquele artigo também
consideramos a possibilidade de que o agente identifique um conjunto néo unitdrio a (7) de pontos de
aspiracdo e decida escolher um conjunto ¢(S,7T) de alternativas que maximizem seu bem estar em S N
Q(r (S,a(T)),a(T)).

Um problema de escolha do agente é um par (S,7) onde @ # S C T C X e X ¢ o espago total de
alternativas. Denotamos por C (X) := {S: @ # S C X} a classe de todos os subconjuntos de X néo vazios
epor P(X):={(5,T): @# S CT C X} a classe formada por todos os problemas de escolha que o agente

pode enfrentar. Uma funcdo de escolha ¢ : (S,T) — C (X) ¢ uma funcdo tal que para cada problema (S, T
€ P(X) temos ¢(5,T) € S.

Um Modelo de Escolha com Referéncia Baseada em Aspiragdo é uma terna (u,d, @) na qual u: X — R
é uma fungao utilidade, d : X x X — Ry é uma métrica em X e @ : X x X = X é uma correspondéncia

tais que para cada problema (S,T) € P (X) temos
¢(8,T) = argmaxu (SNQ (r(5,a(T)),a(T))),

onde

a(T) = argmaxu (T)
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r(S,a(T)) = argmin d(z,a(T)).
zeS
No presente trabalho apresentamos algumas aplica¢oes do modelo descrito por (u,d, @) a tépicos tradi-
cionais da teoria microecondmica. Na Sec¢ao Equilibrio Geral com Referéncia Baseado em Aspiragoes apli-
camos nosso arcabougo ao modelo de equilibrio geral em economia de trocas puras. Na Segdo Equilibrio de
Nash com Referéncia Baseado em Aspiragdes aplicamos nosso arcabougo a um jogo com finitos agentes e

apresentamos uma versao aspiracional com referéncia do equilibrio de Nash.

8 Equilibrio Geral com Referéncia Baseado em Aspiracgoes

Na abordagem convencional da teoria de equilibrio geral em economias de trocas puras, cada agente participa
do processo de trocas levando em conta apenas a restricao dada pelo seu préprio conjunto orcamentario.
Porém, podemos considerar a situacao em que cada um dos agentes pode levar em conta o que cada um dos

outros agentes pode adquirir.

Dito de modo mais especifico, cada agente a pode aspirar ao consumo de uma cesta de bens a, que
esteja disponivel a algum dos outros agentes, ainda que para si préprio tal cesta seja inexequivel, isto €, nao
pertenca ao seu conjunto orcamentdrio S,. No caso em que a cesta aspirada esteja fora do suas possibilidades
orcamentarias, ele pode identificar a cesta factivel r, € S, que mais se assemelha a cesta aspirada. A cesta
r pode induzir algum tipo de viés no agente, que restringe sua aten¢ao a um conjunto de cestas Q, ()
determinado por 7, e participa das trocas visando & maximizacdo de seu bem estar em S, N Q4 (7o) -
Devido ao fato de que cada um dos agentes estd participando do mercado seguindo este procedimento de
escolha, cabe considerarmos a possibilidade da existéncia de algumas condi¢oes que garantam a existéncia
de um sistema de pregos p que equilibre todos os mercados no sentido de que nao exista excesso de demanda

agregada em nenhum deles.

8.1 O Arcabouco do Modelo

Vamos considerar uma economia constituida por um conjunto finito de agentes A. Dados p € R’} um vetor
de pregos e representando por w, € R? um vetor de dotagoes do agente o € A , o conjunto factivel de o é
seu conjunto or¢amentdrio S, (p,wa) = {z €RY : p-x < p-w,} e seu conjunto potencial é T (p, (WB)BGA)

= U Sa (p,wp). Note que todos os agentes possuem o mesmo conjunto potencial. O conjunto potencial é o
BeA

conjunto de todas as cestas de bens que estao disponiveis para pelo menos um dos participantes da economia

e € o conjunto que cada agente leva em consideracao ao identificar sua aspiracéo.

Observagao 1. Considere um wvetor de pregos arbitrario p € R, e uma lista de (wa),c 4 de cestas de
dotagoes dos agentes que participam da economia. Escolha qualquer agente o tal que p-wq, > p - wq para
todos a € A. Entdo, é imediato que T (p, (w’l)aeA) = Say (P, Way) - Logo, T4y () = Ga, (p). Portanto, o
conjunto T (p, (wa)aeA) é o conjunto orcamentdrio do agente mais rico da economia e para este agente seu

problema de escolha estd livre de consideracées aspiracionais.

No que segue vamos assumir que cada agente « possui uma dotacao inicial w, fixa, de modo que podemos
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considerar S, (p,wa) = Sa (p) € T (P, (Wa)pea) =T (p).

O conjunto de problemas de escolha do agente a ¢ Py = {(Sa (p),T (p)) : p € R}, } e a funcdo de escolha
de o ¢ uma fungdo ¢, : P, — R’} tal que para cada (S, (p),T (p)) € Pa temos cq (Sa (p), T (p)) € Sa (p)-
Um problema de escolha do agente é um par que envolve a restrigdo orcamentdria que o agente enfrenta e
o conjunto de cestas disponiveis para o agente mais rico. Uma fun¢do de escolha do agente descreve qual a

cesta de consumo factivel o agente escolhe ao ser confrontado com o conjunto potencial.

Assumimos que a fun¢ao de escolha ¢, de cada agente o € A é representada por um Modelo de Escolha

com Referéncia Baseado em Aspiragao (uq, |||, Qa) , de modo que para cada vetor de precos p € R’ | temos

a (Sa (p), T (p)) = argmax uq (Sa (p) N Qa (1o ()

onde
ao (p) = argmax uq (T'(p))
ro (p) = argmin ||z — aq (p)||
z€Sa (p)
e uq : R — R é uma funcao utilidade, [||| ¢ a norma Euclidiana e @, : R} = R’} é uma correspondéncia.

A interpretacdo do modelo é andloga aquela apresentada no artigo Teoria da P(R)eferéncia Revelada
com Aspiragao. Para cada agente v a fungao u,, representa as preferéncias de « sobre o espago de consumo
R” e |||| ¢ a métrica utilizada por o para mensurar a semelhanga entre as cestas de consumo. Dado o vetor
de pregos p, a, (p) é a escolha de « caso ele tivesse a oportunidade de dispor de todas as cestas potenciais
(ou seja, se fosse o agente mais rico da economia), o (p) € a cesta efetivamente disponivel a a que mais
se assemelha & cesta aspirada e Q,, (7o (p)) € 0 conjunto que descreve o viés induzido em « pela referéncia

T« (p) . ApOs a atencdo do agente « ser restrita ao conjunto Q, (7, (p)), 0 agente maximiza sua utilidade em
Sa (p) N Qa (10 (p)) -

Vamos definir nossa versao de equilibrio geral no caso em que o comportamento de escolha de cada agente

da economia é descrito por um Modelo de Escolha com Referéncia Baseada em Aspiracao.

Definigao 5. Dizemos que o vetor de pregos p € R’} | é um equilibrio Walrasiano com referéncia baseado

em aspiragdo no caso em que para cada « € A temos

o (Sa (p), T (p)) = argmax ug (Sa (p) N Qa (Ta ()))
> ¢ (Ss(p),T(p)= > wp

BeEA BeEA

A Defini¢ao nos diz que um vetor de pregos p € R’} , ¢ um equilibrio Walrasiano com referéncia baseado
em aspiracao se ele induz uma coincidéncia entre demanda agregada e oferta agregada em todos os mercados
de bens, enquanto cada agente estd maximizando seu bem estar na restricao gerada pela referéncia e pela

aspiracao.
8.2 Existéncia de Equilibrios Walrasianos com Referéncia Baseados em Aspi-
racgoes

Nesta se¢@o nos preocupamos com a questdo da existéncia de um Equilibrio Walrasiano com referéncia

baseado em aspiragdes. Em virtude disso, para cada agente @ € A vamos assumir explicitamente a forma
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de sua correspondéncia .. Mais especificamente vamos assumir que para cada agente « existe uma funcao

¢, : Ry — R, continua, estritamente crescente e com ¢, (0) = 0 tal que para qualquer cesta y € R} temos
Qa(y) ={z €RY tua (@) — ¢ (lr —yl) Zua (v)} (%)

Dados o agente o € A e a cesta y € Ry, interpretamos @, (y) do seguinte modo. Suponha que a cesta y
seja tomada pelo agente como a sua cesta de referéncia. Interpretamos ¢, (|| — y||) como uma penalidade
associada a cesta x que difere de y. Esta penalidade depende da intensidade da diferenca entre x e y. A cesta
x s6 merece a atengao do agente se, apesar da penalidade que lhe é imposta, ainda é capaz de gerar pelo
menos tanto bem estar quanto y. Evidentemente, y € Q4 () . A hipétese de que a fungdo ¢, é estritamente
crescente que a penalidade imposta a cada cesta escolhida pelo agente aumenta a medida que ela torna-se
cada vez mais distinta da cesta de referéncia. E a continuidade da funcao ¢, significa que as penalizages

impostas as cestas que desviam-se da cesta de referéncia variam de maneira suave.

Observagao 2. Seja um agente a € A com Q. definido por (x). Considere um vetor de pre¢os p €
R%, para o qual aq (p) € So (p). Neste caso, temos ro (p) = 6o (D), Qa (aa (p)) = {aa (p)} e ¢ (p) =
argmax uy ({aa (p)}) = ao (p) = argmaxu, (Sa (p)) -

O teorema seguinte apresenta as condi¢oes que sao suficientes para garantir a existéncia de um equilibrio

Walrasiano com referéncia baseado em aspiragoes.

Teorema 3. Se para cada agente o € A a fung¢do ug é continua, estritamente concava, fortemente crescente
e a correspondéncia Q, : R = R ¢é definida por (x), onde a fungio ¢, € convexa, entdo existe um

equilibrio Walrasiano com referéncia baseado em aspiragades.

2

Observagao 3. A hipdtese adicional de que para cada agente o € A sua fungio penalidade ¢, é convexa
implica haver uma aceleracdo da penalidade imposta as cestas que distinguem-se cada vez mais da cesta de
referéncia. Além disso, estamos assumindo que a fun¢do utilidade u, de cada agente o € A seja estritamente

z

concava, enquanto na teoria tradicional de equilibrio geral a func¢do u, € assumida ser estritamente quase-

~

concava. Nossa hipdtese é, nesse sentido, uma hipdtese mais forte do que a assumida usualemente.

Demonstragao do Teorema 3. Seja a € A arbitrario. A correspondéncia S, : R, = R”} ¢ de valor-
compacto, de valor-convexo, possui a propriedade de gréfico fechado e é continua. Segue imediatamente que

T é de valor compacto, de valor convexo e continua.

Fixe y € R"}. A continuidade de u, e de ¢, implica que Q, (y) é fechado. Em particular, dado qualquer
p € R o fato de Qq (74 (p)) ser fechado implica que S, (p) N Qu (7 (p)) é compacto, pois é subconjunto
fechado do compacto S, (p) .

Lema 1. As fungoes ao : R}, — R} ery : R}, — R, definidas respectivamente por aq (p) =

argmax uq (T'(p)) e 7o (p) = argmin ||z — aq (p)|| sdo fungées continuas em R’} .
z€Sa(p)

Demonstrag¢ao. Como u, é continua e estritamente quase-concava e T' é de valor compacto, entdo o Teorema

de Weirstrass garante que a,, ¢ uma funcao bem definida e o Teorema do Méximo implica que a, é continua

em R" ,. Para cada p € R}, o conjunto S, (p) é convexo, de modo que |arg min ||z — aq (p)||| < 1. Defina

z€Sq(p)
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a fungao ¢ : R} x R} — R fazendo ¢ (z,p) = ||z — aq (p)||. Como ||| e aq sao continuas, segue que ¢
também é continua. Como S, (p) é compacto para qualquer p € R’} |, entao o Teorema de Weirstrass implica

que | argmin ||z — aq (p)||| = le 7o € uma fungdo bem definida. O Teorema do Méximo implica que 7, é
€S (vaa)

continua. I

Defina a correspondéncia S}, : R , = R fazendo S}, (p) = Sa (p) N Qa (ra (p)) -

Afirmacao 10. S} ¢é hemicontinua superior.

Demonstragdo. Sejam p € R7} | (p’“) em R’ | convergindo para p e (xk)keN em R tal que para cada k

keN
€ N temos z* € S, (pk) N Qa (ra (pk)) . Como S, é hemicontinua superior, entao existe uma subsequéncia
de (xk)k ey due converge para algum z € S, (p). Abusando da notacdo, vamos denotar esta subsequéncia

também por (mk) A continuidade de r, e de ¢, implica que (ua (mk) — P (ka — Ta (pk) ||))keN con-

keN”

verge para Uq () — ¢q (|2 — 7o (P)|]) > ta (1o (p)) . Concluimos que existe alguma subsequéncia de (mk)keN

convergindo para x € S, (p) N Q4 (T4 (p)) - I

Afirmacao 11. S} é hemicontinua inferior.

Demonstragdo. Sejam p € R}, e O C R} conjunto aberto para os quais existe algum 2 € S, (p) N Qq (7o (p))
N O. Se © = 7, (p), entdo a continuidade de r, garante que existe alguma vizinhanga N (p) tal que para

todos ¢ € Ns (p) temos 1, (q) € O e, evidentemente, 74 (q) € Sa () N Qq (T4 (q)) . Assuma agora que x #
Ta (D)

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que u, () > uq (74 (P)) + ¢, (|| — 7o (P)|]) . Com efeito,
suponha que t, () = uq (To (p))+¢4 (|2 — 7o ()|]) € tome qualquer A € (0, 1). Pela convexidade de ¢, temos
Po (IAz + (L= AN)ra (p) = 7 (D)) = 00 Az =10 (D)) = 00 (Alz =70 (D) + (1 = A) 0) < Apg (& — 7o (P)])
+ (1=XNep, 0) = Ao, (|t —ra(p)]]). Pela concavidade estrita de u, temos u, (Ax 4+ (1 — A)ry (p)) >
Mg (2) + (1 =N ua (ra (p)) = Ma (ra (p)) + Apo (lz =710 @)) + (1 =A)ta(ra(p)) = ua(ra(p)) +
Aoy, ([l =ra D)) = ta (ra (D)) + 0o (J|AT 4+ (1 = X)) 76 (p) — 7o (p)||) - Como O é aberto, podemos escol-
her X suficientemente préximo de 1 de modo que Az + (1 — A)r, (p) € O. E como S, (p) é convexo, con-
cluimos que Az + (1 = A) 7o (p) € Sa (P) N Qo (ra () N O, com ug (Ax + (1 — A) 74, (p)) > uq (1o (p)) +
Po ([[Az + (1 = A)ra (p) = ra (P)I]) -

Como S, é hemicontinua inferior, segue que para cada aberto 0O Co para o qual x € O’ existe alguma
vizinhanca N (p) tal que para todos ¢ € N (p) existe algum y € S, (¢) N O'. Afirmamos que existe
algum aberto Oy C O com z € Oy e alguma vizinhanga N, (p) tal que para qualquer ¢ € N, (p) existe
Yy € So(q) N Op com Uy (Y) > ta (ra (D)) + ©o (ly —ra (p)]]) - Com efeito, suponha que isto nao seja
verdade. Entdo, podemos contruir sequéncias decrescentes (de acordo com a ordem D) de bolas abertas
(Bs, () pen € (Be, (P)) ey tais que Bs, (z) € O e existem qx € B, (p) e yx € Sa (qx) N Bs,, () com uq (yx)
< Uq (Ta (qr))+©0 (lyx — 7o (qx)||) - Observe que (yx ),y converge para x e que (qr), oy converge para p. Pela
continuidade de u,, de r, e de ¢, decorre que u, () < uq (14 (D)) + ¢, (|2 — 70 (p)|]) , uma contradigao.
Portanto, existe alguma vizinhanga N5 (p) tal que para todos ¢ € N (p) existe algum y € S, (¢) N Qu (To (P))
N O. I
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Entao, a correspondéncia S, é de valor compacto e continua, enquanto a fungao u, é continua. Pela quase-
concavidade de u, temos |arg maxuq (So (p) N Qa (ra (p)))| = 1, para todos p € R} . Nestas condigdes, o
Teorema do Maximo garante que a fungao ¢, : R} , = R’} definida por ¢}, (p) = arg max u (Sa (p) N Qa (ra (p)))
= argmax u, (S% (p)) é uma fungéo continua.

Definimos a fungao excesso de demanda agregada Z : R} |, — R} fazendo Z (p) = 3 ¢} (p) — > wa-

a€cA acA

Como para todos a € A a funcao ¢, ¢ continua, entdo decorre que Z ¢é continua.

Sejam o € A, p € R}, e § > 0 arbitrédrios. Temos S, (0p) = Sa (p) , 0 que implica que T' (6p) = |J Sz (0p)

BEA

= ﬁLGJA Sg(p) = T (p). Seguem que a, (0p) = argmaxuq (T (0p)) = argmaxuq (T (p)) = aa (p), ra (0p) =

argmin ||z — aq (6p)| = argmin ||z — aa (p)|| = ra (p) € Qa (ra (6p)) = Qu (ra (6p)) - Entéo, ¢, (dp) = ¢, (p) -
z€S4(5p) z€Sq(p)

Logo, para todos p € R e § > 0 temos Z (dp) = Z (p) .

Afirmacgao 12. (Lei de Walras com referéncia baseada em aspiragoes) Para cadap € R’ | temos p-Z (p) = 0.

Demonstragdao. Sejam oo € A e p € R’} arbitrarios. Vamos mostrar inicialmente que p - ¢}, (p) = p - wa.

Considere o caso em que a,, (p) € S, (p) € observe que neste caso temos rq (p) = aq (p), Qu (aa (p)) =
{aa (P)} € ¢ (p) = aq (p) = argmaxu, (S (p)) . Como u, é fortemente crescente, entdo temos p - aq (p) =

D We.

Agora, considere o caso em que a, (p) ¢ Su (p). Como S, (p) é compacto, entdo segue que 7, (p) €
0S8, (p) entdo p-ro (p) = p - we. Suponha que p- ¢}, (p) < p- wq. Em particular, ¢, (p) € int (S, (p)). Existe
alguma coordenada i = 1,...,n para a qual ¢}, (p); < 7o (p), . Considere qualquer vetor z* € S, (p) tal que
¢ (p); < @7 <ra(p); ez = c(p); para todos j # i. Temos que |lz* —rqo (p)|| < ||z —7a (p)]|. Como

¢, ¢ estritamente crescente e u, ¢ fortemente crescente, entao temos uq (T*) > uq (¢ (p)) > uq (1o (P)) +

?q (et (P) = ra D)) > va (Ta (P)) + @o (|27 — 7o (P)[]) € 2* € Sa (p) N Qa (aa (p)) - Isto contradiz o fato
de que ¢, (p) = argmaxug (S (p) N Qo (ra (p))) -

Para completarmos a demonstragao da Afirmagao, aplicamos o argumento ao final da demonstragao do
Teorema 5.2 na pagina 191 de Jehle e Reny (2001). I

Seja m = 1,...,n qualquer. Definimos Z,, : R, — R"}, a fun¢io excesso de demanda agregada para o

bem m, fazendo Z,, (p) = >_ chm (P) — Y- Wa,m, onde ¢, ,, (p) é a m?® coordenada de c}, (p) € wa,m € a
acA a€cA

m?® coordenada de wy,.

Afirmacgao 13. Seja (pk)keN

para o qual existel =1, ...,n tal que p; = 0. Entdo, param = 1,...,n tal que p,, = 0, a sequéncia (Zm (pk))

uma sequéncia em R’ convergindo para um vetor p = (py, ...,p,) € R\ {0}

keN
é ilimitada superiormente.

Demonstrag¢do. Como p € R\ {0} e w, € R}, entdo > P-wq > 0 e tomando o agente o tal que D - wq,
acA
> P wq para todos o € A concluimos que p - wq, > 0. Além disso, aq, (B) € Sa, B) =T (D) -

* *

Considere a sequéncia (cao (pk)) keN © suponha que (cao (pk)) weN € limitada superiormente. Entao,

*

@

(cjm (pk)) ren © limitada e existe alguma subsequéncia de (c

(pk)) ey due converge para algum z* € R7}.

*

Abusando da notagdo, representamos tal subsequéncia por (cao (pk)) keN - Como a subsequéncia (pk)

keN
converge para p e ¢, ¢ continua, entdo z* = ¢, (p) = aa, (P) = argmaxuq, (1'(p)) -
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Denote por ¢; o [° vetor da base canonica de R™. Considere o vetor T = x* + ¢;. Como u,, ¢ fortemente
crescente, entdo temos Uy, (T) > uq (¢*). Como p; = 0, decorre que p-Z =p-2* + D€, =P - 2* =D - wq,
> 0. Pela continuidade de u, existe algum ¢ € (0,1) suficientemente pequeno tal que uy (0T) > uq (%) €

0 <P-0T < P-way- Mas isto implica que z* # arg maxuq, (T (P)), 0 que é uma contradigdo. Portanto,

*

concluimos que (ca .

(p’“) ) pen € ilimitada superiormente.

Para completarmos a demonstracao da Afirmacdo, podemos utilizar os argumentos ao final da demon-

stragdo do Teorema 5.4 na pagina 196 de Jehle e Reny (2001). I

Para completarmos a demonstragio do Teorema 2, podemos aplicar o Teorema 5.3 de Jehle e Reny (2001)

as Afirmagoes anteriores e ao fato de que Z é contfnua em R7 | .

9 Equilibrio de Nash com Referéncia Baseado em Aspiracao

Na secao anterior aplicamos nosso modelo a uma situcao na qual tanto a aspiracao quanto a referéncia de
cada agente nao dependem das agoes e escolhas dos outros agentes. Porém, pode ser que a aspiragao, a

referéncia e a escolha de um agente sejam afetadas pelas a¢Ges de outros agentes.

Nesta secdo vamos considerar um jogo G do qual participa um conjunto finito de jogadores Z. A funcéo
payoff do jogador i € T é denotada por u;. Um jogador i € T enfrenta seu problema de escolha (S;,T;) do
seguinte modo. Inicialmente ele vislumbra a possibilidade de adotar no jogo alguma estratégia do conjunto
potencial T;. Porém, devido a alguma restricao que lhe é imposta, ele percebe que s6 pode adotar estraté-
gias em um subconjunto restrito S; C T;. N6s consideramos que todos os jogadores estdao enfrentado seus
respectivos problemas de escolha de acordo com o mesmo procedimento e que o bem estar de cada um deles
depende da combinagao entre suas agoes e as agoes dos outros jogadores.

A principio os jogadores consideram que o espago de estratégias conjuntas no qual podem atuar é [] T;.

i€z
Porém, descobrem que o espaco de estratégias no qual podem efetivamente atuar é o espago mais restrito

HI S;i. Suponha que o resultado observado do jogo seja o perfil de estratégias (s;);c; € HISi. Cada um dos
i€ ic
jogadores ¢ € Z pode identificar que, dadas as estratégias que todos os outros jogadores assumem (sj)j eT\{i}

sua melhor resposta seria a; € T;, caso nao lhe fosse imposta qualquer restricao em adoté-la. Porém, ele
pode identificar qual estratégia efetiva r; € S; mais se assemelha a sua aspiracao a;. A referéncia r; induz
o agente a focar sua atengdo a um conjunto de estratégias Q; (r;) . O perfil ((a;,7i,5i));c7 € um equilibrio
de Nash com referéncia baseado em aspiragoes se nenhum jogador ¢ consegue vislumbrar qualquer incentivo

que justifique abandonar s; e adotar alguma outra estratégia s; em S; N Qj(r;).

Se T; é o conjunto potencial de cada jogador i € Z, entdo escrevemos T := [[ T;. Como usual vamos
=
escrever T_; := [] T}, para representar um conjunto de todas as alternativas que todos os jogadores distintos
JET
i

de ¢ podem adotar.

Defini¢ao 6. Para cada jogador 7 € Z considere seu problema de escolha (S;,T;) e alternativas a; € T; e

ri,8; € S;. Dizemos que o perfil ((a;, 7, s;)) ser € equilibrio de Nash com referéncia baseado em aspiragoes

19



associado ao perfil de problemas {(S;,T;)},.7 no caso em que para cada ¢ € Z ocorrem

a; € argmax u; (T;,S—;)
z, €T;

r; € argmin d; (z;, a;)
;€S

s; € argmax u; (z;,$_;)
SiNQi(ri)

onde d; : T? — Ry é uma métrica subjetiva de i e Q; : T; = T; é uma correspondéncia que descreve como
a referéncia r; restringe a atengao de 4 ao conjunto Q; (r;). Observe que o perfil de alternativas (s;), 7 ¢ um
equilibrio de Nash em sentido usual no espago [] (S; N Q; (r:)).

i€z

Vamos ilustrar esta definicdo com um exemplo simples.

Exemplo 1. Considere o jogo do qual participam os jogadores 1 e 2 e cujos respectivos espagos de estratégias
(puras) sao X; = {A4,B,C,D,E,F} e Xy ={A,B,C,D,E,F}.

Vamos assumir que A, B, C, D, E, F, A, B, C, D, £, F sao pontos em dois segmentos de reta descritos
pela figura a seguir

AFDCEB e CAFBDE

e tais que
|A—F|l =2
|F=DJ =3
ID-Cl[ =4
[C—El=1
IE—B| =3
IC—Al=1
A= Fl =2
IF =Bl =3
|B—D| =4
ID—&ll=5
Suponha que a matriz de payoffs do jogo é
Jogador 2
A B C D & F
A (=10 (23)  (0:5)  (0;0)  (=2%-2)  (%4)
Jopador 1 2 B2 (3-1 (5-1) (100 (L1 (2;0)
¢ C (LY (-2-2) L-1) (02 (@D (0:3)
D (=2%3) (L (=L (=13)  (6;2) (2;3)
E (21 (3-2)  (0;1)  (0,0) (2;0) (3;5)
Fo(=L-1) (=100 (0:3) (-1 (0;-2) (=1-2)
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e para cada jogador i = 1,2 e cada estratégia x; € T; defina
Qi (xi) = {yi € Ti - u; (yi, x—i) > u; (x5, x_;) para todos x—; € T_;}

Sejam Ty = {A,B,C,D,E}, T, ={A,B,C,D,E}, 51 =T1\ {A} e So =T\ {C} . Entdo, o perfil (4, D, E), (C, A, D))
¢ um equilibrio de Nash (em estratégias puras) com referéncia baseada em aspiracao dado os problemas no
perfil {(S’i7Ti)}i:1,2’ ou seja,

A € argmax uy (x1,D)

z1€T1
D = argmin ||z, — A
T1€S1
E € argmax uy (z1,D)
SlﬂQl(D)

C € argmax ug (F, z2)
z2€T>

A =argmin ||z —C||
T2€52
D € argmax us (E,x2)
S2NQ2(A)

Agora vamos considerar Ty = {C,D,E, F}, To = {A,B,C,D}, S; = {D,F} ¢ So = {A,B}. Como nao
existe nenhum equilibrio de Nash (em estratégias puras) no espago Sy x Sz, entéo nao existe equilibrio de Nash

com referéncia baseado em aspiragio (em estratégias puras) dados os problemas no perfil {(S;,T;)},_; 5 -

Vamos mostrar que existe um perfil de problemas {(517Ti)}i:1,2 que contém equilibrio de Nash em
sentido usual, mas que nao é equilibrio de Nash com referéncia baseado em aspiragbes. Suponha que 77 =
{A,C,E}, Ty = {C,E,F}, S1 = {A,C} e Sy = {€,F}. Observe que (A,F) é o unico equilibrio de Nash

usual em S x Sz e que E = argmax u; (1, F) e C = argmax uy (A4, z2). Temos C' = argmin ||z, — E| mas
z1€TY z2€T, z1€851
u; (A4,C) < u; (C,C), de modo que A ¢ Q2 (C, E). Segue que nao existe equilibrio de Nash com Referéncia

Baseado em Aspiracao em {(S5;,T3)};_; 5 -

No teorema seguinte apresentamos condigoes que sao suficientes para garantir a existéncia de um equilibrio

de Nash com referéncia baseado em aspiracoes.

Teorema 4. Para cada jogadori € T considere seu problema de escolha (S;,T;) e assuma que i é munido de
uma funcao utilidade u; : X; — R, de uma métrica d; : Tf — Ry e de uma correspondéncia Q; : T; = T;.

Suponha que para cada i as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(a) T; é espago vetorial normado e S;, T; sao espagos métricos compactos e convexos.
(b) u; é continua e para cada x_; € T—; a fungdo u; (-, T_;) é quase-concava.

(¢) Para cada y—; € T—; o conjunto argmin d; (z;,y—;) é convexo.
T, €S;
(d) A correspondéncia Q; é de valor fechado, de valor convexo e hemicontinua superior e a correspondén-
cia S¥ : T; = T; definida por S¥ (x;) = S; N Q; (x;) é hemicontinua inferior.

Nestas condigoes, existe um equilibrio de Nash com referéncia baseado em aspiragoes.

Demonstragdo. Vamos escrever f = [] (TZ X Sf) e F;, =1T1; x S,f para cada ¢ € Z. Tome ¢ € T
=
qualquer.
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Para cada ((a;,7;,5;5)) ;.7 € F definimos

JET

biasp (((@5,75,51))je7) = argmax u; (w1, 5-)

z,€T;
bi,ref (((ajﬂ% sj))jeI) := argmin d; (2, a;)
;€S
biser (((5,75,59));e7) = argmax w; (v, 5-.)
SiNQi(ri)

Deste modo, definimos as aplicagdes b; qsp : F — T € biref, bistr 1 F — S;. O item (a) implica que F &
compacto. O Teorema de Weierstrass e o item (b) implicam que b; s, estd bem definida. Para cada a; € T;
a fungéo d; (-, a;) é continua em S;, de modo que (a) e o Teorema de Weierstrass implicam que b; e ¢ estd
bem definida. Pelos itens (a) e (d) temos que S; N Q; (r;) é fechado e é subconjunto do compacto S;, de
modo que também ¢é compacto. A compacidade de S; N Q; (;) e a continuidade de w; implicam que b; g,

estd bem definida.

Definimos a correspondéncia b; : f — F ; fazendo, para cada ((a;,rj,s;)) e€r,

JjET
bi (((aj’rj75j))j€l') := bi,asp (((aijjaSj))jg) X biref (((aj?rj’sj))jel') X b str (((ajarjvsj))jez) :

A condicao (a) implica que para cada ¢ € Z, F; é um espago métrico compacto e convexo. Segue que f

¢ um espago métrico compacto e convexo.

Definimos a correspondéncia b : [ = F fazendo, para cada ((a;,7;, Sj))jeZ €r,
b (o555 ex) = TLbi (@755
1€

Afirmacgao 14. b é correspondéncia de valor convexo.

/ ’

Demonstragdo. Sejam ((aj,rj,sj))jez € F; ((aj,rj,sj>)jez, ((aj’rj’sj)>jez eb (((aj,rj,sj))jel) e\

. L. . . ’ ’ ’ ” 2 " ’ 7
€ (0,1) arbitrarios. Fixemos i € Z. Temos (ai,ri,si) , (ai T ,si) €b; (((aj,rj,sj))j61> ;a;,q; €argmax
x; €T
roon . ron .
u; (zi,5-4); m;,r; € argmin d; (z;,a;) € s;,s; € argminu,; (z;,5-;) .
z,€8; SiNQi(ri)

1"

7

’
Comowu; (a;,5—i) =u; (a

eXa; + (1 — AN a; € argmax u; (z;,5_;) .
z, €T;

s,i> ew; (-, $—;) € quase-concava, entao u; ()\a; +(1=X a;/, S,Z—) >u, (a;, s,Z-)

De (c) segue que Ar; + (1 —\)r; € argmin d; (2;,a;) .
;€S

Pela convexidade de S; e de @ (r;) temos )\s;- +(1-=X) s;/ €5, NQ(r;). Como u; (s;, S_i) = (s;/, s_i)
e u; (-, 8—;) &€ quase-concava, entao u; ()\s; +(1-X s;/,s_i) > u; (s;,s_i) e Xs; + (1—))s;, € argmax
SiNQ(r:)

i (T4, 5-5) -

’ ’ 1" "

r sl,) + (1-X) (ai/,r si) € b (((aj,rj,sj))jez> e assim

A ((a;7r;,s;>)iez +(1-=X) ((a;/’r;/’s;/))iel €b (((ajmj,sj))jeI) . |

Precisamos mostrar a seguir que a correspondéncia b possui a propriedade de gréfico fechado. Sejam

Portanto, para cada ¢ € Z temos A (a

70
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((aj,75,85)) ez - ((aj,pj,aj))jel € I e considere seqiiéncias (((aj NS ))JEI)neN’ (((Oz;’,p?,a?))jeI)neN
em f tais que ((a?,p?,a?))jez € b(((aj,rj,sj))jez> para cada n € N, ninioo((ay,r;l,sy)) or =

((aj,rj,sj))jez e lim ((a?,p?,o?))jez = ((O‘j’pj’gj))jez' Queremos mostrar que ((aj,pj, j))jez

n—--+oo

cb (((ajﬂ“jv Sj))jeI) :

Fixemos ¢ € T arbitrdrio. Em particular, temos (o}, p',07),c7 € bi (((a] ST ’SJ))jGI) , i’ € argmax

z; €Ty
u; (ml, ) pY € argmin d; (z;,al) e o € argmax u; (m,, ) para cada n € N;  lim (al',rP, s?) =
z; €S; S; ﬂQ( ! ) n—-s—+o0o
(ai,riysi) e lim  (af, pft,o7) = (@i, p;,04) -
n—--+o00

Afirmagao 15. a; € b; qsp (((aj,rj,sj))jez> .

Demonstrag¢ao. Vamos definir a correspondéncia U; : T_; = T; fazendo U; (x_;) = T; para cada z_; € T—;.

Temos que T_; e T; sao espagos métricos e U; é correspondéncia de valor compacto e continua. Definimos

a correspondeéncia f; : T_; = T; fazendo f; (z—;) = argmax u; (x;,z_;) para cada z_; € T—;. Como
;€T
u; € continua em T; x T_; o Teorema do Méximo implica que f; é fechada em s_;. Como o € f; ( _1)
para cadan € N, lim s", =s_; e lim ol = o, segue que o; € f;(s—;) = argmax u; (2;,5—;) =
n—s—+4oo n—s-+4oo z, €Ty

bi.asp (((ajvrjvsj))jez) : |
Afirmacao 16. p; € b ey (((aj’rjasj))jel’>

Demonstrag¢ao. Vamos definir a correspondéncia D; : T; = T; fazendo D; (t;) = T; para cada t; € T;.
D; é correspondéncia de valor compacto e continua. Definimos a correspondéncia g; : T; = T; fazendo

gi (t;) = argmin d; (z;,t;) para cada t; € T;. Vamos definir a métrica M; : T? x T? — R fazendo
z, €T;

M; ((ml, Yi) s (x;, y;)) = max {di (:ci7 :c;) ,d (yi, y;>} para cada (z;,y;) , (x;, y;) € T?. Utilizando M; podemos
mostrar que d; é continua, bastando observar que para cada € > 0 e para cada (z;,y;), (x;7y;) € T? com
Maximo sabemos que g; é fechada em a;. Como pl’ € g; (a?') paracadan € N, lim al =a; e lim pf

n—s-+4oo n—s-—+oo

< €. Pelo Teorema do

= p;, segue que p; € g; (a;) = arg Hgin di (i, a;) = bires (((aj7rj’3j))jel') . |
T,ES;
Como @; é hemicontinua superior e o € Q; (r!') para cada n € N, entdo tomando uma subseqgiiéncia de

(0}) ey due converge para um ponto de Q; (r;), concluimos que o; € Q (r;) . Logo, o; € S; N Q; (7).

Afirmacao 17. 0; € b; g (((aj,rj,sj))jez).

Demonstra¢ao. Suponha existir 0; € S; N Q; (r;) tal que u; (O’;, s_i) > u; (04, 5—;) . Como pela hipétese (d)

a correspondéncia S; N Q; () ¢ hemicontinua inferior, entdo existe (z]'), oy tal que zj' € S; N Q; (r7') para

3 n _ /' n on ! . n o gn
qualquer n € Ne lim Z, = 0,. Como (Zz 7572')” converge para (0;,S5—; | € (Ui ’s*i)neN converge para

n—-+oo eN
(0i,5—;), entdo pela continuidade de u; existe algum ny € N tal que para todos n € N com n > ng temos

u; (27,8";) > u; (oF,s";) e o ¢ argmax u; (x;,s™;), uma contradi¢do. Logo, 0; € argmax u; (z;, s_;) =
Sin(rf) SiNQi(ri)

bi str (((ajvrj’sj))jez) . I
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Portanto, (o, p;,0;) € b; (((aj,rj, 55)) > . Como 1 é arbitrario, entdo concluimos que ((aj,pj,aj))

jeT jex

eb (((aj, Tj, Sj))jel) . Segue que b é correspondéncia de gréfico fechado.
Aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Glicksberg-Fan & correspondéncia b, obtemos ((c, p;,04));cr €
F tal que ((ovi, p;;0i));er € b(((w,p4,04));e7) - Este ponto ¢ o equilibrio de Nash com referéncia baseado

em aspiragoes.
|

Uma das premissas importantes do Teorema 2 é a de que a correspondéncia S; N Q; (+) de cada jogador
i € T é continua. Vamos apresentar explicitamente um caso em que todas as premissas do Teorema 2 sao
satisfeitas. Considere um jogo finito G com 2 jogadores tal que o espago de estratégias puras de cada jogador

i = 1,2 é um conjunto com dois elementos denotado por A; = {a;, 5;}.

Dado o jogador ¢ sejam T; o espaco de todas as estratégias mistas de ¢; u; : 7; X T_; — R uma funcéo
utilidade esperada von Neumann-Morgenstern de ¢ e d; a distancia Euclidiana. Deste modo todas as hip6teses
(a), (b) e (c) estao satisfeitas. Em particular, para todos os jogadores i € 7 assumimos o espago vetorial

Euclidiano (77, ||||) e para cada y; € T;, argmin ||; — y;|| € um conjunto unitério.
T €55

Fixe ¢ € 7 arbitrério e assuma que para cada par de estratégias mistas xz;, y; € T; existe alguma estratégia

mista z_; € T—; tal que u; (x4, 2—;) # w; (yi,2—;). Para cada x; € T; defina
Qi (x;) ={yi € T; : ui (yi,x—;) > u; (x5, x—;) para todos x_; € T_;} ()

Proposigao 7. Q; é de valor convexo, de valor compacto e hemicontinua superior e S; N Q; (+) é hemicon-

tinua inferior.

Demonstragao. (a) Q; é de valor convexo e de valor compacto: Fixe z; € T; qualquer. Sejam y;, y; € Qi (z;)
e A € [0, 1] arbitrarios. Temos u; ()\yi +(1-X) y;,x_i> = (Yi,x—i) + (1 — Ay (y;,x_i> > A (T4, 2—5)
+ (I =N w; (z5,2—;) = u; (x;,x—;) para todos xz_; € T_;, de modo que Ay; + (1 —A) y; € Q; (z;). Como
Q; (z;) é subcontjunto do Simplex de Ri que por sua vez ¢ um conjunto limitado, entdo Q; (z;) é também
limitado. Sejam y; € T; e (y}'),cy em Q; (2;) tal que lini Yy = y;. Pela continuidade de u; em T; x T_;
temos u; (y;, 2—;) = nin—&l-oouz (Y, x—;) > u; (@, x—;) para todos x_; € T_;, de modo que y; € Q; (x;) . Segue

que Q; (z;) é fechado e portanto, compacto.

(b) Qi & hemicontinua superior: Sejam (x7), oy, (UF),cny em Ti € z; € T; tais que  lim 27 = z; e
n—-s-4oo

yi' € Qi (7') para cada n € N. Como T; é compacto, entdao existem (y;'*), .y Uma subseqiiéncia de (y}'), cy

e y; € X; tais que L lim " = y;. Fixe _; € T_; arbitrario. Pela continuidade de u; temos u; (y;, z—;) =
+
hIIl U; (yznkvxfl) 2 hm Uq (Z’z kaxfi) = U (mz, ) Segue que y; S Q1 (mz) .
k—+oc0 k—+oco

(¢) S; N Q;(-) é hemicontinua inferior: Sejam x; € T; e O C T; um aberto tais que S; N Q; (z;) N
O +# @.Sexz; € S;NQ;(x;) N O, entdao basta tomar qualquer vizinhanga N (z;) C O tal que Nj (z;) N
Si # & (o que pode ser feito porque existe alguma sequéncia de elementos de S; convergindo para z;), de
modo que para todos y; € N (z;) N S; temos y; € S; N Q; (y;) N O. Considere o caso em que z; ¢ S; N
Qi(xz;)) N O esejay; €85 NQ;(x;) NO. Para qualquer z_; € T_; temos u; (y;,x—;) > u; (x;,x_;), de
modo que u; (y;, —;) > u; (T, _;) ou u; (yi,ﬂ_i) > uy (a:i,ﬁ ) Com efeito, se ocorressem uz (yz, 1)

w; (T, ;) € uy (yi,ﬂ_,t-) = u; (xi,ﬁ_i) , entao para qualquer A € (0,1) terfamos u; (yi, Aa_; + )
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= U; (mi,)\a,i + (1 - )\) 571) .

Assuma que u; (y;, a—;) > u; (z;,a—;) e que u; (yi,ﬁﬂ-) > u; (xi,ﬁfi). Como u; (~7ﬁ7i) ¢ continua no

conjunto compacto S;, entao existe z; € arg maxu; (zi, 15} _i) . Pela continuidade de u; existe algum A € (0, 1)
2;€S;
arbitrariamente préximo de 1 tal que Ay; + (1 — ) 27 € O e u; (A\y; + (1 — X) 2f,a—;) > w; (2, a—;) . Temos

w; (Ayi + (1= N) 27, 8_;) = M (v, B_) + (1= N, (27, 8_;) > u; (25, 8_;) . Denote w; = Ay; + (1 — ) 2}
e observe que w; € S;, devido & convexidade de S;. Além disso, acabamos de mostrar que u; (w;, a—;) >

w; (w5, 03) e w; (wi, B_;) > wi (x4, ;) .

H& duas possibilidades que devemos considerar. Suponha que z; € argmaxu; (zi,ﬁ_i). Neste caso,

2, €8;
u; (w,;, 5_1-) = u; (:ci, ,B_i) e devido & continuidade de u; existe uma vizinhanca N (z;) tal que para todos
x; € N (z;) temos u; (wi, ) > u; (ac;,a,i) e Uu; (wi,/B_i) = u, (xi,ﬂ_i) > (w;,ﬂ_i> . Suponha que

x; ¢ argmaxu; (zi,ﬁﬂ-). Neste caso, u; (wi,ﬂﬂ-) > uy (mi,ﬁﬂ-) e devido a continuidade de w; existe
z; €S

uma vizinhanga N5 (x;) tal que para todos x; € N5 (z;) temos w; (w;,—;) > u; (:L‘;,Oz_i) e u; (wi,ﬂﬂ-)
> U (x;,ﬁﬂ-) . Em ambas as possibilidades, para quaisquerx; € Ns(z;) e z_; € T_; temos u; (wy, z_;) >

Us (x;,x,i), de modo que w; € S; N Q; (:E:) N oO. I

Exemplo 2. Vamos considerar o jogo Batalha dos Sexos (apresentado em Fudenberg & Tirole (1991)).
(0;0) (21)
(1;2) (0;0)

Si:{(aivﬁi)ERi504i+5i:1€%'§04i§5i}

Sejam

Ti:{(ai,ﬁi)ERi_:ai+Bi:167;§ai§5;}

onde 0 < v, < 7, <8 < 5; < 1, para todos i = 1,2. Temos u; ((a1, 1), (a2,85)) = Bias + 20185 =
a1 (2 —3a2) + as e uz (a1, 8), (a2,85)) = 26,2 + @185 = a1 + a2 (2 — 3ay) . Assuma @; definida por

(¥) para ambos jogadores i = 1,2. E 6bvio que

(01,1 —07) = argmin ||(aq,8;) — 5/1,1—6/1
(a1,81)€51
(71,1 =) = argmin |[(a1, 8;) —

(
(@1,81)€51 (
(
(

(02,1 —d2) = argmin ||(ag,By) — (9,1 — g ‘
(a2,B5)€S2
(Y2, 1 —72) = argmin [[(ag, B3) — 72,1—72)‘

(a2,B5)€ES2

(a) Consideremos o caso em que 01,92 < %: Temos

wi (05,1 —=0;),(0—4,1 —0-3)) = max u; ((o,05;),(0-i, 1 —0-;))
(ai,3;)€S;

u; ((5;, 1- 5;) (01— 5,1-)) = max w (i B;), (01,1 —5_;))

(vi,8;)€T;

25



para todos i = 1, 2.

(b) Consideremos o caso em que 3 < 7, e §; < 2 : Temos

ur (71,1 =71) (62,1 = 62)) = (0, B Ui (o, B81), (62,1 = 62))
ur (1 1-71) 021 =62)) = max i (01, 51), (52,1 = 62)
uy (v, 1 =71) (02,1 —02)) = (0 B i (v, 1 =71) 5 (@2, B2))
up ((% 1—=71), (5'27 1- 5;)) = oA Ui (V1,1 =), (@2, 82))

(c) Consideremos o caso em que v; < 2 < §; para ambos i = 1,2 : Os equilibrios de Nash em S; x S,
sdo os perfis (01,1 — 1), (Yo: 1 = 73)), (71,1 —=71), (62,1 = 62)) e ((3.3),(%,5)). Além disso, temos

(01,1 =461) = argmax u; (1, 1), (72,1 = 72))

(a1,B81)€Th
(72a 1- 72) = argmax uz ((617 1- 51) ) (a2aﬁ2))
(ag,ﬁQ)GTQ
(v1:1=71) = argmax uy ((a1,8;),(d2, 1 — d2))
(a1,8,)€TL
(62,1 —62) = argmax uz ((v1,1— 1), (@2, 58,))
(av2,B2)ET>
(%7 %) = (argﬁn)lax U; ((051761) ’ (%7 %))
(3,3) = argmin||(e:,8;) = (3, 3)]]
(viy8;)€ES:

para cada i = 1, 2.

(d) Considere o caso em que y; < 2 < 4§y e 2 < 7, : O equilibrio de Nash em Sy xSz é (7,1 —71), (2,1 — 82)),

com
(71,1 —=71) = argmax u; ((a1,6;), (02,1 — d2))

(al,ﬁl)ET1
(62,1 —d2) = argmax uz ((v1,1 —71), (a2, B2))

(a2,B5)€ET>

(e) Considere o caso em que ; < 2 < 67 e d < 2 : O equilibrio de Nash em 1 xS € ((61,1 — 61), (v2,1 —72))

com
(613 1- 51) = argmax uj ((alaﬂl) ) ('72) 1- 72))
(a1,B81)ET
(V2,1 —7,) = argmax uz ((d1,1 - d1), (az, 55))
(2,B5)€T2

Neste jogo, em todos os casos (a)-(e), a referéncia de cada agente coincide com sua estratégia no equilibrio

de Nash em S7 x Ss.

10 Consideracoes Finais

Neste artigo apresentamos algumas aplicagoes de nosso modelo de preferéncia revelada com referéncia baseada
em aspiragoes a alguns tépicos tradicionais da teoria econémica. Isso mostra que o modelo é capaz de ampliar

o escopo de andlise desses tépicos e sugere que pode ser aplicado a outros temas da andlise econdmica.
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Na primeira aplicagdo, a aspiracao e a referéncia de cada agente é independente das acbes dos outros
agentes, do mesmo modo que na andlise econdmica de ambientes de competicdo perfeita. Na segunda
aplicacao, ao contririo, a aspiragao e referéncia de cada agente depende das decisdes dos outros agentes.
Nos dois casos, com as adaptacoes adequadas em relagao & abordagem usual, mostramos a existéncia de

equilibrio do modelo.

Parte IV

NOTA A RESPEITO DE "EQUIVALENT
COMPARISONS OF INFORMATION
CHANNELS"

11 Introducao

Nakata (2011) apresenta um modelo de aquisi¢do de informagdes no qual o agente ndo sabe que pegas de
informacgao estao sendo perdidas no processo. Seus resultados estao fortemente baseados nos resultados de
Dekel et al (2001) — daqui por diante denotado por DLR. Nesta nota apresentamos alguns problemas nos

resultados propostos por Nakata e mostramos como podemos corrigi-los.

Na préxima segao apresentamos o arcabougo formal e introduzimos os principais conceitos relacionados
a representacao com a qual trabalharemos a seguir. Na se¢ao 13 discutimos os problemas no Teorema 1 de
Nakata. Inicialmente observamos que apesar da definicao de representagao EU fraca proposta por Nakata
exigir que todos os conjuntos de nés de informagao neste tipo de representagao sejam finitos, nenhum dos
axiomas apresentados por ele sao capazes de garantir que isto ocorra. Este é um problema menor o qual
podemos corrigir simplesmente ao ignorar o requerimento de trabalhar com conjuntos de nés de informacgao
finitos. Porém, hd um outro problema associado ao Teorema 1 de Nakata: o axioma de continuidade utilizado
por Nakata nao é forte o bastante para implicar na representacao pretendida. De fato, nds apresentamos um
exemplo que ilustra o fato de que os axiomas de Nakata nao sdo suficientes sequer para garantir que a relagao
de preferéncia sobre canais de informagao seja representdvel por uma fungao de utilidade. Posteriormente

mostramos como fortalecer o axioma de continuidade de Nakata de modo a obter a representacao desejada.

Na secao 14 argumentamos que o Teorema 2 de Nakata também sofre dos mesmos problemas do seu
primeiro teorema. Este problema pode ser corrigido da mesma maneira que fizemos em relagao ao primeiro
resultado, mas no caso do segundo resultado podemos fazer ainda mais. Mostramos que quando estamos
tratando de representacoes EU ordinais, que é o caso do segundo teorema, nés podemos impor um axioma

adicional que garante que todos os conjuntos de nés de informagao sao finitos.

Finalmente, na secao 15 nés discutimos o Teorema 3 de Nakata, que trata de representagoes EU finitas
mondétonas aditivas. Novamente, seu resultado sofre dos mesmos problemas apontados acima. Contudo,
neste caso, nao basta fortalecermos o axioma de continuidade. N6és mostramos através de um exemplo

que mesmo se fortalecermos o axioma de continuidade de Nakata do mesmo modo como fizemos nos casos
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anteriores, ainda assim nao podemos obter a representacao desejada. Por isso apresentamos um postulado
adicional e mostramos como sua combinacao com os outros axiomas implica na versao correta do Teorema
3 de Nakata.

12 Arcabougo e Representagoes

Vamos denotar por J o conjunto finito de canais de informagoes. Sejam C o conjunto finito de ’resultados’
ou ’prémios’ e A (C) o conjunto de todas as distribuigbes de probabilidades (loterias) sobre C. Denote por
B (A (C)) a classe de todos os subconjuntos fechados e néo vazios de A(C), o qual dotamos com a métrica
de Hausdorff?.

Referimo-nos aos elementos de B (A (C)) como menus e notamos que o espa¢o de menus é compacto. O
agente possui uma relagdo de preferéncia (uma relagéo bindria transitiva e completa) 7 sobre J x B (A (C)) .
Como usual, denotamos a parte simétrica de = por ~ e a parte assimétrica por > . Consideraremos a seguinte

definicao:

Definicao 7. Uma representagio EU fraca é uma lista ordenada ({M;, p;}jer,U) que satisfaz:

i Para cada j € J, M; é um conjunto qualquer;

ii U:A(C) X UjegM; — R é uma funcao tal que, para cada j € J e cada m; € M;, U(.,m;) é uma
funcao utilidade esperada, isto é, existe uma funcéo u : C' — R tal que, para todos p € A(C), U(p, m;)

= 2 sec P(@)u().

iii As fungdes ¢, : RMi — R sdo tais que a fungdo v : J x B(A (C)) — R definida por

v(j, B) == ¢, (<r§1€a§U(p’ mj)>mj€Mj> ’

para todos j € J e todo B € B(A(C)), é continua.

Se todos os conjuntos em {M;} ;e s sdo finitos , dizemos que ({M;, ¢;}je7,U) & uma representagio EU

fraca finita.

Nakata estabeleceu duas condigoes adicionais na definicao de representacao EU fraca, mas elas referem-se
apenas & inexisténcia de elementos irrelevantes e redundantes nos conjuntos em { M };cs e iremos ignors-las

aqui.’

Dizemos que a representacdo EU fraca ({Mj,¢;} ez, U) representa a relagio de preferéncia 7 sobre

J x B(A(C)) se a funcao v definida no item (iii) da Definigao 7 satisfaz

Para todos 4,j € J e A,B € B(A(C)) temos (3, A) 7 (4, B) se, e somente se, v(i, A) > v(j, B).

2Nakata (2011) segue DLR e define B(A(C)) como a classe de todos os subconjuntos de A(C). Nés restringimo-nos a
subconjuntos fechados de A(C) para simplificar a exposicdo.
3Dado j € J , dizemos quc mj € Mj ¢é relevante se para qualquer vizinhanga N5 (m;) existem A, B € B(A (C)) com A »

B e tais que para todos m € M;\Ns (m;) temos max u (p, /}> = max u <p, ) .
pEA M pEA
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Precisaremos também das seguintes defini¢Ges:

Definigao 8. Uma representa¢io EU ordinal é uma representacio EU fraca ({Mj7goj}j€j,U) onde os
agregadores {¢; }je7 sdo todos estritamente crescentes em seus dominios relevantes, ou seja, sdo estritamente
myeM; A e B(A(C))}. Novamente, se todos os conjuntos em {M,} ez

sao finitos, nés dizemos que ({M;;, ®; }ieg,U) & uma representacao EU ordinal finita.

crescentes em {(max,e4 U(p,m;))

Definicao 9. Uma representacio EU aditiva mondtona finita ¢ uma terna ({Mj, (ty,; )m;em; tjeg, U) tais

que

i Para cada j € J, M; é um conjunto finito;

ii Para cada j € J, (fy,, )m;em; € RYY.

Dizemos que ({M;, (i, )m;em; }jeg, U) representa 7 se ao definimos {¢;}je7 por ¢;(€) =32, p, Hm, €(15)
para todos j € J e todos £ € RMi| entdo ({M;, ¢;}jes,U) é uma representagao ordinal finita de .

13 Caracterizacao da EU fraca Representacgoes

O Teorema 1 em Nakata (2011) afirma que qualquer representagdo EU fraca é caracterizada pelos seguintes

postulados:

Axioma 7 (Continuidade). Dados j € J and A € B(A(C)), os conjuntos {(j,B) : B € B(A(C)) e
(G, A) = G, B)} ¢ {(j. B): BEBA(C)) ¢ (G, B) = (j, A)} siio abertos.

Axioma 8 (N&o trivialidade). Dado qualquer j € J, existem A ae B em B (A (C)) tais que (j, A) > (j, B).

Axioma 9 (Indiferenca & Randomizacio). Para todos j € J e A € B(A(C)), (4, A) ~ (j,conv(A)), onde

conv(A) denota a envoltdéria conveza de A.

A primeira coisa a ser notada no sistema axiomaético acima é que nenhum dos axiomas estd relacionado
com o fato de que todos os conjuntos em {M;};cs s@o finitos. De fato, se J é um conjunto unitério,
o arcabougo de Nakata reduz-se ao arcabougo do DLR e é sabido que neste caso pode ser necessdrio um
numero infinito de estados para encontrar-se uma representagao EU fraca de uma relacao que satisfaga os
axiomas acima. Este é um problema menor e no restante da se¢do admitiremos que os conjuntos {M,};c7s
possam ter um nimero infinito de elementos. Deste modo, trabalharemos com representacoes EU que nao

necessariamente sejam finitas.

O outro problema com o Teorema 1 de Nakata é que o Axioma de Continuidade acima € insuficientemente
forte para garantir que - admita uma representacdo EU fraca. De fato, como mostra o exemplo a seguir,

nao é forte o bastante para garantir sequer que =~ admita uma representagio por funcdo utilidade.

Exemplo 3. Sejam J := {j,j }, C := {z,y} e u: C — R definida por u () := 1, u (y) := 0. Defina uma
relagao de preferéncia - sobre J x B (A (C)) fazendo
max Fp(u) = maxF, (u)
(k,A) = (I, B) se, e somente se, maxFE,(u) > maxF,(u) ou e (1)
PEA pEB

k=jel=j
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Pode ser facilmente verificado que 7 satisfaz todos os axiomas acima. Porém, podemos mostrar que
7 ndo admite representacdo por uma fungéo utilidade. Com efeito, suponha que existe uma function W :
J x B(A(C)) — R tal que, para cada (k, A),(I,B) € J x B(A(C)) temos

W (k, A) > W (I, B) <= (k, A) = (I, B).

Isto implica que para cada X € [0,1] nés temos W (j, {Az+ (1 — A) y}) > W (5, {A\z+ (1= A)y}) e, portanto,
podemos tomar um niimero racional gy € (W (5, {\z + (1 — X)y}), W(j, { z+ (1 — X)y})). Como W repre-
senta =, para cada A\, \ € [0,1] tal que A > A’ nés temos gy > WG, e+ 1-Ny}) > W3, {INz+1-N)y})
> q,/. Deste modo, constatamos que q(y ¢ uma funcao injetiva de [0, 1] para Q, o que ¢ um absurdo. Con-

cluimos que - ndo pode ser representada por uma fungao utilidade. I

Para evitarmos situacoes tais como a ilustrada no exemplo anterior, nés precisamos reformular o Axioma

de Continuidade apresentado acima.
Axioma 10 (Continuidade II). Dados j € J e A € B(A(C)), os conjuntos {(j',B) € J x B(A(C)) :
(4',B) = (j,A)} e {(4/,B) e T x B(A(C)): (j,A) > (', B)} sdo abertos.

Noé6s podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 5. A relagdo de preferéncia 7 satisfiaz Aziomas 9 e 10 se, e somente se, admite uma representa¢ao
EU fraca.

14 Characterizagcao da EU ordinal Representacgoes

Vamos considerar agora os seguintes postulados.

Axioma 11 (Independéncia Fraca). Se A C B, entdo para todos A € (0,1], B € B(A(C)) ej € J,

Axioma 12 (Monotonicidade). Se B C A, entdo (j, A) =, (4, B) para todos j € J.

O Teorema 2 de Nakata afirma que os Axiomas 7, 8, 11 e 12 caracterizam as relacoes de preferéncia que
admitem uma representacdo EU ordinal finita. Esta afirmacdo sofre dos mesmos problemas associados ao
seu primeiro resultado e, em particular, o Exemplo 3 satisfaz todos os axiomas acima também. Novamente,
a maneira de remediar esta situacao é passar da Continuidade para a Continuidade II. Contudo, neste caso

também devemos garantir a finitude de todos os conjuntos em {M;};c 7. Considere o postulado a seguir:

Axioma 13. Dados quaisquer A € B(A(C)) e j € J, existe um menu finito B C A tal que (j, A) ~ (j, B).

Noé6s podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 6. A relacio de preferéncia 7 satisfaz os Aziomas 8, 10, 11 and 12 se, e somente se, admite uma
representa¢ao EU ordinal. Sobretudo, - admite uma representagiao EU ordinal se, e somente se, satisfaz

~

todos os axiomas prévios e mais o Axioma 13
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15 Caracterizacao da EU aditiva monétona Representacoes

Considere o seguinte postulado.

Axioma 14 (Independéncia). Se (j, A) = (4, B), entdo para todos A € (0,1] e B € B(A(C)) nds temos

(j,AA+ (1 —=X\)B) = (j,AB+ (1 — \)B).

O Teorema 3 de Nakata afirma que os Axiomas 7, 8, 12 e 14 caracterizam as relacoes de preferéncia que
admitem uma representacao EU aditiva monétona finita. Mais uma vez, sua afirmagao sofre dos mesmos
problemas que as versoes das segoes anteriores. Isto é, nao sao suficientes para garantir que os conjuntos
M’s sao finitos e Axioma 7 ndo assegura que a relacdo - possa ser representada por uma funcao utilidade.

Note que o Exemplo 3 satisfaz todos os axiomas acima.

Como fizemos na se¢do anterior, isto pode ser corrigido parcialmente ao substituirmos o Axioma 7 pelo
Axioma 10 e ao adicionarmos o Axioma 13 ao sistema axiomadtico acima. Contudo, como mostra o exemplo
a seguir, isto ndo é o bastante para garantir que 77 admite uma representacdo EU aditiva mondtona finita.
Antes de apresentarmos o exemplo, vamos estabelecer o seguinte postulado:

Axioma 15. Para quaisquer jk € J, A,B,A",B" € B(A(C)) e A € (0,1), se (j,A) ~ (k,B) e (j,A') ~

’

(k,B), entio (,MA+ (1 =N A) ~ (k,A\B+ (1 —\)B).

Pode ser facilmente verificado que se - admite uma representagdo EU aditiva monétona finita, entdao 7
satisfaz o Axioma 15. Porém, os Axiomas 8, 10, 12, 13 e 14 ndo implicam o Axioma 15. Este é o teor do

exemplo seguinte:

Exemplo 4. Sejam J := {j,k} e C := {x,y}. Defina

uj(z) == 9u;(y) == 1;
ug (x) == 1;ug(y) :== 3.

Defina a funcio V : 7 x B(A (C)) — R por

V(j: A4) := max (p(z)u;(z) + p(y)u;(y))

pe

2
V0, 4) = (ma (o) o) + p0)r (1))
para qualquer B € B (A (C)). A preferéncia 7 representada por V satisfiaz os Axiomas 8, 10, 12, 13 e 14.
Porém, néo satisfaz o Axioma 15. Com efeito, sejam A := {z} =: B’ and A" := {y} =: B. Note que V (j, 4)
=9=V(kB), V(§,A)=1=V(kDB), mas V(j,2 A+ 1A4) =5 >4 = V(k, 1B+ 1B). Isto ¢, (j,A)
~ (k,B), (4, A/) ~ (k:,B/), mas (7, %A + %A,) = (k, %B + %B/). Logo, Axioma 15 nao ¢é satisfeito, o que

implica que 7~ admite uma representacdo EU aditiva monétona finita. I

No6s mostramos acima que Axioma 15 é uma condi¢ao necessdria para uma representagao aditiva moné-
tona. O resultado abaixo mostra que a combinagdo do Axioma 15 com os outros postulados considerados no

Exemplo 4 é suficiente para gerar esta representacao.

31



Teorema 7. A relacio de preferéncia 7 satisfaz os Axiomas 8, 10, 12, 18, 14 e 15 se, e somente se, admite

uma representacdo EU aditiva mondtona finita.

A  Demonstracoes dos Teoremas

A.1 Demonstracao do Teorema 5

Como a demonstragdo de que os axiomas sdo necessarios para a representagdo proposta baseia-se em argu-
mentos padrao, entao iremos mostrar apenas que os axiomas sao suficientes para garantir que =~ possua uma
representacao EU fraca. B(A(C)) é espago métrico compacto, conexo e separdvel, de modo que J x B(A(C))
¢ um espago métrico separdvel. Pelo Axioma 10, 77 ¢ uma relagdo de preferéncia continua em J x B(A(C)).
Entao podemos invocar o Teorema de Representagdo de Debreu para garantir a existéncia de uma fungao
continua v : J x B(A(C)) — R tal que para todos os pares (i, A), (5, B) € J x B(A(C)),

(1,4) Z (4, B) <= v (i, 4) = v(j, B)

Fixe j € J e defina a relacdo 27; C B(A (C))* fazendo A 7 B se, e somente se (j,A4) 2 (j,B). O
Teorema 1 em DLR implica a existéncia de um conjunto de estados M, uma funcao dependente de estados
Uj : A(C) x Mj — R e um agregador v, : RMs — R tais que, para todos 4, B € B(A (C)),

Az B < 7, <maxU—(p,m-)> >, <maxU-(p,m-)>
! ]< peA ! ! m;EM; ! peB ! ! m;EM;

e para todos m; € M;, U;(.,,m;) é uma funcdo utilidade esperada. Como 2Z; concorda com 7 em {j} x
B(A(C)), segue quese A, B € B(A(C)) sao tais que v, ((maxpeA U(p, mj)>mjeMj) =7; (<maxpeB Ulp, mj)>mjeMj),
entdo v (j, A) = v(j, B). Entdo, podemos definir sem ambiguidades a fungao ¢; : RMi — R fazendo

© { v(j, A); se existe algum A € B(A (C)) com {max,ea Uj(p,m;)},, crq. =§
SO‘] = J J

0; caso contrario

Defina U : A(C) x UjegM; — R fazendo U(p,m;) := U;(p, m;) para todos j € J e m; € M;. Como,
para todos j € J e A € B(A(C)), v(j, A) = ¢;({maxpea U(p,m;))m;em; ), entdo ({M;, ¢;}jes,U) € uma
representacdo EU fraca de 7. |

A.2 Demonstragao do Teorema 6

Novamente, como a demonstragao de que os axiomas sao necessdrios para a representagao proposta baseia-
se em argumentos padrao, entao iremos mostrar apenas que os axiomas sao suficientes para garantir que
7~ possua a representagio desejada. Para mostrarmos que os axiomas sdo suficientes para a representago
proposta, iniciamos a argumentagao como na demonstragao Teorema 5 usamos o Teorema de Debreu para
encontrarmos uma funcdo continua v : J x B (A (C)) — R tal que, para todos (i, A), (j, B) € T xB (A (C)),

(i,4) Z (4, B) <= v (i, A) = v(j, B).
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Fixe j € J arbitrario e defina a relacao Z; C B (A (C)) x B(A (C')) por A Z; B se, e somente ser, v (j, A)
> v(j, B). Como v representa 27, entdo 7; satisfaz todos os axiomas enunciados no Teorema 3 de DLR. Isto
implica a existéncia de um conjunto de estados M, uma fungado dependente de estados U; : A(C) - R e

um agregador estritamente crescente v, : RMi — R tais que, para todos 4, B € B(A(C)),

Ar; B < 7, {maxU-(p,m-)} >, {maxU-(p,m-)}
! ]< peA ! ! mjEM; ! reB ! ’ mjeM,;

e, para todos m; € M;, U;(.,m;) é uma funcgao utilidade esperada.

Repetindo os passos da demonstracao do Teorema 5, obtemos uma representagao EU fraca ({ M, ®; ties,U)
de -, com a propriedade adicional de que cada agregador ; € estritamente crescente em seu dominio rele-
vante. Isto &, ({ M, ;}je7,U) ¢ uma representacdo EU ordinal de 7. Também de DLR, sabemos que cada
conjunto M; pode ser escolhido de modo a nao possuir estados redundantes. Isto é, para cada j € J and
4

para distintos m; e m; em M;, U(-,m;) e U(-,m}) representam diferentes preferéncias nao triviais.

Mostremos agora que o Axioma 13 implica que cada conjunto M; é finito. Fixe j € J qualquer e tome
A € B(A(0)) tal que existam py € A(C) e d > 0tal que A :={g€RT : [lg—pol| <5 e > ccalc)=1}7

/
J
que arg maxpe 4 U(p, m;) # argmax,ea U(p,m)) e os conjuntos arg max,ea U(p, m;) e argmax,ea U(p, m})

sdo unitdrios. Considere qualquer B € B (A (C)) finito tal que B C A. Para todos j € J e todos m;

Devido ao fato de A ser uma bola fechada em B (A (C)), dados quaisquer pares m; e m/; em M, nés temos

€ M, temos max,ep U(p,m;) < maxpca U(p, m;). Agora, suponha existir algum j € J para o qual o
J
Com efeito, se assim nao fosse, terfamos max,cp U(p,m;) = maxpea U(p,m;) para todos m; € M; e

conjunto M, é infinito. Deve existir algum m* € M; such that max,cp U(p,m;) < max,ca U(p,m;).

devido a finitude de B e infinitude de M; encontrariamos m/, m;»' € M; distintos tais que max,e 4 U(p, m})
= maxyep U(p, m};) = maxpep U(p, m;./) = maxpea U(p, m;./)7 uma contradi¢do. Como ¢; ¢ estritamente
crescente e ({M;, ¢;}jes,U) representa 7, isto implica que (j, A) = (j, B). Logo, para qualquer subconjunto

B de A nés temos (4, A) = (4, B), o que contradiz o Axioma 13. |

A.3 Demonstracao do Teorema 7

Mais uma vez, apresentaremos a prova de que os axiomas sao suficientes para a representagao desejada,
pois a prova de que a representagao implica nos axiomas segue de argumentos padrao. Nossa demonstragao
baseia-se na indugdo sobre o nimero de elementos de J. Se |J| = 1, entdo estamos no arcabougo de DLR
e o resultado segue do Teorema 2 em Dekel et al (2007) e da observagédo de que o Axioma 13 implica que
o nimero de estados em uma representacdo EU ordinal sem estados redundantes deve ser finito. Assuma
agora now que a representagao é verdadeira quando o conjunto de servicos de informagao possui n elementos
e considere | J| = n+1. Sem perda de generalidade, podemos escrever 7 := {1,...,n+1}. Por Continuidade
IT e pela compacidade de B (A (C)), para cada j € J existe A; € B(A(C)) tal que (j,B) Z (j,A;) para
todos B € B(A(C)). Podemos ordenar os elementos de J de modo que (n+1,4,,,,) = (j, A;) para todos
j € J. Considere a restrigdo de - a (J \ {n + 1}) x B(A(C)). Pela hipétese de indugdo, esta restrigdo

admite uma representacdo EU aditiva monétona finita ({M;, <ij>
m;E

M_}jej\{n+1},U). Para cada j €

‘Dado j € J, a preferéncia Zm; representada por U (-,m;) ¢ ndo trivial no caso em que existem p,q € B (A (C)) tais que p
>‘mj q.
5Dados p,q € A (C) quaisquer, nés temos ||g — p|| = \/erc(q(x) —p(x))2.
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J\{n+1} e A e B(A(C)), seja

v A) = Y i, max U (p,my).
m;EM; P

(a) Suponha o caso em que (n+ 1,4, 1) Z (j,A(C)) para todos j € J \ {n + 1}: Se existe algum j €
J\{n+1} tal que (n+1,4, 1) ~ (4,A(C)), entao considere qualquer representacao EU aditiva monétona
finita (M1, (Hm,, o dmn 1 eMaias U) da restricao de == a {n+ 1} x B(A(C)) e normalize U de modo que

:I\Ji(n + 1,An+l) = Z ,umn+1 &ax ﬁ(p7 mn+1) — ,U(j7 A(C))
Mpt1EMpi1 peA, 11

e para todos (i,A) € (J\{n+1}) x B(A(C)) defina v (i, A) := v (i, A). Por outro lado, assuma que
(n+1,A,.1) = (4,A(C)) para todos j € J \ {n + 1}. Tome qualquer representagao EU aditiva monétona
finita (M1, (i, ) Ymn1€Mpias U) da restricdo de == a {n+ 1} x B(A(C)) e normalize U de modo que

Fl\}'(ﬂ + 17An+1) = Z :u‘mn+1 pg}qax 0(17, mn+1) > ’U(j, A(C))

Apt1
Mp41EMpt1 nt

para todos j € J.5 Defina também, para cada (i,4) € (J\{n+1}) x B(A(C)), v (i,A) := v (i, A).
Finalmente defina U : A(C) x UjegM; — R fazendo

Ul j) = U(j)isejeT\{n+1}
yJ): U(n+1); sej=n+1

Decorre que ({M;, <Hmj> ™
m;E

Yiea, U) ¢ uma representagdo EU aditiva mondétona finita de 7.
j

(b) Considere que Z := {j € J \ {n+1}: (4,A(C)) = (n+1,A,,,)} # @. Como J & um conjunto
finito, Continuidade IT e Nao Trivialidade garantem que existe algum A* € B(A(C)) tal que (j,A(C)) =
(n+1,A%) = (n+1,4,41) Z (§,A,) para todos j € Z. Agora defina o menu B* := {A € B(A(C)) :
(n+1,A*) = (n+1,A4)}. Dado que a restrigdo de - a {n+ 1} x B(A (C)) admite representacdo EU aditiva
monoétona finita, entdo B* é um conjunto convexo. Fixe j € 7 arbitrdrio. Dado A € B* arbitrério, temos
(1, AC) = (n+1,A) Z (n+1,A,,,) T (4,A;) e Continuidade IT implica existir algum B € B (A (C)) tal

que (n+1,A) ~ (j, B). Logo, para cada A € B* podemos definir w(A) := v(j, B) para todos j € J \ {n+1}
e Be B(A(C)) tal que (n+1,A) ~ (4, B).

Afirmagao 18. w é uma transformacao afim em B*.

Demonstragao. Sejam A, B € B*, A € (0,1) e j € Z. O Axioma 10 implica existirem A’, B’ € B (A (C)) tais
que (n+1,A4) ~ (j,A") e (n+1, B) ~ (j, B"). Por defini¢do, w(A) = v(j, A") e w(B) = v(j, B'). Pelo Axioma
15, também temos (n+ 1, \A+ (1 — A)B) ~ (j,AA"+ (1 —\)B’). Como B* & convexo, AA + (1 —\)B € B*.
Como v(j, ) é afim, pela defini¢do de w nés temos w(AA + (1 —N)B) = v(j, \A'+ (1 = X\)B') = \V(j,4") +
(1= NV, B) = Aw(A) + (1 - \u(B). H

5Podemos, por exemplo, definir U’ := U — E"Ln+1€Mn+1 P,y MAXpeA, U(p,mni1) + V(j, A(C)) e substituir U por
U’ na representagao.

6Podemos fazer, por exemplo, U’ := U — Zmn+1€Mn+1 Pom,,yq MAXpeA, U(p, mni1) + max;e 7\ fn+13 V (45, AC)) + 1
e substitua U por U’ na representacio.
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Pelo Teorema de Hahn-Banach, w possui uma unica extensio afim para B (A (C)). Abusando da notagao,

vamos denotar esta extensao também por w.

Afirmacao 19. w representa a restrigio de 7, em {n+ 1} x B(A (C)).

Demonstragao. Sejam A, B € B(A(C)). Pela Continuidade II, tome A € (0,1) suficientemente grande tal
que M, .1 + (1 =X)Ae A, ,; + (1 - X)B estejam em B*. Pela definicdo de w e sua afinidade, temos
M+LA, 1 +1=-NA) Z(n+1,04,,, +(1-NB) <= w(AA, 1 + (1 -NA) > w(A, ., + (1= )N)B)
< w(A) > w(B). Como a restrigdo de 7 a {n + 1} x B(A (C)) admite uma representacao EU aditiva
mondtona finita, entdo (n+1,4) Z (n+1,B) <= (n+ LAA, .+ (1 -NA) Z (n+ 1,0, , +(1-)\)B)
— w(A) > w(B). I

Afirmagao 20. Seja A € B(A(C)). Se existem j € J\{n+ 1} e B € B(A(C)) tais que (n+ 1, A) ~
(4, B), entdo w(A) = v(j,B). Se (n+1,A) > (j,B) para todos j € T\ {n+1} e B € B(A(C)), entdo
w(A) > v(j, B) para todos j € J\{n+1} e B € B(A(C)).

Observacao 4. Observe que se existem j € J\{n+ 1} e B € B(A(C)) tais que (4,B) == (n+ 1, A),

entdo ocorre (j,B) = (n+1,A4) Z (n+1,4,.1) Z (4, A;) e Continuidade II implica na existéncia de B e

~
7

B(A(C)) tal que (n+1,A) ~ (4,B).

Demonstragao. Se A € B*, entdo o resultado afrimado segue imediatamente. Suponha que A ¢ B* e que
(n+1,A) ~ (4, B) para algum j € J\{n+1} e para algum B € B(A (C)), de modo que (n+1, A) ~ (4, B)
Z(m+1,4,.1) % (4, A;). Axioma 10 implica a existéncia de algum B € B(A (C)) tal que (n+1,4,, ;) ~
(4,B). Como (n+1,A%) = (n+1,4A, ), entdo podemos tomar algum A € (0, 1) suficientemente grande de
modo que A, ; + (1-X)A € B*. Pelo Axiom 15, nés temos (n+1, A, ; +(1=X)A) ~ (j,AB+(1-\)B),
de modo que w(AA,, .1 + (1 = A)A) = v(j,A\B + (1 — A\)B). Dado que w e v(j,-) sdo transformagdes afim, e
w(A, ;1) = v(B), segue que w(A) = v(j, B). Finalmente, suponha o caso em que (n + 1, 4) = (j, B) para
todos j € J\{n+1} e Be B(A(C)). Fixe j* € J\{n+1} e B* € B(A(C)). Se existe algum A" € B (A (C))
tal que (n+ 1, A") ~ (4, B*) entdo, pela Afirmacao anterior e pelo que j& provamos nesta Afirmagdo, nés
temos w(A) > w(A’) = v(j, B*). Caso contrario, decorre que w(A) > w(4, ;) > v(j, B). I

Afirmacao 21. Eriste uma representacio EU aditiva mondtona finita (M1, (Hp,, . Jmni1eMpyr:U) da
restrigio de 7o a {n+ 1} x B(A (C)) tal que

w(A) = Z an+1 I;leaj( U(pv mn+1)a

Mpt1EMpg1

para todos A € B(A(C)).

Demonstragao. Pelo Teorema 2 em Dekel et al (2007) e pela observaciao de que Finitude Finiteness im-
plica que o nimero de estados em uma representagdo EU ordinal sem estados redundantes deve ser finito,
sabemos que a restri¢ao de 77 a {n + 1} x B(A (C)) admite uma representacao EU aditiva monétona finita

(Mot 1, (B sy )iy 1 €Maga» U). Ademais, podemos escolher esta representagao de modo que -
= 1. Defina V : B(A(C)) — R fazendo

My 1 EMpt1 anﬁ»l

A = Y s, max U(p, mny1), para todos A € B(A(C)).

My p1E€EMop 1
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Observe que w e U sdo ambas representacoes afim da restrigdo de 7~ a {n+ 1} x B(A (C)). Pela unicidade
de tal representagdes, uma deve ser transformagao afim da outra, isto é, devem existir « € R,y e § € R tais
que w(A) = ad(A) + 8 para todos A € B(A (C)). Defina U : A(C) — R por U(p) := al(p) + 3 para todos
p € A(C). Finalmente, note que

w(A) = Z [T r}?eaj( U(p, mn1), para todos A € B(A(C)).

Mpp1EMpy1

o que conclui a demonstracao da afirmagao. I
Agora, vamos definir v: J x B (A (C)) — R por

oy ) v seje T\ {n+1}
o) '_{ w; sej=n-+1

As trés Afirmagdes anteriores implicam que v representa 7~ e que admite uma representacdo EU aditiva

monaotona finita. [ |

Parte V
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