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REsuMmoO

Neste trabalho, baseado em [11], [13] e [7] estudamos superficies regradas tipo espago
ou tipo tempo no espaco de Minkowski. Inicialmente, encontramos expressdes para
o triedro de Frenet de curvas tipo tempo, tipo espago ou tipo luz. Mostramos que
uma superficie regrada tipo tempo ou tipo espago é desenvovivel se, e somente se,
o parametro de distribuicdo é nulo. Entdo, para o caso em que os vetores de Frenet
da diretriz ndo sdo tipo luz, mostramos que a superficie regrada tipo espago ou tipo
tempo é desenvolvivel se, e somente se, a diretriz é uma hélice. No caso em que algum
dos vetores de Frenet da diretriz é tipo luz, mostramos que a superficie regrada tipo
tempo ou tipo espago é desenvolvivel se, e somente se, a tor¢do é constante. Estudamos
casos especiais, nos quais a superficie regrada tipo tempo ou tipo espago é gerada por
retas que estdo no plano osculador, ou no plano normal, ou no plano retificante, ou na
direcdo de algum dos vetores do triedro de Frenet.

Palavras chaves: Espaco de Minkowski, Pardmetro de Distribui¢do, Superficies Regra-
das Desenvolviveis.



ABSTRACT

In this Work, based in [11]], [13] and [7] we study timelike and spacelike ruled surfaces
in Minkowski space. Initially we find expressions for Frenet trihedron of lightlike,
spacelike or timelike curves. We show that a timelike or spacelike ruled surface is
developable if and only if the distribution parameter is null. Then for the case where
some of the Frenet vectors of the directrix aren’t lightlike, we show that the timelike
ou spacelike ruled surface is developable if and only if the directrix is helix. In the
case where some of the Frenet vectors of the directrix is lightlike, we show that the
timelike or spacelike ruled surface is developable if and only if the torsion is constant.
We study special cases which the timelike or spacelike ruled surface is generated for
straight line that are in osculating plane, or in normal plane, or in rectifying plane, or
in the direction of some of the Frenet vectors.

Key Words: Minkowski Space, Distribution Parameter, Developable Ruled Surfaces.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o espago de Minkowski R3, como sendo o espago Euclidiano

3-dimensional, R?, dotado da forma bilinear simétrica ndo degenarada.

() ' R®xR> : —R

(4,0) > U1v1 + UV — U3DV3,

onde a métrica (,); é chamada métrica de Minkowski.

Este espaco foi introduzido por Hermann Minkowski em 1905. Maiores informacdes
sobre este espaco podem ser obtidas nas referéncias [1], [5], [6], [9] e [10].

Uma superficie no espago de Minkowski é chamada tipo tempo se a métrica de
Minkowski é ndo degenerada. Por outro lado, uma superficie é chamada tipo espago se
a métrica de Minkowski é definida positiva [5]. A superficie formada por retas ao longo
de uma curva é chamada de superficie regrada. Uma parametriza¢do para a superficie
regrada é dada seguinte forma

X:IxXxXR : — ]Rf
(s,t) > x(s,t) = a(s) + tX(s),

onde a curva a(s) é chamada a diretriz e as retas na direcdo de X(s) sdo chamadas as
geratrizes da superficie regrada. Se o plano tangente é constante ao longo de cada reta
da superficie a superficie regrada é chamada superficie regrada desenvolvivel.

O trabalho de Hacisalihoglu e Turgut [3], de 1997, apresenta um estudo sobre
as superficies regradas tipo espago. J4 o artigo de Yayli [12] define o pardmetro de
distribuigdo para superficies regradas tipo tempo e relaciona com as superficies regradas
desenvolviveis tipo tempo.

Nosso trabalho é baseado nos artigos [11], [13] e [7] e aborda um estudo sobre as
superficies regradas desenvolviveis utilizando o pardmetro de distribui¢do. Yayli [12]
em 2000, definiu o parametro de distribuicdo para superficies regradas tipo espago,
onde a diretriz é uma curva tipo espaco. Em 2011, Yayli e Saracoglu [13], estudaram

as superficies regradas tipo tempo e tipo espago que tem como diretriz uma curva tipo
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espaco. No ano seguinte, Yayli e Saracoglu [7] estudaram as superficies regradas tipo
tempo ou tipo espago que tem como diretriz uma curva tipo tempo.

No primeiro capitulo deste trabalho estudamos formas bilineares, curvas, superficies
regradas, linhas de estriccdo, pardmetro de distribuicdo, superficies regradas desen-
volviveis e curvatura Gaussiana das superficies regradas no espago Euclidiano.

O segundo capitulo inicia com a defini¢do do espago de Minkowski e a demonstragao
das propriedades que serdo ultilizadas no decorrer do texto. Estudamos as defini¢des de
curvas, superficies regradas, linhas de estric¢do e parametro de distribui¢do no espago
de Minkowski. Também classificamos os vetores deste espago como tipo tempo, tipo
espago e tipo luz. De maneira andloga, classificamos as curvas e superficies neste
espaco. Fazemos um estudo do triedro de Frenet para cada curva regular no espaco de
Minkowski. Estudamos alguns resultados sobre hélices similares aos resultados obtidos
no espaco Euclidiano. Além disso, falamos sobre superficies regradas e também sobre
o parametro de distribuigdo destas superficies.

Iniciamos o terceiro capitulo com a defini¢do de superficie regrada desenvolvivel
no espago de Minkowski. Em seguida caracterizamos as superficies regradas desen-
volvivel tipo tempo e tipo espaco utilizando o pardmetro de distribuicdo. Estudamos
superficies regradas desenvolviveis tipo tempo ou tipo espago que tem como diretriz,
uma curva diferencidvel parametrizada pelo comprimento de arco tipo tempo ou tipo
espaco. Com o auxilio do parametro de distribuicdo, relacionamos as superficies re-
gradas desenvolviveis tipo tempo ou tipo espago com as propriedades da diretriz da
superficie regrada. Na ultima sec¢do, definimos a curvatura Gaussiana para o espago
de Minkowski e obtemos a curvatura Gaussiana para as superficies regradas e as su-
perficies regradas desenvolviveis.

No ultimo capitulo apresentamos alguns exemplos de superficies regradas. Primei-
ramente consideramos uma curva a tipo espago no espaco de Minkowski de forma
que «a seja uma hélice e escrevemos algumas superficies regradas desenvolviveis e ndo
desenvolviveis que tem a como diretriz. Em seguida, consideramos a mesma curva an-
terior, s6 que no espaco Euclidiano. Vamos reparametrizéa-la pelo comprimento de arco
e mostraremos alguns exemplos de superficies desenvolviveis e ndo desenvolviveis

tendo essa curva como diretriz.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estudamos alguns conceitos de curvas e superficies no espago Euclidiano
R3. Iniciamos com a defini¢do de formas bilineares na Secao 1.1, seguindo na Secdo 1.2
com o estudo de curvas e superficies parametrizadas em R®. Na secdo 1.3, definimos
superficies regradas e superficies regradas desenvolviveis em R®. Para finalizar o
capitulo, analisamos a curvatura de Gauss das superficies regradas. Os resultados

apresentados estdo baseados nas referéncias [2], [4] e [8].

1.1 Formas Bilineares

Iniciamos estudando as formas bilineares.

Defini¢io 1 Sejam V,V e W espacos vetoriais sobre R. Uma aplicacio ¢ : VXV — W
definida por @(x,v), chama-se forma bilinear, se dados x,x' € Vey,y € V, @ satisfaz as
seguintes propriedades:

plx+x,y) = ¢ y)+ oK, y)

Ploy+y) = ey + e y)
plax,y) = ap(x,y), YaeR
px,ay) = ap(x,y), YaeR.

Uma forma bilinear é chamada positiva se p(x,x) > 0 e p(x,x) = 0 & x = 0. Dizemos que @ é

ndo degenerada se (v, w) = 0,Yw € V, entdo v = 0.

Exemplo 1 Considere ¢ : R*XIR> — R definida por ¢(x, y) = {x, y) = x1y1 + X2Y2 +X3Y3
(produto interno usual de R?), onde x = (x1,x;,x3) e v = (y1,Y2,¥3). Entdo ¢ é uma

forma bilinear definida positiva.
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De fato, tomando x”" = (x}, x7, x3) € R3, temos que

px+x,y) = (1 +x)y1+ (2 + 1)y + (X3 +x3)ys
= X1Y1 + XolYo2 + X3Y3 + X[ Y1 + X510 + XLY3
= ¢y + el y),
P y+x) = 1y +x7) +x(y2 +x3) + x3(y3 + x3)
= X1Y1 + XoY2 + X3Y3 + X1X] + XoX) + X3,
= oy + e x),
plax,y) = (ax)yr + (@x2)yz + (ax3)ys = a(xiys + X2¥2 + X3Y3) = ap(x, y),
plx,ay) = xi(ayr)+ xi(ayz) + x3(ays) = a(x1yr + X212 + x3Y3) = ap(x, y).

Além disso p(x,x) =+ x5+ 13 2 0ep(x,x) =0 o X+ +x3 =0 x5 =1, = x3 =
0 & x=(0,0,0).

Exemplo 2 Considere ¢ : R3xR® — R definida por @(x, y) = {x, Y)1 = X1Y1+X2Y2—X3Y3.
De modo andlogo ao exemplo anterior, prova-se que € bilinear, mas ndo é uma forma

bilinear positiva, pois tomando x = (1,0, 1) obtemos ¢(x,x) =1 -1 = 0.

1.2 Curvas e Superficies Parametrizadas em R’

Nesta secdo, estudamos as propriedades das curvas e superficies parametrizadas em
R® que serdo tteis para o desenvolvimento do texto. Esta secdo possui como texto base

a referéncia [§]].

Defini¢do 2 i)Uma curva parametrizada em R é uma aplicagio o : I C R — R® definida
por a(t) = (x(t), y(t), z(t)).

ii)Uma curva parametrizada « : I C R — R3 é dita diferencidvel se as fungdes coordenadas
x(t), y(t) e z(t) forem diferencidveis.

iii)A curva a é regular se o' (t) # 0 para todo t € I.

Neste capitulo serdo consideradas apenas curvas parametrizadas, que possuem todas

as suas derivadas continuas.

Defini¢do 3 Dado um x € R®, o niimero |x| = V{x,x) é chamado comprimento de x. Se

a : [ — R3 é uma curva reqular parametrizada, a fungio real

() = f o (Bldt
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é chamada comprimento de arco da curva de ty a t. Dizemos que a curva reqular estd parame-
trizada pelo comprimento de arco, se s(t) = t — t.

Quando a curva é regular temos o seguinte resultado.

Lemal Seja o : I — R® uma curva reqular e s : [ —> s(I) a fungdo comprimento de
arco. Entdo existe uma fungio h inversa de s definida em um intervalo aberto | = s(I) e

B=aoh:]— R®éuma reparametrizagio de « tal que |B'(s)| = 1.

Demonstra¢ao: Como % = s'(t) = |a’(t)] > O paratodot € I, assim s é um difeomorfismo

sobre s(I), logo existe a inversa h de s, isto é, h(s(t)) = t e ultilizando a regra da cadeia
para derivar em relagao a ¢, obtemos

inds _,_dn_ 1
dsdt ds  |a'(t)

Assim tomando § = a o h, temos

yn_ B _dadh 1
N T N ]

a'(t),
portanto |'(s)| = 1. 0O

O lema acima diz ainda que toda curva regular pode ser reparametrizada pelo compri-
mento de arco.

Defini¢do 4 Seja o : I — R® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco.
Definimos:

i) &' (s) = T(s), o vetor tangente da curva aem s € 1.

ii) O niimero k(s) = |a”(s)|, a curvaturade a em s € L.

iii) Se k(s) > 0, N(s) = a”’(s)/k(s) o vetor normal de a em s € I.

iv) B(s) = T(s) A N(s), o vetor binormal de e em s € I.

v) O niimero ©(s) = —(N'(s), B(s)), a torcdo de a em s € I.

Para cada s € I os vetores T(s), N(s) e B(s) formam uma base ortonormal em «a(s) e sdo
chamados triedro de Frenet da curva a.

Cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. O plano de R® que
contém a(s) e é normal ao vetor T(s) é chamado de plano normal a curva a(s). O plano
que contém a(s) e que é normal ao vetor B(s) é chamado de plano osculador. O plano
que contém a(s) e que é normal ao vetor N(s) é chamado de plano retificante.

Seja a : I — RR® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco com

k(s) > 0. Considere {T(s), N(s), B(s)} a base de Frenet ao longo da curva a. Entdo
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podemos escrever os vetores T’, N’, B’ nesta base da seguinte forma:

T = kN
N' = —kT -1B (1.1)
B = N,

Estas equacdes sdo chamadas equagoes de Frenet.
Algumas curvas em R® possuem propriedades interessantes como veremos na

definicdo a seguir.

CACNY)

o’ (s)l[]

Defini¢do 5 Uma curva a : [ — R é uma hélice, se a fungio é constante para todo

s €, onde v € R® é um vetor nio nulo.

Quando a curvatura e a torg¢do de a sdo ndo nulas. Afirmamos que a é uma hélice o
que é equivalente a dizermos que a fungdo £ ¢ constante.

A seguir definiremos superficies parametrizadas em R.

Defini¢do 6 Uma superficie parametrizada regular é uma aplicagio x : U ¢ R? — R®
definida por x(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)), onde U é um conjunto aberto, tal que:

i) x é diferencidvel de classe C*.

ii) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial de x em q, dx, : R> — R® é injetora.

Quando x é uma superficie parametrizada regular d,(IR*) é um subespago de dimens&o
dois em IR®. Este espaco é chamado plano tangente da superficie no pontop = x(q). Como
{e1 = (1,0),e, = (0,1)} é uma base de R? e dy, : R*> — RR® é uma transformagao linear
injetora temos que {dx,(e1) = xu,dx,(e2) = xo} € uma base para o plano tangente de y.

Além disso, podemos definir o vetor normal a superficie da seguinte forma

) = Xu N\ Xo (1.2)

(u,v) = .
1 X A ol

Quando em p = x(q) a transformagcdo linear dy, : R* — IR? ndo é injetora dizemos que
p é um ponto singular, isto é x, A x, = 0.

Observacgdo: No capitulo 2 serdo obtidas as equacdes de Frenet para curvas no espago
de Minkowski e também a defini¢do de superficie parametrizada regular para o espago
de Minkowski.

1.3 Superficies Regradas em R®

Nesta se¢do, estudamos o conceito de superficies regradas em R®. Intuitivamente essas

superficies regradas sdo um conjunto de pontos formados por retas ao longo de curvas
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em IR®. Para o estudo dessas superficies ultilizamos o conceito de familia a 1-parametro
de retas.

Uma familia a 1-pardmetro de retas {a(t), X(t)} € uma correspondéncia que associa
acadat € [ um ponto a(t) € R® e um vetor X(f) € R3, com X(¢) # 0 e tais que a(t) e X(t)

sejam ambos diferencidveis em t, onde I é um intervalo aberto da reta real.

Defini¢dao 7 Dada um familia a 1-pardmetro de retas {a(t), X(t)} a superficie S, parametrizada

por
x(t,v)=a(t)+vX(t), tel, veR, (1.3)

é chamada superficie regrada gerada pela familia {a(t), X(t)}. A curva a(t) é chamada de diretriz
da superficie e as retas L; que passam por a(t) e estdo na direcdo de X(t) sdo chamadas de
geratrizes da superficie.

Vamos supor que |X(¢)| = 1, com t € I. Além disso suponha também que |X'(¢)| # 0.
O lema a seguir mostra que, com essas hipéteses é possivel reparametrizar a superficie

regrada de forma que a diretriz seja ortogonal as geratrizes.

Lema 2 Seja S uma superficie regrada parametrizada por x(t,v) = a(t) + vX(t), com |X| =1e
|X'| # 0. Entdo é possivel reparametrizar S de forma tinica, de modo que x(t,v) = p(t) + vX(t),
com (B'(t), X'(t)) = 0

Demonstra¢ido: Suponha a existéncia de tal curva p(t) = a(t) + u(t)X(t). Para simplici-
dade dos cdlculos escrevamos B(t) = 5, a(t) = a, u(t) =u, X(t) = X. Assim

B=a+uX=p =a +u'X+uX,

0=«(X",p")=(X,a) +u (X', X) + (X', X).
Como |X| = 1 e |X'| # 0, vamos deduzir que
XL
XXy’

(X', a’)
oo X

Bt = alt) -

Assim fS(t) € x(t,v) Vt € I. Para mostrar que § estd bem definida precisamos verifi-
car que ndo depende da parametrizacdo. Seja a outra diretriz da superficie regrada,
podemos escrever

X(t,v) = a(t) + vX(t) = a(t) + sX(t), (1.4)
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para alguma fungdo s = s(v). Assim

<0{’, X,> > — <a// Xl)
—q-— X, —— X,
P=a=% %) CT XX
daf _
(o —a, X"

p- ,3 (a-a)- W
Da equagao |b a—a=(s—0v)X,assima’ — & = (s —v)X’. A partir desses resultados

temos que

(e -@X)
‘B—ﬁ = (CE—CV)‘FWX

(s —v)X’, X")

= (s—0v)X- X, X X
o XX
= (- 0X = (-0 g X
= 0.
Portanto f = B. 0

A curva  dada no Lema (2) é chamada linha de estricgdo da superficie regrada S. Desse

modo podemos escrever a parametrizagdo da superficie regrada da seguinte maneira:
X(t,0) = B(t) + vX(t), (1.5)

onde $ é a linha de estriccdo. Observe que (', X’) = (X', X) = 0, consequentemente
p’AX = AX’ para alguma funcdo real A. Aplicando o produto interno por X’ em ambos

os lados temos (B AXX) detB,X,X)
y e 74Xy
A=Pyx= XXy S XXy (1.6)

onde (f' A X, X') = det(p’', X, X').
A fungdo real Px é chamada pardmetro de distribuicdo da superficie regrada. Uma

aplicagdo do parametro de distribuicdo é dada pelo lema a seguir.
Lema 3 Os pontos singulares da superficie regrada estdo sobre a linha de estricgdo.
Demonstracao: Seja x(t,v) = f(t) + vX(t) uma parametrizacdo da superficie regrada S
dada pelo Lema |2} derivando, obtemos que
xe = B +ovX
Xo = X
XtAXo = B AX+0X AX
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Observe que:

B AX+X' ANX P ANX+0X AX)
AX' + 09X A X, AX + X' A X)
AXX, XY + XX, X))

(A* + *)(X, XY,

Xt A Xor Xt A Xo)

A equagdo acima diz que (x; A xu)(p) = 0 & A? + v*> = 0. Portanto p € S é um ponto
singular de S se, e somente se, A(p) = 0ev = 0. Mas se v = 0 a parametriza¢do se resume
a x(t,v) = B(t). Concluimos que os pontos singulares da superficie regrada estdo sobre
a linha de estricgao. 0

Definicao 8 As superficies regradas que possuem o plano tangente constante ao longo de cada
geratriz sio chamadas superficies regradas desenvolviveis.

Olema a seguir caracteriza as superficies regradas desenvolviveis utilizando o parametro

de distribuicao.

Lema 4 Seja x(t,v) = B(t) + vX(t) uma parametrizacio para a superficie regrada S em RR>.
Entdo S é desenvolvivel se, e somente se, o pardmetro de distribuicdo é nulo.

Demonstracao: Seja
Xx(t,0) = B(t) + vX(t)

uma parametrizagdo para S. Escrevendo o vetor normal 7n(t,v) = A(t,v)x: A x», onde

At,v) = I)a/l\xul' Derivando em rela¢do a v, temos que
Mo = AuXt A Xo + AMXo A Xo + Xt A Xvo), (1.7)
onde
Xto =X/,
Xoo = 0.

Considere S uma superficie desenvolvivel entdo o plano tangente é constante ao longo

de cada reta da superficie. Consequentemente o vetor normal da superficie é constante
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ao longo destas retas. Logo 1, = 0, assim (1,, X’) = 0, ou ainda

0= <rlvr X,>

</\vXt A Xov + /\Xtv A Xovs XI>
Al AX+0X ANX X))+ (AX' A X X')
AfB A X, X).

observe que A, # 0, pois
_v(X’ AX, X AX)

Xu A Xol?

Portanto o parametro de distribuigdo é nulo.

Ay = #0

Reciprocamente observe que mostrar que a superficie é desenvolvivel equivale a
verificar que (1, Xt} = (1o, Xo) = 0, uma vez que |n|* = (n,n) =1 = (n,, ) = 0. Usando
que o parametro de distribui¢do deve ser nulo e a equagao (1.7), obtemos

(N, B’ +0vX')

= (AoXt A Xo + AXio A Xo, B+ 0X7)

= AP AX+X AX B +0X)+(AX A X, B +0X')
= LoX AX B+ AMX AXB)

= (WA, +AXX' AX,B")

= —(A, + M) ANXX'),

<T]U/ Xt)

<n’Ul Xv> = <T]U/ X>

Aot A Xo + AXto A Xo, X)

Ao(B' A X +0X A X, X)+(AX' A X, X)
= 0.

Logo (1v, Xt) = (1w, Xo) = 0, ou seja 1 é constante ao longo de cada reta da superficie.
Portanto S é uma superficie regrada desenvolvivel. 0

Exemplo 3 Considere x(u,v) = (vcos(u), vsen(u), au),ondea # 0 € Ruma parametrizagao
do Helicéide. Vamos mostrar que o Helicéide é uma superficie regrada ndo desen-
volvivel.

De fato, podemos reescrever a parametrizagdo do Helicéide da seguinte forma
x(u,v) =(0,0,au) + v(cos(u), sen(u), 0).
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A linha de estric¢do de X é dada por
p(u) = (0,0,au),
pois {B’, X’) =((0,0,a), (—sen(u), cos(u),0)) = 0 e o pardmetro de distribuicdo de X é

0 0 a

—M= cos(u) sen(u) 0 |=a.

XX
—sen(u) cos(u) 0

Observe que esta superficie regrada ndo é desenvolvivel, pois Px = a # 0.

Até o momento o estudo das superficies regradas desenvolviveis foi dado de tal
forma que, tomando uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,
IX] = 1 e|X'| # 0. Mas observe que para cada ponto da curva temos o triedro de
Frenet que forma uma base ortonormal de R?, entdo podemos tomar X escrito como
combinagdo linear dos vetores do triedro de Frenet e a partir daf obter informacdes
sobre a superficie regrada. A seguir faremos tais consideragdes.

Considere a(s) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. Seja
X(s,v) = a(s) + vX(s) uma superficie regrada, onde as geratrizes estdo na dire¢do de
X =x1T + x,N + x3B ao longo de a(s), com x1, x, X3 constantes reais ndo nulas, |X| =1e
|X'| # 0.

Com base nestes conceitos, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1 Seja S uma superficie regrada que tem como diretriz uma curva regular a parame-
trizada pelo comprimento de arco e as geratrizes na direcio de X(s) = x1T(s) + x2N(s) + x3B(s),
com |X| =1e|X'| # 0. Entdo S é desenvolvivel se, e somente se, a é uma hélice que satifaz a
equagao

k X3+ X3

T X1X3

Demonstra¢iao: Usando o triedro de Frenet dado pelas equagdes (1.1), podemos obter
uma expressdo para X’ da seguinte forma:

X = xlT' + XzNI + X3B, = xlkN - szT — X,TB + X3’L’N = —kaT + (Xlk + X3’L’)N — x,TB.
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Assim o parametro de distribuigdo é escrito como

1 0 0

det(a’, X, X') 1
= = X1 X2 X3

Py = =
XTOXL X (X', X"

—xok x1k +x31 —x57

2 2
2 3

(0k)? + (x1k + x37)% + (x7)?
—7(x3 + x3) — X123k

—x5T — x1x3k — TX

= ) 1.8
(sz)2 + (Xlk + X3T)2 + (XZT)Z ( )
Usando o Lema @ a superficie é desenvolvivel se, e somente se,
2, 2
E _ Xt
T X1X3 '
O

Para obter oresultado acima foi essencial que X = x; T+x,N+x3B com x;;i = 1,2, 3 fossem
constantes ndo nulas, mas a equagdo (1.8) permite investigar o problema mesmo que
alguns x; sejam nulos. A situagdo em que isto ocorre sdo chamadas de casos especiais

e serdo tratados na secdo seguinte.

1.3.1 Casos Especiais

O primeiro resultado dos casos especiais serd quando X esta na dire¢do de alguns do

vetores de Frenet e serdo dados no seguinte teorema.

Teorema 2 Seja o : | — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e x(s,v) =
a(s) +vX(s) uma superficie regrada que tem « como diretriz. Entdo vale as seguintes afirmagoes.
i) Se X = T a superficie regrada é desenvolvivel.

ii) Se X = N, a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, é parte de um plano.

iii) Se X = B a superficie regrada nio é desenvolvivel.

Demonstragdo: i) Se X = T, temos x; = 1 e x, = x3 = 0. Substituindo na equacao (1.8),
temos que
P X = 0

ii) Supondo que X = N, temos x; = x3 = 0 e x, = 1. Segue da equacdo que

T

Px=—-—.
XT ket
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Portanto Px = 0 & 7 = 0. Assim a é uma curva planar no plano osculador. Como X

também esta no plano osculador a superficie regrada desenvolvivel é parte de um plano.

iii) Se X = B, temos x; = x, = 0 e x3 = 1. Substituindo na equacgio (1.8), temos

que
—r -1
Py=—=—%#0 VY0 elxR
T T
Como Px # 0 a superficie regrada ndo pode ser desenvolvivel. 0

Quando X estd em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o seguinte

teorema.

Teorema 3 Seju o : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e x(s,v) =
a(s) +vX(s) uma superficie regrada que tem o como diretriz. Entdo vale as sequintes afirmagoes.
i) Se X estd no plano normal, a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, T = 0.

ii) Se X estd no plano osculador, a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T ou
a superficie regrada é parte de um plano.

iii) Se X estd no plano retificante, a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T.

Demonstra¢io: i) Se X estd no plano normal, temos x; = 0 e X = x,N + x3B com
x3 + x5 = 1. Utilizando a equag&o (1.8)

—(x2+ )1 —T
Py 2T X% _

= 202 4 2 2.2 212 4 2"
x5(k* + 12 +x3T* k2 + T

LogoPx =0 7 =0.
ii) Supondo X no plano osculador, temos x3 = 0 e X = x;T + x;N com x% + xé =1.

Substituindo na equagéo (1.8) temos que o pardmetro de distribui¢do é dado por

2 2
X2T _ XZT

T 2(12 4 2 212 T 12 4 A2.2°
x5(k* + %) + x7k k? + x5T

Py =

Logo Px =0 & x%*r = 0. Se x, = 0 o resultado segue do Teorema Mas se T = 0, temos
que a é uma curva plana no plano osculador. Como X também estd no plano osculador
a superficie regrada é parte de um plano.

iii) Se X estd no plano retificante, temos x, = 0, X = x;T +x3B e x] + x5 = 1. Substituindo
na equagao temos que o parametro de distribui¢do é dado por

2
—X3T — x1kxs _ —X3(x3T + x1k) _ —X3

D= kT - ka0 (kT 1)
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Portanto Px = 0 se, e somente se, x3 = 0. Além disso, a é uma linha de estric¢do, pois
(@', X" =(T,kN) = 0. O

1.4 A Curvatura de Gauss das Superficies Regradas

Para finalizar este capitulo, iremos analisar nesta secdo a curvatura de Gauss das
superficies regradas.

Considere x(t,v) = (t) + vX(t) uma superficie regrada. Sabemos que em cada ponto
ponto regular da superficie a curvatura gaussiana é defina por

_eg—f?
K= EG - F?’

onde E = (X1, xt), G = (Xo, Xo)s F =Xt Xo) €= Xt )y & = oo )s f = (X, 1) 530 05
coeficientes da primeira e segunda forma fundamental. No nosso caso

Xt = "+ UXH/ Xto = X// Xoo = 0. (19)
Assim
Xoo,)=8=0
€ 2
ke I
EG - F?

Também da equacgéo (1.9 temos

, Xt/\Xv>_< , ﬁ'/\X>_ AXP
“Ixe A Xl “Ixe Axol” e A xo

f=Wwnm =X

|I
como
(A*+ X = [x: A xol* = e A Xos Xt A Xo) = EG— F2,

temos
3 _A2|X/|4 B _AZ
- (/\2 + 02)2|X’|4 - (/\2 + Z,2)2'

Portanto a curvatura Gaussiana é ndo positiva e usando o Lema [ temos que K é

(1.10)

identicamente nula se, e somente se, S for uma superficie regrada desenvolvivel.
Nos préoximos capitulos veremos estes conceitos e resultados para o espago de
Minkowski.
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Capitulo 2

Espaco de Minkowski

Neste capitulo vamos definir o espaco de Minkowski e estudar suas propriedades.
Além disso vamos fazer um estudo sobre as equagdes de Frenet para as curvas e sobre
as superficies parametrizadas no espago de Minkowski. Este capitulo é baseado nas
referéncias [11], [13], [Z] e [10].

2.1 Definicao e Propriedades

Nesta se¢do apresentaremos a defini¢do do espago de Minkowski e suas propriedades.

Defini¢cao 9 O Espaco de Minkowski é o espago métrico (]Ri’, (,)1) onde dados dois vetores

u = (U1, U, u3) e v = (1,02, 03) de R® a forma bilinear é dada por
(u, U>1 = U101 + U0y — U3D3. (21)

A forma bilinear acima {,); é chamada métrica de Minkowski.

A métrica de Minkowski é também conhecida como métrica de Lorentz. Observe que
a forma bilinear (u, ), = u7 + u3 — u; é ndo definida positiva, porém é ndo degenerada,
isto é, (u,v); = 0 para todo v € R}, entdo v = 0. No espaco de Minkowski podemos

classificar os vetores da sequinte forma.

Definigao 10 Um vetor v € R} é chamado:

1. tipo tempo, se {v,v); <0,

2. tipo espaco, se (v,v); > 0 ou v é o vetor nulo,
3. tipo luz se, (v,v); =0ev # 0.

Alguns conjuntos neste espago merecem atengao especial, como o conjunto dos vetores

tipo tempo, o conjunto dos vetores tipo luz, também conhecido de cone de luz e o
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tipo tempo

e R ———

ipo luz

tipo espaco

Figura 2.1: Cone de Luz

conjunto dos vetores tipo espaco, dados por:

{(x,y,2) e R x* + y* — 22 < 0}

{(x,y,2) e R};x* + y* — 2> = 0} — {(0,0,0)}
E = {(x,y,2) €eR;x*+y* -2z >0, U{(0,0,0)}.

T

Observe que T U C U E = R}. Estes conjuntos estdo representados na Figura 2.1.

O espago de Minkowski desperta muitas curiosidades. Tomemos por exemplo,
e1 =(1,0,0)ees = (0,0,1), vetores tipo espago e tipo tempo respectivamente, assim e; +
es = (1,0,1) é um vetor tipo luz, pois {((1,0,1),(1,0,1)); = 0 e {e1,e3); = 0. Observacdes
como esta nos motiva a estudar as propriedades deste espaco. Iniciamos este estudo
com a defini¢do a seguir.

Defini¢do 11 a) Seja v € R, 0 comprimento de v é dado por, |v|; = \/m Um vetor
v € R} é dito unitdrio se |vf; = 1.

b) Seja U C R3:

1. U é dito subespago nio degenerado se a métrica de Minkowski for ndo degenerada.

2. O subespago ortogonal de U é descrito pelo conjunto

Ut = {w € RS; (u,w)y, =0,Yu € U}.
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Dois vetores u e v sio ortogonais se (u,v); = 0.

Na defini¢do acima a relagdo entre um subespaco ndo degenerado e seu ortogonal esta
ligada a métrica. A proposicdo a seguir relaciona a dimensdo dos dois espagos e o
espago ambiente.

Proposig¢do 1 Seja U um subespago de R ndo degenerado. Entdo

i) dim(U*) = dim(R3) — dim(U).

i) (UY)* = U.

iii) Se U é um subespago nio degenerado entido U™ é também ndo degenerado.

Demonstrac¢do: A verificagdo dessa proposicdo pode ser encontrada em [6]. 0O

Definig¢do 12 Seja U C R} um subespago.

i) U é chamado ser tipo espago, se a métrica de Minkowski induzida neste subespaco é definida
positiva.

ii) U é chamado tipo tempo, se a métrica de Minkowski é nio degenerada.

iii) U é chamado tipo luz ou nulo, se a métrica de Minkowski é degenerada.

A classificagdo dos subespacos de ]Ri’ é dado a seguir.

Proposicao 2 Seja v € R3, entdo v é um vetor tipo tempo se, e somente se, < v >+ é um

. . 3 _ 1 . z
subespago tipo espaco e assim R} =< v > & < v >=. Para vetores tipo espaco temos que se v ¢
tipo espago, se e somente se < v >+ é um subespaco tipo tempo.

Demonstragdo: Vamos mostrar que os vetores que compoem a base de < v >* sdo
vetores tipo espaco. Da definicdo temos U =< v > é um subespago ndo degenerado,
entdo da Proposicao [1| temos que U+ também é ndo degenerado. Logo U* ndo é tipo
luz. Suponha por contradi¢do, que existe u € U~ tipo tempo, tal que (u,v); = 0.
Considere os vetores {e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} e seja B = {ey, e, €3} uma

base ortonormal de IR*?. Escrendo u e v nessa base, temos
U =amey +arep +asze3, 0= b1€1 + bzez + b3€3,
onde a;,b;;i = 1,2,3 sdo ntimeros reais. Assim temos que

(uuyy =a3 +a;—a3 <0,
(v,v) = b + b5 — b3 <0,

(u,v); = a1by + axby, —asb; =0,
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ou ainda,

a +a; < a3, (2.2)
b} +b; <13, (2.3)
Lllbl + a2b2 = ﬂ3b3. (24)

Multiplicando as equagdes (2.2) e (2.3) temos:
@ + a3)(b7 + b3) = a2b} + a2b; + asbt + asb; < asbs. (2.5)
Elevando a equagéo (2.4) ao quadrado temos

(Ellbl + Elzbz)z = a%bg - ﬂ%b% + ﬂ%b% = ﬂ%b% — 25[1191(121’)2. (26)

Substituindo (2.6) em (2.5) temos que
atbs + a3bi + azb; — 2a1b1axby < azbs,

ou ainda
@202 + a2 — 2mbyasby = (@rby — axby ) < 0.

que é um absurdo. Logo u # 0 € IR] tal que (1,v); = 0 é um vetor tipo espago. Con-
sideremos B = {u, 11y} uma base ortonormal de U* e v temos trés vetores ortogonais e
linearmente independentes, ou seja, estes trés vetores formam uma base de R?. Por-
tanto R? =< v > & < v >*.

Reciprocamente se < v >*=< uy,u, > é um subespago tipo espago entdo v seria o
complemento da base de R} e obrigatoriamente seria um vetor tipo tempo, pois do
contrdrio terfamos trés vetores linearmente independentes tipo espago.
Analogamente mostramos que, v é um vetor tipo espago se, e somente se, < v >* é um

subespaco tipo tempo. O

De modo geral, para qualquer subespago de R} podemos classificar seu espago ortogo-

nal.

Proposigdo 3 Considere U C R} um subespago. Entiio
i) U é tipo espago se, e somente se, LI* é tipo tempo.

ii) U é tipo tempo se, e somente se, U™ é tipo espago.

iii) U é tipo luz se, e somente se, U™ é tipo luz.

Demonstragdo: i) Suponha que U seja tipo espaco, entdo existe u # 0 em U que é tipo
espago e da proposi¢do anterior < u >* é um subespaco tipo tempo e U* estd contido
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em < u >, logo é tipo tempo.
Reciprocamente se U™ é tipo tempo, entdo existe v em U* que é tipo tempo, assim < v >+
é um subespaco tipo espaco e como U estd contido em < v >* temos que U é tipo espago.

ii) E andloga a prova do item i).

iii) A prova é feita por contradi¢do. Suponha que U é um subespago tipo tempo,
entdo da Proposigao[3|temos que U+ é tipo espago, portanto uma contradigdo. Se supo-
mos que U* é um subespago tipo espago também serd uma contradigdo pela Proposigdo

A reciproca é andloga. 0O

A proposicado seguinte caracteriza dois vetores tipo luz que sdo linearmente depen-

dentes.

Proposicao 4 Se u e v sio dois vetores tipo luz, entdo eles sio linearmente dependentes se e

somente se (u,v); = 0.
Demonstragdo: Suponha que u e v sdo linearmente dependentes, entdo u = av para
algum ntmero real a, assim

(u,v), = {av,v); = a{v,v); = 0.

Reciprocamente sejam u e v vetores tipo luz e ortogonais, isto €, (1, v); = 0. Considere
uma decomposicdo de ]Rf =<e3 >t ®<e3>,0ondees =(0,0,1). Escrevendou =x+we

v =Y+ w temos:

(X, Y1 +(w, wy + (x,w); +{y,w); = 0 (2.7)
(x, 001 +{w,w); +2{x,w); = 0 (2.8)
Y,y +<(w,w); + 2y, w); = 0. (2.9)

Fazendo (2.8)+(2.9)-2(2.7) temos (x,x); + (v, ¥)1 — 2{x, y); = 0. Como x e y pertencem
a um subespaco tipo espaco podemos escrever (x,x); = |x|§ ey, Yy = Iylf. Entédo a
expressdo anterior se reduz a |x|? + [y — 2(x,y); = [x — yl{ = 0. Agora como x — ¥
pertence ao mesmo subespaco tipo espago temos x = y. Portanto u e v sdo linearmente
dependentes. 0O

Considere U um subespaco de duas dimensdo. Sabemos que se existe v € U um

vetor tipo luz entdo U ndo é um subespaco tipo espaco, pois neste caso a métrica
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ndo é definida positiva. A proposicdo a seguir diz que quando existem dois vetores
linearmente independentes tipo luz, U é um subespaco tipo tempo.

Proposig¢do 5 Seja U C R um subespaco bi-dimensional. As seguintes afirmagdes sio equi-
valentes:

1. U é um subespago tipo tempo.

2. U contém dois vetores linearmente independentes tipo luz.

3. U contém um vetor tipo tempo.

Demonstra¢io: 1 = 2) Seja {e1, 5, 3} uma base ortonormal de ]Rf com e3 um vetor tipo

tempo. Entdo e; + e3 e e; — e3 sdo vetores linearmente independentes e tipo luz, pois

(ex +e3,ep +e3); ={er, )1 +(e3,e3)1 =1-1=0

(e2 —e3,ep —e3); ={ex, )1 +(e3,e3); =1-1=0.

2 = 3) Se u e v sdo dois vetores linearmente independentes tipo luz, entdo u +vouu—v
é tipo tempo, pois

Uu+tou+o)y =2u,0v), U—0,u—0) =—-2U0).

Como da Proposicad |4 temos (u, v); # 0, segue que existe um vetor tipo tempo.
3 = 1) Seja v € U um vetor tipo tempo. Assim U+ c< v >+ que é um subespaco tipo

espaco e entdo U e um subespaco tipo tempo. 0

A proposic¢do acima diz ainda que, se existe um vetor tipo tempo u e um vetor tipo luz
v em subespago U C R} de duas dimensdo, necessariamente existe um outro vetor tipo
luz w de forma que u e w sejam linearmente independentes, portanto U é um subespaco

. . ~ 3 . . ~ .
tipo tempo. A situagdo em que U C R} possui apenas um vetor tipo luz e ndo existe
nenhum vetor tipo tempo é abordado a seguir.

Proposigdo 6 Seja U um subespago de R3. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
1. U é um subespago tipo luz.
2. U contém um vetor tipo luz, mas nenhum vetor tipo tempo.

3.UNC=L-{0,0,0)}, edim(L) = 1.

Demonstra¢io: 1 = 2) Suponha que U é um subespaco tipo luz, entdo existe um vetor
v tipo luz. Assim da Proposigao[5néo existem vetores tipo tempo.

2 = 3) Como existe um vetor tipo luz em U, U N C é um conjunto ndo vazio. Se
U contém dois vetores tipo luz linearmente independentes pela Proposicao 5|existe um
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vetor tipo tempo, gerando uma contradi¢do. Portanto UNC = L—{(0,0,0)} edim(L) = 1.

3 = 1) Supondo UNC = L-1{(0,0,0)} e dim(L) = 1 da Proposicdo temos que 5| U
ndo é um subespago tipo tempo, mas também ndo pode ser um subespaco tipo espago,

ja existe um vetor tipo luz em U. Portanto U é um subespaco tipo luz. 0

Proposi¢do 7 Seja P um plano de R3. Denotemos por n um vetor ortogonal com relagio a
métrica Euclidiana. Entdo P é tipo espago (resp. tipo tempo e tipo luz) se, e somente se, n é um
vetor tipo tempo (resp. tipo espago e tipo luz).

Demonstragdo: Se P é escrito como P = {(x,y,z) € R%ax + by + cz = 0}, entdo n é

proporcional ao vetor (4, b, ¢). Podemos também escrever P da seguinte forma
P ={(x,y,2) € R%ax + by + cz = ax + by — (=cz) = 0} =< (a,b, —c) >* .

Observe que se (a,b, —c) é um vetor tipo tempo n também é um vetor tipo tempo. O

mesmo acontece quando (a, b, —c) é tipo luz ou tipo espago. Portanto segue o resultado.

O

A proposicdo a seguir mostra que comprimento de um vetor unitdrio tipo tempo na

métrica de Minkowski nem sempre é unitario na métrica Euclidiana.

Proposicdo 8 Se P é um plano tipo espago e P =< v >*, com (v,v); = =1, temos que
ol 21,

Demonstracio: Escreve P = {(x,y,z) € R%;ax+by+cz = 0}, comn = (a,b,c) ea®+b*+c* =
1. Entdao P =< v >*, onde

([1, b/ _C)
B V2 —p2— 2
e satifaz (v,v); = —1. Calculando a norma euclidiana de v, tem-se
20124 2
as+b-+c 1
[o)? = = >1

2 — b2 — 42 2—-0p2—-—g2 "~
U

A defini¢do do produto vetorial no espago de Minkowski é andloga a definicdo dada
para o ambiente Euclidiano.
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Defini¢do 13 Sejam u e v vetores de IR3, definimos o produto vetorial de u e v ao iinico vetor,
denotado por u A v, que satisfaz

(u Ao, w); =det(u,v,w), (2.10)

onde det(u, v, w) é o determinante da matriz obtida colocando nas colunas, as coordenada dos

trés vetores u,v e w.

Considerando w = (i, j, —k) como um dos vetores da base usual, obtemos

i j -k
UND=| U] Uy U3 (211)
01 0y 0Us.

A bilinearidade da métrica assegura a existéncia e unicidade deste vetor.

Proposi¢do 9 O produto vetorial em R? satisfaz as seguintes propriedades:
IL.unv=-vAu

2. uNvéortogonalaueanv.

3. u ANv =0, se esomente se u e v sdo proporcionais.

4. u A v # 0 pertence ao plano P =< {u, v} >, se e somente se o plano P é tipo luz.

Demonstragdo: As afirmacoes 1,2 e 3 seguem imediatamente das propriedades do
determinante. O item 4 segue da Proposicao[4e da Proposigao 6] 0O

2.2 Curvas no Espaco de Minkowski

Nesta se¢do desenvolvemos a teoria do triedro de Frenet para curvas em R?. Iniciamos
com a defini¢do de curva parametrizada diferencidvel, que é andloga a definicdo dada
em R3.

Definigdo 14 Uma curva parametrizada em RS é uma aplicagio o : I € R — R? dada por
a(t) = (x(t), y(t), z(t)), onde I é um intervalo aberto da reta. A curva o é chamada diferencidvel

se as fungoes coordenadas x(t), y(t) e z(t) possuem todas derivadas continuas.

Ao decorrer deste trabalho usaremos apenas curvas parametrizadas que possui
todas as suas derivadas continuas. Na secdo anterior classificamos todos os vetores
de R} como sendo tipo espago, tipo tempo e tipo luz. Baseados nessa idéia, também
podemos fazer o mesmo para as curvas, tomando como referéncia o vetor velocidade
da curva.
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Definigdo 15 Seja a : I € R — RS uma curva parametrizada diferencidovel.
i) a é chamada tipo espaco se, o’ (t) é um vetor tipo espaco para todo t € I.

ii) o é chamada tipo tempo se, o’ (t) é um vetor tipo tempo para todo t € I.

iii) a é chamada tipo luz se, o/ (t) é um vetor tipo luz para todo t € I.

Exemplo 4 Defina a : I — RJ tal que a(t) = (cosh(t),#*,senh(t)). Assim o’(t) =
(senh(t), 2t, cosh(t)) e ainda (a’(t), a’(t)); = 4t* — 1. Portanto a curva é tipo espago nos
11

intervalos (—co, —3) U (3, ), é tipo luz para t = +1 e tipo tempo no intervalo (-3, 3).

No espaco de Minkowski a defini¢cdo de curva regular também é andloga a defini¢do

dada em IR}, porque a regularidade da curva ndo depende da métrica.

Definigdo 16 Uma curva parametrizada diferencidvel o : I € R — R} é chamada curva

reqular se o’ (t) # O para todo t € L.
Proposicao 10 Toda curva tipo luz ou tipo tempo é regular.

Demonstra¢ao: Seja @ uma curva em ]R? parametrizada por a(t) = (x(t), y(t), z(t)). Se
a é tipo luz temos X'(£)? + y'(£)* — 2/()* = 0 e assim pelo menos uma dessas parcelas é
ndo nula, logo a’(t) # 0. Portanto « é regular. Analogamente se « é tipo tempo temos
X' () + y' () — 2/ (t)* < 0, logo z'(t) # 0. Portanto a é uma curva regular. O

As curvas tipo espago ndo estdo incluidas na proposigdo porque podemos ter curvas
tipo espaco com «’(t) = 0, uma vez que o vetor nulo é tipo espaco. Um exemplo desta
situacdo sdo as curvas constantes.

A seguir veremos em quais situagdes as curvas no espago de Minkowski podem ser

reparametrizada pelo comprimento de arco.

Defini¢do 17 Seja o : [ — R® uma curva reqular parametrizada, a fungdo real
t
)= [ o
fo

é chamada fungdo comprimento de arco. Dizemos que a curva regular estd parametrizada pelo

comprimento de arco, se s(t) = t — t.
Tendo em vista a definicdo acima podemos enunciar o seguinte lema.

Lema5 Seja v : I — RS uma curva regular tipo tempo ou tipo espago e s : I — s(I) a fungio
comprimento de arco. Entdo existe uma fungdo h inversa de s definida em um intervalo aberto

J=s()ep=aoh:]— R}éuma reparametrizagio de a tal que |p’(s)l = 1.
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Demonstra¢io: Observe que % =s'(t) = |a’(t)l; > 0 para todo t € I, pois a é uma curva
tipo tempo ou tipo espago. Assim s é um difeomorfismo sobre | = s(I), logo existe a
inversa des, isto é, existe h : ] — [ h(s(t)) = t. Utilizando a regra da cadeia para derivar

em relacao a t obtemos
dhds dh 1

dsdt . ds  @Oh

Assim tomando f(s) = a o h(s(t)), temos

, df  dadh 1
PO = s =@ ds = won

a'(h),

portanto |f'(s)l; = 1. 0O

Uma pergunta natural a ser feita é o que acontece com uma curva a : [ — R}
regular e tipo luz. Sendo uma curva regular e tipo luz temos (a’(t), a’(t)); = 0 para todo
t € I, assim ndo podemos reparametrizada de forma que (a’, a’); = 1. Por diferenciacdo
temos (a”(t), a’(t)); = 0. Suponha que a”’(t) # 0 a curva a(f) ndo é uma reta, entdo a’’(t)
nao estad na direcdo de a’(t). Logo pela Proposicaofdtemos que a”’(t) ndo é tipo luz, mas
como < a'(t) >* é tipo luz a Proposicdo [f] afirma que < &’(t) >* ndo possui nenhum
vetor tipo tempo. Portanto a”’(t) é tipo espaco.

Para curvas tipo luz podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 6 Seja o : I — R3 uma curva tipo luz em R3. Existe uma reparametrizacio de o dada
] 1 p 1 P ¢

por B(s) = a((s)) de maneira que |B” (s)l = 1.

Demonstragao: Escrevendo (s) = a(¢(s)), onde ¢ é a funcdo procurada. Por diferenciacdo

temos

p'(s)
‘B//(S)

P'(s)a’'(t)
Q" () () + [¢'(5)Pa” (B).

Assim

(B"(5), B" ()1 = (@" ()’ () + [¢'(5)PPa” (B, " (5)a' (1) + [/ (5) P (D) = [ ()] (1), @ (}))s.

Em consequéncia de a”(t) ser tipo espago, ”(s) também é tipo espago. Para que
I8”(s)li = 1, podemos definir ¢(s) como resultado da seguinte equacado diferencial de

primeira ordem

1
[0) =— O 0) = t,.
©) V0’ (p(s)h 0=t
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O teorema de solugdes de equagdes diferenciais ordindrias garante a existéncia e unici-
dade de ¢. a

2.3 Equacoes de Frenet

Na Segéo 1.2 definimos as equagdes de Frenet para curvas em IR®. Nesta se¢do faremos
consideragdes analoga para curvas em R3. Isto ¢, construiremos uma base formada por
vetores ao longo da curva, que serd chamada base de Frenet. A partir dai deduziremos
as equacOes de Frenet. Neste estudo serd considerado apenas curvas parametrizadas
pelo comprimento de arco e curvas tipo luz.

Seja o : | — R} uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Seja a’(s) =
T(s) o vetor tangente. Observe que (T(s), T'(s)); = 0 entdo se @ é uma reta T'(s) = 0 o vetor
tangente é um vetor constante, assim quaisquer trés vetores linearmente independentes
de maneira que um deles seja o tangente formam uma base de Frenet. Quando & ndo
é uma reta, isto é, T’(s) # 0 em definimos o vetor normal N(s), o vetor binormal B(s) de
maneira que eles formam uma base de ]Ri’ e além disso a curvatura k(s) e a tor¢ao 7(s) de
«. Nao serdo definimos de modo geral como na Segao 1.2 por que devemos considerar
o tipo de curvas que estamos trabalhando.

Assim como em RR? cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano.
O plano de R} que contém a(s) e é formado pelos vetores N(s) e B(s) é o plano normal
a curva a(s). O plano que contém a(s) e formado por T(s) e N(s) é chamado plano
osculador. O plano que contém a(s) e formado pelos vetores T(s) e B(s) é chamado plano
retificante.

2.3.1 Equacgdes de Frenet para Curvas Tipo Tempo

Sejaa: ] — ]R:i’ é uma curva tipo tempo temos (T(s), T(s)); = =1 e (T(s), T(s)); = O,
entdo T"(s) € um vetor tipo espago independente de T(s). Assim, definimos a curvatura
de @ em s como k(s) = |T’(s)l1. O wvetor normal N(s) é definido por N(s) = T’(s)/k(s).
Além disso, definimos o vetor binormal B(s) por B(s) = T(s) A N(s) e a tor¢do como sendo
T =(N’, B);.

O vetor B(s) é unitario e tipo espago pois (T(s), B(s)); = 0, assim B(s) e< T >* que é
um subespago tipo espaco. Portanto para cada s, {T, N, B} forma uma base ortonormal
de R} que é chamada de triedro de Frenet de . Logo abaixo descreveremos a relagéo
entre os vetores {T, N, B}.

Considere T(s) = T,N(s) = N,B(s) = Be T = (x1,x2,%3), N = (y1, Y2, ¥3), B = (21, 22, 23),
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entao

i ] =k
B=TAN=|x1 x2 x3 |=XYy3— YoX3, YV1X3 — X1Y3, Y1X2 — Ya2X1) = (21,22, 23). (2.12)
i Y2 Y3
Calculando T A B
i =k
TAB=|x1 xp x3 |= (X223 — 2pX3,21X3 — X123, 21X2 — Z2X1),
Z1 Zp Z3

usando (2.12) e que x2 + x5 — x5 = -1

X223 — ZaX3 = Xa(y1Xa — Yox1) — (Y1X3 — X1Y3)x3
= y1(x5 — x3) — X1l + X1X3Y3
= y(-1- x%) — X1X2l2 + X1X3Y3

= —]/1 — xl(X1y1 + xzyz - x3]/3)

= =y —xi{T,N)
= _]/1-
Analogamente z1x3 — X123 = =, € Z1X2 — zpx1 = —Yy3. Logo T A B = —N. Finalmente
calculando N A B temos:
i ] -k
NAB=|vy1 v y3 | = 2z3—22Y3,21Y3 — Y123, Z1Y2 — Z2Y1),
Z1 Zp Z3

usando (2.12) e que y7 + y; — y3 = 1, temos que

Yoz3 — ZoY3 = Ya(y1xa — yox1) — (Y1X3 — X1Y3) V3
= —x1(y; — ¥3) + X2y12 — Y1X3Y3
= —x(1- yf) + XoY1Y2 — Y1X3Y3
= —x1+ yi(x1y1 + x2y2 — X3Y3)
= —x1 +yi{(I,N)

= —X1.

Analogamente z1y3 — Y123 = =Xz € Z1Y» — 221 = —X3. Logo N A B = —T. Resumindo,
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mostramos que
B=TAN=-NAT, N=BAT=-TAB, T=-NAB=BAN. (2.13)

Vamos agora deduzir as equagdes de Frenet. Da defini¢do do vetor normal temos que
N =T’ /k com k(s) = k > 0, dai
T" = kN. (2.14)

Utilizando a defini¢do de tor¢do, concluimos que
T=(N’,B); = —(B’,N); = (tN,N); + (B',N); =0= (tN + B’,N); = 0.
Portanto
B’ = —1N (2.15)

Das equagdes podemos escrever N = BA T e usando as equagoes (2.14) e (2.15),
obtemos

N =B AT+BAT =—-tNAT+kBAN =1B+kT. (2.16)

Assim as equagoes (2.14), (2.15) e (2.16) sdo chamadas as equagdes Frenet para uma
curva « tipo tempo.

T = kN
N' = kT+7B (2.17)
B = -1IN.

2.3.2 Equacdes de Frenet para Curvas Tipo Espaco

Considere o uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja
(a/,a’)y =1. Como o =T é tipo espago < T >* é uma subespago tipo tempo de duas
dimensdo. A Proposicdo5|afirma que existem dois vetores linearmente independentes

tipo luz em < T >*. Assim devemos considerar trés casos:

Caso 1) O vetor T’ é tipo tempo. Assim, definimos a curvatura de a em s como
k(s) = [T"(s)l;. O vetor normal N(s) é definido por N(s) = T'(s)/k(s). Além disso, defi-
nimos o vetor binormal B(s) por B(s) = T(s) A N(s) e a tor¢do como sendo T = (N’, B);.
Assim N é um vetor tipo tempo e B é um vetor tipo espago, pois B €< N >* que é um
subespaco tipo espago. Usando os mesmos argumentos do caso em que a € uma curva

tipo tempo, podemos obter as relagcdes abaixo

B=TAN=-NAT, T=NAB=-BAN, N=TAB=-BAT. (2.18)
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As equagodes de Frenet sdo obtidas de maneira similar a situagdo em a curva «a é tipo
tempo. De fato, da definicdo do vetor normal obtemos que T” = kN. Como a torgdo
T = (N’, B); temos

©=(N’,B); = =(B",N); = (1N,N); =(B",N); =0 = (=N - B',N); = 0.

Logo
B’ = 1N. (2.19)

Usando (2.18), a expressdo de N’ é dada por
N =T"AB+TAB =kNAB+1T AN =kT + 1B. (2.20)

Portanto de (2.19) e (2.20) as equagdes de Frenet para este caso sdo

T = kN
N’ = kT +1B (2.21)
B = 1N

Caso 2) O vetor T” é tipo espago. Assim, definimos a curvatura de a em s como
k(s) = |T'(s)l. O vetor normal N(s) é definido por N(s) = T"(s)/k(s). Além disso, definimos
o vetor binormal B(s) por B(s) = T(s) A N(s) e a tor¢do como sendo 7 = —(N’, B);. Assim
N é tipo espaco e portanto B €< {T, N} >* é tipo tempo pois < {T, N} > é um subespago
tipo espago. Os vetores de Frenet possuem a seguinte relacao.

B=TAN=-NAT, T=BAN=-NAB, N=TAB=-BAT, (2.22)

Da defini¢do do vetor normal temos que T’ = kN. Por outro lado a tor¢do é dada

por © = —(N’, B);, dai temos que
T=—(N',B); =(B',N); = (tN,N); —(B',N); =0 = (tN - B/,N); =0.

Logo
B’ = tN. (2.23)

Derivando N dado na equacéo (2.22) obtemos

N =T"AB+TAB =kNAB+1T AN =—kT + 1B.
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Portanto as equagdes de Frenet sdo dadas na seguinte forma:

T = kN
N = —kT+1B (2.24)
B = 1N

Caso 3) O vetor T” é tipo luz. Neste caso ndo faz sentido definir a curvatura como
k = |T’|, pois [Tl = 0. Definimos N = T" o vetor normal de . Como a é uma curva
tipo espaco temos < T >* é um subespaco tipo tempo e pela Proposi¢ao p|existem dois
vetores tipo luz em < T >* linearmente independentes que nado sdo ortogonais. Como
N é tipo luz, defina o vetor binormal B €< T >* como o tnico vetor tipo luz tal que
(N,B); = 1. Além disso, defina T = (N’, B); a torcdo de a.

Para calcular as equagdes de Frenet é preciso encontrar uma expressao para T’, N’
e B’. Observe que (N,N); = 0, assim (N’, N); = 0. Mas por outro lado

(T,N); =0=(T',N); +(T,N'); =0 = (T,N’); = 0.
Assim podemos escrever N’ = aN + bB e

T = <NI, B>1 = <aN+ bB, B>1 = <aN,B>1 + <bB,B>1 =a
O = <NI,N>1 = <aN+ bB,N>1 . (ﬂN,N>1 + <bB,N>1 = b

Portanto
N’ = 7N.

Para obter B’ observe que
<N/ B)l = 1 = <N’/B>l + <N/ B’>l = <TN/B>1 + <N/ B’>l + <T/N>l = <T + TB + B,/N>1 = O

Logo
B’ =-T -1B.

Portanto as equagdes de Frenet para este caso sdo:

T = N
N = 1N (2.25)
B = -T-1B.
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2.3.3 Equacgdes de Frenet para Curvas Tipo Luz

Considere o : | — R’ uma curva tipo luz. Ja vimos anteriormente que a ndo pode ser
parametrizada pelo comprimento de arco, apenas podemos reparametrizar de forma
que |a”(s)ly = 1 pelo Lema|6| Para construir o triedro de Frenet defina T’ = N o vetor
normal de a. O vetor binormal B como o tnico vetor tipo luz ortogonal a N de forma
que (T, B); = 1. Assim temos uma base de IRT que seus vetores se relaciona de forma
mais simples, uma vez que neste caso ndo é possivel escrever uma base ortogonal.
Analogamente ao caso que «a é tipo espago com T” tipo luz, ndo definimos a curvatura
de @ mas a tor¢io T de a é dada por T = (N’, B).
Vamos agora encontrar as equagdes de Frenet. Sendo (T, B); = 1 temos

0= <T’/B>l + <T/ B/>1 = <NI B>1 + <T/ B,>1 = <T/ B,>1'

Como B é tipo luz e (B, B’); = 0, podemos escrever B’ = aN + bT. Daia = -teb =0, ou

ainda,
B’ = —1IN. (2.26)

De (N, B); =0, (B, B); = 0 e da equagéo (2.26), obtemos
0 = <NI/ B)l + <N/ Bl>l = <N’/B>l - T<I\]/Z\]>l + <B/B>1

<N’/ B)l - <TT/ B>1 + <B/ B>1
(N’ —1T + B,B),,

logo
N’ =<T-B. (2.27)

Portanto das equagdes (2.26) e (2.27) sdo as equagdes de Frenet e sdo dadas por

T = N
N = 7I'-B .
B = —-1N

Na préxima sec¢do estudamos as hélices.

2.4 Hélices em IR?

Vimos na Secdo 1.2 que no espaco Euclidiano de trés dimensao, uma hélice é uma curva
tal que seu vetor tangente faz uma adngulo constante com um direcao fixa. Essa direcdo

fixa é chamada eixo da hélice. Um resultado interessante sobre hélices no espaco
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Euclidiano mostra que, uma curva em R® é uma hélice se, e somente se, ¥ = constante,

onde k e T sdo a curvatura e tor¢do da curva respectivamente.

Definigao 18 Uma hélice em lRi’ é uma curva regular tal que (T(s), v), é uma fungdo constante
para algum vetor fixo v ndo nulo. Cada reta paralela a direcdo v é chamada eixo da hélice.

O teorema a seguir caracteriza as hélices tipo espaco e tipo tempo.

Teorema 4 Seja a : [ — RS uma curova tipo tempo ou tipo espaco com T’ ndo tipo luz em R3.

Se a é uma hélice, entdo t/k é uma fungio constante.

Demonstra¢iao: Vamos dividir nos casos em que a é tipo tempo e tipo espago. Podemos

tomar a parametrizada pelo comprimento de arco

caso 1) Considere @ uma curva tipo tempo. Derivando a expressdo (T,v); = const.
e usando a equacdo (2.13) para escrevermos v = aT + bB. Novamente derivando e

usando a equagdo (2.17), segue que
a’T+akN +b'B—1bN =a'T + (-1 +ak)N +b'B = 0.

Pela independéncia dos vetores {T, N, B} temos

a =0
=0
—1b +ak = 0.

Logo a e b sdo constantes e { = § é constante.

a
b

Caso 2) Seja @ uma curva tipo espaco. Assim devemos considerar duas possibili-
dades, quando T” é tipo tempo e tipo espago. Consideremos T’ tipo tempo e derivando
a expressdo (T,v); = const. e usando a equagdo (2.18), para escrevermos v = aT + bB,
derivando em relagdo ao pardmetro da curva juntamente com equacao (2.21)), temos

a’T+akN +b'B+ 1N =a'T + (1 +ak)N + b'B = 0.

Pela indepéndencia dos vetores {T, N, B},

a =0
=0
b +ak = 0.
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I - _4a

+ = —% é constante. Para T’ tipo espaco, diferenciando
(T,v), = const., onde v é um vetor fixo, obtemos que k(N,v); = 0. Logo v pertence ao

Logo a e b sdo constantes e

complemento ortogonal de N. Usando (2.22)) para escrevermos v = aT + bB e derivando
em relacdo ao parametro da curva juntamente com a equacao (2.24), temos que

a’T+akN +b'B+ 1N =a'T + (1 +ak)N +b'B = 0.

Como {T, N, B} sdo vetores linearmentes independentes, entdo

a =0
b'=0
b +ak = 0.
portanto a e b sdo constantes e 1 = —7 é constante. 0

A reciproca desse teorema pode ser enunciada da seguinte forma.

Teorema 5 Seja o uma curva tipo tempo ou tipo espago, com vetor normal ndo tipo luz. Se 7 é
constante, entdo o é uma hélice.

Demonstragdo: Consideremos primeiramente a tipo tempo e 1 = ¢ = t = kc. Defi-
nindo v = cT + B e usando a equacgao (2.17) temos:

v’:cT’+B’:ckN—TN:k(c—%)N:O.

Além disso,
<T/ U>l = <T/ CT>1 + <T/ B>l =C.

Considere agora a uma curva tipo espaco e N ndo tipo luz. Dessa forma existem
duas possibilidades: N é tipo tempo ou N tipo espago. Seja N tipo tempo, como
+ =c¢ = 1 =kc. Definav = cT — B, onde ¢ é uma constante. E necessario provar que

v' = 0e(T,v); = const.. Derivando e usando a equacao (2.21)) temos:
o' =cT" — B = ckN — N = k(c — %)N:O.

Além disso,
<T/ U>l = <T/ CT>1 - <T/ B>l =cC

O caso em que N ¢é tipo espaco é andlogo ao anterior.
Observagdo: Quando uma curva regular a estd contida em um plano temos (T,v); =

const. com v € ]Ri’, isto é, @ € uma hélice. Além disso, temos que uma curva regular o
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tipo tempo ou tipo espago com vetor T’ ndo tipo luz estd contida em plano se, e somente

se, T =0.

2.5 Superficies Parametrizadas No Espaco de Minkowski

Nesta se¢do estudamos as superficies parametrizadas para o espago de Minkowski, que
analoga a defini¢do dada para o espago Euclidiano IR? porque ndo depende da métrica.

Definigao 19 Uma supetficie parametrizada regular é uma aplicagio x : U € R* — R}
definida por x(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)), onde U é um conjunto aberto, tal que:
i) x é diferencidvel de classe C*.

ii) Para todo q = (u,v) € U, diferencial de x em q, dx, : R* — R? é injetora.

Quando x ¢ uma superficie parametrizada regular dy,(IR?) é um subespaco de duas
dimensdo em IR3. Este espaco é chamado plano tangente da superficie no ponto p = x(9).
Como {e; = (1,0),e; = (0,1)} é uma base de R? e dy, : R* — R® é uma transformac&o
linear injetora, entdo {dyx,(e1) = xu, dx,(e2) = Xx,} é uma base para o plano tangente.
Quando dy, : R*> — R’ ndo ¢ injetora dizemos que o ponto p = x(q) é um ponto
singular

Assim como classificamos os vetores, os subespagos, os planos e as curvas também

podemos classificar as superficies parametrizadas regular.

Definigdo 20 Seja x C IR uma supetficie parametrizada regular.
i) x é chamada ser tipo espago, se o plano tangente for tipo espago.
ii) x é chamada tipo tempo, se o plano tangente for tipo tempo.

iii) x é chamada tipo luz, se o plano tangente for tipo luz.

Na defini¢do do produto vetorial no espago de Minkowski o vetor x, A x, é ortogonal aos
vetores {X,, X»}. Assim pela Proposigao para classificar as superficies parametrizadas
regular, é suficiente analisar x, A x,. Quando x, A x, é tipo tempo ou tipo espaco,
surge naturalmente a existéncia de um vetor unitdrio ortogonal ao plano tangente,

denominado de vetor normal para cada ponto da superficie, escrito da seguinte forma

Xu N Xo

(u,v) = 22
{ IXu A Xoh

(2.28)
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2.6 Superficies Regradas No Espaco de Minkowski

Nesta secdo, estudamos as superficies regradas no espaco de Minkowski para que

possamos estudar as superficies desenvolviveis no préximo capitulo.

Definicdo 21 Dada um familia a 1-pardmetro de retas {a(t), X(t)} a superficie S, parametrizada

por
x(t,v)=a(t)+vX(t), tel, veR,

é chamada superficie regrada gerada pela familia {a(t), X(t)}. A curva a(t) é chamada de diretriz
da superficie e as retas L, que passam por a(t) e estd na diregdo de X(t) sdo chamadas de geratrizes
da superficie.

Lema 7 Seja S C R} uma superficie regrada parametrizada por x(t,v) = a(t) + vX(t), com a
uma curva reqular, | Xy = 1, |X'|y # 0 para todo u € I. Entdo existe uma tinica parametrizagio
x(u,0) = B(u) + vX(u), tal que (' (1), X'(u)); =0

Demonstra¢ao: Supondo a existéncia de uma curva p(u) = a(u) + £(1)X(u), escrevamos
Bu) =B, a(u) = a, X(u) = X, t(u) = t. Assim

O = <ﬁ,, X/>1 = <0/ + t,X + tX’, X,>1 = <a’, X,>1 + <X,, X’>1.

_ @ X _ @ X'
(X" X" (XX
considere o definida no mesmo dominio de a, outra diretriz da superficie regrada.

Logot = ef=ua X. Para provar que ndo depende da parametrizagdo,
Temos

x(w,0) =a(u) +vX(u) = a(u) +sX(u), (2.29)

para alguma funcdo s = s(v). Como consequéncia podemos definir f e § para cada caso

como

_ @, X 5 = (@, X'
P xy, Poo o™
Assim < - X
2y la—a, X'
Pop=le=a- "y, *
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Mas da equacgédo lb a—a = (s—v)X ouainda & —a’ = (s — v)X’, a partir destes
resultados segue que

S =T X
=B = a-D+ 5
ey S -9)X, X'
= (s-0v)X X X0 X
= X — (s — o E XN
= (s—-v)X-(s v)(X',X’>1X
= 0.

A curva ff tem um nome especial.

Definigao 22 Seja S C RS uma superficie regrada parametrizada por x(u,v) = p(u) + vX(u)
e|X'ly #0, tal que {p’, X’); = 0, neste caso chamamos p de linha de estric¢io de S.

Seja S C IR“;’ uma superficie regrada parametrizada por x(u,v) = p(u) + vX(u), onde
p é uma linha de estric¢do. Como |X'|; # 0, X = 1, (f,X); = 0e (X, X'); =0
pela Proposicdo (3 a linha de estriccdo ndo é tipo luz para nenhum u € I e ainda
{p/, X} e< X’ >*, logo podemos escrever f’ A X = AX’, ou ainda

P B AXX) _ det(p, X, X)
TET XL Xy, T (XL X,

(2.30)

Chamamos Px o pardmetro de distribuicdo da superficie regrada S.

Para fazer sentido essa defini¢do é preciso mostrar que o pardmetro de distribuicao
ndo depende da parametrizagdo escolhida. De fato, seja p(u) = a(u) + t(u)X(u) a linha
de estriccdo de uma superficie regrada parametrizada por x(u, v) = a(u) +vX(u). Assim

o parametro de distribuigdo é dado por

3 det(ﬁ’,X, X’) 3 det(a’ + uX’, X, X’) B det(a’, X, X")
XTOX, X, (X', X"y, (X', X'\

(2.31)

No Espaco Euclidiano foi verificado, que os pontos de singularidades da superficie
regrada estdo sobre a linha estriccdo. Para o Espago de Minkowski um resultado

semelhante pode ser enuciado, mais com algumas restri¢des.

Lema 8 Seja S C R} supetficie regrada tipo espago ou tipo tempo parametrizada por x(u,v) =
a(u) +vX(u), tal que (X, X); = =1 ¢e|X’|y # 0. Entdo os pontos de singularidades estdo sobre a
linha de estricgdo.
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Demonstra¢ao: Tomando x(u,v) = f(u) + vX(u) uma parametrizagdo para a superficie
COmo no Lema@ temos x, = p’ +vX’ e x, = X. Equivalente a dx, ndo ser uma aplicacido
injetiva é termos que (x, A X,); = 0. Suponha (x, A xo); = 0, entdo (xu A Xo, Xu A Xoh1 = 0.
Assim

O=u AXos Xu NXo1 = BAX+0X AX B ANX+0X AX)
(PxX' +vX' A X, PxX' +0X AX),
(PxX', P3xX"); + (0X' A X, 0X' A X)
PX, X'y + 02X A X, X A X)

Como X é tipo tempo, temos X’ e X" A X € tipo espaco. Assim Px = v =0. Sev=0a

parametrizacdo da superficie se resume a x(u,v) = f(u), demonstrando o lema. 0O
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Capitulo 3

Superficies Regradas Desenvolviveis
Tipo Tempo e Tipo Espaco no Espaco de
Minkowski

No capitulo 1 estudamos sobre as superficies regradas desenvolviveis em R®. Baseado
neste estudo, iremos definir as superficies regradas desenvolviveis no espago de Min-
kowski e com auxilio do parametro de distribui¢do definido na Secédo 2.6, relacionar
com as propriedades da diretriz da superficie regrada, mais especificamente com a
curvatura k e a tor¢do 7 da diretriz. Este capitulo foi baseado nas referéncias [11], [13]
e [7].

Defini¢ao 23 Uma superficie regrada no espago de Minkowski é desenvolvivel se ao longo de
cada geratriz da superficie regrada o plano tangente é constante.

Com base nesta definigdo, temos a seguinte caracterizagdo para as superficies regradas

desenvolviveis.

Lema 9 Uma superficie regrada S tipo tempo ou tipo espago é desenvolvivel se e somente o
pardmetro de distribuicdo da superficie regrada é nulo.

Demonstragao: Suponha que S é um superficie regrada desenvolvivel. Considere uma

parametrizagdo da superficie regrada como no Lema|[7} Assim

Xu = ,8/ + Z7)(,/
Xv = X/
Xuww = X' (31)

Como S é tipo tempo ou tipo espago o vetor normal da superficie estd bem definido e
escrito como na equacgao 1} Seja a = a(u,v) dada por a = —-——, as expressdes para

[XuAXol1”
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n e 1, temos:
N=af ANX+0X' ANX)=>n, =a,(f ANX+0X' AX)+aX AN X (3.2)

Como S é desenvolvivel, isto é, plano tangente é constante ao longo de cada geratriz
da superficie, o vetor normal da superficie é constante para cada geratriz da superficie

regrada, daf temos 1, = 0. Assim
0=, XN =P AX+0X' AX)+aX ANX, X)) =a,{p' A X, X').

Afirmamos que a, # 0. De fato, como x, A x» é tipo tempo ou tipo espago e temos que

XANXX ANX
iv< h # 0.

Ay

3
IXu A Xol{

Logo (' A X, X’'); = 0 e portanto Px = 0. Reciprocamente se Px = 0, devemos mostrar
que {1y, Xud1 = (v, Xo)1 = 0, pois dai 1, = 0, uma vez que |n|; = 1, obtemos que 1 é
constante ao longo de cada diretriz da superficie. Das equagdes (3.1) e (3.2)

Mos X1 = @B ANX+0X' AN X)+aX ANX, X), =0,
e usado que Px = 0 temos
Mo, Xun1 = @B AX+0X' ANX)+aX AX, B +0X') =—a(f ANX, X'); =0.

Concluindo a demonstragdo do lema. 0

Para o uso nas se¢des seguintes vamos considerar as seguintes notagdes.

Seja @ : I — R} uma curva tipo tempo ou tipo espago parametrizada pelo com-
primento de arco s e {T(s), N(s), B(s)} o triedro de Frenet. Considere {¢; = (1,0,0),e;, =
(0,1,0),e3 = (0,0,1)} um sistema de coordenadas para o espaco de Minkowski. Como
os vetores {T(s), N(s), B(s)} sdo linearmente independentes, eles formam uma base para
lRi’ em cada s € I. Seja x(s,v) = a(s) + vX(s) a parametrizagdo de uma superficie regrada
com

X(s) = x1T(s) + xo2N(s) + x3B(s), (3.3)

x; € R, i = 1,2,3, constantes reais ndo nulas e |[X(s)|; = 1, |X(s)’|; # 0 para todo s € I.
Vamos omitir o pardmetro s e escrever a(s) = a, X(s) = X, T(s) = T, N(s) = N, B(s) =
B, k(s) =k, t(s) = 7.

Os resultados seguintes estdo baseados nas hipoteses acima.
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3.1 Superficies Regradas Desenvolviveis com Diretriz
Tipo Tempo

Considere uma curva tipo tempo a : I — RR’. Assim temos que T é um vetor tipo

tempo e da Proposicdo (3, N e B sdo vetores tipo espaco.

Teorema 6 Seja a : I — RS uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco.
A superficie regrada tipo espago ou tipo tempo que tem o como diretriz e geratrizes na dire¢do
de X = x1T + xoN + x3B é desenvolvivel se, e somente se, o é uma hélice que satisfaz a sequinte
equagao

2,2
kx5 +x3

T X1X3 '

(3.4)

Demonstragdo: De acordo com o Lema 9 devemos mostar que o pardmetro de
distribuicdo de x é nulo. Usando as equacgdes obtemos uma expressdo para
X’ dada por:

X = xlT’ + XzN’ + X3BI
X’ xlkN + X2(kT + TB) — X3TN
X’ kaT + (xlk - X3T)N + x,7TB. (35)

Substituindo X’ na equacgao (2.30) e calculando o det(a’, X, X’) na base {T, N, B}, obtemos

1 0 0

det(a’, X, X' 1
= v~ - X1 X2 X3

Py = - -
XTUXL Xy, (X', X')
ka Xlk—X3T X2 T

X5T — (X1k — X37)x3

2 2
—x5k? + (x1k + x37)% + X572

(x5 + x3)T — x1kxs

= . 3.6
x3(12 = k2) + (x1k — x37)? (3:6)
Assim Px = 0 se, e somente se,
k x5+
T X1X3
[}
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3.1.1 Casos Especiais Para Curvas Tipo Tempo

No Teorema @ foi essencial que os ntimeros x1, x; e x3 fossem ndo nulos. Vamos agora
fazer um estudo no caso em que algunsdo x;;i = 1,2, 3 sdo nulos. Primeiramente vamos
considerar X na direcdo dos vetores do triedro de Frenet e em seguida quando X esta
em alguns dos planos formado pelos vetores de Frenet. Tais situagdes sdo chamadas
de casos especiais.

Teorema 7 Seja a : I — IR3 uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco e
X(s,v) = a(s) + vX(s) uma parametrizagio para a superficie regrada tipo tempo ou tipo espago.
i) Se X = T a superficie regrada é desenvolvivel e tipo tempo.

ii) Se X = N a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, é parte de um plano.

iii) Se X = B a superficie regrada ndo é desenvolvivel.

Demonstragdo: i) Supondo X = T, temos de (3.3) que x, = x3 = 0 e x; = 1. Substituindo
na equagdo (3.6), temos que
PX =0.

Logo a superficie regrada é desenvolvivel. Para mostrar que é tipo tempo, observe que

das equagoes (2.13) e (2.17)), obtemos

_ XsAXo _ koNAT  —kovB
1 Xs Axoh  IXs Axol Ixs A xoh

Como B é um vetor tipo espacgo o plano tangente é tipo tempo, ou seja, a superficie
regrada desenvolvivel é tipo tempo.

ii) Supondo X = N, de (3.3) temos x; = x3 = 0 e x, = 1. Segue da equagdo (3.6),

que
T

P X = —TZ 12 .
Portanto Px = 0 & 7 = 0. Assim a é uma curva planar no plano osculador e como X
também estd no plano osculador a superficie regrada tipo tempo ou tipo espago é parte

de um plano.

iii) Se X = B, segue de (3.3) que x; = x, = 0 e x3 = 1. Substituindo na equagdo

(3.6), temos que
1
Px = ;;&0, VY (s,v) eI xR

Portanto a superficie regrada ndo é desenvolvivel. Mas a é uma linha de estric¢do da

superficie regrada, pois (&', X"); = (T, —tN); = 0. 0
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Quando X estd em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o

seguinte resultado.

Teorema 8 Seja a : I — IR3 uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco e
X(s,v) = a(s) + vX(s) uma parametrizagdo para a superficie regrada tipo tempo ou tipo espago.
i) Se X estd no plano normal a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, T = 0.

ii) Se X estd no plano osculador a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T ou
a superficie regrada é parte de um plano.

ii1) Se X estd no plano retificante a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T

Demonstragdo: i) O plano normal é formado pelos vetores N e B. Assim de (3.3
escrevemos X = xN + x3B e x% + xg = 1, pois os vetores N e B sdo tipo espaco.
Utilizando a equagdo (3.6), o pardmetro de distribui¢do é dado por

(5 +x3)T ~ T

Py = = .
2072 _ J2 2.2 2 _ 42)2
x5(12 —k?) + x372 T2 - x5k

Portanto Px = 0 & 7 = 0. Assim o é uma curva planar.

ii) O plano osculador é formado pelos vetores T e N. Assim de (3.3) escrevemos
X =0T+ xN e —x] +x; =1, pois T é tipo tempo e B é tipo espago. Utilizando a

equacao (3.6) o pardmetro de distribuigdo é escrito da seguinte forma

2 2
XZT XZT

Py = = .
(2 =K+ 3k K57 — K2

Portanto Px =0 & x, = 0out = 0. Se x, = 0 temos X = T e o resultado segue do
Teorema [/} Se T = 0, temos que a é uma curva planar no plano osculador. Como X
também estd no plano osculador concluimos que a superficie regrada tipo tempo ou
tipo espaco é parte de um plano.

iii) O plano retificante é formado pelos vetores T e B. Assim de (3.3) segue quex, =0e
X = xT + x3B. Utilizando (3.6), o parametro de distribuicdo é dado por

_ X§T — X1kX3 _ —X3(x1k— X3T) _ —X3
T ak-x312  (uk-x1)? (k- x31)

Logo Px = 0 se, e somente se, x3 = 0. Além disso, observe que {(a’, X"); = (T,kN); = 0,

isto é, @ é uma linha de estriccao. 0

Observe que estamos considerando uma superficie regrada x(s, v) = a(s)+vX(s), com

« uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento dearcoe X = x;T+xN +x3B,

48



IX]; =1e|X'l; # 0. Considere novamente uma curva a tipo tempo parametrizada pelo
comprimento de arco e uma superficie regrada parametrizada por x(s,v) = p(s) + vX(s),
onde agora a diretriz f é uma curva tal que o seu vetor tangente é dado por ' =
T +y.N+y3B; y; € R;1 =1,2,3 sdo constantes reais.

A partir das hip6teses acima o seguinte teorema pode ser enunciado.

Teorema 9 Seja o : I — RS uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco
ef:1— R tal que B’ = 1T + yoN + y3B, onde y; € R;i = 1,2,3 sido constantes reais.
A superficie regrada tipo tempo ou tipo espago que tem B diretriz e as geratrizes na diregdo de
X =x1T + xoN + x3B é desenvolvivel se, e somente se, « é uma hélice que satifaz a equagio

ko yi(d +x3) = yaxids — Ysxixs

= . (3.7)
T ya(ﬁ - x%) — YoXoX3 + Y1X1X3

Demonstragido: Considere X’ dado na equacgéo (3.5). Utilizando a equacéo (2.30) para
obter o parametro de distribuigdo, temos

LA Y2 Y3
Px = ; X X X
X XX 1 2 3
sz Xlk —X3T XpT
yl[(x§ + xé)’[ — x1kxs] — y2[x120T — x223k] + ys[k(x% - x%) — x1037]
x3(12 = k2) + (x1k — x37)?

[yl(x§ + xé) — YoX1X2 — Y3X1X3]T + k[ya(xf - x%) + YaXoX3 — Y1X1X3]

) . (3.8
(12 = 2) + (xik — x57)2
Portanto 2 2
Px=0e k = _yl(iZ + 7;3) T YaXaxa + Y3x1X3.
T y3(x3 = X3) + YoXaXs — Y1X1X3
O

Observacao: No teorema acima, considerando 1y, = y3 = 0 e y; = 1 temos exatamente
o Teorema 6l
Na proxima segdo faremos um estudo analogo para curvas tipo espaco.

3.2 Superficies Regradas Desenvolviveis com Diretriz Tipo
Espaco

Nesta secdo, baseados nas referéncias [11] e [13], estudamos as superficies regradas

desenvolviveis com diretriz tipo espaco.
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Considere o : I — R} uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de
arco s e {T(s), N(s), B(s)} a base de Frenet. Como « é tipo espago < T >* é um subespaco
tipo tempo, assim pela Proposigao | temos que N pode ser tipo tempo, tipo espaco
ou tipo luz. Seja x(s,v) = a(s) + vX(s) a parametrizacdo de uma superficie regrada
com X(s) = x1T(s) + xoN(s) + x3B(s), x; € R, i = 1,2,3, constantes reais ndo nulas e
IX(s)l1 = 1, IX(s)'|; # 0 para todo s € I. Para facilitar os célculos, considere também
a(s) =a, X(s) =X, T(s) =T, N(s) = N, B(s) = B, k(s) =k, 7(s) = .

No que segue enunciaremos dois teoremas: um para N tipo tempo e tipo espago e

outro para N tipo luz.

Teorema 10 Seja o : I — RS uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco
com o vetor normal ndo tipo luz. A superficie regrada tipo espago ou tipo tempo que tem o como
diretriz e as geratrizes na diregdo de X = x1T + x,N + x3B é desenvolvivel se, e somente se, a é
uma hélice que satisfaz a equagdo.

=== (3.9)

Demonstragao: Consideremos as possibilidades para N.
i) Considere N um vetor tipo tempo. As equagdes de Frenet sdo dadas por (2.21).

Utilizando-as para obter uma expressdo para X’, temos que

X = xlT’ + X2N’ + .X'3BI
X’ xlkN + X2(kT + TB) + X3TN
X’ kaT + (xlk + X3T)N + x,7TB. (310)

Logo da equagdo (2.30) o parametro de distribuigdo calculado na base {T, B, N} é dado
por

1 1 0 0
Px = ———
XS x|t
Xk x1k +x37 X7
(x5 — x3)T — xrkxs

= . 3.11
X3(12 + k2) — (x1k + x37)? (.11)

Portanto Px = 0 se, e somente se,

X1X3 '

ii) Considere N um vetor tipo espago. As equagdes de Frenet sdo dadas por (2.24).
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Assim obtemos uma expressdo para X’ da seguinte forma

X = xlT’ + XzN’ + X3B’
xlkN + XZ(—kT + TB) + X3’IN
—kaT + (Xlk + .X'3T)N + XzTB. (312)

P
T

Logo da equacdo (2.30) o parametro de distribuicdo calculado na base {T, B, N}, é dado
por

. 1 0 0

Px = ———
T XXyt
=Xk x1k+x31 27

(x5 — x3)T — x1kxs

T 2K —1) + (k + 112 (3.13)
Portanto Px = 0 se, e somente se,
k_%-%
T X1X3
U

Quando N ¢é tipo luz podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 11 Seja o : I — RS uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco
com o vetor normal tipo luz. A superficie regrada tipo espaco ou tipo tempo que tem o como
diretriz e as geratrizes na diregdo de X = x1T + xoN + x3B é desenvolvivel se, e somente se, T é

constante que satifaz a equagdo.
X1

X2+X3.

T=- (3.14)

Demonstragdo: Como N é um vetor tipo luz a curvatura ndo esta definida. Utilizando
a equagdo (2.25) para obter uma expressdo para X', temos que

X = xlT’ + XZNI + X3B’
X" = xiN +x7N + x3(-T — 7B)
X = —x3T+ (X1 + XZT)N — x37B. (315)

Consequetemente utilizando a equagéo (2.30) o pardmetro de distribuigdo calculado na
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base {T, B, N} é dado por

1 1 0 0
Py = ——
X (X', X' X1 X2 X3
—X3 X1+ X3T —X3T

—(X2x3 + X3)T — X1X3

= . 3.16)
> (
x5 — 2x37(X1 + X27)
Portanto Px = 0 se, e somente se,
X1X3 X1
T=— ) = — .
X2X3 + x3 Xy + X3

O

Para obter o Teorema [10]e o Teorema [11]as retas da superficie regrada estdo na diregdo
de X = x;T + x,N + x3B, onde x4, x2, x, sdo constantes reais ndo nulas. Mas as equacdes
e sdo validas mesmo que alguns dos x;; i = 1,2, 3 sejam nulos. Tais situa¢des
sdo chamadas casos especiais. Como a curva a é tipo espago devemos considerar as

possibilidades de N e estes serdo tratados na préxima secéo.

3.2.1 Casos Especiais Para Curvas Tipo Espaco com a Normal Tipo

Tempo

Quando N é tipo tempo temos que B é tipo espago. Para o caso em que X estd na diregdo
de alguns dos vetores do triedro de Frenet temos o seguinte resultado.

Teorema 12 Seja o : I — R uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de
arco, com N um vetor tipo tempo e x(s,v) = a(s) + vX(s) uma parametrizagio para a superficie
regrada tipo tempo ou tipo espago.

i) Se X = T a superficie regrada é desenvolvivel e tipo tempo.

ii) Se X = N a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, é parte de um plano.

iii) Se X = B a superficie regrada nio é desenvolvivel.

Demonstragdo: i) Se X = T, de (3.3) temos x; = 1 e x, = x3 = 0. Substituindo na equagédo

(3.11)), temos que
PX = 0

Logo a superficie regrada é desenvolvivel. Para mostrar que superficie regrada desen-
volvivel é tipo tempo, observe que das equagdes (2.18)), (2.21) temos que

_ XsANXo _ koNAT  —kouB
n |Xs /\lel |Xs /\XU|1 |Xs /\lel.
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Como B é um vetor tipo espaco o plano tangente é tipo tempo, isto é, a superficie
regrada desenvolvivel é tipo tempo.

ii) Se X = N, de (3.3) temos que x; = x3 = 0 e x, = 1. Neste caso x; = x3 = 0O e
x, = 1. Substituindo na equacao (3.11)), temos que

T

Py=——.
X7y

Portanto Px = 0 & 7 = 0. Assim a é uma curva planar no plano osculador e como X
também estd no plano osculador a superficie regrada tipo tempo ou tipo espago é parte
de um plano.

iii) Supondo X = B, de (3.3) segue que x; = x, = 0 e x3 = 1. Substituindo na equagdo
(3.11)), temos que

—T

1
Px=—==-%#0 Y(s,v) eI XR.
-2 T

Como Px # 0, entdo a superficie regrada tipo tempo tipo ou tipo espago ndo pode ser
desenvolvivel. Além disso a é uma linha de estric¢ao, pois (&', X'} =(T,TN); =0

Quando X estd em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o
seguinte resultado.

Teorema 13 Seja o : I — RS uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco
com normal tipo tempo e x(s,v) = a(s) + vX(s) uma parametrizacido para a superficie regrada
tipo tempo ou tipo espago.

i) Se X estd no plano normal a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, T = 0.

ii) Se X estd no plano osculador a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T ou
a superficie regrada é parte de um plano.

iii) Se X estd no plano retificante a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T

i) Se X esta no plano normal, segue de (3.3) que x; = 0 X = x,N + x3B e —x3 + x5 = %1,
pois N é um vetor tipo tempo. Utilizando a equagdo (3.11), o pardmetro de distribuigdo
é escrito da seguinte forma

(XE - x%)T _ FT +7

X = = = .
2072 4 12) — 272 T2 _ 422 2 L 42)2
x5(T2 + k) — x37T Fr2-xk* £+ x5k

LogoPx =0 1t =0.
ii) Se X estd no plano osculador, de 1b temos x3 =0, X = x;T+xNe xf — x% = +1.
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Substituindo na equagédo (3.11)), o pardmetro de distribuicdo é dado por

2 2
XZT _ XZT

X = = .
2072 4 12) — +2)2 2.2 = |2
x5(T2 + k) — x7k* x5 F k

Para que Px = 0, devemos ter x, =0 ou 1 = 0. Se x, = 0, temos X = T e o resultado do
Teorema (12). Se 7 = 0, a curva a é planar no plano osculador. Como X também esta no

plano osculador a superficie regrada tipo tempo ou tipo espago é parte de um plano.

iii) Supondo que X estd no plano retificante, de (3.3) temos que x, = 0, X = x;T + x,B
e x2 +x; =1, pois T e B sdo vetores tipo espaco. Substituindo na equagéo (3.11), o
parametro de distribuigdo é dado por

2
—X3T — xlkx3 _ X3(X3T + xlk) _ X3

B —(xlk + X3T)2 B (X3T + xlk)z B (X1k + X3T).

Px

Portanto Px = 0 se, e somente se, x3 = 0. Além disso, @ é uma linha de estric¢ao, isto é,
(@, X"), =(T,kN); =0.

3.2.2 Casos Especiais Para Curvas Tipo Espaco e a Normal Tipo Espaco.

Consideremos agora N um vetor tipo espago, assim temos que B é um vetor tipo tempo.
Para o caso em que X estd na direcdo de algum dos vetores do triedro Frenet podemos
enunciar o seguinte teorema.

Teorema 14 Seja o : I — R uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de
arco, com N um vetor tipo espago e x(s, v) = a(s) + vX(s) uma parametrizacio para a superficie
regrada tipo tempo ou tipo espago.

i) Se X = T, a superficie regrada é desenvolvivel e tipo espago.

ii) Se X = N, a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, é parte de um plano.

iii) Se X = B, a superficie regrada ndo é desenvolvivel.

Demonstracdo: i) Se X = T, segue de (3.3) que x, = x3 = 0 e x; = 1. Substituindo na
equagdo (3.13), temos que
PX =0.

Para mostrar que a superficie regrada desenvolvivel é tipo espago, observe que das

equagdes (2.22) e (2.24), temos que

_ XsAXo _ koNAT  —kovB
IXs Axoh  IXs Axolt Ixs A xoh
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Como B é um vetor tipo tempo o plano tangente é tipo espago, ou seja, a superficie
regrada desenvolvivel é tipo espaco.

ii) Se X = N, de (3.3) temos que x; = x3 = 0 e x, = 1. Segue da equagdo (3.13),

que
T

k2 — 12"

Portanto Px = 0 & 7 = 0. Assim a é uma curva planar no plano osculador. Como X

PX:

também estd no plano osculador a superficie regrada desenvolvivel é parte de um plano.

iii) Supondo que X = B, segue de (3.3) que x; = x, = 0 e x3 = 1. Substituindo na
equacao (3.13), temos que
-t -1
Px=—=—%0, V(s,v) e IXR.
T T
Como Px # 0asuperficieregrada tipo tempo ou tipo espago ndo pode ser desenvolvivel.
Além disso, @ é uma linha de estric¢do, pois (&', X"); = (T, TN); = 0. 0O

Quando X estd em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o

seguinte teorema.

Teorema 15 Seja o : I — RS uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco
com normal tipo espago e x(s,v) = a(s) + vX(s) uma parametrizagio para a superficie regrada
tipo tempo ou tipo espago.

i) Se X estd no plano normal a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, T = 0.

ii) Se X estd no plano osculador a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T ou
a superficie regrada é parte de um plano.

iii) Se X estd no plano retificante a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, X = T.

Demonstragdo: i) Se X esta no plano normal, de (3.3) temos que x; = 0, X = x,N + x3B
e x5 — x5 = =1, pois N é um vetor tipo espago e B é um vetor tipo tempo. Substituindo
na equagdo (3.13), o parametro de distribuicado é escrito da seguinte forma

@-2r  ar

Px = = .
2(12 _ 72 2.2 212 = 2
x5(k* =12+ x3T* k2 F T

Logo Px = 0 & 7 = 0. Assim a é uma curva planar.

ii) Se X estd no plano osculador, de 1} segueque x3 =0, X =x1T+x,N e x% + xg =1,
pois T e N sdo vetores tipo espago. Substituindo na equagao (3.13), o parametro de
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distribuigdo é dado por

2 2
XZT _ XZT

= 202 _ 2 212 T 12 _ 2.2°
x5(k* — ) + x7k* k* — x5t

Px

LogoPx =0 x, =0,out =0. Se x, = 0 temos X = T o resultado segue do Teorema
Se 7 = 0, a é uma curva planar no plano osculador. Como neste caso X também

estd no plano osculador a superficie regrada desenvolvivel é parte de um plano.

iii) Se X estd no plano retificante, de (3.3) temos que x, = 0, X = x;T + x3B e
X} —x3 = £1, pois B é um vetor tipo espago. Substituindo na equagdo (3.13), o parametro
de distribuicdo é dado por

—x3T — x1kxs 3T+ k) —x

PX - (xlk + X3T)2 - (X3T + xlk)z - (xlk + X3T).

Portanto Px = 0, se e somente se, x3 = 0. Além disso a é uma linha de estric¢do, pois
(a/, X"y =(T,kN), = 0. O

3.2.3 Casos Especiais Para Curvas Tipo Espaco e a Normal Tipo Luz

Quando N é um vetor tipo luz vimos na Se¢do 2.3.2, que B também ¢é tipo luz. Assim o
parametro de distribui¢cdo ndo esta definido em alguns casos especiais. De fato, suponha
X =T = X’ = N, assim (X', X"); = 0. O mesmo acontece para X = N, X = x;T + x;N,
temos também que (X', X’); = 0. Observe que se X = N e X = B temos que X nado
pode ser tomado como unitario, pois sdo vetores tipo luz. Com essas obervacdes, resta

apenas dois casos especiais que serdo abordados no préximo teorema.

Teorema 16 Seja o : I — IR uma curova tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco
com o vetor normal tipo tipo luz e x(s,v) = a(s) + vX(s) uma parametrizagio para a superficie
regrada tipo tempo ou tipo espago.

i) Se X estd no plano normal a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, T = 0 ou
Xy = —X3.

ii) Se X estd no plano osculador a superficie regrada é desenvolvivel se, e somente se, a torgio é

' joT = =X
constante e satisfaz a equagio T = o

Demonstra¢io: i) Supondo que X estd no plano normal, devemos ter x; = 0, X =
xoN +x3B e 2x,x3 = +1, pois N e B sdo tipo luz. Utilizando a equagdo (3.16) o parametro
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de distribuicdo é escrito da seguinte forma

—(x2x3 + x%)’f _ —(tx3)t

X3 — 2x3%, T2 X3 — 2x,72

X:
Logo Px =0 t=00ux; = —x3.

ii) Se X estd no plano retificante, segue que x, = 0 e X = x1T + x3B. Substituindo
na equagdo (3.16), o parametro de distribuicdo é dado por

2
“XT T X1X3 —X3T — Xy
x% + 2X3X1T X3+ 2x17T

x =

Portanto Px = 0 se, e somente se,

Portanto a tor¢do é constante. O

Observe que estamos considerando uma superficie regrada x(s, v) = a(s)+vX(s), com
@ uma curva tipo espaco parametrizada pelo comprimento de arcoe X = x; T+x,N+x3B,
IX]; = 1e|X’|; # 0. Considere novamente uma curva a tipo espaco parametrizada pelo
comprimento de arco e uma superficie regrada parametrizada por x(s,v) = p(s) + vX(s),
onde agora a diretriz f é uma curva tal que o seu vetor tangente é dado por p’ =
T + y2N + y3B; y; € R;i = 1,2,3 sdo constantes reais. Como a curva é tipo espago
temos que levar em consideracgao as possibilidades de N.

A partir das hipéteses acima o seguinte teorema pode ser enunciado.

Teorema 17 Seja o : I — R3 uma curva tipo espago, parametrizada pelo comprimento de
arco com o vetor normal N ndo tipo luz e B : [ — R, tal que B’ = 1T + yoN + y3B, onde
yi € R;1=1,2,3 sdo constantes reais. A superficie regrada tipo tempo ou tipo espago que tem
B como diretriz e as geratrizes na diregdo de X = x1T + x,N + x3B é desenvolvivel se, e somente
se, a é uma hélice que satisfaz umas das seguintes equacoes.
k _ yl(XE - x%) — YoX1Xp + Y3X1X3 (3.17)
T ]/3(9% - x%) + Y2XoX3 — Y1X1X3 '
k=i = 23) + yaxida — Y3xix3

A . (3.18)
T y3(x2 +X3) — YaXoX3 — Y1X1X3

Demonstra¢do: Assim como no Teorema deve ser levado em consideragdo as
possibilidades do vetor N.
i) Seja N um vetor tipo tempo assim X’ é dada pela equacdo (3.10). Utilizando a equagao
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(2.30) o parametro de distribuicdo é escrito da seguinte forma

n Y2 Y3
Px = ; X X X
X x| 2 3
Xk x1k +x3T X7
vl (63 — x3)T — x1kxs] = ya[xaxot — x0x3K] + ys[k(xF — x3) + x1x37]
x3(12 + k) — (x1k + x37)2

[y1(x§ - xgz;) — YoX1X2 + Y3X1X3]T + k[]/a(x% - x%) + YoXoX3 — Y1X1X3]

) . (3.19
x5(12 + k2) — (x1k + x37)? (3.19)
Portanto o
X5 = X3) = YaX1X2 + Y3X1X
PX:O@E:_yl(é ;) YaX1X2 y313.
T ya(x2 = x2) + Y2xoX3 — Y1 X123

ii) Seja N um vetor tipo espaco, assim X’ é dada pela equacdo (3.12). Utilizando a
equacao (2.30) para calcular o parametro de distribuicdo, temos que

1 Y2 Y3
Px = ; X X X
X <X’,X’>1 1 2 3
—sz xlk + X3T XoT

yal(x3 — x3)T — x1kxz] = yalxaxaT + x0x3K] + y[k(xF + x3) + x1x37]

X5 (k2 = 2) + (x1k + x37)?

[yl(X§ - xg) — YoX1X2 + Y3x1X3]T + k[ys(x% + x%) — YaXoX3 — Y1X1X3]

) . (3.20
x5 (k% = 2) + (x1k + x37)? (3.20)
Portanto 2 2
Px=0¢® k_ _yl(EZ - J;3) T Y20X; — YahaXs
T Y3(x +X3) — YaXoXs = YiXiz
U

Quando N é um vetor tipo luz temos o seguinte resultado.

Teorema 18 Seja o : I — R3 wuma curva tipo espago, parametrizada pelo comprimento de
arco com o vetor normal N tipo luz e B : I — R, tal que B’ = T + y,N + y3B, onde
yi € R;1=1,2,3 sdo constantes reais. A superficie regrada tipo tempo ou tipo espago que tem
B como diretriz e as geratrizes na diregdo de X = x1T + x,N + x3B é desenvolvivel se, e somente
se, a torgdo é constante e satisfaz a equagio

2 2
B —yg,(x1 + X2X3) + Y2X5 + Y1X1X3
—2y1x2x3 + YoX1X3 + Y3X1X2 '

Demonstracao:
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Supondo N um vetor tipo luz, temos que X’ é dado pela equacao (3.15). Utilizando
a equagdo (2.30) para calcular o pardmetro de distribuigdo, temos que

N Y2 Y3
Px = # X X X
X X, X' 1 2 3

—X3 X1+ X2T —X3T

Val(—=x2x3 — Xox3)T — x1x3] — Yo [—X123T + X3] + Ya[X] + X127 + X23]

X5 + 2x37(x1 + X27)

2
[—2y12x0x3 + Yox1X3 + Y3X1X2] T + ya(ﬁ + XX3) — YaX3 — Y1X1X3

= 5 (3.21)
x5 — 2x37(X1 + X27)
Portanto ) )
—]/3(xl + XpX3) + Y2X3 + Y1X1X3
Py=0o1= .
—2Y1X2X3 + YoX1X3 + Y3X1X2
[}

Observe que se i; = 1 e y, = y3 = 0, temos o caso ja estudado no Teorema

3.3 Curvatura de Gauss Para o Espaco de Minkowski

Considere S uma superficie tipo tempo ou tipo espago. Seja x(u, v) uma parametrizacdo
da vizinhanga de um ponto p € S e {x., X} uma base do plano tangente. A primeira
forma fundamental é definida por

L= :T,SXT,S — R
L,(u,v) = (u, v). (3.22)

Dado um vetor v = ay, + by, do plano tangente, temos que

L(v,0) = (0,0} = a*(Xu, Xud1 + 24X u, Xo)1 + V> (X0, Xod1,

ou ainda

1,(0,0) = (v,0); = (a b)(i 2](;]

onde E = {xu, xu)1,F = {Xuw, Xo)1, E = {(Xv, Xv)1- Chamados E, F e G de coeficientes da
primeira forma fundamental. Como foi visto anteriormente, sendo S uma superficie
tipo tempo ou tipo espago, podemos definir um campo de vetor unitario ortogonal ao

plano tangente dado por
Xu N Xo

u,o)=—.
T]( ) |Xu A lel
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Entdo definimos a segunda forma fundamental de x da seguinte maneira

II, : T,SXT,S :— R
1L,(u,v) = ={(dn),(u), v);. (3.23)

Assim dado um vetor v = ay, + by, € T,S, temos que

II,(v, v) = {(dn),(v), v}y —(@mpaxu + bxo), axu + bxon
= —(aldn)p(xu) + b(dn)p(Xo), axu + bxon
= _a2<(dn)p()(u)/ Xu>1 - 2[1b<(d7])p()(u), XU)l - bz((dn)p()(v)/ Xv>1

= d’e+2abf + bg,

ondee = _<(dn)p()(u)/ Xu>1 = <rlr qu>1rf = _<(drl)p()(u)/ Xv>1 = (77/ Xuv>1 eg= _<(dn)p()(v)/ X‘U)l =
(1N, Xwo)1- Chamamos e, f e g de coeficientes da segunda forma fundamental. A curva-
tura de Gauss é definida por
_ - f
K= |EG — F2|'

Foi visto na Sec¢do 1.4, que a curvatura gaussiana da superficie regrada desenvolvivel

(3.24)

é identicamente nula. Um resultado andlogo vale para superficies regradas desen-
volviveis tipo tempo ou tipo espago no espago de Minkowski. De fato, seja x(s,v) =
B(s) + vX(s), uma parametrizacdo de uma superficie regrada tipo espago ou tipo tempo,
com |X|; =1e|X’|; #0. Assim

Xv = X(S)/ Xow = O/ Xou = Xuw = X,(S)‘
Logoe=0e

_ det(B, X, X)) _ Py(X, X'\

XL[ /\ XU > — —
YT A Xoh X A Xl

|Xu A lel

f = <N/Xuv>1 = <X/(S)/

onde Px é o pardmetro de distribui¢do da superficie regrada definido em (2.30). Dessa
forma, a expressdo da curvatura de Gauss para este caso é dada por

—f BXL X))

K= = - .
[EG - P Ixu A Xol2(IEG — F?)

(3.25)

Portanto Px = 0 se, e somente se, K = 0.
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Capitulo 4
Exemplos e Aplicacdes

Nste capitulo vamos mostrar alguns exemplos de superficies regradas desenvolviveis
e ndo desenvolviveis no espaco de Minkowski e no espago Euclidiano. Para tal consi-
deramos a curva a dada pela parametrizacdo a(t) = (senh(t), t V2, cosh(t)), t € I c R.
Primeiramente consideremos « no espago de Minkowski. Assim derivando temos
que
a’(t) = (cosh(t),1,senh(t)), = (a'(t),a’(t)); =2

Observe que a é tipo espago. Reparametrizando a curva pelo comprimento de arco,

obtemos

- feuf ) gl 5}

Da Secdo 2.3.2, os vetores do triedro de Frenet sdo dados por

—cosh| —

WA S

- (el 3 amta)

a curvatura e a tor¢do sdo escritas da seguinte forma

T(s)

K = Ok =,
= (NE)BE) = 5

Observe que (N(s), N(s)); = =1 e (B(s), B(s)); = 1, assim o vetor normal é tipo tempo e
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B(s) é um vetor tipo espaco. Além disso, se v = (0,¢,0) para c uma constante real ndo
nula, temos que (T(s), v); = const., isto é, @ € uma hélice no espago de Minkowski ( Veja
Figura 4.2). Considerando

X(s) = %T(S) + %N(s) + %B(s),

temos que |X(s); =1e
2
e (B-)

1=== Y W/

TG

Assim, o Teorema [10] afirma que a superficie regrada parametrizada por x(s,v) =

a(s) + vX(s) é desenvolvivel (Veja Figura 4.1).
Uma parametrizacdo para esta superficie é dada por

I e L o A 1 e S R

o)

Figura 4.1: Superficie Regrada Desen-

volvivel. Figura 4.2: Hélice.

Vamos agora considerar X(s) na direcdo dos vetores de Frenet.
Considerando X(s) = T(s), usando o Teorema (12| temos que a superficie regrada
X(s,v) = a(s) + vT(s) é desenvolvivel (Veja Figura 4.3). Uma parametrizacdo para a

superficie regrada desenvolvivel é dada por

(ol sl ) i)
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i

Figura 4.3: Superficie Regrada Desen-
volvivel X(s) = T(s).

Considerando agora X(s) = N(s). O Teorema [12| afirma que a superficie regrada
X(s,v) = a(s) + vN(s) ndo é desenvolvivel, pois a@ ndo é uma curva planar (Veja Figura

4.4). Uma parametrizagdo para a superficie regrada ndo desenvolvivel é dada por

X(s,v) = ((1 + v)senh (%) , i, (1 + v)cosh (i)) .

V2 V2

Figura 4.4: Superficie Regrada ndo Desen-
volvivel X(s) = N(s).

Considerando agora X(s) = B(s). O Teorema [12| afirma que a superficie regrada
X(s,v) = a(s) + vB(s) ndo é desenvolvivel (Veja Figura 4.5). Uma parametriza¢do para a

superficie regrada ndo desenvolvivel é dada por

o o S e
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Figura 4.5: Superficie Regrada ndo Desen-
volvivel X(s) = B(s).

Agora vamos considerar a mesma curva a(f) = (senh(t), t,cosh(t)) em R® e fazer

considera¢des andlogas ao anterior. Reparametrizando pelo comprimento de arco,

wo-{Ggen () ()

Da Segao 1.2 os vetores do triedro de Frenet sdo dados por

obtemos

1 1 S
T = Ty Vi 7
©) V2 V242 \/4+252)
NE = o=, V2 )
V2 +82 V2 +¢2
1 -1 —S
B = —y 7 7
2 V2 V242 \/4+252)

a curvatura e a torgdo sdo escritas da seguinte forma

k) = ITOI= 5

7(s) = —(N'(s),B(s)) =

242

Observe que sendo v = (c,0,0), onde ¢ é uma constante ndo nula temos que (T,c) =

= = const., isto é, @ é uma hélice no espago Euclidiano. Considerando X(s) como a

V2
seguir
X(s) = %T(s) + %N(s) + %B(s),

temos que [X(s)| =1e

1V ()
kK :_(% +(%)
)2
(%) (5
Logo pelo Teorema |1}, a superficie regrada x(s,v) = a(s) + vX(s) é desenvolvivel (Veja
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Figura 4.6). Uma parametrizagdo para esta superficie é dada por

s 0vV3 N v(s +2) )

X(s,0) = (— +——, senh™ (i) + M,cosh (senh‘1 (i))
V22 V2 ViZ+es? V2)] " oa+ 129

,2_?3%

3
b
BN

Figura 4.6: Superficie Regrada Desen-
volvivel.

Agora vamos considerar X(s) na direcdo dos vetores de Frenet.
Seja X(s) = T(s), usando o Teorema [2| a superficie regrada x(s,v) = a(s) + vT(s) é
desenvolvivel (Veja Figura 4.7). Uma parametrizagdo para esta superficie é dada por

x(s,v) = (i + L,senh‘1 (i) +—2 ,cosh (senh‘1 (i)) + L)
V2 V2 V2] V242 V2] VAt 22

Figura 4.7: Superficie Regrada Desen-
volvivel X = T.

Seja X(s) = N(s), usando o Teorema [2] a superficie regrada x(s,v) = a(s) + vN(s)
ndo é desenvolvivel, j4 que a ndo esta contida em um plano (Veja Figura 4.8). Uma

parametrizacdo para esta superficie é dada por

x(s,0) = (i,senh‘1 (i) - L,cash (senh‘1 (i)) + ﬂ)
V2 V2] Ns2+2 V2 V2 + 252
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Figura 4.8: Superficie Regrada ndo Desen-
volvivel X = N.

Seja X(s) = B(s), usando o Teorema [2]a superficie regrada x(s, v) = a(s) + vB(s) ndo é
desenvolvivel (Veja Figura 4.9). Uma parametrizagdo para esta superficie é dada por

x(s,v) = (i + L,senh‘1 (i) - L,cosh (senh‘1 (i)) - L)
V2 V2 V2 V242 V2)] VA t2s

Figura 4.9: Superficie Regrada ndo Desen-
volvivel X = B.
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