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Resumo

Seja E a algebra de Grassmann e M, ,(E) uma subélgebra da algebra de matrizes M, y(E)
sobre E. Nosso trabalho trata da descrigao das identidades graduadas satisfeitas pelas algebras
M, (E) e por seus produtos tensoriais. Como aplicagdo obteremos a PI-equivaléncia entre as
algebras My, qs ps+qr(E) € Mp 4(E) @ M, s(E) que é parte do Teorema do Produto Tensorial de
Kemer e veremos que o teorema falha em caracteristica positiva, vamos ter somente uma das
inclusoes, pelo menos no caso (r,s) = (1,1). Trataremos também das identidades graduadas sa-
tisfeitas pelas algebras do tipo Man-1 9n-1(F) e E®m™. Nossas provas sao combinatoriais e contam
com a relagao entre as identidades graduadas e as ordinarias, também contam com a construgao

de modelos apropriados para as correspondentes algebras relativamente livres graduadas.

Palavras-chave: Identidade graduadas, PI-equivaléncia, Matrizes sobre a algebra de Gras-

smann, Algebras relativamente livres.



Abstract

Let E be Grassmann algebra and M, ;(F) a subalgebra of matrix algebra My ,(E) over
E. Our work deals with the description of the graded identities satisfied by algebras M, ,(E)
and by their tensor products. As application we obtain a PI-equivalence between the algebras
Mprtgs.pstqr(E) and M, 4(E) ® M, s(E) which is part of the Tensor Product Theorem of Ke-
mer and we shall see that the theorem fails in positive characteristic, we have only one of the
inclusions, at least in case (r,s) = (1,1). We shall treat also of the graded identities satisfied by
the algebras of the type Myn-1 9n—1(E) and E®". Our proofs are combinatorial and rely on the
relationship between ordinary and graded identities, also we rely on the construction of suitable

models for the corresponding relatively free graded algebra.

Keywords: Graded identities, PI-equivalence, Matrices over Grassmann algebras, Relati-

vely free algebras.
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Introducao

Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Nesta dissertacao todas as algebras
serao consideradas sobre o corpo K. Denotaremos por K(X) a algebra livre gerada livremente
pelo conjunto de variaveis enumeraveis X = {z1,z2,...}. Um polinomio f = f(z1,...,2,) €
K(X) é uma identidade polinomial para uma K-algebra A se f se anula quando avaliado em
elementos quaisquer de A. Quando uma K-algebra satisfaz um polindémio néo nulo, ela é chamada
PI-algebra. As identidades polinomiais satisfeitas por uma éalgebra A formam um ideal, T'(A4),
de K(X) que é fechado com respeito a todos os endomorfismos de K(X), chamado um 7T-
ideal. Cada T-ideal de K(X) é desse tipo. Descrever um T-ideal de uma algebra qualquer é
um problema muito dificil. Descrever as identidades de uma algebra A, significa encontrar um
conjunto gerador de polinémios para T(A), em que tal conjunto é chamado base das identidades
de A. Em 1950, Specht fez a seguinte pergunta com respeito a algebras associativas sobre um
corpo de caracteristica 0: Toda dlgebra associativa sobre um corpo K, charK=0, possui uma
base finita para as suas identidades polinomiais? Esta pergunta ficou conhecida como Problema
de Specht. A celebrada teoria de Kemer, (veja [9]), conduz & uma classificagdo de T-ideais em
caracteristica 0 e a solugao positiva do problema de Specht.

Em seus trabalhos, Kemer estudou as algebras T-primas que sao algebras cujos T-ideais sao
ideais primos dentro da classe dos T-ideais na algebra associativa livre K (X). Tais T-ideais sao
chamados T-primos. De acordo com a teoria de Kemer, os tinicos T-ideais T-primos nao triviais
em caracteristica 0 sao T' (M, (K)), T(M,(E)) e T(M,(E)), onde M, (K) e M,(E) sao algebras
de matrizes de ordem n X n sobre K e sobre a algebra de Grassmann E de dimensao infinita,
respectivamente e M, ;(E) é subélgebra de M, 4(E), (essas algebras sao descritas no Capitulo

2). Além disso, foi mostrado por Kemer, que em caracteristica 0 valem as seguintes igualdades:
(i) T(Map(E) @ E) = T(Ma15(E));
(i) T(Mop(E) @ Mea(E)) = T(Macybd,adibe(E));
(iii) T(My,(E)) = T(E ® E).

Este resultado é conhecido por Teorema do Produto Tensorial de Kemer, do qual segue que
o produto tensorial de duas algebras A e B T-primas é Pl-equivalente a uma &lgebra T-prima,
isto é, T(A® B) =T(C), onde C é uma algebra T-prima.



Um conceito muito importante que possui uma forte relagdo com a teoria de Kemer é de
algebras graduadas e suas identidades polinomiais graduadas. Seja G um grupo finito abeliano,
dizemos que uma K-algebra A é G-graduada se ela é escrita como soma direta de subespagos

vetoriais A, tais que A A, C Ay, para quaisquer g,h € G. Um exemplo bem comum
g g g g

eG
que podem(;qs ter de algebra graduada é dado pela algebra de Grassmann E (sua construgao
pode ser encontrada no Capitulo 1 e sua graduacao no Capitulo 2), outro exemplo de &lgebra
graduada pode ser dado pela algebra de matrizes A = M, (K) que possuem uma graduagao
natural, G = Z, e A; = span(e;j|j —i = g(modn)). Claramente os conjuntos A, definem
uma graduagao para A. Aqui recordaremos brevemente as principais nogoes de identidades
polinomiais graduadas (a definicdo formal pode ser encontrada no Capitulo 2). Seja K(X)
uma algebra associativa livre livremente gerada por X = {x1,x2,...} sobre K, e seja G um

grupo abeliano finito. Assuma que X = J .- Xy onde X, sdo conjuntos enumeraveis disjuntos.

eG
Entao a algebra K(X) é G-graduada natuialmente, pondo K(X), o conjunto gerado por todos
0s monoémios m = ;, &, - - - &y, tal que x;, € X4, € g1---gp = g. O polindémio f(zq,...,xy,) é
uma identidade polinomial G-graduada para a algebra G-graduada A se f(ay,...,a,) =0, para
qualquer a; € A de mesmo G-grau que z;. O conjunto de todas identidades G-graduadas para

A é o Tg-ideal Tz (A), que é fechado com respeito a todos endomorfismos graduados de K (X).

Identidades graduadas se tornaram um objeto de interesse independente e muitos outros
trabalhos foram realizados apods os trabalhos de Kemer nos tltimos anos. Por exemplo, Koshlukov
e Azevedo em [10] descrevem bases de identidades satisfeitas pela algebra de matrizes de ordem
2 x 2, My(K), pela algebra M ;(E) e pela algebra E @ E. Em [2] eles estudam, com Fidelis,
T-ideais T-primos sobre corpos infinitos e por meio dos métodos de Regev, provam que o teorema
do produto tensorial vale somente em polinémios multilineares e que o teorema falha para o 7T-
ideal das algebras M; 1(E) e E® E. Di Vincenzo, em [3], descreve as identidades graduadas de
M, 1(E) em um corpo de caracteristica 0. Vasilovsky descreve, em [19], as identidades graduadas
para algebras de matrizes com Z,-graduacao. Em [5], Di Vincenzo e Nardozza descrevem um
sistema de geradores para as identidades polinomiais graduadas das algebras M, ,(E) e M, ,(E)®
M. 4(E), mostram também que este produto tensorial satisfaz as mesmas identidades polinomiais
graduadas que Mocypd,ad+be(E), (essas tltimas algebras sao descritas no Capitulo 2 juntamente

com suas graduagoes).

Nosso trabalho vai tratar da descricao das identidades graduadas satisfeitas pelas algebras
do tipo M, ;(E) e seus produtos tensoriais. Essas identidades serdo relacionadas por meio de
construgoes de modelos de algebras livres graduadas para as algebras M, ,(E) @ M. 4(E) e para
Mactbd,ad+be(E). Vamos estudar também as identidades satisfeitas pelas algebras Man-1 gn—1(F)
e satisfeitas pelas poténcias tensoriais da algebra de Grassmann, para isso introduziremos a

definicao de algebra k-supercomutativa.

Esse trabalho estéa estruturado em trés capitulos. No primeiro capitulo sao apresentados con-

ceitos basicos, mas que sao fundamentais para o desenvolvimento dessa dissertagdo. Incluimos

i



iii

defini¢oes e nocoes de algebras que sao satisfeitas por identidades polinomiais, as PI-algebras,
bem como resultados que fazem relagao entre T-ideais e variedades de algebras e que dao com-
preensao para os demais capitulos. No Capitulo 2, relembramos as defini¢bes de algebras
graduadas, algebras livres graduadas e identidades polinomiais graduadas e todos os resultados
do Capitulo 1 para algebras ordinarias sao aplicados para dlgebras graduadas. Também nesse
capitulo, vamos descrever a graduagao das algebras de matrizes e de Grassmann e seus produ-
tos tensoriais. Ainda no Capitulo 2, vamos definir supervariedade e também introduzimos o
envoltério de Grassmann, superalgebras supercomutativas e élgebra supercomutativa livre cujas
nogoes vao auxiliar nos resultados do Capitulo 3.

Finalmente, no Capitulo 3, vamos estudar as identidades das algebras M, 4(E) @ M, (E)
e Mpryqs ps+qr(E). Além disso, pondo a = pr+¢s,b=ps+qr,m =p—+qen=r-+s, descreve-
remos um conjunto gerador de identidades graduadas para a subalgebra M, g, s(E) de M, (E)
que é isomorfa a M, ,(E), no caso quando o corpo K ¢é infinito e charK = p # 2. Provaremos
que esses polindomios sao identidades graduadas para a algebra M, ,(E) ® M, s(E) e como con-
sequéncia obtemos a inclusao T'(Mpy4gs ps+qr(E)) € T(Mp, 4(E) ® M, (E)) para correspondentes
identidades polinomiais ordinérias. Ainda no Capitulo 3, vamos introduzir as algebras do tipo
Myn—1 9n-1(E) e E®™ e descreveremos bases das identidades polinomiais graduadas para estas
algebras. Mostraremos resultados que relacionam os Tz-ideias dessas algebras sobre corpos em
caracteristicas 0 e positiva diferente de 2. E por iltimo vamos ver alguns casos do Teorema do

Produto Tensorial de Kemer.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar defini¢oes e resultados que serao importantes para o desen-
volvimento do nosso trabalho. Primeiro falaremos sobre a estrutura de uma algebra e mencio-
naremos exemplos tais como algebra de matrizes M, (K), depois definiremos algebra associativa
livre, identidades polinomiais, PI-algebras e daremos mais exemplos de algebras que satisfa-
zem identidades polinomiais, de T-ideais e variedades. Apresentaremos também o processo de
multilinearizagao. Por meio deste processo, em caracteristica 0, o estudo das identidades polino-
miais de uma dada &algebra pode ser reduzido ao estudo de identidades polinomiais multilineares.
Falaremos brevemente sobre produto tensorial e sua propriedade universal para entao darmos
continuidade a novos resultados. E por tltimo consideraremos alguns resultados bésicos sobre

produtos tensoriais de PI-algebras. Todas as adlgebras consideradas serao associativas e unitarias.

1.1 Algebras

Seja A um espago vetorial sobre um corpo K, entéo:

Definigao 1.1.1. Dizemos que A € uma dlgebra (ou K-dlgebra) se A é munido com uma operagao
bindria * (i.e. uma fun¢ao x : (A, A) — A), chamada multiplicagao, tal que para quaisquer

a,b,c € A e qualquer a € K
(a+b)xc=a*xc+bxc
ax(b+c)=axb+axc
ala*b) = (aa) *b=ax(ab).
Usualmente denotaremos a multiplicacdo de A por - e escreveremos ab ao invés de a - b.
Definigcao 1.1.2. Dizemos que uma dlgebra A é:

(i) Associativa se o produto de A € associativo, isto é, se (ab)c = a(bc), para quaisquer
a,b,ce A.
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(ii) Comutativa se o produto é comutativo, isto é, se ab = ba para quaisquer a,b € A.

(iii) Unitdria (ou com unidade) se o produto de A possui elemento neutro, isto €, se existe

1 € A tal que la = al = a para todo a € A.
Mencionaremos alguns exemplos de algebras sobre um corpo K :
Exemplo 1.1.3. L - qualquer extensdo do corpo base K com a operacao normal;

Exemplo 1.1.4. K[z], K[x1,z2,...,Ty] - 0s polindmios em uma varidvel ou vdrias (comutando)

varidveis; K[x1,22,...] a dlgebra polinomial em vdrias varidveis enumerdveis;

Exemplo 1.1.5. Paran € N, o espago M, (K) de todas as matrizes n x n com entradas em K
munido do produto usual de matrizes, € uma dlgebra associativa com unidade de dimensdo n>.
Nesta dlgebra € importante destacar as matrizes unitdrias e;;, para 1 < 1,5 < n, onde e;; €
a matriz cuja unica entrada mao nula € 1 na i-ésima linha e na j-ésima coluna. Essas matrizes
formam uma base para M, (K). Mais geralmente, se A é uma dlgebra, consideraremos o espago
vetorial My (A) de todas as matrizes n x n com entradas em A. Tomando o produto em M, (A)

andlogo ao produto de matrizes com entradas em K, temos entdo uma estrutura de dlgebra em
M, (A).

Definigao 1.1.6. (i) O subespago S da dlgebra A é chamado subdlgebra se é fechado para a

multiplicagao, i.e., s1,89 € S itmplica s1- 82 € S.

(i1) Um subespago vetorial I de A € um ideal (bilateral) de A se xa,ax € I, para quaisquer

zel eacA.

Seja agora, A uma algebra e I um ideal de A. Consideremos o espago vetorial quociente
A/l ={a+1Ila € A}, sendo a+ I = {a+ x|z € I}. Para cada a € A, vamos denotar o elemento

a + I por a. Temos que as operagoes de soma e produto por escalar sao definidas por

G+b=a+belia=\

paraa,be Ae € K.
Consideremos agora o produto
AT X AT — A/l
(a,b) — a-b=ab
Este produto estd bem definido e é bilinear. Portanto A/I, munido dele é uma &lgebra

chamada de dlgebra quociente de A por I.

Definicao 1.1.7. Seja A uma dlgebra associativa com unidade e S um subconjunto de A. Defi-

niMmos:
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(i) A subdlgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo a intersegao de todas as
subdlgebras de A que contém S U {1}.

(ii) O ideal de A gerado por S como sendo a interse¢ao de todos os ideais de A que contém S.

Se A = K(S), entao dizemos que S gera A como algebra ou que S é um conjunto gerador de
A como algebra. Uma caracterizacdo de subalgebra gerada e ideal gerado por um conjunto de
uma algebra associativa com unidade é dada a seguir.

Sejam A uma algebra associativa com unidade e S um subconjunto nao vazio de A. Entao

(i) A subdlgebra de A gerada por S coincide com o subespago de A gerado pelo conjunto

{1’51'151'2"'5% |’i1,...,ik6N,SiES}.

(ii) O ideal de A gerado por S coincide com o subespago de A gerado por
{asb|s e S, a,be A}.

Definigao 1.1.8. Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear ¢ : A — B € um

homomorfismo de dlgebras se
plzy) = p(x)e(y)
para todo x,y € A. Quando A e B possuirem unidade, vamos exigir também que p(14) = 1p.
Se ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras, dizemos que ¢ é :
e Um monomorfismo, se ¢ é injetora.
e Um epimorfismo, se ¢ é sobrejetora.

e Um isomorfismo, se ¢ é biunivoca.

Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que A e B s@o algebras isomorfas e

1. B — A também é um isomorfismo.

denotamos por A = B. Observe que ¢~
e Um endomorfismo de A, se ¢ é um homomorfismo de A em A.

e Um automorfismo de A, se ¢ é um endomorfismo bijetivo de A.

Denotamos por:
(i) EndA o conjunto de todos os endomorfismos de A.
(ii) Imep a imagem de ¢, isto é, Imy = { ¢(a) | a € A}.

(iii) ker ¢ o nucleo de ¢, isto &, ker o = { a € A| p(a) = 0}.
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Nao ¢é dificil ver que ker ¢ é um ideal de A e que Imy é uma subéalgebra de B.

Uma importante relagao entre homomorfismos e algebras é dada pelo

Teorema 1.1.9. [Teorema de homomorfismo de dlgebras| Sejam A e B dlgebras e ¢ : A — B

homomorfismo de dlgebras, entdo:

A/ ker p = I'mgp.

1.2 Algebra Livre

Seja X = {w1,z2,...} um conjunto enumerével de varidveis ndo comutativas. A algebra
livrte K(X) livremente gerada por X sobre K é o K-espago com o conjunto de monomios
{4, -+ i, In=0,1,2,...} como base.

Dizemos que x;, T;, - - - T3, = Tj; Tj, -+ - Tj,, quando n = m, i1 = J1,...,%, = ju. Denotaremos
por 1 a palavra vazia (de comprimento zero). Os elementos de K(X) que sdo chamados de
polindémios.

Consideremos agora em K (X), a multiplicacao definida por
(@i @iy -+ @, ) (T, Ty« T ) = Tiy Ty ++* Ty Tjy Ty * T

Esta multiplicagao é estendida em K(X) por linearidade. Munido deste produto, K(X) é
uma algebra associativa, pois esse produto é associativo e com elemento neutro 1.

Sejam A uma algebra e h : X — A uma aplicagao arbitraria, de modo que h(z;) = a; para
i € N. Considerando a aplicagao linear ¢y, : K(X) — A tal que pp(1) = 14 € op(xiyziy - - 4,) =
a;, @i, * -+ a;,, temos que ¢y, € um homomorfismo de algebras e é o tnico satisfazendo ¢y, |x= h.

Dizemos que K (X) é algebra associativa livre com unidade, livremente gerada por X.

Definimos deg am, o grau de um monémio am, com a € K, como o comprimento da palavra
m. Também deg, m, o grau de m na indeterminada z;, ¢ o niimero de vezes que x; aparece em

m.

Exemplo 1.2.1. Consideremos o mondmio m(x1,x2,x3) = 2:):156396%:1:3, temos que deg, m =1,

deg,, m = 3, deg,, m = 2 e o comprimento de m € 6.

Consequentemente, grau deg f de um polinémio f = f(z1,z2,...,2,) é€ 0 grau maximo de
um mondmio em f; deg, f, o grau de f em z;, ¢ o maior dos deg, u, para u um mondmio de f.
Dado f = f(x1,...,zy,) € K(X), denotamos por f(ai,...,a,) a imagem de f por pp. Note

que f(a1,...,an) é um elemento de A obtido por substitui¢ao dos s pelos as em f.

Definigao 1.2.2. Seja A uma K-dlgebra e f = f(x1,x2,...,2,) € K(X). Dizemos que f =0 é

uma identidade polinomial de A se f(ai,aq,...,a,) =0, para todo ay,az,...,a, € A.
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Denotemos ® o conjunto de todos os homomorfismos ¢ : K(X) — A. Entao é claro que

f = 0 é uma identidade polinomial para A se, e somente se, f € ﬂ ker ¢. De fato, suponha

ped
que f € ﬂ ker ¢. Entao dados ay,...,a, € A e uma aplicacdo h : X — A tal que h(z;) = a;,
ped
para i = 1,...,n, como K(X) ser livremente gerada por X, existe um tnico homomorfismo

¢ K(X) — A tal que ¢ |x= h, dai temos

flar, .. an) = f(o(21), - p(an)) = @(f (21, - -, 20)) = 0.

Logo f = f(z1,...,x,) é¢ uma identidade para A. Reciprocamente, se f = f(z1,...,z,) é uma

identidade para A, entdo dado um homomorfismo arbitéario ¢ : K(X) — A, temos

o(f(z1,...,20)) = flo(x1), ..., 0(x,)) =0

pois p(x;) € A, para i = 1,...,n. Pela arbitrariedade de ¢, temos f € ﬂ ker .

ped
Diremos usualmente que f = 0 é uma identidade para A ou que A satisfaz f = 0. Como o

polindémio f = 0 é uma identidade para qualquer algebra A, fazemos a seguinte

Definigao 1.2.3. Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial f =0, entao dizemos que

A é uma PI-dlgebra.

Para a,b € A, seja [a,b] = ab — ba denotado o comutador de Lie de a e b. Daremos alguns

exemplos de PI-algebras.

Exemplo 1.2.4. Se A € uma dlgebra comutativa, entao A é uma Pl-dlgebra que satisfaz a

identidade [z,y] = 0.

Exemplo 1.2.5. Qualquer dlgebra nilpotente é uma PI-dlgebra. De fato se, A™ =0, para algum

n > 1, entdo x1 -z, =0 € uma identidade polinomial para A.

Exemplo 1.2.6. Seja A uma dlgebra nil de expoente limitado. Isto significa que existe um inteiro
n > 1 tal que a™ = 0, para todo a € A. Entdo claramente x™ = 0 € uma identidade polinomial
de A.

Exemplo 1.2.7. Seja E a dlgebra (exterior) de Grassmann sobre um espago vetorial de dimensao
infinita, sobre um corpo K, com charK # 2. A dlgebra E pode ser construida como: seja K(X)
a dlgebra livre de posto enumerdvel sobre X = {x1,x2,...}. Se I é o ideal bilateral de K(X)
gerado pelo conjunto de polinomios {x;x; + xjx; | 1,5 > 1}, entao E = K(X)/I.

Se escrevermos e; = x; + 1 parai1=1,2,..., entdo E tem a sequinte apresentacdo:
E = (1,e1,e,...| eie; = —eje;, para todo i,j > 1).

Observamos que se char K # 2, das relagdes, seque que e? =0, para todo 1 =1,2,....
Denote por Sy, o grupo simétrico sobre {1,...,n}. Note que de e;ej = —eje; seque facilmente

que para qualquer 1 < k <1 <mn,
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Portanto, escrevendo qualquer permutacao o € Sy, como produto de transposicoes, obtemos

eio—(1) ce eia(n> = (Sgno')eil C €

onde sgno € o sinal da permutacao o (i.e., sgno = +1 ou —1 se o for uma permutacao par ou

uma permutacao impar). Segque-se que

B:{l,eil"-eik|1§i1<...<ik}

n
gera E sobre K como espago vetorial. De fato, suponha que h = E a;w; = 0 € uma relagdo com
i=1
o numero minimal de coeficientes nao nulos a;, onde w; € B, n > 2. Se o elemento e, aparece
n

em w1 mas nao em wsy, entao e w; =0, epwe # 0 e e h = g aiepmw; = 0 € uma relacdo com
i=1
um numero menor de coeficientes nao nulos, o que € uma contradi¢do. Portanto, B € uma base

de E.

E conveniente escrever E na forma E = Eqg ® E1 onde

Ey = span{e;, ---ei,, | 1 <11 < ... <, k> 0},
E; :span{eil-'-emH ’ 1< <. <i2k+1,k20}.

Temos que EgEy+ E1E1 C Ey e EgE1 + E1Eg C Eqy. Temos também que Eqy coincide com o
centro de E. Afirmamos que E satisfaz a identidade [[x,y], z] = 0. De fato, como Ey é o centro,
qualquer comutador de dois elementos de E torna-se uma combinagao linear dos mondmios €}s

de comprimento par. Assim [E,E] C Ey e a conclusao segue.

1.3 T-ideais e Variedades de Algebras
Dada uma algebra A, definimos
T(A) ={f e K(X)|f=0em A},

o conjunto de identidades polinomiais de A. Claramente, T'(A) é um ideal bilateral de K (X).
Além disso, se f = f(x1,...,2,) é qualquer polindémio em T(A) e g1,...,g, sdo polindmios
arbitrarios em K (X), entao f(g1,...,9n) € T(A). Dessa forma, como qualquer endomorfismo de
K(X) é determinado pela funcao = — g,z € X, g € K(X), segue que T(A) é um ideal fechado
com respeito a todos os endomorfismos de K (X). Com efeito, consideremos ¢ : K(X) — K(X)
um homomorfismo definido por ¢(z;) = gi, z; € X, g; € K(X), entao dado f € T(A), temos

(P(f(xlv’ . 7:671)) = f(@(wl)v- . '790(3771)) = f(gl(‘ril? .- '7xim1)7 s 7gn(xj1’ e '7xj7nn))'
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Logo, f(91(Tiy,--sTip, )y s 9n(Tjys- -, 25, ) € K(X) assim, para um dado homomorfismo
¥ K(X) = A,

P O(p(f((lll, <o 7xn)) = fW(gl(l‘iu ce 7$im1))7 ce 7w(gn(xj17 s 7xjnzn))) =0

uma vez que (g1 (Tiys -« s Tipy )y -+ W(Gn(Tjys - - 2j,,) € A Assim ¢(f) € kertp e daf segue
que ¢(f) € T(A).
Os ideais com essa propriedade sao chamados T-ideais.

Definigao 1.3.1. Um ideal I de K(X) é um T-ideal se p(I) C I para todo endomorfismo ¢ de
K(X).

Portanto T'(A) é um T-ideal de K(X). Na verdade, todos os T-ideais de K(X) sao desse

tipo. De fato, se I ¢ um T-ideal, entdo T(K(X)/I) = I, pois dados f(z1,...,2n) € I €
91, --,9n € K(X), como f(g1,...,9n) € I, temos que

f(glvvgn):f(gbﬂgn):ﬁ
Disso segue que I C T(K(X)/I), e por outro lado, se f(x1,...,z,) € T(K(X)/I), entao para

T; = x; + I, temos

0=f@1,..,Tn) = f(@1,. -, n),

isso implica que f(z1,...,2,) € I.

Classes de T-ideais e ideais de identidades coincidem.

Definicao 1.3.2. Um ideal verbal de uma dlgebra A € o ideal gerado por todas substituicdes em A
nos elementos de um T-ideal I de K(X). Em outras palavras, o ideal verbal de A correspondente

a I € o ideal gerado por

{flar,...,an) | f(z1,...,2m) € I,a; € A}.

Definicao 1.3.3. Dado um subconjunto nao vazio
S={filx1,...,zpn,) € K(X)|i € [} C K(X),

a classe de todas as dlgebras A tais que f = 0 em A para todo f € S é chamada a variedade

V = V(S) determinada por S.

Uma variedade V é ndo trivial se S # 0 e V é propria se também V # 0. Por exemplo, a classe
de todas as algebras comutativas formam uma variedade propria com S = {[z,y]}. Também, se
S = {z"}, entao V(S) ¢é a classe de todas as algebras que s@o nil de expoente limitado por n.
Note que se V é a variedade determinada pelo conjunto S e (S)r é o T-ideal de K (X) gerado por

S, entao V(S) =V((S)r) e (S)r = ﬂ T(A). Assim cada variedade corresponde um 7-ideal
AEV(S)
de K(X); a reciproca também ¢é verdadeira.
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Teorema 1.3.4. [Birkhoff] Uma classe nao vazia V de dlgebras € uma variedade se, e somente se,

ela é fechada em respeito de subdlgebras, produtos diretos e imagens homomdrficas (quocientes)
1) Subdlgebras: para toda A € V e para todo B C A subdlgebra temos que B € V;

2) Produtos diretos: se {Ay}yer € uma familia de dlgebras e Ay € V, para todo v € T', entdo

HAVGV;

vel

3) Imagens homomdrficas (quociente): Se ¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras e A € V,
entio o(A) €V. (Se AcV el QA éideal de A, entao A/l € V).

A prova pode ser encontrada, por exemplo, em [6].

Agora seja V uma variedade, A € V uma éalgebra e Y C A um subconjunto de A. Dizemos
que A é relativamente livre sobre Y (com respeito & V), se para qualquer algebra B € V e para
qualquer funcao « : Y — B, existe um homomorfismo 5 : A — B estendendo «. Quando V ¢é a
variedade de todas as algebras, isto é a definicdo de uma algebra livre sobre Y. A cardinalidade
de Y é chamado o posto de A.

Algebras relativamente livres sao facilmente descritas em termos de algebras livres.

Teorema 1.3.5. Sejam X um conjunto nao vazio, K(X) uma dlgebra livre sobre X eV uma
variedade com o correspondente ideal T'(V) C K(X). Entao K(X)/T(V) € relativamente livre
sobre o conjunto X = {x +T(V) |z € X}. Além disso, qualquer duas dlgebras relativamente

livres com respeito a V de mesmo posto sdo isomorfas.

Demonstracio. Seja B € V e seja a : X — B uma aplicacao. Defina uma funcdo f: X — B
por B(x) = a(x + T(V)). Como K(X) é algebra livre sobre X, 8 pode ser estendida a um
homomorfismo 3 : K{(X) — B. Agora, se f € T(V), entdo f é uma identidade de B, portanto
B(f) = 0. Isto mostra que T(V) C ker(f3) e a estende-se & um homomorfismo @ : K(X)/T(V) —
B,a(g+T(V)) = B(g). Assim K(X)/T(V) é uma &lgebra relativamente livre sobre X.

Sejam agora, K1, Ko € V algebras relativamente livres de mesmo posto sobre X = {x; | i € I}
e Y = {y;|i € I}, respectivamente. Como K; e K3 sao algebras relativamente livres com
respeito & V, existem homomorfismos a1 : K1 — Ko e ag : Ko — K tais que ai(z;) = y; e
ao(y;) = x;, para todo i € I. E claro que ajas e agay sao as fungdes identidades sobre Y e X,

respectivamente. Portanto aq, as sao isomorfismos e K1 =2 K. |

A correspondéncia entre T-ideais e variedades é bem entendida.

Teorema 1.3.6. Existe uma correspondéncia 1-1 entre T-ideais de K(X) e variedades de dl-
gebras. Nesta correspondéncia uma variedade V corresponde a um T-ideal de suas identidades
T(V) e um T-ideal I & uma variedade de dlgebras satisfazendo todas as identidades de I. Ou

seja I; C Iy se, e somente se, Var(Iz) C Var(ly), para quaisquer T-ideais Iy e I de K(X).
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Demonstrag¢ao. Se I e Iy sao dois T-ideais, com Iy # I, entdo existe, digamos, f € I1\Is.
Mas entao, V(I1) # V(I2) uma vez que K(X)/I> nao satisfaz f e dai K(X)/Iy € V(I2) mas
K(X)/T ¢ V(Ty).

Agora se V) e Vs sdo duas variedades, V) # Vs, existe, digamos, A € V;\Vy. Portanto existe
feT(Vs) tal que f ¢ T(A). Como T(A) 2 T(V1), segue que T(Vy) # T(Va). O

Se V & uma variedade e A é uma K-algebra tal que T'(A) = T'(V) (por exemplo, A =
K(X)/T(V)), entao dizemos que V é uma variedade gerada por A e escrevemos V = var(A).
Também, referiremos & K (X)/T (V) como a algebra relativamente livre da variedade V de posto
| X

1.4 Polinémios Homogéneos e Multilineares

Quando um corpo K é infinito, o estudo das identidades de uma dada &algebra pode ser
reduzido ao estudo de polinémios homogéneos.
Seja K, = K(x1,...,x,) a algebra livre de posto n > 1 sobre K. Esta algebra pode ser

naturalmente decomposta como

K,=EKPaokMakPeq...

onde, para cada k > 0, Ky(Lk)

K,, é nao unitaria, £k > 1. Como K,(f)ng) - KT(liJrj), para todo 4,7 > 1, dizemos que K, é

é o subespacgo gerado por todos os monoémios de grau total k. Se

graduado por grau ou que ele tem uma estrutura de algebra graduada. Os KS)’S sao chamados
de componentes homogéneas de K,. Esta decomposicao pode ser ainda mais refinada como

segue: para cada k > 1 escrevemos

7/1++7/n:k

onde K,Sl’ ) & o subespago gerado por todos os mondémios de grau iy em xq,...,0, €M Ty.

Claramente K,(fl""’i")K,(ljl"“’j") C K,(flﬂl""’inﬂn) e neste caso dizemos que K, é multigraduado.

Definicao 1.4.1. Um polinémio f pertencente a K,(@k), para algum k > 1, serd chamado homogé-

"), ele serd chamado multihomogéneo de multigrau

neo de grau k. Se f pertence a algum K,(f’ ’
(i1,...,1n). Diremos que um polinémio f é homogéneo na varidvel x; se x; aparece com o mesmo

grau. em cada mondomio de f.

Exemplo 1.4.2. Consideremos os polinomios f(x1,x2,x3) = 21‘1:1)%1’3 — ToX3xoT| + 3T9X1T3T2
e g(x1,x9,x3) = 33:%3:2 — 49313:3371 — z1xox123. Temos que f € multihomogéneo, enquanto que g

€ homogéneo somente em x.

Se f(x1,...,zy,) € K(X) podemos sempre escrever
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f _ Z f(i1,...,in)

1120,...,in 20
onde f(“"“*’") € K,sl’ “n) & a soma de todos os mondmios em f onde x1,...,x, aparece em
grau iy,...,ip, respectivamente. Os polinémios f(1-n) que sdo nao nulos sdo chamados de

componentes multihomogéneos de f.

Exemplo 1.4.3. Seja f(x1,x2,x3) = v123 + 2291322 —x%xg. Temos que x1x3 € 2T9x3T9 —x%xg
sao as duas componentes multihomogéneas de f, sendo que a primeira tem multigrau (1,0,1)

enquanto que a sequnda tem multigrau (0,2,1).
Um resultado muito importante para o nosso trabalho é o:

Teorema 1.4.4. Seja K um corpo infinito. Se f = 0 € uma identidade polinomial para a dlgebra
A, entdo cada componente multihomogénea de f € ainda uma identidade polinomial para A.

m

Demonstracao. Para cada varidvel zy, 1 < t < n, podemos decompor f = E fi, onde f; é a
: ) i=0
soma de todos os monémios de f em que x; aparece em grau i e m = deg,, f ¢ o grau de f em

x¢. Por indugdo, é suficiente provar que, para cada variavel x;, f; = 0 para todo i > 0. Sejam

g, a1, - . ., 0y, elementos distintos de K. Claramente, para cada j =0,...,m,

0

flx1, .. a5y, ... xp)

¢ ainda uma identidade para A. Como cada f; é homogéneo em z; de grau ¢,

filzr, . @y, .. x,) = aé-fi(xl,...,zt,...,:nn).
Portanto
m
f(xl? s Qg e ,xn) = Za;fl(xla s ,xn) = 0’ (11)
i=0
em A, para todo j =0,...,m. Escreva a matriz de Vandermonde
1 1 1
A— ap a1 (0779
ag' ot &
Entdo (1.1) diz que para cada a1,...,a, € A, se escrevermos f;(ay,...,a,) = f;, entdo
(?0, P ,?m)A — O
Como o determinante de Vandermonde det(A) = H (aj — o) € nao nulo, segue que fy =
0<i<j<m

0,..., fm =0 sao identidades de A. A prova portanto esté4 completa. [l
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Note que o resultado anterior é ainda valido se K é um corpo finito tal que |K| > degf.
Por outro lado, se K é um corpo com ¢ elementos, K satisfaz a identidade 2?9 — x = 0, mas as
componentes homogéneas desta identidade nao se anulam em K.

Uma das consequéncias mais importantes do Teorema 1.4.4 é que sobre um corpo infinito cada
T-ideal é gerado por seus polinémios multihomogéneos. Entre os polindmios multihomogéneos

um papel especial é desempenhado pelos multilineares.

Definigao 1.4.5. Um polinémio f(z1,...,x,) na dlgebra associativa livre K(X) é multilinear de
grau n se f é multihomogéneo de grau (1,...,1) em K(x1,...,2,) C K(X). Denotamos por P,
o espago vetorial de todos os polinomios em K(X) que sao multilineares de grau n. Claramente,

P, ¢ de dimensao n! e possui uma base

{Toq)y 2w | 0 € Sn}.

Como em um polindmio multilinear f(z1,...,z,) cada varidvel aparece em cada monémio

em grau 1, é claro que este polinémio é sempre da forma

f(xlv R 7ﬂjn) = ZUESn aa'xa(l) U xo’(n)
onde a, € K e S, é o grupo simétrico sobre {1,...,n}.
Observagao 1.4.6. Se f é um polinomio multilinear e g1,...,9, € K(X) sao tais que g; =
m;
Z w;j em que wi; sGo mondmios, entdo f(gi,...,gn) € uma soma de termos f(wij,, ..., Wn;,)-
j=1

Observacao 1.4.7. Seja A uma K-dlgebra gerada como espaco vetorial por um conjunto B sobre

K. Se f ¢ um polinémio multilinear que se anula em B, entdo f € uma identidade polinomial
de A.

Demonstragao. Sejam a1 = > a1l ..., a4, = Y apiu; elementos de A onde u;’s sdo elementos
de B, aj; € K. Entdo, uma vez que f(x1,...,2,) € linear em cada variavel, f(a1,...,an) =
E Q144 -.-amnf(uil,...,uin) = 0. O

Definigao 1.4.8. Seja S um conjunto de polinémios em K(X) e f € K(X). Dizemos que f é
uma consequéncia dos polinomios de S (ou f seque dos polinomios de S) se f € (S)p, o T-ideal

gerado pelo conjunto S.

Definicao 1.4.9. Dois conjuntos de polinémios sao equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal.
Dizemos que duas dlgebras A e B siao PI-equivalentes se elas satisfazem as mesmas identidades

polinomiais, isto é, T(A) = T(B). Neste caso escrevemos A ~ B.

Seja f(z1,...,2y) € K(X) um polindmio multihomogéneo de grau k em z;. Considere
também as variaveis yi1,y2 de X, distintas de zs,...,x,. Substituindo a varidvel z1 de f por

Y1 + Yo, obtemos o polinémio
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h(ylay%"'amn):f(yl'{'y%"-axn)-

Desenvolvendo o polinémio da direita, encontramos uma componente homogénea de grau 1 em

y1. Chamando essa componente homogénea de hy, tem-se que deg,, h1 =k — 1 e que
hl(xl,a?l, ey CEn) = kf(.%’l, e ,l’n).
Em particular, temos

Exemplo 1.4.10. Consideremos o polinémio f(x1,x2) = :L‘gx% + z1xow1. Notamos que f €

multthomogéneo de grau 2 em x1. Sendo y1,y2 € X, obtemos

flyr +yo,m2) = z2(y1 +v2)? + (y1 + y2)2a(y1 +12) =
Toy} + Toy1Yo + Tayoy1 + Tays + Y1Tay1 + Y122y + YaToyr + YaTayo.

Logo, hi(y1, Y2, ¥2) = Tay1y2 + T2y2y1 + y122Y2 + Y2x2y1 e dai hy(x1, 1, 02) = 2f (21, 22).
Com essa informagado em maos, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.11. Se charK = 0, cada polinémio nao nulo f € K(X) € equivalente a um

conjunto finito de polinémios multilineares.

Demonstracao. Examinaremos mais de perto o processo de multilinearizacao. Pelo Teorema
1.4.4, f é equivalente ao conjunto de suas componentes homogéneas. Portanto, podemos assumir
que f = f(x1,...,2,) é multihomogéneo. Aplicaremos o processo de multilinearizagao a f : se
deg,, f=d > 1, entao escrevemos

d

f(yl +?/27$2’ cee 7xn) — Zgi(ylay2a$25 e 7xn)
=0

onde deg, g; =i, deg,, gi = d — i e deg,, g; = deg,, f, para todot =2,...,n.

Entao todos os polinomios g; = ¢;(y1,y2,22,...,2Tpn), i = 1,...,d — 1, s@o consequéncias de
f.
Note que para cada i,
gi(yla Y1,22, ... 7xn) - (?) f(yla T2y ... ,CCn).
Como charK = 0, (;i) # 0, portanto f é uma consequéncia de qualquer g;, ¢ =1,...,d — 1.

Aplicamos um argumento de indugéo para completar a prova. O

Observamos que a hipotese de caracteristica zero pode ser mudado para charK > degf e o

resultado acima é ainda valido.

Corolario 1.4.12. Se charK = 0 e I € um T-ideal, entdo I é gerado por seus polindémios

multilineares.
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Demonstracao. Como charK = 0, K é um corpo infintito e portanto I é um ideal gerado por
seus polindmios multihomogéneos. Seja f = f(x1,...,2,) € I um polinémio multihomogéneo.

Como I é um T-ideal, temos que h(y1,y2,x2,...,x,) = f(y1 + y2,22,...,2y) € I. Entdo, por

K ser um corpo infinito, hy(y1,y2, 2, ...,2n) € I, onde hy é a componente homogénea de h em
que y; tem grau 1. Da igualdade hy(z1,z1,z2,...,2,) = kf(z1,22,...,2y,), e pela hipotese de
charK = 0, segue que f é consequéncia de hy(y1,y2, T2, ..., Ty). Assim, continuando o processo

de linearizacao para hi, encontraremos hs e entdo hy serda consequéncia de hs. Dessa forma,

concluiremos que f é consequéncia de algum polinémio multilinear e é equivalente a ele. O

Definigao 1.4.13. Seja A uma PI-dlgebra com T-ideal T(A). A dimensao dos polinomios
multilineares em K(X) mddulo as identidades polinomiais de A é chamada a n-ésima codimensao
do T-ideal T(A) ou das identidades polinomiais de A e é denotado por c,(A) (ou por c,(V) se

considerarmos o T-ideal das identidades polinomiais da variedade V), i.e.,
cn(A) =dimP,/(P,NT(A)),n=0,1,2,....

FEsta sequéncia é chamada a sequéncia das codimensoes do T-ideal T'(A).

1.5 Produto Tensorial e Elementos Genéricos

Definigao 1.5.1. Sejam V e W espagos vetoriais, sobre o corpo K, com bases {v;|i € I} e
{w; | j € J}, respectivamente. O produto tensorial V@ W =V @xg W de V e W € o espago
vetorial com base {v; ® w; |i € I,j € J}. Definiremos em V@ W

(Z OZZ‘UZ‘) & (Z ijj) = ZZaiﬂj(vi &® wj), ai,Bj cK.

iel jeJ il jeJ

Os elementos v ® w satisfazem
(vi +v2) ®@w = (v1 ®w) + (v2 ® w)
v® (W +ws2) = (v wr) + (v ws)
(W) @w = Av®w)

v (Aw) = AMv @ w)

para quaisquer vi,v2,v € V,wi,we,w € We \ e K.

Sejam A e B K-algebras e consideremos em A ® B o produto bilinear definido por

-t (A®B)x(A®B) — (A®B)
((a1 ®b1), (a2 @ b2)) +— (a1 ®@by) - (a2 ® bz) = araz @ byby.
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O espago vetorial, munido com este produto, é uma K-algebra chamada de produto tensorial
das algebras A e B.

Exemplo 1.5.2. Sendo A uma K-dlgebra, a transformacao linear
O:M(K)® A — My(A)
€ij X a — aegj
onde ae;j € a matriz de My(A) que tem a na entrada (i, j) e 0 nas demais, € um isomorfismo de
dlgebras. De fato, primeiramente, note que {ae;; |1 <i,j < n,a € B} € uma base para M,(A)
como espaco vetorial, onde B é uma base de A. Considere a tranformacao linear
U:M,(A) — MK A
ae;j — €ij ®a
Note que

V(DD (eij @ i) = ‘P(Z aijei) =y _(eij ® az;)

i,j 2%

(U (aijei)) = D _(eij ®ai)) = > _(aizeij).

ij 1,3 1]
Dessa forma, ¥ = ®~! e assim ® ¢ bijetiva. Mostraremos agora que ® € um homomorfismo de
dlgebras. Como ® € linear, € suficiente verificar o homomorfismo s para elementos da base de
M, (K)® A.

Observe, antes que,

{ 0, sej#wv
ae;jbeyy = )

abei,, sej=wv
Se j # v, temos que
D ((eij ® a)(eyw @ b)) = Plejjepw ® ab) = P(0® ab) = 0 = aejjbeyy, = P(ej; @ a)P(epy @ b).
Se j = v, seque-se que
P((e5 ®a)(epw ®b)) = P(ejjepw @ ab) = (e @ ab) = abejy, = aejjbeyy, = P(ej; @ a)P(epw @ D).

Assim, ® é um homomorfismo das dlgebras M, (K) ® A e M,(A).
Portanto, M, (K) ® A= M,(A) como dlgebras.
Exemplo 1.5.3. Se A = M,,(K), pelo Exemplo 1.5.2 M, (K) @ M, (K) = M,,(M,(K)), entdo

se

ailr a2 v Qi bir b2 -+ bin

a1 @2 - A, bor b2 -+ b2y
T = ] o ) EMu(K)ey= ' . ] € M, (K)

aml Am2 *°° Omm bpi b2 - bun
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teremos
11 QY a12@Y - A QY
21 VY a2®Y - R Y
rRyY ) ) ) 5
01 @Y M2 @Y - amm QY
onde
aij b1 aij-biz -+ aij by
aij-bor @by cc- aij - boy
Qi QY =
Qij - bn1 @ij-bpa c-- aij - bpp
para todo 1,7 =1,...,n, e obtemos
aitbin - anbiy, o0 - aimbin o0 aimbin
airtbor -+ artba, o0 - aimbar o aimbon
allbnl ce allbnn e almbnl ce almbnn
TRY = . ‘ ‘ . € Myn(K).
amlbll ce amlbln et ammbll ce ammbln
am1b21 ce am1b2n e ammb21 cee ammen
am1bn1 0 amibnn 0 0 Gmmbnl 0 Gmmbnn

Portanto My, (K) = My, (M, (K)) e dai, My, (K) @ Mp(K) = My, (K) e o isomorfismo €

dado por
O My (K)® M,(K) — M (K)
€ij & ey == en(i—1)+u,n(i—1)+w .

Este produto € conhecido como produto de Kronecker.

Caracterizagao por uma propriedade universal

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre o corpo K e seja ¢ : V x W — L uma aplicagéo bilinear
onde L é um espaco vetorial. Entao, associado a ¢ esta a transformacao linear h: V @ W — L.
Essa propriedade é formalizada da seguinte maneira: considere um espago vetorial V @ W e
®:V xW =V ®W uma aplica¢ao linear. O par (V ® W, ®) satisfaz a propriedade universal

do produto tensorial, ou seja, faz o diagrama comutar

VxW-2-Vew

|

L



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Assim, para todo espago vetorial L e para toda aplicagao bilinear ¢ : V x W — L existe uma
tnica aplicagao linear h : V@ W — L tal que ¢ = ho®. Além disso, se (T, g) é um outro par
satisfazendo a mesma propriedade universal, entao T' =V @ W.

O produto tensorial também opera em funcoes lineares entre espagos vetoriais. Especifica-
mente, dadas duas fungoes lineares S : V — X e T : W — Y entre espagos vetoriais, o produto

tensorial das duas fungoes lineares S e T' é uma funcao linear
SRT: VoW XY
dada por
ST veow)=Sv)@T(w),veV,weW.

Mais que dois espagos vetoriais

A construcao e a propriedade universal do produto tensorial pode ser estendida para mais
que dois espagos vetoriais. Por exemplo, suponha que Vi, Vo e V3 s@o trés espagos vetoriais. O
produto tensorial V3 ® Vo ® V3 é definido justamente com uma fungao trilinear a partir do produto

direto
e VixVoxVs=Vi@lheVs
de modo que, qualquer funcao trilinear F' a partir de um produto direto a um espaco vetorial W
F:VixVoxVsg—W
fatora-se unicamente como
F=Loy

onde L é uma fungao linear. O produto tensorial é caracterizado unicamente com essa pro-
priedade, até um isomorfismo tnico. Esta construcao esta relacionada com repetidos produtos
tensoriais de dois espagos vetoriais. Por exemplo, se V1, V5 e V3 sao trés espagos vetoriais, entao

sao isomorfos (naturalmente)
VieheWz=2e(lhelVs)=(Vielh)eVs.

Mais geralmente, o produto tensorial de uma familia indexada arbitrariamente V;, 7 € I, é definido

para ser universal em relagao a aplica¢oes multilineares do produto direto [[;.; V.
Observagao 1.5.4. Sendo V,W e U espacgos vetoriais sobre K, valem:

(i) KoV =V;

(i) K" @ V=V,

(i) WV 2V oW,
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(iv) Sev eV eweW, entaov@w#0<v#0 ew #0;
(v) VeW)aU=~VeWaeU);

(vi) Se S1 = {vi|i € I} e So = {w;|j € J} subconjuntos linearmente independentes de V
e W, respectivamente, entio o conjunto S = {v; @ w; |t € I e j € J} é um subconjunto

linearmente independente de V Q@ W

(vii) Sejam X1 ={v; |i € I} e Xo ={w; | i € I} subconjuntos de vetores nao nulos de Ve W.
Se X1 ou Xo € linearmente independente, entao X = {v; @ w; | i € I} é um subconjunto

linearmente independente de V @ W ;
(viii) Se dim(V') = m e dim(W) = n entao dim(V @ W) = mn.

Estas propriedades podem ser verificadas com o uso da propriedade universal.
Tendo em maos a Definigdol.4.13 de sequéncia das codimensado e de produto tensorial po-

demos introduzir os seguintes teoremas. A prova do préoximo teorema pode ser encontrada em
[7]-

Teorema 1.5.5. [Regev] Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de grau d > 1, entdo
cn(A) < (d — 1)
Teorema 1.5.6. Sejam A e B duas PI-dlgebras sobre um corpo arbitrdrio K. Entao
cn(A® B) < ¢ (A)en(B),
para todo n > 1.

Demonstracio. Sejam A e B algebras relativamente livres de postos enumeréveis nas variedades
var(A) e var(B), respectivamente. Denotamos por {uj,ug, ...} um conjunto de geradores livres
de A e {v1,vs,...} um conjunto de geradores livres de B. Vamos escrever p = c¢,,(A), ¢ = c,(B).

Sejam mq,...,m, € A mondmios multilineares linearmente independentes nos elementos
ULy ..., Uy €SCJAM T, ..., T € B monémios multilineares linearmente independentes em vy, . . . , Up.
Entao, para todo polinémio multilinear f(xi,...,zy), um elemento f(u; @ vy,...,u, ® v,) em
A ® B, pode ser escrito como uma combinacao linear de m; ® ri,1<i1<p1<j5<q.

Portanto, para quaisquer polindmios multilineares f1,..., fpg+1 pode-se encontrar escalares

nao triviais aq, ..., apq41 € K tais que

(1 fi+ -+ apgr1 fpg+1) (U1 @ V1, .o Uy ® V) =
a1 fi(ur @ v, ..o, Uun @ Up) + 00+ Apgr1 g1 (U1 @ 1, U @ 0y) =0
em A® B.
Vamos escrever g = o f1 + - - + opg+1fpg+1. Pela definicao de algebra relativamente livre e
pelas propriedades de produto tensorial, qualquer funcao u; — a; € A, v; > b; € B,i=1,...,n,

pode ser estendida a um homomorfismo ¢ : A® B — A ® B. Segue que
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g(a1 ®by,...,a, ®by) =0

para quaisquer ai,...,a, € A, by,...,b, € B. Uma vez que g é multilinear, g € uma identidade
de A® B. Portanto a dimensao de P, médulo P, N T(A ® B) nao excede pg = cp(A)cn(B) € a

prova do teorema esta completa. Il
Teorema 1.5.7. Se A e B sao duas PI-dlgebras, entio A ® B € também uma PI-dlgebra.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.5.5 existe inteiros d e [ tais que ¢, (A) < d" e ¢,(B) < I para

qualquer n > 1. Entao
cn(A® B) < (d)™,

para todo n. Uma vez que para qualquer k,n! > k™ para n suficientemente grande, existe m tal

que ¢ (A® B) < m!, ie., A® B satisfaz uma identidade multilinear nao trivial de grau m. O

Seja K um corpo infinito, A uma K-algebra e C' uma K-algebra comutativa nao nil e

considere a K-algebra A @5 C.

Lema 1.5.8. Seja f = f(z1,...,2,) € K(X). Entao f € uma identidade polinomial de Ak C

se, e somente se, f € identidade polinomial para A.

Demonstragao. Por K ser corpo infinito, pelo Teorema 1.4.4 podemos considerar f(x1,...,xy,)
multihomogéneo de multigrau (myq,..., my). Suponhamos que f ¢ uma identidade polinomial
para A @k C, entdo dados ay,...,a, € A, c1,...,c, € C, temos

flar®ecr,...,an®cy) = flar,...,an) Q™ ...c» =0,

como C' é uma algebra nao nil e ¢|"...¢f'" # 0, para alguns ci,...,c, € C, segue que
f(ay,...,a,) =0 e f é identidade para A.

Vamos supor agora que f é identidade polinomial para A. Para a@1,...,a, € A = AQx C
precisamos mostrar que f(ay,...,a,) = 0. Suponha primeiro que @1 = a1 ®c1, ..., 0y = Ay @ Cp.
Entao

f@,...,an) = fla,...,an) @™ - " =0

e concluimos este caso.

Agora, sejam a1 = b1 @ dy + by R ds, @0 = as R ¢, ...,0, = G, @ ¢,. Entdo

f@i,....ap) = f(hh ®di,a2@ca,...,anp@¢y) + f(ba@d,a2 @ 2, ...,an R cp) +
Z;ill_l fi(bl®d1,b2®d2,a2®02,...,an®cn)

onde

@y +y1, 2, mn) — f1, @, @) — FY1, 2,y ) = S0P fi(z, y1, 29, -, )
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Os fi’s sao as linearizagoes parciais e deg,, f; = 7. Como todos os polindmios f; da igualdade

acima sdo consequéncias multihomogéneas de f, pelo Teorema 1.4.4, os f;’s sdo identidades

polinomiais para A. Pela primeira parte da prova, segue que f(ay,...,a,) = 0 também neste
caso. Pela generalizacao deste argumento para a; = E A1 @ Cliy vy Oy = E Ui @ Cpi € A,
i i
a;j € A, ¢;j € C, escrevemos f(ai, ..., a,) como uma soma de expressoes da forma
9= 9(airj, ® Ciyjyy - Qiggy @ Cirjy)
onde g = g(x1,...,2x) é uma consequéncia multihomogéneos de f. Novamente pela primeira
parte da prova obtemos g = 0. U

Como uma aplicagao do lema anterior, encontraremos uma forma explicita para uma algebra
relativamente livre de uma variedade gerada por uma algebra de dimensao finita. Esta dlgebra
serd gerada por “elementos genéricos”.

Seja A uma algebra de dimensdo finita sobre um corpo K. Coloquemos dimg A = m e
consideremos {uy,...,un,} uma base de A sobre K. Seja §J(-i), 1 > 1,1 < 75 < m, variaveis
e seja K [§J(.i) |i > 1,1 < j < m] o anel de polindmios comutativos sobre K nessas variaveis.

Construimos B = A @ K [f](.i)], o produto tensorial das algebras A e K [gj(’)]

m

Defini¢ao 1.5.9. Os elementos &) = Zuj ® 5](-1), 1 =1,2,... sdo chamados elementos gené-
j=1

ricos. A subdlgebra A de B gerada por €M, £€2), .. sobre K é chamada a dlgebra de elementos

genéricos de A.

Teorema 1.5.10. Se K € infinito, a dlgebra A ¢ uma dlgebra relativamente livre de posto enu-

merdvel da variedade var(A), i.e., A~ K(X)/T(A), onde X ¢é enumerdvel.

Demonstragio. Seja X = {x1, 2, ...} enumeravel e seja 1 : K(X) — A o epimorfismo induzido

pela aplicacio x; — €@, i =1,2,.... Pelo Teorema 1.1.9,
K(X)/kert) = A,

Para provar o teorema, basta verificarmos que ker ) = T'(A).
Provaremos primeiro que T'(A) C ker . Seja f = f(z1,...,2,) € T(A), entdo f(ai,...,a,) =
0 para quaisquer aq,...,a, € A. Para provarmos essa inclusao, devemos ter que ¥ (f) = 0, para

todos aq,...,a, € A.

w(f(xlw . ’$n)) = f(w(xl)v s 71/](331)) = f(f(l)’ .- aé(n))v

Pelo Lema 1.5.8, T(A ® K[fg(i)]) = T(A), portanto f(6M, ... M) =0e T(A) C ker.

Suponha agora que g = g(x1,...,2,) € kert), ou seja, g(€M, ... €M) =0 em Ae sejam
ai,...,an elementos arbitrarios de A, os a;’s sdo combinagoes lineares da base {u1,...,uy,} de
A,
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m

a; = Z )\§-i)uj
j=1
com )\gi), e ,)\%) € K. Como K [fj(-i)] é algebra comutativa livre de posto enumeravel, qualquer

(@)

funcao fj(z) = A (@)

estende-se & um homomorfismo K[¢ ; | = K. Portanto, devido & propriedade

universal do produto tensorial, as funcoes

id: A— Aa— a,

g: K] = K, €7 =\,

onde 1 < i <mn,1 < j < m, estendem-se a um homomorfismo ¢ : A ® K[gj(l)} — A tal que
(@) = a;, 1 < i < n. Portanto,

0=0(0) = @(g(¢W,....6M)) = g(p(EW), ..., 0E™)) = g(a1,. .., an).

Como ayq, ..., a, sdo elementos arbitrarios de A, g(z1,...,x,) = 0 é uma identidade de A e entao
segue que ker ¢ = T'(A). O

Observagao 1.5.11. Seque do Teorema 1.5.10 que, f = f(x1,...,x,) € T(A) se, e somente se,
FEM ey =o0.

Um caso especial de nosso interesse é quando A = M, (K) é a algebra de matrizes n X n
sobre K. Neste caso, escolhendo as unidades matriciais e;;’s como uma base para M, (K), temos
a algebra polinomial K[{Z(]t)] nas variaveis fg), t>1,1<14,57 <n. Entdao M,(K) ®x K[gf;)} ~
M (K[])]) e

ty=" Ve

i,7=1

) . ¢ ~ : - .
é a matriz com entradas 51-(j). Os elementos £®) sao chamados matrizes genéricas n x n e a algebra
—_

K{&} = M,(K) = K(6W,¢® ) ¢ chamada a algebra de matrizes genéricas n x n sobre K.

Assim do teorema anterior temos o seguinte

Corolario 1.5.12. A dlgebra K{{} de matrizes genéricas n X n sobre o corpo infinito K € uma

dlgebra relativamente livre de posto enumerdvel na variedade gerada por My (K).



Capitulo 2

Algebras Graduadas

Aqui estudaremos a estrutura de algebra graduada por um grupo abeliano finito, daremos
alguns exemplos, definiremos os tipos de graduagao para a algebra de matrizes M, (K), para
os quais vamos exemplificar. Depois, descreveremos a graduagao do produto tensorial de duas
algebras graduadas quaisquer e entao aplicaremos esta descri¢cao no produto tensorial da algebra
de matrizes e a dlgebra de Grassmann e nas subalgebras deste produto tensorial. Vamos tratar das
defini¢oes de algebra livre graduada, Tg-ideais de algebras graduadas e por fim introduziremos
a nogao de superélgebra e variedade de superédlgebras. Também falaremos sobre o envoltorio
de Grassmann e o envoltério supercomutativo de uma superalgebra e mencionaremos a relagao

entre superalgebras simples e o envoltério de Grassmann.

2.1 Algebras Graduadas

Seja A uma algebra sobre um corpo K e seja G um grupo finito abeliano qualquer.

Definigcao 2.1.1. A dlgebra A € dita G-graduada se A pode ser escrita como a soma direta de
subespacos A = @Ag tais que para todo g,h € G, AgA, C Agy.
geG
Da definicao é claro que qualquer a € A pode ser unicamente escrito como uma soma a =

Z ag com ag € Ay. O subespaco A, é chamado componente homogénea de A, g € G. Portanto,

geG
um elemento a € A é homogéneo (ou homogéneo de grau g) se a € Ay, neste caso, denotaremos

o seu G-grau por dg(a) = g.

Um subespago B C A é graduado ou homogéneo se B = @(B N Ag). Em outras palavras,
geG
B é graduado se, para qualquer b € B, b = Zbg implica que b, € B, para todo g € G.

geG
Similarmente, podemos definir subélgebras graduadas, ideais graduados, etc.

Exemplo 2.1.2. Qualquer dlgebra pode ser graduada por qualquer grupo G pondo A. = A e

Ay = 0 para qualquer g # e. Esta graduagao é chamada trivial.

21
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Exemplo 2.1.3. A dlgebra de Grassmann E possui uma Zo-graduacao natural: E = Eg ® Fy
onde Eg € o subespaco dos mondémios de comprimento par e Ey dos mondmios de comprimento

impar sobre geradores de E.
Mais geralmente, as algebras Zo-graduadas sao chamadas superalgebras.

Definigao 2.1.4. Se A = Ay @ A1, entdo € dita uma superdlgebra. Os subespacos Ag e A1 sao

chamados as componentes par e impar de A, respectivamente.

Considere n um inteiro positivo e
A= M,(K) =P A4,
geG
Definigao 2.1.5. A graduacao acima € dita elementar, se existe uma n-upla g = (g1,...,9n) €
G" tal que e;j € Agi—lgj.

Definigao 2.1.6. A graduacao acima € chamada fina se para qualquer g € G temos dimAg < 1.

Aqui daremos dois exemplos de graduagao sobre A = M, (K), o primeiro sendo graduagao

elementar enquanto o segundo é fina.

Exemplo 2.1.7. Seja G = Zy, e para cada X € Zy, tomemos o subespaco Ay = (e;j | j —i=\).
Observe que Ay € o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do conjunto {e;; | 1 <i,j < n} ser
uma base para A seque que
A= P A,

AEZn
Agora, para ver que esta decomposi¢ao define uma Zy,-graduacio em A, basta observar que

0, sej#wv

€ij€vw = .
€iw, S€J=0

donde Ax,Ax, C Ax 4x,, para A, o € Zy. Observe que o0s Zp-graus das matrizes em A =

M, (K) estio posicionados como

0o 1 n—2 n—1
n—1 0 n—3 n-—2
2 3 . 0 1
1 2 - n—1 0

Em particular, temos o sequinte exemplo: seja A = May(K) e seja G = Zy. Entao definimos
Ag = spanfei1, e22), A7 = span(eis, €21).

Exemplo 2.1.8. Agora suponha G = Zy, X Z, € seja w € K uma n-ésima raiz primitiva de 1.

Consideremos as duas sequintes matrizes n X n
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a=w"tey +w" e+ wWep_1 -1+ €nn eb=era+ e+ +en_1n+eni.

Entao a e b satisfazem as relagoes
ab=wba, a” =" =1,

onde I € matriz identidade nxn. Os elementos a’¥, 1 < i,j < n, determinam uma G-graduacdo
fina em My (K), onde My(K)(; ;) = span{a'b’).

Observagao 2.1.9. Podemos definir sobre a dlgebra My, (K) do Exemplo 1.5.3 a sequinte Zyy, -

graduacao:
My (K)y = (e | u—t=X)

emqueu=n(i—1)+v,t=n(j—1)+we

A=u—t=n(j—-1)+w—(n(i—1)4+v)=n(j —1i) +w—.

Observagao 2.1.10. Dadas duas dlgebras graduadas A = @Ag e B= @ By, entaio AQ B €

geG heH
G x H-graduada e sua componente homogénea de grau (g,h) € G x H € o subespago

(A® B)(g,h) = A, ® By,
Demonstracdo. Primeiramente, A® B = EB (Ag ® By,), pois dado a @b = Z a; ®b; €

(9,h)eGxH iel,jed
A ® B, temos
a;ic A=EPAgeb; e B=D By,
geG heH

para todos ¢ € [ e j € J. Assim,

ai®bj:(2aig)®(z bjh)zzzaig®bjh: Z aig @ b,

geqG heH geG heH (9,h)eGxH
($
a®b= Z ai®bj: Z (Zaig(@bjh).
ieljeg (g,R)EGXH i,

Pela propriedade (iv) da Observagao 1.5.4 de produto tensorial, podemos mostrar que a soma
dos subespagos A, ® By, é direta.

Agora, vamos mostrar que esses subespacos definem uma graduacao para A® B. E suficiente
considerarmos a prova somente para os elementos z = a4, ® by, € Ay, ® By, com ay, € Ay,

bn, € By, e y = ag, @ by, € Ag, ® By, com ag, € Ag,, by, € By,. Temos
zy = (ag, @by, )(ag, ® by,) = ag,ag, @ by, bp, .

Assim, por agag, € AgAg, C Agig, € bgbh, € By, By, C Bph,, segue que zy € (A®
B) (g1 92,k h2)- Portanto {(A® B)n)lg € G,h € H} é uma G x H-graduagao para A® B. [

Definigao 2.1.11. Sejam A e B dlgebras G-graduadas. Um homomorfismo ¢ : A — B é um
homomorfismo G-graduado se ¢(Aqg) C By, para todo g € G. Do mesmo modo sao definidos

isomorfismos, endomorfismos e automorfismos G-graduados.



24 CAPITULO 2. ALGEBRAS GRADUADAS

2.2 Algebra de Matrizes sobre Algebra de Grassmann

Seja M, (K) a algebra de matrizes nxn sobre um corpo K, podemos considerar a Z,-graduacao

elementar como no Exemplo 2.1.7:

= P Ma(K)», onde My, (K)x = (eij | j—i=A).
ANELy,

Seja E a algebra de Grassmann, e consideremos a Zo-graduagao definida no Exemplo 2.1.3:
E=FEy® E;.

Pelo Exemplo 1.5.2, M,,(K) ® E = M, (E) e pela Observagao 2.1.10 M, (K) ® E é Z,, X Za-

graduada.

Vamos determinar agora a Z, X Zo-graduagao para M, (E) usando o isomorfismo
o: M (K)®E — M,(E)
€ij ®a — ae;;j.
Assim temos
M (E)x0) = ®(Mn(K)\ ® Ep) e Mp(E)x 1) = ®(Mn(K)\ ® Ey)

Logo, para A € Z,, temos que

My(E)x0) = (aeij | j —i=Xa € Eo) My(E)x1) = (aeij | j —i=Xa€ E)

é uma Z,, X Zs-graduagao para M, (F).

Em particular, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2.1. Considere o isomorfismo & : My(K)® E — Ms(E) tal que
k1 k k k
o R P 1a K20 ‘
k3 k4 k‘ga k4a
Observamos que
kl 0 0 k2
MQ(K)(): |/€1,]€4€K 6M2(K)1: |k2,k3€K
0 k4 ks 0

é uma Zy-graduagao para My(K). Utilizando o isomorfismo ®, obtemos

0

S(Ma(K )y @ Ep) = (EO ;
0

) - MQ(E)(O,O)v

Ey
O(Mr(K) ® Ep) =

( E; ) = Ms(E)(0,1),

(I)<M2 0X® E1
Eq
B(M(K)y ® Ey) =
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E assim temos a Zy x Za-graduagio {Ma(E) 0y, M2(E)(1,0), M2(E)(0,1), M2(E)(1,1)} da dlgebra
My(E).

Sejam p e ¢ inteiros positivos, p > ¢, com m = p + ¢q. Consideremos a algebra M, ,(E)
u v

que consiste de matrizes (
w T

) tais que u € My(Ep), t € My(Ep), v € Mpxq(Er) e w €

Mgxp(E7), onde My(Ep) é o espaco vetorial de todas as matrizes p x p com entradas de Ey,

similarmente para os outros conjuntos de matrizes. Por exemplo,

2 1
2 €1€3 €2€4 €1
1 €1€2€3€4 €1€92€4

1 e e eres

ere ege e
pertence a My 1(E) com e 2 € My(Ey), ! € Maxi1(En), < €2 €2 >
1 e1e9e3ey e1esey

€ Mix2(Fr) e < e1ea ) € Mi(Ey).
Afirmamos que M) (E) é subalgebra de M,,(E). De fato, como os conjuntos My(Ey),
My(Ey), Mpxq(E1) € Mgy, (Er) sado espagos vetoriais, logo My, ,(E) é subespago de M, 4(E). Va-

mos mostrar entdao que M, 4(E) é fechado com respeito a multiplica¢do. Sejam A, B € M, ,(E),

A — uyp Ui o B— us V2
w; wy T2

onde ui,up € My(Ep), ti,ta € My(Ep), v1,v2 € Mpxq(Er), w1, ws € Myxp(E1), entéo

AB — < up U1 ) ( Uz V2 ) _ ( uUug + viwe  u1v2 + vits )
(] wy o wiug + tiwe  wivs + tito

Observamos que ui,uy € My(Ep) entdo ujug € My(Ep) pois as entradas das matrizes u; e ug
estdo em Ey. Observamos também que, como vy € Mpyq(E1) € wa € Myxp(E1) o produto
viwe € uma matriz de ordem p X p e por suas entradas estarem em FE7, o produto deles esta
em Ep. Assim ujuz + viwe € Mp(Ep). A mesma observacao pode ser feita para concluirmos
que uivy + vita € Mpyxq(Er), wiug + tiwy € Myxp(E1) € wive + tita € My(Ep). Portanto
AB € M, 4(E) e a afirmagao ¢ valida.

Afirmamos que a algebra M, ,(F) é subalgebra graduada de M,,(E). De fato, podemos
construir uma Z,, x Zs-graduagao para M, ,(F) da seguinte forma.

Sejan:{l,...,p+ q} — Zo dada por

. 0, se 1<i<p
n(i) = )
Ise p+1<i<p+gq

Entao M, ,(E) pode ser escrita como soma direta dos subespacos
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Mpq(E) = D My, g(E) (5 n(:)+n())»
Am(@)4n(5)) ELm X Lo

onde Mp,q(E)(\n(i)+nG)) = (@ij€ij | J — 1= A, aij € Eygiyin())-

Agora, vamos mostrar que esses subespacos determinam uma graduagao para M) ,(E), isto

My, g(E) (0 G)41()) Mp.a (B) (a m(o)+n(w)) € Mpa(E) (0g+20,1()+0()-+1(0)+n(w))

para todos os pares (A1,7(7) +n(j)), (A2, n(v) + n(w)) € Zy, X Zo.

Sejam x = aije;j € MP:Q(E)(Al,n(i)—i-n(j)) € Y = QywCow € Mp,q(E)()\g,n(v)+n(w))v entao

0, se j#w

ry = (aijeij)(avwevw) = Qjj QywCijCyw = .
aijavweiw, se J=v

Se j # v, entdo ejjepy = 0 e Y € My 4(E) (x4 x0m(i)+n()+n(w)+n(w))- S€ J = v, entao e;jeyy, =
eq € além disso, (i) + n(j) + n(v) + n(w) = n(i) + n(w), logo xy € Mp¢(E)(x; +r0m(6)+n(w))s
pois j —i = A, w — v = Ag, e fazendo os calculos Ay + o = j—i+w—v = w —1, dai e;, €

Mpq(K )tz € Gijtvw € Eyiy4n() Eyo)+nw) S Engiynw):

Dessa forma My, ¢(E)(x 5(i)+n(;)) define uma Z,, x Zp-graduagao para M, 4(F) e a afirmagao
é valida.

Seja agora, o inteiro positivo n = r 4+ s, com r > s e consideremos a subalgebra graduada
M, s(E) de M,(E) com graduagao

My s(E) (3, uw)+p(w)) = Goweow | 0 =0 =7, bow € Eyw)4puw));

onde

) 0, se 1< <r
(i) =

1,s5e r4+1<i<r+s

Observagao 2.2.2. Podemos definir uma graduagio sobre o produto tensorial das dlgebras
My 4(E) e M, s(E).

Definimos uma Ly X Za-graduagao em My (E) @ My s(E) por (My4(E) @ My s(E))t.q),
onde, dados a;je;j € My 4(E) € bywewpw € My s(E), aijeij ® bywepw € (Mpg(E) @ My s(E))(q) se
aij € Eyiyin()s bow € Ep(o)tu(w)-

Pela Observagao 2.1.9,

9c(€ij @ eyw) = 9G(en(i—1)4vn(j-1)+w) = n(J — 1) +w —v =1,

(ta a) = (n(] - Z) tw— Uvn(i) + 77(.7) + ,U(U) + ,u(w)) € Lmn X ZLa.
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Para entender melhor temos o seguinte exemplo: sejam A € M; ;(E), B € M;1(E) entao

ail ai12 bll b12
A= e B = , onde ai1,ag2,b11,b220 € Ep, ai2,a21,b12,b21 € Ei.
az1 a92 b21 b22

Assim

a11 ®bir a1 @bz a2 @b a2 @ bia
a1 ®b a1 ®b a1g ® b ala ®b
Ao B — 11 ®b21 a1 ®baa a2 @ba1 a2 @ baa
a1 @ b1 a1 @bz az ®bi1 azn ® big
a1 @ ba1 a1 @by azr ®ba1  azr ® bao

Notamos que,

ai; ® by 0 0 0
0 a11 ® bag 0 0
(A® B)o,0) = ;
0 0 as & bi1 0
0 0 0 a2 @ bao
0 0 0 0
0 0 ajo®by; 0O
(A® B),0) = ,
0 0 0 0
as1 ®boy 0 0 0
0 0 0 aia ®bis
0 0 0 0
(A ® B)(3,0) = )
0 a1 ®bia 0 0
0 0 0 0
0 a;1®b2 O 0
0 0 0 0
(A ® B)(l,l) = )
0 0 0 a2 ® b2
0 0 0 0
0 0 ais ® byy 0
0 0 0 a2 @ bao
(A® B)1) = ,
a1 @ b1 0 0 0
0 a21 ® bog 0 0
0 0 0 0
a1 ®by1 0 0 0
(A® B)@1) = ;
0 0 0 0
0 0 axx®by 0O

(A® B)o,1) = (A® B),9) = 0.



28 CAPITULO 2. ALGEBRAS GRADUADAS

2.3 Algebra Livre Graduada e T-ideais Graduados

Seja K(X) é&lgebra associativa livre livremente gerada sobre K pelo conjunto enumeravel

de variaveis X, e seja G um grupo abeliano finito. Escreva X na forma X = U X, onde
geG

X, = {xgg),még), ...} sd@o conjuntos disjuntos e enumeréveis. As variaveis de X, sao ditas ho-

mogéneas de grau g. O grau homogéneo de um monoémio xglg") e :Ugtgt) € K(X) é definido por

9192 - - - g¢+. Denotaremos por K (X), o subespago de K(X) gerado por todos os mondmios tendo

grau homogéneo g. Observamos que K(X),K(X), C K(X),, para todo g,h € G. Segue que

K(X) =P K(X),

gelG
é uma G-graduagao.
Denotaremos por K (X)9" a algebra K (X) com esta graduagao. K(X)9" é chamada a algebra
livre G-graduada de posto enumeravel sobre K.
A algebra K(X)9" tem a seguinte propriedade universal: dada qualquer algebra G-graduada
A, qualquer fungao ¢ : X — A tal que ¢(X,) C Ay, para todo g € G, estende-se unicamente a
um homomorfismo, ¥ : K(X)9" — A de algebras G-graduadas.

Se considerarmos ¥ como o conjunto de todos tais homomorfismos, TG (A) = m ker ) é

Ppev
chamado o ideal G-graduado de identidades polinomiais graduadas de A. Isto significa que um

polindmio graduado f (xgg 1), R a;%g")) € K(X)9" é uma identidade graduada para a algebra A,

e escrevemos f = 0 sobre A, se f(aggl), e a%g”)) = 0 para todos aggl) e Al . ,aﬁf’”) e Alon),

Definigao 2.3.1. Um ideal I de K(X)9" é um Tg-ideal se ¢(I) C I para todo endomorfismo
G-graduado ¢ de K(X)I".

Portanto TG (A) é um T-ideal de K(X)9".

Lema 2.3.2. Se A e B sao dlgebras G-graduadas que satisfazem T (A) C Ta(B), entao T'(A) C
T(B).

Demonstracao. Sejam f(xq,...,x,) € T(A) e by = Zblg,...,bn = ang € B. Como f €
geG gelG
T(A), temos que

FO wigy o> ng) € Ta(A) € Ta(B),

geG geqG
entao
f(by,...,by) = f(Zblg,...,ang) 0.
geG geq
E portanto f(x1,...,x,) € T(B), e temos a inclusao T(A) C T(B). 0

Corolario 2.3.3. Se Tg(A) = Te(B), entao T(A) = T(B).
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2.4 Superalgebras e Envoltério de Grassmann

Seja K(Y, Z) uma superalgebra livre sobre K de posto enumeravel, onde as variaveis de Y tem
grau homogéneo zero e as variaveis de Z tem grau homogéneo um. Relembrando que, dada uma
superalgebra A = Ay ® A1, um polinémio f(y1,..., Yk, 21,...,2m) € K(Y,Z) & uma identidade

graduada ou superidentidade de A se
flay,...,ag,b1,...,bm) =0

para todo a1, ...,a; € Ag,b1,...,bm € A;.
Denotaremos por T5(A) o ideal de identidades graduadas de A.

Definicao 2.4.1. Um ideal graduado I = Iy® 1) de K(Y,Z) é chamado um Ts-ideal se o(I) C I
para todo endomorfismo Zg-graduado ¢ de K(Y,Z).

Note que T5(A) é um Th-ideal de K(Y, Z). E claro, também que, qualquer T-ideal de K (Y, Z)
é da forma T5(A) para alguma superélgebra A.
Como no caso de algebras ordinarias, qualquer conjunto nao vazio S C K (Y, Z) define uma

variedade.

Definigao 2.4.2. Dado um conjunto nao vazio S = Sy U Sy, So C K(Y,Z)o, S1 C K(Y,Z)1, a
classe de todas as superdlgebras A = Ay @ Ay tais que f =0 em A para todo f € S € chamada

supervariedade determinada por S.

Para qualquer supervariedade V, o conjunto T5(V) de suas identidades graduadas é claramente
um Th-ideal. Também, K(Y,Z)/T2(V) é superélgebra relativamente livre graduada de posto
enumeravel de V com geradores pares livres Y e geradores impares livres Z.

O Teorema 1.3.4 [Birkhoff| também vale para supervariedades se nds trocarmos os homomor-
fismos usuais por homomorfismos graduados.

Relembrando que E é a algebra, com 1, gerada pelo conjunto enumeravel {e1, ea, ...} satis-

fazendo as relagoes
€i€; = —€5€4, ’i,j > 1.
Uma base de E é dada por 1 e por todos os mondémios da forma
€i1Cin - €y 11 < lg < --- <y m > 1.

Portanto E tem uma Zs-graduacao E = Ey @ E7 onde Ey é o subespago de E gerado pelos
monomios e;, e;, - - - €;, de comprimento par m e E é o subespago gerado por todos os monoémios
de comprimento impar.

Dada qualquer superalgebra A, podemos formar uma nova superalgebra com a ajuda de F

chamada o envoltério de Grassmann de A.

Definicao 2.4.3. Seja A = Ao @ Ay uma superdlgebra. A dlgebra
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E(A) = (Ao ® Ep) © (A1 ® Eq)
€ chamada o envoltorio de Grassmann de A.

Claramente o envoltorio de Grassmann F/(A) tem uma Zg-graduacao, E(A) = E(A)o®E(A)1,
onde E(A)g = Ay ® Ey, E(A)1 = A1 ® Ey.

Denotaremos por Py, 0 espaco de polinémios multilineares de K (Y, Z) nas variaveis yi, . .., yx,
21y, %m. A intersedo Py, N T>(A) consiste de todas as identidades graduadas multilineares
da superalgebra A tendo grau k sobre as variaveis pares e grau m sobre as varidveis impares.

Definiremos uma transformacao linear ~ : Py, — Py, pela seguinte regra: seja f € Py, €

escrevernos f como

f= E QoW W0Zg(1)W1 * ** Win—1Z¢(m)Wm

o€Sm
W=(wqg,.-.., wm,)

onde wg, w1, ..., W, sa0 mondmios em yi, ..., Y, possivelmente vazios e a,w € K. Entao
f= g (8910) QoW WoZe(1)W1 * * * Win—1Zg(m) Wn.-
oESm

W=(w -y wm)

A fungado ~ possui as seguintes propriedades basicas.
Lema 2.4.4. Seja f € Py . Entao:

1) f € uma identidade graduada de E(A) se, e somente se, ]7 € uma identidade graduada de A;

2)f=1.
Demonstracao. A segunda afirmagao é 6bvia. Provaremos a primeira afirmacao. Sejay;,...,7; €
Ao, Z1,...,2Zm € A1 elementos homogéneos arbitrarios de A e g1,...,9x € Eo, h1,...,hm € Ey

elementos homogéneos arbitrarios de F.

Fixemos um monémio

m = ao(Y1,---,Yk)2s(1) " Zo(m)@m(Y1,- - -5 Yk),

por m ser um monoémio multilinear, pela Observacao 1.4.7, calculemos seus valores m em 7; ®
iy U D Gk, 21 ® h1,...,Zm ® hy, apenas. Uma vez que gi,..., gk estdo no centro de E e

hi,...,hy anticomutam, obtemos

m=ao(¥1,- > Yk)Ze(1) " Zom)@m (U1 - - Ur) @ 91 Gkho) - hom) =
(sgna)ag(yl, te 7yk)za(1) o 'za(m)am(ylv oo 7?}@) ®g1-- 'gkhl te hm

Desta igualdade, pela definicao de ™, segue que

f(yl ®gla""yk®gkazl®h17"'7zm®hm):f(ylv"'vgkagla'”azm)®gl"'gk‘hl"'hm~

Como os elementos %y, ..., 2Zm, g1, - -, bm s20 elementos homogéneos arbitrarios , f = 0 em

E(A) se, e somente se, fz 0 em A. Isto completa a prova do lema. O
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Seja agora )V uma variedade de algebras. Denotemos por V* a classe de todas as superalgebras

A=Ay @ A; tal que E(A) € V. Recordando que char K = 0, temos:
Teorema 2.4.5. Para qualquer variedade de dlgebras V a classe V* € uma supervariedade.

Demonstra¢ao. Denotemos por S o conjunto de todas identidades multilineares de V. Como
charK = 0, alguma algebra B est4 em V se, e somente se, g =0 em B para todo g € S.

Agora, seja A = Ay @ Ay uma superalgebra e B = F(A) = (A9 ® Fy) & (41 ® Eq). Como
observamos acima, B é também Zs-graduada com By = Ay ® Ey, By = A1 ® Ey. Portanto B
satisfaz uma identidade multilinear ¢ = 0 de grau n se, e somente se, B satisfaz a familia de 2™
identidades graduadas f = 0 onde qualquer f é obtido de g apenas trocando algumas k variaveis
(0 < k < n) com indeterminadas pares e todas as outras n — k varidveis com indeterminadas
impares.

Pelo lema anterior, B = FE/(A) satisfaz uma identidade multilinear graduada f = 0 se, e
somente se, A satisfaz uma identidade graduada f~’E 0. Isto significa que podemos comecar com
identidades multilineares da variedade V e construimos o conjunto de identidades graduadas W
tais que E(A) € V se, e somente se, h = 0 em A para todo h € W. E a prova do teorema esta
completa. O

Observacgao 2.4.6. Se as superdlgebras A = Ag® A1 e B = Bo® By tém as mesmas identidades

graduadas, entao E(A) e E(B) tém as mesmas identidades ordindrias.

Uma superalgebra A é chamada simples se A nao contém ideais graduados néo triviais e

A2 £ 0.

Exemplo 2.4.7. Temos como exemplos de superdlgebras simples graduadas M, (K) com gradu-
agio (M,(K),{0}); Mn(B), onde B=K -1+ K -¢,c* =1, com graduacio (M, (K),cM,(K));
e M, (K) com graduagao (Mék’l) (K),Ml(k’l) (K)), onde 0 <l <k<In/2] e

k l
K K K|o
K K K|0 0
k
MV (k) = K K K|[0 0 0
l 00 - 0|K K K
00 -+ 0|K K - K
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k l
K K K
0 0|K K K
k :
MED (K = 0 0 0K K K
K K Klo 0 0
l K K K|lo 0

E uma consequéncia de [20] o seguinte teorema de classificacio de superalgebras simples

sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.

Teorema 2.4.8. Qualquer superdlgebra simples de dimensao finita sobre um corpo algebri-
camente fechado de caracteristica 0 € isomorfa, como superdlgebra, a M, (K), M,(B) onde
B=K-1+K-c,c*=1, ou a M (K).

Uma conexao entre a classificagdo das superalgebras simples de dimensao finita e o envoltorio

de Grassmann é devido & classificacao dos T-ideais verbalmente primos de Kemer.

Definigao 2.4.9. Um T'-ideal I' € verbalmente primo se para quaisquer T-ideais I'1, I's tais que
'’y C T devemos ter que 'y CT ouT'y CT.

Uma variedade serda chamada prima se o T-ideal correspondente é verbalmente primo. Tam-

bém uma algebra A seréa chamada verbalmente prima se ela gera uma variedade prima.

Teorema 2.4.10. Seja V uma variedade propria de dlgebras sobre um corpo K de caracteristica
zero. EntioV = Var(A), onde A = M,(K), Mn(E), ou My (E) = M (K)o By MFD (K@

FE1 se, e somente se, V € prima.

Demonstragao. Consideremos T'(A) o T-ideal de identidades de A. Suponhamos primeiro que
A = M, (K). Suponhamos, que existam um par de T-ideais I'; e I's tais que I'1T's C T'(A) mas
't ¢ T(A) ey & T(A).

Pela escolha de I'y e I'g, segue que os ideais verbais de A, I'1(A) # (0) e I'2(A) # (0). Mas

nesse caso I'1(A) = A e I'y(A) = A pois a algebra das matrizes nao possui ideais proprios. Dai
(0) = I'1[2(A) = T1(A)T2(A) = A% # (0)

e chegamos numa contradicao.
Suponhamos agora que A = M, (E).
Suponhamos que o T-ideal I' ¢ T'(A). Entao pela escolha de T', segue que I'(A) # 0.
Observemos que o ideal verbal de uma algebra A qualquer é fechado com respeito a to-

dos endomorfismo dessa algebra. De fato, seja ¢ : A — A um homomorfismo e I'(A) =
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{flai,...,an) | f(z1,...,2n) € T a1,...,a, € A} o ideal verbal de A. Entao dado f =
f(x1,...,2p) €T eay, ... ay € A, temos p(f(a,...,an)) = f(plar),...,plan)) = f(a),...,al),
onde ¢(a;) = a; € A, para todo i = 1,...,n, e assim segue que ¢(f(ai,...,a,)) € I'(A). Por-
tanto, p(I'(A)) C T'(A).

Como I'(A) # (0), existe 0 # x = Z bstest € T'(A). Entao para algum par (sg,to),

s,t=1
l

so,to € {1,...,n}, bsyt, = Zaiwi # 0, onde w; sao elementos da base de F, a; € K, para todo

=1
i=1,...,1

Considere B o conjunto de todos os geradores da algebra E tal que by, ¢ combinacao linear
do produto deles e considere e;, - - - e;, 0 monémio de comprimento minimal em b,,s,. Entao seje
B'=B - {62‘1,... ,eik}.

Podemos escrever B’ = By U By como uma uniao disjunta e vamos considerar os elementos
g1 = €j, -+ €j,, com e, e € By, go=ej, ., €, come; 0,6 € By Entao
Y = Gi€is, € 2 = g2€yyj € g192 # 0, para todo i, j.

Temos

T'(A) 2 yzz = (g1€is,)( Z bstest)(92€t05) =

s,t=1

(91bsot092)€ij = (€1 * €5, €01 =" €34 €y~ €5, )€y

entdo para algum N e para todos 4, j, temos (e, - - e,y )e;; € I'(A).

Considere ¢ : E — E uma aplicacao tal que e,, — €g,, €ry — €s,,...,Ery F €5y, Dara
quaisquer si,...,sy € {1,2,...} e os demais para outros valores. Note que pela relagao eje; =
—eje;, para todos i, 7, ¢ pode ser estendida endomorfismo da élgebra F, isto é

¢(67”1 : "GTN) = €sy " Csy = 5(67’1) o ‘5(67"1\;)

e podemos definir entdo a aplicagdo @ : A — A, por

V((er, - ery)eij) = dler, - ery)eij = (es, -+ sy )eij-

Por I'(A) ser fechado com respeito a todos os endomorfismos de A, segue de ((ey, - - - €ry )eij) €
I'(A) que ((es, - -esy)eij) € I'(A), para todo sq,...,sy. Para todo a € A e para todos
T1,...,7n € {1,..., N} temos

((ery - --ery)eij)a € T'(A) e dai ((er, -~ ery)eij)ACT(A) e ENACT(A).

Agora, se T & um outro ideal tal que TV ¢ T(A), entdo como foi provado acima EN' A C T"(A)
para algum N’ € N. E como na primeira parte da prova, suponha que I'T C T'(A). Portanto

(0) =TT(A) = T(A)I(A) D ENEN A% £ (0).
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o que é um absurdo.

E finalmente, suponhamos A = M}, ;(E). Nos elementos y = gieis, € 2 = goeyyj, em que
g1, 92 € Ep U E; sao mondémios homogéneos. Podemos escolher g; e g2, observando a graduagao
de A, tais que g1bsyi,92 seja um mondémio de comprimento 2N, isto &, gibsyt,92 = €i; * - €igy -
O restante da prova segue analogo, observando que teremos E(])V A CT'(A). E concluimos uma
parte do teorema.

A reciproca pode ser encontrada em [9]. O

Em um corpo de caracteristica positiva diferente de 2, as variedades de algebras determinadas
pelas algebras M, (K), M,(E) e My ;(F) também sao variedades primas, mas nao sao as tnicas
(ver [16]).

Como ja dissemos anteriormente, duas algebras A e B sdo Pl-equivalente, A ~ B, se elas
satisfazem as mesmas identidades polinomiais, isto é, T'(A) = T'(B). O seguinte teorema resulta
que, sobre um corpo de caracteristica 0, o produto tensorial de quaisquer duas élgebras T-primas
é Pl-equivalente & uma &lgebra T-prima.

O Teorema do Produto Tensorial de Kemer é o seguinte.
Teorema 2.4.11. Seja K um corpo, char K=0. Entdo
() Myy(E) ® B ~ Myy(E);
(i) Mpg(E) @ My s(E) ~ Mprigsps+qr(E);
(111) M1 1(E) ~E®E.

Uma prova para este teorema, que nao depende da teoria da estrutura desenvolvida por
Kemer, pode ser encontrada em [14].

Note que os outros produtos tensoriais de algebras T-primas da lista do Teorema 2.4.10 sao
obtidos de isomorfismos junto das propriedades de produto tensorial. Antes de provarmos tal

afirmacao, vamos mostrar o

Lema 2.4.12. Seja K um corpo, charK = 0. Se duas dlgebras A e B sdo tais que A ~ B e
C € uma dlgebra comutativa nao nil ou € uma das dlgebras My, (K), My (E) ou M, 4(E), entdo
AC~B®C.

Demonstragao. Como charK = 0, podemos considerar somente identidades polinomiais multili-

neares, isto ¢, f = f(z1,...,x;) € K(X) tal que

f(xla-"axk) = Z AoZy(1) """ Lo(k)-

oESE

Suponhamos que C' é uma algebra comutativa nao nil. Pelo Lema 1.5.8,

T(A® C) =T(A) =T(B) = T(B®C).
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Suponhamos agora que C' = M,,(K). Como f é multilinear ¢ suficiente considerar somente
substituicoes dos elementos a1 ® €;,j,,...,ar @ €, j,, onde a1, ...,ar € A e ejj,..., €5  Sa0 as
unidades matriciais de M, (K).

Assim, obtemos

flar ® €irjrs- -3 Ok @ eikjk) = Z Qg lg(1) " Ao (k) @ Cio1ydo) """ Clo(r)dok)
oc€Sk

Observamos que para algumas permutacoes o € Sk, e; = 0, entao defini-

cMIo) " Clor)Jok)
}, dai

mos o conjunto S; = {o € Sile; =¢;

cdo() """ Clo(ydom) o(1)Jo(k)

flar ®e€ipjy,. .. ar @ ejj,) = Z Qrlr(1) " r(k) @ Cirq)jrgy =
7'65,/C

D W)Uy @epgy F b D Qrly(1) () @ epg, =

TES), TES,
ir(1)=P1 r(1)=Pr
]T(k>:q1 Jr(k)=4r
r r
§ : E : aTaT(l)'”aT(k)@)ePtQt - E :fpt7Qt(a17"’7ak)®etht‘
t=1 7'6,5’;C t=1
ir(1)=Pt
Jr(k)=at

Logo, f é identidade para A ® C' se, e somente se, o polindmio

fpesa (T1,. . 2k) = Z QrZr(1) " Tr(k)
7'65;C
ir(1)=Pt
Jr(k)=at
para todo t = 1,...,r é identidade para A.
Claro que fp, 4, =0 em A (em B) para todot =1,...,r se, e somente se, f =0 em A®C
(em B® C).

Mas por hipotese T'(A) = T'(B), o que implica que fp, 4, = 0 em A se, e somente se, f,, 4, =0

em B.
Portanto, quando C' = M,,(K), A C ~ B®C.
Consideremos C' = M, (E). Sejam c¢; = wi€; j,,...,ck = We; . € Mp(E), onde w, €

FEy U E7 sao elementos da base de F, entao

f(al ®cr,.,a,® Ck) = Z Aolg(1) """ Ao (k) ® Co(1) """ Co(k) =
oESk

Z Ao lg(1) " o (k) ® Wo(1)Cig)io) W lk)Cigy otk =
ocESk

Z Qg/Qg/ (1) " " Qo' (k) & Wor(1) " * wa/(k)eial(l)jg/(k> =
a’'esy,

s
Z Aot (1) -~ Uor(k) @ (=1)°0 w1 - Whei gy =
0"65,’C
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o_/
Z (=17 o1y -+ Ugr() @ W1+ We€iy 11,0
cr’GS,'c

onde (—=1)%’ =1 ou —1, dependendo da posicao dos mondémios homogéneos impares. Como E
possui dimensao infinita, sempre podemos tomar os ws’s de forma que wy - - - wy # 0.

Por argumentos similares ao caso anterior, segue que
f=0em AR M,(F)< f=0em B® M,(F).
Para C' = M, 4(E), a prova é similar a anterior. O

Usando isomorfismos, as propriedades de produto tensorial e as PI-equivaléncias do Teorema
2.4.11 provaremos que o produto tensorial de algebras T-primas da lista do Teorema 2.4.10 é
PI-equivalente a uma algebra T-prima. Primeiro, observamos que a algebra de matrizes M, (K)
¢ Pl-equivalente a algebra M, o(E) = M, (Ey).

(1) Sejam M,,,(K) e M, (FE) algebras de matrizes de ordem m x m, n X n sobre K e FE, respec-

tivamente. Entao
M, (K) @ Mp(E) 2 My, (K) @ (M,(K)® FE) =
(M (K) @ Mp(K)) @ E = Mpyn(K) @ E = My (E).
Portanto M,,(K) ® My (E) ~ Mpyn(E).
(2) Sejam M, (K) e My 4(E) a algebra de matrizes m x m sobre K e a subalgebra de My, ,(E).
Entao

My (K) @ Mp,q(E) ~ Mm,O(E) ® MP7Q(E)7

este ultimo produto tensorial é PI-equivalente a M,y mq(E) pelo item (ii) do Teorema
2.4.11.

Logo My (K) @ My q(E) ~ Mpp,mq(E).

(3) Sejam M,,(F) e M,(FE) algebras de matrizes de ordem m X m e n x n, respectivamente,

sobre E. Entao

My (E) @ My(E) 2 (M (K)® E)® (M,(K)® E) 2 M, (K)® (FE® M,(K)) @ E
My (K)® (Mp(K)®Q E) @ E = (My,(K) @ Mp(K)) @ (EQ® E) = Myy(K)® (E® FE)

pela observagao feita acima e pelo item (iii) do Teorema 2.4.11, segue que M, (K)® (E®
E) ~ Mpyno(E) @ My1(E) e este pelo item (ii) do Teorema 2.4.11 é PI-equivalente a
an,mn(E)-

Portanto M,,(E) @ Mp(E) ~ My mn(E).
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(4) Sejam M,,(K) e M, (K) algebras de matrizes de ordem m x m e n X n, respectivamente,
sobre K. Pelo Exemplo 1.5.3, M,,(K) ® M, (K) = My (K).

Logo My (K) @ My(K) ~ My (K).

(5) Sejam M, (E) e My ,(F) a algebra de matrizes de ordem n x n sobre E e a subalgebra de

My 4(E), respectivamente. Entao
My o(E) © Mn(E) = Myy(E) @ (Mn(K) @ E) = (Mp4(E) © Mn(K)) ® E,

como M, (K) ~ M, o(E), seguem do Lema 2.4.12 e dos itens (ii) e (i) do Teorema 2.4.11

as relagoes de PI-equivaléncia
(Mp,q(E) @ Mn(K)) @ E ~ (Mpq(E) @ Mpno(E)) @ E ~ Mppgn(E) @ E ~ Mppiqn(E).
Portanto My, 4(E) @ Mp(E) ~ Mapton(E).

Assim, o produto tensorial de quaisquer algebras T-primas é PI-equivalente a uma &algebra T-

prima.

2.5 Envoltérios Supercomutativos

Definigao 2.5.1. Uma superdlgebra A = Ag@® Ay € dita supercomutativa se para todos elementos

homogéneos a,b € A,
ab— (—1)(deB0eEt)hg — o,

A algebra de Grassmann com sua graduagdo E = Eg ® E; é um exemplo de superalgebra
supercomutativa.

Definiremos de forma natural um objeto livre S de posto enumeravel na classe de superalge-
bras supercomutativas como segue. Tome U = {uy, ua,...} e V.= {vy,v9,...}, dois conjuntos de
variaveis eumeraveis e definimos S = K[U, V]| uma élgebra com 1, gerada por UUV sobre K, su-
jeito as condigoes que os elementos de U sao elementos centrais e os elementos de V' anticomutam
entre si.

Em simbolos S é definido em termos de geradores e relagoes assim:
S = <1,’LL1,’U1,U2,U2, ce |’LLZ"LLJ' = UjUj, ViV = —VjV4, U Vj = VjUy4, i,j = 1, 2, .. )

A algebra S = K[U, V] tem uma Zy-graduagao natural S = Sy @ S se exigirmos que as variaveis
de U sejam elementos pares e os elementos de V' sao impares.

Também S tem a seguinte propriedade universal: dada qualquer algebra supercomutativa A,
qualquer ¢ : {U,V} — A tal que p(U) C Ag e p(V) C A; pode ser unicamente estendida a um

homomorfismo de superalgebras @ : S — A.
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Definigao 2.5.2. S = K[U, V] € chamada dlgebra livre supercomutativa sobre K sobre os con-

Juntos enumerdveis de varidvers comutativas de U e anticomutativas de V.

Se identificarmos os elementos geradores eq, es, ..., da algebra de Grassmann E com os ele-
mentos v, vs,..., de S respectivamente, entdao E esté contido em S com Zs-graduacao induzida.
Assim Ej é gerada por todos mondmios em v;'s de comprimento par e E; é gerado por todos
os monoémios em v;'s de comprimento fmpar. Observamos que S = K[U] @k E, onde K[U] é
algebra comutativa livre.

Como no caso do envoltério de Grassmann, podemos definir o assim chamado superenvoltoério

ou S-envoltério de qualquer superélgebra.
Definigao 2.5.3. Se A = Ag @ A1 é uma superdlgebra, o superenvoltério de A é a superdlgebra
S(A) = (Ao ® Sp) ® (A1 ® S51).

Proposicao 2.5.4. Para qualquer superdlgebra A sobre um corpo de caracteristica zero, S(A) e

E(A) satisfazem as mesmas identidades polinomiais.

Demonstra¢ao. Como observamos acima, F C S é a subalgebra gerada por V. Portanto E(A) C
S(A) e E(A) satisfaz todas as identidades de S(A).
Agora, seja f(z1,...,2,) um polindmio multilinear que nao é uma identidade para S(A).

Entao, pela Observacao 1.4.7, existem ay,...,a, € AgU A1 e p1,...,pn € So U S; tais que

flar ®p1,...,60 @ pp) # 0.

Podemos claramente assumir que aq,...,a, € Ay, P1,---,Pr € S0, raly---,0n € A1, Prat, -, Pn €

S1. Portanto, recordando que os p;’s comutam ou anticomutam entre eles, escrevemos
fla1®p1,...,an,@pp) =b@p1---pp
com0#AbeAe0#p,---pn €S. E claro que os mesmos célculos mostram que
flag ®uy,...,¢r @Up,Arp1 @V, .oy Gy @ Up—yp) = bR UL -+ UpV] ++ + Vppy # 0.

Uma vez que S é uma algebra livre supercomutativa, a fungdo ¢ : A® (UUV) - AR E tal

que
pla®v) =a®e;, pla®@u;) =a® engai—1€n42i, 1 = 1,2,. ..

para todo a € A, pode ser estendido a um homomorfismo g : A® S — A® E tal que $(S(A)) C
E(A). Obtemos

B (a1 @1,y @ Uy, g1 B VL, @ V) =
f(@lar ®@u1),...,¢(ar @ ur), @(ar41 @ V1), .., P(an @ Vy_y)) =

f(al X ent1nt2, .-, 0r Q nior_1€p42r, Qryl1 K €1, ..., 0y X en—r) =
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b® ent1€nt2- - €nt2r—1€n42r€1 " Epr 7& 0.
Portanto f nao é uma identidade de E(A) e a prova esta completa. O

Proposigao 2.5.5. Seja A = Ay & Ay uma superdlgebra de dimensdo finita sobre o corpo K.
Se{ay,...,ap} e {b1,...,b} sao bases de Ay e Ay respectivamente, entao a subdlgebra de S(A)

gerada pelos elementos
Si=a1@uil + -+ ap @uip +b1 @uit + -+ b @uy, i =1,2,. ..
é uma dlgebra relativamente livre da variedade var(E(A)) com geradores livres &1,&a, . . ..

Demonstrac¢do. Para provarmos a proposi¢ao, pela Observacao 1.5.11, é suficiente provar que
f € T(E(A)).
Seja f(z1,...,2zy,) um polinébmio ndo nulo tal que f(&1,...,&,) = 0. Se c1,...,cn € S(A),

entao, para todo 1 < i < n, podemos escrever
=01 ®@pin+-+ap@pik+b1 g+ + b Qqit

para convenientes p;; € S, ¢;; € S1. Como na prova anterior, existe um homomorfismo sobrejetor
P:ARS - A® S tal que
@(ai ®uij) = a; ®p¢j,¢(bj ®Uij) = bj ® qij, 1<i<k, 1<5<t.
Segue que f(ci,...,cn) =@(f(&1,...,&)) =0 e f é uma identidade para a algebra S(A). Claro
que qualquer subalgebra de S(A) satisfaz todas identidades de S(A) e de E(A), pois elas sao as
mesmas.
Isto significa que a dlgebra gerada pelos elementos &1, &9, . . . € uma algebra relativamente livre

da variedade var(S(A)). Uma vez que var(S(A)) = var(E(A)), a prova esta completa.
]



Capitulo 3
Parte do Teorema do Produto Tensorial

Neste capitulo construiremos modelos apropriados para as algebras graduadas relativamente
livres, para M, ,(E) ® M, (E) e para Mp,iqsps+qr- Exibiremos conjuntos geradores para os
ideais de identidades graduadas satisfeitas por estas dlgebras e mostraremos vérios corolérios
de interesse independente. Estendemos os resultados de Regev [13] a &lgebras sobre corpos
infinitos de caracteristica diferente de 2. Obteremos uma nova prova de uma das igualdades do
Teorema do Produto Tensorial de Kemer (Teorema 2.4.11) sobre um corpo em caracteristica 0,
mas em caracteristica maior que 2 vamos ter somente uma das inclusoes. Estudaremos também as
identidades graduadas de Myn—1 yn-1(E) € as identidades graduadas de E®™ em caracteristicas 0 e
positiva. Por tltimo, vamos apresentar mais casos do Teorema do Produto Tensorial comparando
os T-ideais graduados das algebras Man—1 gn-1(E) € Mok-1 gk—1(E) @ Myi-1 51-1(E). Em todo este
capitulo, nossas algebras e espacos vetoriais serao sobre o corpo K infinito e de caracteristica

diferente de 2.

3.1 Modelos para Algebras Relativamente Livres

Fixemos a notagdo m = p+q, n =r+ s e o conjunto G = Z, X Zo. Na algebra de matrizes
vamos considerar a Z,,-graduacao elementar como no Exemplo 2.1.7, além disso se R é qualquer
algebra Zg-graduada entdo, como ja sabemos pelo Exemplo 1.5.2, M, (R) = My, (K) ® R tem
a G-graduacao definida para produto tensorial de algebras graduadas (Observagao 2.1.10).

Para h € N, denotamos I, = {1,2,...,h} C N, assumiremos que p > g e r > s e definiremos

a funcao 7p 4 : Ip4q — Zo por

[0 1<i<p
77 Z = .
i Lse p+1<i<p+q

Similarmente, consideramos a fungao v, : Irys — Zs.

Vamos considerar os seguintes conjuntos de variaveis
Y={y;|1<i,j<m}, Z={z;|1<i,j<n}

40
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onde k =1,2,....
Destes conjuntos formaremos a algebra livre K(Y UZ) e definiremos uma Zs-graduagao sobre

ela pondo

8Z2 (y’fj) = Tpyq (7’) + Vg (]) € aZz (sz]) = Tr,s (Z) + Vs (J)

Seja P; o ideal de K(Y U Z) determinado pelas relagoes:

k k
[yi11j1 ’ zi22j2] =

9

k k k
[yi11j1’yi22j2] =0, se 822 (yilljd) =0,

k k k k
yilljl © yi;jg = 07 se 822 (yilljl) = 822 (yi22j2) = 17

k1 ko 1 __ k1 _
25510 Zinga) = 0, s€ 9z, (2;5,) = 0,

]{:1 k‘Q _ k1 _ k?2 —
Zivj © Zigjy = 0 8€ 0z, (25) = Oz, (2;35,) = 1,

para todo ki, ko, 41,12, j1,J2. Aqui [a,b] = ab — ba é o comutador de a e b, e aob = ab+ba & o

produto de Jordan de a e b. Definiremos a algebra Ry = K(Y U Z)/P;. Usaremos as mesmas
k
tj
Ry é uma algebra Zs-graduada. Além disso o conjunto Y gera uma &lgebra livre super-

letras yfj e zfj para as imagens de yfj e zF. com respeito a projecao K(Y U Z) — Rj.

comutativa, bem como Z também gera, e os elementos de Y comutam com os elementos de
Z.

Seja (t,a) € G e definamos as seguintes matrizes em M, (R1):

(t.a) _ k _k
A= D Ba, ) hon, (oh,) YiiZow entim 1 ronG-D+u
n(j—i)+w—v=t

Aqui 64 ¢ o simbolo de Kronecker. Notamos que

A (Y2 en(i-1)+vm(i—1)+w) = (n(G — 1) +w — v, Iz, (y}) + 9z, (24,)) = (t,a) € G.

A matriz A,&t’a) ¢ um elemento homogéneo na algebra G-graduada M,,,(R1) de grau (¢, a).

Ponha Q(w) como o conjunto de todas as matrizes A,(f’a)7 k>1eG = U(t,a)eG g(w).
Denotaremos por Fj, 4. a algebra gerada por G. Entao a algebra Fj,,, s ¢ uma subalgebra
graduada de M, (R;).

Por exemplo, a algebra F4 11,1 ¢ gerada pelas matrizes

yhZh 0 0 0 0 0 0 0
qo0 _ | 0 whd 0 0 A00 _ [0 0 ka0
k 0 0 yheb oo | o 0o 0o o]
0 0 0 yhh yhzh 000
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0 y¥zk, 0 0 0 0 yhet 0
A(l,l) . 0 0 0 0 A(Z,l) B 0 0 0 y’f2z’52
k - ’ k - ’
0 0 0 yhel yneth o 0 0 0
0O 0 0 0 0 yhzh, 0 0
0 0 0 yheh 0 0 0 0
g0 _ |0 0 0 0 | en_| ¥ 0 0 0
F 0 gk, 0 o |TF o o o o[
0O 0 0 0 0 0 yhhh 0

k > 1, e as componentes de grau (0,1) e (2,0) sao zero. Note que a posigao das entradas nao
(t.a)

nulas da matriz A, é a mesma posicao das matrizes da Observagao 2.2.2.

Vamos considerar o conjunto de variaveis
[k ;o
U - {UU | 1 S 1,7 S mn}a

onde k = 1,2,.... Construiremos a algebra livre K(U) sobre U, Zs-graduada da seguinte forma.
Seja w € I, escreveremos w = n(w; — 1) + wg, wy € Ly, wy € I, e denotaremos e(w) =
Yp,q(W1) +7r,s(w2). Notamos que e(w) estd bem definido, uma vez que wy e wy sao determinados

unicamente por w. Assim, dada uma variavel uf] € U, definimos o seu G-grau por

Oc(ufy) = e(i) +&(j).

Neste caso, as variaveis ufj sao todas pares se (i) + &(j) = 0 e impares se (i) + &(j) = 1.

Seja Py o ideal de K(U) determinado pelas relagoes

k k . .
[ui11j1’u1'22j2] =0, se 8(7’1) + 5(J1> =0,
k1 ko

ugls 0wz =0, se e(i1) +e(j1) = elia) + £(j2) =1,

para todo ki, kg, 41,142, j1, j2.
Seja Ry = K(U)/P,. Entao pelas relagoes acima, Ry é uma algebra Zs-graduada. Aqui
também, usaremos as mesmas letras uf] para os geradores de K (U) e suas imagens em Ra.

Definiremos H; .y o conjunto de todas as matrizes B,(:’c) € Myn(R2) onde

t,c
B = 3" bectiyre Ul e

J—i=t

e k> 1. Agora ponha H = U Ht,c) € seja Lpgr s a dlgebra gerada pelo conjunto H. Como
(t,c)eG
)

a matriz B,(:’C possui G-grau (t,c), ela é homogénea em M,y,,(R2). Segue que Ly, s ¢ uma

subélgebra G-graduada de M, (Rz2).

Como exemplo daremos a seguir os geradores da algebra L1171 1.

PRk ikl
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uf, 0 0 0 0 0 0
OO _ | 0 uxn 0 [ pao_| 0 0 ug 0
k - k ’ k - )

0 uks 0 0 0 0

0 uf, uf, 0 0

0 ukf, 0 0 ufy

0 0 0 0 0 k
Blil’l) _ : B,(f’l) _ Ugy ’

0 0 uf, ub, 00

0 0 0 uky, 00

0 0 ub, 0 0 0
B0 0.0 0 0 | pay_|ux 0 0 0
kT k ' Pk T

0 uby 0 0 0 0

0 0 0 0 0 uky O

e as componentes de grau (0,1) e (2,0) sao zero.

Observacao 3.1.1. Seja (t,c) € G, e fixemos p,q,r,s. Devido as graduacoes de Fy, g5 € Lp g1
) (te)

- ~ . t,c ~ - ~
as posicoes das entradas nao nulas da matriz B,g’ 540 as mesmas posi¢oes nao nulas de A",

por exemplo, isso ocorre nas matrizes A,(CO’O) e B,(CO’O).
Proposicao 3.1.2. A dlgebra F), , . s € relativamente livre na variedade de dlgebras G-graduadas
determinada por M, 4(E) @ M, s(E).

Demonstracao. Seja K(X) = K(Xy,, Xo,,...,Xo,,,,) a algebra livre G-graduada onde Xj, con-
siste das variaveis {xl(f)i)]t > 1} de G-grau 6;, e X = J Xy,.
O homomorfismo de algebras G-graduadas ¢ : K(X) — F}, 4, definido por 2% Al(ei) é

sobrejetor, logo, pelo Teorema 1.1.9,
K(X)/kerp = F, qrs.

Para provar a Proposigao 3.1.2, ¢ suficiente provar que ker p = T (M) 4(E) ® M, s(E)).
Vamos mostrar que Tg(Mp 4(E) ® M, s(E)) C ker . Suponhamos que f = f(x1,...,2x) €
Te(Mpg(E) ® My s(E)), isto &,

f(c1,...,cx) =0 para todo ¢y, ..., ¢, € My ((E) @ M, s(E).

Como K é um corpo infinito, pelo Teorema 1.4.4, podemos considerar f = f(x1,...,zx) € K(X)
um polindémio multihomogéneo de multigrau (myq, ..., mg).
Queremos provar que o(f(x1,...,zk)) = f(A1,...,Ar) =0, onde dg(z;) = 0c(A;) = 0;.
Suponhamos primeiro, que f seja um polinémio multilinear, entdao basta verificar somente
nos somandos das matrizes Ay, d = 1,...,k. Por conveniéncia, denotaremos os somandos

d .d (t,a)
Yiaja*vawqnlia—1)+va,n(ja—1)+wa de Ad » POI Wq apenas.
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f(wb s ,Wk) = Z QoWq (1) " " Wo(k) =

oES
]’F(e . . e . Yyb ooyl 2l co ok
n(in—1)+vi,n(ji—1)+wrs -+ s En(ip—1)+op,n(r—1)+wi ) Yip gny " Ying jny, “on, wa, Vhy Why, ?
onde
f = f(en(i171)+v1,n(j171)+w17 AR en(ik71)+vk,n(jk71)+wk) =
_1\o(py)+o(pz) . . e . .

Z( 1) Qo Cn (i, (1y=1)+0e1) (o) = DFwe1)y " Enliom) —1) 0o k) (o (k) —1)FWo (k)

oES
e (—1)"(1”9) = —1 ou 1 dependendo da posicao das varidveis yfhjh impares com respeito as

permutacoes o € S, da mesma forma para (—1)”(7’2).
Como f = 0em M, ,(E)®M, (E) vamos ter que, via isomorfismo, f=0em Myt g)(r4s) (K).

Realmente, para a;, j, €i,j; @ by w; €vrwrs - - - Giyj1€i1j1 © buyw, €vrwr € Mpg(E) @ M, s(E),
f(ailjl €i1j1 @ bv1w1 €vywys -+ - Wiyj1 Cigjr D bUlwl ev1w1) =0.

Agora, M, (E) = M,,(K)® E (ver Exemplo 1.5.2) e dai
Q€45 ® bvwevw — (eij & aij) ® (evw ® bvw)-

Usando as propriedades de produto tensorial, segue que

0= f(ailh €irjp @ bvlwl Evywys - - - Figjy Cigjy & bv1w1 evlwl) =

f((ei1j1 ® ailjl) ® (€v1w1 ® bv1w1)v SERE) (eikjk ® aikjk) ® (evkwk ® bvkwk)) (3'1)

Mas My, (K) @ My (K) = My (K), €ij @ ey = en(i—1)+u,n(j—1)+w> entdo (3.1) é levado isomor-

ficamente a

F(en(ii—1)4vin(—1)+wr © (@irgy © boywy)s - -+ €n(i—1)+vg,n(e—1)+wp © (@i, @ by, ) =
Flen(iv—1)tvrnGi—1)+wis -+ €n(i—1)+vpn(n—1)+wi) @ (@ingy * - Giyji) @ (Boywy -+ Do),
onde
f= (en(i1—1)+v1,n(j1—1)+w1¢ SRR en(ik—1)+vk,n(jk—1)+wk) =
—1)¢Pa)+o(ps) , ) el .
Z (1) Qo i1y =1)+ve1) o) =D FWe(1) " Enlic)—1)+ve () Fo (k) —1)FWe (1)
ocESk

e (—1)?(Pa) = 1 ou —1, dependendo da posigio dos elementos a;;, da mesma forma para (—1)7®).
Observe que f = f, pois f ¢ uma identidade graduada, entdo (—1)o@a) o) = (—1)7@y)+o®:),
Portanto f = 0 em My q)rts) (K) = My o(K) @ M, 5(K).

Dessa forma, f € ker ¢.

Suponhamos, agora que, mg > 1, para algum d = 1,..., k. Podemos escrever f(Aj,..., Ag)

como uma soma de expressoes da forma

gt - gt(wh117 .. 7whtt)7
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onde g = g¢(x1,...,x¢) s@o linearizagoes parciais de f. Por f =0 em M, 4(E) ® M, (E), segue
que g¢ = 0 também em M, ,(E) ® M, (E), pela primeira parte da prova, todos g, = 0 e disto
implica que ¢(f) = 0. Assim f € ker ¢ e a inclusao Tg(M), 4(E)@ M, (E)) C ker ¢ esta provada.

Agora vamos mostrar que ker ¢ C Tg(M, (E) @ M, s(E)).

Seja f(:cgel), . ,xff’“)) € kerp esejam ¢y, ..., ¢, € My 4(E)®M, s(E) elementos homogéneos,
onde ¢g = > (adiyj,€izi0) @ (DdvgwyCoquwy)s tais que dg(cq) = 04, para todo d = 1,...,k e aq €
M, 4(E), by € M, s(E). Observe que o G-grau dos elementos homogéneos em M, ,(E) @ M, (E)
corresponde ao G-grau dos somandos das matrizes Ag.

Os conjuntos Y e Z geram a &lgebra livre supercomutativa Ry com Zs-graduagao, logo pode-
mos estender qualquer fungao graduada (que preserva graus de elementos) YUZ — E a um homo-
morfismo Zo-graduado ¢ : R — F, onde 1/1(?/Z- ) = agij e Y(24,) = bgpw. Consequentemente, pela
propriedade universal, a um homomorfismo G-graduado ¢ : Ly 4 s — My 4(E) @ M, (E) tal que
@(yfljzﬁwen(i,j)ﬂ’n(j,le) = agijeij ® bgywevw. Dessa forma, @(A&ed)) = ¢4, onde Jg(cq) = 04
para todo d.

Temos que p(f) =0, isto é, f(Aggl), .. .,A,(cg'“)) =0, entao

0=9(0) = D(F(A, ..., A = rEpAP), LAY = fer,. ).

Dai f =0 ¢ identidade graduada para M), ,(E) @ M, s(E) e ker p C Tg(Mp4(E) @ M, (E)).
Portanto ker ¢ = Tg(M, 4(E) @ M, s(E)). O

Renomeando a = pr + ¢s e b = ps + qr, podemos construir uma subalgebra M, ,,(E) de
My, (E) que é isomorfa a M, ,(E) (Veja [5]).

mn
A algebra M, 4 s (E) é definida da seguinte maneira: o elemento A = Z ajje;j pertence a
ij=1
Mp.qrs(E) se, e somente se, aij € E(j)1e(j)-
Proposicao 3.1.3. A dlgebra Ly 4, s € relativamente livre na variedade de dlgebras G-graduadas

gerada por My 4, s(E).

Demonstragao. Considere K(X) a algebra livre G-graduada igual na Proposigao 3.1.2. O ho-
momorfismo ¢ : K(X) — L, 4, definido por ap(azl(oi)) = Bl(ei) é sobrejetor, logo pelo Teorema

1.1.9
K(X)/kerp = Ly, 4 r.s-

Para provar a Proposicao 3.1.3, é suficiente verificar que ker ¢ = To(Mp g.r.s(E)).
De fato, vamos mostrar que ker ¢ C Tg(Mp 4., s(E)). Como K é um corpo infinito, podemos
considerar f = f(x1,...,z;) € K(X) um polindmio multihomogéneo de multigrau (my, ..., myg).

Suponhamos que f = f(z1,...,2x) € Tg(Mp 4rs(E)), isto é,

f(b1,...,br) =0 para todo by, ...,b, € My 4, s(E), com Og(x;) = 0a(b;) = 6;.
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Queremos provar que ¢(f(z1,...,z;)) = f(By,...,Br) =0.

Vamos supor primeiro que f é multilinear, entdo substituiremos x4 somente pelos somantes

. _ . ” d L
das matrizes By, d =1, ...,k isto é, somente por s, 5, €igja
1 o koo Y= fle: . VY .
f(uiljl €irjrs- - 7uikjkelk]k) - f(eZUN ce 7elk]k)uz‘1j1 uikjk7
onde

~

f(€irgises€ipg) = Z (_1)a(pu)a06ia(1)ja(1) © g (k) Jo (k)
ocESk

e (71)(’(1’“) = —1 ou 1, dependendo da posicao das varidveis u?djd impares com respeito a per-

mutacao o € .5),.

o~

Agora, como f =0 em M, 4, (E) segue que (como na prova da Proposigao 3.1.2) f =0 em
Ma’b(K) g Mp7q7T7S(K)'
Portanto f € ker .

Suponhamos agora que my > 1, para algum d =1,... k.
Podemos escrever f(Bj, ..., By) como uma soma de expressoes da forma
T — 1 . 13 o
9¢ = gt(uiljlezljla s ,uitjtelt]t)a
onde g; = g¢(z1,...,x:) s@o linearizagdes parciais de f. Por f = 0 em M, ,(E), segue que

gt =0 em My, ,s(F) também. E pela primeira parte da prova, g, = 0. Portanto ¢(f) =0. A
inclusao Tg(Mpqr,s(E)) C ker ¢ esta provada.

Vamos mostrar agora que ker ¢ C Tg(M, q.rs(E)).

Seja f(xgal), e ,xﬁf’“)) € ker ¢ e sejam by, ..., b, € My 4, s(E) elementos homogéneos, onde
bqg = Y agijei; tais que dg(bg) = 04, para todod = 1,..., k. Observe que o G-grau dos elementos
homogéneos bg em M, ,, s(E) corresponde ao G-grau dos somandos das matrizes By.

Como U gera a &lgebra livre supercomutativa Ry Zo-graduada, podemos estender qualquer
funcdo graduada U — F a um homomorfismo Zs-graduado ¥ : Re — F, uglj > agq;;. Consequen-
temente, a um homomorfismo G-graduado v : Ly g5 — Mp 4 s(E) definido por @(Bg)d)) = by
para todo 1.

Assim, dado f € ker ¢ temos que ¢(f) = 0isto é f(By,...,Bg) =0, entdo

0=(0) = d(f(B, ..., BP)) = f@(BY), ... . b(BI) = f(br, ..., by).

Dai f =0 é uma identidade graduada para My 4, s(E) e ker ¢ C T (M), g.rs(E)).
Portanto ker p = Tg(Mp g.r.s(E)). O

Assim construimos modelos convenientes de algebras relativamente livres G-graduadas para
My 4(E) @ M, s(E) e para My 4, s(E). De fato, estes modelos sdo os anilogos G-graduados das

algebras de matrizes genéricas.
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3.2 Identidades Graduadas de M, ,,s(E) € Ly s

Por conveniéncia simplificaremos a notacao: dadas as varidveis G-graduadas xi,...,zq €
K(X) de graus (t;,a;) € G, para todo ¢ = 1,...,d, escreveremos os geradores Bfti’ai) de Ly grs
simplesmente como B;. Além disso, para qualquer elemento G-homogéneo v de qualquer élgebra
G-graduada A, escreveremos O0g(v) = 0(v) = (a(v), f(v)) onde a(v) é 0 Zppn-grau de v e (v)
¢ 0 Zg-grau de v. Em outras palavras, representaremos g € G como g = (o, ) para & € Zyy,

8 € Zsy. Finalmente, se B é uma matriz, denotaremos por B;; sua (i, j)-ésima entrada.

Se B € Lpgys ¢ um elemento G-homogéneo, denotaremos por | supp(B) | o nimero de

entradas nao nulas de B e chamaremos de suporte de B.

Lema 3.2.1. A seguinte desigualdade é vdlida:

B(tl’cl)B(t2’CQ

t ’
| supp(BY VB> |< min{| supp(B{) |,

| supp(B{>) |}.

(th,cn)

Demonstracao. Notamos que em cada linha e em cada coluna da matriz Bkh temos no maximo

um elemento nao nulo. Assim, sejam

(t1,c1) _ k1 t2,62 2 :
Bkl - uzljl(zl)ezl.]l(ll u7,2]2 12) 22]2 12) € Lp7Q7T73
1

matrizes homogéneas. Aqui j, = iy + t;, modulo mn, entdao j, = jp(in) € unicamente definido

por ip, h=1,2.
t ta, .
Se Bl(ﬁl’cl)B/,(w2 c2) — 0, concluimos.
t b t b
Se B,ill Cl)B 2,¢2) # 0, entao
(tl,cl 752,82 _ _ ki, ko
Bk1 - ZUZ1J1€“JI ZummeW? - Wiy g1 Wiy jp Cin gz
i1
Temos que o produto u*', u*2. & nao nulo se ambos u*', e u*2. sdo ndo nulos e distintos.
q p i
1J1 " J1J2 1]J1 J1J2
. t, ta, ) (o
Por j; ser determinado unicamente por i1, segue que o | :supp(Blil1 CI)B,(C; 62)) | ¢ no méaximo
t t1, ta, ) (o
] supp(B( 1’Cl)) |. Da mesma forma vamos ter que | supp(B,(ﬂ1 Cl)B,g; 02)) | € no maximo |

supp(B(t2’02)) |. Assim,

| supp(BL B2 |< mind| supp(BE) |, | supp(By2 ) [}

e concluimos a prova do lema. [l
Se M = M(x1,...,24) é um mondmio graduado, definimos a densidade de M em Ly 4,5
como o numero de entradas nao nulas da matriz M(El, ey Ed) Aqui B é representada pela

matriz do mesmo tipo como B obtida pela substituicao de todas as entradas nao nulas de B por

1 € K e preservando as entradas nulas.

Definicao 3.2.2. O monomio graduado M € dito esparso em Ly 4 s se sua densidade em Ly, g,
€ 0.
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Observagao 3.2.3. E imediato ver que se um mondémio tem um submonémio de G-grau (0,1),
entao ele € esparso em Ly .. Além disso, quando p = q entdo a existéncia de um submondmio

de G-grau (mn/2,0) também implica que o dado mondémio € esparso.

Analogamente para o caso da algebra Fj, ;. s definimos | supp(A) | para um elemento homo-
géneo A € F, ;5. Assim temos a nocao de mondmios esparsos em Fj , . s.Segue imediatamente

da Observacao 3.1.1 que

Lema 3.2.4. Um mondmio € esparso em Fj . se e somente ele € esparso em Ly q.rs.

)

. t,c ~ P ~ .
Observe que as matrizes B,g ™ contém no méximo uma entrada nao nula em cada linha e em

cada coluna. Entao temos os seguintes lemas:

Lema 3.2.5. Sejam M(x1,...,24) e N(x1,...,24) € K(X) dois mondémios graduados tais que
M(By,...,Bg)ij = £N(B,...,By)ij # 0, para alguns i e j e M(By,...,Bq)ij # 0. Entio os
monomios M e N possuem o mesmo Nd—multigmu como mondmios comuns. Além disso, para
todo h = 1,...,d, se M(x1,...,2q) = m'zpm” entao N(x1,...,2q) = n'xpn” para adequados
monoémios n' en” tais que d(m') = d(n’) e d(m") = d(n"). Aqui alguns dos mondémios m’,m”, n'

e n” podem ser vazios.

Demonstracao. Seja M(z1,...,zq) € K(X) e escrevemos M (x1,...,2q) = Tk, Tk, - - - Tk,, onde
{k1,ko,.... K} ={1,...,d} e O(zp) = (tn,ap) = O(Byp) para todo h = 1,...,d. Entao escreve-
mos a (4, j)-ésima entrada M;; de M(Bj,...,Bg) como
M(Bi,...,Ba)ij = ufjllu?fh . 'u§11_1j'
Da mesma forma escrevemos N (z1,...,Tq) = Tp Ty, -« Ty, onde {ry, ..., rs} ={1,...,d}.
Entéo escrevemos a (4, j)-ésima entrada N;; de N(By,. .., Bg) como

N(Bi,...,Bq)ij = ujl ui? -+ -u;®

191 " i12 is—17"
Como as variaveis da matriz B, aparecem somente em By, e por

k1 ko ki _ T, T2 Ts
Uijy Yo Uy i = i1 1192 is—1]

implica que M e N tem a mesma colegao de variaveis, a menos da ordem, isto é, as variaveis da
direita e da esquerda aparecem o mesmo ntmero de vezes, entao segue que M e N tem o mesmo
multigrau como monoémios no sentido comum.

Para provarmos a segunda parte do lema, vamos renomear xj por zy, ,

M(xl,...,xh,...,xd) = Tky " Tk, " Ty
e xp, aparece na v-ésima posi¢do. Como M (Bj, ..., Bg)ij # 0, a variavel u?;ﬁljv aparece em M;;,
isto é,
R k}l kv—l k’»u kv+1 kl
M(Bu- -y Ba)ij = wgy g5 50 G 05000
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entdo m' = xy, - xg, , € O(m') = (Jy—1 —,e(i) + €(ju—1)).

Pela primeira parte da prova, M e N possuem a mesma colecdo de varidveis. Segue que

k . , . .o~ . ,
(O também aparece em N;; na w-ésima posicao, isto &,
v— v
o— T Tw—1 Tw Tw4+11 .. Ts
N(Bu, oy Ba)ij = wigy =W, Wi W

Como Nj; # 0, existe um submonémio de N, digamos n/, tal que

o(n') = a(m') = (Jo—1 — 1,€(i) + €(ju—1))

e concluimos o lema. O
Aqui, precisamos observar a condi¢ado M (B, ..., Bg);; # 0 imposta no Lema 3.2.5. Sem essa
imposicao poderia acontecer que M (Bj,...,Bg)i; = 0 como resultado de alguns cancelamentos

entre as entradas das Bjs. Por sua vez, as matrizes B; tém entradas 0 e 1, assim para elas tais

cancelamentos nao podem acontecer. Por esta razao definimos densidade e esparsidade.

Lema 3.2.6. Seja M = M(x1,...,24) € K(X) um monémio graduado. Se M(By,...,Bgy) =0,
entio M(z1,...,xq) = 0(modJ).

Demonstragao. Como M (Bj,...,Bg) = 0 entdo ou M é esparso ou alguma variavel impar u,’fj
aparece pelo menos duas vezes entre as entradas do monoémio M. No primeiro caso, concluimos

o lema. No segundo caso, temos

t,1 t1
M(xy,...,x2q) = mlfL’,(€ )mgxli )mg

e podemos ver M como M = m/z;m” com m' = m1 e N = n’z;n” com n’ = mizpmse. Pelo
Lema 3.2.5, d(m1) = d(mizrpmsa), entdo a(xpmsa) =0 e a(ma) = —t, assim ou d(xpmsa) = (0,1)
ou (0,0). Se d(xpma) = (0,1) entdo pela Observagao 3.2.3, M é esparso e dai, M € J. Se
d(zpma) = (0,0) segue que d(mz) = (—t, 1) e portanto

M = mlx,gt’l)mgxg’l)mg = —mlx](:’l)mgmg’l)mg = —M(modJ).
Dessa forma, 2M € J e como charK # 2 segue que M € J. [l

Seja J C K(X) o Tg-ideal de identidade G-graduadas gerado pelos polindémios

0,00 (0,0
200, 2520,
xgt,O)x(Q—t,O)xgt,O) . wét,O)xg—t,O)xgt,O), (32)
$gt,1)x§—t,l)xét,l)+ ét,1)xg_t,1)$§t,1)7
onde t € Zyy, e por todos os mondémios que sao esparsos em Ly g r .
Aqui recordaremos que a G-graduacao sobre M, ,(E) ® M, (E) foi definida anteriormente
na Secao 2 (ver Observacao 2.2.2). E suas relagoes com a G-graduagao sobre M, ,, s(E) foram

esbocados na prova da Proposicao 3.1.2.



50 CAPITULO 3. PARTE DO TEOREMA DO PRODUTO TENSORIAL

Lema 3.2.7. O ideal de identidades G-graduadas de Ly 4, s satisfaz as identidades graduadas de
J, ou seja, J CTe(Lpgrs)-

Demonstracao. Para provar o lema, é suficiente provar que os geradores de J sao identidades
graduadas para Ly g, -

Claramente todos os monomios esparsos sao identidades para L, 4 ,s. Observamos que todos
os outros geradores restantes de J sao polindémios multilineares, pela Observagao 1.4.7, assim
podemos substituir as variaveis pelas matrizes B,(f’c) somente.

Mais uma vez devido a multilinearidade, podemos restringir as substituicoes somente para

os elementos 5c,€(i)+a(j)u§j €ij-

1. Seja (t,c¢) = (0,0) um G-grau dos elementos. Entdo j = i, £(i) + £(j) = 0. Neste caso
1 2 1

1 2 ) 1, 2 _ ;
temos u;;€;iUs, vy = UL, Cuplly; €5 UMa Vez que ujuz, = ug,u,;. Claro que se ¢ # v ambos os
. ~ 0,0 0,0)7 . . .
produtos acima sao nulos. Portanto [xg ), :Eé )] ¢ uma identidade graduada para L, g, .

)

s 0,0
Podemos tomar como exemplo em Lj ;1,1 os elementos da matriz B,(c , em que claramente

L, 2 L 1,2 _ 2.1
U,;€iil,evy 7 0 se © = v e dessa forma ujus; = uju;,.

(t,0) (ft,O)x:(st,O) . xét,o)xéft,o)zgt,o)

2. Mostraremos que ;" Ty se anula em L,,,s. Note que se

t,0 —t,0 t,0
(10) (-t0) (40)

t = 0, entao o resultado segue de (1). Portanto, substituiremos 7", x5 por

1 2 3 : : _
00, (i) +e(i+) Wi i+ Ciritts 00,e(itt)+e(i)Uipt,iCitti € 00,e(i)+e(ire)UiipiCiitt, onde e(i)+e(i+t) =
0 e a soma dos indices de u e e sdo médulo mn. E suficiente mostrar somente para es-
sas substituigoes, uma vez que pela regra de multiplicacao de matrizes todas as outras

(—t,0) e x:(gt,o)

possibilidades de substituicao para x, resulta em 0. Mas neste caso obtemos

1 2 3 _ .3 2 1 -
Uj iy Wiy U5 4y = Wy g Uiy Uy 51y © concluimos.

Exemplificando novamente em Lj 111, para t = 1 vamos ter que ulsu3,uds = uisui,uds e para

u%z e uil o produto ezs e e41 é 0.

(t,1) (—t1) (1) _(—¢1) (1)

3. Finalmente, provaremos que x; "z, T3ty g xy/ seanulaem Ly 4, . Claroque

A . . . oo (1) (1) (1
se t = 0, este polindmio é uma identidade. Como acima, basta substituir :1;& ),xg ) , xé )

or 01 o(; ol e, 01 i NUZ, Cinti € 01 o U ei e obteremos a
p Le(@)+e(itt) Ui it Cii4t) Ole(itt) e (i) Yite,iCittsi Le(@)+e(i+t) Ui i+t Civitt

: 1 2 3 3 2 1
igualdade w; ;€ ittUiy 1 Cit,iU7 iy eCiitt = —Uj 414 Ciitt Uiy g jCitt ity yCiitt-

Desta forma obtemos a inclusdo J C Tg(Lpgr.s)-
(|

Lema 3.2.8. Sejam M(x1,...,x24) e N(x1,...,24) dois monomios graduados em K(X). Su-
ponha que para alguma (i, j)-ésima entrada, M (B1,...,Bq)ij = £N(B1,...,Bq)ij # 0. Entdo
M = £N(modJ).

Demonstra¢ao. De acordo com o Lema 3.2.5 os monoémios M e N tem o mesmo multigrau.

Suponha que x; é a variavel que aparece no extremo esquerdo em M, isto é, M(x1,...,x4) =
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x1m’. Novamente, pelo Lema 3.2.5, podemos escrever N(z1,...,24) = nizringz, onde d(ny) =
(0,0). Seja I o comprimento (grau total) de M e de N. Faremos a prova por um argumento de
inducao sobre .

A base da inducao é [ = 1, o que é 6bvio. Suponhamos entdo [ > 1. Se nq é monoémio vazio,
entao aplicaremos a inducao para m’ e ny. Portanto, assumiremos que 11 nao ¢ o monoémio vazio.
Consideraremos os trés casos seguites:

Caso 1. Seja M(z1,...,24) = xymiximg com I(xymy) = (0,0) entdo N(z1,...,2q9) =
nizingring e pelo Lema 3.2.5, d(njz1ng) = (0,0) o que implica que d(zing) = (0,0). Dessa

forma aplicando os geradores de J vamos ter que
N(z1,...,24) = nizinaxing = r1nenizing(modJ).

Pondo n' = ngnyzing temos que N(x1,...,z4) = x1n/(modJ) e dai, aplicamos o argumento de
indugao para o comprimento de m’ e n'.

Caso 2. Seja M(x1,...,24) = xymizeTpma, entdo N(x1,...,T4) = N1TN2T1N3THN4 COM
d(n1zeng) = (0,0) e pelo Lema 3.2.5, olhando para zimiz, e nixgnexing e ainda para seus
submonoémios z1m; e ni, segue que A(n1z,) = A(x1M12,) = O(N1TN2TING).

Se ng é mondmio vazio, entdo d(n1z,) = I(r1nz) = (0,0). Se por outro lado ny nao é
monoémio vazio entdo como d(nixanz) = (0,0) segue que d(nix,) = I(x1n3) = (t,¢) e I(ng) =
(—t,c). Em ambos os casos, temos que N = njz,norinsxpyng = txingnenizqzpng(modd) e
terminamos este caso da mesma maneira como no Caso 1.

Caso 3. Suponhamos que nenhum dos casos anteriores sejam validos. Suponha que N comece
com a letra x; e escreva M (x1,...,xq) = x1mimax;mg com 0(zymime) = (0,0). Assumiremos
que N(z1,...,24) = x;n121n2, assim temos d(xjn,) = (0,0), pelo Lema 3.2.5.

Mas O(M) = O0(zjm3) = O(xin2) = O(N). Dessa forma, segue de O(M) = 9(x1ng2) que
M possui um submonoémio inicial de mesmo G-grau que M e z; nao deve aparecer em tal
submonoémio. Portanto, podemos escolher m; e mg de tal forma que d(z1m1) = d(x1n2) = (M)
e temos O(maxjm3) = d(x;n1) = (0,0).

Como no Caso 2, dividiremos este caso em dois subcasos. Se mgy é 0o mondémio vazio entao
d(x1my) = 0(zjm3) = (0,0). Se por outro lado, mg nao é mondémio vazio, obtemos d(zx1mq) =
O(z;m3) = (t,c) e (mg) = (—t,c). E mais uma vez, em qualquer um dos casos concluimos que
M = xymymaox,;m3 = :l:a:jm3x1m1m2(m0dJ) e concluimos o lema pelo argumento de inducao,

desta vez comecando por n. O

Proposicao 3.2.9. O ideal de identidades G-graduadas de L, 4, s coincide com o ideal J, ou
seja, Ta(Lpgrs) = J.

Demonstracao. A inclusao Tg(Lypgrs) 2 J € resultado do Lema 3.2.7.
Vamos mostrar agora que Tg(Lpqr,s) € J. Suponhamos, por contradicao, que o polinémio
multihomogéneo f € Tg(Lyq4rs) mas f ¢ J. Consideremos k o menor inteiro positivo tal que f

é escrito como combinagao linear de k monémios moédulo J, isto é,
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k

flz1,...,2q) = Zaimi(modj), a; € K; a; #0.
i=1

Como f ¢ J, temos que k > 1. Pelo Lema 3.2.6, podemos supor, a menos da ordenagao dos

mondmios myq, ..., mg, que my(Bi,...,Bg) # 0. Dessa forma, segue que

k
armi(Bi,...,B)) = =3 ammi(Bu,..., By).
=2

Como todos mondémios sao de mesmo multigrau, para algum h, com 2 < h < k, temos para
alguns i e j
ml(Bl, ceey Bd)ij == :I:mh(Bl, e 7Bd)ij 75 0.

Pelo Lema 3.2.8, my(x1,...,xq) = tmp(x1,...,24)(modJ). Portanto, f pode ser representado
como
k h—1 k
f= Zaimi(modJ) = (a1 £ap)mi + Zaimi + Z a;m;(modJ).
i—1 i=2 i=h+1
Mas isso é uma contradi¢do com a minimalidade de k. Portanto, f € J e Tg(Lpqrs) € J. O

Segue desta proposicao e da Proposicao 3.1.3 o seguinte teorema.

Teorema 3.2.10. Seja K um corpo infinito, charK # 2. FEntdo o ideal de identidades G-

graduadas de My 4. s(E) coincide com J.

Demonstracao. Pela proposigao anterior, J = Tg(Lpgrs) € pela Proposicao 3.1.3, Ly g, =
K(X)/Ta(Mpgrs(E)). Dessa forma,

J = TG(LIML?’,S) = TG(K<X>/TG(Mp,q,r,S(E)) = TG(Mp,q,r,S(E)))-

Corolario 3.2.11. T(M, g s(E)) C Tg(My4(E) @ M, s(E))

Demonstragao. Pelo teorema anterior, é suficiente mostrar que os geradores de J, (3.2), estao
em Tg(Mp4(E) @ M, s(E)).

Pelo Lema 3.2.4, os mondémios esparsos sao identidades para M, 4(E) ® M, ((E).

Agora mostraremos que [xgo’o),xgo’o)] ¢ identidade para M, ,(E) ® M, (E). Como este po-
linémio ¢ multilinear, iremos substituir somente por elementos da forma ae;; ® beyy,, onde ae;;
¢ um elemento homogéneo de M) ((E) e bey, € M, s(F) também é um elemento homogéneo.
Sejam ¢1 = ai€;,j, ® b€y w,, €2 = A2€i,j, & ba€yyu,, ambos de G-grau (0,0).

Segue que a(cp) = 0 se, e somente se, ip, = jn € v, = wp, h = 1,2. Entao fazendo iy = i,i9 =

j,U1 = v e vp = w, teremos

C1C2 — C2C1 =
(aleii & blevv)(a2€jj ® b2€ww) - (a2€jj & b2€ww)(aleii & blevv) =

(a1az2eii€jj @ bibaeyyeww) — (azaiejjei; @ babieywepy).
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Como o G-grau de ¢; e cg é (0,0) isso implica que ajas = agay e biby = baby. Se i # j ou v # w
ambos os produtos sao nulos. Dai [xg(),o)’ x(o,o)] se anula em M) 4(E) ® M, (E).

Agora, sejam cj, = ape;,j, @ bpeyw,, com h=1,2,3 e a(c1) = a(cz) = —afcz) =t.

Note que se, ou c1ca = 0 ou dg(ciez) = (0,1), entao cicecs = 0. Se cicacg = czeocy = 0,

concluimos. Se, c1cacs # 0, entao cieo # 0 e dg(cicz2) = (0,0) e

crezcs = (@165, ® bieyyw, ) (26,5, ® brevyuw, ) (a3eigjs @ b3euws) =
12034, j; €injs Cizjiz @ 0102034 w1 Cuauwn Cozws s

entdo j; =9, jo =iz e wy =ve, we =vzen(ip—1)+vp=n(j1 —1)+w, +t,h=1,2,3.

Dessa forma, também cscoc; # 0 e

c3CaC1 = (34555 @ b3Cuguy ) (A2€iyj, © b2yyuw, ) (@165, @ bieyyw,) =

30201 €55 €in iy €irj; @ 01D2D3€ 505 Cvaws Cvywy s

entao js = to, Jo =11 € w3 = V2, Wy = V1.

Notamos que, neste caso, j3 = o = j1, 11 = Jo = i3, W1 = W3 = Vg, V] = Wy = V3.
Vamos fazer i1 = i, j1 = j, v1 = v, w1 = w e obtemos cicac3 = ajazaze;; @ bibabzey, e
c3C2C1 = a3a2a1€;5 @ b3babieyy.

Como a1, az,a3 € E, (i)1+,,(;) Segue que a1aza3, agzazar € £, ()1, .(j)- Da mesma forma
como by, b, b3 € E s (U) s (w) 5 temos b1bsbs, b3boby € E’Yr,s(v)Jr’Yr,s(w)'

Se En, o @+1ma) = Brrs@) 490 (w))
¢ identidade graduada para M, ,(E) ® M, s(E).

entao cicacg = czepcy. Isso implica que xyxox3 — T3T2T

Se By, () +1p,q() 7 B s ()4, (w)» POdemos supor que By iy, 0() = Eos By, ) s (w) =
FEq, entao ajasas = agagsal e bybabs = —bsboby, logo cicacg = —c3eacy. Disso, segue que implica
que z122x3 + x3x2x € identidade graduada para M) 4(E) ® M, (E).

E portanto, concluimos a prova do corolario. O
Corolario 3.2.12. T'(Mpr4gs ps+qr(E)) € T(Mp4(E) @ M, s(E)).
Demonstracao. Pelo Corolario 3.2.11,

TG(MRW‘,S(E)) < TG(Mp,q(E) ® Mr,s(E))
Como M, 4, s(E), com a G-graduado, é isomorfa & My gs ps+qr(E) (veja [5]), temos
TG(Mp,q,nS(E)) = TG(Mpr+q57ps+qT(E))7
e obtemos T(Mpr4qs ps+qr(E)) € Ta(Mpq(E) @ M, s(E)). Pelo Lema 2.3.2 segue que
T (Mpytqs.pstqr(E)) © T(Mpo(E) @ My s(E)).
[l
Em [1] foi provado que em charK > 2 a igualdade dos dois T-ideais acima falha. Quando

(r,s) = (1,1), foi construida uma identidade polinomial ordinaria para M, ,(E) ® M, ;(E) mas

que nao ¢ satisfeita por Mp,4qs ps+qr (E).
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3.3 DMatrizes sobre Algebras Supercomutativas e suas Gradua-
coes

Aqui consideraremos graduacgoes com grupos do tipo G = Z3 para um inteiro positivo n

adequado. Em tal caso, seja A uma élgebra G-graduada. Se a € A é um elemento homogéneo,

denotaremos seu G-grau homogéneo por |a|. Além disso, se a = (1, ..., o) e 8= (P1,...,0n) €

235, denotaremos por
<a7/8>n = CVlﬁl + - +an/8n7 Sa =a1+ -+ ap, Sayi = Sa — (4,
onde as operagoes sao em Zs. Quando o numero n for evidente no contexto, denotaremos somente

(a, B) ao invés de (a, B)p.

Definicao 3.3.1. A dlgebra A Z3-graduada é n-supercomutativa se para todos elementos homo-

géneos a,b € A temos ab = (—1){2ltDpg,

Se A é Zk-graduada e B é Z\-graduada, entio A ® B ¢é Z§+l—graduada de uma maneira
natural. Sua componente homogénea de grau (ai,...,axy;) é gerada por todos os elementos

a®b,onde a € A, b€ B sao elementos homogéneos, |a| = (aq,..., o) e [b] = (agt1,- .-, Qpti)-

Proposigao 3.3.2. Sejam A dlgebra k-supercomutativa e B dlgebra l-supercomutativa. FEntdo

A® B é uma dlgebra (k + )-supercomutativa com respeito a graduacao induzida.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que a algebra A ® B satisfaz a identidade zy — (—1){=h1¥0 2.

Sejam x e y tais que |z| = (a1,...,a541) e |yl = (B1,...,Bry1). Tomemos aj,az € A e
bi,by € B tais que [a1] = (ou,..., k), |az] = (B1,...,Bk), [b1] = (g1, 0n41) e |bo] =
(Bk+1s- -+ Br+1). Como |a; ® b;| = (Jail, |bi]) e por

((lax],[b1])) + ((laz|, [b2])) = a1f1 + - - - + B + Qg1 Bpr1 + -+ + Qpy1 Brpt =
((laxl, b1]), (lazl, [b2])) = (Ja1 @ b1], |az @ bal)

segue que

(a1 ® b1)(az ® ba) = (arag @ bibe) = ((—1){a1hle2Dggay) @ ((—1)8erllb2D popy ) =
(—1)(larblaz+(bal[b2)) — (1) (lar@bila2®b2l) (g @ by) (a1 @ by).

Portanto A ® B ¢ uma &lgebra (k + [)-supercomutativa. O
Seja n € N, denotaremos
en(a,y) = ay — (1) Wy, (3.3)

onde x e y sdo variaveis na algebra livre Z5-graduada K (X), e |z| e |y| sdo seus graus homogéneos,
respectivamente. Claro que, uma algebra A Z3-graduada é n-supercomutativa se, e somente se,

os polinémios ¢, (x,y) sdo identidades polinomiais graduadas para A para todo z,y € X e para
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todos os graus de z,y. Denotaremos por J, o T-ideal Z§-graduado de K(X) gerado pelos
polinémios ¢, (z,y), quando |z| e |y| percorrem independentemente sobre Z5.

Recorde que os T-ideais (graduados) de K(X) sdo gerados pelos seus elementos multiho-
mogéneos, uma vez que K é um corpo infinito. Entao, a partir de agora, trabalharemos com

polindmios multihomogeneos (graduados).

Lema 3.3.3. Seja f = f(x1,...,2,) um polinémio Z5-graduado multihomogéneo de multigrau

(t1,...,tx). Entao, para algum X € K,
frr, ... ) = Aol - :EZ’“ (modJ,).
Além disso, se s, =1 et; > 2, para algum i, =1,...,k, entao f € Jp.
Demonstragao. Como f(x1,...,x)) é multihomogéneo de multigrau (t1,...,%;) podemos escre-
ver f como combinagdo linear de mondmios de multigrau (t1,...,tx), isto é f(x1,...,xx) =
1
Z Ajmj(x1,...,x). Fazendo mod.J,, temos que as variaveis de m; comutam e anticomutam,
7j=1
para todo j =1,...,1, logo f(x1,...,z) = )\xtll -~-x};’“(m0dJn).

Agora, suponha sem perda de generalidade que, |r1| = a com pois (|z1|, [71]) = s, =1 e

t; > 2. Entao, moédulo J,

2, t1—2 to te z1),|21|) 12,812, t2 te 2,.t1—2 to i

Isso implica que

t1 tr t1 Ly
xyteat = =tk (modJy)

e por charK # 2, x? . 332’“ = 0(modJ,). Mas pela primeira parte da prova, segue que f =
0(mod.Jy,). Logo f € J,. O

A algebra de Grassmann F é l-supercomutativa. Pela Proposicao 3.3.2 a algebra E®™ é

Xn

n-supercomutativa. Neste caso a graduacao é dada definindo E(a1 L

| = spanico @ - @

an|0z,(aj) = o).
As graduagoes de Myn-19n-1(E) € Mon(E)

Definiremos os grupos de matrizes Gy, < Mo (K) (ver [13]).
Dado n > 1, construiremos, por indugao, os grupos
Gn — <A1na ceey Anna Blna o aBnn> - MQ”(K)

(gerado por 2n elementos) como segue:

(Go = {£1} C K)
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01 0 -1
G = <AllvBll>7 A = , B = .
1o 1 0

1 0
Claramente, A11B11 = —B11A411. Também se C1 = A1 B11 = ( 0 ) ), entdao A11C1 =

—C1Aq1 e B;1Cy = —C1 By
Assuma agora que Gy, = (A1p, ..., Apny Bin, - -+, Bun) € Mon (K) é dado e construiremos

GnJrl = <A1’n+1, PN 7An+1,n+1a BLnJrl, NN 7Bn+1,n+1> como segue

A; B;
Ainy1 = 0 "), Biny1= 0 " 1<i<n.

Denote por C,, = A1y -+ AppBin - - - Bupn. Assim

0 C, 0 —In
Ap 1n+1l = e Bp 1n+l = )
Tt (Cn 0 > T <12n 0 )

onde Ipn € Mon(K) é a matriz identidade.
Entao o grupo G4 é gerado pelas matrizes A1 i1, ..., Antint1 € Binst, -+, Buging1 €
M2n+l (K).

Lema 3.3.4. As sequintes relagoes sdo vdlidas em Gy :
(i) A2 =In, B -2 = —Iyn, C2 = Iyn para todo 1 < i < n;
(i1) AinCp = —CpAin, BinCpn = —CyBip, para todo 1 < i <mn;
(iii) AinAjn = —AjnAin, BinBjn = —BjnBin, para todo 1 <i# j < n;

() AinBjn = —BjnAin, para todo 1 < i,j <n.

(U)C—(—l)”1<l2n_l 0 )

0 _1-27171

Demonstracao. (i) Quando n = 1, entao

01 01 10
10 10 01

Suponha valido para n > 1, isto é A?n = I,nM, para todo i = 1,...,n e veremos que para

n + 1 também é valido:

Azzn+1 - Ai,n+1Ai,n+1 = ( A,m 0 ) ( Azn 0 ) -

2
Az 0 ) Ion 0 — Ly,
0 A 0 I
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logo Az?,nJrl = Iyn+1 e a afirmacgao vale para n + 1.

Agora mostraremos que Bz?n = —Ion, para todo 1 < i < n. Para n =1, temos
9 0 -1 0 -1 -1 0
1 0 1 0 0 -1
Suponhamos valido para n > 1, isto é, Bizn = —I»m® paratodoi=1,...,n e veremos que para

n + 1 também vale:

0 B 0 B:
Bl = Bint1Bing1 = ( B (;n ) ( B (;n ) -
in in

2 —
RN O (L I
0 B2 0 —Ipm

Portanto, Bi2,n+1 = —Iynt1 € a afirmagao vale para n + 1.
Ion- 0 Ion- 0
Como C,, = (—1)"! 7 , segue que C2 = 2 = In.
0 —IQn—l 0 IQn—l

(i)

Ains1Cpy1 = (—1)"

S Le 0
()

Bin+1Cpg1 = (—1)"

0 —B;pIon
-y -
—In BinIon 0

= - n+le ntl, ©=1,...,m.

0 A
( A 0 ) = - n+1Azn+1aZ—1 <5 T

B0 0
(G )G

(iii) Para n = 1 nao ha o que fazer. Para n = 2, temos

00 0 1 0 1 0
0 A 0 C 0010 0 0 0 —1
A9 Ay = . L) = =
Ay O C, 0 0100 1 0
100 0 0 -1 0
0 -1 0 0 1 0 0 1 0 000 1
1 0 0 B 10 ol 0 0 —1 0010|
0 0 —1 | 0 1 1 0 0100
0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 100 0
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0o C 0o A
- ! ) = —ApAg.
Cl 0 A11 0

Suponhamos valido para n > 2, isto ¢, para todo 1 <1 # j < n, A;, Aj, = —AjnAm(?’) € veremos

que para n + 1 também vale:

0 A 0 A, A A 0
Aint14jn+1 = / = nem —3)
A 0 Ajn 0 0 AinAjn,

AinAin 0 0 A, 0 A
_ J = — J = —Ajni1Aing1.
0 AjnAin A 0 Aim 0

Portanto, para n + 1, A; 414 n41 = —Ajnt14ins1, paratodo 1 <i# j <n, i # j.
Provaremos agora que B;,Bj, = —Bj,Bip, para todo 1 <i # j < n.

Para n = 1, ndo ha o que fazer. Para n = 2, temos que

0 0 -1 0 0 -1 0
0 Bn 0 —I 0 1 0 0 -1
B3 Bay = = =
By 0 Ir 0 0 -1 0 10
1 0 0 O 0 1
0 -1 0 00 -1 0 0 0 -1
1 0 o1 00 0 -1 0 1 B
0 1 10 0 O 0 -1 0
0 0 -1 0 01 0 0 1 0 0
0 —I 0 Bn
- = — By B2.
Ig 0 BH 0
Suponhamos que para n > 2 vale, isto ¢, B;,Bj, = —Bjan(‘l), para todos 1 < i # j < n,e

veremos que para n + 1 também vale:

0 B; 0 B, BinB; 0
Bin+1Bjnt1 = " I = mgm —(4)
B, O B; 0 0 B;nBjn

BjuBin 0 0 B 0 B
_ S = —Bjnt1Bint1.
0 BjuBi Bjn 0 Bin 0

Portanto, para n + 1, B; ,4+1Bjnt1 = —Bjn41Bint1, para todo 1 < i # j < n.

(iv) Para n = 1, temos

0 1 0 -1 1 0
A B = = -
1 0 1 0 0 -1
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-1 0 0 -1 0 1
- = - = —B11A11.
0 1 1 O 1 0

Suponhamos que para n > 1 seja vélido, isto é, A;, B, = —BjnAm(5), paratodo 1 <i,57 <n—1,

e mostraremos que para n + 1 também vale:

0 A 0 B; AinBijn 0
Aini1Bjny1 = ! = ! =)
A O B; 0 0 AinBjn
_BjnAin 0 N B]nAzn 0 _
0 _BjnAin 0 B]nAm

0 B; 0 A
- ! ") = =B ding.
Bjn 0 Am 0

Portanto, para n + 1, A; n41Bjny1 = —Bjn+14int1, 4, =1,...,n.
Como as matrizes Ay 41 n+1 € Bpt1,n+1 possuem uma estrutura diferente, mostraremos que

para i = n + 1, as relagoes do lema também sao validas:

(i)
A2 = AntinriAniing = ( c. 0 ) ( c o > =

c?2 0 Ion 0
= = IQn+1 .
0 C? 0 Iy
) 0 —Ion 0 —Ip
B i1 = Bryims1Briingl = I 0 I 0 =
2n 2n

—13, 0 Im 0
= — :—IQnJrl.
0 -1 0 Iy
(i)

0 Co\(In 0 0 —Cylon
Api1ns1Cnir = (—1)" — (-1)" —
+1n41C0n41 = (=1) (Cn 0 )( 0 _12n> (=1) (Cnlzn 0 )
In 0 0 C,
—(=1" = —Ln An n+1-
(0 (8 S ) e
0 —Ipm Ipn 0 0 Iz
Buiims1Cnir = (—1)" = (-1)" -
H1Cost = (~1) (12n 0 )( 0 —12n> =) <I§n 0

_[271 0 0 _I2n
—(=1)" = —Ln Bn n+1-

(iii) Mostraremos que, quando i #n + 1, A; 11 Antin+1 = —Antin+14in+1-
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Ainr1Antins1 = = =
A, O c, 0 0 AinCh

—Codin O 0 C, 0 A
= - = —Antinr1dint1-
( 0 —CoAin ) ( Cp 0 ) ( Aim 0 ) e

Agora mostraremos que, quando @ # n + 1, B; n11Bpt1n+1 = —Bntin+1Bin+1-

0 B 0 —Im Binlon 0
Bi,n+1Bn+1,n+1 = - =
Bin 0 Ion 0O 0 —BinIon

In By, 0 0 —Ix 0 B B B
= - = —DOn+1n+1Din+1-
0  —IBin Iy 0 Bin 0 e

(iv) Agora mostraremos que

Aini1Bnyins1 = —Bnyint14ins1, paratodoi =1,...,n,
An+1,n+1Bi,n+1 = _Bi,n+1An+1,n+17 para todo 1 = 1, oy,
An+1,n+1Bn+1,n+1 = _Bn+1,n+1An+1,n+1:

0 A 0 _IQ” A; Izn 0
Ai,n+an+1,n+1 = m _ in _
In 4 0 0 —Ixn 0 A
in — 2 in - _Bn+1,n+1Ai,n+1-
0 —Ion Ay, Ion 0 Ain 0
Aptins1Bins1 = n in | _ 'nBin _
Cn 0 Bm 0 0 Can

0 —CnBin B C, O - n+1n+1P7¢,n+1-

Bin O
An+1,n+1Bn+1,n+1 = (

0 —In \ [ Culzn 0 B
Ign 0 0 _CnIQ”

0 —In 0 C,
- ( Iy 0 ) ( C, 0 > = ~BnrLatt Ant Lo

Vamos mostrar (v). Para todo n > 1,

Ion- 0
Cp= (1)t .
0 _1-27171
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Paran =1,

Suponhamos que para n > 1, vale o resultado, isto é,

Iyn- 0
Cn = (_1)n71 -
0 _IQn—l

e vamos mostrar que para n + 1 também vale:

Cns1 = At pt1 - Apntin+1Bint+1 - Bngint1 =
0 A, 0 A, 0o C,
0 B 0 B 0 —In \
By, O Bon 0 Ion 0

Aln te AnnCnBln te BnnIZ" 0 o
0 _Aln e AnnCnBln to BnnIZ" a

(_l)nCnAln to AnnBln te BnnIQ" 0 _
0 _(_1)nCnAln te AnnBln te BnnIQ”

o C2Ln 0 A In 0
(-1) . =1 .
0 —C2Ihn 0 —In

Ion 0
Portanto, para n + 1, Cp4q1 = (—1)" < ’ )

0 —Ixm
]
Do Lema 3.3.4 segue que Gy, = {£ A} -+ A% B .. B2 | (..., q0,) € Z3"} € |Gy| =
2.4".
Seja H, = {A{}AS2 .- A9n B Bon+? ... B0 | (..., a9,) € Z3"}. Denotaremos por

2n
H; ,, o subconjunto de H,, consistindo de todos os elementos tais que Z aj =1 € ZLo.
j=1
A prova do proximo lema pode ser encontrado em [13].
Lema 3.3.5. O conjunto H,, é uma base do espago vetorial Mon(K), consistindo de matrizes

invertiveis. Seus subconjuntos Ho, e Hy , sao bases dos subepagos

o My (K) 0 - 0 My (K)
Mar (K)o = ( 0 My (K) ) Mo (1= ( Myt (K) 0 )

respectivamente.
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Agora definiremos uma Z2"-graduacio sobre Myn-1 gn-1(E). Assim a componente homogénea

Myn—1 gn-1(E)(ay,....a0,) de grau (ai,. .., az,) é o subespago

n RAn+1 n
H(al,...,agn) = {TA(l)% e AL?(;fTL'Bln+ T B?LITQL ’ (S E(Ol1+"'+a2n)}’

De acordo com o Lema 3.3.5

M2n—172n—1 - @ Hoc-

aEZ%”

Ey E;
Exemplo 3.3.6. Emn =1, M;,(F) =
E, E,

H(a1,a2) = {TA?llB(le |7 € Eoytas)

ro 0 1 0
H(O,()):{ ( 0 TO>|TOEEO }; H(l,l):{ ( 0 _r1>’T1€EQ },
0 —ro 0 3
H(O,l):{<r2 0 >\T2€E1 },H(Lo):{(TS O)]r;;EEl }

Enquanto que pelo Lema 3.3.4, obtemos HoH, C H,y o para todos a,a’ € Z3". De fato,
pelas propriedades do Lema 3.3.4 temos que dados rAf, --- B2 € H,, 1’ A‘lljl -.Bp2" € Hy,

— ! / / 2 /
com a = (ai,...,q,),d = (a],...,ay,) €Z5", 1€ By, er' € E ,
/ / / /
i an ROn+1 as 1A% Ay %41 Qo
(rAf, - Agn By - BRze ) (A - App By - Bri't) =

) a1t an+al, pont1+a,, 4 agntad,
+rr Aln - Ann Bln -+ Bun € H(a1+a’1,...,a2n+o¢’2n)'

Lema 3.3.7. A dlgebra graduada Man-1 gn—1(E) € 2n-supercomutativa.

Demonstragio. Sejam M, N elementos homogéneos de Myn—1 9n—1(E) de Z3"-grau « e o, res-

. - o o
pectivamente. Entao M = rAf}--- By, N = r'A}---Bpi* onde r € Es, e r' € Es_,, com

a=(ag,...,a,), d =(d],...,da,). Fazendo os calculos, segue que
MN =/ A% ... Bozn A% . Bl
- 1n nn in nn
/ o o, o,
— (—1)51 ! A9 AQL ... BO2n A%2 ... B%n
- ( 1) T AlnAln BnnnAQn Bn”
= (_1)Sa,1a’1+'“+Sa,2n0<'2n7~7~/,40‘/1 ... B%n A% ... Bazn
- 1n nn in nn
_ (_1)806,10/1+~--+sa,2na'2n+sasa/rerall L. BaénAOél ... B%n
- in nn In nn
s N /
que é igual a (—1)(®) N M. O

Para denifir uma Zgnﬂ—graduagéo sobre Man(E) precisaremos do seguinte lema.
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Lema 3.3.8. Seja r € E um elemento Zo-homogéneo, e seja M € H,. Entdao o elemento
4) g , ]
rM € Man(E) pode ser escrito unicamente como r' AL} - B&2"CR*" ™ onde 1" é um elemento

Zo-homogéneo de E e Oz, (r) = 0z,(r") = $q = 1 + + - + q2pt1.

/

. ., - o «a
Demonstracao. Por hipotese, r € Ee M € H,,, entao rM =r1A,} .- B,2", o/ = (oh,...,ab ) €
¢ p ) ) 1n ) 1> » Xon
72" e esta expressdao para rM é tnica.
2 P p
Se 0z,(r) = S, fazemos o, = ) se k < 2n, agpe1 = 0 e’ = 1. Se 0z,(r) # Sw
pomos aopyr1 = 1 e a = ozﬁC + 1 se k < 2n. Dessa forma, por C,, = Ay, - Bpn, segue que
@ Qont1 @ ah+1 ol +1 o o
ASL..  BomCRentt = AL BomC, = AN pia g B = AT L B = M
uma vez que A;p, Bjn e C), anticomutam. Assim, +rAf7} - - Be2n O™t = r M, entdo pomos
r’ = #£r, e concluimos.
Agora assuma T1A/ill~~B;§%”C’,§2”“ = rM = rA]l -  BRrCo? ™, onde sz = 9z,(r1) =

Oz,(r) = 0z,(r2) = sy. Entdo, como acima, temos S + fan+1 = @) = Vi + Yon+1 para todo
2n+1 2n+1

k=1,...,2n, entdo sg + (2n — 1)Bon41 = Z Bi + (2n — 1)B2ns1 = Z Y+ (2n — 1)yony1 =
=1 =1

Sy + (2n — 1)y2n41 € como sg = s,, segue que (2n — 1)fopnt1 = —Pont1 = Pont1 = Yont1 =
—Yon+1 = (2n — 1)y2p41, € portanto S = -k, para todo k. Logo r; = 72 e assim provamos a
unicidade. O

Corolario 3.3.9. A dlgebra Mon(E) é Z%"H—gmduada. Sua componente homogénea de grau

(1y...,Q9n41) € 0 subespago

2 2n+1
W(oq,...,ozgnJrl) = {TA?;L o Bn’?LCnn—’_ ’ (S E(Ot1+"'+0£2n+1)}'

Demonstragao. Pelo Lema 3.3.8, segue que qualquer elemento homogéneo de Man (E) escreve-se

. (0% .
unicamente como rA7} - - By2rCp?*" . Assim,

My (E)= € Wa,
acz2"

e pelo Lema 3.3.5, temos W, Wy C W,y ]

Lema 3.3.10. A dlgebra Man(E) € (2n + 1)-supercomutativa.

Demonstragao. Sejam M, N € Maon(FE) elementos homogéneos de Z%”H—grau a e o, respecti-
~ @ o al o
vamente. Entdo M = rAf) --- Bz Cy>™ N = 1'Aj} - BpanCp,*"*' onde r € E,,, ' € E;_,,
com o = (ay,...,azm41) € & = (af,..., a5, ). Entao fazendo os céalculos
! / /!
o o Q2n41 A Qg Xon+1
MN = (rA% ... BoznCS2m1)(1/ A% ... Bo2nCinant1)
— ’ / o [e% QA2n 41 ot o O!/2 +1
= (—1)%rrr’ A AT - BG2nCR T ALY - BpinCp ™"
Sa,10)++s ol ey as Ant1 o 02n+1
—(—1)8et 1T 80,20 4109, 11 e ATl BpprCp T AL - Bo2n O

I 4. ’ o oy 0 o
— (_1)5,1,1041-{- +Sa*2"+1a2n+1+sasa’T,TAhll .. BTWQLn n2n+1A?ﬁ .. Bg%”0n2n+1

que é igual a (—1)(®) N M. O
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3.4 As Identidades Graduadas em Caracteristicas 0

Nesta secao, consideraremos K um corpo de caracteristica 0.

Proposigao 3.4.1. 1. As identidades Z3"-graduadas de Mon-1 gn-1(E) sequem dos polinomios
can(,y) quando |z| e |y| percorrem independentemente sobre Z3™.

2. As identidades Zgnﬂ-gmduadas para Mon(E) sequem dos polinémios cany1(2,y).

Demonstragdo. 1. Do Lema 3.3.7 todos os c,, sao identidades graduadas para Man-1 gn-1(F).
Denotaremos por J = Jo, o ideal de K(X) gerado pelos polindmios cop,. Seja f(x1,...,xx)
uma identidade multilinear graduada para Mon-1 on-1(E). Pelo Lema 3.3.3, f(x1,...,2) =
Azq - xp(modJ), onde A € K.

Se A =0, f € J. Suponhamos que A\ # 0 e vamos mostrar que 0 mondémio 1 - - - £y nao pode

ser uma identidade graduada para Man-1 gn-1(F).

Vamos considerar qualquer variavel xz;, para qualquer ¢ =1,... k.
Seja |561’ = (041, c. ,agn),
se 8|y, = 0, pomos x; = Af} - -- B2
se §|3,| = 1, entdo pomos xz; = ¢;Af) --- Bj2", onde ¢; € E
entdo x1---xp = €, ---€;, D, onde iy < --- < i, e D é uma matriz inversivel. Dessa forma

r1--- 2, nao pode ser uma identidade para Myn-19n-1(F) e isso implica que f nao ¢ uma
identidade para Mon—1 9n-1(E), o que é uma contradicao.

2. A segunda afirmacao da proposicao é provada da mesma forma como acima. O
Agora descreveremos os geradores do T-ideal graduado de E®™,

Proposicao 3.4.2. Os polinomios c,(x,y), para quaisquer varidveis x,y, quando |x| e |y| per-

correm independentemente sobre Z%, geram o T-ideal de identidades graduadas de E®™.

Demonstracio. Como foi observado acima, E€™ é n-supercomutativa. Isto significa que os po-

lindmios ¢, (x,y) sao identidades graduadas para E®". Seja J = J, o ideal graduado gerado

pelos polinémios ¢,. Suponhamos que f(z1,...,z;) é uma identidade polinomial graduada para
E®" e f ¢ J. Entdo pelo Lema 3.3.3, f = Axy - 2p(modJ) para algum 0 # X\ € K. Mas, se
|zi| = (a1, ..., ay) substituimos z; por a; = bj1 ®- - - ®b;, onde bj; = 1se aj =0 e b; = €(i—1)n+j

quando a; = 1. Assim

ar-ap =011 ® - @b1y)(ba1 @+  Rbap) -+ (bp1 @ - R bgy) =
(b11b21 - - - bg1) @ (bigbaz -+ - br2) ® - -+ @ (binban - - bgp) # 0,

pois cada mondmio by;ba; - - - by; é produto dos geradores diferentes de E. Logo z1---x; nao

pode ser uma identidade graduada para E", uma contradicao. O
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Teorema 3.4.3. Seja K um corpo, charK = 0. A dlgebra E¥™ ¢ PI-equivalente (graduada) &
Mon—1 9n-1(E) quando m = 2n € par, e & Man(E) quando m = 2n + 1 € impar.

Demonstragio. Pelos Lema 3.4.1 e Lema 3.4.2, segue que T (Mgn-1 9n-1(E)) = Tg(E®?"). Além
disso pelo Lema 2.3.2, T(Myn-1 9n-1(E)) = T(E®?"). Também Te(Man(E)) = Tg(E®" 1) e
T(Man(E)) = T(E®27+1), O

Para n = 1, temos como consequéncia uma prova diferente de uma das afirmagcoes do Teorema

de Kemer.

Corolario 3.4.4. Se charK =0 as dlgebras M, 1(E) e E ® E sao PI-equivalentes.

3.5 As Identidades Graduadas em Caracteristica p>2

Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2.

Corolario 3.5.1. Se charK = p > 2 entdo as identidades graduadas de Maon—1 on—1(E) sequem

dos polinémios con(z,y).

Demonstragao. Seja f = f(x1,...,x) uma identidade polinomial multihomogénea graduada
para Mon-1 9n-1(E). Se f nao segue de ca,,(7,y), entdo pelo Lema 3.3.3, f = )\CL‘? . x};’“ (modlJ),
0 # X\ € K. Seja z; um elemento homogéneo de grau |z;| = (a1, . . ., ag,) na Z3"-graduagao. Pela
segunda parte do Lema 3.3.3, se t; > 1, deveremos ter que s;, = 0 e definimos z; = AJ} - -- B32",
se §p;| = lentao t; =1e definimos z; = ¢; A} --- B32", e; € E. Assim xil 332’“ =e; e, D,

onde i1 < --- < 1, correspondem &s variaveis x; com Sjg = 1€ D é uma matriz invertivel. Assim

f nao pode ser uma identidade para Myn-1 9n-1(E), 0 que ¢ uma contradigao. U
Da mesma forma segue a prova para o seguinte corolario.

Corolario 3.5.2. Seja charK = p > 2. O ideal de identidades graduadas para Man(E) é gerado

pelos polindmios cany1(T,y).

Lema 3.5.3. Seja charK = p > 2 e seja x uma varidvel na dlgebra livre Z4-graduada K(X)
de grau homogéneo a = (aq,...,qy,). Suponha além disso que s = 0 e a; = 1 para algum

i,1 <i<n. Entao 2P € uma identidade graduada para E®™.

k
Demonstracao. Seja a = E aj1 ® - Qaj, € E®™ um elemento Z4-homogéneo de mesmo grau
Jj=1
de z. Uma vez que os somandos de a tem o mesmo grau « e por s, = 0, eles comutam. Portanto

k k
aP = (Z aj1 R--R ajn)p = Z(aﬂ)p Q& (ajk)p~
j=1 J=1

Mas para algum 1 <14 < n, aj; € E1, assim a?i =0 e temos a? = 0. O
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Denotaremos por P o T-ideal gerado por todos os polindémios ¢, (x,y) e por todos os poliné-
mios 2P onde x é uma varidvel que tem o Zy-grau a = (aq, ..., ) que satisfaz s, =0 e oy = 1,

para algum 7,1 <17 < n.
Proposigao 3.5.4. O ideal de identidades Z5-graduadas de E®™ € igual a P.

Demonstragao. Seja f = f(x1,..., ;) um polinémio multihomogéneo Z5-graduado e suponha-
mos que f ¢ P. Pelo Lema 3.3.3, podemos escrever f modulo ¢,(z,y) como f = )\xﬁl . “J,’Zk,
0# A € K e para s),;| = 1, temos t; = 1. Além disso, por nossa suposigao, sempre que s, = 0,
e |z;| # (0,...,0), devemos ter que t; < p. Agora, mostraremos que xff . a:',;’“ nao é identidade.

Em caracteristica p, a variavel ! ¢ equivalente & sua linearizagao completa g;(y1,...,y:) =

Z Yo(1) """ Yo(r) Para qualquer ¢ < p. Se s|;| = 0, este polindémio, médulo P, é igual a tly; - - -y,

o€ESt
porque as variaveis y; comutam.

Em outras palavras, podemos assumir que em :U'il x CEI];k temos t; = 1 para todo 7 tal que
|z;| # (0,...,0). Agora, como na prova da Proposi¢ao 3.4.2, se |x;| = (a1, ..., ay,) substituimos
T; por a; = bjg @ -++ @ by, onde byj = 1 se aj = 0, e bjj = e;_1)n4; quando a; = 1. Assim

:1331 e a:Z’“ nao pode ser identidade graduada para E®" e concluimos a prova. U

Teorema 3.5.5. 1. O T-ideal de identidades Z3"-graduadas de E®*™ contém propriamente o
T-ideal de Mon—1 on-1(E).

2. 0O T-ideal de identidades Zgnﬂ—gmduadas de E®*1 contém propriamente o T-ideal de

Mo (E).

Demonstracio. 1. E suficiente mostrar que zP, com |z| = (1,1,0,...,0), ndo é uma identidade
para Mon—1 gn—1(F).

Seja a € Myn-1 gn—1(E) tal que |a| = |z| = (1,1,0,...,0), entdo a = A1, A2y,, como charK =
p> 2, p=2k+ 1, para algum inteiro k, dai

abl = (AlnA2n)p = (AlnA2n>2kA1nA2n = (_1)kA1nA2n # 0.

A prova para 2 é analoga. O

3.6 Uma Estrutura de 7T-ideais Graduados

Denotaremos por Ly,—1, a élgebra Mym—1 gm—1(E) @ E®". Esta algebra possui uma ngJr"—

graduacio que é induzida da Z3™-graduacao de Moym-1 9m-1(E) e da Zj-graduagao de E®",

Proposigao 3.6.1. O T-ideal Z§m+"—gmduad0 de L1 € gerado pelas identidades camyn (2, )
e pelos elementos xP onde |z| = a = (a1,...,Q2m+n) € Z%er” sao tais que So =0 e aj = 1,

para algum j,2m +1 < j < 2m + n.
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.3.2, Lema 3.3.7 e Proposicao 3.4.2, segue que L,,_1 , satisfaz
as identidades graduadas copm4n(2,y). Além disso, pelo Lema 3.5.3 as identidades do tipo P sao
satisfeitas.

Agora, seja f um polindbmio multihomogéneo, entdo pelo Lema 3.3.3 podemos escrever f,

modulo as identidades da afirmacdo, como um dnico monémio multiplicado por um escalar

nao nulo A € K, isto é, f = /\xtl1 . :L'I’;k Seja x; uma variavel qualquer tal que |z;| = a =
(a1, ..., Q2m+n), para qualquer i = 1,... k.
Se s|,.| = 1, entdo podemos assumir que t; = 1. Além disso, se s, | = 0,|z;| = a, como na
|| ) ) || ) )

afirmacao, e a; = 1 para algum j,2m + 1 < j < 2m + n, entao t; < p. Provaremos que esse
mondmio nao pode ser uma identidade graduada para L,,—1,. Assumiremos que t; = 1, para

cada z; que satisfaz as condigoes da afirmacao. Portanto, sempre que t; > 1, devemos ter que

|z;| = (o, ..., @2mtn) onde S|z;) = 0 e aj = 0 para todo j,2m + 1 < j < 2m +n.
Agora, para qualquer i = 1,...,k, sejam y;,2; variaveis graduadas homogéneas de Z2"-
grau |y;| e Z5-grau |z, respectivamente, tais que |z;| = (Jyil,|2]) € Za™*". Consideremos os

A ¢ ¢ .. .
mondmios g = yil eyl e h = zfl -+- 2. Recordando, pela nossa suposigao, que se t; > 1 entao
|zi| = (@2mt1,- -5 Q2min) = 0 € Z5 e assim s|,,| = S|y,| + S|z,| = S}y;| = 0. Como na prova da
Proposicio 3.5.4, o mondmio h nio se anula em E®". Da mesma forma temos que, como na

prova da Proposicao 3.4.1, g ndo ¢ identidade polinomial graduada para Mym-1 om-1(E). Entao,

existem elementos by, ... b, € E®", tais que |b;| = |z e bY! b',i’“ # 0. De modo analogo,
existem elementos ai,...,a; € Mym-19m-1(E), tais que |a;| = |y;| e af' - --af* # 0. Portanto
flar @by, ... a5 @bg) = Aal' - a)F @b - bk 0. O

Como consequéncia temos o seguinte teorema.

Teorema 3.6.2. Seja G = 73", entio Tg(Ln-10) & Ta(Ln-22) & Ta(Ln-34) & -+ &
Ta(Logn—2) & Ta(E®?™).

Demonstracao. Notamos que todas estas algebras sdo 2n-supercomutativas e portanto satisfa-
zemx cop(z,y). Pela Proposi¢ao 3.6.1 temos que, para todoi = 1,...,n—1, a élgebra Ln—1)—i2i
satisfaz xP onde |z| = o = (ay,...,q,) € Z3" sdo tais que s, = 0 e a; = 1 para algum
§,2(n —i) +1 < j < 2(n — i) + 2. Assim, para um dado ig € {1,...,n — 1}, Lp_1)—i,2ip
satisfaz a 2 onde z satisfaz as condigoes da Proposigao 3.6.1. E L, _1)_j, 2, satisfaz a todos 2P

satisfeitos pelas dlgebras L(,_1)_;2; em que i < i9. Logo,

Te(Lin-1)-i2i) & Te(Ln-1)—ip,2i0)-

Por L, 10 = Man-1 9n-1(E) satisfazer apenas aos polindmios gerados por ca,(z,y) e por E®2n
satisfazer 2P, em que a variavel  cumpre as condigbes do Lema 3.5.3, segue que T (Lp—10) &
Ta(Ln—1y—i2i) & Ta(E®*"), para todo i = 1,...,n — 1. Portanto,

Ta(Ln-10) & T6(Ln-22) & -+ & To(E®*").
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2m—+n—+1
Z2

Denotaremos por Ly, , a algebra Maom (E)® E®™ . A algebra L, ,, possui -graduagao

2m+1
ZQ

induzida da -graduagao de Mom (E) e da Z3-graduagao de E®™. Como na Proposigao 3.6.1,

temos

Lema 3.6.3. O T-ideal de identidades ng+”+1-gmduada5 de Ly, n € gerado pelas identidades

c ng-‘rn—i-l

Comin+1(x,y) e pelos elementos xP onde |x| = a = (a1, ..., 2mint1) sGo tais que

S|z =0 e oy =1, para algum j,2m+2 < j<2m+4+n+1.
Agora, temos todas as ferramentas para o seguinte teorema.
Teorema 3.6.4. Seja K um corpo infinito, charK # 2 e seja G = Z3". Entdo
Ta(Ln-1,0) € Ta(Ln-1,1) € Tg(Ln-22) € Ta(Ln—23) C -+ C Ta(Lo2n—2) € Ta(Lo2n—1)-
Denotemos por G = Z%”H. Entao
Tg(Lno) € Tg(Ln-11) € Tg(Ln-12) € Tg(Ln—23) € -+ € Tg(Lozn-1) € Tg(Lo2n+1)-

Se charK = 0, todas as inclusoes se tornam igualdades; quando charK = p > 2, todas sdo

inclusoes proprias.

Demonstracao. Quando charK = 0, o teorema segue do Teorema 3.4.3. Suponha charK =p >

2. Entao, Proposicao 3.6.1 junto com o Lema 3.6.3 nos dao as inclusoes proéprias. U

Coroléario 3.6.5. Seja charK # 2. Entao Tg(Myn—190—1(E) ® E) 2 Tg(Man(E)). A igualdade

vale somente quando charK = 0.

Demonstracao. Segue do teorema acima uma vez que L,_11 = M2n71,2n71(E) QFEeLyo=
Mon (E). O

3.7 Mais Casos do Teorema do Produto Tensorial

Nesta se¢do compararemos os T-ideais graduados das algebras Man—1 9n-1(E) e

Myk—1 or—1(E) @ Myi—1 1-1(E), onde k + [ = n, sobre um corpo infinito K de caracteristica
positiva p # 2.

Primeiro consideraremos uma Z3"-graduagao sobre Mar—1 gx-1(E) ® Myi—1 gi-1(E) induzida
da Z%F-graduacio de Mok-1 gr-1(E) e a 73 -graduacio de Myi—1 9i-1(E).  Assim temos uma
Z%” = Z%k X Z%l—graduagéo sobre esta algebra. Além disso, pelas Proposigoes 3.3.2 e 3.3.7

temos que a algebra Mok—1 ox—1(E) @ Mayi—1 91—1(F) é 2n-supercomutativa.

Lema 3.7.1. Seja x uma varidvel e assuma que |z] = a = (a1,...,00,) € Z3", 5, = 0 ¢
o)+ -+ aop = aopy1 + -+ aoy = 1. Entao 2P € uma identidade polinomial graduada para
Mok—1 gk (F) ® M1 911 (E).
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Demonstragao. Seja a € Myk-1 or—1(E) @ Mayi—1 9i-1(F) um elemento homogéneo de Z3"-grau a,
como nas condi¢oes do Lema 3.7.1. Entao a = a; + az + -+ + a;, onde a; = r; AT - B?E’“ ®
rf AT Bt e 1y, v € Ej sdo elementos fmpares da algebra de Grassmann para todo i.

Como s, = 0, os elementos homogéneos a; comutam, portanto
ap:(al_l__’_at)p:af_i__’_af

Por r;, 7, € Ey, temos af = 0, para todo i. E concluimos a prova do lema. [l

Agora, seja J o T-ideal gerado pelos polinémios ca, (2, y) e por todos P onde as variaveis x

satisfazem a condi¢do do Lema 3.7.1.

Teorema 3.7.2. O T-ideal de identidades Z3"-graduadas de Myx—1 gu—1(E) @ My-1 91-1(E) €
wqual a J .

Demonstragio. Seja f = f(x1,...,24) ¢ J um polinémio Z2"-graduado multihomogéneo de
multigrau (t1,...,t,). Pelo Lema 3.3.3, f = \zl' -- -:L'Zq(modj), onde 0 Z\X e Ket; =1se
Sz = 1, =1,...,¢. Além disso, se o Z%"—grau de algum z; satisfaz as condigoes do Lema 3.7.1
entao t; < p.

Portanto, como na prova da Proposicao 3.5.4, assumiremos que t; = 1 para cada x; que

satisfaz as condigbes do Lema 3.7.1. Assim, se t; > 1, segue que |z;| = (a,...,q9,) onde
2k 21

. o~ ty  ~
g a; =0= E Qok+i. Vamos construir uma substitui¢ao para qual .CC? ---x4' nao se anula em
i=1 i=1

M2k71’2k71 (E) X M2171’2171 (E)

Tomemos uma variavel x; de f e coloquemos a = |x;].

Entao definimos
o e @ 1 A%2k+1 «@
X — a; —TiAlé Bklgk ®TiAll ---Bllzn.

Aqui

Y

2k
e { Cip, se Yooy =1
=

1, se 2321 a; =0

analogamente para 7.

Se sq = 1, entéo ou Z?il aj=1le E?l:l a9+; =0 epomosr; =e er, =1ou E?il a; =0
e Z?lzl Qopyj =1 e pomos r; =1 e, =e;.

Se sq = 0, entao Z?il aj =1 = 231:1 Qo)4; € tomamos 7; = e; = r; ou Z?il a; =0 =
Z?lzl Qk4j € pomos 13 = 1 =717,

Logo, zi! - - xéq ndo se anula em Mor—1 gr—1(E)@Myi-1 511 (E) e consequentemente f também

nao. O

. A s 2 _ — 3
Como exemplo, podemos considerar 0 monoémio T122x3y, €m que S|z, | = S|z, = 1 estao nos

dois primeiros casos enquanto que S|z5| = S|z4| = 0, estao nos dois tltimos. Entao
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a1 1,2k a1,2k+1 Q1,2
Ty ar=eAy Byt @ Ay e By
_ %21 P22k Q22k41 | p02,2n
To — ay = Alk Bkk &® €2A1l Bll
as,1 a3 ok a3 ok+1 as,2
T3 — az = 63A1k Bkk ®€3A1l '”Bll "

o1 oy 2k Q4 2k+1 04,20
Ty ag = Ay BT @ Ay By,

e dai alagaga?l #0.

Corolario 3.7.3. Seja K um corpo infinito, charK # 2. Assuma que k +1 = n, entdo
Tygn (Man-1 gn-1(E)) © Tyzn (Mok—1 g6-1(E) @ My—1 5i-1(E)).  Eles coincidem somente em ca-

racteristica 0.

Demonstragio. B claro que quando charK = 0, ngn(Mzn—l,Qn—l(E)) = Tyzn (Magk-1 o511 (E) @
Mayi-1 51-1(E)), pois ambas as algebras satisfazem aos polindmios gerados por 2, (z,y). Enquanto
que em charK > 2, pelo Teorema 3.7.2, Tyzn (Mar-1 gr—1 (E) ® Myi-1 5i-1(E)) = J. Portanto,
Tygn (Man—1 901 (E)) & Tyzn (Mar—1 gi-1(E) @ Myi—1 g1-1(E)).

(I

Corolario 3.7.4. Seja k1 + 11 = ko 4+ la, k1 > U1, ko > 1o, € assuma que k1 # ko. Assuma
também que K € um corpo infinito e char K # 2. Entao ngn(Mle—lzkl—l ®M211_1’211_1) € igual
a Tyzn (Maky—1 gky—1 @ Moty -1 91,-1) somente quando char K = 0. Se charK = p > 2 nenhum dos

dois esta contido no outro.

Demonstracao. Se K é tal que charK = 0, entao pelo Corolario 3.7.3, ambos os conjunto sao
iguais a TZ%n(M2n7172n71 (E)), e portanto, sao iguais. Para provarmos a segunda parte do corolé-
rio, devemos mostrar que existe uma varialvel z tal aque 2 = 0 em Mok, 1 g1 -1 @ Moy -1 914 -1,
mas que nao se anula em Myky—1 9ky—1 @ Moyiy-1 91,-1, € uma variavel y, tal que y? = 0 em
Mok -1 gky—1 @ Mayiy—1 91,1, mas que nao ¢ identidade para Mok, -1 gk -1 @ Moy -1 91,-1. Con-
sideremos k1 = 2n — 1 e ko = 2n — 2, entdo [y = 1 e Iy = 2. Seja x uma variavel tal que
|z| = (a1,...,q0n) = (1,...,1), entéo 21221_1 a; =1 e a9, = 1, portanto x satisfaz as condigoes
do Lema 3.7.1. Daf 2 = 0 em Mok, -1 gk -1 @ Myi;-1 91 -1. Por outro lado 2 nao ¢ identidade
para Mok, -1 gk -1 @ Moty -1 911 -1, poOis 21221_2 = 0 = agp_1 + @2, € podemos substituir x por
Atk -+ By, @ Ay -+ By, Agora, consideremos a variavel y tal que |y| = (B1,...,02m) =
(0,1,...,1,0), entdo 37" % B; = 1 = Bon_1 + fon € assim y? = 0 em Myr,—1 go-1 @ Moiy—1 9151
por satifazer as condi¢bes do Lema 3.7.1. Mas y? nao se anula em Moky—1 gk -1 @ Moiy -1 911 -1,
pois Z?nil Bon—1 = 0 = Ba, e basta substituir y por A2k1 Bk, ® A1l1 By

O
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