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RESUMO

Na termodinamica, o estudo dos sistemas com interagdes de longo alcance apresentam problemas
ndo usuais e mais desafiadores do que aqueles associados a sistemas com interacdes de curto
alcance. Isso é bem ilustrado pela existéncia de estados quasi-estacionarios ndo-gaussianos, calor
especifico negativo de sistemas isolados e inequivaléncia dos ensembles. Uma interacdo é dita de
longo alcance se, para longas distancias, decai com r* sendo «<d , onde d é a dimensao
espacial. A razdo para essa definicdo é que, mesmo no limite termodindmico, tais sistemas ndo sao
aditivos. Exemplos de sistemas com interaces de longo alcance sdao o modelo de Hamiltoniano de
Campo Médio (HMF), plasmas nao-neutros e Sistemas Auto-Gravitantes (SGS), estes serdo objeto
de estudo neste trabalho. O estudo de sistemas SGS tridimensionais é particularmente dificel e
complicado. Um modelo simplificado chamado de modelo do Anel Auto-Gravitante (SGR) foi
proposto com o intuito de possibilitar o estudo das caracteristicas e do comportamento do problema
gravitacional de muitos corpos. Esse modelo consiste em particulas interagindo por forgas
gravitacionais newtonianas tridimensionais, mas cujo movimento estd confinado a uma
circunferéncia. O modelo SGR mantém as caracteristicas peculiares do problema tridimensional,
possui uma fase com calor especifico negativo e uma transicdo de fase. Para entender como o calor
especifico negativo surge, para um estado estacionario, o teorema do virial nos conduz a seguinte
relacio: E=(x—2)K onde K é a energia cinética do sistema. Para o caso gravitacional «=1
portanto o calor especifico é negativo para sistemas auto-gravitantes no equilibrio do viral, uma vez
que, no ensemble microcandnico, a temperatura é proporcional a energia cinética média do sistema.
O problema gravitacional tem a dificuldade da divergéncia do potencial a curtas distancias. Isto
requer uma regularizacdao no potencial para tais distancias. Neste trabalho, ao invés de usar o
parametro de softening usual para evitar a divergéncia a curtas distancias, foi levado em conta o
tamanho das particulas, introduzindo um potencial de particula impenetravel. Para a execucao dos
calculos foi empregado o uso do Método de Monte Carlo Microcanonico. Os resultados para a
curva caldrica e para o parametro de ordem do SGR sdo mostrados e revelam que a introducao do
potencial de particula impenetravel representa bem o equilibrio do virial. Também gostaria de
assinalar que as simulagdes de Monte Carlo foram implementadas com um algoritmo rapido.



ABSTRACT

In thermodynamis, the study of long-range interacting systems presents a plethora of unusual and
challenging problems than those associated with short-range interacting systems. This fact is well
ilustrated by the existence of quasi-stationary non-gaussian states, negative specific heat of isolated
systems and the inequivalence of ensembles. An interaction is long-ranged if it decays, for long
distances, as r* with «<d , where d is the spatial dimension. The reason for this definition is
that, even in the thermodynamic limit, such systems are not additive. Examples of systems with
long-range interactions are the Hamiltonian Mean Field (HMF), non-neutral plasmas and Self-
Gravitating Systems (SGS), which will be the object of study in this work. The study of
threedimensional SGS are particularly heavy. A simplified model called Self-Gravitating Ring
(SGR) model was proposed in order to understand the features and the behaviour of the
gravitational many-body problem. It consist in particles interacting through the true newtonian
threedimensional forces, but whose moviment are constrained to a ring. The SGR model maintains
the peculiar features of the threedimensional problem, showing a negative specific heat and a phase
transition. In order to understand how the negative heat arises, for a stationary state, the virial
theorem yields to E=(x—2) K where K is the kinetic energy of the system. For the gravitational
case «=1 , thus the specific heat is negative for SGS in the virial equilibrium, once, in the
microcanonical ensemble, and temperature is proportional to the average kinetic energy of the
system,. The gravitational problem has the difficulty of the short distances divergence in the
potential. This requires a regularization in the potential. In this work, instead of using the usual
softening parameter, we take into account the size of particle, introduing the hardcore potential to
avoid the divergence at short distances. For performing the calculations we employed the
Microcanonical Monte Carlo Simulation. The results for the caloric curve and for the order
parameter of the SGR are shown and reveals that the introduction of the hardcore particles
represents well the virial equilibrium. We also would like to point out that the Monte Carlo
Simulations was implemented with a fast algorithm.
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Introducao

O estudo de sistemas termodinamicos com interacoes de longo alcance
apresentam problemas mais desafiadores do que os associados aos sistemas com
interacoes de curto alcance. Tais sistemas tem a peculiaridade de serem ndo-
extensivos e ndo-aditivos, razdo pela qual seu comportamento ainda é pouco
compreendido, como por exemplo a existéncia de estados quasi-estacionarios nao-
gaussianos e a inequivaléncia entre os ensembles microcanonico e canonico [1]. Uma
interacdo é dita de longo alcance se o potencial nao decai suficientemente rapido para
longas distancias, dessa forma, a energia da particula dependera das outras que se
encontram suficientemente distantes e no limite com N—ow e V—o a energia
total divergira [2]. Nesse caso, a energia total de um sistema ndo sera mais somente a
soma entre as energias internas de cada subsistema, porque a contribuicdo da
interacdo entre os subsistemas ndo sera negligenciavel [1,2]. Para que o potencial
decaia rapidamente e mantenha-se a aditividade da energia, para longas distancias, o
potencial deve decair proporcional a r ® com « maior do que a dimensdo
espacial do sistema [1]. Dessa forma a contribuicdo da energia de interacdo entre os

subsistemas pode ser negligenciada no limite termodinamico [2].

O potencial gravitacional é um exemplo de interacdo de longo alcance. Para o

. . . s . -1
caso de forcas gravitacionais classicas V(r)ocr " e, portanto, para d=>1 a forca



gravitacional sera de longo alcance, para qualquer dimensdo espacial. Uma
peculiariedade da forga gravitacional é que o teorema do virial conduz ao seguinte
resultado: Eoc—T [3], onde T é a temperatura e E é a energia total. Sistemas que
interagem por meio de forcas gravitacionais tem calor especifico negativo no
equilibrio do virial. Esse resultado se deve ao fato de que, diferentemente dos
plasmas neutros, sistemas auto-gravitantes ndao possuem uma blindagem das

interacoes, como a blindagem de Debye, por exemplo [4].

Existem muitos objetos no universo cujo comportamento pode ser entendido
somente considerando as forcas gravitacionais, como por exemplo aglomerados
globurares e aglomerados de galaxias. A dificuldade central de estudar tais sistemas é
que, além de serem ndo-extensivos e ndo aditivos, ndo atingem o equilibrio
termodinamico, uma vez que o potencial gravitacional diverge a curtas distancias e
particulas podem evaporar desses sistemas [1]. O estudo da dinamica e da estatistica
do problema gravitacional tridimendional é complicado e necessita uma regularizacao
no potencial para evitar a divergéncia a curtas distancias [1]. Alguns modelos
simplificados foram propostos para tentar descrever o comportamento dos sistemas
gravitacionais como por exemplo o modelo da folha gravitacional e o modelo do anel

auto-gravitante. Este ultimo sera o objeto de estudo deste trabalho.

O modelo do anel auto-gravitante consiste em particulas que interagem por
forcas gravitacionais tridimensionais newtonianas, mas cujo movimento esta

confinado em um anel unidimensional [5]. Este modelo é interessante pois mantém as



peculiariedades da forca gravitacional e apresenta uma transicao de fase [6]. Este
modelo tem sido estudado com particulas penetraveis, introduzindo-se um parametro
de corte no potencial chamado de parametro de softening. Neste trabalho ao invés de
particulas penetraveis, um potencial de particulas impenetraveis para evitar a

divergéncia no potencial sera introduzido.

Este modelo sera estudado por simulacdes de Monte Carlo, pois ndo possui
solucdo analitica. Sistemas gravitacionais encontram-se isolados, além disso a
distribuicao canonica nao pode ser obtida a partir da distribuicio microcanonica
quando o sistema tiver interacoes de longo alcance, devido a falta de aditividade nao
pode-se considerar o sistema dividido em duas partes: sistema e banho térmico. Por
isso faz-se necessario o uso de um algoritmo microcanonico, ao invés do algoritmo

canonico convencional. Esse algortimo sera apresentado no capitulo 3.

Esta dissertacao esta organizada como da seguinte forma: No capitulo 1 sera
discutida a termodinamica de sistemas com interacoes de longo alcance, e as suas
peculiriariedades devido a ndo-extensividade e ndo-aditividade. No capitulo 2 serdo
discutidos os sistemas auto-gravitantes e também sera apresentado o modelo do anel
auto-gravitante com maior detalhes. No capitulo 3 as simulacdes de Monte Carlo
serdao discutidas e a derivacdo de um algoritmo microcanonico de Monte Carlo para
ser usado no estudo do anel auto-gravitante. No capitulo 4 serdo expostos 0s
resultados e a andlise dos dados obtidos nas simulacGes de Monte Carlo

MicrocanoOnico.



Capitulo 1

Termodinamica de Sistemas Com Interacoes de Longo Alcance

Na termodinamica, o estudo de sistemas com interacoes de longo alcance
apresenta uma pletora de problemas singulares e mais desafiadores do que aqueles
associados ao sistemas com interacOes de curto alcance. No entanto, sabe-se muito
menos sobre as propriedades estatisticas e dinamicas associadas aos sistemas com
interacoes de longo alcance, do que as associadas aos sistemas de curto alcance. Esses
fatos sdao bem ilustrados pela existéncia de estados quasi-estacionarios nao-
gaussianos, saltos de temperatura em temperaturas criticas, calor especifico negativo
e inequivaléncia entre os ensembles canonico e microcanonico. Como exemplos de
sistemas com interacdes de longo alcance tem-se: sistemas auto-gravitantes, plasmas
ndao neutros e alguns modelos simplificados tais como o HMF (Hamiltonian Mean

Field) e o Laser de elétrons livres.

Uma interacdo € dita de longo alcance se seu potencial decai, para longas

distdncias, com r ® sendo a menor do que a dimensdo espacial do sistema [1]. A
razdo dessa definicdo esta em que, no limite de N muito grande, todas as diferengas
fisicas entre curto e longo alcance sao devidas a essa propriedade do potencial [1]. Se

o potencial de interacao ndo decai suficientemente rapido a energia por particula



diverge e, entdo, a energia total cresce superlinearmente com o volume a densidade

constante, e isso viola a extensividade e a aditividade [1].

Este capitulo foi estruturado como da seguinte maneira: na secao 1.1 define-se
0 que é uma interacdo de longo alcance. Na secdao 1.2, mostra-se como as
propriedades da nao-aditividade e ndo-extensividade estao ligadas aos sistemas com
interacOes de longo alcance, estes sistemas sdo intrisecamente ndo-aditivos e
geralmente ndo-extensivos. Na secdo 1.3, discute-se as relacoes entre estabilidade e
aditividade sdo discutidas e € mostrado como a estabilidade de sistemas
termodinamicos esta ligado a concavidade da entropia, bem como a possibilidade de
existéncia de regides com calor especifico negativo. Na secdo 1.4, mostra-se que nao
pode haver coexisténcia de fases para sistemas com interacoes de longo-alcance e na
secdao 1.5 discute-se a inequivaléncia dos ensembles e sua implicacGes, como por
exemplo a presenca de calor especifico negativo no ensemble microcanonico e a

existéncia de estados com distribuicoes nao-gaussianas.

1.1 Definicao

A energia total por particula é dada por [1]:

E/N:€:fddrp(p,q)1/r“ , (1.1.0)
onde o potencial é dado por V=1J/ r* e p é uma densidade generalizada. Tomando

como limite inferior para a integracao uma pequena vizinhanga de raio 6 para evitar a



divergéncia a curtas distancias, tem-se:

R 1.1.1
e:pJQdfdrrdflf‘x e (11D
o

e=pJQ, (R™*=6"")/(d—a) , (1.1.2)
onde €2; é o volume angular de dimensdo d. Se «>d entdo a energia por

particula permanece finita mesmo com R—o . A interacdo nesse caso é dita de

curto alcance [1,2].

Se «<d , a energia de uma particula dependera também de particulas que

estdo suficientemente afastadas. Portanto a energia da particula divergira no caso de
R— , ou seja, a energia cresce superlinearmente com o numero de particulas (ou
logaritmicamente caso «x=d ) [1,2]. Isso implica na perda das propriedades da
aditividade e da extensividade: a energia total de um sistema ndo é simplesmente a
soma das energias dos subsistemas constituintes e a energia nao é uma funcao
extensiva dos parametros termodinamicos. A interacdao nesse caso ¢ dita de longo

alcance.

1.2 Nao-aditividade e ndo-extensividade

Muitas caracteristicas das interagdes de longo alcance surgem do fato desses
sisternas serem intrinsecamente nao aditivos [1], ou seja, a soma das energias dos

subsistemas constituintes nao € igual a energia total do sistema.



Ao dividirmos um sistema termodinamico, por exemplo, em dois subsistemas a

energia total do sistema sera igual a:

Eryg=E,+E,+E,, , (1.2.1)

onde E,, é a energia de interacdo entre os dois subsistemas. Para sistemas com
forcas de curto alcance, a energia de interacdao entre os dois subsistemas no limite
termodindmico é muito pequena em relacdo a soma das energias internas dos dois
subsistemas, isso se deve ao fato de as particulas mais distantes do vinculo de
separacao dos subsistemas ndo interagirem com as particulas do outro subsistema,
evidenciado pela equacdo (1.1.2) para o caso curto alcance ( «>d ). Para essas

interacOes tem-se:

lim E.

inte
N —>0

/(E\+E,)=0 (1.2.2)

Logo, no limite termodinamico, a energia total é:

Enu=E,+E, . (1.2.3)

Tal propriedade é chamada de aditividade.

Para potenciais de longo alcance isso ndo ocorre, uma vez que todas as
particulas de um subsistema interagem com as particulas dos outros subsistemas. Para
esses sistemas a energia total no limite termodinamico é dada pela equacao (1.2.1) ,

que ndo € aditiva.



Muitas consequéncias matematicas surgem da propriedade da aditividade dos
sistemas, uma delas é a propriedade da extensividade. A propriedade da aditividade
formula que a energia interna de um sistema composto € meramente a soma das

energias dos subsitemas constituintes [7]:

E(S,V.N)=2E(S..V,.N,) (1.24)

§=2.S. V=2V, N=2N, (1.2.5)
Se dividirmos os sistema em N subsistemas com uma particula em cada um
( N=1)
S=NS, V=NV, (1.2.6)
0 que implica que
S,=SIN V,=V/IN (1.2.7)

e, portanto,

il 1.2.8
E(S,V,N)=> E,(S/N,VIN,1) , (1.2.8)
E(S,V,N)=NE(S/N,VIN,1) , (1.2.9)

E(SIN,VIN,NIN)=1/NE(S,V,N) . (1.2.10)

Esta é a extensividade. A extensividade é a propriedade que diz se alguma

grandeza termodinamica € proporcional ao tamanho do sistema [1]. A aditividade



implica extensividade, portanto, sistemas aditivos sdo sistemas extensivos, mas nao o

contrario [1].

Sistemas com interacOes de longo alcance sdo intrinsecamente nao-aditivos,
portanto ndo-extensivos. Porém, a extensividade ainda pode ser restaurada pela
prescricdo de Kac. A prescricao de Kac é um artificio matematico de renormalizagdo
do potencial com a finalidade de tornar as contribuicGes das energia cinéticas e
pontencial em contribuicdes de magnitude comparaveis para a funcao hamiltoniana.
Como veremos depois, a temperatura € proporcional a energia cinética média das
particulas e efetuar a prescricdo de Kac para restaurar a extensividade da energia e
intensividade da temperatura corresponde, também, a uma mudanca na unidade de

tempo [1].

Um exemplo classico de um modelo ndo-aditivo e nao-extensivo é o modelo

magnético de Curie-Weiss [1, 2]:

N 1.2.11
Ho,=-J/2 S5, ( )

i,j=1
Se o sistema se encontrar em uma configuracdo com metade dos spins no
estado para cima e metade do spins no estado para baixo, pode-se dividi-lo em dois

subsistemas, um com spins para cima e outro com spins para baixo. A energia de cada

um dos subsistemas é E,=E,=—(JN°)/8 , porém a energia total do sistema é nula.

Logo a energia de interacdo entre estes dois subsistemas é ELZZ(JNZ)/ 4 , 0 que



prova que o sistema ndo é aditivo e ndo-extensivo, mesmo no limite termodinamico.

O fator 1/N pode ser introduzido para restaurar a extensividade do sistema:

Hoy=—(1/2)(1IN) 3 s.S, | (1.2.12)

i,j=1
assim, no limite termodinamico, mesmo que haja a divergéncia no termo de spin, a
energia por particula tera convergéncia garantida - que é um requerimento fisico. Este

artificio matematico é a prescricao de Kac.

1.3 Concavidade e Estabilidade

Uma propriedade interessante dos sistemas aditivos é a concavidade da entropia
e, consequentemente, a positividade do calor especifico. Todavia sistemas com
interacoes de longo-alcance sdo nao-aditivos. Para esses ha a possibilidade da

existéncia de calor especifico negativo no ensemble microcanonico.

Para mostrar como a concavidade da entropia estd relacionada com a
estabilidade de sistemas aditivos considere dois subsistemas idénticos e aditivos, cada
um com energia E e entropia S=S(E), separados por uma parede que impede a
transferéncia de energia. A energia total do sistema e a entropia serdo dados pelas

relacoes (1.3.1) e (1.3.2):
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Epa=2E e (1.3.1)

S, . =2S(E) . (1.3.2)

inicial
Se a parede for removida e um dos dois sistemas ceder uma quantidade de

energia A E para o outro sistema entdo a nova entropia sera [7]:

Spma=S(E+AE)+S(E—AE) - (1.3.3)

A condicdo de estabilidade para este sistema é [7-9]:

S(E+AE)+S(E—AE)<2S(E) . (1.3.4)

No limite com AE—0 aequacado (1.3.4) se reduz a sua forma diferencial:

0°SIOE*<0 | (1.3.5)
Porém, a equacdo (1.3.5) é menos restritiva do que a equacao (1.3.4) , que so vale

para o limite AE—0 [7].

Como OS/OE=1/T e 0EIOT=C, ,logo

0’SI0 E*=—1/(T*C,) . (1.3.6)

Segue-se que a condicao de estabilidade é:

C,=20 . (1.3.7)
Note que para obter-se esta expressao € necessario que o sistema seja aditivo,

portanto esta condicao de estabilidade ndo se aplica a sistemas com interacoes de

longo alcance. Em sistemas de longo alcance tanto ha a possibilidade de calor
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especifico negativo como compressibilidade térmica negativa, uma vez que o
raciocinio para a condicdo de estabilidade do calor especifico é o mesmo para a

compressibilidade térmica.

14 Coexisténcia de fases

Considere um sistema constituido de M subsistemas de N, particulas com

energias E, . Aenergia do sistema é:

m (1.4.1)
E=) NPEP+Z N,N.E,, ,
p

j.k
onde E;, é a energia de interacdo entre o subsistema j e o subsistema k. Se o
sistema for aditivo, entdo a energia total do sistema (1.4.1) pode ser escrita somente

comao:

E=). N,E, (1.4.2)

p

sendo N o nimero total de particulas do sistema e A, o numero relativo de particulas

com energia E, :

N=), N, o (1.4.3.a)

A,=N,IN . (1.4.3.b)
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A energia por particula fica:

E/N=€=) A,E, (1.4.4)
p

Cada subsistema pode ser entendido como uma fase diferente. Se os sistema for

aditivo, é possivel que haja diversas fases coexistindo.

Se o sistema for ndo-aditivo, entdo o termo de interacdo entre os subsistemas
ndao permitira que o sistema seja em diversos subsistemas independentes. Nao seria
possivel entender um sistema com interacoes de loongo alcance formado por um
sistema bifasico e a energia total sendo a soma das energias internas como o sistema
agua-gelo, por exemplo. Portanto, para sistemas nao aditivos a coexisténcia de fases
ndo € permitida no ensemble microcanonico [1], o sistema sempre estara em uma
unica fase e na transicdao de fase ndo passara gradativamente de uma fase para outra,
mas passara por completo de uma fase para outra. Para que haja a coexisténcia de

fases, a energia deve ser aditiva [1].

1.5 Inequivaléncia dos ensembles

A funcdo microcanonica de parti¢ao é dada por:

Q(E,V,N)=[d"qd"ps(E-H(p,q)) (1.5.1)
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e a entropia de Boltzmann é definida por:

S(E,V,N)=k,InQ(E,V,N) (1.5.2)

b

onde k, é a constante de Boltzmann.

Para construir o ensemble canonico, considere um sistema isolado com energia
E e divida esse sistema em duas partes - uma menor com energia E, e outra maior

com energia E, que fard o papel de banho térmico.

A probabilidade de encontrar o sistema com energia E; ¢, entdo:

P(E,) = [ Q,(E,)8(E,+E,+E,,—E) , (1.5.3)

onde E,, é aenergia de interagdo entre as duas partes.

E

Se o sistema ¢ aditivo, entao 12 é desprezivel no limite termodinamico,

assim:

P(E,) = [ Q,(E,)6(E,+E,—E) e (1.5.4)
P(E,)=Q,(E—E,) (1.5.5)

Utilizando a equacao (1.5.2):

Q,(E—E,) =exp(S,(E—E,)/k,) e (1.5.6)

P(E,)=exp(S,(E—E,)/k,) (1.5.7)
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expandindo em termos de E—E,

P(E,) ~exp(K;') exp|S,(E)— E,(0S,/0E)+ -] , (1.5.8)
P(E,)~exp(S,(E)/k,) exp(—E,/k,T) , (1.5.9)
P(E,) ~ Q,(E) exp(—BE,) , (1.5.10)

que ¢é a distribuicdao usual do ensemble canodnico.

Ao expandir a equacao (1.5.10) em torno do valor médio da energia, obtemos a

forma de uma distribuicdo gaussiana centrada no valor médio da energia:

P(E,) = exp(—(B’/2NC, )(E,~EY) (1.5.11)

Note que para chegar a esse resultado é necessario que o sistema seja aditivo,
ou seja, no limite termodinamico, a energia de interacdo entre as duas partes - sistema
e banho térmico - seja desprezada, e a energia total seja a soma das energias do banho
e do sistema. Mas isso ndo € o que ocorre para sistemas com interacao de longo
alcance. Tais sistemas sdo ndo-aditivos e por isso pode ocorrer a ndo equivaléncia dos
ensembles candnico e microcanonico. Para esses sistemas, a distribuicao do ensemble
canonico ndo esta bem definida. Para esse caso foi proposto definir a funcao de
particdio can6nica com a distribuicdo usual simplesmente como um formalismo
matematico [4]. No entanto, a interacdao entre o banho térmico e o sistema pode ser de
curto alcance, nesse caso é possivel obter-se a distribuicdo de Boltzmann da maneira
usual [1], mas se ocorrer o calor especifico negativo os ensembles canonico e
microcanonico serdao inequivalentes.
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A funcao de particdao do ensemble canonico é dada por:

Z(B,V,N)=1/N![d"pd'q exp(~BH(p.q)) , (1.5.12)
Z(B,V,N)=1/N![d"pd'q [dES(E-H(p,q)exp(—BE) , (15.13)
Z(B,V,N)=1/N![ dEQ(E,V ,N)exp(—BE) , (1.5.14)

Z(B,V,N)=1/N![ dEexp(—N (Be—s(e,v))) . (1.5.15)

Se s(e,v) é concava, o termo Be—s(€,v) é a transformacdo de Legendre

para a energia livre de Helmholtz que é definida, no limite termodinamico, como:

f(B,v)=—1/Blim 1/NInZ(B,V,N) , (1.5.16)

N—-ow

ou em uma forma reescalada por B :

®(B,v)=Bf(B,v)=lim1/NInZ(B,V,N) (1.5.17)

n—oo

Se s(e,v) ndo for uma fungdo concava, entdo ndo é possivel realizar a
inversdo da transformacdo de Legendre, ou seja, ndo é possivel ir de um ensemble
para outro indiscriminadamente. Isto quer dizer que o comportamento fisico do
sistema € diferente em cada ensemble. Por essa razdo, diz-se que ndo ha equivaléncia

dos ensembles.

A equivaléncia dos ensembles é baseada em algumas propriedades da funcoes

de particdao. De (1.5.15) e (1.5.16) podemos obter que para um N muito grande:
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exp(—BNf(B,v)=(1/N!) [ dEexp(—N[Be—s(e,v)]) (1.5.18)

ou seja

(P(B,v):iizf[ﬁe—s(e,v)] (1.5.19a)
S(B,V)Zii}f[ﬁe—tﬁ(e,v)] (1.5.19b)

a operacao inf indica que s(B,v) ¢ um valor minimo para todos os elementos de
Be—P(e,v) , € que ndo hd nenhum outro valor maior para s(B,v) que seja
menor ou igual a todos os elementos de B e—®(€,v) . Em outras palavras, ha uma

correspondéncia unica de cada valor de € para cada valor de B satisfazendo as
equacgoes (1.5.19a) e (1.5.19b), provando a equivaléncia dos ensembles para sistemas

aditivos. Para sistemas ndo-aditivos pode ndo ocorrer essa correspondéncia unica, e

para cada valor de B no ensemble candnico corresponder a varios valores de €

no ensemble microcanonico.

Uma forma de verificar a inequivaléncia dos ensembles é calcular o calor

especifico nos dois ensembles. O calor especifico por particula é, por definicdo:

Cy=(B*IN)(0U/3B)y x, - (1.5.20)

E facil notar que a energia média no ensemble canonico é dada por:

U=E=—(1/Z)(3Z/3B)y x, (1.5.21)
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e a energia média quadratica é:

U=E'=(1/2)(0°Z18°B)y x) - (1.5.22)

Expandindo (1.5.20) :

Cy=(B*IN)(11Z)(8°Z10B*)y = (11Z)*(8ZI3B )}y )] (1.5.23)

e substituindo (1.5.22) em (1.5.21) tem-se que:

C,=(B’IN)|E’—(EY] (1.5.24)

C,=(B’/N)AE’ (1.5.25)
O calor especifico é sempre positivo no ensemble canonico, enquanto que,
como Visto na secdo 1.3, para sistemas com interacoes de longo alcance no ensemble
microcanonico nao ha restricdes para o calor especifico, este pode ser tanto positivo,
como negativo. Quando o calor especifico for negativo, a entropia sera uma funcao

com uma regido convexa e, assim, ndo sera possivel realizar a inversao da

transformada de Legendre como dito anteriormente.

Mesmo com calor especifico positivo ha situacoes em que os ensembles podem
ndo ser equivalentes. Na situacoes em que C, for muito grande ou em que N for

pequeno — sistemas pequenos - pois as flutuacdes relativas de energia sdo

proporcionais ao calor especifico ( AE/Ex+(C,/N) )[11].
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A equivaléncia dos ensembles traz duas implicacdes fisicas importantes [1]:

« No limite termodinamico as flutuacOes relativas da energia tendem a

desaparecer ou ficar muito pequenas AE/Eox1/VN .

* Estados macroscépicos fisicos que sdo realizaveis em um ensemble sdo

realizaveis, também em outro ensemble.

A equivaléncia os ensembles é muito importante no estudo das transicoes de
fases. TransicOes de fases estdo associadas a singularidades presentes nos parametros
termodinamicos [10]. Portanto as transicoes de fases sdo demarcadas por
descontinuidades nas derivadas de primeira ou segunda ordem de s ou f. Essas
descontinuidades surgem da chamada Construgdo de Maxwell, quando ha uma regiao
convexa para a entropia no ensemble microcanonico, causando instabilidade [7] ou

quando ha uma regido de divergéncia para o calor especifico no ensemble canonico.

Como ja visto na secdo 1.3, para sistemas aditivos a condicdo de estabilidade é
que a entropia seja uma funcdo concava, essa também €é a condicdo para que haja
equivaléncia dos ensembles. Para sistemas aditivos, estados nas regides convexas
para a entropia sdao instaveis, ndo podem ser observados. Para tais sistemas foi
mostrado numericamente que ao atingir o limite termodinamico (ou seja, sair de um
sistema finito que é ndo-aditivo e ir a um sistema aditivo) a entropia se aproxima do

envelope concavo da Construcao de Maxwell [11].

19



Para sistemas com interacoes de longo alcance a condicdao da concavidade da
entropia para estabilidade, bem como a equivaléncia dos ensembles ndo sao validas e
a construcao de Maxwell que leva ao envelope concavo nao pode ser realizada e a

coexisténcia de fase ndo é permitida [1].
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Capitulo 2

Modelo do Anel Auto-gravitante

Considere um sistema de N particulas que s6 interagem por forgas
gravitacionais newtonianas. Para N=2 a solucdo se resume ao problema de Kepler,
em que as equacdo podem ser desacopladas facilmente por meio do tratamento do
centro de massa e da massa reduzida. Para N=3 existem algumas solucoes
simplificadas, ja que as equacOes de movimento sdao ndo integraveis, cadticas e so
podem ser desacopladas para algumas condicGes iniciais especificas, como por
exemplo, o problema de trés corpos de Euler [12]. Em geral, para N no intervalo de 3
a 1000 o problema pode ser resolvido numericamente [4]. Para N muito grande,
maior do que 10° particulas, ndo é vidvel, nem vantajoso seguir as oOrbitas
individuais das particulas, portanto torna-se mais eficiente trabalhar com as

propriedades termodinamicas desses sistemas.

Sistemas interagindo por forcas gravitacionais sao um exemplo de sistemas
com interacoes de longo alcance. Como visto no capitulo anterior, uma forca é dita de
longo alcance se x<d , onde d ¢é a dimensdo do sistema. O potencial de interacao
da forca gravitacional newtoniana é dado por: V(r)ec—1/r , ou seja, para a

interacdao newtoniana «=1 e para qualquer dimensdo os sistemas que interagem
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por forcas gravitacionais newtonianas sao considerados de longo alcance e toda a

discussdo do capitulo 1 é valida para sistemas gravitacionais.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: na secdo 2.1 os Modelos
Auto-gravitantes, suas peculariedades e o equilibrio do virial para forcas
gravitacionais serao discutidos; na secdo 2.2 sera discutida a necessidade de uma
regularizacao do potencial gravitacional a curtas distancias para evitar a divergéncia a
curtas distancias; na secdo 2.3 sera resolvido um modelo simplificado e soltivel para
o estudo de uma estrela binaria e na secao 2.4 sera proposto o modelo a ser estudado

neste trabalho, o modelo do Anel Auto-gravitante com particulas impenetraveis.

2.1 Modelos Auto-Gravitantes

Muitos estruturas astrofisicas no universo consistem em corpos que interagem
por meio de forcas gravitacionais: sistemas estrelares, galaxias, aglomerados
globulares, sistemas planetarios, dentre outros. Se esses sistemas forem isolados de
forcas externas, sdao chamados de sistemas auto-gravitantes (SGS - do inglés Self-
Gravitating Systems) [5]. O comportamento estatistico das grandezas desses sistemas
sdo caracterizados por distribuicdes nao-gaussianas das velocidades ap6s sofrer uma
relaxacdo violenta [5,13], relacGes de escala entre densidade de massa e o tamanho do

sistema [5,14] e estruturas fractais [5,15].
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Tais sistemas sao ndo-extensivos e nao-aditivos e, portanto, podem apresentar
um comportamento diferente daqueles associados a forcas de curto alcance como
gases ou plasmas neutros. Sistemas gravitacionais diferem de plasmas neutros devido
a existéencia da Blindagem de Debye no plasma [3], enquanto que para forcas
gravitacionais ndao ha blindagem. Um exemplo classico dessa diferenca é que no
equilibrio do wvirial, sistemas gravitacionais possuem calor especifico negativo,
enquanto que para gases ou plasmas neutros o calor especifico negativo representaria

uma regido de instabilidade.

Considere um sistema com N particulas se movimentando e interagindo entre
si por meio de forcas conservativas e ausentes de forcas externas. Seja a grandeza G

definida como (conforme Ref. [16]):

G=) PBF, (2.1.1)

Tomando a variacdao da grandeza G no tempo, temos:

G:Z Fzﬁf"Z ﬁﬁl , (2.1.2)

da 2% lei de Newton as forcas sao dadas por : 1?,(:1_)',( , assim a equacao (2.1.2) fica:

G:Zﬁﬁ+2ﬁfﬁ (2.1.3)
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O primeiro somatdrio na relacao (2.1.3) pode ser reescrito como:

Zr ZP/m -P.= Z Aim= ZzK 2K (2.1.4)

substituindo (2.1.4) em (2.1.3):

=2K+), P (2.1.5)

Tomando a médiade G no tempo:

e — 2.1.6
(1/T)det:2<K>+Z < F;T; > ( )
0 i

(1/7)(G(T)—-G(0))=2 < K > +Z <F. 7> . (2.1.7)

Se as coordenadas e os momentos se manterem finitos ao longo do tempo, ou
seja, se as particulas estiverem confinadas a um volume, entdo pode-se escolher um
T suficientemente grande para que o termo a esquerda da igualdade seja

aproximadamente zero. Assim, na auséncia de forcas externas, o Teorema do Virial é:

N (2.1.8)

iM-=

<F:TF >

onde K é a energia cinética, F, é a forca de interacdo da particulaie 7; éa

posicado desta particula.
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Como a forca gravitacional é uma forca conservativa, entdo a forca pode ser

relacionada com o gradiente do potencial:

E:_ﬁvl_ ’ (2.1.9)

para um potencial do tipo V,=—ar " | onde a é uma constante positiva:

F=(aV,/r)f, (2.1.10)

nesse caso a equacao (2.1.8) resume-se a:

2<K>=—a<V > (2.1.11)

para o caso gravitacional «=1

<V>=2<K> (2.1.12)

e a energia interna do sistema fica [5]:

E=—<K > (2.1.13)
No ensemble microcanonico a temperatura é proporcional a energia cinética
média das particulas ( T=2 < K >/3Nk, [3], esta relacdo serd demonstrada no
capitulo 3), portanto a equacao (2.1.13) implica que sistemas no equilibrio do virial

possuem calor especifico negativo constante [3,13].

E=—(3Nk,T)/2 (2.1.14)

C,=—(3Nk,)/2 (2.1.15)
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Este fato ilustra o comportamento peculiar das grandezas termodinamicas dos
sistemas gravitacionais. Para sistemas que sdo aditivos, regioes com calor especifico
negativo representam estados instaveis - uma vez que a concavidade da entropia é
uma condicdo de estabilidade para sistemas com interagdes de curto alcance —
enquanto que. para sistemas nao-aditivos estados macroscopicos com calor especifico

negativo podem representar estados estaveis.

A equivaléncia dos ensembles esta relacionada com o calor especifico ser
positivo. Para sistemas gravitacionais no equilibrio do virial os ensembles canonicos
e microcanonicos sao inequivalentes. Sistemas auto-gravitantes no equilibrio do virial
terdo comportamentos no ensmble microcanonico diferente do comportamento no
ensemble candnico e, por essa razdo, faz-se necessario a escolha de um ensemble
especifico para o estudo de tais sistemas. Como sistemas gravitacionais encontram
isolados, sem contato com banho térmico, entdo isto implica que o ensemble

microcanonico é o ideal para estudar sistemas auto-gravitantes [4].

Sistemas gravitacionais reais sdo abertos, 0 movimento das particulas ndo esta
confinado a nenhuma regidao do espaco. Desde que tenha energia suficiente, as
particulas podem alcancar qualquer localizacao no espacgo, isto €, podem evaporar do
sistema. Porém as integrais que definem as funcoes de particdo irdo divergir se forem
extendidas ao infinito, ou seja, se 0 movimento das particulas ndo estiver confinado a
um volume, plano ou curva qualquer. A mesma divergéncia é encontrada em outros

sistemas, como gases, se estes nao estiverem confinados em uma caixa. E necessario

26



que haja o confinamento do movimento das particulas. Essa hipotese € justificada se

a taxa de evaporacdo de um sistema gravitacional real for muito pequena.

Outra peculiariedade dos sistemas gravitacionais é que eles ndo possuem
limite termodinamico. A entropia nunca é um maximo absoluto, mas um maximo
local, quando houver. Mesmo no limite V —o , N—o , a energia interna do
sistema pode divergir e V/N pode ndo ser constante devido a divergéncia do
potencial a curtas distancias - quanto mais particulas no sistema, maior seria a
densidade, devido ao fendmeno conhecido como Catdstrofe Gravotérmica [5,3]. Essa

divergéncia sera discutida com mais detalhes na proxima subsecao.

2.2 Divergéncia do Potencial Gravitacional a Curtas Distancias

Uma dificuldade que surge dos potenciais do tipo V(r)ec1l/r , como os
potenciais gravitacionais e coulombianos, é a divergéncia a curtas distancias. O

volume do espaco de fases é dado por:

I'(E,V,N)=C(N)[ d™rd™p ®(E-H(p,r)) (2.2.1)

_ 2
onde © ¢ afuncdo degrau unitario de Heavyside e H(pi,ri)—zi: P; Qm"'; Viry)

Substituindo a hamiltoniana na integral:

5

I'(E,V,N)=C(N)[ d™rd™p ©(E~2. V(ry)=> Pi/2m) (2.2.2)
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I'(E,V,N)=C(N)[ d™r d™p 6 (K ZP /2m) (2.2.3)

b

onde K(r;) éa energia cinética em fungdo das posicdes, K (ry)=E— Z Viry)
l’]

Como @(K—2 P{/2m)=0(2mK~3 P}) enisg

I'(E,V,N)=C(N)[ d™r d™p @ (2mK (r ZP . (2.2.4)

A integracdo nos momentos sera repitida N vezes, entdo pode ser reescrita como:

['(E,V,N)=C(N)[ d™r|[[d’p ©(2mK(r)-P)]" , (2.2.5)
I'(E,V,N)=C(N)[ d™r[[d’p ©(\2mK(r)-P)]" , (2.2.6)
I'(E,V,N)=C(N)[ d™r| 4nfdp p’O(\2mK (r)—P)] (2:27)

Reescrevendo a variavel p como v=+2mK(r)—P , entdo:

J2mK 7) (2.2.8)

[(E,V,N)=C(N)[d™r[-4n [ dv[V2mK(r)-v[O(v)] ,

V2mK (r)
I(E,V,N)=C(N)[ d™r[-4m [ dv[2mK(r)-2v\2mK(r)—v’|O(v)] (2.2.9)

Sabendo que a integral da funcao degrau unitario de Heavyside é:

[ (df1dx)0(x)dx=Ff (x)O(x) , (2.2.10)
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entao:

I'(E,V,N)=C(N)[ d™r[(4m/3)(2mK ()6 (2mK (r))]" , (2.2.11)

['(E,V,N)=C'(N,m)[d™r (E-V(r)™*O@(E-V(r)) . (2.2.12)

A funcdo de particao microcanodnica é dada por:

Q(E,V,N)=(0I'(E,V,N)/3E), , , (2.2.13)
Q(E,V,N)=C"'(N,m) [ d™r (E-V ()" @(E-V(r)) (2.2.14)

Para sistemas gravitacionais a relacao (2.2.14) é escrita da seguinte forma [4]:

Q(E,V,N)=C(N)[ X (E+Y. em/|X~-X|)""'0(E+ Y. 6m?/[X,-X )  (2.2.15)
i,j i,j

Fazendo uma mudanca de variavel do tipo S=X,—X, pode-se reescrever a

equacao (2.2.3) desta forma:

Q(E,V,N)=C(N)[ &’X,d’X,..d° X, (X, X,...X,) (2.2.16a)

onde:

1(X,,X,..Xy)=[ dS(E+Gm*IS+Y. Gm* |3+ X, X |+ Y. em2/|X,-X )" " (2.2.16b)
j=3 i,j=2

em S=0 aintegral (2.2.16b) é divergente e o termo dominante é Gm?/S . Assim,

proximo a S=0, temos:

i [ 2.2.17
I'(XZ’X3“'XN):47ThmfdSSZ(GmZ/S)(BN/Z_l) , ( )
£-0 o
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1'(X,,X,..X,) =4 Gm’lim g~ (2.2.18)

£-0 ’
I' divergira se N>3 e também I, portanto o volume do espaco de fase também ira
divergir ao levar em conta o comportamento do potencial a curtas distancias. Por isto,
o problema gravitacional real somente pode ser resolvido analiticamente para dois
corpos. Para estudar sistemas gravitacionais com muitos corpos € necessario que se
altere o sistema real com o uso de artificialidades que evitem a divergéncia a curtas

distancias.

Ha basicamente dois tipos de sistemas gravitacionais [4]. O primeiro consiste
em sistemas astrofisicos como galaxias, sistemas planetarios, estrelares etc,
constituido de particulas classicas (em alguns casos deve ser levado em conta
correcOes relativisticas quando as particulas se aproximarem muito). O segundo
consiste em sistemas com particulas elementares quanticas como halos de matéria

escura, estrelas de néutrons, anas brancas etc.

Para o primeiro tipo a divergéncia no potencial pode ser evitada com a
introducdo de um potencial de particula rigida - as particulas sao impenetraveis. Esse
mesmo tratamento muitas vezes € usado para o estudo de gases simples e outros

sistemas classicos. Nesse caso o tamanho das particulas é levado em consideracao

Para o segundo caso, correcdes quanticas sdao necessarias para o
comportamento a curtas distancias [4]. T. Padmanabhan mostrou que para tais

particulas ha um estado fundamental de energia gravitacional [4]. Assim como
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sistemas coulombianos, como por exemplo os atomos, tém sua estabilidade devido a
alguns principios da mecanica quantica como a incerteza e a exclusao de Pauli,

sistemas gravitacionais também devem sua estabilidade a principios quanticos.

Para sistemas do segundo tipo desenvolveram a ideia do parametro de
softening, uma regularizacdo do potencial de forma que a partir de uma certa
distancia as particulas ndo mais interagem entre si, isto é, o potencial ndo é mais

somente do tipo V(r)ecr ' , mas introduz-se um parametro de forma que se torna

V(r)oc(r+e)" ,servaiazero, entio V(0)ocl/e
Abaixo os graficos dos dois tipos de potencial:

Potencial X Distancia
Hardcore
—_——— ‘ . 0,05

Potencial X Distancia

Parametro de Softenening
& T T

0,061

0,07~

Potencial
Potencial

0,08 —

0,09 -

e ta e T g e e L T Tn g |y 0.
D

Distancia Distancia

Figura (2.2.1) — O grafico a esquerda mostra o potencial do caso classico em que as particulas

sdo impenetraveis e o grafico a direita mostra o caso em que é usado o parametro de softening.
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2.3 Modelo Simplificado: Estrela Binaria

Um modelo simplificado de um sistema auto-gravitante é um sistema formado
por uma estrela binaria. Esse sistema foi proposto por T. Padmanabhan [4]. O
problema poderia ser analisado pelo problema de dois corpos de Kepler, no entanto
ndo pode ser resolvido por tal método, pois o movimento das particulas esta

confinado dentro de uma esfera de raio R.

O hamiltoniano deste sistema € a hamiltoniana de Kepler por:

—_—  —

H (1,73, Bys Po)=pi/2m+ py/ 2m = Gm'/|(r,) = (r,)| (2.3.1)

O volume do espacoe de fases do sistema é:

I'(E,V,N)=C(N)[ &’F,d’r,d’p,d’P,0(E—H(r,r, p, p,)) , (2.3.2)
ao realizar a integracao sobre os momentos com o hamiltoniano da equacao (2.3.2),

como feito na secdo anterior e substituindo o valor do potencial na equacao (2.2.12):

—_—

[(E,V,N)=C'(N,m) [ d&*F,d*F,(E~Gm*/|(r,)—(r,))"*0(E~Gm®/|(r)—(r,)) . (2.3.3)
Reescrevendo as variaveis em coordenada de posicdo do centro de massa e

coordenada de posicao relativa das duas particulas:

I'(E,V,N)=C'(N,m) [ d*Rd’F(E-Gm’Ir)’®@ (E—Gm’Ir) , (2.3.4)
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dessa forma a integracao sobre a coordenada do centro de massa € trivial:

3R ) 5 3 ) (2.3.5)
I'(E)=C'(N,m)R’[ drr’(E-Gm’Ir)’@(E—-Gm’Ir) ,

onde o parametro a mostra a partir de qual distancia o potencial sofre o corte, isto é, é

regularizado para que as particulas nao interajam entre si.

A funcdo de particao pode ser escrita como:

Q(E,V,N)=6I'(E,V,N)/6E , (2.3.6)

3R ) 5 ) (2.3.7)
Q(E)=C'(N,m)R’[ drr’(E-Gm’Ir)@(E—-Gm’Ir) .

Realizando a integracao [4], o que se obtém sdo suas expressoes, uma para baixas

energias e outra para altas energias:

Q,(E)=—C'(N,m)(R’/E)(1+aE/Gm’}, para —Gm*/a<E <—Gm’/R (2.3.8a)
Q,(E)=—C'(N,m)(R*/E)[(1+RE/Gm’)*~(14+aE/Gm’’|, para —Gm*/R<E<wx (2.3.8b)

A temperatura é dada por:

T '=k,0lnQ/0E . (2.3.9)

Aplicando a equacdo (2.3.8a) em (2.3.9) e tomando G=1 e m=1 obtem-se a

temperatura para baixas energias:

k,T=(1+aE)/(2a—1/E) (2.3.10)

b
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ou reescalando temperatura e a energia com T'=aT e E'=aE [4]:

k,T'=(1+E")/(2—1/E") . (2.3.11)

No caso de particulas rigidas a—0 a equacao (2.3.10) se reduz a:

E=—k,T (2.3.12)

b

que esta de acordo com a equacdo (2.1.14) que representa o equilibrio do virial para

sistemas auto-gravitantes.

Aplicando a equacdo (2.3.8b) em (2.3.9) e tomando G=1 e m=1 obtem-se a

temperatura para altas energias:

B=(k,T)'=E '-3|R(1+RE)*—a(1+aEY]/[(1+RE)’—(14+aE)’| . (2.3.13)
Os graficos obtidos por Padmanabhan [4] para as temperaturas do sistema

binario sdo apresentados na figura 2.3.1

Estrela Binatia - Particulas Penetrdveis
Estrela Binaria - Particulas Rigidas

0200 334

0,175 2.5

kT

Gt KT#Cm?
0,150
1,54
1 -
0,125
0,5
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-6 -3 -4 -3 -2 -1 0 -2 0 % 4 6
o G
Gmi

Figura (2.3.1) — Grafico a esquerda mostra a curva calérica do sistema binario, para particulas
penetraveis, com o corte no potencial (paramtero a). O grafico a direita mostra o comportamento do

sistema binario para particulas impenetraveis, com potencial de esfera rigida ( a—0 ).
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2.4 Anel Auto-Gravitante

Agora sera introduzido o modelo estudado neste trabalho. O modelo do anel
auto-gravitante (modelo SGR, do inglés Self-Gravitating Ring) foi primeiramente
proposto no ano de 2001 por Sota et al. [5]. O modelo consiste de particulas que
interagem pela forca gravitacional newtoniana tridimensional, mas o movimento das
particulas esta confinado em um anel unidimensional. E um modelo interessante, pois
mesmo sendo unidimensional é possivel estudar transicoes de fases gravitacionais por

ele.

Considere um sistema constituido de N particulas de massa “m” interagindo
por forca gravitacional newtoniana tridimensional e cujo movimento esta confinado a

um anel unidimensional de raio r conforme a figura (2.4.1)

Figura (2.4.1) — Geometria do modelo SGR. A disténcia d entre as particulas é calculada usando a lei do cossenos.
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A distancia entre duas particulas em coordenadas polares é dada por:

d=r \/E\/(l—cose(i’j)) (2.4.1)

tomando um eixo polar como a reta de referéncia para contagem angular:

d=r @J(l—cos(@i—ai)) (2.4.2)

A funcdo hamiltoniana do sistema é:

N N 2.4.3
H:Z Pl/2mr2—(1/2)z VU(QI:QJ) ( )
i=1 i:jzl

i#j

onde V,(0,, (9].):Gm2/r\/E\/(l—cos(Oi—Qi)) e o fator ¥ é introduzido para evitar a

contagem dupla no somatdrio.

A hamiltoniana (2.4.3) é uma funcdo nao-extensiva com relacdo ao numero de
particulas, uma vez que o potencial é do tipo potencial de pares e € proporcional ao
numero de pares do sistema que é N (N-1). No entanto, como discutido na secao (1.2)
do capitulo anterior, a extensividade dessa hamiltoniana pode ser restaurada pela
prescricdo de Kac, um artificio matematico que torna as contribuicdes da energia
cinética e da energia potencial de magnitudes comparaveis para a energia total do
sistema. Assim a equacao (2.4.3) pode ser reescrita pela prescricio de Kac como

sendo

N N 244
H=) Pi/2mr2—(1/2N)_Z V(6,0 249

i=1 i,j=1

i#j

36



Para evitar a divergéncia a curtas distancias, Tatekawa et al. [3,8] tém utilizado
o parametro de softening em seus estudos com o modelo SGR e obtiveram resultados

compativeis com a solucdo exata do modelo simplificado de Padmanabhan [4]. O

potencial utilizado por eles foi V(6,, Qj)ZGmZ/[F\/E\/(l— cos(6,—0,)+¢)| onde
€ € o parametro de softening, que desempenha o corte no potencial — mesma funcao

desempenhada pelo parametro “a” utilizado na secao (2.3) .

Neste trabalho ndo sera utilizado o parametro de softening para evitar a
divergéncia a curtas distancias. Ao invés disso sera usado o potencial de particula
rigida para particulas classicas. Em termos de simulagdo computacional, dividimos o
circulo em “Ncel” nimeros de células e o tamanho A de cada particula fica como:

A=(27r)/ Ncell . Portanto, neste trabalho utilizaremos o potencial:

V,(0,,0,)= Gm2/[r \/5\/(1—cos(9i—9_i))}, se [0,—0,[>Alr (2.4.5a)
V;i(0,,0,)=+ w0, se |6,—0,|<Alr (2.4.5b)
Para simplificar os calculos, definiu-se as constantes de Boltzmann e
gravitacional com valor unitario G=1, k,=1 . Além disso, a massa das particulas
do sistemas e o raio do anel foram tomadas com sendo unitarios - r=1,m=1 . A
hamiltoniana foi reescalada, outra vez, por N para propésitos computacionais, para

que os valores para o potencial ndo ultrapassassem o valor disponibilizado para a

memoria computacional.
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Dessa forma, a hamiltoniana do sistema é dada por:

al . (2.4.6)
H'=H/N=) P/2N—(1/2N% ) V(0,6
i=1 i,j:l
onde:
V(0,,0,)= 1/[V2\(1—cos(0,-0)))], se [0,—0 [>A (2.4.7a) (2.4.7a)
V(0,,0,)=+ 0, se |0,—0,|<A (2.4.7b) (2.4.7b)

Para a analise do comportamento estatistico do SGR utilizou-se o método de

Monte Carlo Microcanonico que sera descrito no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Meétodo de Monte Carlo Microcanonico

SimulacGes computacionais sdo uma ferramenta poderosa na fisica da matéria
consensada [17] e simulaces que usam o Método de Monte Carlo tém sido aplicadas

extensivamente na fisica tedrica [18-20], econometria [21] e biologia molecular [22].

Na fisica, o objetivo das simulacGs computacionais é criar o entendimento dos
fendomenos e das propriedades fisicas fazendo o uso do total controle sobre as
condicOes “experimentais” do sistema estudado. Assim, vantagem das simulacOes
computacionais é que cada aspecto da configuracdo do sistema pode ser examinado
com detalhes [23], pois esse controle ndo pode ser realizado no laboratorio. Por isso
os resultados da simulacdo devem estar de acordo com a teoria e o experimento real

como é mostrado na figura (3.1) (Cf. Ref [23]).

Simulaciao

/1N
NN

Teoria =} - Experunento

Figura (3.1) — Relacdo Teoria-Experimento-Simulacdo (cf Ref. [23])
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Considere descrever o comportamento dinamico de um sistema constituido de
N particulas interagindo através de um potencial V(r). Utilizando, para isso, a
mecanica classica tem-se 6N equacOes diferenciais acopladas para a descricao do

movimento das particulas. Isto seria uma tarefa impossivel se N for da ordem de

10° | Mas ainda que fosse uma tarefa possivel, seria necessario uma memoria
computacional imensa - tdo grande que ndo existiria nos computadores de hoje — para
armazenar a solucdo das equagOes e também para usar a solugdo para o calculo das
grandezas macroscopicas. Ainda assim, essas grandezas macroscopicas iriam
apresentar variagdes extremamente rapidas e em distancias muito curtas. Disso
surgiria a necessidade do calculo das médias dessas grandezas macroscopicas, para
que essas variacOes fossem em tempo e espaco de ordem macroscopicas. As
simulac6es de Monte Carlo (SMC) tentam simular e calcular as referidas médias sem
realizar o roteiro impossivel descrito acima, utilizando para isso a mecanica

estatistica[20].

A SMC é o procedimento numérico que buca analisar o comportamento
termodinamico de equilibrio de um sistema que se comporta de maneira estocastica
por meio do sorteio de um grande numero de configuragoes aleatdrias no espaco de
fase, e ao atingir uma configuracdo de equilibrio calcular as médias apropriadas. A
ideia principal do método consiste em, a partir de uma configuracdo inicial arbitraria,
efetuar um grande numero de transicOes aletorias que obedecam a um principio

conhecido como Principio do Balan¢o Detalhado (que sera explicado na secao 3.4)
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até que as variaveis macroscopicas adquiram valores estaveis [20]. Um dos criadores
do método, S. Ulam, define o procedimento como se segue [24]: Tome um sistema
com um ensemble de particulas cada uma representada por uma série de numeros que
especificam as componente dos vetores velocidade e posicdo, o tempo, e a natureza
das particulas. Processos aleatérios sdo inciados, modificando essa série inicial de
numeros, levando-a a uma série de novos valores que sdao ou nao aceitos dependendo
de uma probabilidade de aceitacdo. Ap6s um intervalo de tempo esse sistema tera
atingido uma distribuicdo de probabilidade de equilibrio, em que podera ser
calculadas as médias das grandezas macroscopicas do ensemble. Por usar um numero
muito grande de sorteios e ser uma pesquisa secreta, o método foi batizado de Monte
Carlo por S. Ulam e Von Neumann em referéncia ao cassino Monte Carlo em Monaco

[19,25].

No entanto, a SMC traz algumas dificuldades: limitacGes computacionais e
erros estatisticos [19,23]. A velocidade de processamento e a memoria dos
computadores sao fatores limitantes para a execucao de simulacdes. Simulagcdes que
requerem meses de processamento multiplo e simulacbes que requerem maior
memoria para alocacdao das configuracoes do sistema do que a que esta disponivel no
computador sao impraticaveis [23], um exemplo disso seria tentar simular 10*
particulas de uma amostra real. Outro fator limitante de cunho computacional é a
necessidade de gerar numeros aleatorios com o computador, que é uma maquina

deterministica. O que na verdade é realizado é gerar os chamados nimeros pseudo-
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aleatorios (uma melhor discussao sobre o assunto se encontra na secao 3.3). A falta de
uma sequencia de numeros realmente aleatorios e a diminuicdo do nimero de

particulas para tornar viavel a execugao da simulagao leva a erros estatisticos [19,23].

Este capitulo esta estruturado como se segue: na secao 3.1 uma explicacdo de
como calcula-se as médias das grandezas macroscopicas do sistema e de como as
mesmas médias sao calculadas numericamente pelo computador. Na secdao 3.2 o
principio do balanco detalhado, que da o peso de aceitacdo das transicoes nos
métodos de Monte Carlo, é discutido. Na secdo 3.3 uma discussao mais abrangente
sobre geradores de sequencias de numeros aleatorios e sobre alguns testes para a
qualidade desses. Na secdo 3.4 sera explicado o algoritmo de Metropolis que é um
método de simulacdo de Monte Carlo para sistemas em contato com um banho
térmico. E por fim, na secdo 3.5 sera explicado o algoritmo de Monte Carlo
Microcanonico, este usa os mesmos procedimentos do algoritmos de Metropolis, mas
com pesos de aceitacao diferentes. O Monte Carlo Microcanonico sera usado para 0s

calculos do modelo Anel Autogravitante.

3.1 Meédia de Ensemble e Média de Ensemble por Amostragem

A média de ensemble de uma grandeza G é a média aritimética dos valores de

G sobre todos os sitemas do ensemble:

(3.2.1)

42



onde P; é a probabilidade de encontrar o sistema no microestado i. Em termos de

uma densidade de probabilidade continua, a média de ensemble da grandeza m é:

<G>=[dp™dq™p(q.p)G(q.p) , (3.2.2)

onde p(q,p) estd sujeito ao vinculo:

[dp™dqd™p(q,p)=1 . (3.2.3)
Para simulagbes computacionais, muitas vezes torna-se inviavel calcular a
média de ensemble para um numero muito grande de particulas ( N—o ). Por
raz0es computacionais de memoria e processamento, ¢ necessario diminuir o nimero
de particulas do sistema, diminuindo o numero de microestados acessiveis ao sistema.
Por isso, ao invés de calcular a média de ensemble sobre as particulas do sistema,

sorteia-se uma amostra de M microestados conforme a distribuicao de probabilidades

[20]:

u 3.2.4
<G>~G,=(1/M)),G(p,,q) , (3:24)
i=1

onde G, é chamado estimador de G. Quanto maior for M, melhor serd a
aproximacao.
Dessa maneira, durante a simulacdo, o sistema ndo passara por todos 0S

microestados possiveis. No entanto, um litro de gas nas CNTP tem, em ordem de
grandeza, (1027)1022 microestados possiveis ( Q(T,V,N)«[(V/h®)(3mk,TV"*1" ),

, . , . -10
com cada particula tendo um comprimento de onda térmico de A;,~10 "m e uma
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velocidade média quadratica v, ~10"m/s , ainda assim demoraria 10" vezes a

idade do universo para que o gas passasse por todos os estados disponiveis. Sendo
assim, a aproximacdao do método de Monte Carlo tomando uma distribuicdo de
estados menor do que a disponivel, é razoavel quando a quantidade M de

microestados for muito grande.

3.2 Cadeias de Markov e Principio do Balanco Detalhado

O conceito de Cadeias de Markov é central nas simulacoes de Monte Carlo
[23]. Considere um processo estocastico em um tempo discreto t;t, t5...,t, , para
um sistema com um conjunto finito de possiveis estados S;S,S;...,S, e X, o
estado que o sistema ocupa no tempo t, . Um processo é chamado processo de
Markov se a distribuicdo de probabilidade de se encontrar S; no instante ¢,
( P(S;,t,) ) for dependente somente do estado anterior a esse (estado no qual o

sistema se encontra em t, ; ). Dessa forma processos de Markov obedecem a

seguinte relacao:

P(X,=S|X, 1=Si,X, ;=S ..., X, ,=S,)=P(X,=S]|X, ,=S) , (33.1)

onde P(X,=S/|X,_,=S;) ¢ a probabilidade condicional de encontrar S; no
instante t, dado que era S; no instante t, ; . A equacdo principal para a

probabilidade é:
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dP(S;,¢t)/dt= ZP (SistalS;sta ) P(S; tuy)— 2 P(S;,t/S;tu) P(Sist,)  (3.3.2)

A equacdo acima pode ser interpretada como uma equacao de continuidade
para a probabilidade [23]. Toda a probabilidade de se obter i que é perdida na

transicdo para j é ganha na probabilidade de obter j.

No equilibrio dP(S;,t)/dt=0 , entdo, um requerimento fisico razoavel é que,

no equilibrio, a equacado (3.3.2) obedeca a relacao [20,23]:

( ]1 H|Sl’ n At)P(Sl’ n At) ( i’ n|S]’ n AI)P(S], n At) (333)

b

At=t

onde n~ta-1 . Tomando o limite At—0 -

P(S,)d(P(S,—S,,t))/dt=P(S,)d(P(S,—S,,t))/dt | (3.3.4)
P(S)A,=P(S) A, , (3.3.5)
. ,=A,/A;=P(S)IP(S) | (3.3.6)

otermo Aj; é a derivada temporal da probabilidade condicional de encontrar S;
no instante t dado que era S; no instante anterior, assim, A; representa a
probabilidade de transicdo para o estado S; dado que estava no estado S; no

tempo anterior, e o termo I, ; é o peso probabilistico de aceitagdo da transicdo do
estado i para o estado j. A equacao (3.3.6) é conhecida como principio do balanco
detalhado para as cadeias de Markov e determina a probabilidade de transicao

univocamente [23].
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Essa equacado representa a condicdo para que a distribuicao seja de equilibrio.
No equilibrio, um micro-estado sera tdo mais populado quanto maior for a
probabilidade de transicdao dos demais estados para ele em relacdo a probabilidade de

transicao deste estado para os demais [20].

3.3 Geradores de Numeros Pseudo-Aleatorios

As SMC sdo fortemente dependentes de geradores de nimeros aleatérios
rapidos e eficientes para a execucdo dos sorteios [23]. No entanto a geracao de
numeros realmente aleatorios é impraticavel ou muito dispendiosa. Por esta razdo, ao
invés de gerar nimeros aleatorios, gera-se nimeros pseudo-aleatorios, que certamente
possuem limitagdes que precisam ser compreendidas. Para efeito de encurtamento de
escrita, ao mencionar numeros aleatorios, estarei me referindo aos nimeros pseudos-

aleatorios

Geradores de numeros pseudo-aleatérios sdo algoritmos deterministicos que
produzem uma sequencia uniforme de nuimeros ndo correlacionados e com periodo
extremamante longo [23]. A qualidade de um gerador sera avaliada nesses trés itens,
quanto mais uniforme, quanto maior for o periodo e quanto menos correlacionados

forem os numeros da sequéncia, melhor sera a qualidade do gerador.
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Alguns testes para a qualidade dos geradores sdao apresentandos a seguir

* Teste Grafico: plotar em um espaco d-dimensional, onde cada uma das
coordenadas sdo determinadas por “d” sucessivas chamadas do gerador
de nimeros aleatorios. A figura (3.3.1) e a figura (3.3.2) mostram a
comparacao entre 2 geradores de nimeros aleatorios: a primeira figura

tem o teste para um gerador ruim e a segunda para um bom gerador.

e Sistemas soltuveis: executar uma SMC para sistemas que possuem
solucdo analitica e comparar os resultados da SMC com os resultados

exatos.

* Kolmogorov-Smirnov: gerar uma sequéncia grande de numeros
aleatérios no intervalo entre 0 e 1 e verificar se o conjunto de dados

adere a uma distribuicdo uniforme, como por exemplo a gaussiana.

Press et al. [25], deselvolveram bons algoritmos de geradores de nimeros
aleatorios que foram testados e serdao usados nas SMC do modelo SGR neste

trabalho.

Para uma discussdo mais aprofundada sobre testes de qualidade de gerador
de numeros aleatorios consulte o livro: “The Art of Computer Programming, Vol 1I”

de Donald Knuth (ver referéncia [26]).
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Figura (3.3.1) — Teste grafico para geradores de niimeros aleatorios. No grafico um gerador de baixa

qualidada (é possivel notar padrdes nos pontos gerados).
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Teste Grafico
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Figura (3.3.2) — Teste grafico para geradores de nimeros aleatérios Ran2 do livro “Numerical
recipes in Fortran 77: The art of scientific computing”[25] que sera utilizado nas simulagdes deste

trabalho.
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3.4 Algoritmo de Metropolis

Durante o Projeto Manhattan, no laboratorio de Los Alamos, Metropolis et al.
[27] desenvolveram um algoritmo de Monte Carlo para estudar sistemas
termodindmicos em contato com banho térmico. Mais tarde este algoritmo ficou

conhecido como algoritmo de Metropolis.

Por simular sistemas termodinamicos com contato com banho térmico, o
algoritmo de Metropolis determina a configuracdo do ensemble canonico. Para esse

ensemble a equacao (3.2.2) torna-se:

<G>=[dp™dq™G(q,p)exp[-E/(K,T)|/Z(T,V,N) , (3.4.1)

onde Z(T,V,N):f dp™dq™exp[—E/(K,T)] .
Isto indica que a probabilidade de encontrar um sistema com energia E é:

p(E)=exp|—E/(K,T)] . (3.4.2)
Para realizar as transicOes aleatorias € necessario um sorteio de um
microestado. Seja  S(E) a probabilidade de obter um microestado com energia E no
sorteio . Dessa forma a probabilidade total de se obter um microestado com energia E

é:

P(E)=S(E)p(E)=S(E)exp|—E/(K,T)| . (3.4.3)
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Para que o sorteio seja confiavel, deve-se escolher um gerador de numeros

aleatérios de forma a obter uma distribuicao uniforme, nao correlacionada, isto é:

S(E)=S(E") , (3.4.4)
para todos os valores de E. Como ja discutido na secdao anterior, geradores que
obedecam rigorosamente a equacao (3.4.4) é dispendioso, portanto deve-se utilizar

um gerador que se aproxime ao maximo da equacao (3.4.4).

1 TR L 0TaF:1110) 1 1 1o J S 53 Tendo uma
probabilidade de sorteio que obedeca a equacado (3.4.4), entdo o principio do balanco

detalhado expresso pela equacao (3.3.7) fica:

I . =exp|—(E'-E)/(K,T)| . (3.4.5)
A peso de transicao de um estado com energia E para um estado com energia E'

é dado pela equacao (3.4.5).
O procedimento do algoritmo de Metropolis é descrito como se segue [20,27]:

1. Sorteia-se um microestado de origem 6 e um

microestado de destino y .

2. Se a energia do microestado y for menor do
que a do microestado 6 aceita-se y como a nova

configuracao.
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3. Se a energia do microestado y for maior do

que a do microestado & aceita-se y com uma
probabilidade dada por P, =min[l,exp(=BAE)] ,

onde AE=E,~E, e B=1/K,T .

4. Compara-se o valor da probabilidade P;s_,, com

o valor de um nimero aleatorio gerado no intervalo entre 0

e 1. Se P, for maior do que o numero aleatério,

aceita-se y , se for menor o sistema permanece em ©

5. Calcula-se as grandezas macroscopicas e guarda-

se os resultados

6. Repete-se os itens 1 a 5 até que as grandezas
macroscopicas cheguem a um equilibrio, isto é, adquiram

um valor estacionario.

7. Calcula-se os valores médios das grandezas
macroscopicas quando o sistema se encontrar no

equilibrio.

O algoritmo de Metropolis representa na verdade um método de Monte Carlo
modificado, pois, ao invés de escolher configuracoes aleatoriamente e pesa-las com o

peso de aceitacdo, gera-se uma amostragem de estados com uma distribuicdo de

52



probabilidade pré-fixadas [27].

3.5 Algoritmo Microcanonico

Como ja dito na secdo anterior, o algoritmo de Metropolis é usado para estudar
sistemas em contato com um banho térmico, ou seja, sistemas no ensemble canonico.
No entanto, como também foi discutido no capitulo 1 e 2, ha situacGes em que o
ensemble canodnico ndo € equivalente ao ensemble microcanonico, o0 comportamento
fisico de um sistema no ensemble candnico pode ser diferente do comportamento
desse mesmo sistema no ensemble microcanonico. Para estudar sistemas
gravitacionais, o ensemble apropriado é o ensemble microcanonico [4], ja que
sistemas gravitacionais encontram-se isolados. Da inequivaléncia dos ensembles
surge a necessidade de ser desenvolvido um algoritmo que simule um sistema
termodinamico isolado, um algoritmos que simule um sistema no ensemble

microcanonico.

O primeiro a propor um algoritmo de Monte Carlo microcanénico foi Creutz

[28]. O algoritmo de Creutz foi desenvolvido para sistemas sem energia cinética e
introduziu um artificio matematico chamado de “demo6nio” com energia E, de

forma que a energia total seja E,,=U(q)+E, . A energia total é constante mas
pode haver troca entre o potencial do sistema e a energia do demonio. Se o demonio

tiver energia suficiente para alterar a configuracdo de um microestado do sistema,
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entdo o microestado € alterado, sendo, mantém-se a configuracdo e, também no caso
em que a configuracdo nao for o estado de menor energia possivel, entdao o sistema
muda a configuracdo e cede energia ao demonio [23]. Este método traz informacGes
importantes sobre estados metaestaveis [12], no entanto tal algoritmo somente pode
ser utilizado para sistemas sem energia cinética, onde as particulas encontram-se bem

localizadas, como uma rede cristalina, por exemplo [23].

Em 1991, J. Ray [30] publicou seu trabalho em que desenvolveu um Método de
Monte Carlo Microcanonico (MMCM) com um procedimento semelhante ao Monte
Carlo de Metropolis, adequando a probabilidade de transicio a distribuicao

microcanonica.

O volume no espaco de fases é:

I'(E,v,N)=C(N)[ d¢™dp'™e©(E-H(p,q)) , (3.5.1)

onde C(N) é uma funcao que representa o numero total de permutacdes possivel de se
realizar com as N particulas do sistema nas configuracdes com energia E, d é a

dimensao do sistema (graus de liberdade) e ® ¢ a funcao degrau de Heaviside.

Seja a funcdo hamiltoniana da forma:

H(p,q)=2. Pi/2m+U(q) (3.5.2)
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Entdo, efetuando a integracdo nos momentos de modo analogo ao que esta

demosntrado na secao 2.2, no capitulo 2 - equacgoes (2.2.1) a (2.2.12) - tém-se que:

I['(E,V,N)=C'(N)[ dq™(E-U(q))"""@(E-U(q)) , (3.5.3a)

e a funcao microcanodnica de particao:

Q(E,V,N)=(8I'18E), ,=C'(N)[ dg"™(E-U(q))""” " O(E-U(q)) . (3.5.3b)

Portanto, a probabilidade de se encontrar o estado com energia E é:

P(E)=(E-U(q))"* @ (E-U(q)) , (3.5.4)

e o principio do balanco detalhado leva a seguinte relacao:

o, ..=0(E-U(q)(E-U(q)I(E-U(q)""* ™" . (3.5.5)

(q—q)

A transicdo é aceita com probabilidade P(q—q')=min |1, 11 (qqq')] )

Falta agora determinar como obter a curva caldrica utilizando este método. Da

definicdo de Boltzmann para a entropia:

S(E,V,N)=k,InQ(E,V,N) | (3.5.6)

A temperatura € dada por:

1/T=0S(E,V,N)/0E (3.5.7)

1T=(k,/Q)(0 QIOE) (3.5.8)

b
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a derivada parcial na equacao (3.5.8) é dada por:

0QIOE=C(N)[ dg™[(dN)2][E-U(q)]'™"**@(E-U(q) , (359)

Substituindo (3.5.3b) e (3.5.9) em (3.5.8) a relacdo para a temperatura é:

3:(ka)_1:dN/2(<K_1>) (3.5.10)

b

Ou:

T=[2/(dNK,)] < K > . (3.5.11)
O procedimento do algoritmo de Monte Carlo Microcanonico é descrito como

se segue [30]:

1. Sorteia-se um microestado de origem 6 e um

microestado de destino y .

2. Calcula-se a energia cinética do sistema na configuracao

y e na configuracdo ¢ pela diferenca entre a energia

total do sistema e a energia potencial total( K=E- Z Vi ).
L,J

3. Aceita-se y como a nova configuracdo com uma

probabilidade
Ps_,,=min[1,0(K (q@")[(K(q")(K(q)™"*™"] , onde
K(q') ¢é a energia cinética do sistema no estado y e

K(gq') noestado & .
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4. Compara-se o valor da probabilidade P(;_,) com o valor

de um numero aleatorio gerado no intervalo entre 0 e 1. Se

P(s_,) for maior do que o nimero aleatério, aceita-se y ,

se for menor o sistema permanece em 0

5. Calcula-se as grandezas macroscopicas e guarda-se 0s

resultados.

6. Repete-se os itens 1 a 5 até que as grandezas
macroscopicas cheguem ao equilibrio, isto é, adquiram um

valor estacionario.

7. Calcula-se os valores médios das grandezas

macroscopicas quando o sistema se encontras no equilibrio.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentarei os resultados do modelo SGR obtidos nas
simulacGes de Monte Carlo Microcandnico. A introducdao do potencial de particula
dura muda o comportamento das propriedades termodinamicas em relacao aquele
observado com o anel preenchido com particulas penetraveis. Na verdade, a
introducdo das particulas do tipo esfera rigida representa melhor a situacdo de
equilibrio do virial para forcas gravitacionais do que quando o potencial é
regularizado pelo parametro de softening, isso porque a introducdao do potencial de
particula rigida possui dois regimes, um regime de altas energias, e outro de baixas
energias, este com calor especifico negativo e constante. Outro resultado interessante
é a distribuicdo das particulas no anel que, ao contrario do que é observado quando se
utiliza o softening, ndo formam um unico nucleo denso (distribuicdo andloga a
distribuicdo ferromagnética), mas varios aglomerados de particulas (distribuicao

analoga a distribuicdo antiferromagnética).

As simulacoes foram desenvolvidas em linguagem FORTRAN (consultar
Apéndice A para ver os codigos fonte). Para a analise grafica dos dados obtidos foram

utilizados os programas GRACE e ORIGIN 8.0.
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O Capitulo 4 esta estruturado da seguinte forma: na secao 4.1 discutirei a
convergéncia da SMC do anel auto-gravitante; na secao 4.2 apresentarei os resultados
obtidos para a forma da curva calérica e comparar com a curva caldrica do anel
preenchido com particulas penetraveis; na secao 4.3 mostrarei a dependéncia da
curva calorica com relacdao ao tamanho das particulas e a quantidade de particulas no
anel; na secao 4.4 mostrarei a curva calorica reescalada pelo menor valor de energia
possivel para o sistema e o comportamento da curva com relacdo ao espaco total
ocupado pelas particulas no anel; por fim na secao 4.5 apresentarei os resultados para
o parametro de ordem do anel e histograma da distribuicdao de particulas, bem como
compara-los com os resultados obtidos para o anel preenchido por particulas

penetraveis.

4.1 Convergéncia do MMCM

Os graficos das figuras (4.1.1) e (4.1.2) mostram a convergéncia da
temperatura com relacdo ao numero de vezes que uma transicao aleatoria é testada

pelo Monte Carlo Microcanonico.

Pelo grafico da figura (4.1.1) pode-se perceber que o sistema atinge
rapidamente uma configuracao de equilibrio, aproximadamente 5000 iteracGes sao
necessarias para atingir o equilibrio. Assim, para garantir que o sistema se encontrava
no equilibrio, os valores das grandezas para o calculo das médias foram tomadas a

partir de 50000 iteracoes.
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Figura (4.1.1) — Grafico mostrando a convergéncia da simulacdo de MMCM no tempo

Os graficos da figura (4.1.2) mostram a relacdo da convergéncia da temperatura
com o numero de particulas. Quanto maior o numero de particulas, menores sao as
oscilacoes da temperatura. Dessa maneira, o desvio padrdao do valor médio da
temperatura diminui com o aumento do nimero de particulas e melhora a estatistica

da simulacao.
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Figura (4.1.2a) — Convergéncia do MMCM no tempo para 5000 células e 200 particulas
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Figura (4.1.2b) — Convergéncia do MMCM no tempo para 5000 células e 300 particulas
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Figura (4.1.2c) — Convergéncia do MMCM no tempo para 5000 células e 500 particulas

4.2 Comparacao entre Curvas Caloricas para Particulas Penetraveis e

Particulas Rigidas

O grafico da figura (4.2.1) mostra a curva calorica obtida pela simulagao
para o caso de particulas penetraveis. O resultado mostrado é consistente com 0s
resultados obtidos por Padmanabhan [4], Sota et al. [5] e Ruffo et al. [6] mostrado no
primeiro grafico da figura (2.3.1), isso mostra que o algoritmo da simulacao funciona

corretamente.
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Figura (4.2.1) — Resultado da Simulagdo de Monte Carlo Microcandnico para o modelo SGR com

particulas penetraveis

Para particulas penetraveis, o modelo SGR apresenta trés regimes: regime
colapsado, regime halo e regime gas [5]. O regime colapsado é o regime a baixas
energias ( U<U, ), altamente inomogéneo, com calor especifico positivo, onde a
maior parte das particulas encontram-se colapsadas em um aglomerado denso [5]. O

regime halo é caracterizado por um regime de energias intermediarias ( U.<U<U, ),

[°

uma menor inomogeneidade e calor especifico negativo [5]. E o regime gas

(°

caracterizado por um regime de altas energias ( U=U, ) e o calor especifico
positivo e constante além de ser uma regime com uma distribuicao homogénea de
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particulas no anel. Neste regime a energia do sistema é grande em comparacdo a
energia potencial gravitacional do sistema [4] e, assim, as particulas se movem

livremente sem formar aglomerados [5].
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Figura (4.2.2) — Resultado da Simulacao de Monte Carlo Microcanonico para o model SGR com

particulas rigidas.

O gréafico da figura (4.2.2), mostra o resultado da simulagdo quando as
particulas do sistema sdo rigidas. A introducdo das particulas rigidas é rapidamente
notada, pois permite somente a existéncia de dois regimes: um regime com calor

especifico negativo constante e outro com calor especifico positivo constante. O
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resultado também mostra-se consistente com o resultado obtido por Padmanabhan

[4], mostrado no segundo grafico da figura (2.3.1).

A presenca do regime com calor especifico positivo a baixas energias é
removida. E esse regime foi apontada por Sota et al. [5] como sendo, realmente,
devido ao corte no potencial exercido pelo parametro de softening, sem o qual as

particulas cairiam na singularidade do potencial.

,

E importante notar que para os dois casos (particulas penetraveis e rigidas) o
sistema possui um regime com calor especifico positivo constante para altas energias.
Este regime para particulas rigidas equivale ao regime gas para particulas
penetraveis. As particulas se movem livremente sem formar aglomerados e a energia

do sistema é muito maior do que a energia potencial gravitacional.

O regime com calor especifico negativo a baixas energias representa o
equilibrio do virial para forcas gravitacionais, discutido no capitulo 2. Sistemas com
interacOes gravitacionais no equilibrio do virial tém calor especifico negativo e
constante - equacgoes (2.1.14) e (2.1.15). Por este motivo o modelo com a introducao
das particulas rigidas representa as propriedades intrinsecas da gravidade e sem a
necessidade da introducdo de parametros arbitrarios como o parametro de softening e
sim com a introducdao de um parametro menos arbitrario que é o tamanho das

particulas.
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4.3 Dependéncia da curva calorica com relacio a quantidade de células e

particulas do sistema

O grafico mostrado na figura (4.3.1) mostra a dependéncia da curva calorica
com a quantidade de particulas do sistema. Esse grafico mostra o que ja foi discutido
na secdo 4.1, o numero de particulas ndao altera o valor médio da temperatura,
somente melhora a estatistica do sistema, isto é, a temperatura é uma grandeza
intensivo com relacdo ao niumero de particulas. As curvas caléricas sdo exatamente as
mesmas para quantidade de particulas diferentes. Uma vez que a temperatura do

sistema € um parametro intensivo, esse resultado é consistente com a teoria.
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Figura (4.3.1) — Dependéncia da curva calérica com o niimero de particulas no anel
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O grafico da figura (4.3.2) mostra a dependéncia da curva calérica com relagao
ao tamanho das particulas do anel. O comprimento do anel unitario é fixo e igual a

2m, mas o numero de células pode variar. O tamanho de cada célula é dado por:

L=2m/N, , (4.3.1)

onde N, é o numero de células do anel. Como cada célula s6 pode abrigar uma

particula, entdo o tamanho da célula é o tamanho da particula.

A medida que o tamanho das particulas diminuem, para uma quantidade fixa
de particulas, diminui-se o espaco ocupado no anel. Como ha um espaco vazio maior
no anel para as particulas ocuparem, entdo as particulas ficam mais uniformemente
distribuidas e o regime gas € atingido para energias menores. Isto causa o

deslocamento observado nas curvas caldricas do grafico da figura (4.3.2).

Deve-se notar também que, a medida que o tamanho das particulas diminui,
elas podem se aproximar mais uma das outras. Por consequéncia, o menor valor de
energia possivel para o sistema (quando todas as particulas estivessem juntas, uma ao
lado da outra) decresce quando as particulas diminuem de tamanho. Assim, uma
melhor andlise seria reescalar a energia em relacdao ao valor absoluto do menor valor

de energia possivel para o anel:

E'=EI|E

min| > (4.3.2)

onde E,;, é o menor valor de energia possivel para o sistema. Dessa maneira, a

energia reescalada seria o valor relativo da energia com relagdo ao menor valor de
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energia possivel. O menor valor possivel para a energia reescalada é de -1

(adimensional) para qualquer configuracdao de parametros.
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Figura (4.3.2) — Dependéncia da curva calorica com o nimero de células no anel
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4.4  Dependéncia da curva caldrica reescalada com relacao ao espaco ocupado

no anel

Ao obter os graficos reescalados, obtivemos que o parametro que modificava a
curva calorica ndo era mais a quantidade de células do sistema (ou o tamanho das
particulas), mas sim a razdao numero de particulas por numero de células, como é
possivel notar nos graficos das figuras (4.4.1a), (4.4.1b) e (4.4.1c). Essa razao entre o
nimero de particulas e o nimero de células do sistema representa a razao do espaco

ocupado no anel pelo espaco total do anel e é chamada de ocupacao relativa do anel.

O espaco ocupado por particulas é:

S=NL . (4.4.1)

Substituindo o valor da equacao (4.3.1) na relacdo acima, ficamos com

S=2m N/N, . (4.4.2)

Como a circuferéncia total do anel (C ) é 2m, entdo:

p=SIC=NIN, | (4.4.3)
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p € aocupacao relativa do anel.

Curva Calorica

25% de ocupacao do anel

2 . I . I :
g *
" + 1600 Celulas 400 Particulas o
0.3 $E = 2000 Celulas 500 Particulas % o
2 Jak * 2800 Celulas 700 Particulas i
- : > i E . *
L s i
i T
il + g e
E 0.2 - o
g- i :g n g
E L oo¥ Fowig
= O : ¥
L o % ;
A ] L3
QL= i g "
ok, g
- - & =l : *
L *x
o s
: % - R
0= | L | 1 | I |
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2
Energia
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Figura (4.4.1b) — Curva caldrica reescalada para 50% do anel preenchido
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Figura (4.4.1c) — Curva caldrica reescalada para 75% do anel preenchido

Na figura (4.4.2) é possivel ver a dependéncia da curva calérica com relacdo a
ocupacado relativa do anel. Quanto mais preenchido o anel esta, o regime homogéneo
é atingido para menores valores de energia comparados ao menor valor de energia
possivel. Isso até que para uma determinada ocupacao, o regime com calor especifico
negativo esta ausente. Este resultado é explicado pelo fato de que, quanto mais
ocupado o anel estd, as particulas estdo mais uniformemente distribuidas no anel e,
assim, o regime gas é atingido para valores menores de energia. Na figura (4.4.3) é

possivel ver o grafico da energia relativa de transicdao pela ocupacao relativa do anel.
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O resultado do grafico da figura (4.4.2) é consistente com o equilibrio do virial,

em que a temperatura reescalada fica da forma:

(4.4.4)

b

Em,,n:(1/N)ZI_V: L'=N/L=—(Np)/(21m)

T'=T/|(E,)|c—2m/S=—1/p (4.4.5)

min ’

onde P ¢ a ocupacao relativa do anel. Assim, no regime com calor especifico
negativo, quanto mais preenchido o anel esta, menor deve ser sua temperatura, isso é

observado no grafico da figura (4.4.2).
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Figura (4.4.2) — Dependéncia da curva calorica com relagdao a ocupacao relativa do anel
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Energia de Transicao X Densidade
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Figura (4.4.3) — Grafico mostrando a dependéncia da energia de transi¢ao de regime com relacdo ao

espaco relativo ocupado no anel

O grafico da figura (4.4.4) foi feito com uma maior resolucao de pontos na
regido da transicdo de regime. E possivel verificar que, ao invés de um formato de
quina ou salto de temperatura o qual a curva calorica parece ter nos outros graficos, o
formato da curva é continuo e diferenciavel. Este grafico mostra que se ai houver
uma transicdo de fase, essa seria uma transicdo de fase continua e ndao de primeira

ordem.
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Temperatura X Energia
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Figura (4.4.4) — Curva caldrica com maior resolucao de pontos, mostrando uma possivel transicao

de fase de segunda ordem

4.5 Parametro de ordem

Antes de apresentar e discutir os resultados é necessario definir qual é grandeza
que desempenha o papel de parametro de ordem para o modelo SGR. O parametro de
ordem para o modelo SGR é comumente chamado na literatura de “magnetizacao”
em analogia aos modelo magnéticos [1,6,31]. A “magnetizacao” M para o modelo
SGR indica se ha alguma parte do anel onde as particulas estdo concentradas
assimetricamente em relacdo ao resto do anel, isto é, quando a distribuicao de

particulas no anel é homogénea.
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Por definicdo, o parametro de ordem é:

M= <sen0>* + < cos 0>>

A figura (4.5.1) mostra o resultado obtido pelo programa para o caso de

particulas penetraveis. O resultado concorda com aqueles previamente obtidos por

Tatekawa et al. [5,6] mostrando o regime colapsado, que é altamente inhomogéneo e

colapsado em um aglomerado de particulas, seguida por uma transicao de regime e

em seguida o regime gas que é homogéneo.

0.8

=
=)

Magnetizaco
=
=

0,2
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Figura (4.5.1) - “Magnetizacao” em funcdo da energia para o caso de particulas penetraveis, com o

parametro de softening 10~
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A figura (4.5.2) mostra a “magnetizacao” em funcdo da energia para o caso de
particulas rigidas. A introducdo das particulas rigidas é rapidamente notada, pois ao
introduzi-las ocorre uma mudanca em como as particulas se distribuem no anel. Ao
invés de se distribuirem de maneira inhomogénea, as particulas se distribuem de
maneira homogénea para qualquer um dos regimes observados na curva calérica,
com excecdo do menor valor de energia possivel para o sistema. A figura (4.5.3) e
(4.5.4) mostram a forma como as particulas se distribuem no anel para o regime de

energia que representa o equilibrio do virial para sistemas gravitacionais.

As figuras (4.5.3) e (4.5.4) mostram o histograma da distribuicdo das particulas
no anel para os casos de particulas impenetraveis e penetraveis respectivamente.
Conforme o histograma da figura (4.5.3), o que ocorre para as particulas rigidas é que
as particulas formam varios aglomerados envolvidos por particulas halo que
evaporam dos aglomerados, ao invés do que ocorre para as particulas penetraveis,
situacdo em que as particulas formam um tnico aglomerado denso envolvido por
particulas halo que evaporam desse aglomerado, conforme pode-se verifica pela
figura (4.5.4). A figura (4.5.5) e (4.5.6) mostram ilustracoes de configuracGes de
equilibrio para o regime com calor especifico negativo para o caso de particulas

rigidas e de particulas penetraveis respectivamente.

Uma possivel explicacdo para tais resultados é que ocorre a formacdo de uma
distribucdo analoga a distribuicdao antiferromagnética, na qual estados homogéneos

sdao estaveis para todos os valores de energia e exibem a formagao de varios nucleos,
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S. Ruffo [4] et al. apud T. Dauxois et al. [32-35].
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Figura (4.5.2) - “Magnetizacdo” em fun¢do da energia para o caso com particulas rigidas. Estados

homogéneos sdo estaveis para todas as energias
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Histograma da Distribuicao do Anel
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Figura (4.5.3) — Histograma da distribucao de particulas no anel preenchido por particulas rigidas.
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Histograma Da Distribuicao
Anel com particulas penetraveis
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Figura (4.5.4) — Histograma da distribu¢dao de particulas no anel preenchido por particulas

penetraveis.
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Figura (4.5.5) — Ilustracdo que mostra uma distribuicdo de equilibrio para o regime de energia com

calor especifico negativo para o caso de particulas rigidas. E possivel notar a formacdo de vérios
aglomerados.
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Figura (4.5.6) — Ilustracao que mostra uma distribuicao de equilibrio para o regime de energia com

calor especifico negativo para o caso de articulas penetraveis. Ha somente a formacdo de um
algomerado denso a direita.
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Conclusoes

Apos as analises dos dados gerados nas simulagdes usando o MMCM para o
modelo SGR encontramos resultados interessantes acerca do comportamento de

sistemas que interagem exclusivamente por forcas de longo alcance.

A substituicdo das particulas penetraveis, que usualmente sdo usadas nesse
modelo, por particulas impenetraveis é rapidamente notada, pois altera o formato da
curva calérica. O regime de enrgia com calor especifico positivo a baixas energias é
removida, e, essa fase é, de fato, gerada pela regularizdo do potencial para curtas
distancias (parametro de softening). Para o sistema estudado, ha dois regimes de
energia: um regime de aglomerados com calor especifico negativo e constante e um
regime gas com calor especifico positivo e constante. O modelo SGR com particulas
impenetraveis também representa bem o comportamento de sistemas no equilibrio do
viral para forcas de longo alcance por ter um regime com calor especifico negativo e

constante.

Para entender a dependéncia da curva caldrica com relacdo ao tamanho das
particulas diminuimos o tamanho dessas. Ao fazer isto o espago vazio no interior do
anel aumenta, dessa maneira as particulas ficam mais uniformemente distribuidas e o

regime gas € atingido para valores menores de energia. Entretanto, reduzindo o
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tamanho das particulas, diminimos também o valor do estado fundamental de energia
para o sistema, portanto, este resultado ndo servia, comparativamente, para
determinar qual sistema atingia o regime gas mais rapidamente. Para essa analise
reescalamos a funcao hamiltoniana e a energia pelo menor valor de energia possivel

para o sistema.

Ao reescalarmos a energia do sistema, notamos que ndo mais o tamanho das
particulas alterava a curva caldrica, mas sim o espaco relativo ocupado pelas
particulas no sistema. Quanto mais preenchido estava o anel, o regime gas era
atingido para valores menores de energia, até o ponto em que o anel estivesse
totalmente ocupado e o regime de aglomerados desaparecesse. O resultado é
consistente, pois nessa condicdo, menos espaco ha para as particulas transitarem,

entdo, mais facilmente elas ficam distribuidas uniformemente no anel.

Outro resultado interessante obtido foi que a possivel transicdo de fase entre o
regime aglomerado e o regime gas seria uma transi¢do continua, pois ndo ocorre de

maneira abrupta, mas de forma suave, continua e diferenciavel.

Estudamos também o parametro de ordem para o SGR. Com o mesmo
programa obtivemos os resultados previamente obtidos por Tatekawa et al. [5, 6], nos
quais ha uma fase inhomogénea caracterizada pela formacao de um aglomerado no
anel (core) e algumas particulas que evaporam do anel (halo) e uma fase homogénea

na qual as particulas de distribuem uniformemente pelo anel. Para o modelo com
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particulas rigidas, o que ocorre é a formacao de um unico aglomerado para o menor
valor de energia possivel para o sistema e a formacao de varios aglomerados que se
distribuem uniformemente pelo anel para os outros valores de energia até a energia de
transicdo, na qual as particulas se distribuem uniformemente no anel e ndao mais por

aglomerados.

Uma possivel explicacdo para o comportamento do SGR com particulas
impenetraveis é que ocorre uma distribuicdo analoga a uma distribucao
antiferromagnética do modelo HMF (Hamiltoniano de Campo Médio), em que o0s

estados homogeéneos sdo estaveis para todas as energias [32-35].

Para o futuro investigarei: (i) um melhor estudo sobre o parametro de ordem do
sistema, (ii) o motivo que leva o sistema se distribuir uniformemente em aglomerados
ao introduzir particulas impenetraveis, (iii) estudar outras propriedades
termodinamicas do SGR como a compressibilidade, (iv) estudar o comportamento do
sistema ao alterar a geometria do modelo, como por exemplo ao invés de estudar

particulas auto-gravitantes no anel, estuda-las em uma linha infinita, ou finita.
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Apéndice A

Cadigo fonte do MMCM para o modelo SGR

PROGRAM SGR

Sl sfe sfe sfe sk ke S sfe sfe sfe ok e sfe sfe sfe sfe ok S sfe sfe sfe sfe ke S she sfe sfe s e sfe sfe sfe sfe ok S sfe sfe sfe sfe ok S sfe sfe sfe sfe e sfe sfe sfe sfe ok e sfe sfe sfe s sk ke e

sk
Universidade de Brasilia - UnB *
Instituto de Fisica - IF/UnB *
Programa criado por Jodo Marcos B. S. Maciel *
Data de Criagao: 21/12/2009 *
Ultima modificacdo: 23/01/2011 *
%k
*
3k

Email para contato: jmarcosmaciel@gmail.com

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
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! !
! !declaracdo das variaveis !
! !
FELLL T L T L T T T

IMPLICIT NONE

INTEGER*8 CEL, NCEL, NPART, LOCATION, UCOUNT
INTEGER*8 CTRLSEED, INTERAC, ICOUNT, imat, PONTOS
REAL*8 EV, EKin, ETOT, RESOLUCAO

REAL*8 POTINI, U, TEMPERATURA, TMED

DIMENSION CEL(1000), LOCATION (500)

DIMENSION TEMPERATURA(10000)

PARAMETER (NCEL=1000, NPART=500, PONTOS=150)
PARAMETER (INTERAC=60000, RESOLUCAO=0.00002)

TVRRRLEEr e e e e e e e e e e e e e e e e e errrreeeennn

ICEL representa a matriz de ocupacgao das células, binaria pode ter !

lvalores entre O e 1, O - vazia, 1- ocupada !
ILOCATION representa a matriz de localizacdo das particulas !
INPART e NCEL representam o numero de particula e de células !
'EKin a energia cinética por particula, EV energia potencial !
ITMED temperatura média para uma dada energia !
'PONTOS quantidade total de pontos no grafico TempXU !
'RESOLUCAQO intervalo entre os ponto no grafico TempXU !
IINTERAC nimero de vezes que o monte carlo deve ser testado !

IPOTINI menor valor para energia potencial !
P T L
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C*************************************************************************

C*************************************************************************

larquivo onde sera impresso o resultado
OPEN(UNIT=8, FILE="99_6.dat', STATUS= "UNKNOWN")

linicia as matrizes
CALL INICIAR(NCEL,NPART,LOCATION,CEL)

Icalcula o menor potencial possivel para o sistema
CALL ENERGIAPOT(LOCATION,NPART,NCEL,POTINI)
POTINI=ABS(POTINI)

!determina quantos pontos de energia o grafico tera
DO UCOUNT=1, PONTOS

Icalcula o potencial para o sistema na configuracgdo inicial
CALL ENERGIAPOT (LOCATION, NPART, NCEL, EV)

lenergia interna e pontecial renormalizados
U= -1+ ((Ucount-1)*RESOLUCAOQO)
EV=EV/POTINI

lexecuta o Monte Carlo um numero muito grande de vezes
DO ICOUNT=1, INTERAC

CTRLSEED=ICOUNT !evita que icount seja modificado na subrotina
ETOT=U !evita que U seja modificado na subrotina

Isubrotina que testa monte carlo e executa ou ndo a transicao
CALL TRANSICAO(EV,LOCATION,CEL,NPART,NCEL,ETOT,CTRLSEED,POTINI)

Ipara o sistema estabilizado préximo a configuracao de equilibrio
Icoleta-se as temperaturas para tomar as médias
IF (ICOUNT.GT.50000) THEN
imat=ICOUNT-49999
EKin=U-EV
TEMPERATURA (imat)= ABS(2*EKin)
ENDIF

ENDDO
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!Subrotina que calcula as médias das grandezas
CALL MEDIAS (INTERAC, TEMPERATURA, TMED)

limprime os resultados
WRITE (*,*) UCOUNT," U," ', TMED
WRITE (8,%) U," ', TMED

ENDDO

CLOSE (UNIT=8)
END

C**************************************************************************

C**************************************************************************

TEVRRRLE e e e e e e e e e e e e eeeeerrrennngd
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linicializa as matrizes
SUBROUTINE INICIAR(NCEL, NPART, LOCATION, CEL)

lvariaveis da subrotina iniciar
IMPLICIT NONE
INTEGER*8 I, NPART, NCEL, G
INTEGER*8 LOCATION, CEL
DIMENSION location(Npart), Cel (NCEL)

Icodigo da subrotina iniciar

!zera a matriz cel por completo
DO I=1, NCEL

CEL()=0
ENDDO
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linicializa as matrizes
DO I=1, NPART

laloca as particulas uma ao lado da outra
LOCATION(I)=1

locupa a matriz de ocupacao
G=Location(I)
CEL(G)=1

ENDDO

RETURN
END
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Isubrotina que testa o monte carlo

SUBROUTINE TRANSICAO(VPOST,LOCATION,CEL,NPART,NCEL,U,COUNTER,REN)

Ideclaracao de variaveis da subrotina transicao

IMPLICIT NONE

INTEGER*8 I,P,Q,R, NPART, NCEL, SEED, COUNTER
INTEGER*8 LOCATION, CEL

REAL*8 W, U, VANT, VPOST, POTIA, POTIP, KANT, KPOST
REAL*8 ALEAT, RANDO, PROBABILIDADE, PESO, REN
DIMENSION CEL(NCEL), LOCATION(NPART)

TVRRREEr e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e g

!'I - particula a sofrer a transicao e q sua posicao no anel

! P - sitio destino da transicao e r sua ocupacao (vazio ou cheio)

! KANT, VANT - energias cinetica e potencial das configuracdes anteriores

! KPOST, VPOST - energias cineticas e potencial das configuragdes posteriores

! POTIA, POTIP - energia potencial devido a particula i na configura¢Ges anterior e posterior
! SEED - semente periodica para o gerador de nimeros aleatorios

! REN - menor valor de energia potencial possivel para a renormalizacao

! W - mudanca na entropia local devido a troca de configuracdes

IPESO - peso estatistico associado a transi¢ao

'PROBABILIDADE - numero aleatorio entre O e 1 a ser comparado ao peso
LT L T T
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lcédigo da subrotina transicao

Icria uma semente periddica tipo dente de serra
SEED= MOD(COUNTER,200)+1

lescolhe a particula a sofrer a transicdo
CALL GERADOR(SEED,ALEAT)
I=INT((NPART*ALEAT)+1)
Q=LOCATION(I)

lescolhe o destino da transicdao
CALL GERADOR(SEED,RANDO)
P=INT((NCEL*RANDO)+1)
R=CEL(P)

Ise a celula estiver ocupa nao ocorre a transicado (efeito hardcore)
IF(R.EQ.1) THEN

LOCATION(I)=Q

CEL(Q)=1
ENDIF
Ise a célula ndo estiver ocupada pode ocorrer a transicao
IF(R.EQ.0) THEN

Icalcula a interacdo da particula i no estado anterior
CALL POTPARCIAL(LOCATION,NPART,NCEL,POTIA,ILREN)

laloca a particula no sitio p
LOCATION(I)=P

Icalcula a interacdo da particula i no sitio de destino
CALL POTPARCIAL(LOCATION,NPART,NCEL,POTIP,I,REN)

VANT=VPOST

C Para agilizar o processo computaciona calcula-se o potencial total posterior diminuindo o
C potencial da particula i no estado anterior e adicionando o potencial da particula i no estado
C posterior

Icalcula o potencial posterior a transi¢ao
VPOST= VANT - POTIA +POTIP

Icalcula as energias cinéticas da transicao
KPOST=U-VPOST
KANT=U-VANT
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Icalcula o peso estatistico associado a transi¢ao
W= (NPART/2.0)*LOG(KPOST/KANT)
PESO= 1/(1+EXP(W))

ltesta monte carlo
CALL GERADOR(SEED,PROBABILIDADE)

Ise 0 peso estatistico da transicdo for maior que um numero
laleatorio ocorre a transicao

IF(PESO.GT.PROBABILIDADE) THEN
LOCATION(I)=P
CEL(P)=1
CEL(Q)=0

ENDIF

!se for menor a particula permanece onde estava
I[F(PESO.LE.PROBABILIDADE) THEN
LOCATION(I)=Q

CEL(Q)=1
CEL(P)=0
VPOST=VANT
ENDIF
ENDIF
RETURN

END
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C sobrotina que calcula a energia potencial total do sistema

SUBROUTINE ENERGIAPOT(LOCATION,NPART,NCEL,POTENCIAL)

! declaragdo de variaveis da subrotina energiapot

IMPLICIT NONE
INTEGER*8 I, J, NPART, NCEL, LOCATION
REAL*8 BC, PI, POTENCIAL, TAM, M, N, R,ALP
REAL*8 EV
DIMENSION EV(NPART,NPART)
DIMENSION LOCATION(NPART)
PARAMETER (BC=0.7071, PI=3.1416)
PARAMETER (ALP=-0.5, R=1)
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! TAM - representa a distancia angular minima entre 2 sitios
! POTENCIAL - energia potencial total do sistema

! EV(LJ) - potencial de interacdo entre as particulasie j

! BC=1/SQRT(2), PI é o numero Tt

! ALP - o expoente de decaimento do potencial

I R- oraio do anel
S R R T T R L TR T R A AR A

! cddigo da subrotina

!define o a distancia minima entre 2 sitios (circum/ncel)
TAM=(2*PI)/(NCEL*1.0)

Icalculo do potencial
POTENCIAL=0

DO I= 1, NPART
DO J=1, NPART

IF (ILNE.J) THEN
Ipassa os valores location i e j para reais
M= LOCATION(I)*(1.0)
N=LOCATION@J)*(1.0)
Ipotencial de interacao entre as particulas no circulo
EV(L,J)=-(BC/R)*((1- COS(TAM*(M-N)))**(ALP))/NPART*NPART

ENDIF

levita que se conte interacdo da particula com ela mesma
IF (LEQ.J) THEN
EV(LJ))=0
ENDIF

Isoma os potenciais de interacao de pares
POTENCIAL= POTENCIAL+ EV(L,J)

ENDDO
ENDDO

lelimina a dupla contagem
POTENCIAL=POTENCIAL/2

RETURN
END
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Icalcula o potencial de interacao da particula i no sistema
SUBROUTINE POTPARCIAL(LOCATION,NPART,NCEL,POTENCIAL,LINICIAL)

lvariaveis da subrotina potparcial
IMPLICIT NONE
INTEGER*8 [, J, NPART, LOCATION, NCEL
REAL*8 M, N, B1, PI, POTENCIAL, TAM, INICIAL, R, ALP
REAL*8 EV
DIMENSION EV(NPART)
DIMENSION LOCATION (NPART)
PARAMETER (B1=0.7071, PI=3.1416)
PARAMETER (alp=-0.5, R=1)
! TAM - representa a distancia angular minima entre 2 sitios
! POTENCIAL - energia potencial total do sistema
' EV(J) - potencial de interacao entre as particulas i com a j
IINICIAL - representa o menor valor de energia potencial para o sistema , para a
renormalizagao
! BC=1/SQRT(2), PI é o numero Tt
' ALP - o expoente de decaimento do potencial
! R- oraio do anel

TAM=(2*PI)/(NCEL*1.0)

Inesta subrotina matem-se i fixo e varia-se j
lo comando abaixo passa o valor location(i) para real
N=(1.0)*LOCATION(I)

POTENCIAL=0
DO J=1, NPART
IF (J.NE.I) THEN
Iprocesso idem a subrotina energiapot
M= (1.0)*LOCATION(J)
EV(J)=-(B1/R)*((1- COS(TAM*(M-N)))**(ALP))/(NPART*NPART)
ENDIF

IF (J.EQ.I) THEN
EV(J)=0
ENDIF

!diferente da subrotina energiapot
laqui o valor do potencial é renormalizado pelo menor potencial possivel para o sistema

POTENCIAL= POTENCIAL + EV(J)/INICIAL
ENDDO

RETURN
END
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Isubrotina que calcula as médias do sistema
SUBROUTINE MEDIAS (INTERAC, TEMPERATURA, TMEDIA)

lvariaveis da subrotina medias
IMPLICIT NONE
INTEGER*8 SELECAQO, CONTROL, J, INTERAC,imat
REAL*8 SOMAT, JREAL, TPT, TMEDIA
REAL*8 TEMPERATURA (10000)

ISELECAO determina quais configuracoes entrarao no calculo das média s
ISOMAT soma das temperaturas de todas as confguracoes selecionadas

!J E JREAL contam quanto elementos foram somados em somat
ITMEDIA é a temperatura media da dada energia

! codigo da subrotina

SOMAT=0

J=0

DO CONTROL=50000, INTERAC
imat=control-49999

SELECAO=mod(control,66)

IF (SELECAO.EQ.0) THEN
TPT= TEMPERATURA (imat)
SOMAT= SOMAT + TPT
J=J+1

ENDIF

ENDDO

JREAL=J*1.0

TMEDIA = SOMAT/JREAL
END
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!

gerador de nimeros aleatério - numerical recipes in fortran 77
SRR R AR AR s R AR n A A A anaanis

SUBROUTINE GERADOR(IDUM, ALEATORIO)

INTEGER*8 IDUM,IM1,IM2,IMM1,IA1,1A2,1Q1,IQ2,IR1,IR2,NTAB,NDIV
REAL*8 ALEATORIO,AM,EPS,RNMX
PARAMETER (IM1=2147483563,IM2=2147483399,AM=1.0/IM1,IMM1=IM1-1)
PARAMETER (IA1=40014,1A2=40692,1Q1=53668,1Q2=52774,IR1=12211)
PARAMETER (IR2=3791,NTAB=32,NDIV=1+IMM1/NTAB,EPS=1.2E-7)
PARAMETER (RNMX=1.0-EPS)

INTEGER IDUM2,J,K,IV(NTAB),IY

SAVE IV]1Y,IDUM2
DATA IDUM2/123456789/, IV/INTAB*0/, IY/0/

IF (IDUM .LE. 0) THEN
IDUM = MAX(-IDUM, 1)

IDUM?2 = IDUM
DO J = NTAB+8, 1, -1
K = IDUM/IQ1
IDUM = IA1*(IDUM-K*IQ1)-K*IR1
IF (IDUM.LT.0) IDUM = IDUM+IM1
IF (J.LE.NTAB) IV(J) = IDUM
END DO
IY = IV(1)
END IF
K = IDUM/IQ1
IDUM = IA1*(IDUM-K*IQ1)-K*IR1
IF (IDUM.LT.0) IDUM=IDUM+IM1
K = IDUM2/IQ2
IDUM?2 = IA2*(IDUM2-K*1Q2)-K*IR2
IF (IDUM2.LT.0) IDUM2=IDUM2+IM2
J = 1+IY/NDIV
1Y = IV(J)-IDUM2
IV(J) = IDUM
IF (IY.LT.1) IY=IY+IMM]1
ALEATORIO = MIN(AM*IY,RNMX)
RETURN
END
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