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Resumo

O nosso objetivo principal nesta tese consiste em estudar as propriedades de baixa ener-
gia do modelo de Hubbard bidimensional (2d) levemente fora de uma situagao de banda
semi-cheia sob o ponto de vista do método do grupo de renormalizacao (GR), utilizando a
aproximacao até 2 loops. Vamos desenvolver essa técnica, adaptando-a convenientemente
ao nosso problema de interesse. Como um teste inicial para a nossa abordagem, vamos
aplicar essa metodologia para o modelo de Hubbard unidimensional (1d) que, também,
se encontra fora de uma situacao de banda semi-cheia. Como resultado disso, vamos
mostrar que essa técnica reproduz corretamente a fisica de baixa energia associada ao
sistema e que esse modelo, de fato, é descrito pelo chamado liquido de Luttinger nesse
limite. Em seguida, vamos voltar para o nosso problema 2d. Nesse caso, em um regime
de fraco acoplamento, vamos observar que esse modelo parece ser bem descrito pela teoria
do liquido de Fermi no qual as excitagoes do tipo quasiparticula estao adiabaticamente
conectadas aos elétrons do modelo nao-interagente. Por outro lado, em um regime de aco-
plamento intermediario, vamos argumentar que os nossos resultados sao consistentes com
uma interpretacao de formagao de um estado de liquido de spin isolante (LSI) no sistema
com “gaps” tanto de carga quanto de spin no espectro de excitacao correspondente. Esse
estado seria, portanto, um exemplo interessante de liquido de Nao-Fermi em 2d, uma vez
que ele nao pode ser associado a nenhuma quebra espontanea de simetria continua obtida
a partir das interacoes presentes no modelo. Por conseguinte, ele deve apresentar apenas
um ordenamento de curto alcance. Finalmente, vamos sugerir que esse ultimo resultado
pode ser relevante para o problema da supercondutividade de alta temperatura nos cu-
pratos e que o regime de pseudogap observado nesses sistemas poderia ser interpretado

em termos de um LSI.



Abstract

Our main goal here is to analyze the low-energy properties of the two-dimensional
(2d) Hubbard model slightly away from half-filling from a renormalization group point
of view within the two-loop approximation. We will develop this technique adapting it
conveniently to our problem at hand. As a warm-up test for our approach, we will apply
the same methodology to the one-dimensional (1d) Hubbard model away from half-filling.
As a result, we will show that this technique reproduces correctly the low-energy physics of
the system, and the model is indeed described by the so-called Luttinger liquid. Next, we
move on to the 2d problem. In this latter case, in a weak-coupling regime, we will observe
that this model seems to be well described by Fermi liquid theory with quasiparticles
adiabatically connected to the electrons in the noninteracting case. On the other hand,
in an intermediate interacting regime, we will argue that our results are consistent with
the interpretation of an insulating spin liquid (ISL) formation in the system with gaps
in both charge and spin excitation spectra. This state would be an interesting example
of a Non-Fermi liquid in 2d, since it cannot be associated to any spontaneously broken
continuous symmetry due to the interactions present in the model. Consequently, it
should have only short-range order. Finally, we will suggest that this latter result could
be potentially relevant for describing the physics of the underdoped regime of the high-Tc
cuprate superconductors, and the pseudogap phase observed in these systems could be

interpreted in terms of an ISL.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas eletronicos fortemente correlacionados em baixa dimensionalidade represen-
tam um tema importante atualmente na fisica da matéria condensada tanto tedrica quanto
experimental. Isso porque o entendimento desses sistemas desafiam importantes teorias
que, por sua vez, sao responsaveis por muitos dos avangos tecnologicos vistos ao longo
do século XX. Uma dessas teorias consiste na chamada teoria do liquido de Fermi [1] e
a outra consiste na teoria da quebra espontanea de simetria [2], ambas desenvolvidas,
originalmente, por Landau na década de 50. Durante muito tempo, elas representaram
os dois pilares que forneciam a sustentacao para o entendimento de todos os mecanismos
envolvendo a matéria em seu estado sélido ou liquido. Esse status mudou, principalmente
no final do século XX, com a descoberta de novas classes de materiais que exibem pro-
priedades eletronicas e magnéticas bastante incomuns se comparadas com essas teorias
tradicionais.

Neste capitulo introdutério, vamos descrever alguns desses avangos recentes, principal-
mente do ponto de vista tedrico, para nos prepararmos para a nossa discussao posterior
que sera de natureza mais técnica. Vamos, inicialmente, discutir onde e por que as duas
teorias de Landau falham em alguns sistemas de matéria condensada. Em seguida, va-

mos detalhar um pouco mais a fenomenologia de uma importante classe de materiais e os



1. Introducao

desafios impostos por ela para a correta descricao de suas propriedades. Depois, vamos
descrever, qualitativamente, o instrumento teérico que iremos utilizar ao longo desta tese
que consistird no método do grupo de renormalizacao a fim de atacar alguns aspectos
desse problema. Nesse sentido, vamos também contextualizar apropriadamente essa dis-
cussao dentro de um ponto de vista histérico em que essa técnica foi desenvolvida. Por

fim, definiremos como esta estruturada esta tese de doutorado.

1.1 As duas teorias de Landau e suas falhas em sis-

temas de baixa dimensionalidade

A fisica da matéria condensada tradicional estd, convencionalmente, estruturada em
duas teorias principais cuja origem nos remete a Landau: uma é a teoria do liquido
de Fermi [1] e a outra é a teoria da quebra espontanea de simetria [2]. Essas teorias
combinadas possibilitaram durante muito tempo a descri¢ao de varios sistemas eletronicos
como, por exemplo, os metais, os semicondutores, os supercondutores, os isolantes, entre
varios outros.

A primeira teoria, ou seja, o liquido de Fermi!, estd intimamente ligada com a com-
preensao das propriedades macroscopicas que se manifestam em sistemas interagentes que
vao desde o hélio liquido (He?) até os chamados metais simples tridimensionais (3d) como,
por exemplo, o cobre (Cu) e o ouro (Au). As previsoes dessa teoria ja foram verificadas
em experimentos de altissima precisdo no caso do He® que é um exemplo fortuito de
substancia com alta pureza e perfeita isotropia [4]. No caso dos metais 3d, a dinamica
da estrutura cristalina e a presenca inevitavel de impurezas nesses sistemas mascaram
algumas das propriedades eletronicas mais sensiveis comparativamente com o caso dos

sistemas completamente puros e isotropicos. No entanto, muitas dessas propriedades sao,

'Uma exposi¢ao bastante profunda sobre a teoria do liquido de Fermi est4 dada em [3].
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1. Introducao

felizmente, bastante robustas e nao sao afetadas por essas complicagoes. Entre essas pro-
priedades estao, por exemplo, a existéncia de uma superficie de Fermi bem definida no
espaco dos momentos, um calor especifico proporcional a temperatura, uma densidade
finita de estados de particula tinica em baixas energias, susceptibilidades uniformes de
carga e spin finitas no sistema, entre vérias outras.

Como podemos facilmente observar, essas propriedades descritas acima sao, qualitati-
vamente, as mesmas comparadas com o modelo de um gas de elétrons livres, apesar desses
sistemas mencionados incluirem fortes interagoes entre as particulas. Dessa maneira, a
teoria do liquido de Fermi estabelece que tais sistemas com interagoes podem ser, efetiva-
mente, descritos em termos de um gas de particulas livres no limite de baixa energia. A
essas particulas, da-se o nome de quasiparticulas. Elas estao adiabaticamente conectadas
ao modelo sem interacoes e, por essa razao, tém uma correspondéncia de um para um
com os elétrons livres do sistema. Fisicamente, podemos entender esse cenario devido ao
principio de exclusao de Pauli que reduz drasticamente o espaco de fase disponivel para
os processos de interagdo nesses sistemas. Mesmo assim, essas interagoes alteram (ou,
equivalentemente, renormalizam) quantitativamente algumas das propriedades dinamicas
dessas particulas como, por exemplo, a massa delas, podendo, em algumas situagoes ex-
tremas, aumentar essa quantidade por um fator de mil como occorre nos sistemas de
férmions pesados [5].

A segunda teoria, ou seja, a teoria da quebra espontanea de simetria estd relacio-
nada com possiveis instabilidades no estado do liquido de Fermi que podem induzir uma
transicao de fase para um estado eletronico com um ordenamento de longo alcance e,
portanto, completamente diferente do estado inicial. Essa teoria permite a compreensao
da formagao da maioria dos estados ordenados possiveis em matéria condensada como,
por exemplo, a fase supercondutora nos metais simples, a fase superfluida no caso do He?
e uma variedade de fases ordenadas magneticamente. Como podemos ver, essas duas teo-

rias estao fundamentalmente ligadas de tal maneira que se alguma delas falhar em alguma

11



1. Introducao

situacao fisica, a outra teoria também pode, potencialmente, falhar.

De fato, com a descoberta experimental de vérias classes de materiais extremamente
anisotropicas, ficou claro que uma enormidade de fenomenos exibidos em matéria con-
densada simplesmente nao podem ser descritos por esses dois paradigmas fundamentais.
Isso ocorre, de uma maneira geral, em sistemas que apresentam a propriedade de estarem
definidos efetivamente em um espago com dimensionalidade reduzida (ou seja, d < 3). Es-
ses sistemas sao, convencionalmente, classificados como sendo de baixa dimensionalidade.
O exemplo mais famoso deles consiste nos cupratos supercondutores [6] de alta tempera-
tura que sao materiais que, naturalmente, apresentam uma estrutura cristalina disposta
em vdrias camadas e, por causa disso, sdo sistemas efetivamente bidimensionais (2d).
Outro exemplo importante desses sistemas consiste nos nanotubos de carbono [7] que
sao materiais normalmente dispostos em uma linha e, por isso, sao sistemas efetivamente
unidimensionais (1d).

A razao fisica da falha dessas duas teorias de Landau esta relacionada com o papel cen-
tral que as flutuagoes quanticas desempenham nesses sistemas. Do ponto de vista tedrico,
isso fica particularmente evidente em um teorema? demonstrado, rigorosamente, por Ho-
henberg [8], Mermin e Wagner [9] dentro de um contexto nao-relativistico e, também, por
Coleman [10] para o caso relativistico. Esse teorema assegura que, para algumas condigoes
relativas a interacao presente no modelo, nao é possivel existir um estado eletronico com
ordenamento de longo alcance a temperaturas finitas em sistemas tipicamente de baixa
dimensionalidade. Em outras palavras, as fortes flutuagoes quanticas naturalmente pre-
sentes nesse caso destroem esse tipo de ordenamento nesses sistemas. Por conseguinte, é
razoavel esperar, pela mesma razao, que a teoria do liquido de Fermi também deixe de
ser valida em algumas situagoes nesses sistemas.

Essa expectativa é confirmada, por exemplo, em sistemas metdlicos 1d. Nesse caso,

é bem estabelecido o fato de que a teoria do liquido de Fermi falha completamente na

2Esse teorema é conhecido como o teorema de Mermin-Wagner na literatura.
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1. Introducao

descricao da fisica de baixa energia desses sistemas. De fato, a teoria apropriada se
torna a do liquido de Luttinger [11, 12, 13]. Diferentemente da teoria de Landau que é
construida a partir de um gas de elétrons, o liquido de Luttinger é construido a partir
de um importante modelo 1d conhecido como o modelo de Tomonaga-Luttinger [14, 15].
Conseqiientemente, essa teoria 1d nao apresenta quasiparticulas eletronicas bem definidas
e o espectro de excitacao de baixa energia se torna, fundamentalmente, dominado por
excitagoes coletivas bosonicas denominadas de holons (associados a carga do sistema) e
spinons (associados ao spin). Essas particulas implicam em uma separacao exata dos
graus de liberdade de carga e spin no sistema que, de fato, se propagam com velocidades
diferentes no sistema. Essas propriedades, portanto, ilustram de maneira clara o papel
drastico que as flutuagoes quanticas desempenham nesses sistemas.

Em sistemas 2d, a situagao é bem mais controversa nesse aspecto. Do ponto de vista
tedrico, a teoria do liquido de Fermi de Landau nao deixa de ser valida necessariamente
nesse caso. Na verdade, existem sistemas metdlicos 2d como, por exemplo, o composto
1 —T — TiTey, cujo comportamento é corretamente descrito por quasiparticulas e, por-
tanto, pela teoria do liquido de Fermi [16]. Por outro lado, a evidéncia da falha da teoria
do liquido de Fermi de Landau em 2d vem de outra observacao experimental que diz
respeito as propriedades eletronicas da fase metalica da classe de materiais representada
naturalmente pelos cupratos supercondutores [6]. De fato, atualmente, é bem estabele-
cido do ponto de vista experimental que muitas das propriedades dessa fase eletronica nao
podem ser facilmente reconciliadas com as previsoes que decorrem da aplicacao da teoria
do liquido de Fermi para esses sistemas. Por essa razao, esse estado metalico é, convencio-
nalmente, denominado de um estado de liquido de Nao-Fermi na literatura. Além disso,
como esse estado quantico nao possui nenhuma quebra de simetria associada, isso levou
varios fisicos a uma busca incessante por uma teoria consistente que pudesse explicar as
propriedades dessa fase eletronica tao exética em 2d. Obviamente, o interesse também em

entender essas questoes estd ligado com o fato de que essa teoria pode, potencialmente,
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1. Introducao

conter a chave para a explicacao da supercondutividade de alta temperatura que se ma-
nifesta nesses sistemas. Para entendermos melhor esse ponto, vamos comecar a discutir

na proxima secao a fenomenologia associada tipicamente a esses sistemas.

1.2 A fenomenonologia dos supercondutores de alta-

temperatura

Desde a sua descoberta em 1986 por Bednorz e Miiller [17], o diagrama de fases da
classe de materiais dos cupratos se tornou um dos temas mais controversos no cenario
atual da fisica da matéria condensada. Uma das razoes para isso estd relacionada com
a enorme riqueza de fenomenos fisicos que se manifestam nesses compostos. Nesta tese,
vamos discutir apenas as propriedades que sao universais desses sistemas, ou seja, que
nao dependem do material supercondutor utilizado. Como vimos anteriormente, esses
materiais sao dispostos em camadas ou, mais precisamente, planos de CuOy e, por essa
razao, sao sistemas efetivamente 2d. Uma questao importante aqui consiste no fato de
que os elétrons de valéncia desses compostos derivam de um orbital do tipo d dos atomos
de cobre. Dessa maneira, esses materiais sao, naturalmente, classificados como sendo de
banda estreita. Nesse caso, é de se esperar que a interacao eletronica desempenhe um
papel importante na dinamica do sistema. Esse regime eletronico é usualmente modelado
a partir do modelo de Hubbard? 2d, o qual acredita-se conter os ingredientes minimos
necessarios para a descri¢ao da fisica associada a esses sistemas.

Existem dois parametros importantes que permitem caracterizar os cupratos super-
condutores: um consiste na dopagem que determina o nimero de portadores de carga
presentes nos planos de C'u e O desses compostos e o outro na temperatura. O diagrama

de fases tipico desses sistemas se encontra mostrado na Fig. 1.1. Na situacao de dopa-

3Vamos explicar com detalhes esse modelo no préximo capitulo.

14



1. Introducao
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Figura 1.1: Diagrama de fases dos cupratos supercondutores.

gem estritamente zero, esses materiais possuem exatamente um elétron por cada sitio da
rede cristalina. Em teoria de bandas, eles seriam classificados como sistemas de banda
semi-cheia e, portanto, seria de se esperar que eles apresentassem um comportamento
metalico. No entanto, esse nao é o caso, uma vez que esses sistemas, na verdade, sao
isolantes de carga com um “gap” de excitacao correspondente razoavelmente grande da
ordem de 2eV. Por essa razao, esses materiais sao classificados como isolantes de Mott
[18, 19]. A origem fisica desse comportamento isolante estd diretamente relacionada com
a intensidade relativa das interagoes eletronicas desse sistema que é bastante forte e, por-
tanto, nao pode, de maneira alguma, ser desprezada na sua descricao. Além disso, esse
estado isolante apresenta um ordenamento de quase-longo alcance antiferromagnético e
excitagoes coletivas de spin sem “gap” (i.e., 0s magnons) presentes.

Quando dopamos esses compostos com buracos (ou seja, quando removemos alguns
elétrons dos planos de CuQ,), vérios estados quanticos bastante diferentes entre si emer-
gem desse sistema. Desenvolver uma teoria que descreva, consistentemente, todos essas
fases presentes de uma maneira unificada representa um desafio intelectual do mais alto

nivel.
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1. Introducao

Como podemos ver na Fig. 1.1, podemos dinstinguir duas regioes de dopagem no sis-
tema: uma regiao classificada como subdopada e a outra regiao chamada de superdopada.
Na regiao superdopada, a fase metdlica que se manifesta em altas temperaturas é consis-
tente com a teoria do liquido de Fermi tradicional, ou seja, observa-se experimentalmente
a existéncia de quasiparticulas bem definidas além de outras propriedades diretamente
relacionadas. Nessa regiao, portanto, podemos constatar que a fisica associada ao sistema
¢ de natureza relativamente convencional. Por outro lado, na regiao subdopada, a fase
metalica correspondente que se manifesta em altas temperaturas é altamente anomala e,
por essa razao, definitivamente nao se encaixa dentro do esquema tradicional de Landau
[20, 21, 22]. Essa fase é chamada, por essa razao, de um estado de liquido de Nao-Fermi.
De fato, nessa fase, apesar dos experimentos de espectroscopia de fotoemissao (ARPES)
darem evidéncias convincentes da existéncia de uma superficie de Fermi 2d bem definida,
eles mostram igualmente que o sistema, na realidade, nao apresenta quasiparticulas bem
definidas presentes.

Ao reduzirmos a temperatura nessa fase metalica nao-convencional, o sistema se torna
um estado supercondutor numa temperatura razoavelmente alta (7, ~ 100K). Essa
temperatura critica claramente nao pode ser obtida aplicando-se a teoria de campo médio
de Bardeen-Cooper-Schriefer [23] apropriada, por sua vez, para os supercondutores ditos
de baixa temperatura como o chumbo e o nidbio. Além disso, nessa fase supercondutora, a
simetria associada ao par de Cooper nao ¢ do tipo s como ocorre, geralmente, no caso em
que os processos de interacao entre os elétrons no sistema sao intermediados por fonons,
mas sim, do tipo d [24, 25]. Esse cendrio é visto, na verdade, como uma forte evidéncia
de que as flutuagoes magnéticas desempenham um papel fundamental na dinamica desses
sistemas.

Se considerarmos, novamente, a fase de isolante de Mott e doparmos esse sistema
levemente com buracos (ou seja, se removermos poucos elétrons do sistema), uma outra

fase eletronica emerge desse cendrio que é conhecida como o estado de pseudogap [26].
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Nessa fase, o ordenamento de quase longo alcance antiferromagnético do estado isolante
de Mott desaparece completamente e, além disso, existem fortes evidéncias experimentais
de uma abertura de “gap” de spin sem a ocorréncia de nenhuma quebra espontanea de
simetria no sistema. Recentemente, experimentos ARPES também observaram que esse
sistemas levemente dopados também podem apresentar um “gap” de carga e, portanto,
seriam isolantes [27]. Isso parece indicar que a fase de pseudogap é, de fato, influenciada
pela proximidade com a fase isolante de Mott no sistema.

Apesar do fato da fase de pseudogap nao ser completamente entendida em todos os seus
aspectos até o presente momento, ela é amplamente reconhecida como sendo central para
o entendimento apropriado do mecanismo da supercondutividade de alta temperatura
que se manifesta nesses sistemas. Por essa razao, essa fase sera basicamente a regiao
do diagrama de fases em que estaremos interessados nesta tese. De fato, como veremos
a seguir, essa discussao estd naturalmente relacionada com o entendimento de estados
quanticos isolantes que, por sua vez, nao apresentam quebra espontanea de simetria: os
chamados liquidos de spin isolantes. Na proxima secao, vamos definir mais precisamente

a idéia subjacente desse estado quantico tao exético.

1.3 Os estados de liquido de spin isolante

Os liquidos de spin isolantes sao estados quanticos nos quais nenhuma simetria continua
associada ao sistema é quebrada. Esses estados apresentam “gaps” tanto de carga quanto
de spin e, por essa razao, so6 podem apresentar correlagoes de curto alcance presentes no
sistema. De acordo com a nossa discussao anterior, é razoavel esperar que esses esta-
dos sejam mais naturais de serem encontrados em sistemas de baixa dimensionalidade,
uma vez, nesse caso, as flutuagoes quanticas sao bastante fortes e impedem o sistema de
apresentar qualquer tipo de ordenamento magnético de longo alcance.

Um exemplo bem estabelecido de liquido de spin isolante ocorre no modelo de Hub-
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bard em duas cadeias unidimensionais (ou seja, um modelo quase 1d) numa situagao de
banda exatamente semi-cheia [28, 29, 30, 31, 32, 33]. Nesse sistema, pode-se demonstrar,
utilizando tanto o método do grupo de renormalizacao quanto o método de bosonizacao,
que o estado fundamental é, de fato, um estado com “gaps” finitos tanto de carga quanto
de spin. Conseqiientemente, esse estado descreve um sistema invariante por rotacao de
spin com funcoes de correlacao associadas a carga e ao spin que decaem exponencialmente.

Infelizmente, em 2d, a situacao é, mais uma vez, bem mais controversa. De fato,
existe um enorme esfor¢o da comunidade cientifica em encontrar modelos 2d interagentes
que apresentem um comportamento similar ao do modelo de Hubbard em duas cadeias
1d. Parte dessa motivagdo vem da sugestao original de Anderson [34] para o problema
da supercondutividade de alta temperatura nos cupratos que estados de liquido de spin
isolantes exibem, naturalmente, pares de Cooper “pré-formados” e poderiam representar
o regime de pseudogap encontrado nesses sistemas. Além disso, dopando esse estado
isolante, isso daria “espaco” para esses pares se condensarem no sistema e formarem uma
fase supercondutora do tipo d.

Recentemente, trabalhos tedricos mostram que isso, de fato, ocorre no modelo de
Hubbard em duas cadeias [30]. Em outras palavras, esse resultado é bem estabelecido
para esse caso bastante particular. Em 2d, existem trabalhos na literatura que sugerem
que essa fisica do liquido de spin quase 1d também poderia ser encontrada no chamado
modelo de Hubbard 2d estendido na vizinhanca das chamadas singularidades de van Hove,
utilizando argumentos do grupo de renormalizacao até 1 loop [35, 36]. No entanto, esses
trabalhos tém a desvantagem de nao considerarem as contribuicoes de ordens superiores
(como, por exemplo, as corregdes de auto-energia) na teoria que sdo, também, bastante
importantes na descricao da fisica de baixa energia desses sistemas.

Dentro desse quadro, o nosso objetivo primordial desta tese consistird em analisar
a fisica de baixa energia do modelo de Hubbard 2d tradicional (ou seja, o modelo nao

estendido) numa situacao de leve dopagem com buracos em relagdo ao caso de banda
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exatamente semi-cheia. Para isso, vamos implementar, pela primeira vez, o grupo de
renormalizacao para esse sistema até 2 loops, ou seja, levando em conta, explicitamente,
correcoes de ordem superior e da auto-energia na teoria.

No entanto, antes de comecarmos a nossa discussao sobre esse sistema do ponto de
vista do grupo de renormalizacao, serd instrutivo tragar um breve histérico sobre essa

metodologia dentro do contexto da fisica teérica moderna.

1.4 Renormalizacao: Uma perspectiva histérica

O grupo de renormalizagao (GR) consiste em uma ferramenta extremamente poderosa
e bem sucedida que é utilizada em quase todas as areas da fisica tedrica atualmente. A sua
origem nos remete & decada de 50 quando quando Gell-Mann e Low [37] e, independente-
mente, Stiickelberg e Petermann [38] analisavam a estrutura analitica de teoria de campos
relativisticos que exibiam intmeras divergéncias induzidas por flutuacoes quanticas em
teoria de perturbacao. Essas idéias foram, subseqiientemente, generalizadas por Callan e
Symanzik [39, 40] e formam hoje o chamado GR de teoria de campos. Essa formulagao do
GR é extremamente importante na fisica teérica moderna e fornece o esquema conceitual
que permitiu, por exemplo, a compreensao do status e validade do chamado modelo padrao
[41] que descreve todas as forgas fundamentais da natureza com excegao da gravidade.

A idéia central dessa abordagem consiste em uma redefinicao de parametros que defi-
nem a teoria como, por exemplo, os acoplamentos e os campos, em termos dos respectivos
parametros fisicos observaveis experimentalmente. Quando esse procedimento é imple-
mentado consistentemente em cada ordem de teoria de perturbacao, essa expansao se
torna bem definida e livre das desconfortaveis divergéncias que apareciam inicialmente na
teoria. Dessa maneira, todas as previsoes que dela emergem passam a ser finitas e podem,
portanto, ser comparadas diretamente com o experimento. No entanto, uma vez que esse

método se baseia em um esquema perturbativo, esse programa so funciona em alguns tipos
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de teorias de campos denominadas renormalizaveis. Em teorias ditas nao-renormalizaveis
como, por exemplo, a gravitacao quantica, esse procedimento se revela insufuciente na
remocao de todas as divergéncias que aparecem e novos métodos analiticos (ainda para
serem inventados) devem ser utilizados.

Por outro lado, uma formulagao alternativa possivel do GR foi proposta por Wilson [42]
para lidar com um problema aparentemente diferente (no caso, nao-relativistico) que sao
as chamadas transicoes de fase classicas de segunda ordem que se manifestam, tipicamente,
em matéria condensada. Essa abordagem, chamada de GR de Wilson, permitiu, em um
nivel mais profundo, a compreensao tedrica do papel das flutuacoes térmicas do sistema no
comportamento macroscopico de varias grandezas na vizinhanca da temperatura critica
de transicao. KEssa construgao é fisicamente mais intuitiva, porém tecnicamente mais
complexa que a abordagem de teoria de campos. Vale a pena chamar a atencao aqui
que o fenomeno de transicao de fase de segunda ordem pode, também, ser formulado
completamente dentro do contexto do método do GR de teoria de campos [43].

Uma vantagem do método de Wilson consiste no fato de que ele, em principio, nao faz
qualquer referéncia a teoria de perturbacao e, por essa razao, pode ser implementado de
uma maneira nao-perturbativa. Porém, do ponto de vista analitico, recorre-se na pratica a
unica ferramenta conhecida que permite a sua implementacao que é o esquema perturba-
tivo. Essa aproximacao restringe o método uma vez que a implementacao da abordagem
de teoria de campos se revela bem mais eficiente que o método de Wilson dentro desse
contexto. Vale a pena mencionar que, numericamente, é possivel implementar o esquema
de Wilson além da abordagem perturbativa. Essas técnicas incluem o método de GR
na rede, NRG ( “Numerical Renormalization Group”), métodos baseados em rotinas de
Monte-Carlo quantico, DMRG ( “Density-Matriz Renormalization Group”), entre vérias
outras. Essas abordagens se revelaram bem sucedidas na descricao de varios tipos de
sistemas. Mesmo assim, esses métodos também possuem limitacoes igualmente sérias em

alguns casos como, por exemplo, problemas de convergéncia no limite termodinamico, o
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problema do sinal fermionico em rotinas de Monte-Carlo quantico, etc. Dessa maneira,
¢ importante que técnicas completamente independentes sejam usadas para confrontar
resultados e, nesse sentido, a abordagem perturbativa pode fornecer um guia importante
para muitos desses métodos.

Historicamente, o uso de técnicas do GR analiticas ou numéricas para o estudo de
problemas associados a elétrons fortemente correlacionados em fisica de muitos corpos
comegou na década de 70 com Anderson e Yuval [44], Nozieres [45] e Wilson [46] no
tratamento do problema Kondo em trés dimensoes espaciais. Em seguida, essas idéias
foram utilizadas na determinacao dos possiveis estados fundamentais que emergem no
problema de elétrons interagentes em 1d [11]. As solugdes providas pelos métodos do
GR para esses dois problemas se revelaram extremamente bem sucedidas. De fato, esses
sistemas sao considerados paradigmas de como o GR deve ser corretamente empregado
em sistemas quanticos com muitos graus de liberdade (~ 10?®) interagindo entre si.

Um marco histérico importante veio com a descoberta dos supercondutores de alta
temperatura na década de 80 [17]. Como vimos, esses materiais exibem uma fase metélica
do tipo liquido de Nao-Fermi em duas dimensoes espaciais. Essa descoberta estimulou
uma profunda reinvestigacao dos conceitos basicos das teorias dos metais. Dentro desse
quadro, o método do grupo de renormalizacao fornece o esquema mais promissor e menos
enviesado na andlise de sistemas de baixa dimensionalidade com varias instabilidades
induzidas por correlacoes eletronicas no sistema competindo entre si.

Os primeiros trabalhos nessa direcao surgiram na comunidade de fisica matematica
com Benfatto e Gallovotti [47] e Feldman e Trubowitz [48] com estudos rigorosos da
estabilidade do modelo de gas de elétrons 2d com relacao a perturbagoes adicionadas
no sistema. Nesse mesmo periodo, Shankar [49, 50| desenvolveu para o mesmo modelo
um método mais intuitivo inspirado na formulacao original de Wilson do GR, porém
adaptado ao problema bidimensional. Em todos esses estudos, foi possivel estabelecer,

rigorosamente, a existéncia de um estado metélico do tipo liquido de Fermi em 2d para
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esses sistemas. Por outro lado, esses trabalhos falham em obter qualquer estado metalico
que seja do tipo liquido de Nao-Fermi que, como vimos, parece ser um ingrediente essencial
na descricao da fisica dos cupratos supercondutores.

Os primeiros estudos do GR adequado para modelos interagentes 2d definidos em uma
rede cristalina (mais precisamente, paro o modelo de Hubbard 2d) foram realizados por
Zanchi e Schulz [51, 52], Zheleznyak et al. [53|, Gonzalez et. al [54, 55|, Vistulo de Abreu
e Dougot [56], Halboth e Metzner [57], Kopietz e Busche [58], Honerkamp et al. [36],
Binz et al. [59], Dusuel et. al. [60] ¢ Baier et. al. [61], utilizando diferentes formulagoes
possiveis desse método. Em todos esses trabalhos, o GR foi implementado até a ordem
de 1 loop em teoria de perturbagao o que, na verdade, é vélido somente na situagao
de fraco acoplamento. Ao fazer isso, eles puderam caracterizar as instablidades mais
importantes presentes nesse sistema que consistem na instabilidade antiferromagnética e
a instabilidade supercondutora do tipo d. Esse resultado esta de acordo, qualitativamente,
com o cendario que nos ¢ imposto pela evidéncia experimental dos cupratos. Por outro
lado, esses estudos nao levam em conta as correcoes de auto-energia do sistema que, por
sua vez, se manisfestam de maneira importante em ordens superiores [62, 63]. Essas
contribuigoes, como veremos, serao fundamentais na descri¢ao da fisica de baixa energia
desses sistemas.

Nesta tese, o nosso interesse principal sera o de implementar um calculo completo
do GR até 2 loops a fim de investigar as propriedades eletronicas de baixa energia do
modelo de Hubbard 2d para densidades préximas (mas nao iguais) a uma situagao de
banda semi-cheia. Esse esquema nos permitira incluir, de maneira consistente e direta, as
contribuigoes relacionadas aos efeitos da auto-energia desse modelo que, como veremos,
serao essenciais para podermos estabelecer a existéncia de um estado do tipo liquido de
Nao-Fermi nesse sistema. Para caracterizarmos esse estado eletronico, vamos analisar,
ainda, o fluxo de renormalizacao de duas grandezas fisicas que provem informacao di-

reta sobre a natureza das excitacoes elementares presentes nessa descricao que serao as
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susceptiblidades uniformes de carga e spin associadas ao sistema.

Como um teste inicial para essa abordagem, vamos implementar, em primeiro lugar,
0 nosso método para o caso do modelo de Hubbard 1d para densidades diferentes de uma
situacao de banda semi-cheia. Dessa maneira, vamos mostrar que os nossos resultados
reproduzem corretamente a fisica de baixa energia desse modelo, ou seja, de que o estado
eletronico resultante é, de fato, um metal descrito pelo liquido de Luttinger. Essa con-
clusao, como veremos, concorda com varios resultados exatos obtidos por outros métodos
analiticos disponiveis na literatura para esses sistemas.

Subseqilientemente, vamos aplicar essas mesmas consideragoes para o caso mais com-
plicado que é o modelo de Hubbard definido em duas dimensoes espaciais no qual estamos,
principalmente, interessados em analisar nesta tese. Como resultado dessa abordagem,
vamos mostrar a possibilidade de que a teoria efetiva de baixa energia apropriada para
esse modelo seja, de fato, um liquido de spin isolante de acordo com a nossa expectativa
inicial com relacao a esses sistemas levemente dopados. Esse resultado estaria, portanto,
de acordo com a sugestao original de Anderson para os cupratos supercondutores de que
a fase de pseudogap exibida nesses sistemas poderia ser, na realidade, vista em termos de
um estado de liquido de spin isolante com “gaps” de carga e spin presentes e sem nenhuma

quebra espontanea de simetria associada.

1.5 Estrutura desta tese

Nesta secao, vamos apresentar, de maneira esquematica, o roteiro de como esta tese
se encontra estruturada nos préximos capitulos.

No Capitulo 2, vamos comegar definindo, de maneira precisa, os modelos de Hubbard
em uma (1d) e em duas dimensoes espacias (2d). Esses serao os modelos que serao
utilizados ao longo de toda esta tese. Dessa forma, vamos descrever importantes métodos

de aproximacao e alguns teoremas rigorosos que permitem analisar a fisica subjacente
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desses modelos para alguns regimes de interacao e dopagens. O objetivo dessa exposi¢ao
sera o de motivar a nossa discussao posterior sobre o método do grupo de renormalizagao
aplicado a esses sistemas de baixa dimensionalidade.

No Capitulo 3, vamos descrever a filosofia associada ao método do grupo de renor-
malizacao (GR) aplicada a um sistema de elétrons interagentes na vizinhanga de uma
superficie de Fermi bem definida. Para isso, vamos explicar primeiramente a abordagem
de Wilson para esse método que, como veremos, é fisicamente mais intuitiva. Em seguida,
vamos apresentar também uma discussao qualitativa da abordagem de teoria de campos
que, apesar de ser um pouco mais abstrata, tem a vantagem de ser tecnicamente mais
simples na sua implementagao. Por essa razao, essa ultima abordagem serd escolhida
nesta tese para lidarmos com os problemas descritos acima.

No Capitulo 4, vamos implementar o método do GR até 2 loops para uma situagao
cuja solucao exata é bem conhecida, ou seja, o modelo de Hubbard 1d com densidades
eletronicas diferentes do caso de banda semi-cheia. Dessa maneira, vamos mostrar que
essa abordagem, de fato, reproduz corretamente varios aspectos da fisica de baixa energia
desse modelo. O contetdo desse capitulo pode ser encontrado no nosso artigo [64].

No Capitulo 5, vamos partir para o modelo que estamos, principalmente, interessados
em analisar nesta tese que é o modelo de Hubbatd 2d com densidades eletronicas proximas
(mas nao iguais) a uma situacao de banda semi-cheia. Como veremos, as equagoes de fluxo
do GR que descrevem a dinamica de baixa energia desse sistema resultarao em complicadas
equagoes integro-diferenciais acopladas entre si e que precisam ser atacadas do ponto de
vista numérico. O contetido desse capitulo esta devidamente publicado nos nossos artigos
(65, 66].

No Capitulo 6, vamos discutir a implementacao da nossa abordagem numeérica para
a resolucao das equagoes integro-diferenciais mencionadas acima. Como resultado disso,
vamos mostrar os resultados que emergem dessa abordagem. Em seguida, vamos partir

para a interpretacao desses dados, utilizando como guia de referéncia a nossa discussao
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apresentada no Capitulo 2 para esse sistema. Dessa maneira, vamos mostrar que o fluxo
de renormalizagao resultante é consistente com um cenario de formacao de um estado de
liquido de spin isolante no sistema para o modelo definido com interagoes intermediarias.
Além disso, vamos sugerir, ainda, que esses resultados obtidos podem ser, potencialmente,
relevantes para a descri¢ao da fase de pseudogap exibida tipicamente nos cupratos super-
condutores de alta temperatura. Os resultados numéricos obtidos bem como a discusao
apresentada a respeito desses dados estd também publicada nos nossos artigos [65, 66].
Por fim, no Capitulo 7, vamos apresentar as nossas conclusoes a respeito da discussao

apresentada ao longo desta tese.
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Capitulo 2

O Modelo de Hubbard

Neste capitulo, vamos definir o modelo que analisaremos ao longo desta tese: o modelo
de Hubbard. Esse modelo, que foi originalmente introduzido na década de 60, indepen-
dentemente, por Gutzwiller [67], Hubbard [68, 69] e Kanamori [70] no estudo de metais
de transicao com bandas estreitas, ¢ considerado hoje o paradigma para o estudo de sis-
temas eletronicos fortemente correlacionados em geral. Apesar de ser bastante simples
conceitualmente, esse modelo tem resistido a tentativas de solugao exata em sistemas com
dimensao espacial d > 1 e, mesmo hoje, depois de mais de 40 anos sob forte investigacao,
o seu diagrama de fases completo é ainda pobremente conhecido. Mesmo assim, em al-
gumas situacoes especiais, esse modelo pode ser resolvido exatamente e essas solugoes,
de uma maneira geral, tém servido como fonte de inspiragao e “insight” sobre a questao
de como fortes correlagoes eletronicas podem originar uma enormidade de possiveis fases
eletronicas em matéria condensada incluindo, por exemplo, uma fase isolante de Mott
e uma fase supercondutora do tipo d. De fato, grande parte da renovacao do interesse
em se entender esse modelo nas ultimas duas décadas se deve, principalmente, ao fato
de que ele, potencialmente, pode conter a chave para o entendimento do tao esperado
mecanismo fisico responsavel pelo fenomeno da supercondutividade de alta temperatura

que se manifesta nos cupratos.
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2.1 Elétrons confinados em uma linha

2.1.1 O modelo “tight-binding”

Para iniciarmos a nossa discussao, considere a seguinte Hamiltoniana escrita na cha-
mada base de Wannier! que descreve um conjunto de elétrons em d = 1 que nao interagem
entre si no sistema

Hy=Y <i|Hyl|j>vle=> til v, (2.1)

i,9,0 1,5,0
onde zﬁjo, e ;s S0, respectivamente, os operadores de criacao e destruicao de elétrons com
projecao de spin ¢ =T, | em um sitio ¢ da rede cristalina. Além disso, t;; representa a
amplitude de probabilidade de um elétron tunelar de um sitio ¢ para um sitio j no sistema.
No que se segue, vamos considerar o caso de uma rede cristalina com um espagamento a
entre os sitios e um comprimento total L = Ng;z0sa, onde Ng;ii0s € 0 nimero total de sitios
no sistema. Vamos admitir, ainda, a hipétese de que a amplitude de tunelamento ¢;; ¢
maxima quando os sitios ¢ e j sao vizinhos entre si e decai, substancialmente, a medida
que essa distancia aumenta. Assim, podemos modelar essa situacao da seguinte maneira

—t, se i e j forem vizinhos entre si,

0, caso contrario.
Essa é, por definicao, a situacao de “tight-binding”. Ela ocorre, tipicamente, em materiais
formados por metais de transicao, cujos elétrons de valéncia derivam de um orbital tipo d
ou f que, em geral, sao fungoes localizadas no espaco real. Vamos, agora, fazer a seguinte

mudanca de variaveis para a representacao de vetor de onda de Bloch no sistema

1 .
Vo = W Z ezszwim (2.3)

!Essa base, de uma maneira geral, descreve orbitais que estdo, essencialmente, localizados em torno
dos sitios na rede cristalina.
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onde k pertence a primeira zona de Brillouin definida como —7w/a < k < m/a. Nessa
representacao, a Hamiltoniana fica diagonalizada da seguinte maneira
Ho =3 extlltbne = Y =2t cos(ka)lly o, (24)
k,o k,o
onde ¢ é a relacao de dispersao que define a estrutura da banda tnica do sistema. Além
disso, no ensemble grande-canonico, convenciona-se definir a seguinte quantidade
Ho = uN = 3 &l ne = 3 [~ 2t cos(ka) — u] ¥l o, (2.5)
k,o k,o
onde p é o potencial quimico que ajusta o niimero de elétrons N no sistema. Obviamente,
no limite termodinamico (N, L — o), devemos substituir >, = L/(27) [ dk . O estado
fundamental desse modelo é obtido preenchendo-se cada estado quantico disponivel na
banda com apenas um elétron até o nivel maximo de energia ¢ denominado energia de
Fermi? do sistema.

Nesse modelo nao-interagente, podemos ver, também, que a natureza do estado funda-
mental pode ser, facilmente, descoberta realizando-se uma simples contagem do nimero
de elétrons no sistema. Dito de outra forma, teoria de bandas funciona apenas nesse caso
muito especial. Se o sistema possuir uma densidade eletronica n = 2, onde n = N/Ngos,
a sua banda estara completamente cheia. Como nao ha estados acessiveis acima do nivel
de Fermi para serem populados (presenga de um “gap”), o sistema serd um isolante nessa
situacao.

Por outro lado, se o sistema possuir uma densidade eletronica n =1 oun =~ 1, a sua
banda estara apenas parcialmente cheia, existindo, portanto, estados disponiveis acima
do nivel de Fermi para serem excitados (ausenca de um “gap”). Isso implica, por sua
vez, que o sistema é um metal dentro dessa descricao. Além disso, como podemos ver
claramente na Fig. 2.1, existem dois vetores de onda (designados por +krp ¢ —kp) que

estao associados a energia de Fermi nesse estado. Esses dois pontos definem a chamada

2A energia de Fermi também ¢ definida como sendo e = u(T = 0).
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2t

Figura 2.1: Relacao de dispersao do modelo “tight-binding” em 1d.

“superficie” de Fermi unidimensional do modelo sem interagoes.

Vamos fazer, agora, o seguinte questionamento: Essa fisica que acabamos de descrever,
ou seja, derivada de uma simples teoria de bandas, é robusta ou nao a perturbacoes
geradas, inevitavelmente, pelas interagoes coulombianas entre os elétrons sempre presentes
em um dado sistema? Vamos comegar a responder essa importante questao na préxima

secao.
2.1.2 Incluindo a interacgao elétron-elétron no modelo

Inicialmente, vamos considerar o termo de interacao coulombiana elétron-elétron es-
crito da forma mais geral possivel na representacao de Wannier. Assim,

Hiw= Y, <ij|V|ij> @/JZTU%U;J/@/)J"U“/%'J = ) Wj,i’j’wja¢;g’¢j’a’¢i’a7 (2.6)

il 5! il il
1,7,%",J ,7,v 5]
o0’ o,

onde zﬁg e i, sao os ja conhecidos operadores de criacao e destruicao de elétrons com
projecao de spin ¢ =T, | em um sitio ¢ da rede cristalina.

Olhando para o termo de interacao nessa forma, a sua contribuicao para o sistema

29



2. O Modelo de Hubbard

nao parece de nenhuma maneira transparente. Para entender melhor o significado fisico
dos elementos de matriz Vj;;;/, a estrutura espacial das fungoes de Wannier tem que
ser invocada. Seguindo a filosofia geral da secao anterior, vamos considerar que essas
funcoes sao extremamente localizadas em torno dos seus respectivos sitios na rede. Dessa
forma, é razoavel admitir que a contribuicao mais importante serd dada pelo elemento
de matriz Vj;;;, ou seja, a interacao dentro de um mesmo sitio, enquanto que as outras
contribuicoes diminuem, substancialmente, a medida que essa distancia inicial aumenta.

Portanto, podemos modelar essa situagao da seguinte maneira

-/

U>0, sei=75=1=
Vigay = el (27)
0, caso contrario.
Como os elétrons obedecem o principio de exclusao de Pauli, para eles ocuparem o mesmo
sitio e, portanto, experimentarem essa repulsao coulombiana, eles tém de ter visivelmente
spins opostos. Dessa maneira, adicionando-se o termo de interacao a Hamiltoniana de
“tight-binding” descrita na secao anterior, obtemos finalmente
H — puN =) [-2tcos(ka) — p] Yh ko + U nigngy, (2.8)
k,o 7
onde n;, = 1/)20,@/% é o nimero de ocupacao de um elétron no sitio ¢ e com projecao de
spin o. Esse é o chamado modelo de Hubbard unidimensional. Ele foi resolvido exata-
mente, pela primeira vez, por Lieb e Wu [71] para o caso de uma banda exatamente
semi-cheia, ou seja, n = 1. Nesse caso especial, pode-se demonstrar que o estado fun-
damental do sistema, para qualquer parametro de interacao U > 0, é isolante e com
fortes correlacoes antiferromagnéticas presentes. Isso significa que basta uma interagao
infinitesimalmente pequena para o sistema deixar de ser metalico e transformar em um
estado isolante também conhecido como um isolante de Mott. Em outras palavras, como
essa transicdo entre os dois estados (metdalico e isolante) se da em U = 0, dizemos que

o sistema nao efetua uma transicao de Mott em um parametro de interacao critico U,
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finito. Além disso, essa discussao ilustra, de maneira evidente, o quao drastico pode ser
o papel das interagoes eletronicas no comportamento de sistemas tipicamente de baixa
dimensionalidade.

Além disso, quando dopamos levemente esse sistema isolante, ou seja, na situacao em
que n ~ 1, pode-se também demonstrar que o sistema se torna metalico para qualquer
U > 0. A natureza precisa desse estado é, no entanto, bem diferente se comparada com
0 caso nao-interagente descrito na secao anterior. As excitacOes elementares de baixa
energia, ao invés de serem excitagoes eletronicas (e portanto férmions), se tornam modos
coletivos bosonicos também conhecidos como holons e spinons [72, 73|. Essas particulas,
por sua vez, implicam em uma separacao exata dos graus de liberdade de carga e spin
no sistema, o que invalida completamente o conceito de quasiparticula eletronica que
discutimos anteriormente. Dessa maneira, a teoria efetiva de baixa energia do liquido de
Fermi (ou, equivalentemente, a teoria de bandas) se torna completamente inapropriada
para a descricao desses sistemas. Na verdade, nesse caso, essa teoria deve ser substituida
por uma outra teoria efetiva chamada de liquido de Luttinger que leva em consideracao
todas essas peculiaridades descritas desses metais unidimensionais.

Para entendermos o porqué dessas peculiaridades dos sistemas 1d, precisamos tracar
a origem desses efeitos de uma maneira mais precisa. A primeira questao consiste no fato
da superficie de Fermi do sistema sempre possuir uma caracteristica fundamental e que
influencia toda a sua dinamica eletronica: a chamada condicao de “nesting”. Ela, por
sua vez, significa que uma parte da superficie de Fermi pode ser mapeada exatamente em
outra parte, apenas fazendo-se uma translacao finita de 2kp. Essa propriedade especial
induz varios tipos de instabilidades no sistema que, essencialmente, competem entre si.
E justamente essa competicao entre possiveis ordenamentos no sistema que torna o caso
1d altamente nao-trivial em varios aspectos. Vale mencionar que as flutuagoes quanticas
nesses sistemas sao essenciais do ponto de vista fisico e nao podem ser levadas em conta

por meio de simples médias efetivas como ocorre, tipicamente, em abordagens do tipo
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campo médio.

Intuitivamente, podemos entender também os sistemas 1d sob um outro ponto de vista.
Para isso, vamos recorrer a seguinte experiéncia mental: Imagine os elétrons confinados
unidimensionalmente. Tudo o que eles podem fazer no sistema é otimizar sua configuragao
criando distorcoes de carga e spin nele. Essas excitacoes sao os modos coletivos bosonicos
que, por sua vez, dominam a dinamica do sistema. Assim, como os elétrons nao podem,
estritamente falando, passar um pelo outro em um linha, isso faz com que o carater
fermionico dessas particulas seja efetivamente desativado nesses sistemas. Visto por esse
angulo, esse problema certamente nao aparece em duas ou em trés dimensoes espaciais,
uma vez que esses sistemas dispoem de um espacgo de fase bem mais amplo para que as
excitagoes elementares associadas possam interagir entre si.

Na proxima se¢ao, vamos comecar a discutir, em particular, o problema de elétrons
fortemente correlacionados em duas dimensoes espaciais. Mais precisamente, 0 nosso
objetivo central sera o de entender o quanto da fisica de uma dimensao espacial sobrevive
no caso de duas dimensoes. Esse problema é de extremo interesse dentro do contexto atual
da fisica tedrica, em fun¢ao do fato de que sua solugao pode conter o ingrediente chave que
permitira, finalmente, a compreensao da supercondutividade de alta temperatura exibida

nos cupratos®.

2.2 Elétrons confinados em um plano

2.2.1 O modelo “tight-binding” com interacoes

Em d = 2, vamos considerar, em particular, o caso de uma rede quadrada (ver Fig. 2.2)
com um espacamento a entre os sitios e drea ou “volume” bidimensional total V = L? =

Nyitios@?. Vale notar que N,iios agora é o niimero total de sitios no sistema bidimensional.

3Que, como vimos no capitulo anterior, sdo sistemas efetivamente bidimensionais.
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Figura 2.2: Rede cristalina em duas dimensoes espaciais.

Vamos supor, também, que a amplitude de probabilidade ¢;; ¢ bem maior se os sitios
i e j forem vizinhos entre si. Assim, repetindo os mesmos passos feitos para o caso
unidimensional, obtemos
Hy = pN = 3" &4 Vi, (2.9)
o

onde k = (k,, k,) e a relagao de dispersao {), agora fica
§ = —2t [cos(kya) + cos(kya)] — pu. (2.10)

onde todas as outras quantidades seguem defini¢oes semelhantes comparadas com o caso
anterior, ou seja, i ¢ o potencial quimico que permite ajustar o numero de elétrons N no
sistema e, no limite termodinamico (N, V — oo), devemos substituir >>j = V/(27)? [ d*k.
Além disso, como podemos facilmente constatar, a largura da banda nao-interagente desse
modelo é dada por W = 8t. De fato, como veremos, esse parametro desempenhara um
papel importante na dinamica resultante do sistema.

Vamos agora incluir as interacgoes eletronicas no sistema. Repetindo os mesmos passos

descritos anteriormente temos que o modelo final fica

H — puN =" [-2t (cos(kza) + cos(kya)) — ]@Z}quﬁko + U nigngy, (2.11)
ko i
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que é o modelo de Hubbard bidimensional. Diferentemente do caso 1d, esse modelo nao
pode ser resolvido exatamente para todas as situacoes. Por essa razao, em geral, temos
que recorrer a métodos aproximados para inferir o comportamento desses sistemas em
casos de interesse fisico.

Além disso, nesse modelo, podemos ver que existem duas escalas caracteristicas de
energia. Uma escala é definida pelo parametro ¢ (ou, equivalentemente, por W) relativo
a parte cinética e a outra escala é definida pelo parametro U proveniente do termo de
interacao. Essas escalas induzem diferentes tipos de tendéncias no sistema, de tal maneira

que se torna importante examinar as situacoes em que uma escala domina sobre a outra.
2.2.2 Simetrias do modelo

Uma questao importante para se entender qualquer sistema consiste na analise de suas
simetrias. Assim, pode-se facilmente ver que a Hamiltoniana de Hubbard é invariante,

por exernplo, pela seguinte transforma(;éo
wig — €ialpig, (2].2)

onde a é um parametro continuo arbitrario. Essa é conhecida como simetria U(1) global do
sistema ou de conservagao de carga. Outra simetria bastante importante na Hamiltoniana
de Hubbard é a simetria de rotagao de spin ou simetria SU(2) global no sistema. Essa,

por sua vez, consiste na seguinte transformacao
0.0
77Di0 — € ¢io’a (213)

onde 0 é um vetor constante arbitrario e o= (0,,0,,0) sdo as bem conhecidas matrizes
de Pauli. Essa simetria fica, particularmente, evidente escrevendo-se o termo de interagao

do modelo em termos dos operadores de spin do sistema que sao definidos como

1
Si = SUaGastis (2.14)
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Assim,
2U U
Hipe = Uznnnu =3 Z(Si)Z + B Z”i’ (2.15)

o que mostra, claramente, que termo de interagao induz uma tendéncia para os elétrons
se localizarem no sistema e formarem momentos magnéticos locais. Isso terd implicagoes
bastante importantes no modelo como veremos adiante.

A Hamiltoniana de Hubbard também ¢é invariante por simetrias discretas. Por exem-
plo, ela é real (H = H*) o que implica que o sistema ¢é invariante por inversao temporal

e é invariante por reflexdo espacial 1, — ¥_;, que, também, se evidencia através da

propriedade &) = & ).
2.2.3 Limite de fraco acoplamento: W >> U

Vamos comecar a nossa discussao do modelo considerando a situagao em que a parte
cinética do sistema domina o termo de interacao, ou seja, W >> U. Dessa maneira,
esperamos que tendéncia do elétron se deslocalizar supere a sua tendéncia de localizagao.
O nosso ponto de partida serd, obviamente, o caso nao-interagente (ou seja, em que
U = 0). Da nossa discussao anterior sobre sistemas 1d, nds sabemos, de antemao, que
nesse caso, teoria de bandas ou, equivalentemente, a teoria do liquido de Fermi de Landau
funciona trivialmente. Isso significa que se n = 1 oun =~ 1, essa teoria prevé que o sistema
sera metdlico e se n = 2 o sistema sera um isolante.

O estado fundamental é obtido preenchendo-se cada estado quantico disponivel com
apenas um elétron até o nivel maximo de energia ex que ¢é a energia de Fermi do sistema.
Uma diferenca importante em relagao ao caso 1d é que a superficie de Fermi agora nao
consiste em pontos (discreta), mas sim em uma linha (continua) e pode, dessa forma,
admitir diferentes topologias dependendo do niimero de elétrons no sistema (ver Fig.

2.3). Ela pode, por exemplo, possuir pontos em que o gradiente da relagdo de dispersao
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Figura 2.3: Diferentes topologias da superficie de Fermi em 2d. Na situacao de banda
exatamente semi-cheia, a SF é quadrada e apresenta singularidades de van Hove nela.
Quando dopamos levemente esse sistema com buracos, a SF se torna aproximadamente
quadrada com bordas arredondadas e sem singularidades de van Hove presentes.

¢ nulo (Vi & = 0) e, conseqiientemente, a densidade de estados do sistema se torna
divergente na superficie de Fermi. Esses pontos sao conhecidos como sigularidades de
van Hove e podem desempenhar um papel importante na fisica de alguns sistemas. Além
disso, podem existir, ainda, situagoes em que a superficie de Fermi tenha a propriedade
de ‘“nesting”. Essa condicao pode fazer com que esses sistemas 2d possuam algumas
semelhancas com o problema 1d discutido anteriormente.

Da nossa discussao anterior vimos que, em duas dimensoes espaciais, as excitacoes
elementares nao devem ser apenas bosonicas o que esta relacionado também com o fato
de que a separacao de carga e spin no modelo 2d nunca é exata. Dessa forma, é razoavel
admitir que, para U << W, o ponto de partida fermionico seja uma boa aproximacao para
a descricao da fisica do sistema. Assim, teoria de perturbacao, em geral, funciona para
esses sistemas e as excitagoes elementares associadas ao caso interagente estao conectadas

adiabaticamente aos elétrons do caso nao-interagente.
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2.2.4 Limite de forte acoplamento: U >> W

Vamos, agora, examinar o limite oposto que é quando o termo de interagao domina
sobre o termo cinético, ou seja, U >> W. Vamos considerar primeiro o caso de U = oo
para uma situacdo de banda exatamente semi-cheia (n = 1). Como vimos anteriormente,

a Hamiltoniana de Hubbard nesse limite fica simplesmente
2U
H=—"23(s) (2.16)

onde desprezamos um termo aditivo constante. Nesse caso, o estado de energia mais
baixa do sistema (estado fundamental) consiste, simplesmente, em estados com apenas
um elétron em cada sitio da rede. Os elétrons estao “congelados” e imdveis, uma vez que
estados com sitios duplamente ocupados sao bastante dispendiosos energeticamente. O
sistema ¢, claramente, um isolante de carga, ou seja, um isolante de Mott.

Como, nesse limite, o sistema é isolante, ele apresenta um “gap” de carga que, na
verdade, é proporcional a U. Mesmo assim, existem varias excitacoes de spin que nao
custam energia alguma para serem excitadas. Elas consistem em mudancas na projegao
dos spins em cada sitio da rede. Por essa razao, o estado fundamental do sistema, na ver-
dade, é altamente degenerado, uma vez que cada um dos N (~ 10?3) elétrons localizados
pode apresentar projegoes de spin para cima (up) ou para baixo (down). Para U/W
grande mas finito, nds esperamos que o “gap” de carga seja mantido, mas essa enorme
degenerescéncia de spin é quebrada.

Construindo uma teoria de perturbagao usando como parametro de expansao t/U
que é obviamente pequeno, pode-se mostrar que a Hamiltoniana efetiva que descreve a
dinamica de baixa energia de spin nesse sistema € a seguinte

2
Hefetivo - 4;} Z Si~Sj7 (217)
<1)>

onde < 77 > significa que a soma se estende sé sobre os primeiros vizinhos na rede crista-
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lina. Essa Hamiltoniana efetiva é conhecida como o modelo de Heisenberg bidimensional
[74, 75] com um parametro de interagdao de troca efetivo J = 4t?/U que é, claramente,
sempre positivo. E interessante notar nessa Hamiltoniana que a interagao coulombiana
inicial parametrizada por U gera indiretamente interagoes entre spins (ou seja, de natu-
reza magnética) no sistema. Além disso, concluimos por meio dessa Hamiltoniana efetiva
que o estado fundamental associado ao modelo de Hubbard 2d no limite de forte acopla-
mento e banda semi-cheia deve ser claramente um estado com um ordenamento de spins
antiferromagnético.

Vamos considerar, agora, a situacao em que a banda do sistema nao se encontra
exatamente semi-cheia. Se removermos, por exemplo, alguns elétrons do sistema (ou,
de maneira equivalante, adicionando buracos nele), temos que alguns sitios ficardo sem
elétrons. Dessa maneira, alguns elétrons (ou buracos) desse sistema se tornardao mais
moveis, uma vez que eles podem tunelar para os sitios vazios e nao experimentar a forte
repulsao U em um mesmo sitio. A Hamitoniana efetiva, nessa situacgao, fica portanto

; At?
Hefetivo =—t Z wig'wjd + 7 Z Si'Sja (218)
<ij>o <ij>

que é conhecido como o modelo t — J [74, 75]. O modelo de Heisenberg 2d e o modelo
t — J sao ferramentas valiosas que permitem o entendimento do papel de correlagoes
eletronicas extremas em problemas fermionicos tipicamente bidimensionais. Durante as
ultimas duas décadas, muito progresso foi realizado teoricamente, utilizando exatamente
esses dois modelos como referéncia [74, 75].

Infelizmente, em muitas situagoes fisicamente relevantes, mapear o modelo de Hubbard
em um modelo quantico de spins consiste em uma supersimplificacao do problema. As
complicagoes devido a estatistica fermionica dos elétrons no modelo microscopico sao leva-
das em conta por meio de uma média efetiva no parametro de troca J. Os operadores de
spin sao essencialmente bosonicos, uma vez que comutam em sitios diferentes na rede. Se

levdssemos em conta termos de ordem superior em ¢/U, intera¢oes bem mais complicadas
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apareceriam como interagoes entre varios spins e também entre spins bastante distantes
um do outro. Se U for da mesma ordem de grandeza de ¢, nao é claro de maneira alguma
que se possa truncar essa série apenas no termo de segunda ordem de perturbacao. Na
verdade, é justamente essa aproximacgao que reduz o complicado problema fermionico em

um modelo efetivo de spins.
2.2.5 O estado de Nagaoka

Como vimos na secao anterior, quando se dopa a Hamiltoniana de Hubbard no limite
de forte acoplamento para fora da condicao de banda exatamente semi-cheia, temos que o
modelo de Heisenberg deve ser substituido pelo modelo t —J. No entanto, nao discutimos
ainda fisicamente qual é o efeito preciso da dopagem nas correlagoes do sistema. Essa
questao fica particularmente evidente em um teorema demonstrado por Nagaoka [76]
para o modelo de Hubbard no limite U = co. Nesse caso, a Hamiltoniana ¢ — J se torna
H=—t Y PaL.P, (2.19)
<ij>o

onde P, é um operador que projeta os estados de Fock na representacao de Wannier
|1y, 1y, oy, ... > para um subespago que contenha somente estados com até, no maximo,

um elétron em cada sitio, ou seja, n;; + n;; < 1 para todo e qualquer sitio 7.

O teorema de Nagaoka pode ser enunciado da seguite maneira:

Teorema de Nagaoka 2.2.1 No limite U = 00, se doparmos com apenas um buraco o
estado magnético altamente degenerado associado a condi¢ao de banda exatamente semi-
cheia no modelo de Hubbard (Eq. 2.19), o estado fundamental do sistema resultante
apresenta um ordenamento do tipo ferromagnético (que € também conhecido como o estado

de Nagaoka).

Esse resultado nos mostra que, nesse caso, os buracos adicionados ao sistema com banda

semi-cheia preferem um ambiente ferromagnético onde eles podem minimizar sua energia
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cinética se tornando mais méveis. Infelizmente, esse resultado nao é facilmente genera-
lizavel para U/W finito ou outras concentagoes de buracos. Mesmo assim, acredita-se
que uma das grandes ligoes do teorema de Nagaoka seja o fato de que a dopagem nesses
sistemas implica numa reducao induzida por fortes flutuagoes quanticas do alcance das
correlagoes antiferromagnéticas que se encontram inicialmente presentes na condi¢ao de

banda exatamente semi-cheia.

2.2.6 Sistemas com acoplamentos intermediarios (U ~ W)

A regiao mais complicada de se analisar no modelo de Hubbard 2d consiste na situagao
em que as escalas do problema associados aos termos cinético e de interacao sao da
mesma ordem de grandeza, ou seja, U ~ W. Nesse regime, nenhuma escala do problema
domina sobre a outra e, portanto, nao existe nenhum parametro pequeno 6bvio em que
se possa expandir perturbativamente. Dessa maneira, esse problema nos coloca frente
a uma situacao inteiramente nova que requer o desenvolvimento de novos instrumentos
tedricos para sua descrigao. Além disso, outra grande motivagdo para essa andlise vem
da observacao experimental que sugere também que os cupratos de alta temperatura se
enquadram nessa situacao.

Vendo de uma maneira diferente essa questao, como nao existe nenhum parametro
pequeno na teoria, nao se sabe, em geral, qual deve ser o ponto de partida apropriado
para descrever esse tipo de sistema. Na regiao de fraco acoplamento, vimos anteriormente
que o ponto de partida adequado para a descricao do modelo eram férmions (isto é,
quasiparticulas) que estavam, por sua vez, conectados adiabaticamente com os elétrons do
modelo nao-interagente. Quando passamos para o regime de forte acoplamento, notamos
que o ponto de partida apropriado tornavam-se bésons (ou seja, spins) e, como resultado
disso, o sistema podia apresentar algum tipo de ordenamento magnético. Dessa maneira,

podemos observar, qualitativamente, que algum tipo de transicao no sistema deve ocorrer
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a medida que variamos a interacao do modelo U em relacao ao termo cinético. Esse
cendrio ¢ comumente denominado de transicao de fase quantica* no modelo, uma vez
que ela representa uma transicao entre natureza de estados fundamentais diferentes numa
situacao em que a temperatura do sistema ¢ estritamente nula, ou seja, 7" = 0. Vamos
voltar a discutir essa questao mas, primeiro, vamos definir a teoria de transicao de fase

dita classica ou de Landau-Ginzburg-Wilson.

2.3 'Teoria de transicao de fase “classica” ou de Landau-

Ginzburg-Wilson

Ao longo deste capitulo, discutimos as peculiaridades relacionadas com a natureza
do estado fundamental associado a sistemas de baixa dimensionalidade na presenca de
interagoes eletronicas em geral. Porém, pouco foi dito a respeito do papel da tempera-
tura na dinamica desses sistemas. Intuitivamente, espera-se que, se incluirmos um banho
térmico em um sistema cujo estado fundamental se encontra ordenado magneticamente,
esse estado tendera a reduzir suas correlacoes entre os spins devido as excitacoes térmicas.
Quando a temperatura atingir um certo valor critico 7T, maior que o parametro tipico de
acoplamento J, esses spins nao mais estarao correlacionados em longas distancias e o mo-
delo deixara de apresentar um ordenamento magnético macroscopicamente. Conseqilien-
temente, podemos ter um cenério de transicao de fase termodinamica de segunda ordem
no sistema entre uma fase ordenada e outra desordenada em T,.. Além disso, nessa tem-
peratura critica, essas duas fases coexistem entre si, o que torna esse problema altamente
nao trivial. A teoria que explica esse tipo de transicao de fase (que é, também, conhecida

como um fendmeno critico) foi, inicialmente, desenvolvida por Ginzburg e Landau [2] no

4Esse termo é usado para diferenciar esse tipo de transicdo da mais conhecida transicdo de fase
termodindmica (ou cldssica) que é conseqiiencia da competigdo entre a energia interna do sistema e sua
entropia.
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inicio da década de 50. Em seguida, essa teoria foi aperfeicoada por Wilson [42] vinte anos
depois para incluir o importante efeito das flutuacoes, que culminou, dessa maneira, no
desenvolvimento da nossa no¢cao moderna da chamada teoria do grupo de renormalizagao
(GR) para a descri¢ao desses sistemas. Essa teoria resultante é extremamente bem suce-
dida e, normalmente, é denominada na literatura de teoria de Landau-Ginzburg-Wilson
(LGW) para os fenémenos criticos.

Nessa teoria, o processo de transi¢ao é descrito por meio de um fendémeno intrinseco
do sistema denominado de quebra espontanea de simetria. O estado desordenado que se
manifesta em temperaturas mais altas, em geral, possui todas as simetrias associadas a
Hamiltoniana que descreve o sistema (como, por exemplo, simetrias de conservagao de
carga U(1) e de rotacao de spin SU(2)). No entanto, pode ocorrer no estado ordenado
que emerge quando se diminue a temperatura do sistema que alguma dessas simetrias
nao se manifeste. Quando isso ocorre, essa simetria (que, em geral, é continua) é dita
quebrada espontaneamente no sistema. Para exemplificar nossa discussao, considere o
caso de uma transicao de um paramagneto para um ferromagneto em um sistema com
trés dimensoes espaciais (3d). No estado paramagnético (altas temperaturas) os spins se
encontram completamente desordenados, de tal maneira que o sistema como um todo é
invariante por rotacao de spin SU(2). Em contrapartida, quando os spins se ordenam no
estado ferromagnético (baixas temperaturas), o sistema “escolhe” um eixo de quantizagao
para os spins se alinharem, quebrando, dessa maneira, espontaneamanente sua invariancia
inicial de rotacao de spin.

Além disso, uma questdao que estd intimamente ligada com o conceito de quebra
espontanea de simetria continua ¢ a nogao de ordenamento de longo alcance ou ma-
croscopico no sistema. De fato, sempre que o estado de baixa energia de um dado modelo
apresentar quebra espontanea de simetria e, portanto, estiver situado em um ponto critico,
suas correlagoes nesse sistema se estenderao infinitamente no espaco real. Mais precisa-

mente, isso significa que se calcularmos a chamada funcao de correlagao entre quaisquer
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dois pontos no sistema, ela nao decai a zero mesmo se a separagao entre pontos for infi-
nita. Portanto, toda a dinamica do sistema esta acoplada e, por essa razao, dizemos que o
sistema apresenta um ordenamento de longo alcance nesse estado. Esse ordenamento, por
sua vez, ¢ descrito por uma quantidade chamada parametro de ordem de longo alcance
na teoria. No caso especifico da transicao paramagneto-ferromagneto descrita acima, o
parametro de ordem é dado pela magnetizacao associada ao alinhamento dos spins no
sistema.

Se a simetria continua for quebrada em um sistema quantico, outra conseqiiéncia in-
teressante aparece. Nesse caso, como a Hamiltoniana que descreve o sistema é invariante
pela simetria continua, o estado fundamental associado ao problema é infinitamente dege-
nerado. No momento em que o sistema “escolhe” um entre esses infinitos estados, um novo
tipo de excitacao de natureza bosonica emerge dentro desse quadro. Essas excitacgoes, por
sua vez, nao apresentam “gap” para serem excitadas e elas sao comumentes chamadas
de bésons de Goldstone [77, 78]. Quando isso ocorre, dizemos que a simetria subja-
cente do modelo se encontra realizada em um modo de Goldstone. Exemplos conhecidos
de excitacoes de Goldstone sao os fonons que aparecem devido a quebra da simetria de
translacao continua em uma rede cristalina e os magnons ferromagnéticos que aparecem
quando se quebra a simetria de rotagao de spin na transicao paramagneto-ferromagneto
descrita acima.

Em trés dimensoes espaciais, esse cenario de transicao “classica” de segunda ordem
sempre é valido. No entanto, quando passamos para o caso de sistemas definidos em
dimensoes reduzidas como os modelos de baixa dimensionalidade discutidos ao longo de
todo esse capitulo, essa teoria, infelizmente, ndo pode mais ser utilizada. Essa questao
fica, particularmente, evidente em um famoso teorema conhecido como o teorema de

Mermin-Wagner demonstrado para esses sistemas que vamos discutir a seguir.
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2.4 'Teorema de Mermin-Wagner

O teorema de Mermin-Wagner [8, 9] ilustra de maneira clara o papel drastico que pode
ter o efeito da temperatura nas propriedades dos sistemas de baixa dimensionalidade. Seu
conteudo dentro de um contexto nao-relativistico foi sugerido, inicialmente, por Hohenberg
na década de 60 e demonstrado, rigorosamente, por Mermin e Wagner nessa mesma época.

Esse teorema pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema de Mermin-Wagner 2.4.1 Para um modelo interagente definido com um
parametro de interacao de curto alcance, nao pode haver quebra espontanea de simetria
continua em nenhuma temperatura finita do sistema nem em uma nem em duas dimensées

espaciais.

Como corolario direto desse teorema, temos que esses mesmos sistemas nao podem apre-
sentar um ordenamento genuinamente de longo alcance em temperaturas finitas. Dessa
maneira, eles s6 podem apresentar dois tipos de ordenamento: A primeira possibilidade
consiste em um ordenamento do tipo quase-longo alcance ou mesoscopico. Esse tipo
de ordenamento se caracteriza pelo fato das correlagoes entre dois pontos no sistema
decairem de forma lenta em termos de uma lei de poténcia a medida que a separagao
entre pontos aumenta’. Ele é sintomético de sistemas que possuem, pelo menos, algum
tipo de excitacao sem “gap” presente. A segunda possibilidade consiste no fato do sis-
tema apresentar simplesmente uma ordem de curto alcance ou microscopico. Esse tipo
de ordenamento é, por sua vez, caracterizado por um decaimento exponencial rapido da
funcao de correlagao associada ao sistema e, em geral, é resultado de abertura de algum
“gap” de excitagao nele.

Esse teorema implica, também, que as excitagoes térmicas desordenam os spins em

sistemas de baixa dimensionalidade em temperaturas arbitrariamente baixas. Dito de

5Note que essa correlacdo é zero no infinto, ao contrario do caso de ordenamento genuinamente de
longo alcance em 3d onde essa mesma quantidade nao se anula no mesmo limite.
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outra forma, isso significa que a temperatura de transicao nesses sistemas sempre ocorreria,
estritamente falando, em 7" = 0. Por essa razao, nas ultimas décadas, houve um grande
aumento em fisica da matéria condensada no interesse em se analisar transi¢oes de fase que
ocorrem em funcao de outro parametro de controle que nao seja a temperatura como, por
exemplo, o acoplamento que define o modelo ou a dopagem do sistema. Essas transicoes
sao de natureza completamente se comparadas com as transicoes classicas descritas pela
teoria de Landau-Ginzburg-Wilson. Elas nao tém origem devido a uma competicao entre
energia interna e entropia do sistema, mas sim em uma competigao entre diferentes termos
presentes na Hamiltoniana que, por sua vez, nao comutam entre si como, por exemplo, a
energia cinética e o termo de interacao. Esse novo tipo de transicao de fase nao envolve
necesariamente quebra espontanea de simetria no sistema e, por essa razao, é comumente

chamado de transi¢ao de fase quantica na literatura [79].

2.5 Consideracoes gerais

Neste capitulo, definimos os modelos que vamos usar ao longo de toda esta tese: os
modelos de Hubbard 1d e 2d. Apesar do modelo de Hubbard em 1d poder sempre ser
resolvido exatamente, o caso 2d se mostra bem mais desafiador nesse aspecto. De fato,
em 2d, esse modelo s6 pode ser resolvido em duas situagoes especiais: fraco acoplamento
e forte acoplamento. Nessa condigoes, sempre algum termo na Hamiltoniana domina
sobre o outro o que simplifica, substancialmente, a andlise final. No entanto, para o
caso de acoplamentos intermediarios, essas aproximagoes nao podem mais ser invocadas
e a solucao do problema resultante se torna bem mais complicada. Além disso, vimos a
importancia desse caso para a descrigao dos cupratos supercondutores.

No proximo capitulo, vamos comecar a discutir uma importante técnica conhecida
como o grupo de renormalizacao com o intuito de aplicar posteriormente nesta tese na

descrigao de alguns desses sistemas. Veremos que o grupo de renormalizacao revelar-se-a
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uma técnica bastante poderosa e promissora para se inferir sobre a natureza do estado
fundamental e das excitagoes elementares associadas a modelos que, tipicamente, nao

podem ser resolvidos exatamente.
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Capitulo 3

O Grupo de Renormalizacao

Neste capitulo, vamos descrever a metodologia que serd utilizada ao longo desta tese
que consiste no chamado método do grupo de renormalizacao. Como ficara claro no
que se segue, essa técnica se revelera um instrumento analitico poderoso que, por sua
vez, permitird a analise dos modelos eletronicos fortemente correlacionados discutidos
anteriormente. Dentro desse quadro, vamos, inicialmente, definir a filosofia subjacente do
método para, em seguida, discutir as diferentes maneiras de se implementa-lo na préatica.
Veremos que, seguindo uma estratégia semelhante a que levou ao sucesso espetacular
da teoria do grupo de renormalizacao aplicada aos fenomenos criticos, definiremos uma
transformagao entre Hamiltonianas (ou, equivalentemente, uma tranformagao entre agoes)
que, essencialmente, mapea ou renormaliza o modelo inicial em um outro modelo dito
efetivo. Esse ultimo, por sua vez, é definido de tal forma a incluir exatamente a mesma
fisica de baixa energia associada ao modelo original. Se, por hipdtese, ao longo desse
processo de renormalizacao, pelo menos um desses modelos efetivos puder ser resolvido
exatamente, isso implicard que toda a classe de Hamiltoniana efetivas associadas a esse
modelo incluindo o problema inicial também estarao resolvidos.

Devido a sua grande generalidade, existem aplicagoes do método do grupo de renorma-

lizagao dentro dos mais variados contextos fisicos e mateméaticos. No entanto, vamos nos
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3. O Grupo de Renormalizagao

concentrar aqui, essencialmente, em sua capacidade em determinar a natureza do estado
fundamental associado a um dado modelo microscopico, bem como em caracterizar a na-
tureza das excitacoes elementares! presentes ou nao na descricao de baixa energia desse
sistema.

Como ja foi mencionado anteriormente, o grupo de renormalizacao pode ser formu-
lado utilizando-se basicamente dois tipos de abordagens possiveis que, na verdade, se
complementam: a formulagao de Wilson e a formulacao de teoria de campos. Assim,
vamos iniciar nossa discussao explicando primeiro a abordagem devido a Wilson. Essa
abordagem, embora tecnicamente mais dificil de ser implementada, tem a vantagem de
ser bastante intuitiva fisicamente. Ela servird de base para a nossa discussao posterior
que tratara do grupo de renormalizacao seguindo a abordagem de teoria de campos. Essa
abordagem, por sua vez, tem a seu favor a vantagem de ser tecnicamente mais simples de

se implementar, embora seja um pouco mais abstrata em sua construgao.

3.1 A filosofia do método

Vamos recapitular a nossa discussao do capitulo anterior. Considere mais uma vez
o caso de um sistema de elétrons nao-interagentes descritos por uma Hamiltoniana do
tipo “tight-binding” que, para o nosso propésito aqui, pode ser 1d ou 2d. Como vimos,
para o caso de banda semi-cheia (n = 1) ou quase semi-cheia (n ~ 1), esses sistemas
nao apresentam “gaps” de excitacao no espectro de energia correspondente. Além disso,
eles sao trivialmente descritos por uma teoria de bandas ou, equivalentemente, pela teoria
do liquido de Fermi de Landau que se baseia no conceito de particulas independentes (ou
quasiparticulas) presentes no sistema. Quando adicionamos os efeitos de interagao elétron-

elétron, observamos que a fisica de alguns desses sistemas se modifica drasticamente de

IEssas excitacoes elementares de baixa energia sio fundamentais, por exemplo, na determinacao das
propriedades termodinamicas, magnéticas e de transporte nesses sistemas.
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tal forma que outros tipos de abordagens devem ser utilizados.

Dessa maneira, torna-se natural fazer as seguintes perguntas para esses sistemas: Qual
é a fisica de baixa energia associada ao modelo resultante quando adicionamos um dada
interacao a teoria livre? O sistema permanecera sem “gap” ou nao? Se o sistema conti-
nuar sem “gap”, qual é a teoria efetiva que descreve a fisica de baixa energia do modelo
correspondente? Se, por outro lado, o sistema abrir um “gap” de excitacao, qual é a
natureza do estado fundamental nessa situacao? Vamos mostrar que o grupo de renorma-
lizagao prove uma nova maneira de responder essas questoes em situacoes que podem ser
testadas por varios outros métodos (como é o caso, por exemplo, do modelo de elétrons
interagentes em 1d) e tem o potencial futuro de dar respostas categéricas a situagoes
novas que nao foram resolvidas até o presente momento.

Como ja foi dito, vamos discutir primeiro a abordagem de Wilson para o grupo de
renormalizacao (GR), uma vez que ela permite, na opiniao do autor, um entendimento
da filosofia associada ao método de uma maneira mais transparente. No cerne dessa
formulacao, estd o conceito de Hamiltoniana (ou agao) efetiva que descreve as propriedades
fisicas do sistema em uma dada escala que pode ser, por exemplo, uma escala de energia
ou uma escala de comprimento. Em matéria condensada, o interesse principal dessa
teoria efetiva consiste em estudar o comportamento de um dado sistema no limite de
baixas energias ou para escalas de comprimento macroscopicas. Essa analise permite,
por exemplo, a caracterizagao da natureza do estado fundamental associado ao problema
original e de suas excitacoes elementares que, por sua vez, podem ser inferidas de maneira
indireta em situagoes experimentais.

Formalmente, a derivacao dessa acao efetiva é bastante simples: Primeiro, define-se a
teoria microscopica em termos de uma integral funcional que descreve o sistema como um
todo (teoria chamada “nua”). Em seguida, integra-se os graus de liberdade associados
a escalas de energia altas ou escalas de comprimento microscépicas (modos rapidos),

incluindo-os de maneira efetiva nos graus de liberdade associados a escalas de energia
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baixas ou escalas de comprimento macroscépicas (modos lentos). Depois, rescalona-se os
graus de liberdade associados aos modos lentos, ou seja, faz-se uma mudanga de unidades,
a fim de comparar as duas teorias antes e depois da integracao. Por fim, rescalonam-se
também os campos dessa teoria. Todos esses estdgios definem o chamado processo de
renormalizacao do sistema.

Se iterarmos esse procedimento varias vezes, obtemos um mapeamento de Hamilto-
nianas ou agoes definidas em um certo espaco de fase para acoes definidas nesse mesmo
espaco. Representando uma acao inicial como um ponto no espaco de constantes de aco-
plamento, esse ponto fluird para um outro ponto com a tranformacao do GR e, assim,
sucessivamente. Isso gerard possiveis trajetorias no espago de agoes ao longo desse pro-
cesso que denominamos de diagrama de fluxo do sistema. Essa representacao pictérica
sugere uma possibilidade bastante interessante que consiste na nocao de ponto fixo? do
grupo, ou seja, um ponto que reproduz nele mesmo e nao flui apds a transformacao do
GR. Assim, se o sistema tiver um comprimento tipico de correlacdo £ nas unidades an-
tigas, depois da transformagao, esse comprimento terd um valor menor £ < £ nas novas
unidades. No entanto, por definicao, ele tem de continuar o mesmo antes e depois da
transformacao no ponto fixo. Isso significa que o comprimento de correlagao nesse caso
tem de ser zero ou infinito. O primeiro caso (¢ = 0) implica que o sistema nao tem
correlacoes presentes e, portanto, o estado é essencialmente livre e sem “gap”. Por outro
lado, o segundo caso (£ = 00) significa que o estado se encontra fortemente correlacionado
ao longo de todo o sistema. Fazendo uma analogia com a teoria de transicao de fases de
Landau-Ginzburg-Wilson, podemos dizer que, nessa situacao, o sistema se encontra em
um ponto de criticalidade. Essa situagao implica que as fungoes de correlagao associadas
ao sistema decaem de forma lenta como uma lei de poténcia. Além dissso, como vimos

anteriormente, esse decaimento é sintoméatico de um ordenamento do tipo quase-longo al-

2Esse ponto fixo é conhecido também como ponto fixo infravermelho, uma vez que estd relacionado
com o limite de baixas energias no sistema. Pontos fixos ultravioletas nao sao importantes no contexto
de matéria condensada e, por essa razao, nao serao tratados nesta tese.
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cance no sistema e da presenca, pelo menos, de alguma excitagao sem “gap” no espectro.
Portanto, podemos constatar, de uma maneira bastante geral, que pontos fixos descrevem,
naturalmente, sistemas sem “gaps” de excitacao presentes.

Outro cenério que pode ocorrer também no processo de renormalizacao consiste na
situagao em que o fluxo de agdes efetivas nao converge para nenhum ponto fixo. Esses
casos sao, em geral, muito mais dificeis de se analisar, uma vez que o processo de renor-
malizacao nao deixa claro qual é o modelo efetivo de baixa energia que descreve a fisica
desses sistemas. Assim, em situacoes como essa, temos que recorrer ao calculo de outras
quantidades para inferirmos sobre o comportamento macroscopico exibido por esses sis-
temas. Na maioria das vezes, esses casos refletem uma abertura de “gap” no espectro de
excitagdo que, por sua vez, estd relacionado com uma presenca de um ordenamento de
curto alcance no sistema.

Uma outra conseqiiéncia importante e natural do grupo de renormalizagao consiste
no conceito de universalidade associado a esses sistemas. Considere, por exemplo, duas
Hamitonianas (ou agoes) microscépicas completamente diferentes entre si. Vamos supor
que, ao longo da transformagao do GR, ambas convirjam para um mesmo ponto fixo no
limite de baixa energia. Esse resultado significaria que os dois modelos, quando obser-
vados experimentalmente, exibiriam o mesmo tipo de comportamento macroscopico. Por
essa razao, em inumeras ocasioes, uma variedade de sistemas em matéria condensada
podem ser descritos por apenas uma unica teoria efetiva que é definida pelo ponto fixo
correspondente. Sistemas que satisfazem essa condigao sao classifiicados como estando em
uma chamada mesma classe de universalidade. Essa filosofia esta implicita, por exemplo,
na teoria de Landau do liquido de Fermi que descreve corretamente sistemas metalicos
em trés dimensoes espaciais. Essa teoria define a classe de universalidade associada a
um gas de quasiparticulas (ou elétrons renormalizados) que estao essencialmente livres no
sistema. Por essa razao, também, teoria de bandas, de uma maneira geral, funciona bem

para esses sistemas 3d descritos em termos de particulas independentes.
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Dessa maneira, fica claro que certas diferengas microscépicas entre modelos podem
ou nao influenciar a fisica de baixa energia do sistema dependendo da classe de univer-
salidade a que eles estao associados. Por essa razao, é interessante introduzir aqui uma
terminologia que diferencie cada situacao nesses sistemas. Os parametros no modelo que
fluem (ou renormalizam) para zero sdo chamados de irrelevantes do ponto de vista do GR
e podem ser, naturalmente, desprezadas nessas teorias definidas dentro da mesma classe
de universalidade. Por outro lado, existem também situacoes em que os parametros do
modelo inicial crescem ao longo do fluxo do GR e estes, por sua vez, sao classificados
como relevantes na teoria. Ja as quantidades que nao variam ao longo desse processo
sao chamadas de grandezas marginais do modelo. Assim, visto por esse angulo, podemos
constatar que, se uma Hamiltoniana microscépica contiver parametros que sao relevantes
ou marginais nela, a sua dinamica macroscépica serd determinada, fundamentalmente,

por essas quantidades.

3.2 O problema central desta tese

Antes de definirmos o processo de renormalizacao do ponto de vista formal, precisamos
definir primeiro o problema central que sera tratado nessa tese. Vamos voltar ao problema
do modelo de Hubbard em duas dimensoes espaciais que definimos no capitulo anterior.

Como vimos, esse modelo é descrito pela seguinte Hamiltoniana

H=H—puN =>[-2t(cos(kza) + cos(kya)) — p] wLU@DkU + U ngny,. (3.1)
Ko i

Nessa expressao, o termo de energia cinética esté escrito na base de vetor de onda de

Bloch, enquanto que o termo de interacao esta escrito na base de Wannier. Para colocar

os dois termos na mesma representacao, vamos fazer uma mudanca de base no termo de

interagao, escrevendo-o também em termos da base de vetor de onda no sistema. Portanto,
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temos

_ U
7 = Y [~ (cos(ksa) + cos(k,a) = m v Vg, + (57— ) 3 Uhoartilytaton
Ko sites/ p k. q

(3.2)
Esse é o modelo de Hubbard bidimensional na forma em que trataremos daqui por diante
nesta tese. Como vimos anteriormente, esse modelo nao pode ser resolvido exatamente
para todas as situacoes de dopagens e constantes de acoplamento. Dessa maneira, torna-
se interessante o desenvolvimento de novos tipos de técnicas analiticas que permitam a
determinacao da natureza do seu estado fundamental e de suas excitagoes elementares em
situagoes fisicamente importantes.

Vamos entender inicialmente qual é a situacao fisica que queremos descrever. Reca-
pitulando a nossa discussao sobre os cupratos supercondutores, vimos que, quando esses
sistemas se encontram numa situacao de banda exatamente semi-cheia (isto é, n = 1), eles
sao sempre isolantes de Mott. A medida em que eles sao levemente dopados com buracos,
eles exibem uma fase eletronica bastante peculiar que se manifesta em temperaturas fini-
tas conhecida como a fase de pseudogap. Essa fase, como vimos, é central para o correto
entendimento do mecanismo da supercondutividade de alta temperatura nesses sistemas.
Além disso, vimos também que o modelo de Hubbard 2d definido para acoplamentos de
intensidade intermedidria fornece um ponto de partida apropriado para a descricao desses
materiais e, por essa razao, ele pode captar algumas das propriedades eletronicas exdticas
nessas regioes de dopagem.

Diante desse quadro tedrico, o problema que vamos abordar nesta tese consiste no
modelo de Hubbard 2d para o caso em que a banda do sistema se encontra quase semi-
cheia (n ~ 1) como o resultado de uma leve dopagem por buracos. Dessa maneira, o
nosso objetivo primordial consistirda em atacar esse problema usando o método do grupo
de renormalizagao (GR) descrito anteriormente. Como j& mencionamos, essa formulagao

do GR segue uma estratégia semelhante a abordagem original devido a Wilson na teoria de
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transigao de fases de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW). Porém, ao contrario dessa teoria
que ¢ naturalmente adequada para a descricao de bdsons no sistema, a nossa abordagem
aqui sera adaptada para o nosso problema especifico que é fermionico. Como ficara claro
no que se segue, isso implicard em diferencas cruciais entre os dois métodos do GR o
que faz com que a abordagem fermionica seja extremamente interessante também de um
ponto de vista exclusivamente tedrico.

O nosso ponto de partida, portanto, sera a superficie de Fermi nao-interagente asso-
ciada ao modelo de Hubbard 2d com banda quase semi-cheia (ver Fig. 3.1(a)). Usando
taticamente uma linguagem ja apropriada para formularmos o GR para esse sistema, como
essa teoria livre nao apresenta “gap” de excitagao presente, esperamos, naturalmente, que
ela sempre corresponda a um ponto fixo da transformacao. Esse ponto fixo nao-interagente
¢é conhecido como o ponto fixo trivial do GR. Esse ponto define, por exemplo, a teoria do
liquido de Fermi de Landau para esse sistema.

Como ja explicamos anteriormente, quando adicionarmos o termo de interagao nesse
sistema, essa interacao podera fluir efetivamente em véarias direcoes diferentes e, na ver-
dade, o destino final desse fluxo determinara a natureza do estado fundamental do sis-
tema e de suas excitacoes elementares observadas macroscopicamente. Além disso, outra
questao bastante importante na discussao que se seguira consiste na analise da possibili-
dade de existéncia ou nao de outros pontos fixos da transformacao que sejam nao-triviais
(ou nao-livres). Em caso afirmativo, o modelo interagente se encontrard na mesma classe
de universalidade de alguma outra teoria efetiva® que, por sua vez, serd de natureza
bastante diferente da teoria de Landau.

Embora toda essa discussao se assemelhe bastante com o GR formulado para os
fenomenos criticos, existem diferencas importantes com o caso que queremos analisar
nesta tese. Essas diferencas estao, basicamente, relacionadas com a natureza do espaco

de fase no limite de baixa energia que é bastante distinta nos dois sistemas. No caso

3Essa teoria efetiva também é comumente chamada de teoria do liquido de Nao-Fermi na literatura.
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Figura 3.1: (a) A superficie de Fermi (SF) do caso de uma banda exatamente semi-cheia
no modelo de Hubbard 2d (linha tracejada), a SF no caso levemente dopado por buracos
(linha continua), e (b) essa tltima SF depois de uma rotagao dos eixos de 45° graus.

de fenomenos criticos bosonicos, o limite de baixa energia se concentra apenas em um
ponto que é a origem do espaco de momentos da teoria. Dessa maneira, todo processo
de renormalizagao se déd em direcao a esse ponto, o que simplifica, substancialmente, a
andlise. Por outro lado, em sistemas tipicamente fermionicos, o limite de baixa energia
nao é definido apenas por um ponto, mas sim por toda uma superficie, a superficie de
Fermi? (SF) do sistema. Dessa maneira, o processo de renormalizacao tem que ser defi-
nido em direcao a essa superficie, o que implica em uma diminuicao apenas da direcao do
momento perpendicular a SF. Assim, como a diregao paralela a SF fica, essencialmente,
inalterada devido a esse processo descrito, ela se revelard sempre importante para a cor-
reta descricao desses sistemas. Dito de outra maneira, os pontos fixos nesses sistemas
serao sempre caracterizados por uma SF e por infinitos acoplamentos (ou fungoes de aco-
plamento) que estarao definidos nessa superficie. Note que o caso 1d é especial: a SF

consiste em apenas dois pontos (+kp e —kp). Com excegao do fato de ser dois pontos,

1A superficie de Fermi do sistema pode apresentar os mais variados tipos de topologia (ver, por
exemplo, Fig. 2.3). Além disso, ela pode também, eventualmente, se alterar devido ao efeito das interagoes
no sistema.
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0 que, basicamente, converte esse sistema de férmions nao-relativisiticos em férmions de
Dirac, temos a mesma situagao, se comparada com a teoria dos fendmenos criticos, em
1d, com poucas constantes de acoplamento na teoria efetiva de baixa energia. Isso explica
o porqué do grande sucesso em se aplicar o GR para esses sistemas [11, 80] e a resisténcia
igualmente grande em aplicar esses mesmos métodos em sistemas de dimensao espacial
maiores (d > 1).

Agora, vamos voltar novamente ao nosso problema inicial que consiste no modelo
de Hubbard 2d com banda quase semi-cheia. Como podemos ver na Fig. 3.1(a), a
SF correspondente apresenta partes que se encontram, em um boa aproximacao, numa
situacao de “nesting”, ou seja, elas podem ser mapeadas uma na outra, fazendo-se apenas
uma translacao de um vetor de momento finito. Na verdade, esse fato faz com que esse
sistema possua uma analogia bastante importante com o caso fermionico 1d. Além disso,
essa superficie tem bordas arrendodadas, o que implica que o gradiente V} &, é sempre
nao-nulo ao longo dela. Conseqiientemente, nao existe nenhuma singularidade de van
Hove presente no sistema.

Se fizermos uma rotacao no eixo dos momentos de 45° graus, a superficie de Fermi
do sistema fica como estd mostrada na Fig. 3.1(b). Por motivos que ficardo claros mais
adiante, vamos dividi-la em quatro regioes cineméaticas que quase nao possuem curvatura:
duas regioes definidas com linhas continuas e duas regioes definidas com linhas tracejadas.
Dessa forma, estamos desprezando os efeitos das bordas no sistema. Além disso, como
veremos com mais detalhes no Cap. 5 desta tese, os dois conjuntos formados por uma linha
paralela e uma tracejada que sao paralelas entre si nao se misturarao, de tal forma que
podemos nos restringir a apenas um dos conjuntos. Por conveniéncia, vamos considerar as
regioes definidas pelo momento paralelo em relacao a SF dado por & = k, e o momento
perpendicular correspondente dado por k; = k,. Dessa maneira, o momento paralelo
estd restrito ao intervalo —A < kj < A, onde 2A consiste, basicamente, na extensao das

regioes da SF.
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Como estamos interessados apenas na dinamica de baixa energia desse modelo, torna-
se legitimo linearizar a relagao de dispersao &} em torno da superficie de Fermi do sistema
definida nos novos eixos de momentos definidos apds a rotacao. Portanto, a Hamiltoniana
nao-interagente do modelo fica

HO = HO — [LN = Z UF(|]€J_| - kF)q/}I{U(a)wkU(a)’ (33)
k.o

(a==)
onde vp = Vk£k| k, =+kp € a velocidade das excitagoes eletronicas no nivel de Fermi, isto
é, a velocidade de Fermi do sistema. Além disso, o subscrito a = + nos operadores de
criagao e destruigao denotam a regiao da SF, ou seja, k; = £k, em que essas excitagoes
sao criadas ou destruidas. Essa aproximacao linear da relacao de dispersao sera valida
apenas para alguns valores de k, definidos dentro dos intervalos [—kr — \; —kp + A] e
[kr — A\ kp + A] (ver Fig. 3.1(b)). Estados que estao fora dessas regides serao, portanto,
desprezados, uma vez que eles introduziriam corregoes nao lineares nessa expansao. Dessa
maneira, podemos constatar que o parametro A desempenha o papel de um ponte de corte
maximo para os momentos definidos no modelo ou, de maneira essencialmente equivalente,
um ponte de corte minimo microscépico no espaco real do sistema. Por essa razao, esse
ponte de corte é chamado comumente de “cutoff” ultravioleta (UV). A extensao desse

“cutoft” na energia é, por sua vez, dada por 2 = 2vpA.

3.3 A abordagem de Wilson

3.3.1 Representacao de integral funcional do sistema

Nesta secao, vamos iniciar uma discussao mais técnica sobre a abordagem do GR de
Wilson adequado ao nosso caso de interesse. Vamos considerar, novamente, o mesmo
sistema eletronico definido na se¢ao anterior descrito pela Hamiltoniana nao-interagente

da Eq. (3.3). Fazendo uma simples transformacao de Legendre, temos que a Lagrangiana
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nao-interagente que corresponde a esse modelo fica da seguinte forma

Lo= Y ol (k) (10, — vekL) ¥, (1), (3.4)
k,

(a=1%)

onde, por conveniéncia, definimos a quantidade k; =| k; | —kp. Nessa expressio e nas
que se seguirao, vamos abandonar o subscrito a = &+ para nao carregar, por enquanto,
a nossa notagao. Além disso, as quantidades 9] (k,t) e 1, (k,t) sao definidas, agora,
como sendo campos fermionicos (isto é, nimeros de Grassmann) que estao associados
aos operadores de criagao e destruicao de elétrons com momento k e projecao de spin
o no formalismo canoénico. No limite termodinamico (N,V — o0), devemos obviamente
substituir 3y = V/(27)? [ d’k.

A transformada de Fourier de ¢ (k,t) em relacdo ao tempo com uma normalizac¢ao

apropriada para tomarmos o limite termodinamico no sistema é a seguinte

Vv, (k,t) = \;V/gj:)e_ikotwg (ko, k) . (3.5)

Analogamente, define-se a mesma transformada também para ] (k,t). Assim, a agao

nao-interagente do sistema, que é definida como sendo Sy = [ dtLy, fica

Slt.0) = X f Rt ) (ko ) i (1), 36

onde, de agora em diante, estamos adotando uma notagao “relativistica” para k = (ko, k)
onde kg ¢ a energia e k = (k, k1) o momento do sistema. Além disso, temos que

A3k dko d’k
@n) ~ (2x) 2n ) (3.7

Agora, estamos prontos para comecar a discutir o efeito das interacoes nesse modelo
nao-interagente. Serd instrutivo analisar o efeito de uma interacao entre duas particulas
escrita da maneira mais geral possivel nesse sistema. Assim, seguindo os mesmos passos
que acabamos de descrever, podemos mostrar que esse termo de interagao genérico fica

da seguinte forma
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Sl 0] = = > ﬁ[

] (2m) 35) (p1 + p2 — p3s — Pa)9(P1, P2, D3, Pa)

a,B,7,6 7 i=1
X (pa) V1 (p3) ¥p (p2) Y (1) (3.8)
onde temos que
5(3)(191 + P2 — p3 — pa) = 6(P1o + P20 — P30 — p40)5(2)(l31 + Py — P3 — Pa4)- (3.9)

Na representagao de integral funcional, uma teoria de campos fica completamente
definida se escrevermos o chamado funcional gerador dela. Esse objeto matematico, por

sua vez, pode ser escrito da seguinte forma
77 77 /qu'f Dw( ) So[wfyw]-i-smt[wfﬂli]-ﬁ-f 77Jr1li+f771/)Jr (310)

onde 7 e n' sdo fontes externas que gerarao todas a funcdes de correlacao associadas a
esse sistema. Para simplificar a nossa discussao, vamos fazer com que essas quantidades

sejam nulas, ou seja, n = n' = 0. Dessa maneira, a expressao final ficard
Z=2Znt = /D@/}T )Dip(k)e™ i(So[¥T W]+ Sime[$T4]) (3.11)

Como veremos a seguir, essa quantidade desempenhara um papel crucial para construirmos

o método do GR de Wilson para esse sistema.
3.3.2 Estagios da transformagao do GR de Wilson

omo vimos anteriormente, a nossa teoria nao se encontra definida para qualquer
C t te, t tra definid 1

momento k no sistema. De fato, para o momento perpendicular a superficie de Fermi
k., vimos que existe um “cutoff” ultravioleta A\ associado que nao permite excitagoes no

modelo além dessa faixa. Nesse sentido, ¢ interessante chamar a atencao para o fato de
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que, fisicamente falando, esse “cutoft” ultravioleta no espaco real esta associado a uma
escala minima microscépica no sistema. Essa escala, por sua vez, nao permitira flutuacoes
quanticas no sistema que ocorram em distancias menores que ela. Ja para o momento
paralelo %, vimos que esse problema de definir um “cutoff” ultravioleta nao aparece,
uma vez que essa componente se encontra, naturalmente, definida dentro do intervalo
—A < kj < A. Na verdade, esse tratamento diferenciado nas duas componentes do
momento é tipico de sistemas que nao sao relativisticamente invariantes que é o caso do
modelo tratado aqui que é invariante apenas pelo grupo de Galileu. Dentro desse quadro,
pela mesma razao, nao precisamos também tratar a energia ky em pé de igualdade com
os momentos definidos na teoria. Dessa maneira, vamos fazer a escolha de nao definir
nenhum limite maximo (ou “cutoft” UV) para os valores que a energia pode assumir no
sistema. Em outra palavras, isso equivale a dizer que a energia, por definicao, satisfaz a
seguinte condicao, ou seja, —oo < kg < 00.

Agora, estamos prontos para definir o processo de renormalizacao do sistema no
espirito da formulagao de Wilson. Como vimos, esse processo consiste em varios estagios.
Em primeiro lugar, temos que definir a teoria inicial também chamada de teoria “nua”
que, por sua vez, representa a teoria efetiva do sistema definida na escala do cutoff ultra-
violeta ou, equivalentemente, a escala microscopica do sistema. O funcional gerador da

teoria se escreve, portanto, da seguinte forma

Z()\) = /| DwT(k)Dw(k)ei(SOWTW]JrSthTﬂZJD’ (3'12)

kJ_|<)\
onde a notacao f\h\ <y Dos instrui a fazer a integragao funcional apenas nas configuragoes

de campo (k) que satisfazem as seguintes condigoes

50 Y(k) para k tal que |ko| < oo, [kj] < Aelki]| <A,

0 caso contrario.

O segundo estdgio do processo de renormalizacao consiste em integrar os graus de
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liberdade rapidos ou associados a escalas de momento mais altas, incluindo-os de forma
efetiva nos graus de liberdade lentos ou associados a escalas de momento mais baixas.
Para isso, vamos definir, arbitrariamente, um parametro b < 1 de tal forma que a escala
de momento b\ funcionard como um divisor entre os modos lentos ¥~ (k) e os modos

rapidos ¢~ (k) do sistema. Assim, escrevendo de uma maneira mais sistemdtica, temos

que
Y(k) = (k) + s (k), (3.13)
onde
bty = 4 V<) selk <
0 se DA < [ki| <A,
e
py=d O selRl<Oy

Yo (k) se bA < k1| < .
Logo, a agao do sistema fica

ST, ¢] = Solwl, ve] + Solwl, ] + Siml0l, o 9L, vs]. (3.14)

Substituindo essa tltima expressao na Eq. (3.12), temos que

_ /le(kr)@w<( ) iSo[wl <] /DQ/JT DQ/J ( ) iSo[vl s lSmt[¢< Yl ] (3.15)

Vamos supor que nds pudéssemos resolver a segunda integral funcional obtendo

ewS[wL,w<] _ /Dw’; (k)pw>(k)eiso[wl,w>]eismt[w2,w<;wl,w>}. (3.16)
Assim, teriamos

Z(\) :/|m<l)A Dyl (k)Dy. (k) Wk w<l+osil <), (3.17)
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e, portanto, a agao efetivamente ficaria

Sefetivo WT@ ¢<] = SO WL’ ¢<] + 5SWT<, ¢<] (318)

No entanto, como podemos facilmente ver, essa acao efetiva estda definida numa regiao
cinemdtica |k | < b\ menor se comparada com a teoria “nua” o que impossibilita nesse
estagio ainda a comparacgao entre as duas teorias. Para remediar esse defeito, temos
também que rescalonar os momentos perpendiculares da teoria efetiva da seguinte maneira
El = k,/b. Assim, os novos momentos rescalonados passam a satisfazer |EIL| < A, ou
seja, igual a condicao inicial associada a teoria “nua”. Por motivos que ficarao claros na
proxima secao, devemos rescalonar, ainda, a energia kg associada ao sistema da mesma
forma, ou seja, ki = ko/b.

O 1ltimo estagio do processo de renormalizagao consiste também em levar em conta a
possibilidade dos campos fermionicos se alterarem ao longo desse processo. Dessa maneira,
para compararmos as duas teorias antes e depois da integragao, torna-se necessario o

rescalonamento adicional dos campos da teoria, ou seja,
W'(K) = < (bK). (3.19)

Todos esses estagios descritos definem o chamado GR de Wilson para o nosso problema.
Além disso, se fizermos b — 1 e iterarmos essa transformacao, ela tendera a ser uma
transformacao continua de acoes. Dessa maneira, o método de Wilson fornece um quadro
bastante intuitivo do ponto de vista fisico do processo de renormalizacao associado ao
sistema representado por uma trajetéria ou fluxo num espaco de possiveis acoes definidas

efetivamente para cada escala de observacao.

3.3.3 O caso da teoria livre

Vamos ilustrar, nesta secao, como a transformacao do GR definida anteriormente

funciona no caso da teoria livre, ou seja, o sistema sem interagoes. Como vimos anterior-
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mente, como essa teoria nao apresenta “gap” de excitacao no sistema, esperamos que ela
seja naturalmente um ponto fixo da transformacao. Assim, temos que, como S;,; = 0, a

Eq. (3.15) fica
_ / DL (k) Dy (ke 5ol =] / Dyl (k) D (k)e S Ws =] (3.20)

ou seja, os graus de liberdade lentos e rapidos do sistema nao se misturam. Dessa forma,
como a segunda integral funcional sé depende de i~ e z/JT>, ela retornara apenas uma

constante independente de ¢ e @Z)L que, portanto, pode ser desprezada. Logo,

20 = [, DULRDuc (e (3:21)

onde

d*k

Sl =3 [y he (8) (ko = wpkL) e (). (3:22)

Rescalonando a energia do sistema e a componente do momento perpendicular a superficie
de Fermi

kh=ko/b e Kk, =k./b, (3.23)

temos

=5, P e R0 (8 = ) v 081, (324)

Substituindo a Eq. (3.19) e fazendo ¢(~' = %2, temos

-3, Lo

dgk' W (k) (kg — ek L) ¢ (K, (3.25)

ou seja,

Portanto, constatamos que a teoria livre, de fato, é sempre um ponto fixo da trans-

formacao. Note que se nao tivéssemos rescalonado também a energia do sistema essa
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condicao nao seria satisfeita. Esse ponto fixo livre é conhecido como o ponto fixo trivial

da transformacao e define a teoria do liquido de Fermi no sistema.

3.3.4 Relevante, irrelevante ou marginal

Nesta secao, vamos classificar o papel das interacoes no sistema que, eventualmente,
podem perturbar esse ponto fixo trivial. Vamos considerar novamente o termo de interagao

genérico entre duas particulas no sistema. Assim,

d3
SVl )= — /H [ b ] )26E) (p1 + pa — ps — pa)g(p1, P2, 3, )
a,B,7,0
X ¢5,< (p4) ¢7,< (ps) s« (p2) Ya,< (p1) - (3.27)

Se procedermos de maneira essencialmente andloga nesse caso e usando a seguinte identi-

dade que pode ser facilmente demonstrada

5@ (p/1 +p'2 - pé - pi;) = b2 (pl +p2—p3 — p4)7 (3-28)
obtemos
ST W= = > /H [ ] )26@ (P + by — Py — Pi)G (P, P, Db, D)
a,B3,7,0
< U (pa) UL (p3) W (p2) W (p1)), (3.29)

onde temos
9’@’1» p,2> pga pil) = g(bpllo, bp/207 bpgm bpilO? bplljn bp’ﬂ.ﬂ bﬁéi’ bpiu_’ p/1|| ) pIQH ’ pg\\vpgtn)' (3'30)

Esse resultado significa que o termo de interagao entre duas particulas no sistema defi-
nido pela fungao de acoplamento g(p1, ps, p3, p4) permanece constante ao longo de todo o

processo de renormalizacao. Por essa razao, dizemos que essa funcao de acoplamento é
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do tipo marginal. Mesmo assim, temos, ainda, que analisar separadamente nessa fungao
as contribuicoes advindas de suas varidaveis independentes, ou seja, as energias p;p € 0S
momentos p;| e p;1. Vamos supor que essa funcao seja analitica e admita uma expansao

de Taylor nessas variaveis, ou seja,
9(p1, 2,13, P4) = go + Y Aipio +Y_ Bibyy + Y Cipy.- (3.31)

Assim, levando em conta o resultado da Eq. (3.30), temos que

gy=go (Marginal),

Al =bA; (Irrelevante),
= 0B, (Irrelevante),

C’; =(C; (Marginal).

Nesse resultado, podemos constatar que, como o fator b definido anteriormente é me-
nor que um, os coeficentes associados as energias e as componentes perpendiculares do
momento no sistema diminuem a cada iteragao ao longo do processo de renormalizagao.
Logo, essas quantidades fluem, naturalmente, para zero no limite de baixa energia (ou
seja, sao irrelevantes do ponto de vista do GR) e podem ser desprezadas na descrigao
efetiva do sistema. Além disso, podemos também ver que os coeficientes associados com a
dependéncia da funcao de acoplamento em relagao as componentes paralelas dos momen-
tos bem como o termo constante na expansao de Taylor nao variam ao longo do processo
de renormalizacao. Por essa razao, essas contribuicoes sao, de fato, marginais na teoria e,
portanto, imprescindiveis na descricao da fisica de baixa energia desse sistema bidimen-
sional. Como veremos, esse resultado serd de extrema importancia ao longo desta tese e,
por isso, vamos voltar a discuti-la mais adiante.

E interessante notar, também, que essa andlise pode ser feita de maneira essencial-

mente andloga para o caso em que o sistema se encontra confinado uma dimensao espacial

apenas. No entanto, nesse caso, nao existe uma componente paralela a superficie de Fermi
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associada ao momento. Dessa forma, as interagoes do sistema serao efetivamente descritas
no limite de baixa energia apenas por constantes de acoplamento. Esse modelo efetivo,
que explicaremos no proximo capitulo, é conhecido como o modelo de g-ologia e é definido,
de uma maneira geral, por quatro constantes de acoplamento (denominadas por g1, go, g3
e g4). De fato, levando-se em conta apenas esses processos, podemos parametrizar todas
possiveis interagoes que ocorrem em baixas energias nesses sistemas.

Infelizmente, essa discussao que apresentamos nao envolve ainda os efeitos associados
as flutuagoes quanticas do modelo que, como vimos, sao fundamentais para a correta des-
cricao de sistemas de baixa dimensionalidade. Para incluir esses efeitos analiticamente, o
termo de interacao do modelo é, em geral, tratado dentro de um contexto perturbativo®.
No entanto, ao contrario do que possa parecer a primeira vista, restringir a implementacao
do método do GR a uma simples abordagem perturbativa nao implica necessariamente em
uma limitacao séria dessa técnica. Em muitas situacoes de interesse fisico, o método do
GR costuma ir além do simples regime perturbativo. O exemplo mais famoso disso con-
siste no ponto fixo de Wilson-Fisher [81] que descreve corretamente os expoentes criticos
associados as transicoes de fase de segunda ordem em varios sistemas fisicos mesmo em
um regime de forte de acoplamento (ou seja, em d = 3).

O esquema perturbativo do GR pode ser implementado completamente dentro da
abordagem de Wilson que foi explicada com detalhes ao longo deste capitulo. No entanto,
essa analise se torna bastante complexa, principalmente, se considerarmos contribuicoes
de ordens superiores na teoria como, por exemplo, até terceira ordem de perturbacao (ou
seja, até 2 loops)®. Isso estd diretamente relacionado com o fato de que a abordagem de
Wilson consiste em trés etapas que devem sempre ser implementadas consistentemente.
Dessa maneira, agora que ja entendemos a idéia implicita associada ao método do GR

de uma maneira geral, torna-se interessante desenvolver uma abordagem alternativa que

50u seja, calculando-se apropriadamente os diagramas de Feynman correspondentes da teoria.
6Nos préximos capitulos, vamos entender, mais precisamente, o papel central que essas contribuicoes
desempenharao na teoria.
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nao contenha essas complicagoes e que, conseqiientemente, permita resolver de maneira
direta essas dificuldades mencionadas. KEsse método consiste na abordagem do GR de
teoria de campos que, por sua vez, é totalmente equivalente ao método de Wilson para as
teorias de campos ditas renormalizaveis. Vamos comegar agora a discutir essa abordagem
alternativa no restante deste capitulo. De fato, essa abordagem, como veremos, permitira
incluirmos de maneira simples os efeitos das flutuagoes no sistema até qualquer ordem
de perturbacao na teoria. Por conseguinte, vamos, finalmente, poder extrair previsoes
importantes sobre a natureza do estado fundamental de um dado sistema e caracterizar,

também, suas excitacoes elementares de baixa energia.

3.4 A abordagem de teoria de campos: Uma dis-

cussao qualitativa

Nesta secao, vamos comecar a discutir qualitativamente a idéia associada ao método
do GR de teoria de campos. Essa discussao serd, por essa razao, bastante esquemaética,
uma vez que uma analise mais técnica se seguird nos préximos capitulos.

Considere o modelo de Hubbard (que pode ser tanto 1d quanto 2d) escrito na repre-
sentacao de integral funcional do sistema. Como esse modelo é microscépico, todas as
quantidades presentes na sua Lagrangiana correspondente como o parametro de interagao
U e os campos fermionicos ' e ¢ também estao definidos numa escala microscépica que,
como vimos anteriormente, ¢ representada pelo “cutoff” ultravioleta no momento A (ou €2
na energia) definido anteriormente. Logo, esse modelo consiste na teoria “nua” e todos os
parametros que o definem também sao “nus”. Esses parametros sao, em geral, inacessiveis
em situacoes de interesse fisico, pois, do ponto de vista experimental, apenas sua dinamica
de baixa energia é observada.

Ao construir uma teoria de perturbacao convencional com os parametros da teoria
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Q) — Cutoff UV (Modelo Microscopico)
de IModos répidosl
®=0—-do —» Escala de observagao

Modos lentos Renormalizagio

® = 0 — Limite de baixa energia
(Escalas Macroscopicas)

Figura 3.2: Representacao pictérica do método do GR.

“nua”, nos defrontaremos com varios diagramas de Feynman que sao divergentes no limite
de baixa energia do modelo. Essas singularidades sao denominadas, convencionalmente,
de divergéncia no limite do infravermelho (IV) da teoria e elas ocorrem justamente na
regiao do modelo em que estamos interessados. Isso implicaria, a primeira impressao, que,
perturbativamente, nao poderiamos acessar a dinamica de baixa energia desses sistemas.
Felizmente, isso nao é o caso. Na verdade, apenas a maneira em que essa teoria de
perturbacao convencional é formulada simplesmente nao é apropriada para essas situagoes.

Por conseguinte, torna-se necessario generalizar essa abordagem perturbativa de tal
forma a eliminar todas as singularidades do cédlculo de grandezas fisicamente observaveis.
Essa é, justamente, a estratégia da renormalizacao do modelo em teoria de campos. Den-
tro desse esquema, devemos reescrever todas as quantidades nao-observaveis do modelo
(parametros “nus”) em termos das grandezas fisicamente observadas que sao as quantida-
des ditas renormalizadas. A diferenca entre esses parametros sera dada por um novo termo
(também chamado, convencionalmente, de contratermo), cujo papel essencial consiste no
cancelamento das divergéncias do IV em cada ordem da nova teoria de perturbagao for-
mulada. Se esse programa descrito for bem sucedido no sistema, entao a teoria efetiva é

classificada como sendo renormalizavel. Caso contrario, ela é dita nao renormalizavel.
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Pode-se demonstrar, também, que o procedimento de renormalizacao de teoria de cam-
pos para teoria renormalizaveis é equivalente ao método do GR de Wilson no sentido em
que os dois métodos reproduzem as mesmas respostas no limite de baixa energia asso-
ciada ao sistema. Para enfatizarmos ainda mais as semelhancas entre os dois métodos
e ressaltarmos suas diferencas, vamos representar, esquematicamente, o processo de re-
normalizacao na Fig. 3.2. Para simplificar essa figura, vamos representar nela apenas os
graus de liberdade associados a energia do sistema. Dessa maneira, enquanto no método
de Wilson a estratégia consiste em integrar os modos rapidos (energias altas) da teoria
com o intuito de derivarmos uma teoria efetiva para os modos lentos (energias baixas),
no método de teoria de campos a estatégia é diferente, uma vez que consiste em apenas
redefinir os parametros da teoria para a escala de observacao de interesse. Logo, podemos
facilmente concluir que, enquanto no método de Wilson precisamos sempre rescalonarmos
os momentos e as energias da teoria para obtermos regioes cinematicas semelhantes antes
e depois da integragao, no método de teoria de campos esse rescalonamento simplesmente
é desnecessario. De fato, é justamente essa diferenca que faz com que o método de teoria
de campos seja bem mais simples em sua implementacao, levando-se em conta, também,
contribuicoes de ordem elevada na teoria associadas a fortes correlagoes no sistema.

No préximo capitulo, vamos comecar a discutir a abordagem do GR de teoria de
campos do ponto de vista técnico, utilizando o modelo de Hubbard 1d fora de uma situacao
de banda semi-cheia (n # 1) como referéncia. A razdo subjacente para essa escolha
consiste no fato de que esse modelo pode ser resolvido exatamente por varios outros
métodos analiticos. Assim, sera instrutivo mostrar como a sistematica do GR de teoria de
campos funciona na pratica e mostrar que esse esquema, de fato, reproduz a fisica de baixa
energia desse sistema. Em seguida, no Cap. 5, vamos finalmente aplicar essa sistematica
convenientemente adaptada para o problema central desta tese que, como discutimos

anteriormente, consiste no modelo de Hubbard 2d levemente dopado com buracos.
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Capitulo 4

O Liquido de Luttinger em 1d

Neste capitulo, vamos descrever o método do GR de teoria de campos aplicado ao
modelo de Hubbard 1d. Como vimos anteriormente, esse sistema pode ser resolvido
exatamente para varias condig¢oes de preenchimento de banda usando uma variedade de
técnicas analiticas a citar, por exemplo, o “ansatz” de Bethe [82], 0 método de bosonizagao
[12, 72, 73], entre outros. Por essa razao, torna-se interessante analisar esse modelo de
um ponto de vista também do grupo de renormalizacao (GR), a fim de testarmos se essa
abordagem, de fato, reproduz alguns dos resultados exatos para esse sistema.

O modelo de Hubbard 1d numa situacao de banda exatamente semi-cheia (n = 1)
¢ sempre um isolante independente do parametro de interagao local U. No entanto, a
medida em que dopamos esse sistema para fora dessa condicao (ou seja, n # 1), ele se
torna um estado metalico do tipo liquido de Nao-Fermi ou, como também é conhecido, um
liquido de Luttinger. Esse estado metélico é caracterizado por algumas propriedades bas-
tante peculiares que, de fato, o tornam extremamente interessante de se estudar do ponto
de vista tedrico. Essas propriedades sd@o: uma distribuicdo de momento n(p) continua
na superficie de Fermi do sistema, presenca de uma dimensao anomala 7 e, conseqiien-
temente, auséncia de excitagoes do tipo quasiparticulas fermionicas no sistema, presenca

de excitagoes coletivas bosonicas sem “gaps” associados aos modos de carga (holons) e de
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

spin (spinons), presenga de singularidades do tipo lei de poténcia em vérias fungoes de
correlagao associadas tanto a um estado supercondutor quanto a um estado do tipo ondas
de densidade de carga e spin e, finalmente, uma separacao exata dos graus de liberdade
associados a carga e ao spin no sistema.

Para comecar essa andlise, temos primeiro que definir alguns conceitos que sao im-
prescindiveis para a descricao de sistemas com interagoes de curto alcance em 1d. Na
proxima se¢ao, vamos comecar a discutir um importante modelo conhecido como o mo-
delo de g-ologia que encerra, de maneira genérica, a fisica de baixa energia associada a

esses sistemas.

4.1 O modelo de g-ologia

Considere uma Hamiltoniana nao-interagente que descreve férmions em um dado sis-
tema 1d. Essa Hamiltoniana livre pode ser, por exemplo, a associada ao modelo de
“tight-binding” 1d que ja explicamos no Cap. 2 desta tese. Como estamos sempre inte-
ressados na fisica de baixa energia, vamos linearizar a relacao de dispersao & em torno
da superfice de Fermi do sistema que, como vimos, consiste em apenas dois pontos: +kp
e —kp. Dessa maneira,

Ho = Hy— N =" vp(k| — kp)di, tie, (4.1)

k,o

onde estamos introduzindo, a partir de agora, a notacao k em negrito para o momento
1d para diferenciar do nosso vetor de energia-momento bidimensional k = (ko, k). Além
disso, temos que vp = (0&/0k)|k—k, representa a velocidade de Fermi do sistema. Essa
aproximacao linear sé sera valida numa regiao finita em torno dos dois pontos de Fermi.
Como fizemos anteriormente para o caso 2d, vamos também definir aqui um “cutoft”
ultravioleta A de tal forma que essa aproximacao se restrinja apenas para os intervalos

[—kr — X\, —kp + A] e [kp — A\ kp + A] como estd mostrada na Fig. 4.1. A extens@o desse
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

Figura 4.1: Estrutura de banda resultante no modelo de g-ologia.

“cutoff” na energia do sistema, por sua vez, serd dada por €2 = 2vpA. Dessa maneira,
podemos notar claramente que a estrutura de banda resultante desse sistema se divide
em dois ramos bem definidos: um ramo da direita ou ramo “+” que contem os estados

“

dos elétrons que se propagam para a direita e um ramo da esquerda ou ramo que, por
sua vez, contem os estados eletronicos que se propagam para a esquerda do sistema. Por

conseguinte, torna-se util definir a seguinte notacao para a relacao de dispersao

€I(<+) = Up<k - kF)>
gl((_) = —UF(k—f- k’p)

Como no caso 2d, vamos fazer agora uma transformacao de Legendre e escrever a
Lagrangiana que descreve esse sistema eletronico nao-interagente. Dessa maneira, temos
Lo = Z Ul (6, 1) (10 — &) Yo (k. 1), (4.2)

(a2)
onde ! (k,t) e ¢, (k,t) sdo definidos como sendo campos fermionicos (ou seja, nimeros
de Grassmann) que estao associados aos operadores de cria¢do e destruigao de elétrons

com momento k, projecao de spin ¢ e ramo a = 4 no formalismo canonico. Além
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

disso, obviamente, devemos sempre substituir >, = L/(27) [dk a fim de tomarmos
apropriadamente o limite termodinamico do sistema (N, L — 00).

Dessa Lagrangiana (4.2), podemos calcular, agora, a chamada fungao de Green nao-
interagente G (kg, k) associada ao sistema. Essa quantidade se encontra definida em
qualquer livro-texto de fisica de muitos corpos (veja, por exemplo, em [83]) e, por essa
razao, nao vamos defini-la aqui. Vamos nos limitar a dizer que ela estd relacionada com
a amplitude de probabilidade de uma particula livre com energia ky; e momento k de se
propagar no sistema. Dessa maneira, podemos facilmente ver, que, na verdade, teremos
duas fungoes de Green associadas a esse sistema: uma fungao GE?)(k’o, k) que corresponde
a propagacao de elétrons situados no ramo “+” e outra funcao Gg(i)) (ko, k) correspondente

“w o

aos elétrons situados no ramo . Portanto, temos

G o(—&)
(0) _ k k
G\ (ko ) = — T | (4.3)
_ko ék + 10 k’[) fk Z(S_
G (- ]
G\ (ko k) = ((k)) a— o )| (4.4)
_ko—fk + 10 ko—fk —Z(S_

Esses propagadores livres, por sua vez, podem ser representados diagramaticamente da

seguinte forma:

. ~(0)
1G )

|
4

()
1GE_))

———m Y —————

Figura 4.2: Os dois propagadores livres do sistema.

Vamos passar, agora, para analise do papel das interagoes eletronicas que podem
atuar nesse sistema. A fisica de baixa energia genérica de um sistema fermionico 1d com
interagoes de curto alcance e invariancia por rotacao de spin pelo grupo SU(2) (que, como

vimos, ¢é o caso do modelo de Hubbard 1d) estd incorporada na Lagrangiana de interagao
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Lin:t que se segue

Liw= — % > Vo a = k0L (K 0 (P ol )
_ gLﬁ Z Ui+ a—k ol (K e ()P, t)
o ;k[%@ b= K O] (0 Y (B 0ol )
: U, P+ a— Kk )Y (K Yo (P, )P40 (a, )]
B 2% p,q,k[wg+)a(p ta-k, t)wng)a' (k, )Y yo (P 1) (1)0 (A, t)

oo’

+wg7)g(p + q-— k7 t)'l/}gL,)o./O{; t)w(—)d’(pa t)z/}(—)ff(qu t) ] ’ (45)

onde todas as constantes de acoplamento tém de ser, naturalmente, independentes do spin
para que a condicao de invariancia por rotacao de spin no sistema seja satisfeita. A cons-
tante de acoplamento g; descreve os processos de interagao que envolvem transferéncia de
momento entre as particulas do sistema da ordem de 2kp. A esse tipo de interagao, da-se
o nome de espalhamento “para tras” (do inglés backscattering). Ja a constante de aco-
plamento gy descreve os processos de espalhamento que quase nao envolvem transferéncia
de momento entre particulas situadas em ramos opostos do sistema. Esses processos,
por sua vez, sao chamados de espalhamento frontal ou “para frente” (do inglés forward
scattering). Além disso, para o caso especifico em que o sistema se encontra exatamente
numa situacao de banda semi-cheia, podemos ter ainda os processos de interagao do tipo
Umklapp, descritos pela constante g3, que violam a conservagao de momento do sistema a
menos de um vetor da rede reciproca. Finalmente, podemos ter ainda um espalhamento
do tipo frontal entre particulas situadas em um mesmo ramo do sistema. Esses processos
sao descritos pela constante de acoplamento g4. Esses acoplamentos podem ser represen-
tados diagramaticamente como esta mostrado na Fig. 4.3. Vale a pena notar que essas

quatro constantes de acoplamento, de fato, parametrizam todas as possiveis interagoes

1Que é igual ao negativo da Hamiltoniana de interacdo, ou seja, Lin; = —Hipn:.

74



4. O Liquido de Luttinger em 1d

rd ~\ rd
7 \ Vg
F 4 * P
Vg \ Ve

N

Figura 4.3: Os processos de interagao no modelo de g-ologia.

que possam ocorrer no limite de baixa energia dos sistemas 1d. Além disso, como esta-
mos interessados particularmente no modelo de Hubbard 1d, essas constantes tém de ser
inicialmente definidas como sendo proprocionais ao parametro de interacao local U do
sistema.

Portanto, o modelo interagente descrito pela Lagrangiana total dada por
L = Lo+ Lipt, (4.6)

onde Lg e L;,; sao, respectivamente, as Lagrangianas nao-interagente e de interacao des-
critas acima, é chamado, convencionalmente, de modelo de g-ologia [11]. O modelo de
g-ologia nao pode ser resolvido exatamente no seu caso mais geral possivel. No entanto,
no caso particular em que g; = g3 = 0, esse modelo ganha um nome especial e passa a
ser chamado de modelo de Tomonaga-Luttinger [14, 15]. Esse tltimo modelo, por sua
vez, pode ser resolvido exatamente por vérios métodos (como, por exemplo, identidades
de Ward [84, 85, 86, 87, 88] e bosonizacao [12, 72, 73]). Além disso, como veremos, ele
serd de extrema importancia para a descricao da fisica de baixa energia associada a varios

sistemas 1d.

4.2 Teoria de perturbacao convencional até 1 loop

Para obtermos uma primeira idéia de como o modelo de g-ologia se comporta em baixas
energias, vamos trata-lo, inicialmente, usando uma teoria de perturbacao convencional até

segunda ordem ou, equivalentemente, até 1 loop. Dentro desse esquema, vamos calcular
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

as correcoes aos vértices do modelo induzidas por flutuacoes quanticas até essa ordem
de perturbacao que, no jargao de teoria de campos, equivale a calcular a funcao vértice
irredutivel de quatro pontos? T'¥) (p1, D2, P3, p4) do sistema. No entanto, no que se segue,
vamos, deliberadamente, desprezar os processos de interacao associados a g3, uma vez que
0 nosso interesse central nesta tese se concentrara apenas em situacoes em que o sistema
nao se encontra com uma banda exatamente semi-cheia. Além disso, podemos desprezar,
também, os processos de interagao associados a constante de acoplamento g4, uma vez
suas contribui¢oes mais importantes s se manifestarao em ordens superiores da teoria de
perturbacao.

Ao longo desse calculo perturbativo até 1 loop, dois tipos de amplitudes de probabi-
lidade ou “bolhas” aparecerao, tipicamente, nos diagramas de Feynman da teoria. Essas
“bolhas”, por sua vez, podem ser classificadas como sendo de dois diferentes tipos: as de
particula-particula e as de particula-buraco. Essas contribuigoes perturbativas represen-
tarao as de maior importancia para o modelo até essa ordem de perturbagao. Por essa

razao, torna-se conveniente representa-las, de agora em diante, pelas seguintes funcoes

2 (=k+p) (“Bolha” tipo particula-particula), (4.7)

2 (k+q) (“Bolha” tipo particula-buraco),  (4.8)

_ r+oo dkg rkr+X dk « 9 1l :
onde [, = [77 52 [57) 5. Essas “bolhas” se encontram exibidas esquematicamente na

Fig. 4.4. Assim, calculando essas integrais, obtemos

' Q—po—vpp — 0 —Q —po + vpp + 10
nop) = — |1 1 4.9
) drvp N —po + vFp — @0 n —po — VFPp + 0 ’ (4.9)

i In Q+QO+UF(q+2kF)_i5 T n —Q+qo—vF(q+2kF)+i5
drup qo — vr(q + 2kp) — 10 qo + vr(q + 2kp) + 0 ’

XV = -

(4.10)

2Veja a definicio usual para essa quantidade em um livro-texto de teoria de campos como, por exemplo,
em [41].
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o - CO)

\*-J

k+gq

Figura 4.4: As “bolhas” do tipo particula-particula e particula-buraco que aparecem
tipicamente no calculo perturbativo até 1 loop.

que parap=0e q = —2kr e py = qo =~ 0 se reduzem a
' Q 7 Q
IO (p) = —In| ©(g)=——"In |2~ 4.11

ou seja, ambas as “bolhas” divergem logaritmicamente no limite de baixa energia do
sistema (ou seja, pp = qo — 0). Note que as partes imaginarias delas foram, deliberada-
mente, desprezadas, uma vez que elas nao representam contribuicoes divergentes para a
teoria de perturbacao.

Dessa maneira, usando as regras de Feynman apropriadas para esse modelo, obtemos
para a funcdo vértice I (py, py, ps, ps) no chamado canal g; de espalhamento “para tras”
(ou seja, para os momentos p; = —py = ps = —ps = kp) a seguinte expressao até
segunda ordem em teoria de perturbagao

T (py, pa, p3) = —igi + 2910211 (1 + p2) + (29192 — 201)x P (p2 — p3),  (4.12)

canal g1

onde, a partir de agora, estamos fazendo p; = p; +p2 — p3 devido a conservagao de energia
e momento no sistema. Os diagramas de Feynman que correspondem a essas contribuicoes
estao exibidos na Fig. 4.5. Além disso, note que, nesse resultado, se fizermos p1o+pag = po,

P2 —P3 = qo € po = qo ~ 0, a funcao vértice se reduz a
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Figura 4.5: Os diagramas de Feynman correspondentes no canal de espalhamento “para
tras” até 1 loop.

) 1 Q
re (p1, P2, P3) = —igi + —giln () , (4.13)
TR

canal g1 Po
ou seja, se fizermos py — 0 a funcao vértice no canal g;, de fato, diverge logaritmica-
mente. De maneira andloga, podemos calcular, também, a fungao vértice no canal go de
espalhamento frontal (ou seja, para os momentos p; = —py = —ps = ps = kr). Dessa
forma, obtemos até segunda ordem de perturbacao

re (p17p2,p3) = —igs + (9% + QS)H(O) (pl +p2) + QSX(O) (p3 - pl)- (4-14)

canal g2

Nesse caso, os diagramas de Feynman correspondentes estao mostrados na Fig. 4.6.
Além disso, fazendo pig + P20 = po, P3 — P1 = Qo € Po = qo ~ 0 esse resultado se reduz,

naturalmente, a seguinte expressao

: Q
T (py, po, — g+ —— @I (L), 415
(p1, P2, P3) canal 4s 92 27TUF91 ( )

o que implica que a funcao vértice no canal g, é, também, logaritmicamente divergente no
limite de baixa energia do sistema, ou seja, para py — 0. Logo, podemos constatar aqui,
claramente, que o tratamento perturbativo convencional até 1 loop falha completamente

em acessar a fisica de baixa energia desses sistemas. De fato, nesse limite de energia, o
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Figura 4.6: Os diagramas de Feynman correspondentes no canal de espalhamento frontal
até 1 loop.

termo de segunda ordem da série se tornara infinitamente maior que o termo de primeira
ordem, invalidando, portanto, essa expansao perturbativa.

Na realidade, essa contribuicao singular nao é uma particularidade apenas do célculo
de 1 loop, mas sim ela aparece em todas as ordens de perturbagao. Contudo, enquanto
os experimentos sempre encontram, em principio, valores finitos para as quantidades
fisicas no limite de baixa energia, nossa série perturbativa estd cheia de singularidades o
que faz com que qualquer comparacao com a situagao experimental seja totalmente sem
sentido nesse estagio. Esse fato sugere, ainda, que a origem dessas singularidades deva
estar relacionada, de uma maneira mais profunda, com a formulacao em si do método
perturbativo com o qual lidamos. Em outras palavras, os parametros da teoria, em torno
dos quais expandimos nesse modelo, nao sao os apropriados para construir uma teoria de
perturbacao bem definida para esse sistema. Para lidar corretamente com essa questao,
vamos invocar, agora, o método do grupo de renormalizacao na formulacao de teoria de

campos para o problema.

4.3 O grupo de renormalizacao até 1 loop

Como vimos no capitulo anterior, o grupo de renormalizagao consiste em uma técnica
analitica que permite rescrever o problema original em termos de um modelo efetivo
apropriado para a escala de observacao de interesse. Nesta secao, vamos, finalmente,

mostrar como essa filosofia é implementada, levando-se em conta os importantes efeitos
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das flutuagoes quanticas dentro de uma formulacao de teoria de campos definida para o
problema.

Na verdade, como o modelo de g-ologia é um modelo microscépico, todos os seus
parametros (incluindo seus acoplamentos) estdo definidos numa escala microscopica re-
presentada pela escala de momento A ou, equivalentemente, pela escala de energia €.
Esses parametros sao os parametros ‘nus” da teoria que, por sua vez, nao sao observa-
dos experimentalmente. De fato, em escalas macroscépicas, apenas a dinamica de baixa
energia associada a um dado sistema é observada. Por conseguinte, torna-se interessante
definir um acoplamento efetivo (ou seja, renormalizado) que seja definido justamente para
essas escalas de energia. Dentro desse cendrio, a nossa estratégia aqui consistira, funda-
mentalmente, em reescrever toda a teoria de perturbacao do modelo em termos desses
novos acoplamentos efetivos que, por sua vez, serao definidos em uma escala arbitraria
w de energia. Como veremos a seguir, isso corresponderda a um simples rearranjo dos
termos da série perturbativa e, conseqlientemente, permitira a resolugao do problema das
divergéncias na teoria que discutimos anteriormente.

Logo, vamos agora substituir os acoplamentos ‘“nus” da teoria pelos acoplamentos
apropriadamente renormalizados e definidos, de maneira efetiva, para a escala de energia
w que pode, obviamente, ir para zero no limite de baixa energia associado ao modelo.

Dessa maneira, vamos escrever formalmente que

g1 = Gir+ Agqig, (4.16)

92 = g2r+ Agan. (4.17)

A diferenca entre os acoplamentos “nus” e os renormalizados sao dados pelos termos
Agir € Agar que sao chamados, convencionalmente, de contratermos da teoria. Assim,

substituindo essas expressoes na Lagrangiana de interacao do modelo®, obtemos

3Lembre-se que ndo estamos considerando nem g3 nem g;.
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1
Liw= = 7 3 (om+ Agir) ¥y, (P + d =k U0 (K )0 (P )0 (a )
1
= 7 2 (9m+ Bgr)¥li, (P + A = k)L (k)0 ()0 (P.1).
p.a.k

oo’

(4.18)

Utilizando essa Lagrangiana, veremos que ¢ possivel construir uma teoria de perturbacao
bem definida no sistema que, por sua vez, nao contem nenhuma singularidade no limite
de baixa energia do modelo.

De fato, usando essa nova Lagrangiana (4.18) e calculando, agora, a fungao vértice de

quatro pontos no canal de espalhamento para “tras” da Eq. (5.12), obtemos

canal g1 0

I (p1, p2, p3; po) = —igir + —gixIn () — tAgir. (4.19)
TUR p

Como g, é, por defini¢ao, o acoplamento efetivo na escala de energia w, precisamos impor

a seguinte condicao

= _iglR(W)- (420)

canal g1

T (py, pa, ps; po = w)

Logo, o contratermo Ag;g da teoria se torna naturalmente

1 Q
Agir(w) = ngR In () : (4.21)

w

Se substituirmos essa espressao de volta na Eq. (4.19), obtemos finalmente

) 1 w
r (p1, D2, P33 Do) = —igir(w) + 79%}2(“) In () ) (4.22)
canal g1 TUF Po

ou seja, desde que definamos uma escala w de tal forma que sempre satisfaca a condicao
w = Py, essa teoria de perturbagao esta bem definida no limite de baixa energia py — 0
do modelo.

Além disso, podemos ver também sustituindo a Eq. (4.21) na Eq. (4.16), temos que
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1 Q
g1 = glR(W) + EQ%R(W) In (w) s (423)

onde podemos notar claramente que a constante de acoplamento “nua” ¢, é, de fato, igual

a constante de acoplamento renormalizada definida na escala microscopica do “cutoft”

ultravioleta {2 como haviamos explicado anteriormente, ou seja, g1 = g1r(w = ).
Vamos seguir, agora, o mesmo procedimento para a fungao vértice de quatro pontos

no canal de espalhamento frontal g, da Eq. (5.14), ou seja,

) Q
T (py, pa, ps: — —igop+ ——g?In [ ) — iAgan. 4.24
(p1 D2, P3 po) canal ga 92Rr 27TUFglR o 92R ( )

Estabelecendo a seguinte prescrigao para o acoplamento efetivo gor

T (p1, pa, ps; po = w) T —igar(w), (4.25)
canal go
obtemos para o contratermo Agsr
1 Q
A E— () ) 4.26
92r(w) 2mup gip w ( )

Substitituindo essa expressao de volta na Eq. (4.24), obtemos também

@ . _ 2 v [(© 497
(p1, P2, P35 Po) camal o1 igor(w) + 27nglR(w) n o) ( )

que, também, torna essa expansao perturbativa convergente no limite de baixa energia
po — 0 do modelo. Logo, podemos concluir que toda a teoria foi renormalizada até
segunda ordem de perturbacao. Isso significa que, agora, podemos extrair dela pevisoes
finitas que podem ser, eventualmente, comparadas com o experimento. Por fim, se substi-

tuirmos a Eq. (4.26) na Eq. (4.17), obtemos

Q

I
In (= 4.28
g2 = gar(w) + 27TUF91R(W> n (w) ) ( )

onde, também aqui, temos que a constante de acoplamento “nua” é g, = gar(w = )

semelhantemente ao caso anterior.
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Vamos analisar, agora, como esses parametros renormalizados g1 g € gog variam quando
mudamos a escala de observacgao w em que eles estao definidos. Vamos considerar, pri-
meiro, o acoplamento gig. Seguindo uma estratégia analoga ao GR de Wilson, vamos
defini-lo em uma escala de energia w de tal forma que ela satisfaca w = 2 — dw. Assim,

utilizando a Eq. (4.23), obtemos finalmente a seguinte equagao diferencial

2
pr 9 (4.29)

dw TUR

que é chamada de equacao do grupo de renormalizacao até 1 loop para a constante de
acoplamento efetiva g1 z. Fazendo de maneira andloga para a Eq. (4.28), obtemos também

a seguinte equagao diferencial

dgar Q%R
— 4.30
Yl 2mvp’ (4.30)

que, por sua vez, é a equacao do grupo de renormalizacao até 1 loop para a constante
de acoplamento efetiva gor. Note que, examinando essas tltimas equagoes, temos que a

seguinte condicao é sempre satisfeita
—d ( 2gor) = 0 (4.31)
w — :
dw gir 92R )

o que implica que a quantidade g1z — 2¢gor € um invariante do grupo de renormalizacao.

Como resultado disso, temos que
J1r — 292r = g1 — 292 = constante. (4.32)

Logo, apenas um dos acoplamentos efetivos, que vamos considerar como sendo o acopla-

mento ¢ig, é independente. Dessa maneira, resolvendo a Eq. (4.29), obtemos que

_ g1
1+ -1 glln(%)7

TR

gir(w) (4.33)

ou seja, para modelos em que g; > 0, que é o caso, por exemplo, do modelo de Hubbard
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1d repulsivo, se considerarmos o limite de baixa energia (i.e., w — 0), o acoplamento g
no modelo efetivo tendera a zero logaritmicamente. Esse ponto gip = 0 representa um
ponto fixo do GR uma vez que os acoplamentos associados ao modelo efetivo nao mais se
renormalizarao nessa situacao limite. Além disso, ele independe do valor de g que pode
ser nao-nulo, ou seja, g5 # 0, nesse mesmo limite. Portanto, esse resultado significa que
modelos definidos inicialmente com uma constante de acoplamento do tipo espalhamento
“para tras” positivo podem ser descritos efetivamente por um modelo de Tomonaga-
Luttinger* no limite de baixa energia. Por essa razao, esses sistemas 1d estdo englobados
dentro da classe de universalidade do chamado liquido de Luttinger [12]. Vamos discutir
mais sobre esse importante estado eletronico ainda neste capitulo.

Por outro lado, é interessante notar que se tivéssemos modelos inicialmente definidos

xop

com g; < 0, constatariamos que a Eq. (4.33) diverge em w, = Qe 19l ou seja, antes
mesmo de acessarmos a fisica de baixa energia do sistema. Essa singularidade significa
um instabilidade do sistema ou, em outras palavras, uma transicao de fase, que ocorre
na temperatura critica T, = w.. Esse resultado claramente viola o Teorema de Mermin-
Wagner [9] que, como vimos, atesta categoricamente que em sistemas 1d com interagoes
de curto alcance nao pode existir transi¢oes de fase ocorrendo em temperaturas finitas.
Isso significa que a transicao de fase obtida, na verdade, é um artificio da aproximacao
até 1 loop e, portanto, precisamos incluir correcoes de ordem superior na nossa teoria
de perturbacao que permita corrigir esse defeito na descricao da fisica de baixa energia
desses sistemas.

Outra observacao importante consiste no fato de que as correcoes dos vértices do mo-
delo até 1 loop nao levam em consideracao os importantes efeitos das flutuagoes quanticas
que afetam as excitacoes de uma particula desses sistemas. Para fazer isso, temos que

calcular agora a auto-energia® associada a esse modelo.

4Que, como vimos anteriormente, despreza naturalmente os processos de interacdo associados & cons-
tante de acoplamento g .

5 . . o~ . . .

°Veja a definigdo dessa quantidade em um livro-texto de muitos corpos como, por exemplo, em [83].
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

4.4 Calculo da auto-energia do modelo - O peso da

quasiparticula

Como vimos na se¢ao anterior, para definirmos uma teoria de perturbacao convergente
até 1 loop em teoria de perturbacao, precisamos redefinir novos parametros no modelo
definidos apropriadamente para a escala de observacao de interesse. Dessa maneira, foi
possivel definir uma expansao perturbativa bem definida na teoria e pudemos extrair
previsoes finitas desse esquema. Nesta secao, vamos calcular perturbativamente a auto-
energia associada a esse modelo. Para isso, vamos escrever como a nossa Lagrangiana

renormalizada se encontra representada até o presente momento, ou seja,

L= 3 U ) (10— 67) o (1)

(a=+)

1
7 2 (9r+ Agir) bl (P + a =K U (K, ) (P 1)1 0(a,t)
p,a.k

oo’

3" (g2n + Agar)ibl (B + a = K, 1) (k0o (1)1 (P2 ).

p,q.k

oo’

1
L

(4.34)

Com essa expressao, vamos calcular agora a auto-energia (p) do sistema perturbativa-

mente até 2 loops. Para simplificar a analise, vamos supor que o momento p da particula
- . . .

pertence ao ramo “+4”. Dessa maneira, utilizando apropriadamente a regras de Feynman

associadas a nossa Lagrangiana renormalizada, obtemos esquematicamente a seguinte ex-

pressao
—ZZ(p) = _7’2(1) - ZE(Q) - Z‘Econtratermos7 (435)

2)

onde () representa as contribuicdes na auto-energia até 1 loop, X(? representa as con-

tribuicoes até 2 loops e, finalmente, Y.ontratermos CONsiste nos diagramas gerados pelos
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44\
' 1
LR
ey E S_" j-
—IZ = + >
-
] (2) gsh‘_fﬁ \.__(_/
-y = > +

_ > —
> >
’4\
. r v
~ i ontratermos = e + é . 5

Figura 4.7: Os diagramas de Feynman até 2 loops associados a auto-energia do sistema.

contratermos definidos na teoria. Os diagramas de Feynman que correspondem a essa
quantidade estao mostrados na Fig. 4.7. Primeiramente, vamos nos concentrar nos termos

YW e X ontratermos da expansao perturbativa. Dessa maneira, calculando »M) | obtemos

O
2

?(911% — QQQR). (436)
Como a quantidade g1 g —2g25 ¢ um invariante do grupo de renormalizagao, temos que essa
quantidade sé representard uma translacao na auto-energia que pode ser, naturalmente,
desprezada. E exatamente por essa razao que pudemos renormalizar a teoria até 1 loop
sem mencionar nada sobre a auto-energia do sistema. Na verdade, a auto-energia pode
ser desprezada da teoria sé até essa ordem de perturbacao.
Com relagao ao termo X ontratermos, Obtemos que
. A

_ZEcontratermos = %(AQIR - QAQQR) (437)
Se substituirmos as Eqs. (4.21) e (4.26) nessa expressao, é facil mostrar que —iX ontratermos =
0, ou seja, esse termo também nao contribui efetivamente para a auto-energia do sistema.

Agora, vamos passar para andlise das contribuigoes no sistema representadas pelo

termo £, Desse calculo, obtemos que
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—ix® (p;w) = ! (po — v (p — kr)) (925 + 92 — G1RY2R
S0l ( 1R T %2R )

Q—UF(P—kF)—po—i5> (Q—vp(p—kp)+po—i6>]
x (1 - +1 : . (4.38
[n( vp (P — kp) —po — 10 " v (p — kr) + po — 10 ( )

Assim, podemos notar nessa expressao que, para p = kp e po — 0, £ tende natural-
mente a zero. Portanto, nao existem divergéncias no limite de baixa energia associada
A auto-energia do sistema. Mesmo assim, apesar de X(® ser bem definida em p, — 0,
nao podemos dizer a mesma coisa de sua primeira derivada em relagao a py. De fato, se
calcularmos (93 /0pg)|p,—0, Vveremos que essa quantidade diverge no limite do infraver-
melho. Logo, £ contem uma indesejével nao-analiticidade no limite de baixa energia,
que precisa ser eliminada dessa descricao.

Existe uma outra quantidade definida na teoria que ainda nao renormalizamos e que
lidard exatamente com esse problema da nao-analiticidade da auto-energia, ou seja, os
campos fermionicos associados ao modelo Lagrangiano da Eq. (4.34). De fato, seguindo
o mesmo espirito da renormalizagao da teoria até 1 loop, vamos reescrever os campos

fermionicos “nus” em termos dos campos fermionicos renormalizados da seguinte maneira

wa(a) (k, t) = ¢Ra(a) (k7 t) + AwRa(a) (k> t) = Zl/QwRU(a) (k7 t) ) (439)

U (Kt) = vk () + AL o (k1) = 220k, (k1) (4.40)

onde AYpoq) (k,t) e Aw}w(a) (k,t) sdo os contratermos necessarios para removermos a
nao-analiticidade discutida acima. Além disso, esses contratermos sao usados para definir
uma outra quantidade: o fator multiplicativo Z. Esse fator é uma medida da coeréncia das
excitagoes do tipo quasiparticulas fermionicas no sistema e é, por essa razao, conhecido
como o peso da quasiparticula. Para exemplificar essa discussao, considere um liquido

de Fermi de Landau. Nesse caso especial, Z é sempre finito no limite de baixa energia
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do sistema o que indica a existéncia de quasiparticulas bem definidas nesse estado. Por
outro lado, se analisarmos um estado eletronico no qual esse fator Z se anula no limite
do infravermelho do sistema, entao sua fisica de baixa energia nao contem excitacoes do
tipo quasiparticulas fermionicas presentes. Dessa maneira, ele é naturalmente classificado
como sendo um liquido de Nao-Fermi.

Agora, vamos levar em consideracao o fato de que essa renormalizacao dos campos
influenciara também a nossa redefinicao das constantes de acoplamento que fizemos na
segao anterior. Dessa maneira, precisamos voltar a nossa Lagrangiana “‘nua” da Eq. (4.6)
e reescrever, em primeiro lugar, os campos fermionicos da teoria em termos dos seus
campos renormalizados apropriados. Fazendo isso, a Langrangiana resultante associada

ao sistema fica da seguinte maneira

L = Z Zw}r%a(a) (k,?) (iat - fl(ca)) VRo(a) (k,t)

(a=2)
1
= 7 2 Z9he(P+ d = K VR (K DR (P, )YR-)0 (0 t)
p,a.k
1
- E Z Z292¢;{{(+)U(P+q_ k, t)@DE(_)J,(k, t)@DR(f)a’(qy t)¢R(+)o’(pat)' (4-41)
p,a;k

oo’

Como em ordem mais baixa (i.e., em 1 loop) a auto-energia ndo precisa ser levada em
conta, o peso da quasiparticula é obviamente igual a um nessa ordem de perturbagao.
E natural admitir, entao, que as contribui¢coes de ordem superior na teoria podem al-
terar quantitativamente esse valor. Dessa maneira, vamos escrever Z = 1 + AZ, onde
AZ representa suas correcoes perturbativas correspondentes. Além disso, como fizemos
anteriormente, devemos reescrever, ainda, os acoplamentos da teoria em termos dos seus
respectivos parametros renormalizados e seus contratermos. Portanto, as relagoes entre os

acoplamentos “nus” e os acoplamentos renormalizados se generalizam da seguinte maneira

g = Z7(gir+ Agir), (4.42)
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92 = Z (g2 + Agar). (4.43)

Fazendo essas substituicoes, a Lagrangiana renormalizada associada ao sistema fica,

finalmente, da seguinte forma
L = Lo+ L, (4.44)

onde a Lagrangiana nao-interagente L, se torna

Lo= ) ¢}ng(a) (k,t) (z’@t - fl((a)) Vro(a) (K, 1) (4.45)

(a=+)

e a Lagrangiana de interacao L;,;, por sua vez, fica

Lim = > AZUhL, . (k1) (10, — &) Yrow (k1)

o

(a=2)

1
I > (916 + Agir) Uk o (P + a = K V0 (K D r(0 (P, R0 (a, 1)
p;a,k

oo’

> (92m+ Agar) U)o (P + 4 = K ) 0 () VR0 (A, 1) R(1)0 (P, 1)

p.ak

oo’

1
L

(4.46)

Utilizando essa Lagrangiana renormalizada, vamos passar agora para o calculo pertur-
bativo até 2 loops do inverso da fungiao de Green G~!(p) associada ao sistema interagente.
Essa quantidade também é conhecida como a funcio I'®(p) da teoria no jargdo de teoria
de campos. Logo, ela pode ser facilmente calculada utilizando a chamada equacao de

Dyson para o sistema que, por sua vez, consiste em
I (p) = [GO(p)]" - Z(p). (4.47)

Como anteriormente, vamos supor aqui que o momento p da particula pertence ao ramo

da direita ou ramo “+”. Dessa maneira, obtemos

89



4. O Liquido de Luttinger em 1d

1
I'®(p) = [po — vr(p — k’F)]{l +AZ + P02, (Q%R + gor — 91R92R)
2%

x [m (Q —vr(P—hr) = po— M) +ln (Q —vr (P —kp)+po— Z‘S)] }.(4.48)

vp (P — kp) — po —i0 vp (P — kr) +po — 0

Para calcular AZ, precisamos estabelecer agora uma condi¢ao de renormalizacao para o
inverso da fungao de Green I'®(p). Vamos supor que essa quantidade satisfaca a seguinte

condicao
Rel' D (py = w,p = kr) = w, (4.49)

o que significa que se considerarmos o limite de baixa energia do sistema, ou seja w — 0,
a funcao de Green correspondente terd um polo na superficie de Fermi do modelo. Assim,

obtemos que

1

T An202
4

AZ =

Q
(Q%R + Gar — glRQQR) In (w) : (4.50)

ou, escrevendo em termos do peso da quasiparticula Z, temos

1 Q
Z(w)=1- rene) (9%3 + G55 — glezR) In (w) : (4.51)

Seguindo o mesmo procedimento explicado na segao anterior, vamos derivar agora uma
equacao do grupo de renormalizacao que descreve como o fator Z varia quando nos apro-

ximamos do limite de baixa energia do sistema. Dessa maneira, temos

dnz 1
do 4723

w (Q%R + Gar — 91R92R> =7, (4.52)

onde o parametro v é, convencionalmente, chamado de dimensao anomala. Na vizinhanca
do ponto fixo do liquido de Luttinger, ou seja, ¢ = 0 e g5 # 0, o peso da quasi-
particula Z decai como uma lei de poténcia da seguinte forma: Z ~ (w/Q)”". Como
v = (3% /4m?v2) > 0, Z se anula se tomarmos o limite w — 0. Esse resultado implica

que, nesses sistemas, nao existem excitagoes do tipo quasiparticulas fermionicas bem de-
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finidas. Isso esta de acordo com resultados exatos demonstrados para esses sistemas que
asseguram, rigorosamente, que as Unicas excitagoes possiveis neles sao modos coletivos
bosonicos de carga e spin no modelo (i.e., os holons e os spinons).

Por outro lado, se substituirmos a Eq. (4.51) nas Eqs. (4.42) e (4.43), veremos
que as corregoes devido a auto-energia do sistema naturalmente introduzem correcoes de
terceira ordem na teoria de perturbacao. Dessa maneira, para ser consistente em todo o
calculo devemos voltar a funcio vértice I (p;, py, p3) considerada anteriormente e calcular
as contribuigoes em teoria de perturbacao geradas pelos diagramas correspondentes que

contenham dois loops. E justamente isso que vamos fazer na proxima secao.

4.5 O grupo de renormalizacao até 2 loops

Nesta secao, vamos derivar as equacoes do grupo de renormalizacao até 2 loops
para as constantes de acoplamento efetivas do sistema. Para isso, temos que incluir
as contribuigoes de terceira ordem de perturbacao associadas ao cdlculo da funcao vértice
'™ (py, pa, p3) que consideramos anteriormente. Como podemos facilmente verificar, nessa
ordem de perturbacao, aparecem um numero muito maior de diagramas de Feynman se
comparado com o calculo de 1 loop. Essas contribuicoes contém, de uma maneira ge-
ral, tanto diagramas que divergem com In(£2/py), quanto diagramas que divergem com
In*(2/po) no limite de baixa energia do sistema (ou seja, py — 0). Vamos examinar, agora,
como todas essas contribuicoes sao tratadas dentro do esquema do método de teoria de
campos para o grupo de renormalizacao.

Vamos reescrever novamente a expressao que relaciona os acoplamentos “nus” e os

seus respectivos acoplamentos renormalizados associados ao sistema. Assim,

g = Z ?[gir(w) + Agir(w)] (para i = 1,2), (4.53)
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onde Z é o peso da quasiparticula que, como discutimos na se¢ao anterior, é dado pela Eq.
(4.51) e Ag;r(w) representa os contratermos da teoria que devem, agora, cancelar todas as
divergéncias relacionadas com o célculo da funcéo vértice de quatro pontos I'Y) (p1,D2,P3)
até 2 loops no nosso modelo. Para entendermos o papel exato dessas divergéncias, temos
que voltar a nossa Lagrangiana renormalizada da Eq. (4.44). De fato, como cada termo
presente na Lagrangiana de interacao gera naturalmente diagramas de Feynman em teoria
de perturbacao, os contratermos que estao definidos nela também gerarao contribuicoes
de ordem superior. Essas contribuigoes, obviamente, podem conter loops que sao loga-
ritmicamente divergentes na teoria de tal forma que o diagrama resultante divergira com
In(Q/w) In(2/py). Como veremos mais detalhadamente no Apéndice A, esses diagramas
cancelam todos as contribuigoes na teoria que dependem da energia py e que divergem
da mesma maneira, i.e., com o quadrado do logaritmo no limite de baixa energia. Dessa
forma, as unicas contribuicoes que nao sao canceladas e que serao importantes para o
sistema consistem nos diagramas de Feynman que divergem com In(£2/pg) em terceira
ordem de perturbacao e estes sao usados para redefinirmos os contratermos até essa or-
dem. Como é facil verificar, esses diagramas aparecerao tanto no canal de espalhamento
“para tras” (ver Fig. 4.8), quanto no canal de espalhamento frontal (ver Fig. 4.9). Por

conseguinte, os contratermos necessarios redefinidos até essa ordem de perturbacao se

tornam
1, . /0 1, ) Q
AglR(W) = EQIR In (w) + m (91R92R - 91R92R> In (w) ) (4‘54)
1 Q 1 1 Q
Agop(w) = mgfzz In <w> + m (9%3921% — G1rG5R + 59?3 - ggR) In (w) .

(4.55)

Substituindo as Eqs. (4.51), (4.54) e (4.55) na Eq. (4.53) e seguindo o mesmo proce-
dimento descrito anteriormente para o caso de 1 loop, obtemos finalmente as seguintes

equagoes do GR até 2 loops para os acoplamentos efetivos no sistema
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Figura 4.8: Os diagramas de Feynman de 2 loops relevantes para o calculo da equacao
do GR para a interacao efetiva do tipo espalhamento “para tras” até essa ordem de
perturbagao.

i i

)T
s

Figura 4.9: Os diagramas de Feynman de 2 loops relevantes para o calculo da equacao do
GR para a interacao efetiva do tipo espalhamento frontal até essa ordem de perturbacao.
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dgir Q%R Q%R
— J1R 7 4.56
“dw TUp * 2204, (4:56)
dgar Q%R Q%R
= 4.57
dw 2TUp * 42v2’ (4:57)

onde essas equagoes, agora, ficam mais complicadas de serem resolvidas analiticamente.
Mesmo assim, podemos notar que essas equagoes do GR até 2 loops continuam satisfa-
zendo a seguinte condigao, ou seja,

d
2 = 0 4.58
wd (glR ng) ) ( )

o que implica que elas continuam nao sendo independentes uma da outra. Por essa razao,
mais uma vez, basta considerarmos apenas uma delas. Vamos escolher a equacao do GR
associada ao acoplamento g para analisarmos o fluxo correspondente. Nessa equagao,
podemos ver que para modelo definidos inicialmente com g; > 0 (que é o caso do modelo
de Hubbard 1d), o acoplamento renormalizado gz continua fluindo para zero no limite
de baixa energia do sistema, mas agora nao de uma maneira exatamente logaritmica
como no caso de 1 loop. Portanto, sistemas que se enquadram nessa situagao continuam,
de fato, na mesma classe de universalidade do modelo de Tomonaga-Luttinger (ou seja,
sao liquidos de Luttinger), o que concorda com a nossa andlise anterior do GR até 1
loop para esse sistema. Esse resultado até 2 loops parece sugerir ainda que o ponto
fixo gip = 0 deve ser sempre um ponto fixo da transformacao em 1d. De fato, pode-se
demonstrar por outros métodos analiticos, isto é, fazendo o uso das chamadas identidades
de Ward [84, 85, 86, 87, 88] associadas a conservagao exata de particulas do ramos “+”

“wo»

e nesses sistemas, que o modelo de Tomonaga-Luttinger é sempre um ponto fixo do
GR para todas as ordens de teoria de perturbagao [89]. Dessa maneira, constata-se que o
ponto fixo associado a um estado do liquido de Luttinger no sistema é, fundamentalmente,

de natureza nao-perturbativa em 1d e nao esta relacionado a nenhum esquema especial
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de truncagem em teoria de perturbacao.

Sendo sempre um ponto fixo da transformacao, podemos esperar, de acordo com a
nossa discussao no Cap. 3, que o estado do liquido de Luttinger nao possua naturalmente
“gaps” no seu espectro de excitagao. Para comprovarmos essa hipétese, vamos agora cal-
cular duas quantidades que sao centrais nessa determinacao, ou seja, a compressibilidade

de carga e a susceptibilidade de spin uniforme desses sistemas.

4.6 Calculo das susceptibilidades de carga e spin uni-

formes

Nesta secao, vamos analisar o comportamento da compressibilidade de carga e da
susceptibilidade de spin uniforme no Liquido de Luttinger do ponto de vista do grupo de
renormalizacao. Para obtermos essas grandezas, precisamos, em primeiro lugar, calcular
a fungao resposta linear gerada devido a um campo externo infinitesimal uniforme que
acopla com o operador nimero de ocupacao. Logo, vamos adicionar a Lagrangiana nua,
ou seja, a Eq. (4.6), o seguinte termo

_hemterno Z 7;¢Za)a(p7t)¢(a)a(p)t)7 (459)

p,a=%

onde hegierno € UM campo externo uniforme, 7, é, por definicao, a funcao resposta linear
“nua” do sistema e wga)a(p,t) e Y)a(p,t) sdo, naturalmente, os campos fermionicos
“nus” associados aos operadores de criacao e destruicao de elétrons no modelo. Quando
adicionamos esse termo na Lagrangiana, uma nova funcao irredutivel passa, também, a
conter singularidades no limite de baixa energia aparecendo em teoria de perturbagao
que é a funcdo I'®Y(p, q =~ 0) do modelo®. Dessa forma, essa funcdo, também, tem de

ser regularizada por meio de uma definicao de novos contratermos que precisam cancelar

SVer definicio em um livro-texto de teoria de campos como, por exemplo, em [41].
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Figura 4.10: Os diagramas de Feynman correspondentes ao célculo da funcao resposta
uniforme do sistema até 2 loops.

+

essas divergéncias adicionais.

Como podemos facilmente verficar, em um caculo perturbativo até 1 loop, nao exis-
tem diagramas divergentes aparecendo em I'®V(p, q ~ 0). Dessa maneira, ndo podemos
calcular essa quantidade consistentemente usando o método do GR nessa ordem de per-
turbacao. Por outro lado, em um calculo até 2 loops, varios diagramas singulares no
limite de baixa energia emergem (ver Fig. 4.10) e, por essa razao, precisamos invocar o
método do GR para extrairmos previsoes finitas da teoria nessa ordem de perturbacao.
Dessa maneira, vamos seguir o mesmo procedimento explicado anteriormente e reescrever
os campos da teoria na Eq. (4.59). Além disso, devemos, também, reescrever nessa mesma
equacao a funcio resposta “nua” 7, em termos da sua grandeza renormalizada 7.%. Dessa

maneira, obtemos a seguinte expressao
T.= 7' [TF+ ATH], (4.60)

onde ATE ¢é o contratermo necessdrio para fazer com que essa teoria de perturbagao
se torne bem definida. Como existem varias maneiras de se escolher esse contratermo,
precisamos estabelecer uma condicao de renormalizacao que nos informa em que escala a

funcao resposta renormalizada esta definida. Vamos escolher a condi¢ao de renormalizacao
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

canonica
F(271)(p0 — w7 p == kF7 q ~ O) = _Z,];R<W), (461)

onde w desempenha o mesmo papel explicado anteriormente. Usando essa condicao, o

contratermo A7 da teoria fica

1

Q
AT = W(leRQZR — g — 93r) T, In (w) : (4.62)
F

Agora, podemos definir os dois diferentes tipos de funcao resposta uniformes que sim-
plesmente decorrem de uma simetrizagao ou anti-simetrizacao do objeto 7% em relagao &

projecao de spin «, ou seja,

Toirgaw) = T'(w) + T (w), (4.63)
Topin(w) = Ti'(w) — T} (w), (4.64)

R R ~ . ~ . . N
onde 72,4 © Tg,:, sa0, respectivamente, as fungoes respostas uniformes associadas a
carga e ao spin no sistema. Assim, usando essas equagdes em Eq. (5.51) e seguindo o
mesmo procedimento explicado anteriormente, podemos derivar as seguintes equagoes do

GR até 2 loops para essas quantidades, ou seja,

d g J1RY2R R

w%%arga = <47T2'U12;1 %arga’ (465)
d g J1RY2R R

w@%pzn = < 47_[_21}12:1 7'5«1”-”. (466)

No6s podemos observar que essas duas equacoes diferenciais sao exatamente idénticas.
Esse resultado tem uma simples interpretacao associada, ou seja, nao existe separacao
de carga e spin no nosso modelo. Em outras palavras, as excitacoes elementares do tipo
holons e spinons, que sabemos que existem por outros métodos, tém a mesma velocidade

de propagacao aqui. Esse resultado, na verdade, esta relacionado com o fato de que nao
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

P

.4 R _
X Cargatsping () = VVOM

P

Figura 4.11: O diagrama de Feynman associado as susceptibilidades uniformes de carga
e spin no sistema.

estarmos considerando os processos de interacao descritos pela constante de acoplamento
g4 associados ao espalhamento frontal entre particulas situadas no mesmo ramo. Esse
processos de interacao sao bastante interessantes de serem analisados, mas, infelizmente,
sao igualmente dificeis de serem incorporados consistentemente dentro de um esquema do
GR. Mesmo assim, como veremos a seguir, é possivel ainda extrair importantes previsoes
sobre o nosso modelo com relacao as propriedades de baixa energia associadas a classe de
universalidade do liquido de Luttinger.

Como vimos anteriormente, o ponto fixo do liquido de Luttinger é definido pelo mo-
delo de Tomonaga-Luttinger, ou seja, giz = 0 e g5 # 0. No entanto, esse ponto fixo sé
é alcancado assintoticamente no fluxo de renormalizacao. Além disso, como vimos ante-
riormente, pode ser demonstrado, fazendo-se o uso das identidades de Ward associadas
com a conservagao exata de particulas situadas no ramo da direira e do ramo da esquerda,
que esse ponto fixo, de fato, vale para todas as ordens em teoria de perturbacao. Logo,
para trazermos o sistema fisico apropriadamente para o regime do liquido de Luttinger
na nossa abordagem, nds devemos fazer de inicio o acoplamento g, igual a zero nas Eqs

(5.54) e (5.55). Dessa forma, obtemos

d

w@%@m = 0, (4.67)
d

w@ﬁgm = 0. (4.68)

Isso significa que ambas fungoes respostas uniformes satisfazem trivialmente a condicao

de invariancia do grupo de renormalizacao no ponto fixo do liquido de Luttinger. Além
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4. O Liquido de Luttinger em 1d

disso, as susceptibilidades uniformes correspondentes sao dadas por

1 2
R _ R
XCarga(w) - 27T’UF [TCarga(w)} ) (469)
V@) = 18, @) (4.70)
Spin 27TUF Spin ’

onde o diagrama de Feynman associado encontra-se mostrado na Fig. (4.11). Portanto,
como as fungoes respostas uniformes sao invariantes do grupo de renormaliza¢ao no ponto
fixo do liquido de Luttinger, as susceptibilidades uniformes correspondentes também o
serao. Esse resultado esta relacionado com o fato de que a fisica de baixa energia desses
sistemas, de fato, contem excitagoes coletivas sem “gaps” de carga e de spin, o que é
indicativo de um estado fundamental metalico. Dessa maneira, podemos ver que a abor-
dagem do grupo de renormalizagao reproduz qualitativamente alguns aspectos bas-tante
importantes do liquido de Luttinger, isto é, que representa um estado metalico em 1d
sem excitacoes do tipo quasiparticulas fermionicas no qual a dinamica de baixa energia
¢ dominada exclusivamente por excitagoes coletivas bosonicas de carga (holons) e spin

(spinons).

Toda a discussao apresentada neste capitulo encontra-se publicada no nosso artigo

64].
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Capitulo 5

Renormalizacao em Direcao a

Superficie de Fermi 2d

A nossa abordagem do grupo de renormalizagao no capitulo anterior foi bem sucedida
no sentido em que ela reproduziu varios aspectos importantes relacionados a fisica de
baixa energia do liquido de Luttinger em 1d como, por exemplo, a auséncia de excitagoes
fermionicas do tipo quasiparticulas e a presenca de excitagoes coletivas bosonicas sem
“gaps” de carga e de spin no sistema. Dessa forma, esse resultado nos leva a tentar aplicar
o mesmo tipo de abordagem para problemas nos quais nao existem solugoes exatas do
estado fundamental e das excitagoes elementares até o presente momento. Como vimos
ao longo desta tese, essa situacao ocorre, de uma maneira bastante geral, em sistemas
definidos em dimensoes espaciais superiores como é o caso do modelo de Hubbard em
2d. A razao subjacente para isso é que justamente os métodos analiticos que permitem a
resolucao exata do problema correspondente em 1d como o ansatz de Bethe e o método de
bosonizacao, infelizmente, nao sao facilmente generalizaveis para esses sistemas definidos
em dimensoes maiores.

Neste capitulo, vamos voltar ao problema central desta tese que consiste no modelo

de Hubbard 2d para o caso em que a banda do sistema se encontra quase semi-cheia
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5. Renormalizacao em Direcao a Superficie de Fermi 2d

(n &~ 1) como o resultado de uma leve dopagem por buracos. A importancia desse modelo
ja foi enfatizada anteriormente, em particular, com relacao ao seu potencial em conter
uma possivel explicagao para o fenomeno da supercondutividade de alta temperatura nos

cupratos.

5.1 O modelo de g-ologia para o caso 2d

Inicialmente, vamos recapitular a nossa discussao sobre o modelo de Hubbard 2d
feita anteriormente. Esse modelo é representado, no espaco de momentos, pela seguinte

Hamiltoniana

H= Z —2t (cos(kya) + cos(kya)) — ]@DLU@DkJ + <N ) Z 1/1 pk— quqlwkl¢pT7
sites/ pk.q

(5.1)
onde, agora, k representa o vetor momento bidimensional do sistema k = (k,, k), en
quanto que todas as outras quantidades seguem as mesmas defini¢oes feitas anteriormente.
O nosso ponto de partida aqui seré a superficie de Fermi (SF) do modelo para o caso em
que n ~ 1 como resultado de uma leve dopagem por buracos. Portanto, essa superficie
(que estd mostrada, mais uma vez, na Fig. 5.1(a)) define o limite de baixa energia asso-
ciado ao sistema.

Fazendo uma rotagao de 45° graus nos eixos dos momentos, a SF do sistema fica como
estd mostrada na Fig. 5.1(b). Como podemos facilmente ver, ela apresenta regioes que
quase nao possuem curvatura, ou seja, sao regioes quase retas. Na verdade, isso faz com
que esse sistema apresente semelhancas em muitos aspectos com o caso 1d descrito no
capitulo anterior. Para enfatizar esse ponto, vamos dividir a SF em quatro regides ci-
nematicas diferentes: duas regioes definidas com linhas continuas que desempenharao o
papel de ramo “4” e duas regioes definidas com linhas tracejadas que, por sua vez, farao

«“ »

o papel de ramo (veja, novamente, a Fig. 5.1(b)). De fato, usando o caso 1d como
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Banda exatamente semi-cheia
(@) (b)

Figura 5.1: (a) A superficie de Fermi (SF) do caso de uma banda exatamente semi-cheia
no modelo de Hubbard 2d (linha tracejada), a SF no caso levemente dopado por buracos
(linha continua), e (b) essa tltima SF depois de uma rotacao dos eixos de 45° graus.

referéncia, podemos concluir que, em um céalculo perturbativo, os processos de interagao
que conectam as regides da SF que sao paralelas entre si (ou seja, formadas por uma linha
continua e uma linha tracejada) sempre gerarao diagramas de Feynman singulares no
limite de baixa energia do sistema. Dessa maneira, esses processos terao de ser apropria-
damente renormalizados e, assim, contribuirao efetivamente para as equagoes do GR do
sistema. Além disso, nessa nossa abordagem do problema, nao vamos considerar os pro-
cessos de interacao que conectam regioes perpendiculares entre si na SF. Portanto, esses
processos nao contribuirao para as equagoes do GR no nosso esquema. Dessa forma, como
os conjuntos formados por duas regioes paralelas da SF nao misturam entre si, podemos
restringir a nossa atencao apenas para um deles, uma vez que para o outro conjunto o
procedimento de renormalizacao seguir-se-a da mesma maneira. Assim, vamos considerar
apenas as regioes definidas pelo momento paralelo em relagao a SF dado por kj = k, e
o momento perpendicular correspondente dado por k; = k, no eixo dos momentos. Por
conseguinte, o momento paralelo k| estd, entao, restrito ao intervalo —A < kj < A, onde

2A consiste, basicamente, na extensao das regides paralelas da SF.
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5. Renormalizacao em Direcao a Superficie de Fermi 2d

Como estamos interessados apenas na dinamica de baixa energia desse modelo, vamos
linearizar, mais uma vez, a relacao de dispersao em torno da superficie de Fermi do

sistema. Dessa maneira, a Hamiltoniana de Hubbard da Eq. (5.1) fica

_ U

H = Z UF(|kl‘ - kF)¢I(U(a)¢ka(a) + (N it > Z 77Z)]T)+k—qT¢Illwkl¢PT7 (52)
k. sites/ pk q
(a==)

onde vp = Vkﬁkth:kF ¢ a velocidade de Fermi do sistema. O subscrito a = 4 nos
operadores de criacao e destruicao denotam a regiao da SF, ou seja, relativa as linhas
continua (ramo “+7) e tracejada (ramo “~7) em que essas excitagbes sao criadas ou
destruidas. E interessante notar também que, nessa relagao de dispersao linearizada, a
dependéncia com o momento paralelo aparece apenas implicitamente na velocidade de
Fermi do sistema. Essa dependéncia pode, numa boa aproximagao, ser desprezada no
nosso caso. Dessa maneira, a relacao de dispersao resultante passa a depender apenas
da componente perpendicular do momento o que faz com que esse sistema se assemelhe
bastante com o caso 1d visto no capitulo anterior. Além disso, como fizemos antes,
vamos também definir aqui um “cutoff” ultravioleta de tal forma que essa aproximacao
linear se restrinja apenas para valores de k, dentro dos intervalos [—kp — X\; —kp + \] €
[kr — A\ kp + A]. Por conseguinte, a extensao desse “cutoff” na energia do sistema serd
dada por Q = 2vupA.

Dada a semelhanca desse sistema 2d com caso 1d considerado no capitulo anterior,

torna-se util definir, também, aqui a seguinte notacao para a relacao de dispersao

= vp(ky — kp),

1((7) = —UF(k'J_ + k’F)

Além disso, usando a Hamiltoniana (5.2), podemos calcular, agora, a fungao de Green néo-
interagente G (kg, k) associada a esse sistema. De maneira andloga ao caso 1d, teremos

também aqui duas funcoes de Green nao-interagentes associadas: uma funcao Gg?r))(ko, k)
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5. Renormalizacao em Direcao a Superficie de Fermi 2d

que corresponde a propagacao de elétrons situados na regiao continua da SF (ou ramo
“+7) e outra funcao Gg(i))(ko, k) que corresponde a propagacao dos elétrons situados na

regido tracejada da SF (ou ramo “~”). Logo, temos

[ 0 (+) 0 _5("‘) l
G(O) (k?(), ) _ ((ljr)) — ( (JS ) 7 (5'3)
—& 10 ko — & —2(5_
_ o(eH) o(—eH) ]
G\ (ko k) = (5(“)> a— f}) ) | (5.4)
=& 0 ko — &

Esses propagadores livres podem, também, ser representados diagramaticamente da se-

guinte maneira:

. ~(0)
1G )

I
4

0
1G( )

———m Y —————

Figura 5.2: Os dois propagadores livres do sistema.

Seguindo a mesma estratégia do caso 1d, vamos definir agora a Lagrangiana total

associada a esse modelo 2d. Portanto, temos

L= 3 ¥, &1 (10— &) Yo (k1)
k,o,a=%
- Z 9P+ a =K )Y, (ke (P, D)o (a, )
T Z 92¢ +)J(p +q— k t)d)( <k7 t)@zj(f)a’(qa t)¢(+)a(pa t)' (55)

oo',

Esse é o modelo de g-ologia generalizado para o caso bidimensional. Como nesse mo-
delo as constantes acoplamentos sao independentes do orientacao de spin das particulas,
ele é naturalmente invariante pelo grupo SU(2). J4 as quantidades ¥ (k,t) e v, (k,t)

sao, claramente, os campos fermionicos associados aos operadores de criagao e destruicao
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Figura 5.3: O processos de interacao no nosso modelo 2d.

de elétrons com momento k = (k,, k,), projecdo de spin ¢ e ramo a = £ no forma-
lismo canonico. O somatoério sobre os momentos, por sua vez, deve ser entendido como
Sk = V/(2m)? [ d?k no limite termodinamico do sistema (N,V — o0o). Nessa expressao,
a constante de acoplamento g; descreve os espalhamentos que envolvem transferéncia de
particulas entre as regices “+7 e “-” da SF 2d. Por razoes 6bvias, vamos chamar esses pro-
cessos de interacao, de agora em diante, de espalhamento “para tras” 2d. Ja a constante
de acoplamento gs descreve os processos de interacao que nao envolvem transferéncia entre
particulas entre as regioes “4”7 e “-” da SF 2d. Eles, por sua vez, serao denominados de
espalhamento frontal 2d no nosso modelo. Como estamos interessados em relacionar esse
modelo com o modelo de Hubbard 2d, podemos facilmente constatar que as constantes de
acoplamento devem ser inicialmente definidas como g3 = g2 = (V/Ngites)U. Além disso,
vamos desprezar aqui os processos de interacao do tipo Umklapp associados ao acopla-
mento g3, uma vez que o sistema nao se encontra em uma situacao de banda exatamente
semi-cheia e, de maneira analoga ao caso 1d, vamos desprezar também os processos de in-
teracao associados a constante de acoplamento g4. Assim, os tinicos processos de interacao

considerados no nosso modelo estao mostrados esquematicamente na Fig. 5.3.
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5.2 Teoria de perturbacao convencional até 1 loop

Nesta secdo, vamos calcular a funcao vértice irredutivel de quatro pontos I'Y (py, pa, ps3, ps)
desse modelo até segunda ordem (ou até 1 loop) em teoria de perturbagao. Como veremos,
esse calculo se assemelhara bastante com caso 1d considerado no capitulo anterior. De
fato, ao longo da série perturbativa até 1 loop, dois tipos de amplitudes ou “bolhas” apa-
recerao também tipicamente aqui: as “bolhas” do tipo particula-particulas e as “bolhas”
do tipo particula-buraco. Essas contribuigoes perturbativas também representarao aque-
las de maior importancia para o nosso modelo 2d até essa ordem de perturbagao. Dessa

maneira, vamos representa-las, convenientemente, pelas seguintes fungoes

0_)) (=k+p) (“Bolha” tipo particula-particula), (5.6)

nop = [
X(a) = /k

A dk
onde agora [, = [T 4o (i =1 f,flfff 21 Essas “bolhas” se encontram representadas

D *)
0

(
(
) (k)

(
G
GEO_)) (k+q) (“Bolha” tipo particula-buraco),  (5.7)

esquematicamente na Fig. 5.4. Assim, calculando essas integrais, obtemos

87T2UF —po—i-UFpJ_ — 10 —po—UFpJ_+25
X(O) (Q) _ 1 In Q+qo+vp(qL—|—2kp) — 10 4 —Q+QO—UF(QL+2]€F)+Z'5
87T2UF qO—UF(QJ_—i-QkF) — 10 QQ+UF(QJ_+2]€F)+i(5 ’
(5.9)
que, parap, =0e g, = —2kp e pg = qo = 0, se reduzem naturalmente a
) Q 1 Q
O (p) = — I 2 ©) () = — In | 2= 5.10

isto é, ambas as “bolhas” divergem logaritmicamente no limite de baixa energia do sistema
(ou seja, po = qo — 0). Note que as partes imaginarias delas foram, mais uma vez,

desprezadas, uma vez que elas também nao representam contribuicoes divergentes para
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o - CO)

\*-J

k+gq

Figura 5.4: As “bolhas” do tipo particula-particula e particula-buraco que aparecem
tipicamente no calculo perturbativo até 1 loop.

essa teoria de perturbacao aqui.

Portanto, usando as regras de Feynman apropriadas para esse modelo 2d, obtemos para

a funcdo vértice '™ (py, pa, p3, p4) no canal g; (ou seja, para os momentos p;; = —py| =
p3L = —ps1 = kr) a seguinte expressao até segunda ordem em teoria de perturbagao
T (p1, p2, ps) =gt 2919211 (p1 + p2) + (29192 — 207 )XV (p2 — p3),  (5.11)
canal g1

onde, obviamente, estamos fazendo py = p; + p2 — p3 devido a conservacao de energia e
momento no sistema. Os diagramas de Feynman que correspondem a essas contribuicoes
estao exibidos na Fig. 5.5. Note que esses digramas sao os mesmos do caso 1d. O que
muda aqui sao apenas as regras de Feynman associadas que devem ser apropriadamente
adaptadas para o caso 2d. Além disso, note que, nessa ultima expressao, se fizermos

P10 + P20 = Po, P2 — P3 = Qo € po = qo ~ 0, a funcao vértice se reduz a

) 1 Q
re (p1, P2, P3) = —191 + Tgf In () , (5.12)
canal g1 2 VF

ou seja, se fizermos pg — 0, a fungao vértice no canal g;, de fato, diverge logaritmicamente.
De maneira semelhante, podemos calcular, também, a fungao vértice no canal g, (ou seja,

para os momentos p;; = —pgy = —p31. = ps1 = kr). Dessa maneira, obtemos até segunda
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Figura 5.5: Os diagramas de Feynman correspondentes no canal de espalhamento “para
tras” até 1 loop.

ordem a seguinte expressao

'™ (py, pa, ps) = —iga + (67 + gH)TO (p1 + po) + 92XV (ps — p1). (5.13)

canal g2

Para esse caso, os diagramas de Feynman correspondentes estao mostrados na Fig. 5.6.
Esses diagramas também sao os mesmos do caso 1d e o que muda aqui sao apenas as
regras de Feynman associadas a eles. Finalmente, fazendo pig + p2o = po, p3 — p1 = qo €

Po = qo ~ 0, esse ultimo resultado se reduz a seguinte expressao

) Q
@ = gyt ——gPln | = 5.14
(p1,p2,P3) ot gy 102 t o) (5.14)

o que implica que a fungao vértice no canal go é, também, logaritmicamente divergente no
limite de baixa energia do sistema 2d, ou seja, para py — 0. Portanto, podemos concluir
também aqui que o tratamento perturbativo convencional até 1 loop falha totalmente em
acessar a fisica de baixa energia desse sistema considerado. De fato, o termo de segunda
ordem da série nesse limite sempre se tornard infinitamente maior que o termo de primeira
ordem, invalidando, assim, a expansao até segunda ordem.

Como no caso 1d, todas essas contribuicoes singulares nao sao particularidade apenas
do célculo de 1 loop, mas sim elas aparecem em todas as ordens de perturbacao. Dessa

maneira, precisamos reescrever os parametros dessa teoria de tal forma que tenhamos uma

108



5. Renormalizacao em Direcao a Superficie de Fermi 2d
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Figura 5.6: Os diagramas de Feynman correspondentes no canal de espalhamento frontal
até 1 loop.

série perturbativa bem definida para esse sistema. Isso significa que temos que invocar a
sistemética do grupo de renormalizagao também para esse sistema 2d. E justamente isso

que vamos fazer na préxima secao.

5.3 O grupo de renormalizacao até 1 loop

No capitulo anterior, vimos que a razao subjacente para o aparecimento dessas di-
vergéncias no infravermelho em um dado modelo esta relacionada com o fato de que os
parametros que estamos expandindo na teoria de perturbacao simplesmente nao sao os
apropriados para descrever o limite de baixa energia do sistema. Dessa forma, devemos,
em situagoes como essa, reescrever os acoplamentos da Lagrangiana “nua” do modelo (ou
seja, no nosso caso presente, da Eq. (5.5)) por parametros efetivos que estejam definidos
para uma escala de energia variavel w. Obviamente, se fizermos w — 0, temos de recu-
perar o limite de baixa energia associado a esse sistema. No entanto, aqui nesse ponto
se evidencia uma diferenca marcante entre o caso 1d considerado anteriormente e o caso
2d que pretendemos considerar agora. Como vimos no Cap. 3, demonstramos através da
abordagem de Wilson para o GR perturbativo que, para uma dada fungao de acoplamento
9(p1, P2, P3, P4), a sua dependéncia com os momentos paralelos a SF é sempre importante
para a descrigao correta da fisica de baixa energia desses sistemas. Isso deve ser con-
trastado com o caso 1d em que todos os processos de interacao de baixa energia podem

ser apropriadamente parametrizados por apenas constantes de acoplamento. No sistema
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2d que estamos considerando agora, é necessario um nimero infinito de acoplamentos para
parametrizar corretamente os processos de interacao de baixa energia. Assim, temos que
reescrever os acoplamentos “nus” do modelo em termos dos acoplamentos renormalizados

da seguinte maneira

a1 = gir(py, 2> p3)) + Agir(pyy), P2y P3))) s (5.15)

g2 = gar(Dy|, P2y P3))) + Agar (D)), P2|l» D3|))» (5.16)

onde, naturalmente, fizemos py = py + pz| — p3) devido a conservacao de momento no
sistema. Isso significa que devemos definir um niimero igualmente infinito de contratermos
para construirmos uma teoria de perturbacao livre de divergéncias no limite de baixa
energia desse sistema. Apesar disso, essa teoria é renormalizével'. Portanto, esse modelo
2d fornece um exemplo bastante interessante de teoria renormalizavel que necessita de
um numero infinito de contratermos para ser apropriadamente renormalizada. De fato, se

fizermos as substituicoes acima, a Lagrangiana renormalizada até 1 loop do modelo fica

L= Y ¢y, 0t (i0— &) vwe (k1)

k,o,a=+

1
% Z glR(pln,p2||,p3||)¢g+)g(P +q—Kk, t)%bg_)gf(k, t)¢(+)a'(Pa tW(—)a(Qa t)
p,a,k

oo’

Z gQR(pIH » D2|5 p3”)’l/}2-+)o'<p +q— k7 75)¢Er,)a/ (ka t)w(—)a’ <q7 t)l/}(+)a(10, t)

P9k
D'O'l

> Agir(pay P2y P31 (P + @ — K U], (K, D)o (P, Y10 (s T)

p,q.k

oo’

> Agar(pr vy P31V, (P + A = K Y0 (K, )Y ()10 (P, 1)

P,k

oo’

1
Vv
1
\%
1
=

(5.17)

Com essa Lagrangiana, veremos, agora, que ¢ possivel construir um teoria de perturbacao

Vamos discutir esse ponto mais detalhadamente no Apéndice A.
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5. Renormalizacao em Direcao a Superficie de Fermi 2d

que nao contenha nenhuma singularidade até 1 loop no limite de baixa energia do sistema.
De fato, usando essa expressao e calculando, agora, a funcao vértice de quatro pontos no

canal g; até 1 loop, obtemos

T (py, pa, p3; po)

7
— Pl pan) + / dk
ol o1 a1r(p1), P2y, 3)) 47r2vp{ . i

X gar(P1)> P2 k) + g2r (k) =k + D1y + P2ys p1y + P2y — P3))91r (D1 D2 k||)}
+ /D dk {29112(?1”:292 — p3| + Ky, ky)gir(ky. p2ys ps)) — g1r(pys p2y — p3y + Kys k)

X gar (k) D2y, P2 — 3 + k) — 91r(Ky, D2yp, P3y ) g2r (D1, P2y — P3y + Ky, p1y + P2 — pzu)”

Q .
X In (p()) - 2A91R(]91||,p2u,1?3||)=

onde, por conveniéncia, os dominios de integracao D; e Dy estao dados no Apéndice B
desta tese. Como gig é, por definicao, o acoplamento efetivo do modelo na escala de

energia w, precisamos impor a seguinte condicao de renormalizacao

T (py, pa, p3; po = w) = —ig1r(p1)|, 2|, P3| w)- (5.19)

canal g1

Logo, o contratermo Agir(p1|, p2j, p3)) do modelo se torna

Agir(p1); P2, P3| W) {/D dk [gm(—lﬂ + p1y + 2y, Ky 031 g2r (D1, P2y )
1

- 47T2UF

+gor(ky, =k + p1y + 2y D1 + P2y — P3)) G1r (D)), P2y Ky)

+ /D dk {2911%(191”7292 — p3| + Ky, ky)gir(ky. p2ys ps)) — gir(pys P2y — p3y + kys k)
2

X gor (k) D2y, P2 — 3 + k) — 91r(Ky, Dayp, P3y)g2r (D)), P2y — P3y + Ky, p1y + P2 — p3||)]}

X In (S) : (5.20)

Como podemos ver, se substituirmos esse contratermo na Eq. (5.18), essa teoria de per-
turbagao se torna bem definida no limite de baixa energia (py — 0), desde que definamos

uma escala de energia w de tal forma que satisfaga sempre a condicao w = py.
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Vamos seguir, agora, o mesmo procedimento para o calculo da funcao vértice de quatro

pontos até 1 loop. Logo, temos

T (py, pa, p3; o) gir(p1y, P2y, Ky

1
. ) ak
igar(P1), P2y, P3))) + 47r2’UF{ /Dl |

canal g2

X gir(ky, =k + Py + P2y, Py + P2y — 3)) + G2r (1) P2)s By ) g2r(—K) + pryp + P2y, Ky, p3))

- /D dky| [ng(Plnjpsn — puy| + Ky, p3))g2r Ky, P2y P3 — pry + ’f)] }
3

Q )
X In (p()) - ZA92R(171||;P2H>]73||), (5.21)

onde os dominios de integracao D; e D; estao dados no Apéndice B. Da mesma maneira,

estabelecendo a seguinte prescricao para o acoplamento efetivo gag(p1|, p2|, P3||), ou seja,

= —igar(p1|, P2))> P33 W), (5.22)

canal g2

T (p1, pa, p3; po = w)

obtemos que o contratermo Agar(py||, P2, P3) do modelo fica

gir(ky, =k + D1y + D2y, P1 + P2 — P3))

1
Agar (1, P2))s P3| w) = 47r2vp{/p dk
1

X g1r(P1)> P2)1s K1) + 9201y, P2y Ki) 92r(—=K) + D1 + P2y k?,P3||)}

- [k,
Ds

Esse contratermo, por sua vez, torna também essa expansao perturbativa convergente no

0
92r (1), P3| — Py + Ky, p3y) gar (Kyp, D2y, P3y — Py + /ﬂ)} } In (w) . (5.23)

limite de baixa energia py — 0 do modelo. Portanto, todo o modelo 2d que estamos
tratando foi renormalizado até segunda ordem de perturbacao. Isso significa que, agora,
podemos extrair dele previsoes finitas que podem, eventualmente, ser comparadas com a
situagao experimental.

Vamos discutir, agora, como esses parametros renormalizados da teoria variam quando
alteramos a escala w em que eles estao definidos. Vamos considerar, primeiro, o acopla-
mento gig(p1); P2y, Ps|)- Usando a Eq. (5.15) e definindo uma escala de energia de tal

forma que satisfaga w = {2 — dw, obtemos a seguinte equacao diferencial
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wd91R(p1||,p2||,p3H;w) 1
dw 471'21)}7

{ /D dk [gm(—kn + pu + 2y, Ky 3y 92r (1), P2y By)
+ gar(ky, =Ky + D1+ P2y, Pr) + 2 — P3)) 918 (P P2, ’ﬂ)}

+ /DQ dk) (291 (pyy, 2y — P3| + K, ky)grr(K), P2y s))

—  qir(Py)s P2 — P3y + Ky, k) g2r(Ky, payp, D2 — 3y + Ky)

—  Gor(p1)» P2y — P3| + Ky, 1y + P2y — p3||)91R(k||7p2,p3||)]}7

(5.24)

que ¢ a equacao do GR até 1 loop para a constante efetiva gy r(p1||, p2j, p3) do sistema 2d.

Fazendo de maneira andloga para a Eq. (5.16), obtemos a seguinte equagao diferencial

d s D2||, Paj; W 1
w gor(Pry Pay Poy ) — {/D dk| [923(—k|| + py| + p2ys By 03)) 92r (01 D2y By
1

dw Am2vp

+  gir(ky, =k + pry + payp, 1y + P2y — 3 G1r (D1 D2 /f)}

- /D dk {92}2(1)17193” — p1j + ki, p3)) g2 Ky, D2y, P3| — 1y + k||)] },
3

(5.25)

que é, por sua vez, a equacao do GR até 1 loop para a constante efetiva gar(p1, p2|, P3))
do sistema 2d.

Como podemos facilmente ver, essas equagoes do GR nao sao mais equagoes dife-
renciais ordinarias relativamente simples de serem resolvidas como no caso 1d, mas sim
complicadas equagoes integro-diferenciais que estao, além disso, acopladas entre si. Como
essas equacoes sao bastante dificeis de se resolver analiticamente, temos que recorrer na-
turalmente a métodos numéricos para extrairmos matematicamente as solucoes delas. No
entanto, vamos postergar essa discussao sobre a nossa estratégia numérica para o Cap.

6 desta tese. Neste capitulo, vamos nos limitar apenas a uma discussao sobre a imple-
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mentacao analitica do nosso método para o modelo 2d que estamos considerando.

Como vimos anteriormente, as equagoes do GR até 1 loop nao levam em conta o
importante efeito das flutuagoes quanticas que afetam as excitagoes de uma particula no
sistema. De fato, como vimos no Cap. 4, foi necessério ir até 2 loops para chegarmos a
conclusao de que a fisica de baixa energia dos sistemas descritos pelo ponto fixo do liquido
de Luttinger realmente nao apresenta excitagoes fermionicas do tipo quasiparticulas em
sua descricao.

No restante deste capitulo, vamos seguir esse mesmo procedimento com o intuito de
analisarmos a possibilidade de existéncia de possiveis regimes do tipo liquido de Nao-Fermi
em sistemas 2d. Como vimos anteriormente, essa discussao esta longe de ser puramente
académica devido ao fato de que essas fases exoticas sao realmente observadas em materiais
bidimensionais como, por exemplo, nos cupratos supercondutores. Além disso, do ponto
de vista teodrico, nao existe, até o presente momento, nenhuma teoria microscopica que
descreva corretamente as propriedades de baixa energia dessas fases nao-convencionais.

Dessa maneira, na préxima secao, vamos comecar o calculo até 2 loops associado
ao nosso modelo 2d de interesse. Para isso, temos que primeiro calcular a auto-energia

associada ao sistema até essa ordem de perturbacao.

5.4 Calculo da auto-energia do modelo 2d - O peso

da quasiparticula nesse sistema

Nesta se¢ao, vamos calcular a auto-energia do nosso modelo bidimensional até 2 loops
em teoria de perturbacao. Para simplificar essa discussao, vamos supor que o momento p
da particula pertence a regiao continua da SF, ou seja, a um ramo “+”. Como veremos,
esse calculo perturbativo também tera algumas semelhancas com o caso 1d considerado

no capitulo anterior. De fato, utilizando apropriadamente as regras de Feynman associa-
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Figura 5.7: Os diagramas de Feynman até 2 loops associados a auto-energia do sistema.

das a Lagrangiana renormalizada da Eq. (5.17), obtemos, esquematicamente, a seguinte

expressao para auto-energia do sistema
—ZZ(p) = _ZE(I) - 22(2) - Z'Econtratermosa (526)

onde X representa as contribuicoes na auto-energia até 1 loop, (2 representa as con-
tribuigoes até 2 loops € Xcontratermos cONsiste nos diagramas gerados pelos contratermos
definidos na teoria. Os diagramas de Feynman associados, por sua vez, estao mostrados

na Fig. (5.7). Do célculo de YD e ¥ oontratermos, Obtemos aqui, respectivamente,
(1) s
=i =5 [ dky [gir(py, ks py) = 292r(py Ry k)] (5.27)
w2 J-A

, A A
~Xcontratermos = 5 LA dky [Agir(py, ki, py) — 28g2n(p), by, k)] - (5.28)
No entanto, a andlise dessas contribuicoes se revela bem mais sutil do que a discussao
analoga feita no capitulo anterior para o caso 1d. Como podemos facilmente verificar,
air(py, ko) — 292r(p)), Ky, k) ndo é uma quantidade invariante do GR no caso presente.

Além disso, as contribuigoes divergentes associadas a Agir(py, k|, p)) € Agar(p), ki, Ky))
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nao se cancelam nesse caso. De fato, pode-se demonstrar que esses termos implicariam
que o parametro kr associado a SF do modelo se transladaria para o infinito no limite
de baixa energia, o que, por sua vez, contradiz a nossa hipotese inicial de que a SF é
definida sempre como um ponto fixo ou um ponto de criticalidade da transformacao.
Portanto, o que devemos fazer é um ajuste fino no parametro kg de tal forma que ele
sempre permaneca critico (ou seja, constante) ao longo de toda a transformacao do GR.
Fazendo isso, as contribuicoes relacionadas aos termos (1) e 0, iratermos N80 influem na
transformacao do GR e podem, dessa maneira, ser desprezadas do calculo. E interessante
notar aqui que esse procedimento que acabamos de descrever possui uma analogia bastante
forte com a teoria de Landau-Ginzburg-Wilson no qual o parametro de massa que define
a distancia do modelo ao ponto critico tem de ser sempre ajustado para zero de tal forma
que o sistema se encontre sempre em um estado de criticalidade na teoria.

Agora, vamos passar para andlise das contribui¢oes no sistema representadas pelo

termo £, Desse calculo, obtemos que

' [
—ix® (po, pL,p;w) = m(ﬁo —vp(pL — kp)) /1)4 dk)dq

X g1r(p)> a5 k) + 292:(py, qy, —ky 4y + q1)g2r (k) —k) + 2y + qp qp) — 9Py, g5 By)

2g1r(—ky +p) + q Ky qp)

xgar(ky, =k + py +ay, q1) — g2r(py ), =k + 2y + @) gir(ky, —k) +py + CJnaPH)}

Q_UF(pL_kF)_pO_i(S) (Q—UF(PL—/{?F)-FPO—M)]
X |In , + In , , 5.29
[ ( vp(pL — kp) —po — 0 vp(pL — kr) +po — 6 (5.29)

onde o dominio de integracao D, esta dado no Apéndice B desta tese. Nessa expressao,
podemos observar que, para p, = kg e pp — 0, £ vai naturalmente para zero. Dessa
forma, nao existem também aqui divergéncias no limite de baixa energia na auto-energia
desse sistema. Apesar disso, sua derivada em relagio a pg, ou seja, (0X® /9pg)|m—0
nao é bem definida. Conseqlientemente, essa funcao nao é analitica e, por essa razao,
precisamos remover essa nao-analiticidade do modelo. Como no caso 1d, para fazer isso,

devemos reescrever os campos fermonicos “nus” da teoria, ou seja, wl(a) (k,t) Vo) (k. 1),
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em termos dos campos apropriadamente renormalizados ’(/)}L%U(a) (k,t) e YRro(a) (k, ). Logo,

Vo) (k1) = Urota) (K, 1) + Aoy (k, 1) = Z2(k)) Vo) (k, 1), (5.30)

wg(a) (k,t) = @%@ (k,t)+A1/)j%(a) (k,t)EZW(k”)wLO_(a) (k,t), (5.31)

onde Atpoq) (k, 1) € Awgg(a) (k,t) sdo os contratermos necessarios para removermos a
nao-analiticidade discutida acima. Esses contratermos podem ser usados para definir o
peso da quasiparticula Z(kj). Diferentemente do caso 1d, esse fator multiplicativo no
caso presente serd uma funcao do momento paralelo, uma vez que, como vimos, essa de-
pendéncia desempenha um papel fundamental na descrigao da fisica de baixa energia desse
sistema. Além disso, como ja sabemos, esse fator representa uma medida da coeréncia das
excitacoes do tipo quasiparticulas fermionicas no sistema. Se Z (k) for zero para algum
momento paralelo & no limite de baixa energia do sistema, isso implicard que o sistema
nao apresenta excitagoes do tipo quasiparticulas fermionicas sem “gap” nessa direcao da
SF' do modelo.

De maneira andloga ao procedimento descrito no capitulo anterior no caso 1d, se
incluirmos a renormalizacao dos campos nessa teoria 2d, as relagoes entre os acoplamentos
“nus” do sistema e os acoplamentos correspondentes renormalizados se generalizarao da

seguinte maneira

4
no= lH 2 (py ] (91r(py P2y P31) + Agar(pay, P2y ps))) - (5.32)

4
g2 = lHZ Y2 (py ] (g2r(py P2y P31) + Agar(pry, Py, Pay)) - (5.33)

Fazendo essas substituicoes, a Lagrangiana renormalizada associada ao sistema fica,
finalmente, da seguinte forma
L = Lo+ Ly, (5.34)
onde a Lagrangiana nao-interagente L, se torna
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Z Q/}Ro (Zat glia)) wRJ(a) (k, t) ) (535)

(a i)

e a Lagrangiana de interacao L;,;, por sua vez, fica

Lin = > AZ(k)¥hyw (k1) (10 — &) Yrota) (k. 1)
(a=%)
1
- V Z glR(p1||7p2||7p3\|)¢g+)g(p +q - k7t>1/} (k t)¢ <p7 )¢(—)U(q7 t)

oo’

1
- v > g2r(Pr) P2 P30 (P + a4 — K O (K, )Yy (@, ) Y0 (P) T)
p:ak

oo’

1
- V Z AglR(pIH ) p2H7p3||)wEr+)g-(p +q-— k7 t)wg,)g/ (k7 t)w(—i-)o’ (p7 t)w(—)cr(cb t)
p,a.k

oo’

1
- V Z Ag2R(pl|| y P2||» P3| )l/er-F)o(p +q-— k7 t)qvbzf—)g/ (k7 t)l/)(—)o’ (qa t>¢(+)a(p’ t)a
p,q,k

oo’

(5.36)

onde, obviamente, AZ (k) = Z (k) —
Utilizando essa Lagrangiana renormalizada, vamos passar agora para o célculo per-
turbativo até 2 loops do inverso da funcdo de Green G~*(p), ou seja, a fungio I'®(p) da

teoria no jargao de teoria de campos. Assim, como

I (p) =[GOp)] " - S(p), (5.37)

temos que

I'®(p) = [po — vr(pL — kF)]{l +AZ(p)) + / dkydg {2913( Ky +p +aqp, Ky, qp)

4 4 2
xgir(py, a1, ky) + 2920 (0> @1 =Ky + py + @) ger (ks —ky +py +qpq1) — 91r(P)> )5 Kyp)

xga2r (k) =Ky + )+, q)) — 92r(py, 91 =Ky + Py + qp)gir(ky, —ky +py + QH’PH)}

Q_UF(pi_kF)_pO_i(S) (Q_UF(pL_kF)+p0—7;5>‘|
x |In , + In : } 5.38
[ ( vp(pL — kr) —po — 10 vr(pL — kp) + po — i (5.38)
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Para calcular AZ, precisamos estabelecer agora uma condicao de renormalizacao para o
inverso da funcdo de Green I'®(p). Vamos supor que essa quantidade satisfaz a seguinte

condicao
3%61“(2)(190 =w,p|,pL = kr) = w, (5.39)

o que significa que se considerarmos o limite de baixa energia do sistema, ou seja w — 0,
a funcao de Green correspondente terd um pdlo em toda a superficie de Fermi 2d do
modelo. Dessa maneira, obtemos
1
T 994,22
32ty

+292r(py, q), =k + ) + @) g2r Ky, =Ry + 2y + a5 q1) — 9ir(py, 9, k)

AZ(pjw) = b, dk)dg [2913(—/f| + )+ qps Ky q)gir(pys a5 k)

xgar (ks —k) + )+ a1 qp) — 920, 9> —ky + py + @) gir(kys =k +py + g, py)

x In <Q> : (5.40)

w

ou, escrevendo em termos do peso da quasiparticula Z, temos

1

Z(py: :1—7/ dkyd {2 K Ky aik
(py; @) Somivd Jp, WRI401| 2918 (=ky + Py ags Ky a)gir () g, ki)

+292r(py, 91, =Ky + oy + q)g2r(ky, =k +py +qpq)) — 91r(p)s g5 k)

xgar(ky, =k + py + ay, a1) — g26(py @, —k) + 2y + @) g1r(ky, —k) + py + g p))

X In <Q> . (5.41)

w

Seguindo o mesmo procedimento explicado no capitulo anterior, vamos derivar agora
uma equagao do grupo de renormalizacao que descreve como o fator Z varia quando nos

aproximamos do limite de baixa energia do sistema. Dessa maneira, temos

dln Z(py;
w n (pu,w)

o =7(p)), (5.42)
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onde a dimensdo anomala ~y(p) ¢ dada por

1

11 = 350 /D dkdg {2913(—/%” o+ ai ki, a)gir Py, 9y k)

+292r(py, a1, —ky + py + @) g2r(ky, =k + py + ay, 41) — gir(py, a5, k)
X gar(ky, —k) + ) +aqp, qp) — 92r(P), @) — k) + )+ a)gir Ky, =Ky + o +qp, o) |-

(5.43)

Essa equacao do GR precisa ser resolvida juntamente com as equacoes do GR para os
acoplamentos do sistema. Dessa maneira, essa equacao também nao pode ser resolvida
analiticamente. Por conseguinte, temos que recorrer a métodos numéricos para resolve-la.
Vamos dicutir mais detalhadamente a nossa abordagem numérica no préximo capitulo. No
presente capitulo, como ja dissemos anteriormente, vamos nos limitar apenas a discussao
sobre a implementacgao analitica desse problema.

Se substituirmos a Eq. (5.41) nas Egs. (5.32) e (5.33), podemos constatar que as
corregoes devido a auto-energia do sistema introduzem, naturalmente, correcoes de ter-
ceira ordem em nossa teoria de perturbacao. Portanto, para que o cédlculo perturbativo
até essa ordem na teoria seja consistente, precisamos incluir, agora, os efeitos de terceira
ordem que aparecem na funcio vértice irredutivel de quatro pontos I'¥ (py, pa, p3). E isso

que vamos fazer na préxima sec¢ao.

5.5 O grupo de renormalizacao até 2 loops

Nesta secao, vamos derivar as equacoes do grupo de renormalizagao até 2 loops para
as constantes de acoplamento efetivas do sistema 2d. Para isso, vamos considerar, agora,
as contribuigdes de terceira ordem (ou de 2 loops) associadas ao calculo da funcao vértice
'™ (py, pa, p3). De maneira andloga & nossa discussdo para o caso 1d, nessa ordem de

perturbagao, um nimero muito maior de diagramas de Feynman singulares aparecem na
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7 (@)
A )

Figura 5.8: Os diagramas de Feynman de 2 loops relevantes para o calculo da equacao
do GR para a interacao efetiva do tipo espalhamento “para tras” até essa ordem de
perturbagao.

i i

)T
s

Figura 5.9: Os diagramas de Feynman de 2 loops relevantes para o calculo da equacao do
GR para a interacao efetiva do tipo espalhamento frontal até essa ordem de perturbacao.
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teoria se comparado com o calculo perturbativo até 1 loop. Dessa maneira, vamos seguir
a mesma estratégia adotada no capitulo anterior e considerar apenas as contribuigoes que
serao efetivamente importantes para a derivacao das equagoes do GR.

De fato, como vimos em 1d, no céalculo até essa ordem, aparecem tanto diagramas
que divergem com In(£2/py) no limite de baixa energia do sistema quanto diagramas que
divergem com In*(Q2/py) nesse mesmo regime. Por razdes que ficardo mais claras no
Apéndice A desta tese, apenas as contribuigoes de In(£2/pg) contribuem efetivamente para
as equagoes do GR associadas ao sistema. Esses diagramas, por sua vez, se encontram
mostrados na Fig. 5.8 para a fungao vértice no canal de espalhamento “para tras” (ou
canal ¢1) e na Fig. 5.9 para a mesma fungao no canal de espalhamento frontal (ou canal
g2).

Como vimos anteriormente, para renormalizarmos essa teoria tivemos que estabelecer
prescricoes para a funcio vértice I (py, po, p3), seja no canal ¢; (Eq. (5.19)) ou no canal

o (Eq. (5.22)). Para que a teoria de perturbagdo até 2 loops continue satisfazendo
essas condigoes, temos que redefinir, apropriadamente, os contratermos do modelo de tal
forma que eles cancelem essas novas contribuicoes singulares que aparecem nessa ordem.

Fazendo isso, os contratermos da teoria, esquematicamente, ficam

Agir(pas P2 a) = Agig ™" + Agiper” + Agirgy” + Agipe’ + Adira
loo; 2—100,
+ A + AgipTs (5.44)

e
A - A 1—loop A 2—loop A —loop A 2—loop A 2—loop
9or(P1s P2y, P3) = Agar "+ AGopey + ng + A%k T A%Ra)
loo, loo, loo, 2—loo; 2— loo
+ Ang(e s A921~2(f)p + Ang Pt Ang Y+ Agopgy
2—loo;
+ AgrGy s (5.45)
onde Agi5'°” e Agi 5" correspondem as contribuices de 1 loop calculadas anteriormente
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e Agf}_{g‘))p e Agl Riy correspodem por sua vez, as contribuigoes de 2 loops associadas aos
diagramas x = a...f e y = a..j mostrados, respectivamente, nas Figs. 5.8 e 5.9.

Dessa forma, uma vez calculados esses contratermos, podemos proceder agora para o
calculo das equagoes do GR para os acoplamentos efetivos do sistema até 2 loops. Seguindo

o mesmo procedimento ja explicado anteriormente, essas equacoes ficam finalmente

" dgir(py), p2)> P3;w) 1
dw - An2up

+gor(ky, =Ky 4 p1y + 2y 01 + P2y — P3) 1R (D1 P2yl k?||)} + /D dk [2911%(]{?”7172,]93”)
2

{/ dk) [Qm( K + p1) + p2ys kys p3) 92r (P P2y, Kyp)

Xg1r(P1)s P2 — P3| + ks k) — gir(0r), P2y — Py + iy ki) gar(Kyp, 2y, p2y — Py + Ky

—Gor(P1) D2l — P3| + K|, p1j + P2 — ps)glR(khpzn,mu)]} dkdg

1{
3214,
{glRUfn + pu = Pjs Paiy KD gur(pays By A @y = pas By + pay — psy)g2r (ki g Ky + g — psy)
+91r (K + 1y — p3ys 2y Ky g2r (P Ky + ap — p3ys @) grr Ky, g p3))

—2g1r(k) + pr| — p3ys P2y k) g2r(prys Ky + qp — vy, a) ger Ky g, By + gy — p3)}

+/D dkydqy | g2r(q), k|, pay) g1 (01, k| + 3| — vy, P3y)g1r (k) + a — paj» D2yp, q)
7

+91r (P, Ky + p3 — Py 3y 92r (k) + @ — pays P2y Ky + p3y — pay)gir(qys ks k) + g — pay)

—292r (k)5 q) pa)) 92r (K + @ — Dayj, D2y, Ky + 3 — P1y) Grr(Py, Ky + 3 — p17p3||)”

1 4
+291R P P21 P3) Y (i) (5.46)
=1
dgaor(pr), D2y|, P3); W) 1 {/
_ dk [ K . ooy
w o = %o 1 92r(=Ky + Puj + oy Ky P3)) g2 (P P2 Ky

+g1r (ks =k + p1 + D2y, 1y + P2y — 31)G1r(P1)), P2 k||)} — /D dkygar (P, 3| — 1y + Ky> p3y)
3

92r (K, P2y, P3| — Py + /ﬂ)} + { | dkydg {gm(pl, Ky + qp — puy, k)
5

1
32mv,
X g1r (k). D2y Ky + p2y — p3)) 91r (K + D2y — D3y s Pay) — 2918(P1y), Ky + g — pays Ky)

X gar (k) D2y, p3)91r (k) + P2y — D3y 4> Pay) + G2 Ky, D2yj, P3y) g1 (K| + P2y — D3y q)f, Pay)
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X gar(p1), Ky + qp — vy @) + 92r(Ky, P2y p3))g2r (k) + D2 — D3y 9 K+ q — pry))

xg1r(p1s Ky + gy — puyps k) — 292r(K)s poys 3y g2r (K + P2y — pays qy, By + g — pay)

X gar(p1)): Ky + q — p1yps qw)] + /D dkydg {gm(pu Ky, pay)g1r(qy, ky + p3) — payp By + g —
6

xg1r (k) + q — P2y P21 Q1) — 292r(P1y)s Ky Ky + pa) — pey)gir(qy, ki + pay — P2y By + g —

p2y)

p2y)

xg1r (k) + qy — P2y, P21 Q1) + G2r(Prys Ky Ky + p3y — p2y)g1r(q), Ky + pay — pays Ky + g — p2yp)

X gar(ky + qy — D2y, 2y, k) + G2r(rys Ky, Ky + p3y — p2) g1r Ky + a — P2y, P2y 4))

X gor(qy, k) + P3| — P21> P3)) — 292r(D1)s Ky Ky + 3y — p2)) 92Ky + q — D2y D25 By)

1

4
X gar(q), k| + p3 — p2|,p3)” + 5923(171\\,]?2”,193”) > (i),
=1

onde, mais uma vez, podemos ver que essas equacoes sao simplesmente impossiveis de ser
tratadas por meio de métodos analiticos. Da mesma maneira, vamos postergar a discussao

de sua resolucao para o proximo capitulo.

5.6 Calculo das susceptibilidades de carga e spin uni-

formes

Nesta secao, vamos analisar o comportamento da compressibilidade de carga e da
susceptibilidade de spin uniforme desse sistema 2d do ponto de vista do grupo de renorma-
lizacao. Como vimos anteriormente, essas quantidades sao centrais para a determinacao
da natureza das excitagoes elementares presentes nesse sistema.

Analogamente ao caso 1d, para obtermos essas grandezas, precisamos, em primeiro
lugar, calcular a funcao resposta linear gerada devido a um campo externo infinitesimal
uniforme que acopla com o operador nimero de ocupagao. Dessa maneira, temos que

adicionar a Lagrangiana nua (i.e., Eq. (5.5)) o seguinte termo

_hemterno Z 7;¢Za)a(pat)¢(a)a(p7t)a (548)

p,a=%
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Figura 5.10: Os diagramas de Feynman associados ao célculo da funcao resposta uniforme
do sistema até 2 loops.

onde hegierno € UM campo externo uniforme, 7, €, por definicao, a funcao resposta linear
“nua” do sistema e wga)a(p,t) e Y(a)a(P,t) sdo, naturalmente, os campos fermionicos
“nus” associados aos operadores de criacao e destruicao de elétrons nesse modelo. Como
vimos anteriormente, quando adicionamos esse termo na Lagrangiana do sistema, uma
outra quantidade, a funcio irredutivel > (p,q = 0), passa, também, a conter novas
singularidades em teoria de perturbacao no limite de baixa energia do sistema. Assim,
seguindo o procedimento ja exaustivamente explicado, essa funcao tem de ser, também,
renormalizada através de uma definicao de novos contratermos que vao cancelar, por
construcao, essas divergéncias.

Como vimos anteriormente, em um caculo perturbativo até 1 loop, nao existem dia-
gramas divergentes aparecendo em 'Y (p, q ~ 0). Dessa maneira, ndo podemos calcular
essa quantidade consistentemente usando o método do GR nessa ordem de perturbacao.
Por outro lado, em um calculo até 2 loops, varios diagramas singulares no limite de baixa
energia aparecem (ver Fig. 5.10) e, por essa razao, podemos invocar o método do GR
para extrairmos previsoes finitas da teoria. Vamos, entao, reescrever os campos da teoria

na Eq. (5.48) e, além disso, vamos reescrever também a func@o resposta “nua”’ 7, em
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termos da sua grandeza renormalizada TaR(p”). Assim, obtemos a seguinte expressao
T. = Z7\(p) [TE () + AT (py)] (5.49)

onde AT (p)) é o contratermo necessdrio para tornar essa teoria de perturbagao bem
definida. Vamos, agora, escolher a seguinte condi¢ao de renormalizacao para a funcgao

resposta renormalizada
T®Y(py = w,p,p1 = kr,q ~ 0) = =T (p);w), (5.50)

onde w ¢é a escala em que estamos definindo todas as grandezas renormalizadas do pro-

blema. Usando essa condicdo, o contratermo AT da teoria fica

1
AT (pjiw) = 320 /Dg d’fndQ{

+g2r(py, k) + qp — Py k) grr(ays Ky, py) + gir(pys Ky + qp — pys By gar (kg g, By + g — py)

gir(py, =k + ) + oy a1)92r(q), ks Ry + g — pyp)

+92r(0y, K+ ap — py> a1 9rr (R qps ) — 29182y Ky + ap — iy Ry gir Ry g, o))
—2g2r(py, k) + @) — pys ki) g2r(qy, ks By + g — p||)}7aR(Q||) + [913(19”, q, =k +q +p))
XDy qps =k +aq + 1) + 9260, a, —ky + @) + py)ger(ky, =k + qp + oy, q)

— g1 Ry +ap — s qp)gir(qys k) — 921y By + ap — py> q1) 920Ky, a1 By 4+ ap — py)

ST fn (2). (5.51)

Agora, estamos prontos para definir os dois diferentes tipos de fungao resposta uniformes
que aparecem da simetrizacio ou anti-simetrizacio do objeto 7% em relagio a projegao

de spin «a, ou seja,

Tc%rga(pn;w) = ﬂR(P\\;w)Jr?'lR(pH;w), (5.52)

Toyimppw) = Tppw) — T (p;w), (5.53)

R R ~ . ~ . . N
onde 7¢t,.q, € Tg,;, S0, Tespectivamente, as fungoes respostas uniformes associadas a
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carga e ao spin no sistema. Assim, usando essas equagoes e a Eq. (5.51) e seguindo o
mesmo procedimento explicado anteriormente, podemos derivar as seguintes equagoes do

GR até 2 loops para essas quantidades, ou seja,

d

w%T&ga(m; w) = {/ dkdg {glR(Pna—’f +q) + pys ) g2r(q): Ky Ky + 9 — py)

W
+92r(p)s ki + ay — pis k) grr(ays By py) + gir(pys by + ap — pys ki) gzr(ky, s ky 4 ap — py)
+920(0) k) + a1 — P a)g1r (ks a1, 1) — 2910 (pys Ry + @ — 2y By g (ky, g5, y)

—292r(py, Ky + = s kD g2r(q)s Ry By £ ap = i) + 201000 41, =Ry + ) + o))

xgir(P)> a1, =Ry + q) + py) + 29280 @ — k) + g + Pg2r(ky, =k + q + oy a)
—291r(p)s Ky + @y — P a) 910y ki py) — 292r(p), Ky + a — oy @) g2r (kg qs by + ay — P)}
XTitrgald)) + /D4 dkydg [2913(—/f + o+ ap ks a)g1e(py ) ki)

+2g2r (P 41, =Ky + Py + ¢1)g2r (K, —ky + py + q.q) — 91r(py, 9 K))

Xgor(ky, =k + )+ qp, qp) — 922y, a1, =k + oy + q))91r(ky, =k +p) + qn,pn)}

Xchirga(pn)}a (5.54)

d

w@%ﬁm(pu; w) = { / d’fndQ[Qm(Pa —k +q) + py, q1)92r(qy, Ky, ky + ) — py)

W
+920(pys ki + a = Py B9y, ki, o) + gur(py, ky + @ = pys k) gar(ky, a1, By + g — py)
+920(pys ki + q = P @) 91e Ry 15 21) — 2918y By + 9 — 2y Ry gr(Rys ), py)

—=292:(py> Ky + a1 — Py ki) gzr(ay, ky, Ry + q) — pn)} Tapin(ay) + /D dkdg {2911%(29’ q), k)
Xgir(=ky + o) +qp, ks a) + 292r(p)s @, =Ry + 2y + @) g2r Ky, =k + o)+ qp, )

—g1r (P> @i ki) g2r(ky, —ky + oy + apa1) — g2r(p)s @, —Fy + 2y + @) gur(ky, —ky + oy + qp,pp)

< T8 0) (55)

onde, mais uma vez, podemos ver que essas equacoes sao extremamente complicadas de

se resolver analiticamente.
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P

R _
X Cargatsping () = VVOM

P

Figura 5.11: O diagrama de Feynman associado as susceptibilidade uniformes de carga e
spin no sistema.

Como vimos anteriormente no caso 1d, uma vez que a funcao resposta é obtida po-
demos proceder para o calculo das suceptibilidades uniformes associadas. Elas sao dadas

pelo diagrama da Fig. 5.11. Assim, elas ficam

A

1 2
@) = G [ dp [Tgaloo)] (5.56)
R 1 a R 2
En) = g [ oy [T )] (5.57)

Como podemos ver, essas quantidades nao tem equagoes do GR associadas. Elas depen-

~ R
dem das funcoes respostas correspondentes 77 . ga(Spin

)(pH,w) que, por sua vez, possuem
equacoes do GR. Vamos analisar numericamente o fluxo de todas essas quantidades no

limite de baixa energia do sistema no proximo capitulo desta tese.

Toda a discussao apresentada neste capitulo encontra-se publicada nos nossos artigos

(65, 66].

128



Capitulo 6

Resultados Numeéricos

No capitulo anterior, constatamos que todas as equacoes do GR associadas ao nosso
modelo 2d sao equagoes integro-diferenciais bastante complicadas e que estao, além disso,
acopladas entre si. Por essa razao, essas equacoes nao podem ser resolvidas apenas por
meios analiticos. De fato, para extrairmos alguma informacao sobre a fisica de baixa
energia desse sistema, temos que recorrer a algum método numérico para resolver esse

problema. E justamente isso que vamos fazer neste capitulo.

6.1 A estratégia numérica

Nesta secao, vamos comegar a discutir a nossa abordagem numérica que permitira
resolver as equagoes integro-diferenciais obtidas no capitulo anterior. Como vimos, no
nosso modelo 2d, todas as grandezas renormalizadas se tornam funcoes dos momentos
paralelos a SF no limite de baixa energia do sistema. A razao subjacente para isso estéd
diretamente relacionada com o fato de que o processo de renormalizacao reduz apenas a
direcao perpendicular a SF, deixando a direcao paralela inalterada ao longo desse mesmo
processo. Conseqiientemente, as componentes paralelas dos momentos se tornam cruciais

para a descricao correta da fisica de baixa energia desse modelo.
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Como todas as grandezas renormalizadas sao fun¢oes dos momentos paralelos do sis-
tema, para trata-las do ponto de vista numérico, temos que, obviamente, discretizar a
SF 2d continua em varios pontos. Aqui nesta tese, vamos fazer a escolha de discretizar
cada regiao sem curvatura da SF (ou seja, as regioes definidas por —A < pj < A) em
33 pontos. Dessa maneira, a SF do sistema, como um todo, possuird 132 pontos. Além
disso, é conveniente definir aqui o parametro “I” que consistird no passo da transformacao
do GR. Esse parametro esta diretamente relacionado com a escala w do problema da se-
guinte forma w = € exp(—!), onde, obviamente, Q2 é o “cutoff” ultravioleta associado a
energia definido anteriormente. Em func¢ao dessa escolha do nimero de pontos para a
discretizacao da SF, é facil constatar que teremos um limite minimo de energia (ou um [
maximo) para acessarmos a fisica de baixa energia desse sistema. Esse limite é dado por
lmaz =~ 2,8. Isso estd relacionado com o fato de que a distancia da escala de observacao
a SF nunca poder ser menor que a distancia minima entre pontos, uma vez que, nessa
situacao, o procedimento de discretizacao nao mais se aplicaria.

A escolha das condigoes iniciais em [ = 0 dos acoplamentos “nus” da teoria g; =

[N

go = g necessarios para a resolucao das equagoes integro-diferenciais correspondentes €,
em principio, arbitraria. Ela esta relacionada com a escolha do regime de interagao do
modelo microscépico (no nosso caso, do modelo de Hubbard 2d) que queremos investigar.
Aqui, vamos definir o parametro de interagao local U como sendo U = (g/mvp)t, onde
vp €, obviamente, a velocidade de Fermi do sistema e ¢, como vimos anteriormente, é a
amplitude de probabilidade de tunelamento das particulas que constituem o sistema para
os sitios vizinhos. Além disso, como veremos a seguir, a natureza do estado fundamen-
tal e das excitacoes elementares de baixa energia desse modelo serd fundamentalmente
influenciada por essa escolha da condigao inicial.

Ao longo deste capitulo, vamos analisar o fluxo do GR dos acoplamentos renorma-

lizados do sistema quando nos aproximamos do limite de baixa energia do modelo. Para

isso, vamos utilizar o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem para resolver
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auto-consistentemente todas as equagoes do GR correspondentes. Essa rotina foi imple-
mentada em linguagem Fortran 77 e pode ser, basicamente, encontrada em [90].

Em primeiro lugar, vamos discutir a situacao do modelo de Hubbard 2d definido com
um acoplamento que pode ser classificado como fraco, ou seja, em que o parametro de
interagao U é menor que a largura da banda do sistema dada por W = 8t. Nesse caso,
vamos escolher U = 4t (ou, equivalentemente, U/W = 0,5). Vamos discutir os resultados
numéricos para essa situacao utilizando a abordagem do GR até 1 loop e, em seguida,
utilizando também a abordagem do GR até 2 loops. Nessa ultima andlise, vamos discutir,
ainda, o fluxo do GR associado ao peso da quasiparticula Z(p)) do sistema.

Posteriormente, vamos repetir toda essa discussao para o caso do modelo de Hubbard
2d definido com um acoplamento dito intermedidrio que, no nosso caso, escolheremos como
sendo U = 8t (ou, equivalentemente, U/W = 1). Esse regime de interacao é extremamente
interessante do ponto de vista fisico, basicamente, por duas razoes. A primeira consiste no
fato de que, como vimos anteriormente, esse caso é notoriamente dificil de ser resolvido por
meios analiticos, uma vez que ele claramente nao apresenta nenhum parametro pequeno
no problema que possa ser expandido perturbativamente. A segunda razao, que também
ja foi discutida, é que esse regime de interacao estd diretamente relacionado ao problema
da supercondutividade de alta temperatura que se manifesta nos cupratos bidimensionais.
Dessa maneira, vamos investigar a natureza do estado fundamental desse modelo que é
levemente dopado com buracos e que, por essa razao, pode conter, possivelmente, alguma
informacao que permitird a explicacao téorica da importante fase de pseudogap exibida
nesses sistemas.

Por 1ltimo, para completarmos a nossa discussao a respeito da natureza das excitacoes
elementares presentes nesses problemas, vamos analisar o fluxo do GR das susceptibildades
uniformes associadas a carga e ao spin para varios regimes de acoplamento. Nesse caso,
0 nosso objetivo serd o de investigar a possibilidade de uma eventual transicao de fase

quantica no problema a medida em que variamos o parametro de interacao U do modelo.
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6.2 O modelo de Hubbard 2d no regime de fraco aco-

plamento

6.2.1 O fluxo de renormalizacao até 1 loop

Aqui, vamos analisar o fluxo do GR até 1 loop das fungoes de acoplamento renorma-
lizadas g1r(p1), P2y, P3)) € Gor(P1), P2y P3|) quando nos aproximamos do limite de baixa
energia do modelo de Hubbard 2d definido, inicialmente, com um parametro de interacao
U = 4t. Como ja chamamos a atencao anteriormente, nesse regime, o termo de energia
cinética do modelo domina o termo de interacao, uma vez que a largura da banda do
sistema W é maior do que o parametro U. Por essa razao, do ponto de vista fisico, é
natural esperar que a tendéncia do elétron de se deslocalizar, ou seja, do sistema como
um todo se comportar como um metal, domine a sua tendéncia de localizacao que, por
sua vez, estd relacionada com um comportamento tipicamente isolante no sistema.

Resolvendo auto-consistentemente as Eqs. (5.24) e (5.25) utilizando o método numérico
explicado anteriormente, obtemos o fluxo do GR para os acoplamentos exibido na Fig.
6.1 para algumas escolhas dos momentos paralelos no sistema. Nessa figura e em todas
as outras que se seguirao, vamos definir, por conveniéncia, o parametro g, como sendo
7, = g;/mvp para i = 1,2. Dessa maneira, podemos observar, claramente, que apesar dos
acoplamentos no modelo de Hubbard 2d serem inicialmente definidos iguais a uma cons-
tante, eles, de fato, adquirem uma forte dependéncia com os momentos paralelos quando
nos aproximamos do limite de baixa energia do sistema. Além disso, como podemos facil-
mente ver, esses acoplamentos nao se aproximam assintoticamente de nenhum ponto fixo
da transformagao do GR nessa ordem de perturbacao. Ao invés disso, eles divergem rapi-
damente quando nos aproximamos de uma escala de energia que vamos definir como sendo

U=At

w (que corresponderd ao passo

lU:4t)

. Esse cenario esta de acordo, qualitativamente,
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Figura 6.1: Fluxo de renormalizacao até 1 loop dos acoplamentos efetivos do modelo de
Hubbard 2d no regime de interagao fraca dada por U = 4t.

com outras abordagens desse problema também baseadas em um céalculo perturbativo de
1 loop como, por exemplo, o método de parquet ou método do GR de Wilson até 1 loop
presentes na literatura [36, 51, 52, 53, 56, 57, 59]. Essa singularidade, por sua vez, indica
uma instabilidade do sistema, ou seja, uma transicao de fase ocorrendo na temperatura

critica dada por TV=4 = oV

=4 Esse resultado claramente viola o Teorema de Mermin-
Wagner que, por sua vez, assegura que, em sistemas 2d com interacgoes de curto alcance,
nao se pode existir transi¢coes de fase em temperaturas finitas. Essa transicao de fase,
como veremos adiante, representa um artificio da aproximacao de 1 loop, mas nao vamos
nos preocupar com ela por enquanto.

Vamos analisar agora do ponto de vista fisico o que fluxo do GR até 1 loop dos aco-
plamentos nos informa a respeito da fisica de baixa energia desse modelo. Como podemos
ver, os processos de interagao associados a gar(A, A, A) (ou também gop(—A, —A, —A))
divergem mais rapidamente do que todos os outros e, por essa razao, sao as contribuicoes
mais importantes na fisica de baixa energia desse sistema. Esse processos estao inti-
mamente ligados a propriedade de “nesting” da SF 2d e estao relacionados com fortes

flutuacoes antiferromagnéticas (ou, mais precisamente, de ondas de densidade de spin)

presentes no sistema. Em funcao disso, essas correlagoes sao dominantes na dinamica
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de baixa energia do modelo. Isso fica, particularmente, evidente quando calculamos as
chamadas susceptiblidades nao-uniformes associadas aos varios tipos de parametros de
ordem no sistema!. Além disso, como também podemos ver na Fig. 6.1, existem véarios
outros tipos de processos de interacao que competem entre si e induzem, potencialmente,
outros tipos de tendéncia de ordenamento no sistema. De fato, a segunda instabilidade
mais importante do sistema consiste na formacao de um estado supercondutor do tipo d.
Dessa maneira, se reduzirmos a propriedade de “nesting” da SF 2d como, por exemplo,
dopando ainda mais o sistema, isso enfraqueceria a primeira instablidade que, por sua
vez, depende crucialmente dessa propriedade e, conseqiientemente, o sistema se tornaria
um estado supercondutor do tipo d. Esse resultado estaria, portanto, de acordo qualita-
tivamente com o cenario observado experimentalmente nos cupratos supercondutores de
alta temperatura como ja explicamos anteriormente.

Por outro lado, como ja chamamos a atencao, a abordagem de 1 loop nao leva em
conta as singularidades que afetam as excitagoes de uma particula do sistema. Para isso,
temos que ir pelo menos até 2 loops em teoria de perturbagao. Por essa razao, torna-se
legitimo perguntar se o resultado associado ao calculo de 1 loop descrito acima mudaria
ou nao nessa situagao. Dito de outra maneira, queremos analisar qual é o efeito da adigao
de mais flutuagoes quanticas (ou seja, até 2 loops) no resultado obtido nesta segao até 1

loop. E isso que vamos fazer na secao seguinte.

6.2.2 O fluxo de renormalizacao até 2 loops

Vamos considerar agora o fluxo do GR até 2 loops das fungoes de acoplamento renorma-
lizadas g1 r(p1), P2||, P3)) € g2r(P1), P2|), P3)) no modelo de Hubbard 2d definido inicialmente

com U = 4t. Assim, resolvendo auto-consistentemente as Eqs. (5.46) e (5.47) utilizando

IEssas quantidades foram recentemente calculadas pelo nosso grupo utilizando a mesma abordagem
explicada ao longo desta tese. No entanto, nao vamos discutir a implementacao desse calculo aqui nesta
tese. Para ver essa explicagdo de uma maneira detalhada, o autor refere o leitor para o nosso artigo [91].
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o método numérico ja explicado anteriormente, obtemos o fluxo do GR exibido na Fig.
6.2 para as mesmas escolhas dos momentos paralelos do caso até 1 loop. Como podemos
facilmente constatar, o fluxo se torna bem mais suave no caso presente e a singularidade
que antes se manifestava no cenario de 1 loop nao mais aparece dentro do intervalo em
que podemos confiantemente ir numericamente (ou seja, lynq.: < 2,8). Por conseguinte,
podemos concluir que a singularidade apontada no caso anterior, de fato, nao representa
uma divergeéncia real no sistema e, sim, um mero artificio daquela aproximacao. Isso, por
sua vez, é corrigido no caso de 2 loops. Mesmo assim, como podemos facilmente ver, a
ordem relativa de importancia dos processos de interacao na descricao efetiva do sistema
no caso de 2 loops, felizmente, nao se altera em comparacao com o calculo anterior. Dessa
maneira, as conclusoes relativas a dinamica de baixa energia do sistema aqui sao qualitati-
vamente as mesmas discutidas para o caso de 1 loop. Fisicamente, é razoavel esperarmos
esse resultado para essa situagao, uma vez que, em um regime de fraco acoplamento, as
corregoes na teoria devido aos diagramas de 1 loop dominam naturalmente os diagramas
correspondentes no caso de 2 loops.

Por outro lado, precisamos caracterizar ainda a natureza do estado de baixa energia
do modelo nesse regime de interacao. Para analisarmos isso, precisamos considerar, agora,
o fluxo de renormalizacio do peso da quasiparticula Z(p)) do sistema quando nos aproxi-
mamos do limite de baixa energia. Essa discussao, como ja enfatizamos anteriormente, s6
pode ser feita consistentemente em um calculo perturbativo até 2 loops ou, entao, além
dessa ordem de perturbacao. Vamos discutir esse fluxo de renormalizagao na préxima

Secao.

6.2.3 O fluxo do peso da quasiparticula no sistema

Como derivamos no capitulo anterior, a equagao do GR que descreve o fluxo do peso

da quasiparticula nesse sistema 2d é dada pela Eq. (5.40). Dessa maneira, temos que
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Figura 6.2: Fluxo de renormalizacao até 2 loops dos acoplamentos efetivos do modelo de
Hubbard 2d no regime de interagao fraca dada por U = 4t.
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Figura 6.3: Fluxo de renormalizacao até 2 loops do peso da quasiparticula associada ao
modelo de Hubbard 2d no regime de interacao fraca dada por U = 4t.
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resolveé-la conjuntamente com as equagoes do GR até 2 loops dos acoplamentos do sistema.
Além disso, essa equacao tem de ser resolvida levando-se em conta o fato de que, na teoria
“nua”, esse fator deve satisfazer a seguinte condicao inicial, ou seja, Z(p;1 = 0) = 1. Ao
fazer isso, obtemos numericamente o fluxo de renormalizagao na descricao de baixa energia
desse modelo mostrado na Fig. 6.3. Como podemos ver, o peso da quasiparticula Z(p))
se renormaliza razoavelmente devido as interagoes presentes no sistema. Mesmo assim,
até onde podemos ir confiantemente no nosso método numérico (ou seja, ly.. < 2,8), esse
fator é finito no limite de baixa energia do sistema. Por conseguinte, podemos associar esse
resultado com a existéncia de excitagoes elementares do tipo quasiparticulas fermionicas
bem definidas na descricao de baixa energia do sistema. Isso significa que a teoria do
liquido de Fermi de Landau ou, de maneira equivalente, a teoria de bandas se aplica nesse
modelo para o regime de interacao considerado. Conseqiientemente, como esse modelo
2d descreve um sistema eletronico com uma banda quase semi-cheia resultado de uma
leve dopagem com buracos, a sua dinamica de baixa energia serd, portanto, de natureza
metalica. Esse resultado esta de acordo com a nossa expectativa inicial de que o modelo de
Hubbard 2d com banda quase semi-cheia e definido com um acoplamento de intensidade

fraca deve descrever, naturalmente, um estado metalico.

6.3 O modelo de Hubbard 2d no regime de acopla-

mento intermediario

6.3.1 O fluxo de renormalizacao até 1 loop

Vamos passar agora para a discussao do fluxo de renormalizacao até 1 loop das fungoes
de acoplamento renormalizadas g1 r(p1|, P2y P3)) € G2r(P1), 2| P3)) associadas ao modelo

de Hubbard 2d definido com um parametro de interacao de intensidade intermediaria.
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Figura 6.4: Fluxo de renormalizacao até 1 loop dos acoplamentos efetivos do modelo de
Hubbard 2d no regime de interagao intermediaria dada por U = 8t.
Para isso, vamos escolher o parametro de interacao do problema como sendo U = 8t.
Como vimos anteriormente, esse regime de interagao ¢ notoriamente dificil de ser resolvido
por outros métodos analiticos, uma vez que a largura da banda do sistema W é exatamente
igual ao parametro de interacao U. Dessa maneira, nenhum dos termos associados a
Hamiltoniana do sistema como a energia cinética e o termo de interacao dominam um
sobre o outro e, como consequiéncia disso, nao existe nenhum parametro pequeno 6bvio
no problema em que se possa expandir perturbativamente. Por essa razao, nao podemos
inferir, de antemao, qual é a natureza do estado fundamental do modelo nesse caso. Isso
sera determinado justamente pelo fluxo de renormalizacao associado a dinamica efetiva
de baixa energia do sistema. Esse fato ilustrara, de maneira evidente, o potencial do
método do GR em prover respostas aproximadas para situagoes fisicas nas quais o modelo
de Hubbard 2d nao pode ser resolvido (exata ou aproximadamente) por meio de outras
técnicas.

Resolvendo numericamente as Eqs. (5.24) e (5.25) para essa situagao, obtemos o
fluxo de renormalizacao mostrado na Fig. 6.4 para as mesmas escolhas dos momentos
paralelos dos casos analisados anteriormente. Nessa figura, podemos constatar que os

acoplamentos renormalizados também nao se aproximam assintoticamente de nenhum
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ponto fixo no limite de baixa energia do sistema. Ao invés disso, de maneira analoga ao

fluxo de renormalizacao correspondente no caso de fraco acoplamento, esses acoplamentos

U=8t

novamente divergem em uma escala de energia que vamos definir agora como sendo w;,

1U=81). Além disso, essa divergéncia ocorre agora

(que corresponderd, por sua vez, a0 passo
de maneira bem mais rapida do que a divergéncia no caso anterior, isto é, [{=8 < [U=4,
Como ja discutimos antes, essa singularidade indica uma instabilidade do sistema em
relagdo a uma transicao de fase na temperatura critica dada por TUV=8 = wU=8. Esse
resultado, claramente, viola o teorema de Mermin-Wagner. Como vimos, ele representa
um artificio da aproximacao do GR até 1 loop que se revela, mais uma vez, insuficiente
para descrever acuradamente esse aspecto do sistema. Para corrigirmos esse defeito,
temos naturalmente que considerar as contribuicoes de ordem superior na teoria e os

efeitos associados a auto-energia do modelo. Dessa forma, devemos analisar o fluxo de

renormalizacao associado ao calculo até 2 loops no sistema.

6.3.2 O fluxo de renormalizacao até 2 loops

Nesse caso, resolvendo numericamente as Eqs. (5.46) e (5.47) para esse regime de
interagao, obtemos o fluxo de renormalizacao para os acoplamentos efetivos no sistema
mostrado na Fig. 6.5. Como podemos facilmente observar, esse fluxo de renormalizacao
se modifica drasticamente se comparado com o resultado associado ao cédlculo do GR
perturbativo até 1 loop. A taxa de variacdo do acoplamentos renormalizados diminui
abruptamente quando nos aproximamos do limite de baixa energia do sistema. Por con-
seguinte, esses acoplamentos nao mais divergem nesse limite o que esta de acordo, como
ja discutimos, com o teorema de Mermin-Wagner. No entanto, embora os acoplamentos
efetivos aparentem alcancar assintoticamente valores fixos no fluxo de renormalizagao (ou
plateaus na Fig. 6.5), ndo podemos associar esse resultado com a existéncia de pontos

fixos na descricao efetiva de baixa energia do sistema. A razao disso esta relacionada
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Figura 6.5: Fluxo de renormalizacao até 2 loops dos acoplamentos efetivos do modelo de
Hubbard 2d no regime de interagao intermediaria dada por U = 8t.

com o fato de que esses valores sao, infelizmente, muito sensiveis ao procedimento de dis-
cretizacao da SF do sistema. Isso significa, por exemplo, que se dobrarmos o nimero de
pontos necessarios para discretizar a SF 2d do modelo, esses valores fixos sempre aumen-
tarao aproximadamente pelo mesmo fator. Eles deveriam alcangar um limitante superior
para que pudéssemos caracteriza-los como verdadeiros pontos fixos da nossa abordagem
do GR nessa ordem de aproximagao.

Além dessas diferencas marcantes que se manifestam nessa aproximagao, existem ou-
tras diferencas que sao igualmente importantes entre o cédlculo anterior até 1 loop e o
calculo presente até 2 loops nesse regime de acoplamento. Enquanto na primeira apro-
ximagao, todos acoplamentos divergem em alguma escala critica de energia ao longo do
processo de renormalizacao, em 2 loops, existem varios acoplamentos que fluem para zero
no limite de baixa energia do sistema. Assim, sempre que g;(py), po, p3)) for tal que
P1|| 7 P2|| 7 P3||, esses acoplamentos renormalizados serao irrelevantes na descrigao efetiva
de baixa energia do sistema. O fluxo de renormalizagao de alguns desses acoplamentos
encontra-se mostrado na Fig. 6.6. Com esse resultado, o modelo efetivo que descreve a
fisica de baixa energia do sistema fica bastante simplificado e, por essa razao, pode ser

potencialmente mais ameno a uma tentativa de solugao exata, fazendo-se o uso de outros
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Figura 6.6: O fluxo de renormalizacao até 2 loops para algumas escolhas de acoplamentos
irrelevantes na teoria efetiva de baixa energia do sistema.

métodos. Isso, porém, nao sera explorado aqui, uma vez que essa analise fugiria ao escopo
desta tese.

Vamos analisar agora o que o fluxo de renormalizacao dos acoplamentos nos informa
sobre a dinamica de baixa energia desse sistema. Como podemos constatar, apesar desse
fluxo de acoplamento ser bastante diferente do caso do modelo com fraco acoplamento,
a ordem de relevancia dos acoplamentos é qualitativamente a mesma se comparada com
aquela situagao. Isso significa que é razoavel esperar que as flutuacoes antiferromagnéticas
e associadas ao um estado supercondutor tipo d continuem a desempenhar um papel
importante na dinamica de baixa energia desse sistema. Isso fica particularmente evidente
no calculo das susceptibilidades nao-uniformes associadas a esses parametros de ordem
no sistema o que estd, por sua vez, explicado detalhadamente em [91]. De fato, ao fazer
isso, podemos mostrar ainda que essas quantidades permanecem sempre finitas ao longo
do processo de renormalizacao. Isso representa um forte indicativo de que o sistema nao
apresenta quebra espontanea de simetria associada e, conseqiientemente, nao apresenta
nenhum tipo de ordenamento de longo alcance.

Dessa maneira, precisamos caracterizar, de maneira precisa, qual é a natureza do

estado fundamental do modelo nesse regime de interacao. Para isso, vamos analisar,
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Z(p,)

Figura 6.7: Fluxo de renormalizacao até 2 loops do peso da quasiparticula associada ao
modelo de Hubbard 2d no regime de interacao intermediaria dada por U = 8t.
primeiro, o fluxo de renormalizagao associado ao peso da quasiparticula Z(p;) quando

nos aproximamos do limite de baixa energia desse sistema.

6.3.3 O fluxo do peso da quasiparticula no sistema

Vamos considerar aqui o fluxo de renormalizacdo do peso da quasiparticula Z(p))
nesse sistema de interacao intermediaria. Para isso, temos que resolver, obviamente, a
Eq. (5.40) conjuntamente com as equagoes do GR até 2 loops para os acoplamentos
efetivos associados ao sistema. Além disso, a equacao do Z(pj) tem de ser resolvida,
levando-se em conta mais uma vez o fato de que, na teoria “nua’”, esse parametro deve
satisfazer a seguinte condicao inicial, ou seja, Z(p|; = 0) = 1. Por conseguinte, obtemos
numericamente o fluxo de renormaliza¢cao mostrado explicitamente na Fig. 6.7.

Analisando essa figura, podemos constatar que o peso da quasiparticula se anula ra-
pidamente quando nos aproximamos do limite de baixa energia do sistema. Isso significa
que esse sistema nao apresenta excitacoes do tipo quasiparticulas fermionicas bem defi-

nidas presentes. Dessa maneira, esse modelo interagente representa um estado associado
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a um regime do tipo liquido de Nao-Fermi, cuja natureza precisa tem de ser investigada
calculando-se outras quantidades fisicas do sistema. Esse resultado indica, ainda, que o
modelo de Hubbard 2d definido em regimes de acoplamentos diferentes pode realmente
descrever estados finais bastante distintos fisicamente. Nas nossas estimativas numeéricas,
existe uma forte indicagao de uma transicao de fase quantica entre um regime do tipo
liquido de Fermi para um outro associado a um estado de liquido de Nao-Fermi quando
variamos continuamente o parametro de interacao U do modelo.

Na proxima segao, vamos caracterizar, finalmente, a natureza desse estado de liquido
de Nao-Fermi presente nesse sistema interagente. Além disso, vamos investigar também a
natureza da transicao de fase quantica descrita acima. Como ja discutimos, essa anélise
serd feita a partir do calculo das susceptibilidades uniformes associadas a carga e ao spin

no sistema.

6.4 O fluxo das susceptibilidades de carga e spin uni-

formes - O cenario do liquido de spin isolante

Nesta secao, vamos discutir o fluxo de renormalizacao das susceptibilidade uniformes
de carga e spin associadas ao sistema. Como ja chamamos a atencao, essas quantidades
sao extremamente importantes para a caracterizacao de um dado sistema eletronico, uma
vez que elas fornecem informagoes cruciais sobre a natureza de suas excitagoes elementares
de baixa energia.

As expressoes que correspondem as susceptibilidades uniformes de carga e spin nesse
sistema estao dadas nas Eqs. (5.56) e (5.57). Para calculd-las, precisamos resolver auto-
consistentemente as Eqs. (5.54) e (5.55) utilizando o método numérico ja explicado,
conjuntamente com as Eqs. (5.46) e (5.47) que descrevem o fluxo de renormalizacao dos

acoplamentos efetivos do sistema. Fazendo isso, obtemos, numericamente, os gréficos
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Figura 6.8: Fluxo de renormalizacao das susceptibilidades uniformes de carga e spin
associadas ao modelo de Hubbard 2d para varios regimes de acoplamento.

exibidos na Fig. 6.8.

Nessa figura, podemos constatar que os fluxos de renormalizacao associados as suscep-
tibilidades de carga e spin no sistema sao bastante semelhantes entre si quando nos apro-
ximamos do limite de baixa energia do sistema. Esse resultado implica que a nossa abor-
dagem, simplesmente, nao consegue detectar uma separacao de carga e spin nesse sistema
2d. No entanto, nao podemos associar esse resultado com uma inexisténcia completa de
tal separacao nesse modelo. De fato, se usarmos o caso 1d como referéncia, parece razoavel
esperar que essa separacgao de graus de liberdade poderia ocorrer se tivéssemos incluidos
os processos de interacao associados ao acoplamento do tipo g4 no sistema. Porém, incluir
consistentemente esses efeitos dentro de um esquema completo do GR é um problema con-
siderado bastante dificil de ser implementado ja no caso 1d [11, 87, 88]. Por essa razao,
esses efeitos nao foram considerados nesta tese. Mesmo assim, como vimos anteriormente
no caso 1d, é possivel extrair informagoes importantes sobre a dinamica de baixa energia
do nosso modelo 2d analisando o fluxo de renormalizacao das susceptibilidades uniformes
de carga e spin, levando-se em conta apenas os efeitos dos acoplamentos g; e g, no sistema.

Analisando o fluxo de renormalizacao das susceptibilidades uniformes, observamos

que, para regimes de interagao do tipo fraca (como, por exemplo, U = 2t e 4t), essas
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quantidades permanecem finitas no limite de baixa energia do sistema. Esse resultado esta
de acordo com a nossa conclusao anterior de que o modelo de Hubbard 2d com banda quase
semi-cheia e definido com um acoplamento de intensidade fraca descreve, naturalmente,
um estado metalico. No entanto, a medida em que aumentamos o parametro de interagao
U do modelo, os fluxos de renormalizacao associados as susceptiblidades uniformes se
modificam drasticamente. De fato, quando consideramos acoplamentos de intensidade
intermedidria (como, por exemplo, U = 6t e 8t), essas quantidades passam a exibir uma
tendéncia de ser anularem no limite de baixa energia do sistema. Isso fica, particularmente,
evidente no caso em que U = 8¢, onde ambas as quantidades fluem inequivocamente para
zero. Esse resultado, por sua vez, sugere que o estado fundamental associado a esse
sistema, na verdade, possui “gaps” no espectro de excitacao tanto de carga quanto de
spin. Dessa maneira, ele nao pode conter nenhum tipo de excitacao coletiva bosonica de
baixa energia presente. Isso implica, também, que esse estado nao pode ser associado a
nenhuma quebra espontanea de simetria continua obtida a partir das interagoes presentes
no modelo, pois, caso contrario, ele deveria possuir pelo menos um tipo de excitagao
elementar sem “gap” no sistema dado, obviamente, pelo béson de Goldstone. Por essa
razao, esse estado de baixa energia deve apresentar somente um ordenamento de curto
alcance. Assim, dentro desse cendrio, é razoavel esperar que o sistema continue em um
estado eletronico liquido (ou seja, sem nenhuma simetria continua quebrada) cuja natureza
precisa é de carater claramente isolante.

Conseqilientemente, dentro da nossa abordagem presente, verificamos que o modelo de
Hubbard 2d definido com acoplamentos diferentes realmente descreve regimes eletronicos
bastante distintos entre si. Os nossos resultados numéricos sugerem a existéncia de uma
transi¢ao de fase quantica (no caso, uma transi¢ao de Mott) entre uma fase metélica em
um regime de fraco acoplamento para uma fase liquida de caréter isolante no modelo (veja
Fig. 6.9). Esse resultado estd de acordo com abordagens puramente numéricas para esse

problema como, por exemplo, o algoritmo de CDMFT (“Cellular Dynamical Mean-Field
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Figura 6.9: Representacao pictérica da transicao de Mott no modelo de Hubbard 2d
levemente dopado na nossa aproximacao do GR até 2 loops.

Theory”) [92, 93]. Esses estudos realmente observam uma transigdo de Mott no modelo
de Hubbard 2d ocorrendo quando o parametro de interacao local é da ordem de U ~ 8t.
Isso fica, particularmente, evidente em [94] onde se observa uma fase eletroénica no modelo
com, essencialmente, as mesmas propriedades do estado obtido nesta tese. Além disso,
outro trabalho publicado recentemente na literatura [95] baseado, por sua vez, em um
calculo numérico auto-consistente da auto-energia do modelo de Hubbard 2d levemente
dopado também chega a mesma conclusao nossa de que o estado fundamental resultante
é, de fato, de natureza isolante. No entanto, esses trabalhos tém a desvantagem de nao
considerarem o calculo da susceptibilidade uniforme de spin do modelo e, por essa razao,
na opiniao do autor, eles falham em caracterizar de maneira precisa a natureza desse
estado resultante do tipo isolante de Mott.

Dessa forma, podemos observar no nosso caso que a fisica de baixa energia do modelo
de Hubbard 2d levemente dopado e definido com U = 8t possui muitas analogias com
o estado previsto por Anderson [34] ha duas décadas atrds. Como ja explicamos, esse
estado é comumente denominado de liquido de spin isolante (LSI) por razoes evidentes.
Esse estado eletronico é produzido por efeitos de desordem associados a fortes flutuagoes
quanticas presentes no sistema que, nesta tese, foram levadas em consideracao por meio
do método do grupo de renormalizagao perturbativo usando a aproximacao até 2 loops.
Esse resultado encontra-se, por sua vez, publicado no nosso artigo [66].

Por outro lado, uma desvantagem da abordagem perturbativa do GR de uma maneira
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geral é que essa técnica nao nos permite saber, de antemao, se incluissemos termos de
ordens superiores na nossa teoria, o resultado descrito acima mudaria ou nao. Isso esta
diretamente relacionado com o fato de que, no modelo de Hubbard 2d para acoplamentos
de intensidade intermedidaria, nao existe nenhum parametro pequeno no problema que
poderia controlar de maneira evidente essa aproximacao perturbativa. Dessa maneira,
para analisarmos esse ponto, precisamos considerar o limite oposto do modelo, ou seja, de
forte acoplamento, para ver se a fisica obtida nesta tese para acoplamento intermediario
pode vir a ser consistente ou nao. Para isso, precisamos recapitular a nossa discussao
sobre o estado de Nagaoka que vale para acoplamento bastante forte (formalmente infi-
nito). Nessa situacao, vimos que o efeito da dopagem nesse sistema consiste em reduzir
o alcance das correlagoes antiferromagnéticas presentes no modelo para o caso de uma
banda exatamente semi-cheia. Dessa maneira, podemos constatar que esse resultado esta
de acordo, qualitativamente, com a fisica do LSI obtida nesta tese, ou seja, de que os
buracos no sistema provocariam uma frustracao do estado antiferromagnético resultando
em um ordenamento de curto alcance apenas. Esse cendrio parece sugerir que a fisica do
LSI pode ser robusta e, dessa maneira, nao seria drasticamente alterada com a adicao de
mais flutuagdes quanticas (i.e., 3 ou mais loops) nesse sistema.

Portanto, como o modelo de Hubbard 2d definido com acoplamentos intermedidrios é
amplamente considerado um modelo adequado para a descricao da fisica subjacente dos
cupratos supercondutores, torna-se natural a interpretacao da fase de pseudogap exibida
por esses sistemas em termos da fase de LSI encontrada nesta tese. Essa interpretacao é,
de fato, confirmada por experimentos ARPES recentes em que se observa uma abertura de
“gap” de carga em certas regioes da SF desses sistemas [27]. Além disso, através de medi-
das das propriedades magnéticas desses compostos, existem fortes evidéncias também de
uma abertura de “gap” de spin no espectro de excitacao desses sistemas [26]. Conseqiien-
temente, os nossos resultados obtidos nesta tese estariam de acordo, qualitativamente,

com essas observacoes experimentais.
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Por fim, apesar de termos ganhado algum “insight” sobre como se da a fisica de
baixa energia nesses sistemas levemente dopados e, por conseguinte, da fase de pseudo-
gap exibida nesses compostos, o mecanismo da supercondutividade de alta temperatura
continua um importante problema tedrico em aberto. De fato, parece plausivel admitir
que o “gap” de spin associado ao LSI tenha alguma relacao com uma espécie de par de
Cooper “pré-formado” e incoerente presente no sistema e que um estado supercondutor
do tipo d poderia ser obtido dopando-se esse estado. No entanto, até o presente momento,
nao existe uma teoria microscopica que explique, fisicamente, como é que se daria esse

Processo.

A maior parte da discussao apresentada neste capitulo encontra-se publicada nos nos-

sos artigos [65, 66].
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Capitulo 7

Conclusao

Nesta tese, o nosso objetivo principal consistiu em analisar as propriedades de baixa
energia, ou seja, a natureza do estado fundamental e das excitagoes elementares, do modelo
de Hubbard 2d levemente fora de uma situacao de banda exatamente semi-cheia. Para
isso, utilizamos a metodologia do grupo de renormalizacao na aproximagao até 2 loops. O
interesse em se trabalhar com esse modelo interagente se deve, basicamente, a duas razoes
principais. A primeira consiste no fato de que, mesmo apds 40 anos sob forte investigacao
tedrica, o seu diagrama de fases correspondente é ainda pobremente conhecido do ponto de
vista fisico. A segunda razao estd relacionada com o fato de que esse modelo é amplamente
considerado um paradigma para o estudo de elétrons fortemente correlacionados em 2d.
Além disso, espera-se, de maneira natural, que ele contenha os ingredientes minimos
para a descricao do mecanismo da supercondutividade de alta temperatura exibida nos
chamados cupratos supercondutores que, por sua vez, sao sistemas efetivamente 2d.

Apesar do modelo de Hubbard 2d numa situacao de banda quase semi-cheia nao poder
ser resolvido exatamente para quaisquer parametros de interagao no sistema, ele pode ser
resolvido em algumas situacoes bastante especiais como, por exemplo, a situacao de fraco
acoplamento e a de forte acoplamento. No primeiro caso, é razoavel esperar que esse

modelo seja bem descrito pela teoria do liquido de Fermi de Landau e que seja, portanto,
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um estado de natureza metdlica. No segundo caso, o modelo passa a descrever um estado
de natureza isolante (ou seja, um isolante de Mott) e, portanto, representa uma violagao
clara da teoria do liquido de Fermi nesse sistema. Dentro desse cenario, formulamos a
hipétese de que esse modelo deve efetuar pelo menos uma transicao de fase quantica (i.e.,
uma transi¢ao ocorrendo em 7' = 0) a medida em que aumentamos continuamente o
parametro de interacao do sistema. Além disso, chamamos a atencao também para o fato
de que acredita-se que os cupratos supercondutores sejam razoavelmente descritos pelo
modelo de Hubbard 2d definido com acoplamentos de intensidade intermediaria, uma vez
que eles exibem naturalmente uma fase do tipo isolante de Mott numa situagao de banda
exatamente semi-cheia (ou dopagem zero). Obviamente, resolver tal modelo para esse
regime de interacao do ponto de vista tedérico representa um desafio intelectual do mais
alto nivel.

Uma questao importante para a resolucao desse problema consiste no entendimento do
papel central que as flutuagoes quanticas desempenham tipicamente na dinamica de baixa
energia de sistemas de baixa dimensionalidade em geral (ou seja, tanto em 1d quanto em
2d). Dentro desse quadro, o método do grupo de renormalizagdo (GR) emerge como o
esquema analitico mais promissor e menos enviesado na anélise consistente desses sistemas
eletronicos fortemente correlacionados.

Nesse sentido, nés desenvolvemos, ao longo desta tese, uma formulacao do GR conve-
nientemente adaptada ao caso de um sistema de elétrons interagentes na vizinhanca de
uma superficie de Fermi (SF) bem definida. No nosso problema central, a SF do sistema
era aproximadamente quadrada (ou seja, apresentava a propriedade de “nesting”) e, além
disso, nao continha nenhuma singularidade de van Hove presente. Dessa maneira, vimos
que, seguindo uma estratégia semelhante a que levou ao sucesso espetacular da meto-
dologia do GR aplicada aos fenomenos criticos (teoria de Landau-Ginzburg-Wilson), foi
possivel definir uma transformacao entre modelos que mapea o modelo inicial em outros

modelos chamados de renormalizados ou efetivos. Esses modelos renormalizados sao de-
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finidos de tal forma a incluir exatamente a mesma fisica de baixa energia do problema
original que pretendemos analisar.

Essa filosofia associada a teoria do GR foi formulada aqui seguindo duas abordagens
gerais possiveis. A primeira consistiu na abordagem de Wilson e a segunda na chamada
abordagem de teoria de campos. A abordagem de Wilson, apesar de fornecer um quadro
fisicamente bastante intuitivo, se revelou, infelizmente, um pouco mais complicada tecni-
camente em sua implementagao. Mesmo assim, mostramos através dela, em um calculo
simples sem levar em conta os efeitos das flutuagoes quanticas em um primeiro estagio,
que as dependéncias dos acoplamentos com as componentes paralelas a SF de todos os
momentos definidos no sistema sao fundamentais na correta descricao da fisica de baixa
energia do nosso modelo 2d. Ao mesmo tempo, vimos também que as dependéncias com
as componentes perpendiculares dos momentos correspondentes e com as energias das
particulas representavam contribuicoes irrelevantes do ponto de vista do GR e puderam,
dessa maneira, ser desprezadas dentro dessa descrigao.

Para incluirmos os importantes efeitos das flutuagoes quanticas no sistema, escolhemos
a abordagem do GR de teoria de campos por ser uma técnica mais simples de ser formulada
dentro de um contexto de teoria de perturbacao. Além disso, chamamos a atencao que, em
muitas situagoes fisicamente importantes, essa implementacao do GR costuma ir além de
um simples regime perturbativo [81]. Assim, como um teste inicial para essa metodologia,
nos a aplicamos para o caso do modelo de Hubbard 1d fora de uma situagao de banda
exatamente semi-cheia. A escolha desse modelo esta relacionada com o fato de que ele
pode ser resolvido exatamente fazendo-se o uso de outras técnicas analiticas como, por
exemplo, o “ansatz” de Bethe [82] e o método de bosonizagao [72, 73]. Dessa maneira,
essa discussao serviu de base para mostrar que a sistematica do GR, de fato, reproduz
corretamente varios aspectos da fisica de baixa energia associada a esse modelo.

Nesse sistema 1d, observamos que ao aplicarmos ingenuamente uma teoria de per-

turbacao convencional utilizando os parametros originais (ou seja, os parametros “nus”)
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do problema, nos confrotamos naturalmente com uma série perturbativa cheia de sin-
gularidades no limite de baixa energia. Esse resultado refletia, em um nivel mais pro-
fundo, a inadequacao dessa formulacao da teoria de perturbacao para lidar corretamente
com esse aspecto do sistema. Dessa maneira, fazia-se necessario invocar o método do
GR para resolver consistentemente esse problema. De fato, vimos que, reescrevendo
todos os parametros iniciais presentes no modelo, como os acoplamentos e os seus cam-
pos fermionicos, foi possivel formular uma nova teoria de perturbacao em termos desses
parametros renormalizados de tal forma que essa expansao fosse sempre bem definida
no limite de baixa energia do sistema. Como resultado disso, pudemos extrair respostas
finitas desse problema que podiam, eventualmente, ser comparadas com o experimento.

Dentro desse esquema, nés renormalizamos, em primeiro lugar, o modelo de Hubbard
1d até 1 loop e derivamos, subseqiientemente, as equacoes do GR para os acoplamentos
efetivos do sistema até essa ordem de perturbagao. Por conseguinte, vimos que a fisica
de baixa energia desse modelo é descrita por um ponto fixo correspondente a um modelo
de Tomonaga-Luttinger [14, 15] efetivo e que, por essa razao, esse sistema é naturalmente
denominado de liquido de Luttinger [11, 12]. Em seguida, observamos que, para carac-
terizarmos de maneira precisa a natureza desse estado resultante do ponto de vista do
GR, era preciso renormalizar esse modelo pelo menos até 2 loops. Conseqilientemente,
tivemos que levar em conta os efeitos da auto-energia e também as correcoes aos vértices
do modelo até essa ordem de perturbacao. Apds renormalizarmos apropriadamente essas
contribuigoes, derivamos as equacoes do GR para os acoplamentos efetivos até 2 loops.
Dessa maneira, vimos que o resultado de que a fisica de baixa energia do sistema é dada
pelo ponto fixo do liquido de Luttinger permaneceu inalterada nesse caso. Além disso,
observamos que isso representa um forte indicativo de que esse resultado vale para todas
as ordens de perturbagao e, portanto, nao esta relacionado a nenhum esquema especial
de truncagem do método do GR.

Nesse calculo do GR até 2 loops, foi possivel derivar também as equacoes que descrevem
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o fluxo do peso da quasiparticula Z e das susceptiblidades uniformes associadas a carga e
ao spin no limite de baixa energia do sistema. No primeiro caso, mostramos que, no ponto
fixo do liquido de Luttinger, Z flui naturalmente para zero. Isso significa que o sistema nao
apresenta quasiparticulas fermionicas bem definidas no limite de baixa energia e, portanto,
é de fato um liquido de Nao-Fermi. Ja no segundo caso, vimos que as susceptiblidades
uniformes de carga e spin permaneciam finitas no ponto fixo do liquido de Luttinger, o
que significa que, mesmo assim, existem excitacoes elementares associadas tanto a carga
quanto ao spin sem “gaps” no sistema. Dessa maneira, os nossos resultados estao de acordo
com varios resultados exatos que demonstram que o modelo de Hubbard 1d fora de uma
situagdo de banda semi-cheia é realmente um liquido de Luttinger [12] no limite de baixa
energia. Por conseguinte, ele descreve um estado metalico sem quasiparticulas presentes
e com uma dinamica de baixa energia dominada por excitacoes coletivas bosonicas dadas
pelos chamados holons (associados a carga) e spinons (associados ao spin).

Como a sistematica do GR se revelou bem sucedida na anélise do modelo de Hubbard
1d, isso nos levou a aplicar a mesma metodologia para o problema central desta tese que
consiste, como ja mencionamos, no modelo de Hubbard 2d levemente fora de uma situagao
de banda semi-cheia. Nesse modelo, ao aplicarmos uma teoria de perturbacao convencional
utilizando os parametros iniciais (ou seja, os parametros “nus”) do problema, obtemos
também uma série perturbativa cheia de singularidades no limite de baixa energia do
sistema. Esse fato, na verdade, fez com que esse modelo 2d possuisse algumas analogias
bastante importantes com o caso 1d. Dentro desse cenario, fazia-se necessario invocar
o método do GR também para o problema 2d. Dessa maneira, reescrevendo todos os
parametros iniciais do modelo em termos dos seus respectivos parametros renormalizados,
mostramos que a expansao perturbativa correspondente se tornava bem definida no limite
de baixa energia. Conseqiientemente, pudemos extrair dela respostas finitas que podiam
também ser comparadas com o experimento.

Nesse ponto, ficou evidente uma diferenca marcante entre os modelos de Hubbard 1d
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e 2d considerados nesta tese. Enquanto no caso 1d, apenas um nimero finito de acopla-
mentos era necessario para parametrizar a fisica de baixa energia do modelo, no caso 2d,
foi necessario definir um nimero infinito de acoplamentos (ou, equivalentemente, fungoes
continuas de acoplamentos) para descrever corretamente a dinamica de baixa energia desse
sistema. Conseqlientemente, tivemos que definir também um numero infinito de contra-
termos (ou fungdes continuas de contratermos) para eliminar todas as singularidades que
apareciam em teoria de perturbacao. Como esse programa se revelou bem sucedido para
esse sistema 2d, explicamos que o modelo efetivo correspondente constitui em um exem-
plo bastante interessante de teoria de campo renormalizavel que necessita de um nimero
infinito de contratermos para ser renormalizada.

Nesse esquema, nés renormalizamos primeiro o modelo de Hubbard 2d até 1 loop.
Porém, diferentemente do caso 1d em que as equagoes do GR para os acoplamentos eram
equacoes diferenciais ordindrias, em 2d, as equagoes do GR correspondentes se torna-
vam complicadas equacgoes integro-diferenciais que, além disso, estavam acopladas entre
si. Por essa razao, fazia-se necessario calcula-las por meio de uma abordagem numérica.
Nesta tese, escolhemos o algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem para resolver auto-
consistentemente todas as equacgoes acopladas. Ao fazer isso, observamos que os acopla-
mentos efetivos do sistema nao se aproximavam assintoticamente de nenhum ponto fixo
do GR até essa ordem de perturbacao. Ao invés disso, eles divergiam sempre, indepen-
dentemente das condicoes iniciais que consistiam nos acoplamentos “nus” do problema.
Esse resultado reproduziu, qualitativamente, outras abordagens desse problema também
baseadas no método do GR até 1 loop presentes na literatura [36, 51, 52, 53, 56, 57, 59].
Essa divergéncia indica uma instabilidade do sistema e, conseqiientemente, uma transicao
de fase no modelo ocorrendo numa temperatura critica nao-nula. Como explicamos, isso
viola o teorema de Mermin-Wagner [9], demonstrado rigorosamente para esse tipo de
sistema e, na verdade, representa um artificio da aproximacao até 1 loop.

Em seguida, passamos para o calculo das equacoes do GR dos acoplamentos efetivos
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do sistema até 2 loops. Esse célculo completo do GR em 2d foi feito, pela primeira vez,
pelo autor e colaboradores e encontra-se publicado no nosso artigo [65]. Por conseguinte,
consideramos primeiramente o caso do modelo de Hubbard 2d definido com um acopla-
mento do tipo fraco. Nessa situagao, vimos que a divergéncia mencionada acima nao
mais ocorria até onde podiamos confiantemente ir no nosso método numérico. Mesmo
assim, os acoplamentos também nao se aproximavam assintoticamente de nenhum ponto
fixo do GR até essa ordem de perturbacao. Dessa maneira, para inferirmos sobre a fisica
de baixa energia desse sistema, calculamos também as equagoes do GR até 2 loops do
peso da quasiparticula Z(p) e das susceptibilidades uniformes associadas a carga e ao
spin no modelo. Ao fazer isso, constatamos numericamente que o fator Z(p) permanecia
finito ao longo do processo de renormalizacao. Isso significa que as excitagoes do tipo
quasiparticula sao coerentes nesse sistema e implica, portanto, que o estado resultante é
descrito pela teoria do liquido de Fermi (ou, equivalentemente, por uma teoria de ban-
das). Portanto, como o sistema se encontra em uma situacao de banda quase semi-cheia,
é razoavel esperar que ele descreva um regime do tipo metalico. Essa expectativa foi con-
firmada pela analise do fluxo das susceptibilidades uniformes de carga e spin no sistema
que, de fato, permaneciam finitas ao longo do processo de renormalizacao.

O cenario ficou mais interessante quando passamos a considerar um regime de interagao
de intensidade intermediaria nesse modelo. Nesse caso, os fluxos de renormalizacao asso-
ciados aos acoplamentos efetivos do sistema se modificaram drasticamente em comparagao
a situagao anterior. A taxa de variacao de alguns acoplamentos diminufa abruptamente
quando nos aproximavamos do limite de baixa energia do sistema, formando, assim, véarios
“plateaus” no fluxo de renormalizacao correspondente. Enquanto isso, outros acoplamen-
tos flulam inequivocamente para zero na descricao efetiva de baixa energia. No entanto,
chamamos a atencao para o fato de que os acoplamentos efetivos que se encaixavam na pri-
meira categoria, nao podiam ser associados com a existéncia de pontos fixos do GR nessa

ordem perturbacao, uma vez que eles eram muito sensiveis ao processo de discretizacao
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da SF do sistema.

Para caracterizar esse estado resultante, analisamos o fluxo do peso da quasiparticula
para esse regime de interacao. Por conseguinte, observamos que esse fator se anulava
quando nos aproximavamos do limite de baixa energia do sistema. Conseqiientemente,
esse sistema nao possui excitagoes coerentes do tipo quasiparticulas fermionicas presentes
e, dessa maneira, representa um estado do tipo liquido de Nao-Fermi em 2d. Esse resultado
também se encontra publicado no nosso artigo [65]. Além disso, examinando ainda o fluxo
de renormalizacao associado as susceptibilidades uniformes de carga e spin nesse sistema,
constatamos que ambas as quantidades fluiam inequivocamente para zero ao longo do
processo de renormalizacao. Esse resultado é um indicativo de que o sistema abre “gaps”
de excitagao tanto no espectro de carga quanto no espectro de spin e, portanto, esse
estado nao pode conter nenhum tipo de excitagao coletiva bosonica sem “gap” presente.
Por conseguinte, ele nao pode ser associado a nenhuma quebra espontanea de simetria
continua obtida a partir das interagoes presentes no modelo. Por essa razao, esse estado
eletronico deve apresentar um ordenamento de curto alcance apenas. Como explicamos,
esses resultados sao consistentes com uma interpretacao de formacao de um estado do
tipo liquido de spin isolante (LSI) nesse sistema e essa discussao se encontra, por sua vez,
publicada no nosso artigo [66].

Por fim, concluimos que o liquido de Luttinger como ocorre no modelo de Hubbard
1d fora de uma situacao de banda semi-cheia nao pode ser realizado no modelo de Hub-
bard 2d correspondente. Nesta tese, argumentamos a possibilidade da existéncia de uma
transicao de Mott no modelo de Hubbard 2d entre uma fase metalica descrita pelo liquido
de Fermi em um regime de fraco acoplamento e uma fase isolante dada pelo estado de
LSI para regimes de interagoes intermediarias. Além disso, chamamos a ateng¢ao também
para o fato de que esse modelo 2d definido com acoplamentos intermediarios é ampla-
mente considerado um modelo adequado para a descricao da fisica da supercondutividade

de alta temperatura exibida nos chamados cupratos supercondutores. Dessa maneira,

156



7. Conclusao

como explicamos, torna-se natural a interpretacao da fase de pseudogap observada nesses
sistemas levemente dopados em termos da fase do LSI encontrada nesta tese. Essa inter-
pretacao é confirmada por varios experimentos que, por sua vez, observam evidéncias de
aberturas de “gaps” tanto no espectro de excitagao de carga [27] quanto no de spin [26]
em determinadas dire¢oes no espago dos momentos desses compostos. Conseqiientemente,
acreditamos que a fisica do LSI seja, de fato, robusta e poderia ser observada também em
outras classes de materiais efetivamente bidimensionais nas quais os efeitos das interagoes

eletronicas desempenham um papel crucial na dinamica do sistema.
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Apeéendice A

Sobre a Renormalizabilidade das

Teorias 1d e 2d

Neste apéndice, vamos mostrar que os modelos tratados nesta tese (ou seja, os modelos
1d e 2d) sao, de fato, renormalizdveis. Do ponto de vista histérico, a anélise geral dessa
questao da renormalizabilidade de uma dada teoria de campo comecou em meados da
década de 50 com o eminente fisico-mateméatico Bogoliubov e seu colaborador Parasiuk
[96], sendo elegantemente refinada anos depois pelos matematicos Hepp [97] e Zimmer-
mann [98] no final da década de 60 e inicio de 70. Esse importante teorema conhecido
como o teorema BPHZ assegura, categoricamente, que uma teoria de campos dita renor-
malizavel sempre pode se tornar finita em todas a ordens de teoria de perturbacao, desde
que conhecamos exatamente os contratermos dela.

Infelizmente, na prética, nunca sabemos quais sao os contratermos de uma dada teoria
de campo exatamente. Por essa razao, temos que calcula-los ordem a ordem em teoria de
perturbacao. Ao longo desta tese, vimos que esses contratermos, por defini¢ao, cancelavam
as singularidades no limite de baixa energia (ou seja, pg — 0) do tipo In(Q/pg) que
assolavam a teoria perturbativamente. No entanto, postergamos a importante discussao

sobre como as divergéncias do tipo In*(Q /Do) que apareciam em 2 loops sao canceladas
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Figura A.2: O contratermo Agsp representado diagramaticamente.
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por esses mesmos contratermos que estao presentes na teoria. E isso que vamos fazer
explicitamente agora.

A nossa discussao se concentrara na explicacao de como esses cancelamentos ocorrem
na funcdo vértice de quatro pontos I'® (p1)], P2)» p3) do modelo 2d que é, por sua vez,
o caso mais complicado considerado nesta tese. Como ficara bastante claro, a extensao
dessa prova para o modelo 1d também tratado nesta tese sera mais que direta.

Para ilustrar o nosso argumento, considere os contratermos do modelo 2d, ou seja,
Agir(P1), 2, P3)) € Agar(pyy|, p2|. P3)|) representados diagramaticamente em termos de
blocos constituintes como estao mostrados nas Figs. A.1 e A.2. Esses contratermos, como
estao presentes na Lagrangiana do modelo, também gerarao, perturbativamente, véarios
diagramas de Feynman em ordens superiores. Por exemplo, observe os diagramas das
Figs. A.3 e A.4. Esses diagramas, como veremos a seguir, cancelarao as divergéncias do
tipo ln2(Q /Do) que naturalmente aparecem em teoria de perturbagao até 2 loops.

Vamos mostrar agora como se dé esse cancelamento. Considere os diagramas de Feyn-

man da Fig. (A.5). O Diag.(a) aparece de maneira natural em teoria de perturbacao
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Figura A.5: Um exemplo de cancelamento de diagramas de Feynman em 2 loops.
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em um calculo até 2 loops. Assim, usando apropriadamente as regras de Feynman, esse

diagrama fica

) 1 Q
Diag. (a) = T 16m202 In? (po) /Di dkdg {gm(q”,pu + P2 — q), P3)))

ngR(k||,p1|| + po — Ky, p1y + P2 — Q\\)92R(P1||,p2||7p1u + D2 — ku) . (A1)

Por outro lado, os Diags. (b) e (c) s@o gerados pelos contratermos definidos na teoria.
Usando a regras de Feynman apropriadas para essa teoria, pode-se facilmente mostrar

que esses dois diagramas dao exatamente a mesma expressao, ou seja,

Diag. (b) + Diag. (c) =2 x In <> In <w> /D dkydqy | g1r(q, pr + P2y — q)> 3))

167203 \ po

X gar(ky, 1 + D2 — ki, p1y + P2y — q1) 928 (1), P2y P+ P2 — k‘n)} (A.2)

Dessa maneira, a soma dos trés diagramas de Feynman fica portanto

1 w Q
Diag. Diag. (b) + Diag. (c) = — {12—12(”
iag. (a) + Diag. (b) + Diag. (c) 67207 n (p()) n” |
X /D_ dkydqy |91r(qy, pr) + p2) — > P3))92r (K, Pry) + D2 — Ky Py + P2y — Q)

X gar(P1)s P2 P + P2y — Ky |- (A.3)

Como In*(2/w) independe da energia do sistema ele pode ser absorvido em uma redefini¢io
dos contratermos da teoria. Dessa maneira, podemos ver claramente que a soma dos trés
diagramas ¢é finita no limite de baixa energia (py — 0) do sistema. Usando esse argumento,
pode-se mostrar que esses cancelamentos sempre vao acontecer para todos os diagramas de
Feynman em 2 loops, provando, portanto, que a teoria foi consistentemente renormalizada

até essa ordem de perturbacao.
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A. Sobre a Renormalizabilidade das Teorias 1d e 2d

Por outro lado, vimos também que para desaparecer com o termo divergente In?(Q/w)
independente da energia py do sistema, precisamos redefinir os contratermos da teoria
de tal forma a absorver essas contribuicoes. Mas, entao, cabe uma questao: esses novos
termos podem mudar ou nao as equagoes do GR do sistema até essa ordem de perturbacao?
Vamos analisar agora esse ponto.

Como vimos ao longo desta tese, os contratermos naturalmente dependem de In(Q2/w).
Dessa maneira, com a redefinicao mencionada, esses contratermos ficariam esquematica-

mente da seguinte forma

A9151(191”7]92\\,103||) = A(plu,pzn,mn)lﬂ(Q/W)+B(p1||,p2\\,]?3||)1112(9/0)% (A.4)

AgQR(p1||7p2H7p3|l) = C(Pu\,pzu,pzu)ln(ﬂ/u})+D(P1||,p2||7P3H)1112(9/00)7 (A.5)

onde A(pu, p2y, p3)), By, P2y, 3)), C Py, 2y, p3yp) © D(pyy), p2yp, p3)) sao fungoes dos mo-
mentos paralelos a SF que multiplicam os termos divergentes. Assim, para derivar a
equagoes do grupo de renormalizagao, devemos usar as Eqs. (5.32) e (5.33) que relacio-
nam os paramtros “nus” da teoria e os respectivos parametros renormalizados. Dessa

maneira, fazendo w = 2 — dw, obtemos

4

wdgm(p1||;ipj|7p3;w) = A(py, p2y, p3y) + ;glR(Plll’pznaPs) ;7(1%”)
B(puy, p2y, p3) (?) , (A.6)
wdgm(pulvdle’p?’;w) = C(py, 2y p3)) + ;ng(p1||7p2|>p3) év(pin)
+D(py, p2y)s P3)) <d5> , (A7)

ou seja, os coeficientes que multiplicam os termos que divergem com 1n2(Q Jw) sao infini-
tesimalmente menores que os termos que multiplicam In(€2/w). Por essa razao, essa nova

redefinicao nao modifica as equagoes do GR até 2 loops obtidas anteriormente.
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Apeéendice B

Os Dominios de Integracao D;

Neste apéndice, vamos escrever explicitamente os dominios de integragao D; consi-
derados ao longo desta tese. Esses dominios podem ser obtidos se levarmos em conta que,
no limite de baixa energia do sistema, as componentes paralelas de todos os momentos

tém de estar situadas na SF, ou seja, entre —A e A. Assim,

—A< k'” <A,

D, =
—A < py+p — k<A,
A<k <A,

Dy =
—A < k4 po —p3 <A,
A<k <A,

Dg -

—A <k +p3 —py <A,
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B. Os Dominios de Integracao D;

A<k <A,
—A<q <A,
—A<p <A,

—A <~k +p+q <A,

A<k <A,
—A < q <A,

—A <k +q —py <A,

—A <k +po —p3 <A,

A<k <A,
—A<q <A,

—A <k +q—py <A,

—A <k +p3 —p2 <A,

A<k <A,

—A < g <A,
D; =
—A <k +q —py <A,

—A <k +p3—py <A,
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B. Os Dominios de Integracao D;

A<k <A,
—A<gq <A,
—A <k +q —p3 <A,

—A <k +py —p3 <A,

A<k <A,
—A <gq <A,
Dg=1{ —A<p <A,

—A< =k +p+q <A,

“AS kit -p A

Além disso, devemos ter obviamente

—A<p; <A (parai=1,...,4).
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