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mas na criacao de novos modos de percep¢ao.
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Resumo

A existéncia da matéria escura estd fundamentalmente relacionada ao problema de
curvas de rotagao em galaxias espirais o qual é resolvido neste trabalho como um exercicio
na descrigao de movimento lento em Relatividade Geral. Usando a métrica estatica de
Weyl para descrever a geometria de um disco fino como modelo de galaxia, calculamos
a velocidade de rotagdo de uma estrela na vizinhanga da galaxia (borda do disco) por
uso do limite quase-newtoniano da Relatividade Geral. Este campo gravitacional quase-
newtoniano é obtido quando usamos a nao-linearidade das equacoes de Einstein no vacuo
aliada a condigao de movimento lento somente na equagao da geodésica. Neste contexto, as
equacoes de Einstein e do desvio geodésico nao sao utilizadas. Por conseguinte, mostramos

que as curvas de velocidade obtidas concordam com as curvas experimentais de observacao.



Abstract

The existence of Dark Matter is fundamentally related to the rotation curves
problem on spiral galaxies which is solved as an exercise on the description of slow motion
in General Relativity. Using the Weyl static metric to describe a thin disk geometry as
a galaxy model, we calculate the velocity rotation of a star on the vicinity of a galaxy
(the disk edge). The non-linearity of the vacuum Einstein’s equations is used to show
that when slow motion condition is applied to the geodesic equations alone, while leaving
Einstein’s and the geodesic deviation equations intact, a “nearly Newtonian” gravitational
field is obtained. It is also shown that the obtained curves agree with experimental curves

of observation.
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Introducao

O problema de curvas de rotacao em galaxias persiste por mais de 70 anos desde
as observagoes do aglomerado de galaxias COMA por Fritz Zwicky [1] em 1933 com a
proposicao do problema da matéria faltante cuja solucao poderia justificar a alta veloci-
dade do aglomerado. A teoria newtoniana de gravitacao nao prevé este tipo de compor-
tamento; pelo contrério, o esperado é haver uma diminui¢ao progressiva do valor absoluto
da velocidade de rotagao para disténcias superiores ao centro da galaxia (tanto quanto de
massa). Este argumento advém do fato que o potencial newtoniano decai com o inverso da
distancia, i.e, para distancias superiores ao centro galatico o acoplamento gravitacional
entre as particulas deveria se tornar cada vez mais fraco. No entanto isto nao ocorre,

como constatado por Zwicky.

O grafico apresentado na figura 1, o qual relaciona velocidade e distancia, é o que

se denomina curva de rotacao, sendo este um termo de uso comum em Astrofisica. A

velocidade de “rotacao” calculada é referente a velocidade tangencial de uma estrela como

uma funcao da distancia ao centro da galaxia. Por exemplo, se considerarmos uma forca

gravitacional (agindo sobre esta mesma estrela de massa unitaria com velocidade tangen-
,02

cial v = wr, w =constante) tal que ' = “-7 e comparando com a for¢a oriunda de um

potencial gravitacional ® temos que

a qual usaremos na determinagao da velocidade de “rotacao” ou tangencial. Este potencial
® ¢, a principio, genérico. Como mostraremos, o potencial ® quando gerado por auto-
interacao depende da escolha da simetria do campo gravitacional que se estd usando.
Por exemplo, se considerarmos uma geometria esfericamente simétrica, como a solucao de
Schwarzchild das equagoes de Einstein no vacuo, obtemos um potencial gravitacional que

coincide com o potencial newtoniano. No entanto, quando usamos uma geometria dife-
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rente como a de um disco ou cilindro fino o potencial gravitacional gerado difere do caso
newtoniano. Isto somente é possivel quando quebramos o principio da covaridncia ge-
neralizada da Relatividade Geral. Este é o ponto central do trabalho que iremos discorrer

mostrando que encontramos uma solugao consistente com os dados observacionais.

Na figura 1, podemos observar que enquanto a velocidade newtoniana (linha de pon-

tos) decai, a velocidade observada (seguimento de reta continuo) tende a se tornar con-

stante (ou aumentar, em alguns casos). Com a evolugao dos métodos de observagao,

tornou-se cada vez mais clara a discrepancia entre as curvas observadas e as previsoes da

teoria newtoniana.
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Figura 1: Simula¢do de uma curva de rotagao tipica em km/s x Kpc de uma galaxia
espiral. A linha de pontos representa a curva newtoniana enquanto que o seguimento de
reta continuo representa a curva observada experimentalmente para distancias superiores

ao nucleo da galéxia.

Uma correcao para tal desajuste, mantendo a teoria newtoniana, seria obtida por
adicao de matéria escura barionica a massa visivel. Como exemplo deste tipo de matéria
escura temos planetas de massa da ordem de Jupiter os quais seriam responsaveis a

priori pela estabilidade da curva de rotacao. Embora tais “planetas” sejam observados,
Isto tem

a quantidade necessaria para poder corrigir as curvas de rotacao é enorme.
sido fonte de questionamentos e é o que motivou explicagoes alternativas, inclusive com

a hipotese da matéria escura ndao-bariénica e propriedades da gravitacao que ainda nao

foram observadas.
A Relatividade Geral, como corre¢ao a teoria newtoniana, seria uma canditada “na-

tural” para explicar o problema de curvas de rota¢ao. No entanto, no centro da galaxia (ou

bojo) a Relatividade Geral possui como aproximagao o limite newtoniano. Se estendermos
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a analise & aproximagao pdés-newtoniana encontraremos um potencial gravitacional que

decai (1/7%) o que nao contribui para a corre¢ao da curva de rotagao teérica [2].

Atualmente, com a disposicao de varios dados experimentais em Cosmologia e As-
trofisca, muitos outros esforcos tém sido aplicados para tentar justificar a velocidade de
rotagao. Alguns modelos teéricos como alternativa a matéria escura podem ser citados
como a modificacdo da teoria newtoniana (MOND!?) [3,4], a generalizagao da Relatividade
Geral por uso de um campo escalar tensorial antisimétrico [5,6], modelos de Branas [7-10],

dentre outros.

Recentemente, as medidas do satélite WMAP [11,12] revelaram uma quantidade de
22% da densidade de energia do universo sendo mais do que 90% deste percentual é for-
mado por matéria escura exdtica cujos constituintes ainda sao especulados. Atualmente,
isto se tornou um grande problema para os fisicos teéricos que querem explicar o problema

de curvas de rotagao somente por gravitagao.

O objetivo deste trabalho é de propormos um modelo que justifique o comportamento
peculiar da velocidade de rotacao de galaxias espirais, em grande parte como resultado
da nao-linearidade da curvatura do campo gravitacional [13]. Para tanto usamos um
simples modelo de disco fino, por meio da métrica de Weyl [16], para representarmos
uma galaxia. A velocidade de rotacao é obtida por solucao das equagoes de Einstein no
vacuo em conjunto com o limite quase-newtoniano da Relatividade Geral nao havendo
necessidade de quaisquer hipoteses adicionais sobre as equagoes de Einstein. Apenas
tomamos uma analise conceitual da equacao da geodésica e das equacoes de Einstein
sob a condi¢ao de movimento lento. Com isso quebramos a covariancia generalizada da
Relatividade Geral. Nao acrescentarmos nada além do que jé existe na teoria de Einstein

e de Newton.

Cabe comentar que, a principio, tinhamos o objetivo de fazer o tratamento de curvas
de rotagao pela teoria covariante de Branas [14,15]. O modelo consistia em tomarmos
a geometria de um disco fino, dado inicialmente pelo elemento de linha quadrimensional
de Weyl, imerso em um espago maior chamado bulk. A curvatura extrinseca® k,, seria o
elemento geométrico o qual irfamos atribuir os efeitos causados pela matéria escura. No en-
tanto, devido a questoes de inconsisténcia de equagoes nao-lineares nao pudemos encontrar

algo conclusivo, mas isto nos possibilitou investigar posteriormente uma solugao partindo

Do inglés, Modified Newtonian Dynamics.

2A curvatura extrinseca ou Segunda forma fundamental de Gauss mede a convergéncia/divergéncia
dos vetores normais a uma hipersuperficie o, i.e, a projecdo da derivada covariante do vetor normal &
hipersuperficie em questao.
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da Relatividade Geral. Tentamos, ainda com Branas, reproduzir o modelo MOND ou
Modificagao da Dindmica Newtoniana pelo relativo sucesso do mesmo embora sendo um
modelo puramente fenomenolégico. Nao obtivemos sucesso ja que a solucao dependia
de hipdteses muito restritivas o que poderia comprometer a consisténcia do trabalho.
Curiosamente, com os novos dados do WMAP [11], o modelo MOND tem se mostrado

incompativel com o espectro de poténcia da radiagao coésmica de fundo.

No primeiro capitulo faremos uma introdugao ao problema e modelos que tentam
tratar a matéria escura. Os detalhes dos procedimentos aplicados serao apresentados nos
capitulos 2 e 3 bem como a comparacao com as curvas experimentais. Como exemplos,
aplicamos o modelo de disco fino & determinagao da velocidade de rotacao das galaxias:
Via-lactea (usando o sol como particula-teste), NGC3198 e galaxias do aglomerado Ursa
Maior: NGC3949, NGC3877, NGC3769, UGC6399 e UGC6667. Nos apéndices A e B

encontram-se informagoes acerca da programagao computacional utilizada neste trabalho.
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1 O problema da Matéria Escura

...Um desafio a profundidade e ao significado...

Jean Baudrillard, Simulacres et simulation

Aqui faremos uma breve descricao do problema da matéria escura a qual originou-
se do problema de curvas de rotacao de galaxias espirais. Uma descricao das tentativas de

explicacao da matéria escura também é feita, haja vista a nao-trivialidade do problema.

1.1 Matéria Escura e Curvas de Rotacao

Com o avango das técnicas observacionais, deu-se o surgimento de novos pro-
blemas em Cosmologia e Astrofisica, agora fundamentadas em bases experimentais mais
s6lidas. Um dos grandes problemas atuais nestas éreas de pesquisa é o problema das curvas
de rotagao de galaxias o qual retrata um comportamento diferenciado da velocidade de
rotacao nao previsto pela teoria de Kepler ou de Newton. H& uma discrepancia entre
a velocidade de rotacao da teoria newtoniana que considerava apenas a matéria visivel
e a velocidade de rotacao experimental observada nos discos de galédxias espirais. A
questao fundamental é que existe uma diferenca no afélio! inconsistente com a predicao
tedrica que considera apenas a atuacao da forca gravitavional da matéria visivel. Neste
sentido, o afélio observado é mais veloz do que se esperava, onde pela teoria newtoniana,
o acoplamento gravitacional entre as particulas seria menor. Por conseguinte, como a

teoria nao explicava tal fendmeno, motivou-se a busca por novos modelos.

A idéia da existéncia de uma Matéria Escura é uma das principais propostas para
explicar o problema que curvas de rotagao. Consiste em uma espécie de matéria que nao
absorve nem emite luz ou qualquer faixa de radiacao eletromagnética mas exerce uma

forte influéncia gravitacional sobre uma estrela, o que poderia explicar a acelera¢cao no

!Trajetoéria na qual,no caso em particular, a estrela encontra-se mais afastada do centro da galaxia ou
bojo (Bulge).
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afélio estelar. Este fendmeno ficou conhecido como FEstabilizacao das Curvas de Rotacao®.

Esta idéia de massa adicional para corrigir o movimento de 6rbitas ou velocidade
de rotacao foi utilizada mesmo dentro dos limites do nosso sistema solar. Temos dois
exemplos a citar. O primeiro é o problema de precessao do periélio de mercario onde
se cogitava a existéncia de um pequeno planeta nao observado chamado Vulcano cuja
orbita estaria entre sol e mercirio. No entanto, com o advento da Relatividade Geral em
1915 este problema foi resolvido teoricamente por meio do limite pés-newtoniano desta
teoria. O segundo exemplo é referente as pertubagoes na orbita de Urano as quais eram
incompativeis com as previsoes tedricas. Supds-se a existéncia de um novo planeta mais
tarde observado: Netuno [2]. E importante notar que Vulcano e Netuno eram a “matéria

escura’ de suas épocas.

Uma referéncia pioneira sobre matéria escura encontra-se no trabalho publicado pelo
astronomo Fritz Zwicky [1](1898-1974) em 1933 em que ao fazer estudos sobre os aglo-
merados ou Clusters de galaxias, em particular o aglomerado Coma, notou que a alta
velocidade desses aglomerados nao poderia ser justificada apenas levando-se em consi-
deracao a gravidade apresentada pela massa visivel. Zwicky encontrou uma massa total
do aglomerado cerca de 400 vezes maior do que o esperado (considerando o ntmero de
galaxias e o brilho do cluster). Portanto, algo a mais do que a massa visivel do cluster
deveria ser considerado, foi entdo que chamou de Problema de déficit de massa [17,18|.
Desta forma a matéria escura esté relacionada tanto ao problema de velocidade como o

de massa em galaxias.

Além do problema de massa e velocidade de rotagao em clusters [19], as mesmas
questoes surgem quando tratamos de galéxias elipticas onde estudos mostram possiveis
evidéncias de auréolas de matéria escura [20-23] .Em 1975, tivemos a primeira evidéncial
experimental do problema das curvas de rota¢ao por Vera Rubin e Kent Ford [18]. Em
1978, tivemos outras importantes evidéncias experimentais de que as galaxias espirais nao

giram como o esperado pela teoria newtoniana [24].

Contudo, especulou-se ainda que a matéria escura poderia ser apenas corpos césmicos
quaisquer muito massivos, como planetas jovianos, i.e, da ordem de massa de Jupiter.
Porém, embora tal situagao de fato ocorra na realidade, ainda nao é capaz de explicar,
por exemplo, o problema de déficit de massa nas galaxias espirais, o aumento de velocidade
e massa em clusters de galaxias [25] que ainda continua uma questao em aberto. Cabe

lembrar que, se matéria escura somente interage gravitacionalmente, a sua deteccao direta

2Do inglés, Flattening of Galaxies Rotation Curves.
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torna-se dificil. Porém existem certos mecanismos de medigao. Um destes mecanismos
nos fornece evidéncias indiretas como o efeito de lentes gravitacionais®, particularmente
o efeito de lente gravitacional fraco (“weak lensing”) que possue as caracteristicas de

pequenas distor¢oes dos objetos do background do espago-tempo, originalmente proposto

em 1936 por Albert Einstein. Este efeito é usado para o mapeamento e medicao da

matéria escura até o nivel de influéncia da mesma na coesao de um cluster [17,26]. Uma
evidéncia recente, fevereiro de 2005, mostrada um grupo de pesquisadores liderados por
Robert Minchin da Cardiff University, detectaram a galaxia VIRGOHI21 na University

of Manchester a qual é constituida quase em sua totalidade por matéria escura [27].

Na figura 2, mostra-se a incompatibilidade dos resultados com base na teoria de

gravitacao newtoniana (linhas pontilhadas) e os dados experimentais (linha continua).
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Figura 2: Discrepancia entre os resultados tedrico (linhas pontilhadas) e experimental

(linha continua) na curva de rotagao de galaxias.

Em referéncia a figura 2, temos que as curvas se diferenciam a partir de uma dada
distancia ry que representa o centro da galaxia. Note que quanto mais longe do centro, a
diferenca entre as curvas torna-se mais significativa e evidente. Entao, a teoria newtoniana
é efetiva somente a distancias até ry. Para tentar corrigir isso, supos-se que a Relatividade
Geral, como correcao a teoria newtoniana, seria uma canditada ‘“natural” para tratar do
problema de curvas de rotacao. No centro da galédxia a gravitagao é mais forte e portanto
é onde a Relatividade Geral valeria. No entanto, nesta regiao ela concorda com a teoria
newtoniana. Isto é devido a grande concentaracao de massa no centro da galaxia que ao
gerar um forte campo gravitacional torna o nicleo um sistema esféricamente simétrico.

Por conseguinte, a solugao de Schwarzchild é uma solugao simetricamente esférica e exata

3Consiste essencialmente no desvio da luz nas proximidades de um corpo muito massivo devido sua

atracao gravitacional.
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das equacoes de Einstein. Ao fazermos o céalculo do potencial gerado pela solucao de
Schwarzchlid, encontramos um potencial que coincide com o potencial newtoniano?. Se
estendermos a anéalise ao limite pos-newtoniano da Relatividade Geral encontraremos
um potencial gravitacional que decai (1/r®) o qual nao contribui para a correcao da
curva de rotagao tedrica [2|. Isto implicaria que as solugoes das Equagoes de Einstein
exatas ou aproximadas nao dariam contribui¢oes para explicar o problema. Tal hipétese
despreza efeitos de nao-linearidade das equacgoes de Einstein pois leva em consideracao
somente a for¢a do campo gravitacional. Por outro lado, mostraremos que partindo de
uma solugao exata das Equagoes de Einstein e de uso somente da equagao da geodésica
aliada a condicao de campo gravitacional fraco, obtemos um potencial gravitacional que
corrige as curvas de rotacao tedricas. Para tanto quebramos a covariancia da Relatividade
Geral com a condigao de movimento lento deixando as Equagoes de Einstein e do desvio

geodésicos intactas.

O modelo mais simples de matéria escura consiste na chamada Hipdtese das auréolas
de matéria escura® pelo qual uma galéxia estaria imersa em um espaco maior®. Como
mostrado na figura 3, este espaco maior estaria preenchido por matéria escura o que

tornaria a curva de rotacao estével ou flat para distancia além do nucleo da galéxia.

Dark Natter

/

Figura 3: Representagao de um bulk de matéria escura (“dark matter”). [58]

Cabe lembrar que, em detrimento ao que é mostrado na figura 3, a rigor nao temos
como determinar uma fronteira propriamente dita onde a matéria escura estaria confinada

com uma galaxia imersa na mesma pela dificuldade técnica de sua deteccgao, portanto o

4No segundo capitulo mostramos em mais detalhes como ocorre esta coincidéncia por meio do limite
newtoniano da Relatividade Geral.

5Do inglés, hypothesis of dark matter halos. Embora seja correto em portugués o termo auredla como
tradugao de Halo do inglés na denominacao do modelo, comumente emprega-se o termo Halo de matéria
escura.

6Mais comumente chamado pelo termo inglés bulk.



18

modelo é apenas uma estimativa de como recuperar uma forga gravitacional que deveria
existir. A figura 4 fornece alguns dados interessantes sobre a composicao do Cosmos’

como conhecidos até 2005.

Composicao do Cosmos

Energia Escura

65%

30%
Matéria Escura

5%
Atomos

Figura 4: Composigao do Cosmos.

Note que o universo como um todo é formado por estruturas que nao temos referéncias
precisas de suas constituicoes, que sao a matéria e energia escura, uma vasta area de
investigagdo. A energia escura [14] tem um efeito repulsivo e difere muito da matéria
escura, que tem efeito atrativo, como exemplificado pelo problema de curvas de rotacao
abordado por este trabalho, e curiosamente apenas aproximadamente 5% ¢é o universo

“conhecido”.

Contudo, note como estes valores estao consideravelmente diferentes nas recentes®
medidas do satélite WMAP [11,12] as quais revelaram uma quantidade de 22% de matéria
escura, 74% de energia escura e apenas 4% de atomos(matéria visivel comum), como
mostrado pela figura 5. Os dados do WMAP ainda implicam que a maior parte da matéria
escura ¢ nao-barionica. Isto traz restrigoes muito importantes aos modelos de gravitagao
com base no conceito de inércia os quais tentam resolver o problema apenas com matéria
comum como o MOND?. Como é uma teoria baseada na inércia, o MOND possue uma
restricao no segundo pico no espectro de poténcia da radiacao césmica de fundo. Como
neste modelo somente hé a consideracao de matéria visivel este pico é menor, ja que mais

radiacao é absorvida pela matéria em detrimento do que foi medido pelo satélite. Na

figura 6, ¢ mostrado o espectro de poténcia da radiagao césmica de fundo medido pelo

"Informagdo obtida em palestra proferida pelo prof. J.S Alcaniz (Observatério Nacional-MCT) no
XXVI Encontro Nacional de Particulas e Campos(2005).

8Marco de 2006.

9Detalhes sobre o MOND serdo apresentados na proxima secio.
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74% Dark Energy

4% Atoms

Figura 5: Composi¢ao do Cosmos segundo medigoes recentes do WMAP [12].(Margo de
2006).
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Figura 6: Espectro de poténcia da radiagao césmica de fundo do terceiro ano de medidas
do WMAP [11].

Por outro lado, estas restricoes nao se aplicam a teorias gravitacionais que sejam
capazes de produzir gravitacao no vacuo, por auto-interacao. Os efeitos nao-lineares das
equacoes de Einstein irao contribuir como matéria escura nao-baridonica na forma de auto-
interagao do campo gravitacional no vacuo. Isto é obtido quando aplicamos a condicao de

movimento lento(v < ¢) a equagao da geodésica sem alterar as equagdes de Einstein [13].
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Como veremos nos capitulos seguintes, isso nao implica em recuperar o limite newtoniano
da Relatividade Geral. Desta forma conseguimos corrigir as curvas de rotacao e também
estar consistentes com o espectro de poténcia da radiagao céosmica de fundo. As medic¢oes
do WMAP reforgam ainda a evidéncia de energia escura consistentes com um universo

plano.

Por conseguinte, no sentido de tentar entender a matéria escura, existem duas abor-

dagens principais [28,29]:

e Matéria Escura Quente (Hot Dark Matter-HDM): E constituida particulas relativis-
ticas. Dentre os principais candidatos & matéria escura quente temos os neutrinos e

SIMPs;

e Matéria Escura Fria (Cold Dark Matter-CDM): A constituigao basica é de particulas
nao-relativisticas. Temos como principais candidatos Wimps, MACHOs, axions e

neutralinos.

As particulas foram por sua vez classificadas em baridonicas e nao-bariénicas. As

barionicas sdo subdivididas em [18,29]:

o WIMPs(Weakly Interactions Massive Particles): Particulas hipotéticas que inte-
ragem a nivel gravitacional e de forga fraca, portanto dificeis de detectar. Foram

propostas no intuito de explicar a matéria escura fria;

e MACHOs (Massive Compact Halo Objects): E uma denominagao genérica a corpos
massivos, que nao emitem luz propria, que possam explicar a presenca de matéria
escura nas auréolas das galaxias, como, por exemplo, planetas de ordem de massa

de Jupiter.
Enquanto que as nao-bariénicas possuem a seguinte subdivisao:

e SIMPs (Strongly Interactive Massive Particle) |30]: Propostas no sentido de que
poderiam formar a matéria escura, apesar de interagirem a nivel forte com matéria
visivel;

e Neutrinos: Sao férmions de spin 1/2 e de massa proxima a zero. Interagem a nivel

de interagoes fraca e gravitacional;

e Existe também a proposta supersimétrica dos neutralinos [29] como possivel can-
ditado & matéria escura fria, porém, obviamente, ainda depende da confirmagao da

existéncia da supersimetria;
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e Axions [29]: Particula hipotética postulada pela teoria de Peccei-Quim na tentativa
de resolver o problema da simetria CP (carga-paridade) em Cromodindmica Quan-
tica. Possuem massa muito pequena (1078 — 1072eV/c?) e nao apresentam carga
elétrica, portanto praticamente invisivel para matéria ordinaria e assim poderia ser

usado para explicar a matéria escura;

e Matéria-espelho (Mirror Matter) [31]: Quantidade hipotética de matéria sugerida
por Tsung-Dao Lee e Chen-Ning Yang em suas formulagoes de uma teoria de nao-
conservacao da paridade. A matéria espelho teria as seguintes caracteristicas prin-

cipais:
— As particulas-espelho tém simetrias de rotacao, translacao e reflexao;

— Para cada particula-espelho deve existir uma companheira equivalente, i.e, uma

antiparticula-espelho;

— A interagao é a nivel da forca fraca com a matéria ordinaria.

Obviamente, gera-se espaco para criticas inerentes a classificacado mostrada acima, o
que advém da questao de que ainda nao conhecemos de fato a natureza intrinseca da

matéria escura.

1.2 O modelo MOND

Em 1983, M. Milgrom sugeriu uma alteracao na equagao dinamica de Newton
dando origem ao modelo MOND [3,4] no intuito, a priori, de explicar as curvas de ro-
tacdo como um efeito gravitacional em detrimento & existéncia da matéria escura. E um
modelo inercial de gravitacao que leva em consideracao apenas a matéria barionica visivel.
Embora j& expostas as restri¢oes observacionais do WMAP acerca de teorias inerciais de
gravitagao, ainda cabe citar o MOND aqui pela atengao substancial dada ao modelo desde

sua proposi¢ao ha mais de 20 anos atras.

A proposta de Milgrom consistia na alteracao da segunda lei de Newton para analisar
corpos submetidos a baixa aceleragao, como ocorre em escala galactica, em que fazia a

modificacao na equacgao F = may tal que

F= m<,u <jo>>a (1.1)

onde @ é a aceleragao modificada do MOND e @y é a aceleragao Newtoniana usual cuja
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(1.2)

relacao com a é
S al .
ay = p|—|a
ao

O termo p (%) ¢ uma fungao determinada da acordo com o regime gravitacional e que
obedece a seguinte condicao:
r>1, plr) =

N

1 — regime Newtoniano
p(x) = (1.3)

regime MOND

A aceleragao ag ¢ uma constante tendo um valor aproximado (3, 4]

ap = 2 x 107%(Hy/50km.s " Mpc ') ?em.s™% =~ cH,

sendo Hy a constante de Hubble (70km.s™ . Mpc~t(4+2.4/ — 3.2)) [11].

Bekenstein & Milgrom [25] sugeriram a eq.(1.1) para a descri¢ao do movimento de

objetos luminosos em um campo estatico de um corpo massivo. Para a analise das curvas

de rotagao [3,32|, por exemplo, a funcao pu(z) é sugerida com
x

r)= ——
W) = ==
que substituida na eq.(1.1) leva a velocidade de rotagao, que se mostra uma curva con-

stante. Para tanto iremos tomar a forga gravitacional exercida entre uma galaxia e uma

estrela cujo modulo sera dado por
G N Mm
onde Gy é a constante gravitacional Newtoniana, M é a massa visivel do centro da galéxia,

m é a massa da estrela e r, a distancia do bojo a estrela.

Desta forma igualando as eqs.(1.1) e (1.4), obtemos

a GNM
(2)o- 5
ao T
Mas para r muito grandes, pela definigao de p(z) na eq.(1.3), temos que a < ag, sendo a
a aceleragao, portanto
()= ()= =5
pul—)a=(—)a= 5
Qo Qo r

(G Mag) " (1.5)

r

obtendo assim
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L 1. . . 2 X
no entanto, ao tomarmos uma o6rbita circular, i.e, a = “-, obtemos a velocidade MOND

V= (GNMa0)1/4 (16)

Na figura 6, mostramos a curva do MOND para uma galaxia qualquer. A curva de
rotacao torna-se flat na situacao em que a estrela esta longe do bojo, com velocidade
constante e sem dependéncia radial. Este resultado difere da equagdo mostrada em (1) a

qual é uma funcao da distancia.

0 1 T T T T ] T T T T | T T T T [ T T T T [ T T T 1]
5 10 15 20 2 30
r

Figura 7: Curva de rotagao do modelo MOND.

Contudo, existem outras propostas que tratam do problema de curvas de rotacao.
Uma proposta a ser comentada é uma generalizacao da Relatividade Geral baseada em um
tensor métrico pseudo-Riemaniano e em um campo tensorial anti-simétrico F),,» chamada
MSTG!Y [5,6]. A constante gravitacional G ¢ uma fungao da distancia sendo um dos

parametros de ajuste desta teoria.

Outra tentativa é a Modificagao da nogao de tempo na Relatividade Geral, tal que no
limite newtoniano o tempo seria diferente do tempo absoluto newtoniano [33,34]. Outra
teoria impoe a adicao de um campo escalar as equagoes de Einstein resultando em uma
teoria escalar-tensorial [35]. Algumas propostas sugerem que tomemos ordens superiores
de aproximacao em Relatividade Geral onde se poderia constatar efeitos sutis de curvatura
do campo gravitacional [36,37|. Temos também modelos em que a constante cosmologica

¢ considerada componente de matéria escura [38].

Existem também modelos de Branas [7-10] para resolver o problema de curvas de

Ometric-skew-tensor-gravity.
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rotacao. Como por exemplo, a adicao de campos escalares massivos em um bulk nao-

compacto [39,40] para compensar a deficiéncia de massa em galéxias.

Em termos de desenvolvimento deste trabalho, originalmente pensamos em abordar
o problema em 5 dimensoes por uso da Teoria Covariante de Branas [14,15] no vacuo.
Conjecturamos que a curvatura extrinseca poderia ser um campo tensorial de segunda or-
dem capaz de corrigir a curva de rotacao teérica. Entretanto, por imposigao das equagoes
terfamos de fazer hipoteses acerca da solucao a qual deveria ser compativel(consistente)
com o sistema de equagdes. A principio, isto tornou-se uma tarefa inviavel. Por outro
lado, motivou-nos a trabalhar em uma solugao 4-dimensional de posse da mesma simetria

de disco fino usada em branas.

No capitulo seguinte, iremos mostrar como a aproximacao quase-newtoniana da Re-

latividade Geral pode ser 1til no problema de curvas de rotagao.
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2 0O limite quase-newtoniano da
Relatividade Geral

Nothing is what it seems

Slipknot, Duality

Neste capitulo sera apresentado uma revisao geral das aproximacoes newtoniana
e quase-newtoniana em Relatividade Geral, em que a segunda aproximagao citada serve

de base para o calculo ulterior de curvas de rotacao.

2.1 Introducao

Para o tratamento do problema de curvas de rotacao a partir da Relatividade Geral,
devemos tomar uma analise mais criteriosa de seus fundamentos como nao-linearidade e
covariancia generalizada. Por exemplo, como podemos fazer movimento lento em Rela-
tividadede Geral?. A principio, esta teoria seria uma candidata “natural” para propor a

corre¢ao necessaria a curva de rotagao newtoniana.

A teoria da Relatividade Geral possui o que poderiamos chamar de trés axiomas
basicos em sua construcao. Os dois primeiros sao chamados respectivamente principios
da Equivaléncia e da Covariancia Generalizada. Um terceiro axioma ¢ a defini¢ao da agao
de Einstein que daré origem as equagoes de Einstein as quais descrevem como a geometria

e a matéria se relacionam .

O principio da equivaléncia é baseado na igualdade das massas inercial e gravita-
cional objetivando estender o principio da relatividade (nao-simultaneidade de eventos) a
sistemas de referéncia acelerados. Por outro lado, o principio da Covariancia Generalizada
informa-nos que nao ha sistemas de coordenadas privilegiados, i.e, as equagoes tensoria-
is de campo (equagoes de Einstein) devem ter a mesma forma em quaisquer sistemas de

coordenadas [41].
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Note que na Relatividade Geral as equagoes de movimento advém das equagoes de
campo de Einstein as quais s@o equacoes nao-lineares. As equagoes da geodésica sao
lineares na conexao enquanto que as equacoes de Einstein sao quadréaticas nesta mesma
conexao. Estas caracteristicas influenciam no “amortecimento” da forca do campo gra-
vitacional da Relatividade Geral. Isto é, por exemplo, se tomarmos apenas a equagao da
geodésica sob as hipoteses de baixa velocidade e campo fraco, este campo sera atenuado
de forma mais suave, pois a conexao é linear nesta equagao. Algo diferente ocorrera ao
tomarmos as equagoes de Einstein, pois sendo que a conexao é quadratica neste caso, o
campo gravitacional serd mais atenuado. Isto significa que, a principio, um campo gravi-
tacional formado somente a partir da equagao da geodésica tera caracteristicas diferentes,
j& que nao é tao forte quanto o campo gravitacional da Relatividade Geral ou tao fraco
quanto o campo newtoniano. Este “novo” campo gravitacional sera denominado campo

quase-newtoniano [42], como mostraremos neste capitulo.

No entanto, diferentemente da Relatividade Geral, na teoria newtoniana a equagcao
de movimento é postulada separadamente da equacao de campo as quais sao equagoes
lineares. Portanto, para obtermos o limite newtoniano da Relatividade Geral devemos
restaurar a equacao de movimento de Newton através da equacao da geodésica quebrando
a covariancia generalizada, porém a nao-lineraridade ainda é conservada. Para obtermos
o limite newtoniano completo devemos restaurar também a equagao de campo de Poisson
por uso da equacao do desvio geodésico para quebrarmos a nao-linearidade das equacoes
de Einstein. Assim podemos postular as equagoes de Newton e Poisson, obtendo o limite
newtoniano. No entanto, como iremos mostrar, se restaurarmos apenas a equacao de
movimento tipo-Newton sem utilizarmos as equagoes de Einstein e do desvio geodésico,

obtemos um limite diferente do newtoniano, que é o limite quase-newtoniano.

Infeld e Plebanski [43] fazem uma demonstragdo muito interessante e consistente da
restauracao da Relatividade Geral a partir das equacoes de Newton, mostrando ainda
que a equacao da geodésica esté contida nas equagoes de Einstein. A partir da equagoes
de Newton, eles tomaram sucessivas aproximagoes da métrica com o parametro v/c <
1. Apods um extenso desenvolvimento, uma vez que as equacoes da geodésica estejam
restauradas, o postulado das equacoes de Newton pode ser abandonado. Apesar de ter sido
conjecturado por Einstein, isto nao estava claro até entao desde o advento da Relatividade

Geral em 1915.

A motivacao principal aqui é de fazer uma descrigao de movimento lento em Relativi-

dade Geral independente de quao forte seja o campo gravitacional.
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2.2 Limites newtoniano e quase-newtoniano

Vamos expor agora a chamada aproximagao ao movimento lento (baixas veloci-
dades comparadas a velocidade da luz) da Relatividade Geral. Para tanto, iremos assumir
que as velocidades v envolvidas sdao bem inferiores & velocidade da luz, i.e, v < ¢ [44].
Consideramos também a hipétese de campo gravitacional fraco, porém desvinculada da

velocidade. Assim temos:

Guv = N + 5hNV + O(éhiu) (21)
g =n"" — ShH + O((Shiy) (2.2)

onde 7, ¢ a métrica de Minkowski' adcionada de um termo pequeno dh,, tal que 5hfw <
0hyy. A principio, dh,, ndo esta relacionado a condicao de baixa velocidade v < c.
Uma particula qualquer caindo em um campo gravitacional oriundo da solugao exata das
equacoes de Einstein nao ird ter velocidade proxima a velocidade da luz. Isto torna-se
evidente, por exemplo, se considerarmos uma estrela tipica da ordem da massa solar?
orbitando o centro da galédxia , portanto sob um forte campo gravitacional. Esta estrela
nao atinge a velocidade da luz ao orbitar a galaxia, pelo contrario, sua velocidade é
bastante inferior a da luz, da ordem de 250km/s. Com issso, vemos que a condigao de
movimento lento v < ¢ nao deve estar vinculada a for¢a do campo gravitacional. Observe
ainda que a condi¢ao v < ¢ também nao esta vinculada de imediato ao limite newtoniano.
Usando o mesmo exemplo da estrela de ordem de massa solar, veja que mesmo a baixa
velocidade o limite newtoniano (ou propriamente a teoria newtoniana) nao é capaz de
resolver o problema das curvas de rotacao. Posteriormente, como mostraremos, para
a obtencao do limite quase-newtoniano da Relatividade Geral, esta hipotese inicial de
campo fraco sera abandonada, pois este mesmo campo sera restaurado por auto-interagao

da gravitagao.

Dando continuidade as consideracoes sobre movimento lento, vamos tomar agora um
determinado tempo dt, em que um corpo a baixa velocidade percorre uma distancia dx’
onde (i = 1,2,3), tal que:

ozt ~ vit = 92’ ~ eda?
€ 1
Szt ot

ondee = Ye dxt = cbt.

1Usamos a assinatura (+ + + —).
2Uma massa solar é da ordem de 1x103%kg.
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Tomando uma funcgao arbitraria f

of .91

ozt oxt

(2.3)

4

Assim temos que as variacoes da coordenada relativistica z* sao aproximadas a um movi-

mento mais lento nas dimensdes espaciais, sendo € < 1 (v < ¢).

Se quisermos reproduzir o limite newtoniano é necessario que sejamos capazes de
reproduzir a equagao de campo gravitacional de Poisson. Para tanto, vamos tomar a
seguinte situacao: tome duas particulas teste, uma estd em uma ponto xt + fi e a outra
em z°. Ambas estao caindo em queda livre. De acordo com a teoria newtoniana temos a

aceleracao relativa entre duas particulas

_ 8?@ &
oxtoxr?

0D
oxt

d*¢t B (' + &) dPa - 0P

+

a2 dt? dt? ox’

2t

2 . . .
Notando que o termo afi g; - ¢ o laplaciano do potencial que podemos escrever V2®.

De posse da condigdo de campo gravitacional fraco da egs.(2.1) e (2.2), temos os

simbolos de Christoffel:

1 o
F;/)u = ig)\ (g,ua,u + Guou — g;w,a)

1
Lo = 51" Ohuoy + hugu = Ohyg) + O(0h7,)
Tomando agora a equacao do desvio geodésico na Relatividade Geral temos

D g
eI

sendo que para o tensor de Ricci, temos:

ik.j

tal que
Rus = Zi4 = 72?144 _Ffm,i + O(éh?j)
=0

1
= —§5h44,n‘ +O(6h};) = =V?® + O(0h))

e, a partir das equagoes de Einstein em meio material, R, — %ng = 871}, onde T},
¢ o tensor energia-momento, podemos encontar que R4y = 4mp. Temos entao a equagao
de campo de Poisson

V2@ = 47p
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Esta equacao é fundamental para completarmos a reducao da Relatividade Geral ao limite
newtoniano, desde que fagcamos a construcao do postulado de movimento pela equacao
da geodésica obtendo o potencial & = —GTM. E importante notar que a reducio ao li-
mite newtoniano da Relatividade Geral é uma op¢dao e que depende da recuperacao dos
postulados de campo e de movimento. No entanto, o que aconteceria se recuperasse-
mos somente a equacao da geodésica deixando intactas as equagoes de Einstein e desvio
geodésico?. O potencial relacionado a esse tipo de aproximagao é chamado de potencial
“quase-newtoniano” [42]. A denominagao “quase-newtoniano” deve-se ao fato de que o
limite newtoniano nao esta completo, ja que se considera somente a equagao da geodésica,
pois esta equagao esta relacionada mais diretamente ao movimento e por razoes ja citadas,

o forga do campo cai linearmente.

Mostraremos agora um desenvolvimento diferente aquele apresentado na maioria dos
livros basicos de Relatividade Geral para reproduzirmos o limite quase-newtoniano. Partin-
do novamente das hipoteses de campo fraco e baixa velocidade, trabalharemos apenas a

equacao da geodésica.

Para tanto, podemos considerar uma particula se move lentamente (v < ¢) sob uma

geodésica tipo tempo tal que z# = z#(7). Assim temos a equagao da geodésica

d2 I d A dx?
i s, e,
dr? dr dr
que parametrizando em termos da coordenada z* = —ct temos que
d*z cdatdat odxtde® o dadde , dat da”

— - o il )
c2dt? * cdt cdt *hak cdt cdt t cdt cdt T cdt cdt

Os trés ultimos termos serao desprezados por imposicao das hipdteses de campo fraco

e baixa velocidade. Note ainda que neste desenvolvimento nao usamos o parametro A = *

c)

comumente utilizado em aproximacoes ao limite newtoniano. Logo, obtemos

d*z’ i
c2dt? 4
onde
P 1 285h4i B 85h44
i 2 Ox* ox’
sendo que de acordo como este campo quase-newtoniano ¢é estatico, isto é, 65;’21' = 0, entao
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Assim, temos que '
dQCL’l 1 28(5h44
~ —¢ :
dt? 2 0xt

(2.4)

Como a equacao da geodésica nao é um postulado mas é oriunda das equagoes de
Einstein, nesta reconstrucao devemos postular a equagao de movimento quase-newtoniana
com um potencial escalar definido por

d*x® def _a@qN
2 Ox°

(2.5)

onde @,y denota o potencial “quase-newtoniano” [42].

Por conseguinte, se considerarmos que uma particula movimenta-se lentamente e con-
tinuamente em queda livre, o campo gravitacional toma mais incrementos adicionais, tal
que

G R Ny + Py + (0R)2 + -+ -

Desta forma recuperamos a forca do campo por adicao destes incrementos. Por este

motivo a tnica hipotese ainda valida é de baixa velocidade, ja que o campo agora é forte.

Como naturalmente este processo tende a continuar, podemos somar todas as per-
tubagoes da métrica g, desde dhyy = 0 até um dado valor finito dh,,. Comparando as

eqs.(2.4) e (2.5) e integrando de 0 & dhyy temos que

1, [ohu 1
(I)qN = —562 0 d(éhiﬂ) = —§c2éh44

Assim, obtemos a equagao para o potencial quase-newtoniano

L,

q)qN = —56 (1 + g44) (26)

Como ja comentamos no inicio do capitulo, este potencial situa-se entre a Relatividade
Geral e a Teoria de Newton. Nao é um potencial suficientemente forte como na Relativi-
dade Geral pois a soma de incrementos ocorre apenas em uma componente da métrica,
a componente g44 que carrega todos os efeitos de nao-linearidade. Deve-se notar que as
equacoes de Einstein e do desvio geodésico estao intactas. Este potencial nao é fraco tal

como o potencial newtoniano, ja que o limite estéd incompleto.

E importante lembrar que a recuperacao dos postulados de campo e movimento sao
independentes. Portanto, a principio os potenciais oriundos da equacao de campo e de
movimento sdo independentes. Quando restauramos a equagao de campo (equacdo de

Poisson) tornamos a teoria linear, quebrando a nao-linearidade das equagdes de Einstein.
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Por outro lado, quando restauramos a equacao de movimento temos apenas a quebra da
covariancia generalizada, a nao-linaridade ¢ mantida pela presenca da componente gyy.
No entanto, se escolhermos obter o limite newtoniano faz-se necessario aplicar a condi¢ao
v < ¢ nas equacoes de Einstein e do desvio geodésico, como mostrado no inicio do
capitulo. E mais ainda, assumindo uma geometria simetricamente esférica(Schwarzchild)
com gyqy = —(1 — 2GM/r) e substituindo na eq.(2.6) encontramos um potencial & ~ 1/r
que coincide com o potencial newtoniano. Somente apods tais consideragoes podemos

afirmar que o potencial encontrado é solucao da equagao de Poisson.

Entretanto, como sabemos que a teoria newtoniana nao resolve o problema das curvas
de rotagao, iremos tomar apenas o limite quase-newtoniano da Relatividade Geral. Como
a nao-linearidade esta presente no potencial ®,n através de gu4, isto pode significar que
a auto-interacao do campo gravitacional pode contribuir de modo nao-bariénico para as
curvas de rotagao. O campo gravitacional puro deduzido por auto-interagao seria um
modelo de matéria escura nao-barionica. A principio, nao hé restricao alguma do WMAP
acerca de propostas baseadas em auto-interagao do campo gravitacional. Como sera
mostrado no capitulo seguinte, as curvas de rotagao descritas por @,y também concordam

com as medigoes das curvas de rotagao nas galédxias em forma de disco.
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3 Curvas de rotacao via limaite
quase-newtoniano

Escolhi o caminho menos percorrido
E isso fez toda a diferenca

Robert Frost

Para fazer um tratamento formal do problema de curvas de rotagao, vamos propor
um modelo de galaxia discoidal(disco fino). Esta geometria consiste em um cilindro com
altura bem menor que seu raio, e partindo da métrica estatica de Weyl determinaremos o

potencial quase-newtoniano ®,x bem como a velocidade de rotagao associada ao mesmo.

3.1 O modelo de galaxia discoidal para obtencao das
curvas de rotacao

Considere um campo gravitacional 4-dimensional de simetria cilindrica cuja altura
ho seja muito menor que seu raio ry. Embora seja um modelo simples, esta geometria
¢ conveniente as galéxias espirais as quais possuem estrutura discoidal. No esforgo de
simplificar o tratamento inicial desse problema, vamos tomar a solucao estatica de Weyl

[16] expressa em coordenadas cilindricas (7, ¢, z) pelo elemento de linha
ds? = 23V dr? 4 2 e72dp? + 207 422 — 2 d1? (3.1)

onde por questoes de simetria do disco na variavel ¢, temos que A = A(r, 2) e 0 = o(r, 2).

Como o calculo sera feito sobre esta simetria cilindrica aproximada a um disco fino,
consideramos a galaxia como este disco e uma estrela orbitando em sua regiao limitrofe
(borda do disco). Lembrando que, nestas condig¢oes, o campo gravitacional é fraco(e as
velocidades sao baixas comparadas a da luz o que nos permite tomar o limite quase-

newtoniano obtendo uma equagao para ®,y, como mostrado no capitulo anterior.



33

Vamos entao iniciar o nosso desenvolvimento tomando as equacoes de Einstein no

vacuo em termos do tensor de Einstein
1
g;,tl/ = Ruu - ing/ =0

que ao usarmos a métrica de Weyl, podemos obter as seguintes componentes’ nao-nula

do tensor de Einstein

A+ 7’027, — ro?

Gi1 = =
r

2ro ;o0 . — A

Gis =031 = — ’
,
_7,.26—20 ) )
Gao = o2 —0) <)\ 2zt A T to T to ,z)
U3z = =G

g44 = 7’@2(1)\—0) [620 (—20 o 2ro rr 2ro 22 + 7'()\ 22 + A T + 0,277" + a%z))}

onde a notagao (,r) e (,2) representa respectivamente as derivadas ordinarias em relagao
as coordenadas r e z. Ao tomarmos as componentes do tensor de Einstein nas equagoes de
Einstein em termos das fungdes A(r, z) e o(r, z) presentes na métrica de Weyl, podemos

obter o seguinte sistema diferencial nao-linear

A p+ro’,—ro’, =0 (3.2)

2ro .0 .=\, (3.3)

Aot A+ o’,+0°,=0 (3.4)

A, Fro’, —ro’, =0 (3.5)

—20 ;=200 4y — 200 oA T(N oA A+ 0% +07) =0 (3.6)

Devemos entao resolver tal sistema para estabelecer a forma dos coeficientes A(r, 2)
e o(r, z); em particular a fun¢do o(r, z) que ira definir a forma da componente g4y da
métrica para o calculo do potencial e velocidade associados. Neste caso, como tomamos
as equagoes de Einstein no vacuo, as eqgs.(3.2) e (3.5) sao idénticas. Ao substituirmos a

eq.(3.4) na eq.(3.6) obtemos

r(C o400 0)+0o,=0

Assim, o sistema nao-linear se reduz ao conjunto de quatro equacoes diferenciais

!Para mais detalhes do calculo do tensor de Einstein veja o apéndice A onde mostramos a programacao
Maple usada no trabalho para determinacao das mesmas.
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compativeis:
Ay Fro’, —ro’, =0 (3.7)
r(C o400 ) +0,=0 (3.8)
Azt Amt+o’,+0°,=0 (3.9)
2ro o0 .=\, (3.10)

Vamos tomar entao a condi¢ao de disco fino hg < rg, isto é, a altura hy do cilindro
¢ bem menor que o raio ry. Esta condicao é compativel como a situacao fisica de uma
galaxia discoidal espiral ou lenticular [2,18,45|. Levando em considera¢ao a dependéncia
na variavel cilindrica z das fungoes A e o, tal que z € [—hg/2, hy/2] enquanto que r € [0, o).
Isto significa que a variacao de z deve permanecer em um intervalo pequeno relativamente
ao diametro da galaxia. Para tanto, fagamos uma expansao em Taylor de primeira ordem

em z, tal que:
do

o(r,z) = o(r,0) + 25,

lhoro + oo & A(r) + a(r)z

O\
A(r, z) = A(r,0) + e lhocry + - & B(r) +b(r)z

onde os coeficientes a e b sao fungoes dependentes unicamente de r. Se considerarmos
mais termos a expansao nao teremos uma contribuicao significativa a solucao final, ja que
temos apenas a adicdo de mais constantes de integracao arbitrarias. A caracteristica da

geometria de disco fino é bem conservada na primeira ordem de expansao.

Podemos entao encontrar as seguintes relagoes principais:

o,=Ar) ,+alr) .z

o, =a(r)
A =0b(r)
A 2z — U,zzzo

que serao substituidas no sistema nao-linear. Desta forma, de posse da eq.(3.10), temos:
2ro ;0 =X,

2ro ya(r) = b(r)
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que resulta em

L L
2 Jro a(r’) !

onde fazemos a integragao desde o raio da galaxia (1) até uma regiao limitrofe (r) da

o(r,z) = dr' + C(2) (3.11)

galaxia definida pela distancia visivel a (rg). C(z) é uma constante de integragao.

Por conseguinte, de acordo com a eq.(3.8)
7 .+0m)+0,=0—0,+0,=0
e fazendo a mudanga de variavel y = o , e integrando, temos
y+ry =0—Iny=1In (Clr(z)>
e ao retornarmos a variavel original, obtemos:

o(r,z) = Cy(2) In (;;) + Cy(2) (3.12)

onde novamente fazemos a integragao de (1) a (r), sendo C; e Cy constantes de integragao.

Ao compararmos a eq.(3.11) a (3.12), temos:

(o0
Co(2) = Ca(2)

logo a razao % = 2C4(z) = constante = k. Cada coeficiente da expansao, a(r) e b(r),
continua, individualmente, uma fungao do raio (r).

Vamos trabalhar agora as duas equagoes restantes do sistema nao-linear. Tomando a
eq.(3.7)

Lk 2
—A ot TUQT - 700’22 = —A st <2> o 7"&2(7’) =0
bl I’ /’4

e derivando esta expressao em r

k‘2
_)\ rr

i a*(r) —2rd'(r) =0

que somando com a eq.(3.9), ao substituirmos os valores de A .,,0 , e 0 ., temos:

{—)\M—f; ()-m() 0

a
A = ta 2(r) =

que resulta em 2a’r = 0 que implica em a(r) = constante = ay. Desta forma concluimos

também que b(r) = constante = by . Assim, iremos definir o coeficiente kg = Z—‘;, tal que
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ko = constante.

Note que consideramos os coeficientes da expansao linear como fungoes da distancia
e portanto precisamos da eq.(3.9) para a anéalise correta do sistema em que concluimos
que a(r) e b(r) sao constantes. No entanto, se ja partissemos com coeficientes constantes,
a(r) = ag e b(r) = by, teriamos as mesmas equagoes encontradas por N. Rosen [46]:
eqs.(3.7), (3.8) e (3.10). A manipulagao direta destas equagoes nos mostra que a eq.(3.9)

é uma identidade.

Ao tomarmos novamente a eq.(3.7) e a integrarmos diretamente, obtemos

k2 2
Ar2) = LI (;) - D2 — )+ D(2)

onde assim como em o(r, z), a integragao foi feita de (rg) a (r). Desta forma, temos que

os coeficientes da métrica de Weyl sao dados por

o(r,z) = ];Oln (7:)) + C(2) (3.13)
A(r,z) = ]{fln (;;) — aj(r2 — 1) + D(2) (3.14)

De posse da fungao o(r, z) podemos determinar a componente gy4 da métrica por

Gua = —e*?(2) Desta forma temos

Gaa = _elnrko 626’(2)7140 Inrg

Como a constante de integragao C(z) é arbitraria, iremos tomé-la para z—0 obtendo
uma constante Cy. Tomando g = 1, ja que faremos as curvas de rotagao para regiao

fora do nucleo da galéxia, temos que

ko
Gua = elnr 6200

E importante notar como o efeito da nao-linearidade age neste modelo. Embora a
componente g4 nao dependa explicitamente da fungao A(r,z), a mesma apresenta uma
contribui¢ao do coeficiente by oriundo da expansao linear da coordenada z em A(r, z). Os
termos cruzados das fungdes o(r, z) e A(r, z) sdo denotados pelo coeficiente ky que aparece
na expressao de gq4. Como kg mede a relagao de efeitos entre estas fungoes, este coeficiente
seréd fundamental para corrigir a curva de rotagao tedrica tornando-a compativel com as

observagoes.

2Co

Em analogia a solu¢ao de Schwarzschild, a constante de integracao e“*° pode ser
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interpretada como um termo que carrega a massa do sistema. Assim, tomamos e2% como

e2Co — QEGMG = constante
l'{}QC2

sendo que 3 ¢ um fator de escala com dimensdao [L]™!. G é referente a constante gra-
vitacional, ¢ é a velocidade da luz no vacuo e Mg ¢é referente & massa visivel da galaxia.
Desta forma, a contribuicao da matéria escura nao-bariénica é gerada somente pelo efeito

de auto-interacao do campo gravitacional no vécuo.

Tomando a eq.(2.6) podemos determinar o potencial gravitacional calculado em z=0

1 1
Py = —502(1 + gu4) [s=0 = D) (1 - QﬁoGMTkO) (3.15)

Podemos finalmente calcular a velocidade de rotacao de uma estrela dada pela forca
gerada pelo potencial quase-newtoniano. Relembrando o que fizemos no capitulo intro-

dutorio, se considerarmos uma forca gravitacional agindo sobre uma estrela de massa

s . : = 2
unitaria com velocidade tangencial v = wr, w = constante a ser F' = “-1 e ao comparar-

T

mos com a forca oriunda de um potencial gravitacional ® temos que

Assim, usando o potencial determinado na eq.(3.15), temos que
v(r) = \/|BoGMrho| (3.16)

onde ky é o coeficiente de ajuste da curva de rotacao. Note que se tomarmos Gy = kg =
—1 recuperamos a equagio da velocidade de rota¢io newtoniana v(r) = \/|“X|. Para
valores inferiores a (-1), temos um comportamento de v(r) incompativel com qualquer
dado observacional. De forma andloga se 5y = ko = 1 ou valores proximos de 1 (ou
ainda valores de ordem superior) também nao produzem curvas de rota¢do observaveis.
Para kg = 0 temos somente um valor de transicao onde nao temos qualquer tipo de
movimento. Portanto o valor de kg deve se situar préoximo de zero onde ajustamos o valor
do mesmo numericamente a partir dos dados experimentais disponiveis de distancia, massa

e velocidade [47]. O coeficiente [ seré visto apenas como fator de ajuste.

E importante notar que este desenvolvimento foi feito usando-se somente a equacio da
geodésica sob condi¢ao de campo fraco e, posteriormente, recuperamos a forca do campo,
como ja mostramos. Por se tratar de movimento lento (v < ¢), a covariancia generalizada
da Relatividade Geral é perdida. Isto impossibilita transformamos um cilindro ou disco

em uma esfera por difeomorfismo. Porém, caso a covariancia fosse mantida, poderiamos
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reproduzir novamente o limite newtoniano por solucao de Schwarzchild, o que comprom-
eteria a consisténcia deste modelo de disco fino. Observe que as equagoes de Einstein em
conjunto com a equacao do desvio geodésico nao foram utilizadas, mantendo-se assim a

nao-linearidade das equacgoes de Einstein.

3.2 Aplicacoes e resultados

Os graficos v(r) x r a serem apresentados, a partir da pagina seguinte, estao em
Km/s x Kpc de posse da eq.(3.16). O fator de conversdao para Km é de 3.08 x 106 [29]
que equivale a 1Kpc. A constante gravitacional a principio é também convertida para
Kpc assumindo o valor:

G =2284 x 107 Kpc® /kg.s*

A seguir temos os plots para as seguintes galaxias: via-lactea (o sol como particula
teste), NGC3198, UMA?: NG(C3949, NGC3877, NGC3769, UGC6667 e UGC6399. Nestes
plots estamos tomando as medidas experimentais, representadas pelos pontos com barras
de erro?®, da distancia ao centro ry; e massas My das galaxias baseados na emissao dos
gases hidrogeénio e hélio [6,47,48]. Os pontos em vermelho s@o oriundos do modelo que
propomos. As curvas newtonianas sao mostradas pelas curvas formadas por triangulos.

Na tabela-resumo abaixo, mostramos os valores de massa, raio e dos coeficientes 3, e e

ko.

Galaxias | Massa (Kg) | Raio (Kpc) | o ko

Via-lactea | 1,99 x 10% 8,5 0,0901 | 0,0682
NGC3198 | 1,19 x 10% 16,6 0,8224 | 0,0162
UGC6399 | 4,18 x 10% 9 0,2413 | 0,6087
UGC6667 | 1,19 x 103 7 0,8251 | 0,5924
NGC3949 | 4,97 x 103 6 1,1657 | 0,3766
NGC3877 | 2,19 x 103 10 2,2371 | 0,4235

2Referente ao cluster Ursa Maior.

30 tamanho das barras de erro é relativo ao erro percentual entre a curva teérica que propomos e a

cuva experimental.
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Figura 8: Curva de rotagao da Via-lactea a 21 kpc.
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Figura 10: Curva de rotagao da UGC6399 a 10 kpc.
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Figura 12: Curva de rotagao da NGC3949 a 10 Kpc.
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Note que as curvas teoricas, propostas pelo nosso modelo, foram tragadas a partir
da distancia na qual comeca a ocorrer a diferenca na velocidade de rotacao entre a curva
experimental (pontos com barras de erro) e a curva newtoniana (triangulos). Os valores de
0B e ko foram determinados numericamente a partir dos valores experimentais de massa,

raio e velocidade de rotacao, sem a necessidade de qualquer outro vinculo.
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Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho, mostramos que mesmo utilizando um modelo bem simples para
representacao de uma galédxia por geometria discoidal para o tratamento do problema de
curvas de rotacao, encontramos resultados compativeis com as observacoes experimentais
da velocidade de rotacao de galaxias. Contudo, para obtermos tais resultados, a partir
da Relatividade Geral, tivemos de reavaliar a aproximacao ao movimento lento que a

principio nao esté relacionada ao campo fraco, mas tao somente a equagao de movimento.

Na expressao do potencial quase-Newtoniano oriunda de imposi¢oes sobre a equagao
da geodésica, a componente g4y da métrica carrega a nao-linearidade oriunda das equacoes
de Einstein, notando que o principio de equivaléncia mantem-se valido; o que nao ocorre
com a covariancia generalizada que é quebrada ao postularmos v < c¢ aliada a condicao
de disco fino. Entao a escolha de uma geometria adequada ao problema toma papel
importante. Sao tais sutilezas que justificam o comportamento das curvas tedricas obti-
das. Note que nao acrescentamos nada além do que existe na teoria de Einstein ou de
Newton, apenas fizemos uso conceitual da equagao da geodésica e da Relatividade Geral
sob condi¢cao de movimento lento. Do nosso ponto de vista, isto ¢ uma vantagem sobre
as demais propostas de explicagao do problema de curvas de rotagao, muitas das quais

dependem de novos conceitos, alguns bastante especulativos.

Extensoes do trabalho podem vir a ser implementadas com a utilizacao de modelos, a
principio, mais realisticos como o uso de uma geometria de um esferdide oblato fino dado
pela métrica de Zipoy [49] sob a mesma idéia de desenvolvimento e também de avaliar este
mesmo problema sob a 6tica de Teoria de Branas investigando a influéncia da curvatura

extrinseca na geometria das galaxias, objetivando melhorar os resultados expostos aqui.
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Apéndice A: Programa para cdlculo da
equacoes de Einstein

Apresentamos a seguinte programacao em Maple para auxiliar no célculo das
equagoes de Einstein. Neste caso é simples pois usamos as equacoes de Einstein no vacuo.

A métrica usada é a métrica cilindrica de Weyl.
>with( tensor );
> simplify (%, constant);
> simplify (%, symbolic);

> g := create(|—1, —1], array(symmetric, sparse, [[exp(2x(lambda(r, z)—sigma(r, z)))
,0,0,0], [0, rx(2)xexp(—2%(sigma(r, 2))), 0, 0], [0, 0, exp(2*(lambda(r, z)—sigma(r, z))), 0],
[0,0,0, —exp(2 * (sigma(r, 2)))]]));

>coord := [r, phi, z, t;

> dlg := dlmetric(g, coord) : d2g := d2metric(dlg, coord) :
gimverse := invert(g,’ detg') : Cf1:= Christof fell(dlg) :
Cf2:= Christof fel2(g — inverse, C f1);

> ginv := invert(g,’ detg’) : D1g := dlmetric(g, coord) :
D2g := d2metric(D1g, coord) : Cf1 := Christof fell(D1g) :
RMN := Riemann(ginv, D2g,Cf1): RMNc:= get — compts(RMN);

> map(proc(z) if RMNclop(x)] <> 0then x = RMNclop(z)] else
NU LLendi fendproc, [indices(RM Nc)]);

> ginv := invert(g, detg’) : D1g := dlmetric(g, coord) : D2g := d2metric(D1g, coord) :
Cf1:= Christof fell(D1g) : RMN := Riemann(ginv, D2g,C f1) :
RICCI := Ricci(ginv, RM N);



> ginv :=invert(g, detg’) : D1lg := dlmetric(g, coord) :
D2g := d2metric(D1g, coord) : Cf1:= Christof fell(D1g) :
RMN := Riemann(ginv, D2g,C f1) :
RICCI := Ricci(ginv, RMN) : RS := Ricciscalar(ginv, RICCI);

>FEstn := Einstein(g, RICCI, RS);

45



46

Apéndice B: Cdlculo numérico para kg

e Bp.

Podemos calcular ky e By por método numérico. O método que usamos foi o
método de quadrado minimo utilizando o programa Python no Ubuntu linuzx 6.06. Para
usarmos este programa ¢é necessario instalar bibliotecas gerenciadoras chamadas scipy e
numpy. Todos trés programas sao freeware e estao disponiveis para download nos sites

www.python.org e www.scipy.org. As rotinas das galéxias estudadas estao apresentadas

aqui com seus respectivos resultados (valor do raio com seu respectivo valor da velocidade
tedrica, ponto a ponto). Os pontos da velocidade V apresentados na rotina sdo pontos
experimentais, enquanto aqueles apresentados na tabela sao os resultados do ponto de
vista deste modelo teérico proposto pelo presente trabalho. Os graficos das curvas de

rotagao de galaxias foram feitos no programa Origin.

A expressao para iteracao é oriunda diretamente de expressao da velocidade de rotagao

sendo:

’U2

ENTiehm

onde o fator (9.32 x 103%) é o fator de conversio de escala de Kpc/s para km/s. Os

(9.32 x 103%)rho —

melhores valores de kg e 3y sao determinados automaticamente pelo programa.
Para Via-lactea:
from scipy import * -*- coding: Latin-1 -*-

V = array([200, 210, 210, 212, 210, 200, 190, 200, 210, 222, 222, 222, 230,
235, 235, 222, 215 , 210, 200]);

R = array([ 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 ])
assert len(V) = len(R), '’V e R devem ter o mesmo tamanho!,
%s%s’ %(len(V), len(R))

def v(x): k, beta = x return sum((656.6 * sqrt(R * xk x beta) — V)?)
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conl = lambda x: x[0] con2 = lambda x: x[1] cons = [ conl, con2 |
k, beta = x = optimize.fmin cobyla(v, [1., 1.], cons) print
print '/RESULTADO: k = %s, beta=%s’ % (k,beta)

f = lambda r: 656.6* sqrt(r**k * beta) print print 'Dados (R, v(r))’ print
’ n’.join( *%s, %s’ % (r, f(r)) for r in R )

import time time.sleep(2. x 60 x 60)

Quando compilamos esta rotina, obtemos os seguintes resultados:
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Para NGC3198:
from scipy import * -*- coding: Latin-1 -*-

V = array([ 140, 145, 147, 150, 152, 155, 150, 150, 150, 150, 150, 150, 148,
148, 148, 145, 145, 148, 149 , 149, 149, 150,150, 150, 150, 150, 150]);

R = array([ 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 ,
22 , 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 , 30])

assert len(V) = len(R), '’V e R devem ter o mesmo tamanho!,
%s%s’ %(len(V), len(R))

def v(x): k, beta = x return sum((160.6 * sqrt(R * xk x beta) — V)?)
conl = lambda x: x[0] con2 = lambda x: x[1] cons = [ conl, con2 |
k, beta = x = optimize.fmin cobyla(v, [1., 1.], cons) print

print '"RESULTADO: k = %s, beta=%s’ % (k,beta)

f = lambda r: 160.6* sqrt(r**k * beta) print print 'Dados (R, v(r))’ print
’n’.join( *%s, %s’ % (r, f(r)) forrin R )

import time time.sleep(2. x 60 x 60)

Quando compilamos esta rotina, obtemos os seguintes resultados:
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Para UGC 6399:

from scipy import * -*- coding: Latin-1 -*-

V = array(| 65, 70, 75, 83, 86, 88, 90 |);

R = array(| 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9])

assert len(V) = len(R), ’V e R devem ter o mesmo tamanho!,
%s%s’ %(len(V), len(R))

def v(x): k, beta = x return sum((95.17 x sqrt(R * xk * beta) — V)?)
conl = lambda x: x[0] con2 = lambda x: x|[1] cons = [ conl, con2 |
k, beta = x = optimize.fmin cobyla(v, [1., 1.], cons) print

print '"RESULTADO: k = %s, beta=%s’ % (k,beta)

f = lambda r: 95.17* sqrt(r**k * beta) print print ’Dados (R, v(r))’ print
> n’.join( *%s, %s’ % (r, f(r)) for r in R )

import time time.sleep(2. x 60 x 60)

Quando compilamos esta rotina, obtemos os seguintes resultados:
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Para UGC 6667:

from scipy import * -*- coding: Latin-1 -*-

V = array(|62, 70, 75, 80, 83, 85, 87]);

R = array([ 3,4, 5,6, 7,8,9])

assert len(V) = len(R), ’V e R devem ter o mesmo tamanho!,
%s%s’ %(len(V), len(R))

def v(x): k, beta = x return sum((50.78 * sqrt(R * xk * beta) — V')?)
conl = lambda x: x[0] con2 = lambda x: x|[1] cons = [ conl, con2 |
k, beta = x = optimize.fmin cobyla(v, [1., 1.], cons) print

print '"RESULTADO: k = %s, beta=%s’ % (k,beta)

f = lambda r: 50.78* sqrt(r**k * beta) print print "Dados (R, v(r))’ print
> n’.join( *%s, %s’ % (r, f(r)) for r in R )

import time time.sleep(2. x 60 x 60)

Quando compilamos esta rotina, obtemos os seguintes resultados:
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Para NGC 3949: from scipy import * -*- coding: Latin-1 -*-

V = array([135, 145, 155, 160, 162, 164, 168 |);

R = array(| 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9])

assert len(V) = len(R), ’V e R devem ter o mesmo tamanho!,
%s%s’ %(len(V), len(R))

def v(x): k, beta = x return sum((103.8 x sqrt(R * xk * beta) — V)?)
conl = lambda x: x[0] con2 = lambda x: x[1] cons = [ conl, con2 |
k, beta = x = optimize.fmin cobyla(v, [1., 1.], cons) print

print '/RESULTADO: k = %s, beta=%s’ % (k,beta)

f = lambda r: 103.8* sqrt(r**k * beta) print print "Dados (R, v(r))’ print
’n’.join( *%s, %s’ % (r, f(r)) for r in R )

import time time.sleep(2. x 60 x 60)

Quando compilamos esta rotina, obtemos os seguintes resultados:
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Para NGC3877:

from scipy import * -*- coding: Latin-1 -*-

V = array([140, 150, 158, 162, 166, 168, 166, 164, 162]);

R = array([ 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12])

assert len(V) = len(R), ’V e R devem ter o mesmo tamanho!,
%s%s’ %(len(V), len(R))

def v(x): k, beta = x return sum((68.89 x sqrt(R * xk * beta) — V)?)
conl = lambda x: x[0] con2 = lambda x: x|[1] cons = [ conl, con2 |
k, beta = x = optimize.fmin cobyla(v, [1., 1.], cons) print

print '/RESULTADO: k = %s, beta=%s’ % (k,beta)

f = lambda r: 68.89* sqrt(r**k * beta) print print ’Dados (R, v(r))’ print
> n’.join( *%s, %s’ % (r, f(r)) for r in R )

import time time.sleep(2. x 60 x 60)

Quando compilamos esta rotina, obtemos os seguintes resultados:
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Arquivo: /home/abraao/Desktop/out Paginaldel

Return from subroutine COBYLA because the MAXFUN 1limit has been reached.

NFVALS = 1000 F = 3.851595E+02 MAXCV = 0.000000E+00
X = 4.235316E-01  2.237128E+00

RESULTADO: k=0.423531592876, beta=2.23712773142

Dados (R, v(r)

4, 138.196577921

5, 144.883695578

6, 150.586969962

7, 155.583821635

8, 160.046118444

9, 164.088256478

10, 167.790501414
11, 171.211497882
12, 174.39549078



Arquivo: /home/abraao/Desktop/out

Paginaldel

Normal return from subroutine COBYLA

NFVALS = 984 F = 3.314674E+01 MAXCV = 0.000000E+00
X = 3.766031E-01 1.165691E+00

RESULTADO: k=0.376603082868, beta=1.16569135515

Dados (R, v(r)

, 137.826208469
, 145.498315651
, 151.742163073
157.04214599
, 161.667381796
, 165.783909908
, 169.501863349

O 00O NO UL b~ W



Arquivo: /home/abraao/Desktop/out

Paginaldel

Normal return from subroutine COBYLA

NFVALS = 463 F = 1.268156E+01 MAXCV = 0.000000E+00
X = 6.087033E-01 2.413066E-01

RESULTADO: k=0.608703301689, beta=0.241306566633

Dados (R, v(r)

, 65.3126463682
, 71.2890113386
, 76.2987308972
80.6522072038
, 84.5262541213
, 88.0322025451
, 91.2451779694

O 00O NO UL b~ W



Arquivo: /home/abraao/Desktop/out

Paginaldel

Normal return from subroutine COBYLA

NFVALS = 771 F = 9.705839E+00 MAXCV = 0.000000E+00
X = 5.924571E-01  8.250691E-01

RESULTADO: k=0.592457080754, beta=0.825069109139

Dados (R, v(r)

, 63.8667465236
, 69.5480908289
, 74.3006690321
78.4239060357
, 82.0880651061
, 85.4002002139
, 88.4324639915

O 00O NO UL b~ W



Arquivo: /home/abraao/Desktop/out

Paginaldel

Normal return from subroutine COBYLA

NFVALS = 296 F = 1.784556E+02 MAXCV = 0.000000E+00
X = 1.357256E-02  8.320204E-01

RESULTADO: k=0.0135725589364, beta=0.832020384908

Dados (R, v(r)

4, 147.507887202

5, 147.731429749

6, 147.914328763

7, 148.069144324
8, 148.203382634
9, 148.321890227

10, 148.427979177
11, 148.524013673
12, 148.611740554
13, 148.692487218
14, 148.767286066
15, 148.836955948
16, 148.902157305
17, 148.963430583
18, 149.021223659
19, 149.075911854
20, 149.127812815
21, 149.177197759
22, 149.224300111
23, 149.269322215
24, 149.312440622
25, 149.353810297
26, 149.393568004
27, 149.431835049
28, 149.468719526
29, 149.504318172
30, 149.5387179



Arquivo: /home/abraao/Desktop/out

Paginaldel

Normal return from subroutine COBYLA

NFVALS = 94 F = 2.307424E+03 MAXCV = 0.000000E+00
X = 6.825178E-02  9.012399E-02

RESULTADO: k=0.0682517752716, beta=0.0901239863933

Dados (R, v(r))
3, 204.64600048

4, 206.664987762

5, 208.24474307

6, 209.544457047
7, 210.649676164
8, 211.611771301
9, 212.464046062

10, 213.229340017
11, 213.924007037
12, 214.560164265
13, 215.147042631
14, 215.691838176
15, 216.200270613
16, 216.676962258
17, 217.125702547
18, 217.549637274
19, 217.951406889
20, 218.333249493
21, 218.697078831
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