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Resumo

A formulacao canonica de Arnowitt-Deser-Misner para a relatividade geral é estendida
para a teoria de brana-mundo covariante em um numero arbitrario de dimensoes. O
acesso exclusivo das dimensoes extras pela gravitacao faz uma diferenca significativa,
implicando na constru¢ao de uma teoria candnica sem vinculo Hamiltoniano. Os esta-
dos quanticos da geometria da brana-mundo sao definidos pela equacao de Tomonaga-
Schwinger, cujas as condicoes de integrabilidade sao determinadas por perturbagoes
classicas de subvariedades contidas no teorema de imersoes diferenciaveis de Nash. Em
principio, a teoria quantica de brana-mundo pode ser testada por experimentos em as-
trofisica e num futuro proximo em experimentos de laboratorios na escala Tev de energia.
Aplicagoes a perda de informagao nos buracos-negros, a cosmologia acelerada, e a teoria

matematica quantica de subvariedades quadridimensionais sao brevemente comentadas.
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Abstract

The Arnowitt-Deser-Misner canonical formulation of general relativity is extended
to the covariant brane-world theory in arbitrary dimensions. The exclusive probing of
the extra dimensions makes a substantial difference, allowing for the construction of a
non-constrained canonical theory. The quantum states of the brane-world geometry are
defined by the Tomonaga-Schwinger equation, whose integrability conditions are deter-
mined by the classical perturbations of submanifolds contained in the Nash’s differen-
tiable embedding theorem. In principle, quantum brane-world theory can be tested by
current experiments in astrophysics and by near future laboratory experiments at Tev
energy. The implications to the black-hole information loss problem, to the accelerat-
ing cosmology, and to a quantum mathematical theory of four-sub manifolds are briefly

commented.
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Capitulo 1

Introducao

A Mecanica Quantica e a Relatividade Geral sao duas teorias de sucesso na confrontacao
com resultados experimentais. Ambas as teorias apresentaram a importancia do papel
do observador e do processo de medida em uma teoria fisica. A Mecanica Quantica
revolucionou a fisica com a afirmagao de que uma particula em regime quantico nao
tem uma trajetoria definida, experimentalmente comprovado, mas tem limite classico
compativel com a fisica Newtoniana. Por outro lado, é sabido que a trajetéria de um
corpo submetido a um campo gravitacional é determinada univocamente pelas equacoes
de Einstein através da geometria do espago-tempo. Portanto a Relatividade Geral é uma
teoria eminentemente classica nos seus métodos de observacao. Mas, em principio nao
ha impedimento formal ao desenvolvimento de uma teoria quantica da gravitacao. De
fato, existem diversas motivagoes para uma teoria quantica da gravitagao, como veremos

a seguir.
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1.1 Razoes para uma Teoria Quantica da Gravitacao

1.1.1 Unificacao

Nao parece natural, na comparacao com as demais interagoes fundamentais, somente a
gravitagao nao ter um comportamento quantico. Assim como a natureza deve apresentar
uma unidade, as leis da fisica que a representam devem ser unificadas.

A historia da fisica é caracterizada por uma progressiva unificacao de varias teorias
diferentes, descrevendo fenomenos aparentemente diferentes, em uma nova teoria unifi-
cadora. Por exemplo, o movimento de queda livre baseado na lei de inércia de Galileo e
a mecanica celestial dos movimentos dos planetas de Kepler foram unificadas na teoria
da gravitacao universal de Newton; fenomenos como a eletricidade, magnetismo e éptica
foram sintetizados na teoria eletromagnética de Maxwell; a teoria quantica de campos
¢ uma uniao da teoria classica de campos, relatividade especial e mecanica quantica,
sendo que a teoria quantica de campos fornece o suporte mateméatico com o qual a
eletrodinamica quantica é formulada, apresentando uma descricao unificada da teoria
de Maxwell e a mecanica quantica; A teoria eletrofraca de Glashow, Weinberg e Salam
incorpora a forca nuclear fraca e a eletrodinamica quantica. As forcas eletromagnética,
fraca e forte, exceto a gravidade, sao formuladas como uma teoria quantica de campos
renormalizavel e sao todas governadas pela existéncia de uma simetria de calibre. Todos

estes processos de unificacao tem tido sucesso do ponto de vista experimental.

1.1.2 Fisica na Escala de Planck

E geralmente admitido que a gravitagao quantica se manifesta apenas na escala de energia
de Planck, a qual é inacessivel por experiéncias diretas. Varias questoes surgem neste

contexto: O que acontece na escala de Planck? Quais tipos de fenomenos fisicos sao
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esperados? Ou ainda, como pode ser descrita a fisica em um regime de energia onde nem
os efeitos gravitacionais e nem quanticos podem ser negligenciados?

Na escala de Planck a representacao classica do espago-tempo como uma variedade
diferenciavel de quatro dimensoes talvez nao se aplique, pois a geometria do espaco-
tempo apresentaria flutuagoes quanticas sujeitas ao principio de incerteza de Heisenberg,
implicando na quebra da estrutura causal do espaco-tempo, comprometendo a estrutura
de cone de luz e a distincao de regioes do tipo espacial e do tipo temporal. Entretanto
nao se sabe exatamente o que significa flutuacoes quanticas da geometria, pois a nocao de
geometria quantica advém da gravitagao, pelo menos no contexto da Relatividade Geral.

A existéncia de singularidades gravitacionais pode ser uma indicacao que a teoria da
relatividade geral estd sendo aplicada além do seu dominio. Portanto, a consideracao
que a curvatura do espago-tempo pode crescer ilimitadamente, nao pode ser usada para
resolver singularidades como o big bang, o big crunch, ou um buraco negro. Além disso,
a relatividade geral tem sido testada com sucesso somente na escala do sistema solar, que
apresenta um cenario muito simples comparado com as atuais observacoes em astrofisica
e cosmologia.

Portanto, efeitos quanticos gravitacionais devem ter sido importantes nos primeiros
momentos do big bang, quando as dimensoes do universo tinham a mesma ordem de

grandeza do comprimento de Planck (107%3¢m), que corresponde a energia de Planck.

1.2 Tentativas de Quantizacao da gravitacao

Na teoria quantica de campos, o procedimento para a quantizacao de um campo é tradi-
cionalmente perturbativo, em contraposicao ao processo canonico. Durante muitos anos
suspeitava-se que o método perturbativo nao se aplicaria a gravitacao devido a dimen-
sionalidade da constante gravitacional de Newton G, que é a constante de acoplamento

com a matéria. Entretanto a divergéncia do método perturbativo para a gravitacao foi
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confirmada definitivamente pelo tabalho de Goroff e Sagnotti [45]. Por outro lado, G.
't Hooft mostrou que todas as demais interagoes fundamentais sao perturbativamente
quantizaveis (isto é, Yang-Mills é uma teoria renormalizavel). Entretanto, A. Asthekar
argumentou, com base em exemplos que apesar da gravitacao nao ser perturbativamente

quantizéavel, ela poderia ser canonicamente quantizavel [14].

A seguir faremos um breve relato das principais tentativas de quantizacao canonica

da gravitagao.

a) Quantizagao de Dirac

Uma formulacao canonica ou Hamiltoniana para gravitacao é um passo importante
para o sucesso de qualquer teoria fisica de campo, ja que ela permite, em principio,
caracterizar a energia do campo. Para isso, torna-se necessario definir um parametro
de evolucao que tradicionalmente é tomado como sendo o tempo. Como a gravitacao
deforma o espago-tempo, a separacdo do espago-tempo em espaco (hipersuperficie tridi-
mensional) e tempo, onde o a hipersuperficie seria o elemento a evoluir e o tempo o

parametro de evolugao, parecia ser a solucao mais natural.

No final dos anos 50, Dirac [1] propos um esquema de quantiza¢ao do campo grav-
itacional através da deformagao de uma hipersuperficie do tipo espacial tridimensional
na direcao temporal, ou seja, usando um sistema de coordenadas preferencial. Dirac
precisou restringir a perturbagao da hipersuperficie tridimensional na direcao temporal
e fixar o sistema de coordenadas da hipersuperficie para que o processo de quantizacao
pudesse ser resolvido, no entanto, esta restricao tira o carater difeomorfico do processo

de quantizacao, o que contraria um dos principios da teoria da relatividade geral.

Apesar de Dirac ter obtido corretamente a Hamiltoniana nao nula, a quebra da co-

variancia generalizada foi suficiente para que o processo fosse rejeitado.

b) Quantizagao ADM
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Em 1961, Arnowitt, Deser e Misner (ADM) [4] seguindo essencialmente a mesma
idéia de Dirac da separagao do espago-tempo em hipersuperficies tridimensionais evoluindo
no espago-tempo, procurando restaurar o difeomorfismo formularam a versao Hamilto-
niana da Relatividade Geral, postulando que a evolucao da hipersuperficie se processa
ao longo de uma direcao arbitraria, mantendo a covariancia da teoria. Um primeiro
problema que surgiu foi o anulamento da Hamiltoniana classica. E importante notar que
Misner, no trabalho extraido de sua tese, entitulado Feynman Quantization of General
Relativity [5] (onde o propagador de Feynman para uma hipersuperficie tridimensional
foi estudado) de 1957, ja havia chegado a conclusdo que o operador hamiltoniano asso-
ciado a uma equacao do tipo Schrodinger para a gravitagao deveria ser nulo para que o
difeomorfismo entre as hipersuperficies tridimensionais fosse mantido. A Hamiltoniana
nula nao é realmente um impedimento, pois o prépio Dirac ja havia desenvolvido um
procedimento alternativo, conhecido como quantizacao de sistemas vinculados, no qual
seria suficiente o cédlculo dos parénteses de Poisson e sua propagacao. Posteriormente
constatou-se que os parénteses de Poisson nao sao covariantes no caso da gravitacao
(este problema ficou conhecido como o problema do tempo). Portanto, o procedimento

ADM nao produzia os resultados desejados.

Convém salientar que tanto no caso de Dirac quanto no ADM, a visao quantica da
gravitacao era a de uma variedade diferencidvel 3-dimensional que apresentava modos

quanticos de oscilagao dentro do espaco-tempo.

¢) Cosmologia Quantica

A cosmologia quantica desenvolveu-se principalmente, devido aos trabalhos de Hartle
- Hawking(1983) [46] e Vilenkin (1988) [47], que tratavam da possibilidade de construir
uma teoria quantica nos moldes da teoria de Hamilton-Jacobi, aplicada a gravitacao Eu-
clidiana, onde se estuda a propagacao de uma hipersuperficie. A equacao correspondente

foi desenvolvida por J. Wheeler e B. S. de Witt.
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A caracteristica principal da cosmologia quantica é a sua independéncia do tempo.
Assim ela nao teria inicio nem fim. A recuperacgao do tempo cldssico se tornaria o maior

problema desta teoria.

d) Gravitagao Semi-Cléssica
Foi uma teoria desenvolvida durante a decada de 70, principalmente, por L. Parker

48], S. A. Fulling, P. C. W. Daves e W. G. Unruh [43]. Com base na equacao de Einstein

cuja fonte é o valor esperado de um campo quantico

1
Rag = 5Rgap = 871G (§ | Tag| ¥) - (1.1)

Uma aplicacao importante dessa equacao foi a descoberta de Hawking da radiagao quantica
de um buraco negro [35], bem como o teorema de perda de informacao quantica em bu-

racos negros.

e) Supercordas

Apesar de nao ser uma teoria consolidada, a teoria de cordas ¢é freqiiéntemente citada
como a unica teoria viavel da gravitacao quantica.

A teoria de cordas surgiu a partir do trabalho de Veneziano, apresentado para resolver
a questdo do confinamento de quarks (ressonancia dual) [21]. Segundo Veneziano o
confinamento se devia de uma forcga forte entre dois quarks, unidos pela linha de forga,
que poderia ser vista como uma corda.

Y. Nambu (1970) [22] propos que a corda seria o objeto fundamental e os quarks
apenas seriam as condigoes de contorno para a corda. Segundo Nambu, a corda deveria
mover-se no espago-tempo através da acao que descreve uma superficie minima de duas

dimensoes (a folha mundo) dada por

S = ~T [ dodr\/(XX)? - X2X".

Onde X é um vetor posicao da corda em um espaco de fundo, que é em principio um



CapriTULO 1. INTRODUCAO 7

espago-tempo D-dimensional, o e 7 sao parametros de evolucao da folha mundo, 7" é a

~ y ’ . « A . ~
tensao da corda, X = %—)T( e X = %—f. Observou-se que a invariancia das equagoes com
o grupo de Lorentz vale somente se a dimensao do espago-tempo for D = 26. Posteri-
ormente, com a introducao da supersimetria conseguiu-se uma reduc¢ao da dimensao do

espago-tempo para D = 10 e a teoria passou a ser chamada de teoria de supercorda [50].

A teoria de cordas nao é uma teoria de campos local, mas sim de objetos extensos
(as cordas) que sao quantizados perturbativamente. Os campos aparecem apenas em um
limite da teoria, inclusive a gravitagao 4-dimensional apés uma reducao dimensional e

em limite cléssico.

Existem atualmente cinco teorias de cordas: Tipo I (abertas ou fermionicas), Tipo
ITa (SO(32)) (fechadas ou bosénicas), Tipo IIb (SO(32)) (fechadas orientadas), Tipo II
Heterética (SO(32)) e a Tipo II Heterdtica Eg x Es. Cada uma dessas cinco teorias sao

definidas em um espaco-tempo de 10 dimensoes.

Um problema crucial em teoria de cordas é o cancelamento de anomalias quanticas,
isto é, o surgimento de correntes que nao sao conservadas quanticamente, mas o sao
classicamente. Este cancelamento vale somente se as cordas tiverem uma simetria interna
SO(32) ou o grupo excepcional Fg x Eg.

Estas cinco teorias de cordas sao atualmente vistas como diferentes aspectos de uma
unica teoria de 11 dimensoes, chamada Teoria M. Através da compactificacdo de uma
das dimensoes e correspondéncias especificas, chamadas dualidades, pode-se recuperar
cada uma das cinco teorias. Na teoria M pode-se identificar, além das cordas, outras
variedades imersas, as p-branas que sao subvariedades de dimensao p imersas no nosso
espago estrutural (agora com 11 dimensoes) e gerando uma brana-mundo de p + 1 di-
mensoes, igualmente imersa no espaco estrutural e que se move dinamicamente em uma
regiao delimitada por branas fixas atuando como condigao de contorno de Dirichlet (D-

branas).
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f) Teoria de Lagos

Em 1986, Ashtekar [14] propds a quantizagao canonica da gravitagao usando variaveis
auxiliares. Segundo a proposta, a quantizacao da variavel auxiliar induziria a quantizacao
do campo gravitacional desde que a mesma esteja associada a geometria do espago-tempo.
Esta varidvel auxiliar seria a conexao (A,) associada ao grupo de holonomia das triadas
que percorreriam um caminho fechado () nas superficies espaciais do espago-tempo.
Como se sabe, este grupo é isomorfo ao SO(3), que por sua vez é isomorfo ao SU(2).

Entao, usa-se a acao definida através da integral de Wilson

Ty, Al :=trP [ exp | $§dS°A4, | |,
ol

onde P é o operador de ordenacdo e A, seria a conexao associada ao SU(2). Como
esta integral estd associda a curvatura do espago-tempo, a quantizacao de A, implica na

quantizacao da acgao, ou seja, da geometria 3-dimensional.

A teoria quantica da gravitacao via lagos surgiu em 1987 como uma teoria de calibre
da gravitagao, tendo o grupo de holonomia das triadas como grupo de calibre, e a conexao

A, associada seria aquela contida na integral de Wilson.

A teoria dos loops apresenta uma vantagem em relacao a teoria de cordas, qual seja,
nao necessita de dimensoes extras e nem de um espago de fundo fixo. Isso permite que a
teoria seja construida em qualquer sistema de coordenadas e que seus resultados sejam
transparentes a mudanca de sistemas de coordenadas, essa covariancia ¢ a esséncia da

relatividade geral.

O proposito do nosso trabalho é mostrar que existe uma alternativa interessante a

quantizagao da gravitacao, que é a teoria covariante de branas-mundo.
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1.3 Teoria das Branas-Mundo

Em 1998 surgiu uma nova teoria multidimensional derivada da teoria M e da teoria de
Kaluza-Klein motivada pelo problema da hierarquia das interagoes fundamentais. Esta
teoria se chamou de teoria de Branas-mundo. O argumento bésico é que nao existe
evidéncia experimental deste desnivel energético entre os dominios das interagoes, por-
tanto parece plausivel a hipétese de que a gravitacao pode ser também efetiva a 103GeV
(e nao somente em 10¥GeV).

A teoria das branas-mundo originalmente proposta por N. Arkani-Hamed, G. Dvali
e S. Dimopolos [10], influenciada pela teoria de Horava-Witten [12], onde o espago-
tempo 4-dimensional é uma subvariedade imersa no AdSs, no qual estariam confinan-
das as interacoes de calibre. Entretanto, na brana-mundo, o AdSs foi substituido por
uma variedade Riemanniana Vp, a qual seria também uma solucao da equagao de Ein-
stein. Portanto, enquanto a gravitacao é multidimensional, as interagoes de calibre sao
4-dimensionais. Assim, a gravitacao classica 4-dimensional seria a geometria da folha-
mundo gerada pelo movimento de uma 3-brana no espaco de imersao. O problema da
hierarquia era resolvido através da proposta de uma nova escala fundamental de energia
efetiva Mpj(41n), na ordem de T'ev, a mesma da escala eletrofraca.

Considerando apenas os principios fundamentais das branas, como originalmente
proposto por N. Arkani-Hamed, G. Dvali e S. Dimopolos, é possivel descrever a teoria
das branas de modo consistente, podendo ser verificada experimentalmente em futuro
proximo. Esses principios fundamentais sao:

a) O espago de imersao (o bulk) é uma soluc¢ao das equagoes de Einstein;

b) A brana-mundo é uma variedade 4-dimensional imersa em um espa¢o D-dimensional;

c) As interacoes de calibre e a matéria ordinaria permanecem confinadas a brana-
mundo de quatro dimensoes.

Mostraremos adiante que estas trés condicoes, aliadas aos teoremas mais gerais de

imersao de variedades diferenciais permitem descrever as equagoes dinamicas das branas,
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inclusive em sua formulagao canonica, com hamiltoniano nao nulo.

10



Capitulo 2

Quantizacao ADM

O procedimento de quantizagao canonica da relatividade geral requer que a teoria seja
colocada na forma canodnica, e uma das formas de se conseguir isso é através da decom-
posigao (3 + 1) do espago-tempo, ou seja, um folheamento do espago-tempo em hipersu-

perficies tridimensionais ao longo de uma direcao arbitraria.

2.1 Formalismo ADM

O procedimento de R. Arnowitt, S. Deser e C. Misner [4] (ADM) apresentado em 1962 é
o modelo bésico da quantizagao de uma variedade 3-dimensional imersa em um espaco-
tempo quadridimensional. Este procedimento pode ser generalizado para qualquer var-
iedade de dimensdao m imersa em um espaco de dimensao D . A peculiaridade que
se destaca no caso da imersao de uma variedade 3-dimensional em um espaco-tempo
quadridimensional que é solucao das equagoes de Einstein, deve-se aos demais postula-
dos da relatividade geral, principalmente o da covariancia generalizada.

O formalismo ADM fornece uma formulacao canonica da relatividade geral através da

consideracao de uma variedade espaco-temporal M, equipada com a métrica G,,,,, folheada

11
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por uma familia de hipersuperficies tridimensionais ¥; do tipo espacial, realizando assim
um decomposi¢ao (3+1) de uma geometria originalmente quadridimensional.

Para obter a formulacao hamiltoniana da relatividade geral, considerar-se-4 uma
hipersuperficie tridimensional 3 parametrizada pela varidvel de imersaol) X#(z7) , e cada
ponto no espago-tempo tera uma base vetorial {X " 77“} composta por vetores tangentes
X,l; e por um vetor unitario normal n* de modo que os vetores desta base obedecem as

seguintes relacoes:
‘X/;X,Zgw’ = Gij> X,ﬁ‘tnygyv =0, n“ﬁ”g;w = -1, (2~1)

onde g;; ¢ a métrica de X.
Agora, deformando a hipersuperficie ¥ através da variavel temporal ¢, constréi-se
uma familia uniparamétrica de hipersuperficies do tipo espacial parametrizadas por Z# =

Zr(t,x"), onde Z* obedece as seguintes relagoes:
Z,I;Z,l;gl“/ = Gij» Zf;nug;u/ = O, (22)

sendo g;; a métrica de uma hipersuperficie deformada.
Na deformacao das hipersuperficies, a medida do tempo préprio entre as hipersu-

perficies é dada pela funcao lapso N (¢, x?)
dr = N (t,2") dt; (2.3)
N? ¢ a funcao shift que relaciona coordenadas entre hipersuperficies vizinhas
=~ N (t,27) di (2.4

considerando a expressao (2.3) e o sistema de referéncia Gaussiano {Z‘j ,77“} podemos
definir o vetor normal 7, = (=N, 0,0,0).

Notando que {Z*j } ¢ a base tangente a variedade 3-dimensional ¥J;, podemos escrever

99" 21,20, = GuG" 4+ G . (2.5)

1Os indices gregos referem-se ao espago-tempo quadridimensional (0..3) e os indices em latim referem-
se & coordenadas na hipersuperficie tridimensional (1..3)
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Portanto os termos de G,,, podem ser calculados a partir da expressao

gp,z/ = Z,Zuzfygz] - 77;”71/7 (26)
e entao
Goo = Z,Z%9" —nono = gy N'N? — N* (2.7)
—_ ~~

NiNjgij N2
Gro = Z5.Z497 —memg = gy N’ (2.8)

6 N7gi; 0
Gu = Z,.Z7¢7 - = g 2.9
kl k<09 Nk, = Gkl (2.9)

5}.6%9is ’

Finalmente obtém-se a forma do tensor métrico covariante

gijN'N7 — N? i N7
Gw=1|"" | ’ : (2.10)
g NV Gkl
e através de uma algebra simples, que relaciona componentes contravariantes e covari-

antes, pode-se encontrar o tensor métrico contravariante

1 NI

gv=| oY (2.11)
% gl] - NN];U

Para prosseguir usaremos a curvatura extrinsica k;;. A curvatura extrinsica é definida
através da derivada covariante de uma componente do vetor normal n* em relagao a uma
coordenada da hipersuperficie, o que é expresso pelo transporte paralelo do vetor normal
7, a esta hipersuperficie de um ponto a outro infinitamente préximo nesta hipersuperficie,
como mostrado na figura (2.1).

Para o caso do formalismo ADM, a curvatura extrinsica tem a forma

Uma vez definida a curvatura extrinsica, podemos inseri-la na equagao de Gauss, cuja

dedugao pode ser acompanhada em [33]. A equagao de Gauss, proveniente da imersao da
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Figura 2.1: Curvatura extrinsica de uma hipersuperficie

hipersuperficie no espago-tempo, relaciona o tensor de curvatura do espago-tempo com o

tensor de curvatura da hipersuperficie definida na base { Z’j , n”}; e tem a seguinte forma
RHV'YPZ:L;ZZZ,’LZ,’E - Rijk:l + kikkﬂ - kilkjk- (213)

Contraindo a equacao de Gauss (2.13) e usando a relac¢do (2.6) calcula-se o tensor

escalar de Ricci do espago-tempo

R =R~ (K* ~ 1) = 2Ry’ + Ryt 17 (2.14)

0

onde R é o escalar de curvatura do espago-tempo e onde K? = —ky;k, h = g7k;;. O

tensor de Ricci R, do espago-tempo nos dé

h
Ruapt = (K24 51). (2.15)

eliminando o termo de divergéncia 0h/0t a agdo de Einstein-Hilbert se decompoe

CcOo1mo

S[gij’]\uvi] = / g \/E [R + (K2 -+ h2)] dgfbdt, (216)
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e os momentos canonicos conjugados as variaveis dinamicas  g¢;;, N, e N;  calculados

a partir da densidade Lagrangeana

L=VG[R+ (K*+h?] (2.17)
Sa0:
; oL oL

P = <agij> = _Qak:ij = — (k" + hg")V/G (2.18)

ot

oL
= () =0 (2.19)

ot
I = o _ oL _ 0. (2.20)

(%) (%)

Para uma densidade qualquer W(Z# (¢, z")), a variagao dW no sistema de coordenadas
ZH* é dada por
aw

usando a regra da cadeia

AV AW AZ AW dZ

= - 2.22
di 420 @l dZi di (2:22)
obtemos
aw  dw aw .
— = —N -N* 2.23
i dzo Taz (2:23)
identificando % =W, e g?ﬁ =W, , podemos escrever
d .
integrando em uma regiao {2 de >
dW A
= [ [WoN + WiN'] d’x. (2.25)

At Jq
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Em particular a densidade hamiltoniana também pode ser expressa nessa forma.

Usando a transformada de Legendre

dg
== - 2.2
=" £ (2.26)
e as equagoes (2.17), (2.24); entao
H =p" [GuwoN + Gu:N'] —VG [R+ (K*+h?)], (2.27)
onde denotamos
dG,.
= = 2.2
g,uu,a dZa Y < 8)
e lembrando que v—G = /g, encontramos
Ti=={ZW”QNMO——w@?{R—+(I(2+-h2ﬂzvﬁ}zv-+zwygumﬂvé (2.29)
Finalmente,
H = HoN + H;N*, (2.30)
com
Ho = p"Guo— VG R+ (K*+1%)] g (2.31)
H;, = puyg,uu,i- (232)

A partir da transformada de Legendre e da equacao de Euler-Lagrange, chega-se no

importante resultado

— . = A : = ;i = 0. 2.34
at (am) ONi T N 0=" (2:34)
Portanto resulta de (2.30) que

H =HoN +H;N" =0, (2.35)

significando que o sistema possui vinculo Hamiltoniano.
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Esse resultado significa que o procedimento de quantizacao pode ser feito pelo método
de Dirac para sistemas com vinculos. Nesse caso o que se procura ¢ a evolucao da
estrutura dos parénteses de Poisson, que infelizmente nao é covariante por difeomorfismos.
Esse problema ficou conhecido como o problema do tempo na Relatividade Geral [16]
[17].

As dificuldades do procedimento ADM decorrem das componentes N?, que sdo as
componentes tangentes da perturbagao da geometria ¥. Como o sistema é covariante por
difeomorfismos, é possivel transformar uma componente espacial N* em uma componente
temporal N e vice versa. Como no procedimento canonico H é o operador de translacao
temporal, essa caracteristica nao se mantém com difeomorfismos.

Devemos salientar que Dirac, mesmo antes do desenvolvimento do ADM, ja havia
mostrado que se N* = 0 a Hamiltoniana nio se anula e o sistema torna-se perfeitamente

quantizavel.



Capitulo 3

Branas-Mundo

A teoria das branas-mundo considera o espacgo-tempo como uma hipersuperficie imersa
em um bulk, resultante do movimento de uma 3-brana imersa no mesmo bulk.

Como ja foi dito anteriormente, os principios fundamentais da brana-mundo sao
apenas tres:

a) O espago de imersao (o bulk) é uma soluc¢ao das equagoes de Einstein;

b) A brana-mundo é uma variedade 4-dimensional imersa em um espago D-dimensional;

c) As interacoes de calibre e a matéria ordinaria permanecem confinadas a brana-

mundo de quatro dimensoes.

3.1 As Equacoes de movimento da Brana-mundo

Para tratar da formulagao da teoria das branas-mundo é suficiente usar imersoes locais
porque, como na relatividade geral basta descrever um campo gravitacional local (embora
os imersoes globais possam ser de interesse em teoria de cordas e em cosmologia). A
imersao serd isométrica porque se quer a mesma nocao de gravitacao: A métrica do bulk
induz a métrica da brana-mundo. Finalmente, porque a brana-mundo evolui dentro do
bulk, com sua geometria métrica que varia com as dimensoes extra, a imersao nao deve

ser rigida. Em outras palavras, a equacao de Einstein no bulk induz uma dinamica na

18
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imersao que ¢ descrita pelas equacoes de movimento da brana-mundo. Uma dificuldade
associada com essa dindmica (em uma dimensao extra apenas) das hipersuperficies brana-
mundos em um bulk de curvatura constante é devido a um resultado geral em geometria,
mostrando que nesse caso, se um hipersuperficie tiver mais de dois raios de curvatura
finitos ¢;, entdo ela se torna indeformével [33]. Isto significa que hd um determinado grau
de rigidez associado com as perturbacoes, impedindo a geracao de umas configuragoes

mais complicadas da geometria de imersao.

Por outro lado, existem uns bons argumentos que indicam que a imersao nao deve
ser analitica. De fato, a condigao de analiticidade (no sentido que as fungoes de imersao
sao representadas pela convergéncia da série de poténcias positiva) é uma exigéncia
muito forte para descrever um campo de altas energias tal como o graviton, cujas as
propriedades ainda nao conhecidas podem ser obscurecidas pela exigéncia da analitici-
dade [44]. Entretanto, muito dos teoremas de imersao que, no passado, empregavam
funcoes analiticas sao agora resolvidos pelo teorema de imersao diferencidavel de Nash
[23]. Conseqiientemente, a maioria de nossos argumentos serao baseados em imersoes

diferencidveis.

Uma propriedade interessante do procedimento usado por Nash ao tratar do problema
de imersao, é a nogao de perturbagao de uma subvariedade arbitraria imersa . Desta forma
pode-se gerar qualquer subvariedade imersa deformando ou perturbando a subvariedade
dada ao longo das dimensoes extra. Mas a importancia real deste procedimento é a sua
interpretacao fisica. O método perturbativo é similar a formulacao candnica de Dirac do

campo gravitacional para um sistema especial de coordenadas

Denote por g,s a métrica de uma variedade 4-dimensional arbitrariamente dada V/
(a brana-mundo antes da perturbagao) e por Gap a métrica do bulk Vp. A imersao
local isométrica de V; é dado por uma aplicacdo X : V; — Vp, com componentes X,

D = 4 + N satisfazendo as equacoes de imersao discutidas no apéndice Al

1Usa-se a seguinte notacao: Os indices em latin maitisculos referem-se ao bulk, com G4p. Os indices
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XAXEGap = G X7 Gan =0, 127 Gan = Jas (3.1)

onde as componentes com uma barra em cima referem-se a V. Aqui 72 sdo as compo-
nentes dos N vetores independentes normais a V. Considere em seguida um deslocamento
de uma coordenada local de imersdao X ao longo de cada sentido normal 777"

E importante dizer que a perturbacao de Nash é feita ao longo das normais, inde-
pendentemente em cada direcao normal. A razao dessa limitacao é desconhecida e da
margem a uma possivel generalizacao daquele teorema.

De fato, na sua apresentacao original do teorema, Nash denota os termos geométricos
perturbados com relacao a um tunico parametro por &, referindo-se a variacao de x ao
longo de qualquer normal, sem distingdo. Aqui colocaremos a questao de forma mais
geral, com a perturbacdo de uma geometria descrita por coordenadas de imersao X4, ao
longo de uma direcao normal 7, pelo deslocamento local de X4 produzido pelo grupo de

difeomorfismo com um parametro y*. Dito de outra forma, pela sua derivada de Lie [41]

yaf,,aXA =y [na, XA] ) (3.2)

Portanto, obtemos uma nova variavel de imersao dada por
ZA= x4yl X4 (3.3)

o que permite uma descricao do teorema de Nash em uma base formal mais geral e que
permite a mencionada generalizacao.

Um detalhe interessante a ser analisado é: Como temos N normais independentes 7,,
com componentes 7t em uma base arbitraria do espaco de imersio, qual o comportamento
da perturbagao ao longo de 7, em relacao a 7,7 Como dissemos, o teorema de Nash nao

trata desse assunto, embora admita existéncia de véarias normais. Isto significa que na

em latin minusculos referem-se as dimensoes extra e todos os indices gregos referem-se a brana. O R
denota sempre curvaturas do bulk, como em Rapcp. Por generalidade serd denotado G = |det(Gap)|
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sua forma original a variacao de uma normal 7, na dire¢ao de outra normal 7, é ignorada
Loy =0 (3.4)

e portanto cada diregao normal é tratada independentemente da outra. Uma condigao

mais geral para o teorema seria que

Ly, = [Masm] # 0. (3.5)

Nesse caso é possivel expressar este comutador em termos da algebra de Lie do grupo de
rotacoes dessas normais. Usando a métrica g,;, do espaco normal é possivel descrever este
comutador na base de Killing da algebra de Lie, o que seria proporcional as constantes

de estrutura f,7. do grupo de rotagoes das normais.

L3 = [Tl ] = fapTle: (3.6)

onde f¢ seriam as constantes de estrutura da algebra de Lie do grupo de rotacao dos
diferentes 7,.

Aqui tomaremos cada direcao separadamente, ou seja
2= X0+ (LX) g =+ (" L)t = (3.7)

onde y* denota as coordenadas extras ao longo de 7,. O resultado pode ser uma outra
subvariedade imersa no mesmo bulk. A existéncia, unicidade e a natureza desta imersao
dependem do requerimento que se faz sobre ela.

Portanto, considerando a situacao mais geral onde as fungoes de imersao sao funcoes
diferenciaveis, a imersao pode ser obtida pelo procedimento de perturbacao descrito
acima. Além de serem diferenciaveis, a unica exigéncia adicional feita por Nash é que
as fungoes de imersao sejam também regulares de modo que localmente a imersao seja
inversivel. Com isso, os vetores {Zﬁ, nf} definem um sistema de referéncia gaussiano do
bulk sobre a brana-mundo.

As equagoes de imersao similares ao (3.1) (mas agora dependente em y*) sao:
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ZﬁzﬁgAB:g;wa ZﬁnaBgAB:guaa nfnl)BgAB:gab (38)

Novamente, como Zﬁ ¢ uma base tangente a variedade perturbada. Segue-se da primeira
das equagoes acima que g“"ZﬁngAB = G28Gup — ¢™ga. Usando o restante destas
equagoes, segue que

92,25 =GN — gty (3.9)

Os componentes basicos da métrica perturbada podem ser calculados pela substituicao

direta de Z4 e de n;' derivados de (3.7) em (3.8):

g;w(x7 y) - Z:?LZEQAB - g/,w_ 2yal_€,u1/a +

Y'Y (0" Kpaakuss + 9 ApeaAvas), (3.10)
Gua(z,y) = ZonPGus =y Auas, (3.11)
gar(z,y) = 031 Gan = Gab (3.12)

e as novas segunda e terceira formas fundamentais sao

kuua($a y) = _nf,uzﬁgAB =
];:,uzxa_ ybgaﬂ]_f,uaal_ﬂyﬁb _ngybA,ucaAudbu (313>
Auab (ZL’, y) = nﬁunngB:Auab(I) (3 14)

De (3.10) e de (3.13) obtém-se a relacao de York para a curvatura extrinsica, estendida

as variaveis extra y:

109,
kuya - —§a—ya (315)
Isto significa que além do campo gravitacional da brana-mundo representado pelo tensor
métrico g,,, a curvatura extrinsica também se propaga. E interessante observar que essa

relagao foi usada por Nash na sua definigao original da perturbacao com a notagao g,

Diferentemente, A4, nao se propaga no bulk.



CAPITULO 3. BRANAS-MUNDO 23

A etapa seguinte é decidir qual a geometria do bulk. No caso da brana-mundo nao ha
muita discussao sobre isto porque sua geometria foi definida pelo principio de Einstein-
Hilbert. Conseqiientemente pode-se comecar escrevendo seu tensor R pcp de Riemann
que ¢ a estrutura mais geral que pode-se construir com a métrica e suas derivadas de

A1, obtemos as com-

segunda ordem. Usando o sistema Gaussiano de referéncia {Z4, 7/

ponentes Rapcp [33]:

Rapy6=29""kafymksjpnt RapcpZaZ525 2% (3.16)
ka[’yb;&]:gmnA['ymbkaﬂn—i_ RABCDZ:?;T]I)BZSZE (317)
2A['yab;5} :_ngnA[vmaA(S]nb

- gmnk['ymaké}nb_ RABCDT/fanZgZ? (318)

para simplificar a notacado usamos a seguinte convengao: os parénteses antisimétricos |, |
se aplicam apenas aos indices que estao mais préoximos dos parénteses.

Observe que estas nao sao de fato equacoes mas apenas expressoes das componentes
do tensor Ragcp de Riemann do bulk no sistema de referéncia da imersdao. Elas se
transfomarao em equagoes somente depois que as componentes Ragcop do lado direito
forem definidas. Neste trabalho, essa definicao é dada por uma solucao de equagoes de

Einstein D-dimensional

1
Rap — QRQAB = a, g (3.19)

com isso, as equagoes (3.16)-(3.18) transformam-se nas equagoes de Gauss-Codazzi-
Ricci para a brana-mundo, agindo como condigoes de integrabilidade da imersao. Es-
tas equacoes podem ser encontradas no apéndice A. Em principio deve-se resolver estas
equacoes em termos de ¢, Kuva, Auws € posteriormente substituir os resultados em

(3.10)-(3.14) para encontrar as varidveis de imersao Z4.
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As equacgoes de movimento da brana-mundo sao derivadas exclusivamente da tnica
agao presente, ou seja, da equagao de Einstein (3.19).
Assim, da contragao das equagoes de Gauss com g*” e usando (3.9), obtém-se o tensor

de Ricei da brana-mundo

Rw/ = g6d(gaﬁk#ackl/ﬁd - hckﬂl’d> + RABZaﬁZf

— 9" RapcontZ5Z5ny (3.20)

N

onde denotamos K% = gk k., ha = 9" ke and h* = g®h,hy. Uma outra contragao

desta, resulta no escalar de Ricci

R = (K?>—=h%)+R—29"Rapninp

+ """ RagconinPnSnt (3.21)

Pode-se agora escrever a agao de Einstein-Hilbert para a geometria do bulk em D-
dimensoes nos termos da geometria de imersao. Para completar a dinamica, inclui-se

também a Lagrangiana fonte do bulk £* no lado direito
/ RVGd v = / [R— (K* — h*)] VGd v +
/ 20" R asmini= g g™ Rapconininnl ] vVGdPv

= a, / L*/GdPv (3.22)

onde denota-se por a, a escala fundamental D-dimensional da energia.

Para obter as equagoes de movimento da brana-mundo, utiliza-se as variacoes de
(3.22) com respeito as variaveis dinamicas g,., guq € gap, Dotando que L* depende destas
variaveis através das variaveis de imersao Zﬁ. Um caminho mais simples consiste em
calcular as componentes do tensor de Einstein para a brana-mundo diretamente de (3.19)
no sistema de referéncia da imersao. Denotando as componentes do tensor energia-

momento nesse referencial, obtemos

* A =B * A B * _mx A B
TMV_TABZ7[J,Z,V7 Tua_TABZ7/L77a e ab_TABT/ My

a
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O confinamento das interagoes de calibre é conseqiiéncia da teoria de Yang-Mills, que
tem dualidade das formas diferenciais consistente apenas em quatro dimensoes. Assim

as unicas componentes do tensor energia-momentum 7% 5 nao nulas sao T}, ou seja,

1. =0, =0 (3.23)
e onde assumimos a defini¢ao de o, T},
Ty, = 81GT,,. (3.24)
Denotando

1
Q[U/ = gabkpuak:pub - gabh(zk,uub_g(KQ - h2)g,w (325)
Ww = 9“Rapcony Z5Z5n7

Wie = ¢"Ragcon,) 77222775

Usando (3.19), (3.20), (3.21) e o confinamento das interacoes de calibre, obtém-se a

equacao gravi-tensor
R —lR —Qu — W — ¢ RapnnE = 0.7, = 81GT, (3.26)
g Juv % pr — 9 TABT My = sl ), = s .
do trago da equagao de Codazzi (3.17) obtém-se a equagao gravi-vector

kP

pasp

B+ Apeak?E = Apah®+ 2Wpio = 200,(— T* ) (3.27)

N +2

e finalmente, contraindo (3.19) com  n4nf  obtemos a equagdo gravi-scalar
1 2 2
Sab = Sgar = 5 [R— K*+h?] ga = 0, (3.28)

onde Sup = g®Rapninf é as vezes chamado termo de Hawking-Gibbons, cujo trago

é S = g®S,,. Estas equacOes representam as equacoes covariantes do movimento da

brana-mundo, resultante das equacoes de Einstein do bulk, e das equagoes de imersao.
Como descrevemos a imersao da brana-mundo pelo processo perturbativo de Nash,

e as equagoes (3.26)-(3.28) foram deduzidas das condigbes de integrabilidade da imersao,
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concluimos que aquela imersao resulta do processo dinamico descrito por (3.26)-(3.28),
desde que o espaco de imersao seja definido pela agao de Einstein-Hilbert.

Isto é um resultado importante porque ele atribui o processo de formacao de objetos
geométricos (superficies, drea, volume e etc.) a dinamica de Einstein-Hilbert. Isto é,
Nash descreve a formacgao de objetos geométricos através da deformagao (perturbacao) de
estruturas mais simples, mas ele nao diz como isso se processa. Aqui estamos propondo,
pelo exemplo da acao de Einstein-Hilbert, a necessidade de uma acao fisica para que isso

ocorra.

3.2 As Equacoes Canoénicas do Movimento

Uma distin¢ao fundamental entre a dinamica das brana-mundos e a dinamica da rela-
tividade geral gravitacional ja foi comentada: O confinamento das interagoes do calibre
e o acesso exclusivo dos gravitons as dimensoes extra implica que a invariancia do difeo-
morfismo com respeito as variaveis extra é quebrada. Certamente, se esta simetria fosse
mantida, entao por uma simples transformacao das coordenadas no bulk poderia tornar
os campos do calibre nao confinados, e a solucao pretendida do problema da hierarquia
nao seria possivel, ao menos do ponto da vista da distincao qualitativa de Misner. Nesta
segdo mostra-se que isto implica no fato relevante que as equagoes (3.26)-(3.28) sao equiv-
alentes a um conjunto de equagoes canonicas relativo a uma familia das brana-mundos,
cujo o espaco de fase é definido com respeito as dimensoes extra.

O procedimento ¢ derivado da constru¢do de Tomonaga-Schwinger [19, 20] do for-
malismo de muitos tempos de Dirac, onde a familia de hipersuperficies de trés dimensoes
em M, cede lugar a uma familia de brana-mundo 4-dimensionais no bulk, caracterizada
pelos valores das coordenadas extras y®.

O momento conjugado a G4p, relativo a dimensao extra y* é definido por

oy®
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Em particular pode-se calcular os momentos conjugados associados as componentes da

métrica da brana-mundo.

oL 1 0L
13724 — _— = — Hy a Hy 329
7" (@ () ~ 200 (k" + hag" )G (3.29)
dy®
oL oL
Ha = = = 3.30
p ®) (ag#a> aA#ab 0 ( )
Oy
oL
ab o = =0 3.31
D (o) <8gab> ( )
oy¢

As tultimas duas equagoes expressam a hipdtese do confinamento, no sentido que nao ha
nenhum momento extrinsico para os campos confinados e correspondem a simplificacao
feita por Nash  [n,, 7] = 0. Portanto, o hamiltoniano correspondente ao deslocamento
ao longo de cada sentido ortogonal 7,, pode ser escrito diretamente da transformacao de

Legendre:

Ha(g7p) = pwj(a)g,uu,a — L=

1 | 3p? p%a) uw

onde denotamos p, = gu,,p?:). Usando essa Hamiltoniana obtemos as equagoes de Hamil-

ton relativas a coordenada extra y*, que sao

dgw  OHae B
i = s = 7] = 2l
dpiy Ha
w = 50 = Py Hal.
dy O Gy

E facil perceber que a primeira destas equagoes é equivalente a relacao de York (3.15)
escrita no espago de fase, dando a propagacao da métrica nos termos da curvatura
extrinsica. A segunda equacao da a propagacao da curvatura extrinsica expressada nos
112
termos de Play-
Para um dado funcional F(g,,,p,.) definido no espago da fase, podemos calcular os

parénteses de Poisson com cada Hamiltoniano H,

OF M, _ O6F M, OF
[f, Ha] - 5guV 6p/u/(a) - 5pl“/(a) 59!“’ B 6ya

, (3.33)
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o qual dé& a propagacao de F ao longo de y®. Isto é covariante somente com o grupo de
simetrias das dimensoes extra. Em particular, quando este paréntese se anula, F ¢é dito

ser conservado com respeito a essa simetria. Em particular interpreta-se as condicoes
[Ha, Hp] =0 (3.34)

como indicando que o Hamiltoniano correspondente a uma dimensao extra serd conser-
vado quando é propagado ao longo de outras dimensoes extras de acordo com a inde-
pendéncia das perturbagoes de Nash para cada direcao normal 7,. No exemplo particular
onde tém-se apenas uma dimensao extra, a afirmacgao acima significa que o hamiltoniano
é auto conservado. De outra forma, entao o paréntese (3.33) nao desaparece, e neste caso
¢ dado ao Hamiltoniano H, a interpretagao da propagacao cléssica funcional ao longo da
dimensao extra 7,. Portanto é possivel implementar a quantizagao extra-dimensional da
geometria da brana-mundo por uma generalizacao da equagao de Schodinger através do

procedimento de muitos tempos de Dirac-Tomonaga-Schwinger.



Capitulo 4

Teoria de Muitos Tempos de

Dirac-Tomonaga-Schwinger

No final dos anos quarenta Tomonaga e Schwinger trabalharam no desenvolvimento de
uma Teoria Quantica de Campos, seus métodos basearam-se no formalismo de muitos
tempos de Dirac [3], no qual um conjunto de N elétrons era associado a N equagoes
do tipo Schoredinger definidas para N tempos proprios. O limite continuo do conjunto
destas equagoes foi formulado por Tomonaga [19] para um campo relativistico definido
numa hipersuperficie o espacial tridimensional, com um tempo definido para cada ponto
desta hipersuperficie. Esta extensao geométrica do formalismo de muitos tempos de
Dirac era equivalente a representacao de interacao da Mecanica Quantica desenvolvida
por Schwinger [20].

O conteido das sec¢oes seguintes segue basicamente o livro texto de K. Nishijima [34].

4.1 Formulacao de Dirac

Dirac tentou construir uma equacao de Schrodinger para um conjunto de elétrons inter-
agindo com um campo eletromagnético. Para isso, ele considerou que todos os elétrons es-

tariam atrelados a um unico tempo, ou seja, para N elétrons teria-set; =ty = ... =ty =1t

29



CAPITULO 4. TEORIA DE MUITOS TEMPOS DE DIRAC-TOMONAGA-SCHWINGER 30

e portanto uma equacao de Schrodinger para um tnico tempo poderia ser construida,
com um Hamiltoniano H.,, descrevendo o campo eletromagnético e com potencial A(z;)

para o campo eletromagnético. Tal equacao tem a seguinte forma

0y (t) a
=g = [Hem* > Hi(wy,py, Alzy) | w(t) (4.1)
j=1
usando a transformacgao unitaria
U(t) = exp(ZtHem/h) (42)

pode-se transformar o potencial A(z;) em um potencial na representagdo de Heisenberg

A(xj,t) através de

Az, t) = U A(z))UR) ™ . (4.3)

Agora redefina a fungao de onda 1 (t) por

o(t) = U(t)p(b), (4.4)

e o Hamiltoniano do campo eletromagnetico H.,, é absorvido em ¢(t) e A(x;,t) através

de U(t) , o que permite escrever a equagao

zha(g—it) = (; Hj(xjapmA(inat))) o) - (4.5)

Nesse ponto, podemos considerar os multiplos tempos, definindo uma nova funcao

de onda @(w1,t1; 29,15 ...; TN, tN), POT

0p(x1,t1; T2, to; i TN, EN) _

h
' ot

N
(ZH](x]7p]7A(x]7t>)> qb(xl)tl;xQ;tQ; 7'TN7tN) (.] = 1727"7N)7
j=1
(4.6)

temos N equacoes de onda, as quais devem ser compativeis, e para isso é exigido que
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0? 0?

= 4.7
0tj6tk¢ 8tk8tj¢ (47)

o que implica nas seguintes condigoes
(H]Hk—HkH]) ¢($1,t1;$2,t2;...;$N,tN) =0 com j,k: 1.N . (48)

Estas condic¢oes sao chamadas de condigoes de integrabilidade, e o tinico termo que pode-
ria contribuir para o ndo anulamento do comutador [H;, Hy] ¢ o termo contendo o

potencial  A(z;,t), e portanto deve-se ter
[A(xj,t;), A(zg, t)] =0 com  jk=1.N . (4.9)

Como os valores esperados dos potenciais A(z;,t;) e A(xy,t;) devem ser resultados de
medidas, entdo, para que uma medida feita em A(x;,;) ndo afete uma medida feita em
A(xy, ty) € necesséario que distancia entre os pontos de coordenadas (x;,t;) e (v, ) seja
do tipo espacial, ou seja,

(ZE]' — Ik)z — (tj — tk)z >0 . (410)

Isto é, as particulas estao distribuidas em uma superficie espacial X.

A extensao do cenario de muitas particulas para uma teoria de campos pode ser
feita através da substituicao da distribuicao continua de particulas com suas respectivas
posicoes espaco-temporais, por uma hipersuperficie tridimensional espacial, onde cada
ponto tem o seu tempo propio atrelado. Tal extensao, como sera visto a seguir, é uma

teoria de muitos tempos para campos.

4.2 Formulacao de Tomonaga

Em 19431 | Tomonaga apresentou uma versio para campos da teoria de muitos tempos

de Dirac. Por nao mais se tratar de particulas, mas sim de campos, o Hamiltoniano do

!Este trabalho foi apresentado na lingua japonesa. Somente em 1946 foi publicado em inglés
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sistema foi expresso pela integracao das densidades de Hamiltoniano nos seus respectivos

dominios. Aqui seguimos essencialmente o texto de Nishijima [34].

H=H;+ Hy, = /Hf(x)d3x + /Hmt(x)d3x , (4.11)
onde H; representa a Hamiltoniana livre e H;,; representa o Hamiltoniano de interacao

dos campos. O Hamiltoniano H deve obedecer a equagao de Schrodinger

5 9¢()
ot

Considerando, novamente, uma transformagao unitaria U(t) dada por

= Hy(t) . (4.12)

U(t) = exp(itHs/h) (4.13)
e a transformacao de ¢, (z) para ¢, (x,t) dada por

pa(z,t) = Ut)pa(x)U (), (4.14)

onde 0s ¢, sao as varidveis dinamicas, assim como na formulacao de Dirac, A(x) repre-
sentou o campo eletromagnético.

Um novo vetor de estado ¢ pode ser definido

o(t) = U(t)p(t) (4.15)

obedecendo a equagao

w50 — v ([ Huterte) v oo (4.16)

Considerando que H;,(z) é um polindémio de ¢, (z), tem-se
U(t)Hint [pa(@)] U ()" = Hine [U(t)a(@)U ()] = Hint [pa(z,1)] . (4.17)

Esta é uma representacao hibrida entre a representacao de Heisenberg e Schrodinger,
chamada de representacao de interagao por Schwinger. E portanto a equacao (4.16)

torna-se

96(t) _ { / Hint [Pa(, 1)] d%} O (4.18)
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Na teoria de Dirac a cada elétron foi associado um respectivo tempo, enquanto
Tomonaga associou a cada ponto da hipersuperficie ¢ um tempo t,. Note entretanto

que a derivada temporal é substituida por uma derivada funcional

6¢ — 1 qb[tx + 57535] — ¢[tx]

— = 4.1
Oty a0 [ ot d3x (4.19)
ou, considerando o vetor de estado
¢ =Plte ty,...] =dlo] (4.20)
pode-se escrever a derivada funcional da seguinte forma
0 _ . ¢lo]—dlo] _ d¢lo]
7 = 4.21
St,  Aveo AV So(z) (421)

onde AV denota um volume quadridimensional infinitesimal entre duas hipersuperficies

o e o . Usando esta derivada funcional a equacao de Schrédinger torna-se

. 0¢lo]
o)

= H(z)o|o]. (4.22)

No caso de uma hipersuperficie o plana, t, = constante, é possivel mostrar que a teoria

usual de Schrodinger reaparece, quando

9 _ [ 09

oe _ 3
o= ) et (4.23)

e a condicao de integrabilidade para uma hipersuperficie plana é generalizada por

) ) ) 0
= 4.24
50 500 ") = Sty do@) 7 (4:24)
ou

[Hint(2), Hine(y)] =0 . (4.25)

Esta condigao é satisfeita quando (z — y)? > 0, ou seja, quando todos os pontos na
hipersuperficie o sao separados por distancias do tipo espacial. Quando isto acontece, o
é chamada de hipersuperficie do tipo espacial. Portanto a condicao de integrabilidade de
(4.22) exige que o vetor de estado seja definido somente quando ¢ é o do tipo espacial,
o que realmente significa uma restricao forte a dinamica quantica das hipersuperficies

tridimensionais no espago-tempo de Minkowski (My).
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4.3 Integrabilidade da equacao Tomonaga-Schwinger

Como vimos a principal dificuldade na equacdo (4.22) é que ela nao é facilmente in-
tegravel. No caso particular onde [7:((,,7:(0/] = 0, a equacao pode ser integrada, mas
para isso é necessario que o e o sejam planas. No caso geral onde ¢ e ¢’ nao sao planas,
a solugao de (4.22) pode ser determinada, como uma solugao aproximada, depois da
aplicacao do formalismo de Yang-Feldmann e da expressao de Dyson para a matriz S
Nishijima [34]. A dificuldade em resolver (4.22) estd no fato de que a operagao de limite
feita em (4.21) ndo foi previamente definida. De fato, a proximidade de ¢ e ¢ nao foi
dada previamente, e isto s6 é conseguido depois que se resolve a equagao quantica (4.22)
através de algum método quantico de aproximagao (Feynman, por exemplo). Entretanto
nos trabalhos de Tomonaga e Schwinger nao ha uma definicao de limite de proximidade
entre duas hipersuperficies. Nao é demais lembrar que em qualquer processo de analise
matematica no sentido tradicional, a operacao de limite requer uma nocao preliminar de

topologia.

O método perturbativo de Nash usa a perturbacao de uma hipersuperficie em relacao
a coordenada extra. Portanto podemos usar a perturbacao de Nash para definir a prox-
imidade das hipersuperficies, permitindo definir a integracao da equacao de Tomonaga-

Shewinger, sem a necessidade de solucoes aproximadas a posteriori.

Na aplicagdo da equagdo de Tomonaga-Schwinger (4.22) para a brana-mundo, a
operacao de limite entre duas branas-mundo quadridimensionais o4 e a; é definida clara-
mente pela variacao classica de uma subvariedade inicial o4, de acordo com a perturbacao
de Nash para imersdao. Ou seja, o elemento de volume em (4.21) é specificado pelo
parametro dy* da geometria perturbada, que mede a separacao entre as duas subvar-
iedades. Na pratica, o volume AV entre o4 e 0, é o produto do volume Av de uma
regiao pequena e compacta em o4, pela variacao Ay® da coordenada extra. Como Aw

é arbitrario, é suficiente especificar somente o limite Ay® — 0 para calcular a derivada
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funcional (4.21), que passa a ser apenas a derivada comum com relacdo a y*

. 0(0) —¢lo) _ 09
Jim S = (4.26)

0 J B
oo ye n
Entendemos que uma dificuldade maior da teoria quantica de campos pode ser sanada
se implementarmos, ainda no dominio classico, a medida da separacgao entre duas folhas

quaisquer de uma foliacao do Bulk. A seguir aplicaremos esse resultado para a quan-

tizacao da Brana-Mundo pela equacao de Tomonaga-Schwinger.



Capitulo 5

Quantizacao da Brana-mundo

5.1 Introducao

Depois de analisar perturbativamente a gravitacao quantica, por diversos meios, Misner
chegou na interessante conclusao que uma teoria efetiva da gravitacao quantica deve ser

qualitativamente diferente das teorias de calibre [5]. Como dito em sua frase:

"If gravity is to occupy a significant place in modern physics, it can do so only by
being qualitatively different from other fields. As soon as we assume that gravity behaves

qualitatively like other fields, we find that it is quantitatively insignificant.”

Admitindo a significancia quantitativa em termos de niveis de energia, a conclusao
de Misner sugere que o problema da quantizagao do campo gravitacional pode ser re-
solvido concomitantemente com o problema da hierarquia das interacoes fundamentais.
A gravitacao pode ter o mesmo nivel de energia (T'eV') das demais interagoes fundamen-
tais, mas ela tera comportamento qualitativamente diferente. Ou seja, ela nao sera uma

teoria de calibre, como muitos pensam atualmente.

A gravitacao descrita pela brana-mundo é motivada pelo problema da hierarquia das

interacoes fundamentais. No artigo de N. Arkani-Hamed, G. Dvali e S. Dimopolous é

36
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questionada a hipdtese correntemente aceita de que os gravitons sao quantitativamente
relevantes somente na escala de Planck de energias, essencialmente porque esta hipétese
nao tem suporte experimental. Eles propuseram que todos os campos de calibre conheci-
dos estao confinados com a brana-mundo quadridimensional, mas os gravitons podem
se propagar em um espago ambiente de dimensao maior (bulk), na mesma escala Tev
de energia dos campos de calibre. De acordo com este ponto de vista a gravitagao via
brana-mundo é qualitativamente diferente, mas quantitativamente equivalente aos cam-
pos de calibre do modelo padrao. Portanto, ela se qualifica para quantizacao segundo o

critério de Misner.

5.2 Estados quanticos de Tomonaga-Schwinger

Como vimos, a equagao de Tomonaga-Schwinger teve origem no formalismo de muitos
tempos de Dirac para a teoria quantica relativistica de um conjunto de N elétrons asso-
ciado a N tempos propios. O limite continuo desta equagao foi formulado por Tomon-
aga para um campo relativistico definido na regiao do espacgo-tempo envolvida por uma
hipersuperficie tridimensional ¢ com uma direcao temporal atrelada a cada um dos pon-
tos da hipersuperficies. Esta extensao geométrica da formulagao de muitos tempos de
Dirac, é equivalente a representacao de interacao da mecanica quantica desenvolvida por
Schwinger [20].

Como salientamos na secao anterior, a nao integrabilidade da equagao de Tomonaga-
Schwinger deve-se a falta de definicao de uma topologia para a foliagao de hipersuperficies
de trés dimensoes. Entretanto, se for implementado um processo perturbativo do tipo
Nash para geracao de subvariedades, entao é possivel substituir a derivada funcional
pela derivada no tempo. Tal procedimento continua inviavel em Relatividade Geral,
por conseqiiéncia da covariancia generalizada. Entretanto, no caso de brana-mundo, nao

temos essa limitacao. O espago-tempo 4-dimensional (a brana-mundo) serd uma evolugao
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descrita pela mesma equacao de Tomonaga-Schwinger

. OV

h— = H,U 1
Z@y“ H, Y, (5.1)

a qual da a ‘H, a interpretacao de um operador translacional para a dimensao extra a. A
construgao de H, ja foi vista na segao (3.2) e o operador H, ¢ obtido a partir da expressao
classica (3.26), com uso do principio de correspondéncia g, — Guv € Duv(a) = Puv(a)-

Ja comentamos que aqui estamos com uma simplificacao decorrente da condicao
[Ha, Hp] = 0, que equivale a [7:[,1, 7:{1,] = 0. Entretanto é possivel considerar uma extensao
desse resultado para o caso mais geral, incluindo a rotagao entre as normais.

O estado quantico final é dado pela superposicao dos N estados separados ¥,, ¥ =
> B*W,. Onde V¥ representa a flutuagao quantica da subvariedade no "bulk”na escala
(Tev) de energia, envolvendo todas as dimensoes extras e sujeita a incertezas quanticas.

A probabilidade que essa brana-mundo esteja no estado ¥ é
|w||* = /\IITKIJ(Sy(Sv (5.2)

e para um observador confinado na brana-mundo, os valores quanticos esperados para

métrica e a curvatura extrinsica da brana-mundo sao dados por

<\If|gw|\11>:/x1ﬁgwq15y5v, <\If‘l%,w

qf> - / W, Woyov. (5.3)

Em um exercicio simples, como por exemplo o modelo de universo FRW, podemos escol-
her as condigoes de contorno nestas quantidades para uma brana-mundo inicial y* = 0

para determinar a solugao final que representara o estado quantico do universo.

5.3 Conclusoes e Perspectivas

Mostramos que o principio de Einstein-Hilbert aplicado a geometria do bulk e mais as

condigoes diferenciaveis de imersao sao suficientes para determinar as estruturas cléssicas
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e quantica da brana-mundo em D-dimensoes. O principio fundamental foi o uso do teo-
rema de Nash para tornar possivel a geracao de qualquer subvariedade imersa a partir
de uma seqiiéncia continua de perturbacoes infinitesimais em uma subvariedade imersa
inicial ao longo das dimensoes extras aplicado ao formalismo ADM. Usando perturbagoes
classicas imersas, e os principios basicos da teoria de branas-mundo construimos uma es-
trutura canonica semelhante a formulacao canonica ADM, com a diferenca que o Hamil-

toniano nao se anula.

A quantizagao da brana-mundo foi descrita através da equacao de Tomonaga-Schwinger
definida para subvariedades brana-mundo, calculada para cada dimensao extra. Como re-
sultado de uma teoria de perturbacao classica, a equagao de Tomonaga-Schwinger torna-
se integravel. A definicao de derivada funcional foi implementada, com respeito a uma
teoria de campo quadridimensional, através de um método perturbativo bem definido
na estrutura da brana-mundo. Esse é um resultado importante do trabalho, mas ele

necessita ser aplicado, como nos itens a seguir.

1) A gravitacdo da brana-mundo prediz a geragao de mini buracos negros de vida
curta em laboratérios na escala T'ev de energia, resultantes da colisdo proton-proton [38].
Contudo, usando gravitagao quantica semi-classica, sabe-se que a unitariedade quantica
nao necessariamente é valida durante a evaporacao de buracos negros. De outra forma,
usando integrais de caminho euclidiana, pode-se mostrar que a unitariedade é restaurada
com a adi¢ao da correspondencia ADS/CFT no ambito da teoria de cordas em AdSs x S®
137].

Desde que a geracao de mini buracos negros na escala TeV é possivel somente
no contexto de branas-mundo, o processo perturbativo se inicia um espago-tempo de
Minkowski onde o experimento, uma colisao proton-préton, é realizado e onde os protons
sao definidos. Depois dessa colisao o espago-tempo se deforma, originando um buraco ne-
gro de Schwarzschild ou de Reissner-Nordstrom. Finalmente, depois de um periodo curto

de evaporacgao, o espago-tempo deve voltar a forma de Minkowski, ou um outro espaco-
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tempo, porém deixando uma subvariedade remanescente. A descricao destes processos
pode comecgar com perturbacoes classicas em concordancia com o teorema de imersao de
Nash, mas a unitariedade deve ser resolvida no nivel quantico. A unitariedade quantica
implicitamente assumida na equagao de Tomonaga-Schwinger deve ser consistente com o
teorema de evaporacao de buracos negros.

2) A descrigao acima da teoria quantica de brana-mundo é baseada quase que inteira-
mente na teoria geral de subvariedades diferencidveis. Isto sugere uma teoria quantica
de subvariedades quadridimensionais. Esta teoria quantica comecaria com perrturbacoes
classicas de geometrias imersas, mas no fim teria-se uma versao quantica do teorema
de imersao de Nash, incluindo as flutuagoes da imersao como descritas pela equacao
de Tomonaga-Schwinger. Esta teoria poderia ser particularmente interessante quando o
bulk tivesse dimensao maior que cinco, onde a terceira forma fundamental comporta-se
similarmente a um campo de calibre com respeito ao grupo de isometrias das dimensoes
extras. A identificacdo da terceira forma fundamental como um campo de calibre é uma
idéia antiga, mas que nunca foi trabalhada seriamente [39].

3) Uma continuagao natural desse trabalho é a constru¢ao de um exemplo simples
em cosmologia. Por exemplo, o modelo padrao FRW tem imersao diferenciavel em cinco
dimensoes, e portanto teriamos apenas uma equacao de Tomonaga-Schwinger. Entao, em
vez de se apelar para campos escalares no estudo de processos inflacionérios, poderiamos
contar com um campo tensorial derivado da curvatura extrinsica. Classicamente ja foi
verificado que a curvatura extrinsica produz efeitos inflacionarios consistentes com a
observagao [42]. Resta saber se os efeitos quanticos podem também explicar a inflagao
primordial. O resultado podera ser comparado com os resultados de Cosmologia Quantica

[40].



Apeéendice A

Imersao de Variedades

Para um breve historico da teoria de imersoes comecaremos com o ano de 1868, quando
Riemann publica sua teoria de superficies abstratas definidas intrisicamente [31]. Logo
depois Schléfli [27] conjecturou que uma variedade Riemanniana com métrica andlitica
e positiva pode ser imersa localmente e isometricamente como uma subvariedade de
um espaco Euclidiano de dimensao n(n + 1)/2. Em 1926, Janet [32] mostrou que var-
iedades Riemannianas bidimensionais com uma métrica analitica poderiam ser localmente
e isometricamente imersas. Em 1927, Cartan [44] estendeu o resultado de Janet para
variedades n-dimensionais D = @ Em 1931, Burstin [28] completou a prova de
Janet-Cartan e estendeu o resultado para o caso em que o espago imerso era uma var-
iedade Riemanniana n-dimensional com métrica analitica e definida positiva, ele também
mostrou que as equagoes de Gauss-Codazzi-Ricci sao as condigoes de integrabilidade da
imersao isométrica. Um problema de imersao isométrica, interessante, foi considerado
por Campbell em 1927 [25]: Quantas dimensoes extras sdo necessérias para realizar uma
imersao local e isométrica de uma variedade Riemanniana em uma espaco com tensor
de Ricci nulo? Ele mostrou que apenas uma dimensao extra seria suficiente, o que foi
provado mais tarde por Magaard [29], porém usando a condi¢ao de analiticidade. Em

1956, Nash [23] mostrou como fazer a imersao isométrica de variedades Riemannianas

41
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sem precisar da restricao da analiticidade da métrica definida positiva. Clarke [30] e
Greene [26] estenderam o teorema de Nash para métricas com assinaturas indefinidas.
A seguir apresentaremos alguns conceitos basicos em teoria de imersao de variedades.

Estes conceitos facilitarao o entendimento do conteido deste trabalho.

A.1 Imersoes Isométricas

Sejam M = (M",g), M = (Mm,g) variedades Rimannianas de dimensoes n e m >
n, respectivamente. Uma aplicacdo diferencidvel f : U C M™ — M™, onde U é um

subconjunto aberto de M™, serd chamada uma imersao local de classe C* para k > 1 se

i. f é diferencidvel de classe C*;
ii. dfy, : T,(M™) — Ty (M™) é injetiva para todo p € U.

Aqui T,(M™) denota o espago tangente a M"™ no ponto p. Uma imersao f bijetora é
chamada de mergulho (embedding).
Uma imersdo isométrica local é uma aplicacdo f : U C M™ — M™ que preserva a

distancia para todo p € U, ou seja

9p (v;0) = Gy (df (v), df (w)) (A1)

para todo v,,w, € T,(M"), onde g denota a métrica de M™. Se uma mesma imersao
isométrica puder ser caracterizada para todos os pontos p € M", entao teremos uma
imersao isométrica global.
Sejam %(a = 0,1,..,n — 1) e X4(A = 1,2,..,m) coordenadas locais de M"™ e M™.
A aplicacao f é dada por
x4 = x4z, (A.2)

x4
Oz

= n. Em X4(z%) ambas as informacdes estdo contidas: a

onde o posto de ‘

geometria intrisica de M e sobre a situacdo de M como um subconjunto de M levando
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a geometria extrinsica. Considerando as bases ortonormais locais {%} e {aXLA} de
T,(M™) e Ty (M™) respectivamente, as componentes dos tensores métricos de M e M

sao definidas por

o 0 0 0
RN — q _— =q . A
g(awﬂwﬁ) Jap g(&XNaXB) 94B (A-3)
A equagao (A.1), em coordenadas locais, é

_oxtoxB
Jap = gABWW = gABX’ﬁX,g, (A.4)

x4 A

onde denotamos 5 = por X7.
Alguns resultados referentes a imersao isométrica local de variedades Rimannianas
ja foram obtidos, entre estes resultados podemos citar dois teoremas, o primeiro devido

a Friedman [24] e o segundo devido a Greene [26].

Teorema 1. Qualquer variedade Rimanniana M?(p, ¢) com métrica analitica, local-
L. . . . — 1
mente, pode ser analiticamente e isometricamente imersa em M™(r, s) onde m > %,

r>p,s2>q.

Especificamente, qualquer espago-tempo M?(1,3), localmente, pode ser analitica-

mente e isometricamente imerso em E'%(r;s), r>1, s> 3.

Teorema 2. Qualquer variedade Rimanniana M?(p, ¢)com uma métrica de classe

: : : y 3
C*, localmente, pode ser C* e isometricamente imersa em M™(r,s) onde m > —n("; ),

r=>p,s=q.

Especificamente, qualquer espago-tempo C'°°, localmente, pode ser C* e isometricamente
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imerso em E'*(r,s), r > 1, s > 3. Este teorema é uma generalizaciao do teorema de Nash

23], originalmente feito para métrica euclidiana.

A.2 Equacgoes de Gauss-Codazzi-Ricci

Aqui serao apresentadas as equacoes fundamentais da teoria de subvariedades. As equacoes
de primeira ordem, as chamadas formula de Gauss e féormula de Weingarten definem os
obejtos basicos para o estudo de subvariedades: as trés formas fundamentais (respectiva-
mente a métrica, a curvatura extrinsica e a conexao normal). As equagoes fundamentais
de segunda ordem sao chamadas de equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci, representando
generalizagoes para alta dimensionalidade das equacoes de Frenet que nos sao familiar
da geometria diferencial de curvas. A segunda forma fundamental, a conexao normal e
as condicoes de integrabilidade dada pelas equagoes de Gauss-Codazzi-Ricci determinam
localmente uma subvariedade.

Primeiro trataremos as equagoes fundamentais de primeira ordem, as quais serao
usadas para construir a segunda forma fundamental e a conexao normal.

Se f: U C M™ — M™ é uma imersao local. O espaco tangente a M™ pode ser

decomposto na soma direta

Y i

T,(\I™) = T,(M") & T, (M™). (A.5)
Onde T, (M™) é o espago normal a M™ no ponto p. Portanto, vetores v, € T,(M™)
podem ser escritos como v, = vg + U;‘, isto é, a soma das partes tangentes e normais
a M™. Sejam X,Y campos vetorais em M™ e extensdes dos campos vetoriais X,Y de
M™, entao pela construcdo de X e Y como extensdes de X e Y, tem-se ViY = VyY.

Pode-se decompor VxY em sua parte tangente (VxY)? e sua parte normal (VxY)*

VY = (?XY/)T + (?XY)l (A.6)
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Lembrando que VY = VxY. Entdo a conexdo Levi Civita V de M™ é dada por
VxY = (VxY)T, (A.7)
e a segunda forma fundamental de o : T,(M™) x T,(M™) — T;-(M") ¢ definida como
a(X,Y) = (VxY)* (A.8)
Desta forma decomposicao ortogonal (A.6)pode ser reescrita da seguinte forma
VxY =VxY +a(X,Y), (A.9)

a qual é chamada a férmula de Gauss. A férmula de Gauss e o fato de a torsdo de V e
V serem nulas implica que a segunda forma fundamental ¢ um campo tensorial simétrico
com valores no fibrado normal de M  (T+(M™) = UpepnT5-(M™))

Considere ¢ um campo vetorial de M" e decomponha V& em suas componentes
tangente e normal. A parte normal induz uma conexao V+ em T+ (M"), chamada de

conexao normal em M™. Nos agora definimos
AcX = —(Vx&)T (A.10)

O campo tensorial A¢ é conhecido como operador forma de M"™ na direcao & e estd

relacionado com a segunda forma fundamental a pela equagao
(a(X)Y),8) = (A:X)Y). (A.11)
E finalmente a decomposicio ortogonal de V x¢ é dada por
Vxé=—A:X + V¢, (A.12)

conhecida como a férmula de Weingarten.
Nos agora deduziremos as trés equacgoes de segunda ordem, conhecidas como as

equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Para isto relacionaremos R e R com os invariantes
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extrincicos o, A e V*. Sejam X, Y, Z campos vetoriais em M". Usando as férmulas de

Gauss e Weingarten obtemos

R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ
= Vx(VyZ+a(Y,2)) = Vy(VxZ + a(X, Z))
—(VixyZ + o[X,Y],2))
= VaVWZ+a(X,VyvZ) — Ay, X + Vxa(Y, Z)
~VyVxZ —a(Y,VxZ) + Aux.2)Y — Vya(X, 2)
~Vixy)Z —a(VxY,Z2) + a(Vy X, Z)
= R(X,Y)Z — Aay )X + Aaix.2)Y

+Vxa(Y,Z) — Vya(X, Z). (A.13)

A componente tangencial de R(X,Y)Z é dada por

(R<X> Y)Z)T = R(X> Y)Z - Aa(Y,Z)X + Aa(X,Z)Y (A14)

e a normal por

(RX,Y)2)" =Vxa(Y,Z) — Vya(X, Z). (A.15)

A equagao (A.14) é chamada de equagdo de Gauss e (A.15) de equagao de Codazzi.

Agora consideremos a decomposicao ortogonal de R(X,Y)¢, onde € é um campo
vetorial normal, como ja foi dito antes. Usando novamente as férmulas de Gauss e

Weingarten, nés obtemos
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R(X,Y)E = VxVy&—VyVxé—Vixyi
= Vx (=AY + Vi) = Vy (= AcX + Vi) + A X, Y] = Vix €
= —Vx(AY) — a(X, AeY) — Ay X + Vi Vi€
FVy (A X) + a(Y, AcX) + Ay Y — Vi Vi€
+A VXY — AVy X — Vixy€ (A.16)

= (VyA)eX — (VxA)Y + RH(X,Y)E+ a(Y, A X) — a(X, AY),

onde

RH(X,Y)E = Vx Vi€ — Vi Vi€ — Vigy€ (A.17)

é o tensor de curvatura do fibrado normal com respeito a conexao normal V+, chamado de
tensor de curvatura normal de M™. A parte normal de R(X,Y)¢ é chamada de equagdo
de Ricci

(RIX,Y)E)F = RHX,Y)E+a(Y, A X) — a(X, ALY). (A.18)
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