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RESUMO 

 
 
Os sistemas estruturais tubulares podem ser encontrados em várias aplicações industriais, um 

exemplo são os sistemas HVAC (do inglês “heating, ventilating and air conditioning”), os 

quais são responsáveis por fazer com que qualquer ambiente fechado permaneça dentro de 

uma faixa de temperatura, umidade e limpeza. Os sistemas estruturais tubulares têm como 

uma de suas aplicações o conforto ambiental interno em espaços industriais, edifícios e veícu-

los, vários desses espaços têm processos industriais que geram altas frequências sonoras e 

vibrações mecânicas que precisam ser adequadamente controlados de forma a atender tanto as 

normas ambientais quanto aquelas relacionadas à saúde. Com o objetivo de analisar a vibra-

ção estrutural de sistemas tubulares, a técnica de análise modal é uma metodologia clássica 

para extração das frequências naturais e modos de vibração. Dentre as técnicas de análise mo-

dal destacam-se ainda as metodologias numéricas, como o método dos elementos finitos, e 

metodologias analíticas, como a Síntese Modal de Componentes (SMC). A SMC é uma das 

principais ferramentas de modelagem de sistemas complexos aplicada a sistemas de grande 

porte. O método utiliza um superconjunto modal e consiste em modelar separadamente com-

ponentes individuais de uma estrutura e acoplá-los em um sistema único. O objetivo deste 

trabalho é demonstrar a aplicação da técnica SMC para estimativa das frequências naturais e 

modos de vibração de um sistema simplificado estrutural tubular. Tal sistema é composto por 

duas subestruturas, que junto a SMC utilizando o software MATLAB® e ANSYS®, irão for-

mar um sistema global. A validação dos resultados foi realizada através de modelagem numé-

rica utilizando o método de elementos finitos por meio do software ANSYS®. Os resultados 

obtidos se mostraram satisfatórios, demonstrando a viabilidade da aplicação da técnica SMC 

para análise de vibração estrutural em sistemas estruturais tubulares. 

 
Palavras-chave: Síntese Modal de Componentes, Sistemas HVAC, Análise Modal, Método 

dos Elementos Finitos. 
  



 
 

ABSTRACT 

 

Tubular structural systems can be found in many industrial applications, such as heating, ven-

tilation and air conditioning (HVAC) systems, which are responsible for making any enclosed 

environment remain within a temperature range, humidity and cleanliness. The tubular struc-

tural systems have as one of their applications the internal environmental comfort in industrial 

spaces, buildings and vehicles, several of these spaces have industrial processes that generate 

high sound frequencies and mechanical vibrations that need to be adequately controlled in 

order to meet both environmental norms those related to health. With the objective of analyz-

ing the structural vibration of tubular systems, the modal analysis technique is a classical 

methodology for extraction of the natural frequencies and vibration modes. Among the tech-

niques of modal analysis, numerical methodologies such as the finite element method and 

analytical methodologies such as the Component Mode Synthesis (CMS) are also highlighted. 

CMS is one of the leading modeling tools for complex systems applied to large systems. The 

method uses a modal superset and consists of separately modeling individual components of a 

structure and coupling them into a single system. The objective of this work is to demonstrate 

the application of the SMC technique to estimate the natural frequencies and vibration modes 

of a simplified tubular structural system. This system consists of two substructures, which 

together with CMS using MATLAB® and ANSYS® software, will form a global system. The 

validation of the results was done through numerical modeling using the finite element meth-

od using ANSYS® software. The results obtained were satisfactory, demonstrating the feasi-

bility of applying the CMS technique for analysis of structural vibration in tubular structural 

systems. 

 
Keywords: Component Mode Synthesis, HVAC systems, Modal Analysis, The Finite Ele-

ment Method. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

1.1 Contextualização 

 

Atualmente existe uma forte demanda pelo conforto ambiental no interior de um ambi-

ente fechado, visando a saúde e a produtividade de pessoas ou organismos. Tudo isso condu-

ziu à invenções dos componentes do que viriam a ser os sistemas de HVAC ou AVAC. Am-

bas siglas possuem o mesmo significado que referem-se às suas principais funções, “aqueci-

mento, ventilação e ar condicionado”(em inglês "heating, ventilating and air conditioning").  

A partir das porcentagens do consumo de energia de prédios e edifícios, os requerimen-

tos de construção em termos de sistemas de aquecimento, ventilação e ar condicionado 

(HVAC) representam uma quantidade substancial de consumo de energia em edifícios que é 

mais de 60% do consumo total. Embora a iluminação represente cerca de 11% a 20% da de-

manda total de energia no edifício [1].  

Ainda hoje em dia novos métodos para modernização de aumento da eficiência e do 

controle dos sistemas são constantemente introduzidos por empresas e cientistas de todo o 

mundo [1], resultando em uma grande variedade de diferenças físicas entre os sistemas, como 

tamanhos, seções transversais, materiais, etc. (Figura 1.1a). 

Esses sistemas são aplicáveis em vários casos e situações, como o transporte de fluxo de 

ar para controle de temperatura, a exemplo o fornecimento de ar fresco ao ar livre para diluir 

contaminantes internos no ar, como odores de ocupantes, compostos orgânicos voláteis emiti-

dos por mobiliário interior, produtos químicos usados para limpeza, etc. (Figura 1.1b) [2]. 

              
Figura 1.1 Exemplo de Sistemas de dutos HVAC. (a) Complexidades do sistema de duto [3]. (b) Apli-

cação na Área Industrial [4]. 

a. b. 
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Grande parte de um sistema HVAC depende de dutos com um comprimento longo e di-

versos tipos de seções transversais, ainda mais importante em grandes construções como edi-

fícios ou até na área industrial, como no caso da Figura 1.1b. 

O presente trabalho demonstra que os sistemas HVAC têm, além dos parâmetros primá-

rios de aquecimento, refrigeração e ar condicionado, parâmetros estruturais como a vibração 

estrutural do sistema que poderia contribuir para o surgimento de problemas acústicos, devido 

as frequências naturais da estrutura, que são próximas às frequências internas do fluido acús-

tico e podem provocar ruído incomodo ao usuário.  

Geralmente os sistemas tubulares estão ligados a um exaustor ou ventilador que apre-

sentam frequências características de seu mesmo funcionamento, essas frequências, quando 

não devidamente controladas, são transportadas para a estrutura dos dutos provocando ruído 

devido as vibrações que atingem ou afetam as estruturas metálicas.   

A vibração estrutural está presente em qualquer máquina ou aplicação que trabalhe de 

forma recíproca ou rotativa devido a vibração provocada por suas próprias características de 

funcionamento. A vibração pode ser gerada por eixos desalinhados, folga nos elementos do 

sistema, desequilíbrio no motor, etc. As condições mencionadas podem gerar ressonância e 

cargas dinâmicas que afetam estruturalmente o sistema, além de danos estruturais que podem 

provocar ruído, caso não seja devidamente manipulado, pode destruir uma instalação HVAC 

[2]. 

A ressonância é uma falha que ocorre quando um corpo recebe pulsos energéticos com 

frequência igual ou próxima a uma de suas frequências naturais de vibração, fazendo com que 

o sistema apresente amplitudes de deformação cada vez maiores, correspondente a energia 

que vai armazenando o sistema. Em sistemas não dissipativos a frequência de ressonância é 

igual a frequência natural, no entanto, para evitar que o sistema apresente uma deterioração no 

desempenho estrutural é necessário conhecer as frequências naturais no sistema [5]. 

A análise em elementos finitos para calcular as frequências naturais e os modos de vi-

bração de um sistema mecânico é um dos métodos mais  utilizados para conhecer o compor-

tamento vibro-acústico [6]. A discretização de um sistema em elementos finitos fornece uma 

maneira eficaz de resolução de problemas tanto estáticos quanto dinâmicos. No entanto, para 

que a análise dinâmica de um sistema apresente resultados condizentes com a realidade, o 

modelo em questão pode necessitar de um grande número de graus de liberdade. O esforço 

computacional empregado na análise deste modelo com refinamento elevado se mostra como 

um problema, pois aumenta o tempo de cálculo [7]. 
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Os sistemas tubulares, como no caso dos sistemas HVAC, são estruturas de grande por-

te que podem possuir grandes comprimentos e podem demandar um maior esforço computa-

cional e tempo de simulação. 

Dessa forma, apareceram mecanismos de transformação de coordenadas visando redu-

ção nos graus de liberdade que foram aplicados buscando o contorno deste impasse. Neste 

contexto, existe a metodologia de síntese modal de componentes (SMC), que é uma das prin-

cipais técnicas de modelagem de sistemas complexos aplicada a sistemas de grande porte. O 

método utiliza um superconjunto modal e consiste em modelar separadamente cada compo-

nentes de uma estrutura e acoplá-los num sistema único. Desta forma este trabalho implemen-

ta a síntese modal de componentes, cujo princípio é  transformar cada subestrutura do espaço 

físico para um subespaço modal formado pelos modos próprios da estrutura e por outros mo-

dos complementares, conseguindo assim reduzir o sistema e o tempo de cálculo junto com o 

espaço de memória que é requerido para sistemas de maior dimensão. 

A síntese modal com flexibilidade residual (SMFR) pode ser classificada como um mé-

todo generalizado de SMC e utilizado tanto em modelagens numéricas como em modelagens 

experimentais. No método SMFR as subestruturas são calculadas com o método de interface 

livre baseado num superconjunto modal de flexibilidade residual. Dessa maneira, utilizando 

os modos normais que são descartados da base modal, pode-se calcular o superconjunto mo-

dal de flexibilidade residual. O método não tem nenhuma restrição quanto ao número de mo-

dos que devem ser selecionados e não selecionados da base modal, sendo satisfatório obter de 

65 a 80% de modos identificados, dentro da faixa de frequência proposta [8] [9]. 

Os modos selecionados e não selecionados são fundamentais para garantir melhores re-

sultados. Antigamente, a escolha dos modos que eram descartados da base modal para con-

formar o superconjunto modal de flexibilidade residual era feita pelo usuário, em outras pala-

vras, a experiência do usuário era importante para lograr uma síntese eficiente e rápida. Tal 

fato resultou na necessidade de um pesquisador com experiência na área ou com conhecimen-

to prévio da estrutura. Para solucionar esse problema, Araújo [6] e Junqueira [10] propõem  

processos de eliminação automática dos modos da base modal, onde se identifica que um alto 

nível de energia das parcelas modais se encontra no contorno das subestruturas interligadas e 

influencia significativamente na precisão do método, também a seleção é feita por meio da 

comparação entre as frequências das subestruturas conectadas.  
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1.2 Motivação 

 

Acústica e vibração tornaram-se temas de interesse para o projetista de sistemas HVAC, 

embora não façam parte das funções principais de aquecimento, ventilação e ar condicionado, 

mas sim por serem fatores secundários que, se não forem devidamente considerados, podem 

interferir na integridade estrutural de uma instalação HVAC. 

Todos os sons e vibrações são formas de energia cinética, e em um sistema HVAC po-

dem ser derivadas de peças móveis (por exemplo, fãs, bombas, compressores, etc.), transporte 

de ar, redução de pressão, ou outros tipos de fluidos em movimento (como contaminantes, 

vapor, etc.). Hoje em dia, existem normas como a ABNT-NBR 10152 [11] e a ABNT-NBR 

16401 [12], que definem as condições em que os sistemas HVAC devem de ser instalados e 

projetados como também quem é treinado para desenvolver o trabalho de instalação e manu-

tenção, desta maneira foram fixando os níveis de ruído compatíveis com o conforto acústico 

em ambientes diversos. Se o nível de ruído ou vibração gerado excede o nível de tolerância no 

local que for instalado, o sistema pode ser considerado inaceitável [2]. 

Em um hotel o ruído que gera o sistema HVAC se propaga através de dutos e superfí-

cies da sala, incomodando o sono dos hóspedes [13]. Os caminhos de transmissão na Figura 

1.2 incluem: 

 

1) Ruído transmitido por duto 

2) Ruído do equipamento irradiado 

3) Ruído de entrada do duto 

4) Ruído de saída do duto 

5) Ruído do terminal através de grelhas e difusores 

 

Também pode-se observar, no exemplo, que três das cinco(N° 1, 4 e 5)  fontes do siste-

ma de dutos produzem ruídos e vibrações que causam desconforto para o indivíduo nesse caso 

em um ambiente fechado. 
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Figura 1.2 Vibração de um sistema HVAC em Hotéis [13]. 

Se em um ambiente com sistema HVAC não se pode percebe ou não causa prejuízo  ao 

ocupante ou organismo, em termos acústicos e vibratórios, verificando os níveis de ruído me-

diante equipamentos acústicos e conferindo com a norma, pode-se considerar que o sistema é 

aceitável [2].  

Vibração torna-se um problema quando os efeitos do movimento cíclico de um equipa-

mento são transportados através da estrutura até um ponto em que é detectado causando uma 

irritação ou prejudicando o ambiente, tornando-o desconfortável. Qualquer equipamento gira-

tório que esteja ligeiramente desbalanceado pode gerar vibração. Nas estruturas HVAC, as 

regiões com problemas vibratórios são frequentemente deslocados para pontos estratégicos ou 

remotos [14]. 

Dessa forma, o método de síntese modal de componentes apresenta-se como uma fer-

ramenta de auxilio na minimização do esforço computacional e tempo de cálculo que pode 

apresentar o método dos elementos finitos. Esta metodologia consiste na subdivisão da estru-

tura completa em estruturas menores ou componentes menos complexas que a estrutura origi-

nal, permitindo a análise dinâmica das mesmas, primeiro individualmente e posteriormente 

acoplados para uma análise final [7].  

Ou seja, permite analisar estruturas complexas através da análise de suas partes, mini-

mizando o tempo de processamento. Nota-se também um grande ganho quando o sistema 

possui partes iguais em sua composição. Por ultimo, mas não menos importante, percebe-se 

que com a aplicação desse método ocorre um ganho imenso no que se refere à divisão e espe-

cialização do trabalho, pois permite que equipes distintas, cada equipe especializado em uma 

determinada área, analisem os componentes específicos de um sistema, sendo possível uma 

análise posterior do sistema com a união dos resultados. 
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1.3 Objetivo Geral 

 

O objetivo deste trabalho é aplicar o método de Síntese Modal de Componentes (SMC) 

em sistemas simplificados de dutos (visando sistemas HVAC) para reconhecer a estimativa 

das frequências naturais e modos de vibração para possam ser utilizados em análise vibro 

acústico tendo como propósito o conforto acústico. 

1.3.1 Objetivos Específicos 

São objetivos específicos deste trabalho: 
 

• Modelagem analítica de um sistema unidirecional (sistema de massas discretiza-

das) para a obtenção das frequências naturais e modos de vibrar utilizando o mé-

todo de síntese modal com flexibilidade residual (SMFR), avaliando o problema 

através da bibliografia. 

• Determinação analítica das frequências naturais e modos de vibrar de um sistema 

de vigas simples utilizando o método SMFR, avaliando o problema mediante a 

solução numérica desenvolvida em ANSYS® - APDL. 

• Aplicação da metodologia SMFR para um problema bidirecional de vigas da 

forma de um silenciador “Quarter-wavelength Tube (QWT)”, visando obter as 

frequências naturais e modos de vibrar da estrutura completa através do método 

dos elementos finitos no software MATLAB®. 

• Aplicar através de ANSYS® - APDL o método de síntese modal com flexibilida-

de residual para o problema “Quarter-wavelength Tube”, avaliando as resposta 

obtidas por meio do método dos elementos finitos no software MATLAB®. 
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1.4 Metodologia 

 

A Figura 1.3 apresenta o fluxograma que foi aplicado ao longo deste trabalho. 

 
Figura 1.3 Fluxograma da metodologia aplicada. 

Na primeira etapa, após o estudo e avaliação dos métodos de SMC já desenvolvidos, a 

técnica de síntese modal com flexibilidade residual (SMFR) foi implementada neste trabalho. 

A escolha desta técnica é justificada pela possibilidade de ser utilizada tanto em problemas 

tanto numéricos quanto experimentais, podendo também ser usada em problemas sem amor-

tecimento e com amortecimento. 

A técnica SMFR programada no software MATLAB® é validada na segunda e terceira 

etapa através de dois exemplos de simulação, um exemplo analítico unidirecional de massas 

discretas com seis graus de liberdade e um exemplo de vigas engastadas-livres num problema 

unidirecional com 21 graus de liberdade, sem amortecimento para os dois exemplos.  

Dentro do programa elaborado no MATLAB® foi implementado o critério de elimina-

ção automática de modos (CEA) e o critério de seleção de modos pelas frequências (CSMF). 

Finalmente demostrando a viabilidade do método, na quarta e quinta etapa utiliza-se re-

cursos numéricos e computacionais através do software MATLAB® e ANSYS® - APDL para 

descrever o comportamento dinâmico de um silenciador acústico do tipo QWT composto por 

mais de um duto. 
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1.5 Estrutura dos Capítulos 

 

Este trabalho é organizado em cinco capítulos. No capítulo dois é descrita a técnica de 

síntese modal de componentes através da revisão bibliográfica. Apresentando o método de 

síntese modal de componentes utilizados ao longo deste trabalho baseado nos modos de flexi-

bilidade residual. 

Também são estudados os critérios de seleção de modos propostos por Araújo [6] e 

Junqueira [10], que recomendam quais modos são os mais adequados a serem eliminados e 

mantidos dentro do superconjunto modal para o desenvolvimento da síntese. 

No capítulo três são apresentados o modelo computacional e simulação numérica dos 

sistemas unidirecionais e bidirecionais de um sistema de massas discretizadas e um sistema de 

vigas, junto com a simulação numérica da síntese de um silenciador do tipo QWT. 

No capítulo quatro é apresentada a avaliação numérica da síntese através do software 

ANSYS® - APDL. 

O capítulo cinco é composto pelas conclusões do trabalho e descrições para sugestões 

de trabalhos futuros. 

Por último se encontram as referências bibliográficas e os anexos do trabalho: 

- ANEXO A: Modal Assurance Criterion - MAC. 

- ANEXO B: Análise Modal de Um Sistema de Vigas QWT. 
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2 SÍNTESE MODAL DE COMPONENTES 

 

2.1 Contextualização 

 

Hoje em dia é habitual encontrar sistemas estruturais de alta complexidade (Figura 2.1a) 

cujos componentes são usualmente projetados ou fabricados por diferentes empresas, como 

por exemplo, as rodas em componentes automotivos. Essas estruturas podem representar uma 

dificuldade na hora de desenvolver um modelo de elementos finitos completo em um tempo 

oportuno. 

 
Figura 2.1 Exemplo de Subestruturação [15]. 

Além disso, o modelo de elementos finitos completo pode conter uma grande quantida-

de de graus de liberdade que pode tornar inviável a análise dinâmica do sistema [15].  

Por esta razão, foram desenvolvidos métodos que permitem que a estrutura seja subdi-

vidida em componentes ou subestruturas (Figura 2.1b), dessa maneira, grande parte da análise 

feita nas subestruturas de forma que sejam usadas para desenvolver um modelo matemático 

aproximado do sistema completo (Figura 2.1c). Este método tem sido chamado de método de 

síntese modal de componentes (SMC) ou “component mode synthesis” (CMS pelas suas siglas 

no inglês), também tem recebido o nome de métodos de acoplamento de subestruturas para 

análise dinâmica [16].  

a) 

b) 

c) 

c) 
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Portanto, a estrutura é dividida em componentes ou subestruturas que são analisadas se-

paradamente para definição de seus modos e frequências de vibração. Posteriormente, é obti-

do um modelo reduzido de cada componente através de técnicas numéricas de análise modal 

ou experimentais. Finalmente, a síntese modal da estrutura é realizada acoplando-se as equa-

ções modais reduzidas dos componentes e calculando as frequências naturais e modos de vi-

bração da estrutura global, utilizando o sistema de equações reduzido. 

A síntese modal de componentes envolve três passos básicos: divisão da estrutura em 

componentes, definição dos conjuntos de modos do componente e acoplamento dos modelos 

de modos dos componentes para formar um modelo de sistema reduzido. Os principais usos 

da metodologia SMC são: acoplar modelos de ordem reduzida de estruturas moderadamente 

complexas (sistemas de componentes automotivos, Figura 2.1, componentes do avião, Figura 

2.2), verificação de testes de modelos em elementos finitos de componentes, e aplicação de 

análise computacional da dinâmica de modelos de elementos finitos muito grandes [17]. Este 

trabalho aborda principalmente aplicações do terceiro tipo. 

 
Figura 2.2 Subestruturação típica de um avião [17]. 

Neste capitulo primeiramente será feita a revisão bibliográfica que foi a base para a de-

finição do método de SMC usado ao longo deste trabalho, além disso, o aprofundamento da 

parte teórica e histórica da metodologia SMC. Após estudar a bibliografia serão mostrados os 

principais modos utilizados no método de síntese incluindo os modos de flexibilidade residu-

al, que é o principal modo usado neste trabalho. Em seguida é estudado o método de síntese 

modal com modos de flexibilidade residual (SMFR) com o objetivo de formar as equações do 

sistema acoplado. Finalmente são mostrados os diferentes critérios de eliminação automática 
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de modos, no caso dos processos de síntese modal com flexibilidade residual o pesquisador 

define quais modos deseja retirar da base modal para definir os modos de flexibilidade residu-

al, os critérios de eliminação fornecem uma maneira de obter este índice qualitativo, com a 

finalidade de tornar a SMFR mais prático e preciso. 

 

2.2 Revisão Bibliográfica 

 

A seguir é apresentada cronologicamente uma breve revisão bibliográfica das técnicas 

de síntese modal de componentes. Com a bibliografia apresentada neste item foi possível 

classificar as principais técnicas e características da síntese modal de componentes a serem 

consideradas no estudo com relação a um problema estrutural de sistema de dutos.  

Os métodos de síntese modal são categorizados conforme o superconjunto modal esco-

lhido, assim como por meio dos diversos procedimentos de acoplamento das subestruturas. 

O método de síntese modal foi introduzido por Hurty [18], desenvolvendo uns dos pri-

meiros métodos de síntese modal dos componentes, sintetizando os modos de vibração e fre-

quências naturais de um sistema estrutural completo a partir da seleção de modos e frequên-

cias naturais das subestruturas separadas que constituem o sistema. A síntese foi desenvolvida 

por uma técnica que resulta da utilização de equações de compatibilidade de deslocamentos e 

equilíbrio de forcas no contorno das subestruturas ligadas. Para possibilitar tal feito, propôs o 

uso de modos normais de interface fixa, modos de corpo rígido e modos de restrição redun-

dantes para a definição das coordenadas generalizadas das subestruturas.  

Mais tarde Craig e Bampton [19] introduziram um método similar ao de Hurty, utilizan-

do modos de restrição e modos normais de interface fixa. As vantagens do método em relação 

ao de Hurty são a possibilidade de uma formulação mais fácil de problemas de subestrutura 

tornando-se possível o mesmo tratamento para todos os modos associados aos graus de liber-

dade de interface, simplifica a programação e reduz o tempo de cálculo.  

Bamford [20] melhorou a exatidão do método de Hurty usando modos de junção, além 

de desenvolver um método hibrido de síntese. Os modos de junção são conseguidos por meio 

dos deslocamentos das subestruturas ao mesmo tempo em que uma força unitária é aplicada a 

um grau de liberdade da interface mantendo todos os outros graus de liberdade restantes livres 

de força. 

Até então foram abordados apenas métodos que envolvem os modos de interface fixa. 

Goldman [21] foi um dos primeiros pesquisadores que introduziu o método de interface livre, 



30 
 

utilizando apenas os modos de corpo rígido e modos normais livre-livre. Foi particularmente 

útil no cálculo de modos de vibração livre-livre para foguete de tipo modular e em cluster. 

Hou [22] usou um método similar ao de Goldman somente utilizando modos normais 

livres, precisando unicamente dos modos de vibração e frequências naturais das subestruturas 

sem ter necessidade de modos de restrição. 

Gladwell [23] acrescentou uma analise modal ramificada associando os modos de inter-

face fixa com os de interface livre, reduzindo a ordem das matrizes de massa e rigidez dos 

componentes.  

Como foi visto até agora, a síntese modal de componentes tem como parâmetros princi-

pais a forma de acoplamento das subestruturas e a base modal utilizada. A partir disso, os 

métodos de síntese modal são classificados em métodos de interface fixa, interface livre e 

híbrida.  

Macneal [24] introduziu o modo de interface híbrido, sendo composto pelos modos 

normais com interface fixa e modos normais com interface livre, em junção com os modos em 

ausência de movimento de corpo rígido, e são denominados de modos com alivio de inércia. 

Macneal foi um dos precursores quanto ao uso da flexibilidade e inércia residual para ter um 

aporte estático de modos truncados de alta ordem de um componente.  

A partir de então surgiram modos de flexibilidade residual e sua evolução ao longo da 

historia. Rubin [25] fez uma extensão do método de Macneal utilizando conjuntos incomple-

tos empregando modos normais de interface livre com flexibilidade residual de mais baixa 

frequência, corrigindo modos de alta ordem truncados na base modal. Afirma ainda que os 

métodos que possuem melhor potencial para desenvolver a síntese por meio de dados experi-

mentais são aqueles que empregam modos normais de interface livre mais efeito residual. 

Em base a essa afirmação de Rubin e em relação ao problema experimental, o presente 

trabalho começou a ser aprofundado e focado nas vantagens e desvantagens que apresentam 

os modos de flexibilidade residual visando o problema estrutural em dutos. Sem deixar de 

lado os demais trabalhos que foram importantes na evolução da SMC, um dos principais pes-

quisadores foi Hintz [26] que usou métodos para conjuntos de modos de interface estatica-

mente completos e aplicou os modos estáticos de restrição e os modos estáticos de junção 

para a obtenção de precisão em um modelo de tamanho reduzido.  

Para entender um pouco mais as diferenças entre as técnicas de SMC, Craig e Chang 

[27] apresentam a consequência na aplicação de diferentes superconjuntos modais na caracte-

rização de coordenadas generalizadas dos componentes e nas diferentes formas de impor a 

compatibilidade dos contornos entre os componentes. 
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Craig e Chang [28] revisam os métodos de acoplamento generalizado e descrevem os 

métodos que usam os modos de junção. Estudam também a convergência e comparam os mé-

todos de Rubin, Hintz, Craig e Bampton, Macneal e o método híbrido, apresentando uma de-

finição melhorada ao método de Rubin, lembrando que Macneal e Rubin são alguns dos prin-

cipais autores que desenvolveram os modos de flexibilidade residual.  

Os modos de interface fixa e de flexibilidade residual foram avaliados e tratados de uma 

forma adequada por Glasgow e Nelson [29] através de uma viga uniforme simples. Enquanto 

que Bucher [30] associou os modos de flexibilidade residual na evolução do método usando 

modos de interface livre, permitindo uma redução no tamanho do problema enquanto mantem 

as características essenciais dos modos mais baixos. 

Craig [16] novamente dedica um capitulo de seu livro ao tema de síntese modal dos 

componentes, onde faz uma recapitulação dos principais métodos de síntese modal de compo-

nentes. Curnier [31] também faz uma comparação do método utilizando modos de interface 

fixa, interface livre e interface carregada, sem considerar efeitos residuais. Concluindo que a 

variante de interface carregada produz os resultados mais precisos dos três métodos. 

Craig [32] efetuou uma análise das subestruturas empregando diversos tipos de modos. 

Comprovando a equivalência dos vários superconjuntos modais em uso, concluindo que a 

grande diferença esta no fato das bases modais das subestruturas terem sido derivadas de mo-

delos espaciais ou de análise modal experimental, que é o caso deste trabalho. 

Duarte [8] continuou o estudo dos modos de flexibilidade residual usando um supercon-

junto modal composto de modos normais mantidos, modos de flexibilidade residual e modos 

de corpo rígido. Obtendo os modos de flexibilidade residual dos modos eliminados da base 

modal. Concluindo que nas condições em que o modelo é calculado por análise modal expe-

rimental, sem um modelo por elementos finitos de suporte, o melhor superconjunto modal é 

aquele que usa dos modos de flexibilidade residual. Novamente é apresentada outra vantagem 

para os modos de flexibilidade residual em relação ao problema proposto deste trabalho com 

respeito à análise estrutural de um sistema de dutos. 

Araújo [6], que é um dos principais autores referenciados neste trabalho, usou um mé-

todo generalizado de síntese modal que congrega os casos com e sem amortecimento, por 

meio de um superconjunto de flexibilidade residual, considerando que os modos de corpo 

rígido ficarão dentro das bases modais de cada componente. Também propondo um método 

de síntese modal integrada a uma nova metodologia de remontagem dos componentes, junto a 

isso um processo de eliminação automático dos modos, onde se evidencia que a qualidade de 

energia das parcelas modais da interface dos componentes juntos afeta na precisão do método.  
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Ao longo deste trabalho a principal técnica de síntese e a metodologia usada para os 

modos de flexibilidade residual foi proposta por Araújo [6], por apresentar de forma mais 

clara e eficiente a metodologia e o processo matemático para conseguir ser aplicado em qual-

quer software matemático. 

Rixen [33] expõe uma nova metodologia de síntese baseada nos modos de interface li-

vre e de flexibilidade residual. As matrizes associadas ao método são muito semelhantes as 

matrizes de Craig-Bampton e as matrizes menos complexas, são matrizes reduzidas obtidas 

por processos de síntese em modos de interface livre. 

Junqueira [10] faz uma contribuição ao método de síntese modal experimental proposto 

por Araújo, melhorando condições de ortogonalidade e de normalização das bases modais. 

Paralelamente desenvolvendo dois novos métodos para a escolha automática das bases modais 

das subestruturas usadas no processo de síntese. 

Araújo [6] e Junqueira [10] trataram um tema importante na síntese modal de compo-

nente por flexibilidade residual em relação ao critério de seleção dos modos que vão confor-

mar a base de flexibilidade residual da metodologia. Ao longo deste trabalho foi tratado o 

critério de eliminação automática de modos proposta por Araújo e o critério de seleção modal 

pelas frequências proposto por Junqueira, que demonstrou ser o melhor critério de seleção de 

modos. 

Mais recentemente, Huan [34] apresenta uma metodologia para tratar a incerteza de in-

tervalos com base uma interface livre. Para reduzir o erro de truncamento de modo, a matriz 

de flexibilidade residual é formada construindo um conjunto de vetores modais ortogonais 

com vetores modais do sistema de ordem inferior e matrizes do sistema. 

Em um problema estrutural mais atual similar ao problema proposto neste trabalho, Vi-

doni [35] implementou um sistema de ligação rígida equivalente com SMC para desenvolver 

um novo modelo dinâmico de mecanismos flexível aplicado num problema automotivo de 

mecanismo em L. O modelo foi implementado e validado numericamente comparando a res-

posta com um simulador comercial. 

A seguir são apresentados os conceitos fundamentais de síntese modal de componentes 

em um problema de vibração estrutural. 
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2.3 Conceitos Fundamentais 

 

A metodologia de síntese modal de componentes é usualmente usada no campo da aná-

lise dinâmica estrutural [6] [36] para descrever o comportamento dinâmico de sistemas de 

grandes dimensões; particularmente quando a estrutura compreende diversos componentes, 

como por exemplo, aeronaves, edifícios, estruturas offshore, veículos espaciais, etc. Geral-

mente, dentro dos métodos de síntese modal é assumido que o sistema não é amortecido ou 

seu amortecimento é proporcional, isso define as equações de movimento como desacopladas. 

O procedimento de síntese foi introduzido por Hurty [18] e representa basicamente um proce-

dimento de Rayleigh-Ritz [36] com a inclusão de modelos discretos de elementos finitos. Os 

principais objetivos do método de síntese modal de componentes são: 

Prover um problema computacional reduzido em uma faixa de frequência de forma pre-

cisa e eficiente. A precisão requerida para o sistema completo deve ser obtida com um núme-

ro reduzido de graus de liberdade; independência total dos componentes analisados, onde não 

se necessita nenhum conhecimento prévio do sistema completo para a análise de cada compo-

nente. Possibilidade de poder incluir em qualquer momento do projeto um novo componente. 

[37]  

De forma que os autovetores dos componentes possam representar o movimento do sis-

tema sintetizado, sem importar as condições de interface, os modos normais têm que ser me-

lhorados com modos estáticos, que preveem os movimentos devidos à junção das interfaces 

dos componentes. A associação destes modos define os superconjuntos modais [16].  

Os métodos de síntese modal estão categorizados de acordo com as condições de con-

torno impostas nas interfaces ou junções entre um componente e seu adjacente. Os métodos 

de síntese modal podem ser categorizados como: 

- Métodos com interface fixa. 

- Métodos com interface livre. 

- Métodos híbridos, ou seja, uma mistura de modos normais de interface livre e fixa 

mais modos de restrição, modos de junção, modos de junção com alivio de inércia ou modos 

de flexibilidade residual. 

A metodologia está baseada em três pontos básicos: 

 - A separação do sistema completo em componentes. 

  - Cálculo do superconjunto modal (modos flexíveis mais modos estáticos) seja por um 

cálculo analítico, numérico ou experimental. 
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- Junção e solução das equações globais de movimento segundo a conectividade im-

posta. 

Exemplificando a metodologia de síntese modal, considere duas vigas engastadas-livres 

sejam juntadas por seu contorno livre (Figura 2.3a e Figura 2.3b), para formar uma viga en-

gastada-engastada (Figura 2.3c). Estas vigas são discretizadas usando coordenadas físicas (x, 

y e de rotação a longo o plano xy) internas e de contorno. 

 

 

 
Figura 2.3 Representação gráfica de duas vigas (subestruturas) discretizadas e interligadas por uma 

interface em comum.  

A equação de movimento para uma subestrutura não amortecida pode ser escrita da 

forma matricial compacta como: 

[𝑀𝑀]{�̈�𝑢} + [𝐾𝐾]{𝑢𝑢} = {𝑓𝑓} (2.1) 

Ou de sua forma particular como: 

�
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

� ��̈�𝑢𝑖𝑖�̈�𝑢𝑖𝑖
� + �𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖
� �
𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖� = �𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖

� (2.2) 

Onde M e K representam as matrizes de massa e rigidez do sistema e u é o vetor de des-

locamento provocado por forças atuantes f. Os subíndices i e c definem os graus de liberdade 

internos e de contorno das subestruturas. 

Para conseguir separar as equações de movimento, as coordenadas físicas u são trans-

formadas em coordenadas modais q, utilizando a transformação linear: 

{𝑢𝑢} = [𝛹𝛹] {𝑞𝑞} (2.3) 

Onde 𝛹𝛹 representa a base de autovetores e 𝑞𝑞 são as coordenadas modais. 

Usando a transformação linear (equação (2.3)) na equação (2.2), e multiplicando ambos 

lados da equação pela base modal transposta 𝛹𝛹𝑡𝑡 tem-se: 

a) b) 

c) 

i c 
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�𝑀𝑀𝑞𝑞�{�̈�𝑞} + �𝐾𝐾𝑞𝑞�{𝑞𝑞} = [𝛹𝛹]𝑡𝑡 {𝑓𝑓} (2.4) 

Onde: 

�𝑀𝑀𝑞𝑞� = [𝛹𝛹]𝑡𝑡 [𝑀𝑀 ][𝛹𝛹]  

�𝐾𝐾𝑞𝑞� = [𝛹𝛹]𝑡𝑡[𝐾𝐾][𝛹𝛹]  

Onde 𝑀𝑀𝑞𝑞 e 𝐾𝐾𝑞𝑞 representam a matriz de massa e rigidez generalizadas correspondentes.  

A equação (2.4) determina o modelo dinâmico de um componente em coordenadas mo-

dais. Considera-se que as colunas da matriz modal sejam funções de forma linearmente inde-

pendentes [38], cuja combinação linear serve para representar adequadamente a configuração 

deformada do componente. A síntese modal apresentada consiste no uso de diversas relações 

lineares dos modos dos componentes para descrever a forma de deformação.  

A seguir são apresentadas as principais relações lineares dos modos dos componentes 

para a descrição da forma de deformação. 

 

2.4 Métodos de Síntese Modal de Componentes 

 

Para estruturas não amortecidas todos os modos dos componentes são reais e podem ser 

categorizados como: 

- Modos normais: 

• Interface fixa. 

• Interface livre. 

• Híbridos. 

• Interface carregada. 

- Modos de corpo rígido. 

- Modos de flexibilidade residual. 

- Modos estáticos. 

• Restrição. 

• Junção com interface fixa. 

• Junção com interface livre. 

• Junção com alívio de inércia. 
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O método de síntese modal consegue precisão nos resultados finais apenas quando são 

usados superconjuntos modais, isto foi observado por Allemang, Brown e Soni [39]. Estes 

superconjuntos usam algum tipo de modo normal juntamente com uma associação de algum 

ou alguns outros tipos de modos. A seguir é apresentada a forma de obtenção dos principais 

modos usados nos vários métodos de síntese modal e os modos de flexibilidade residual que 

são usados para o desenvolvimento da síntese modal com flexibilidade residual (SMFR) ao 

longo deste trabalho. 

2.4.1 Modos normais com interface fixa. 

Os modos normais com interface fixa são obtidos do autoproblema determinado pela 

equação (2.2), usando somente coordenadas físicas internas. Para este caso, as parcelas das 

coordenadas físicas de interface são consideradas nulas. Com isso, conseguindo-se uma for-

mulação da forma: 

[𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖]{�̈�𝑢𝑖𝑖} + [𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖]{𝑢𝑢𝑖𝑖} = {0} (2.5) 

A solução da equação diferencial (2.5) é da forma: 

�[𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖] + �𝛬𝛬𝑓𝑓𝑖𝑖2 �[𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖]� �𝜃𝜃𝑓𝑓𝑖𝑖� = [0] (2.6) 

Dessa forma, os modos normais de interface fixa obtidos pela solução da equação (2.6), 

normalizados pela matriz de massa, são dados por: 

��̅�𝜃𝑓𝑓� = [𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖]1/2�𝜃𝜃𝑓𝑓𝑖𝑖� 

(2.7) 

�𝜃𝜃𝑓𝑓� = �
𝜃𝜃𝑓𝑓𝑖𝑖
0𝑓𝑓𝑖𝑖

� 

2.4.2 Modos normais com interface livre. 

Os modos normais com interface livre são obtidos considerando as forças nulas na 

equação (2.1). Assim, são usados todos os termos das matrizes da massa e rigidez, isto é: 

[𝑀𝑀]{�̈�𝑢} + [𝐾𝐾]{𝑢𝑢} = {0} (2.8) 

A solução da equação diferencial (2.8) é da forma:  

([𝐾𝐾] + [𝛬𝛬𝑙𝑙2][𝑀𝑀]) [𝜃𝜃𝑙𝑙] = [0] (2.9) 
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Dessa maneira, os modos normais de interface livre obtido pela equação (2.9), normali-

zados pela matriz de massa são dados por:  

[�̅�𝜃𝑙𝑙] = [𝑀𝑀]1/2[𝜃𝜃𝑙𝑙] 

(2.10) 

[𝜃𝜃𝑙𝑙] = �𝜃𝜃𝑙𝑙𝑖𝑖𝜃𝜃𝑙𝑙𝑖𝑖
� 

Na prática, unicamente é acessível um conjunto limitado de modos normais representa-

tivos do comportamento dinâmico do componente [10]. Os modos normais híbridos, de apli-

cação mais rara, são combinações dos modos fixos e livres.  

2.4.3 Modos normais com interface carregada. 

Estes modos são resultado de um autoproblema modificado para a subestrutura, onde 

são incluídas variações na matriz de massa nas coordenadas de contorno [40]. Esta metodolo-

gia foi introduzida por Jezequel [41] na resolução experimental de modos normais. Analiti-

camente a solução desta equação é definida por: 

��𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖

� + 𝛬𝛬𝑘𝑘2 �
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝛥𝛥𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

�� �𝜙𝜙𝑘𝑘𝑖𝑖𝜙𝜙𝑘𝑘𝑖𝑖
� = �00� (2.11) 

Onde 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 representa a variação na matriz de massa na coordenada de contorno. 

Desta maneira, os modos normais de interface carregada normalizados são obtidos da 

forma:  

𝜙𝜙𝑑𝑑 = �𝜙𝜙𝑘𝑘𝑖𝑖𝜙𝜙𝑘𝑘𝑖𝑖
� (2.12) 

2.4.4 Modos de flexibilidade residual. 

Os modos de flexibilidade residual têm sido usados especialmente na análise modal ex-

perimental (por sua caraterística de usar os autovalores e autovetores para desenvolver a sínte-

se) e são os principais modos usados ao longo deste trabalho. Sua resolução é atingida por 

meio dos modos flexíveis eliminados da base modal. Considere um componente composto por 

r modos de corpo rígido e por modos normais de interface livre. A equação contendo a matriz 

de rigidez pode ser escrita como: 

[𝐾𝐾]{𝑢𝑢} = {𝑓𝑓} (2.13) 
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Os deslocamentos físicos são relações das deformações elásticas e movimentos de corpo 

rígido. Estes deslocamentos podem ser escritos em forma de coordenadas modais pela seguin-

te transformação linear: 

{𝑢𝑢} = [𝜃𝜃𝑒𝑒]{𝑞𝑞𝑒𝑒} + [𝜃𝜃𝑟𝑟]{𝑞𝑞𝑟𝑟} (2.14) 

Conhecendo-se que: 

[𝐾𝐾][𝜃𝜃𝑟𝑟] = [0] (2.15) 

Aplicando as equações (2.13), (2.14) e (2.15) e pré-multiplicando a equação resultante 

pela matriz transposta dos modos elásticos, consegue-se: 

[𝜃𝜃𝑒𝑒]𝑡𝑡[𝐾𝐾][𝜃𝜃𝑒𝑒]{𝑞𝑞𝑒𝑒} = [𝜃𝜃𝑒𝑒]𝑡𝑡{𝑓𝑓} (2.16) 

A equação (2.16) pode ser escrita em função dos autovetores elásticos, como: 

{𝑞𝑞𝑒𝑒} = [𝛬𝛬𝑒𝑒]−1[𝜃𝜃𝑒𝑒]𝑡𝑡{𝑓𝑓} (2.17) 

Onde: 

[𝛬𝛬𝑒𝑒] = [𝜃𝜃𝑒𝑒]𝑡𝑡[𝐾𝐾][𝜃𝜃𝑒𝑒]  

Da equação (2.16) e (2.17) obtém-se: 

[𝐾𝐾][𝜃𝜃𝑒𝑒][𝛬𝛬𝑒𝑒]−1[𝜃𝜃𝑒𝑒]𝑡𝑡{𝑓𝑓} = {𝑓𝑓} (2.18) 

Ou de forma mais simples: 

[𝐾𝐾][𝐺𝐺𝑒𝑒]{𝑓𝑓} = {𝑓𝑓} (2.19) 

Onde: 

[𝐺𝐺𝑒𝑒] = [𝜃𝜃𝑒𝑒][𝛬𝛬𝑒𝑒]−1[𝜃𝜃𝑒𝑒]𝑡𝑡 (2.20) 

A equação (2.20) define a matriz de flexibilidade elástica, que também pode ser calcu-

lada pela inversa da matriz de rigidez. Mantendo-se m modos na base modal e descartando d 

modos, a matriz de flexibilidade elástica pode ser escrita como: 

[𝐺𝐺𝑒𝑒] = [𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡 + [𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡 = [𝐺𝐺𝑑𝑑] + [𝐺𝐺𝑑𝑑] (2.21) 

O segundo termo desta equação é designado de matriz de flexibilidade residual, que 

simboliza a flexibilidade da estrutura relativa aos modos eliminados ou fora da faixa de análi-
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se. Por conseguinte, os modos de junção de flexibilidade residual podem ser determinados 

como: 

�𝛿𝛿𝑓𝑓� = [𝐺𝐺𝑑𝑑][𝑓𝑓𝑛𝑛𝑖𝑖] (2.22) 

Percebe-se na equação (2.22) que o número de modos de flexibilidade residual é equiva-

lente ao número de graus de liberdade do contorno entre os componentes. Aplicando as equa-

ções (2.21) e (2.22) obtém-se: 

�𝛿𝛿𝑓𝑓� = [𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡[𝑓𝑓𝑛𝑛𝑖𝑖] = [𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]𝑡𝑡 (2.23) 

Isso quer dizer que a equação (2.23) descreve os modos de flexibilidade residual consi-

derados nas coordenadas de contorno j. A matriz de rigidez e a matriz de massa dos compo-

nentes quando estão relacionados aos modos de flexibilidade residual, podem ser descritas 

como: 

�𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡[𝐾𝐾]�𝛿𝛿𝑓𝑓� = [𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1([𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡[𝐾𝐾][𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑])[𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]𝑡𝑡 (2.24) 

�𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡[𝑀𝑀]�𝛿𝛿𝑓𝑓� = [𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1([𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡[𝑀𝑀][𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑])[𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]𝑡𝑡 (2.25) 

Onde: 

[𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑] = [𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡[𝐾𝐾][𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑] ;     𝑒𝑒    [𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑] = [𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]𝑡𝑡[𝑀𝑀][𝜃𝜃𝑛𝑛𝑑𝑑]  

Considerando que a base modal seja normalizada pela matriz de massa, obtém-se:  

�𝛼𝛼𝑓𝑓𝑓𝑓� = �𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡[𝐾𝐾]�𝛿𝛿𝑓𝑓� = [𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]𝑡𝑡 (2.26) 

�𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓� = �𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡[𝑀𝑀]�𝛿𝛿𝑓𝑓� = [𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]([𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1)2[𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]𝑡𝑡 (2.27) 

As equações (2.26) e (2.27) apresentam que as matrizes de rigidez e de massa podem 

ser criadas por meio da fração o parcela modal eliminada ou não selecionada quando são rela-

cionadas aos modos de flexibilidade residual. Esta característica faz tornar esta base modal 

satisfatória para a análise experimental, sem precisar de um conhecimento de parâmetros físi-

cos do sistema, mais especificamente a matriz de massa e de rigidez. 

A seguir é apresentada a metodologia de síntese usada ao longo deste trabalho, foram 

escolhidos os modos de flexibilidade residual, devido as grandes vantagens que entrega com 
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relação principalmente a análise experimental, ou melhor, não há necessidade de um conhe-

cimento prévio das características físicas do sistema. 

 

2.5 Método de Síntese Modal com Flexibilidade Residual 

 

O método de síntese modal com flexibilidade residual (SMFR) tem como principais 

passos a construção dos modelos dinâmicos das subestruturas e a definição das relações nos 

contornos com o objetivo de formar as equações do sistema acoplado. Portanto, a precisão e 

eficiência da síntese dependem da forma em que essas limitações de contorno são determina-

das. Outra característica importante são os tipos de coordenadas utilizadas na representação 

dinâmica da subestrutura. Os métodos de síntese modal apresentam diferenças na forma de 

estabelecer a compatibilidade do contorno das subestruturas e nos tipos de modos utilizados 

para formar o superconjunto modal. 

Para que o conjunto modal represente apropriadamente os movimentos do sistema sinte-

tizado, sem importar as condições de contorno, o conjunto modal deve ser melhorado com os 

autovetores estáticos, prevendo os movimentos gerados pela junção das interfaces das subes-

truturas. A relação destes modos determinam os superconjuntos modais. Alguns pesquisado-

res [42] [43] têm observado que o superconjunto modal de flexibilidade residual é o mais 

apropriado para análise experimental. 

O método proposto por Araújo [6] corresponde ao método de Craig-Chang [27], com a 

diferença de não ser necessário o conhecimento dos parâmetros físicos. Também pode ser 

categorizado como um método de interface livre, utilizado em análise experimental, por causa 

dos modos de flexibilidade residual. 

Para formular o método considere dois componentes ligados por uma interface em co-

mum e discretizadas pelas coordenadas físicas, como está exemplificada na Figura 2.3. A 

equação (2.1) define o movimento para cada subestrutura, usando as coordenadas físicas co-

mo coordenadas internas e coordenadas de contorno. O superconjunto modal de flexibilidade 

residual é contido pelos modos normais de interface livre selecionados 𝜃𝜃𝑙𝑙 (obtidos da solução 

homogênea da equação (2.1)), modos de corpo rígido 𝜃𝜃𝑟𝑟 e modos de flexibilidade residual 𝛿𝛿𝑓𝑓 

(obtidos pelos modos não selecionados na base modal como foi visto no capítulo anterior), 

isto é: 
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[𝛹𝛹] =  [𝛿𝛿𝑓𝑓 𝜃𝜃𝑟𝑟 𝜃𝜃𝑙𝑙] = [𝛿𝛿𝑓𝑓 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑛𝑛] (2.28) 

No método considera-se que os modos de corpo rígido serão agregados aos modos nor-

mais selecionados determinados por 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑛𝑛. Assim, a transformação linear que combina os des-

locamentos físicos com as coordenadas generalizadas é determinada por: 

�
𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖� = �

𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖
𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖

� �
𝑞𝑞𝑓𝑓
𝑞𝑞𝑑𝑑� = [𝛹𝛹]{𝑞𝑞} (2.29) 

Utilizando a transformação linear da equação (2.29) na equação (2.1) e pré-

multiplicando a equação resultante pela transposta do superconjunto modal de flexibilidade 

residual equação (2.28), consegue-se a equação de movimento para cada subestrutura em ter-

mos das coordenadas modais, determinada por: 

[𝛽𝛽]{�̈�𝑞} + [𝛼𝛼]{𝑞𝑞} = [𝛹𝛹]𝑡𝑡{𝑓𝑓} (2.30) 

Onde: 

{𝑓𝑓} = �𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖
�  

[𝛽𝛽] = [𝛹𝛹]𝑡𝑡[𝑀𝑀][𝛹𝛹] = ��𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡[𝑀𝑀]�𝛿𝛿𝑓𝑓� 0

0 𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑
�  

[𝛼𝛼] = [𝛹𝛹]𝑡𝑡[𝐾𝐾][𝛹𝛹] = ��𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡[𝐾𝐾]�𝛿𝛿𝑓𝑓� 0

0 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑
�  

Os termos de massa e rigidez associados com os modos de flexibilidade residual mos-

trados na equação anterior determinados na equação (2.26) e (2.27). Com isso, pode-se escre-

ver que:  

[𝛽𝛽] = �
𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓 0
0 𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑

� (2.31) 

[𝛼𝛼] = �
𝛼𝛼𝑓𝑓𝑓𝑓 0

0 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑
� (2.32) 

A equação (2.30) determina o modelo dinâmico em coordenadas modais de cada com-

ponente da Figura 2.3, sendo expandida em função da forma de construção do vetor de coor-
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denadas modais {𝑞𝑞}. Na formulação proposta, a equação de movimento para os dois compo-

nentes conectado é uma extensão natural da equação (2.30), isto é: 

[𝛥𝛥]�𝑞𝑞�̈� + [𝛤𝛤]{𝑞𝑞�} = [𝐸𝐸]𝑡𝑡�𝑓𝑓� (2.33) 

Onde: 

[𝐸𝐸] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑎𝑎 0
𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎 0

𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 0
𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 0

0 𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

0 𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏
0 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏

0 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

;       {𝑞𝑞�} =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑞𝑞𝑓𝑓

𝑎𝑎

𝑞𝑞𝑓𝑓𝑏𝑏

𝑞𝑞𝑑𝑑𝑎𝑎

𝑞𝑞𝑑𝑑𝑏𝑏 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

;       �𝑓𝑓� =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑎𝑎

𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎

𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

;  

[𝛥𝛥] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓𝑎𝑎 0
0 𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓𝑏𝑏

0     0
0     0

0   0
0   0

𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎 0
0 𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

;       [𝛤𝛤] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝛼𝛼𝑓𝑓𝑓𝑓𝑎𝑎 0
0 𝛼𝛼𝑓𝑓𝑓𝑓𝑏𝑏

0      0
0      0

0    0
0    0

𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎 0
0 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

;  

Para o procedimento de síntese as subestruturadas ligadas como na Figura 2.3. As equa-

ções de compatibilidade entre as subestruturas a e b podem ser definidas como: 

𝑢𝑢𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑏𝑏 = 0 
(2.34) 

𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 = 0 

A equação (2.34) considera um problema em vibração livre com forças atuantes somen-

te na interface comum. As equações do movimento em coordenadas modais são similares à 

equação (2.30) e podem ser definidas de forma compacta como: 

�𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓���̈�𝑞𝑓𝑓� + �𝛼𝛼𝑓𝑓𝑓𝑓��𝑞𝑞𝑓𝑓� = �𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡{𝑓𝑓} 

(2.35) 

[𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑]{�̈�𝑞𝑑𝑑} + [𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]{𝑞𝑞𝑑𝑑} = [𝜙𝜙𝑑𝑑]𝑡𝑡{𝑓𝑓} 

Normalmente a faixa de frequência analisada é inferior à máxima frequência do sistema, 

consegue-se aproximar a solução das coordenadas modais, relativas aos modos de flexibilida-

de residual, por meio das respostas pseudo-estáticas [16], quer dizer, desprezam-se os termos 

relativos à aceleração. Assim, por meio da primeira equação do sistema anterior tem-se que: 

�𝛼𝛼𝑓𝑓𝑓𝑓��𝑞𝑞𝑓𝑓� = �𝛿𝛿𝑓𝑓�
𝑡𝑡{𝑓𝑓} (2.36) 
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Na equação (2.36) a parcela da base de flexibilidade residual relacionada com a matriz 

de rigidez é definida pela equação (2.26). Pretende que o vetor de forças tem excitação so-

mente nas coordenadas do contorno, isto é: 

�𝑓𝑓�̅ = �0
𝑓𝑓𝑖𝑖
� (2.37) 

Das equações (2.26), (2.36) e (2.37) tem-se que: 

([𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑][𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑]−1[𝜃𝜃𝑖𝑖𝑑𝑑]𝑡𝑡)��𝑞𝑞𝑓𝑓 − 𝑓𝑓𝑖𝑖�� = {0} (2.38) 

Como o primeiro fator da equação (2.38) é não singular, define-se que: 

�𝑞𝑞𝑓𝑓� = {𝑓𝑓𝑖𝑖} (2.39) 

Desta forma, segundo as equações (2.39) e (2.34) as condições de compatibilidade po-

dem ser escritas como: 

𝑢𝑢𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑏𝑏 = 0 

(2.40) 

𝑞𝑞𝑓𝑓𝑎𝑎 − 𝑞𝑞𝑓𝑓𝑏𝑏 = 0 

Conforme as equações (2.34) e (2.40) obtém-se: 

𝑢𝑢𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑏𝑏 = �𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎 −𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 −𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 �{𝑞𝑞�} = 0 

(2.41) 

𝑞𝑞𝑓𝑓𝑎𝑎 − 𝑞𝑞𝑓𝑓𝑏𝑏 = �𝐼𝐼𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎 𝐼𝐼𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 0𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 0𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 �{𝑞𝑞�} = 0 

A equação de restrição (2.41) pode será usada para diminuir a ordem do sistema, utili-

zando somente as parcelas das coordenadas modais livres 𝑞𝑞�, quer dizer, aquelas que serão 

mantidas na base. A matriz de restrição definida na equação (2.41) pode ser classificada em 

uma parcela de coordenadas dependentes e uma parcela de coordenadas independentes. Desta 

forma tem-se que: 

[𝑅𝑅] = [𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑] = �
𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎 −𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 −𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏

𝐼𝐼𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎     𝐼𝐼𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 0𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎         0𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎
� = 0 (2.42) 

As coordenadas modais podem ser definidas de acordo com as coordenadas modais 

mantidas, considerando as compatibilidades do sistema, ou seja, 
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{𝑞𝑞�} = [𝑆𝑆]{𝑝𝑝} (2.43) 

Onde: 

{𝑝𝑝} = �
𝑞𝑞𝑑𝑑𝑎𝑎  
𝑞𝑞𝑑𝑑𝑏𝑏

�  

Desse modo, a matriz de conectividade geral pode ser calculada por meio das equações 

(2.41), (2.42) e (2.43), isto é: 

[𝑆𝑆] = �−𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑
−1𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑

� =

⎣
⎢
⎢
⎡−�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖

𝑎𝑎

�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎
�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏

−�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎

𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎
0

0
𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏 ⎦

⎥
⎥
⎤
 (2.44) 

Onde: 

[𝐶𝐶𝑑𝑑𝑑𝑑−1] = �
�̂�𝐴 �̂�𝐴𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏

−�̂�𝐴 �𝐼𝐼𝑖𝑖𝑖𝑖 − �̂�𝐴𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 �
�      𝑒𝑒     ��̂�𝐴� = �𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑎𝑎 + 𝛿𝛿𝑓𝑓𝑖𝑖𝑏𝑏 �

−1  

Usando a transformação linear obtida pela equação (2.43) na equação de movimento do 

sistema definida na equação (2.33), em conjunto das combinações previamente determinadas, 

e pré-multiplicando esta equação resultante pela matriz transposta da conectividade, conse-

gue-se uma equação homogênea da forma: 

[𝑀𝑀�]{�̈�𝑝} + [𝐾𝐾�]{𝑝𝑝} = {0} (2.45) 

Onde: 

[𝑉𝑉] = ��̂�𝐴�
𝑡𝑡
�𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓𝑎𝑎 + 𝛽𝛽𝑓𝑓𝑓𝑓𝑏𝑏 ���̂�𝐴�  

[𝑀𝑀�] = [𝑆𝑆]𝑡𝑡[𝛥𝛥][𝑆𝑆] = �𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎 + (𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 )𝑡𝑡𝑉𝑉𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 −(𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 )𝑡𝑡𝑉𝑉𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏

−(𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏 )𝑡𝑡𝑉𝑉𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 𝐼𝐼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏 + (𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏 )𝑡𝑡𝑉𝑉𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏
�  

[𝐾𝐾�] = [𝑆𝑆]𝑡𝑡[𝛤𝛤][𝑆𝑆] = �𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎 + (𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 )𝑡𝑡�̂�𝐴𝜙𝜙�𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 −(𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 )𝑡𝑡�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏

−(𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏 )𝑡𝑡�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑎𝑎 𝛬𝛬𝑑𝑑𝑑𝑑𝑏𝑏 + (𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏 )𝑡𝑡�̂�𝐴𝜙𝜙𝑑𝑑𝑖𝑖𝑏𝑏
�  

A equação de movimento sintetizada para o sistema completo, equação (2.45) é resumi-

da em termos das coordenadas mantidas {𝑝𝑝} e na redução precedente das bases modais das 

subestruturas em coordenadas selecionadas e não selecionadas. Resolvendo-se, por conse-
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guinte o autoproblema precedente determinado pela equação (2.45) fornece os autovalores e 

autovetores 𝛴𝛴, que podem ser usados para retornar à base modal original do sistema. A re-

gressão é realizada usando uma alteração inversa nas equações de transformação linear que 

modificaram a base de coordenadas originais. Esse processo proporciona uma base modal 

sintetizada da forma:  

[𝜁𝜁] = [𝛹𝛹][𝑆𝑆][𝛴𝛴] (2.46) 

Em resumo para conseguir aplicar corretamente a síntese modal por flexibilidade resi-

dual é importante seguir os seguintes passos: 

• Passo 1: Ter bem definidos os autovalores (Λ) e autovetores (φ) que vão ser mantidos 

e eliminados da base modal para conformar os modos de flexibilidade residual.  

• Passo 2: Definir as matrizes de massa (βff) e rigidez (αff) associados junto com os mo-

dos de flexibilidade residual por meio dos modos mantidos e eliminados do passo an-

terior.  

• Passo 3: Através das matrizes de massa e rigidez associadas e os modos de flexibilida-

de residual é possível calcular a matriz dinâmica de estado (Â), a matriz auxiliar (V) e 

o vetor solução das matrizes de massa e rigidez (S). 

• Passo 4: Estabelecer as matrizes de massa e rigidez da subestrutura sintetizada. 

• Passo 5: Finalmente resolvendo o autoproblema por meio das matrizes de massa e ri-

gidez é possível obter os autovalores e autovetores do sistema sintetizado. Dessa for-

ma deve-se de retornar a base modal original do sistema mediante a transformação li-

near inversa da equação (2.46). 

A Figura 2.4 apresenta um fluxograma dos passos importantes no processo da síntese. 
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Figura 2.4 Fluxograma da metodologia de SMFR. 

A metodologia tem o benefício de ter um baixo custo computacional, devido a que as 

proporções da base modal final dependem somente da quantidade de graus de liberdade dos 

componentes. A obtenção de uma solução satisfatória por meio da metodologia de síntese está 

sujeita a algumas recomendações, entre as quais estão: 

• A quantidade de modos mantidos de cada componente tem que ter no mínimo 70% da 

base modal para ter resultados aceitáveis. Sendo esta faixa estudada por Duarte [8]. 

• Hoje em dia, não se encontra um critério consistente para a designação quantitativa de 

quais modos são os mais indicados para ser extraídos da base modal.  Essa eleição é 

geralmente escolhida pelo pesquisador, usando sua experiência para fazer esta escolha. 

Desta forma, Araújo [6] introduziu o método de eliminação automática de modos 

(CEA) a fim de obter uma precisão melhor nos resultados. 

• Um requisito da metodologia exige que a quantidade de nós ou coordenadas na inter-

face dos componentes juntados sejam iguais. 

• Além da quantidade de modos extraídos da base modal, os modos de flexibilidade re-

sidual que assemelham os modos extraídos serão iguais ao número de coordenadas da 

interface dos componentes juntados. 

A Figura 2.5 apresenta o fluxograma do algoritmo do método SMFR conforme a meto-

dologia estudada. Primeiramente, deve-se de calcular as matrizes físicas dos componentes. Se 
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o sistema encontra-se composto de vários componentes, posteriormente à primeira síntese 

modal dos dois componentes iniciais, estas serão remontadas como um novo componente que 

será juntado a um terceiro componente conforme a conectividade geral [6]. Dessa forma, o 

cálculo é elaborado unicamente com dois componentes mutuamente conectadas, uma a uma, 

ao componente anterior até a síntese do sistema completo. 

O índice MAC (“Modal Assurance Criterion”) foi definido por Ewins [38] e pode-se 

encontrar dentro do ANEXO A. 

O erro relativo é calculado mediante: 

𝑒𝑒𝑟𝑟𝑟𝑟𝑒𝑒 (%) =
|𝜔𝜔𝑇𝑇𝑒𝑒𝑇𝑇𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎 − 𝜔𝜔𝑠𝑠𝑖𝑖𝑛𝑛𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑑𝑑𝑎𝑎|

|𝜔𝜔𝑇𝑇𝑒𝑒𝑇𝑇𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎| ∗ 100% (2.47) 

Determina a exatidão entre a frequência teórica e a frequência sintetizada. A melhor 

precisão do erro relativo é representada com um valor próximo de zero. 

A seguir são apresentados os critérios de eliminação automática de modos que para os 

processos de síntese modal com flexibilidade residual o pesquisador define quais modos dese-

ja retirar da base modal para definir os modos de flexibilidade residual, os critérios de elimi-

nação fornecem uma maneira de obter este índice qualitativo, com a finalidade de tornar a 

SMFR mais prático e preciso. 
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Figura 2.5 Fluxograma da aplicação da Síntese Modal com Flexibilidade Residual (SMFR). 
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2.6 Critério de Eliminação de Modos 

 

Os processos da metodologia de síntese modal de sistemas conservativos ou não con-

servativos dispõem de um fundamento em comum, desenvolver o problema de dimensões 

sintetizadas por meio de duas formulações lineares: 

• Uma transformação linear nas coordenadas físicas dos componentes usando uma base 

modal incompleta. 

• Uma transformação linear nas coordenadas generalizadas usando uma matriz de com-

patibilidade determinada pelas coordenadas físicas da interface dos componentes. 

Duarte [8] e Hurty [9] observaram que para certa quantidade de modos mantidos, po-

dem ser identificados com exatidão cerca de 65% a 80% de modos do sistema. Para esse caso, 

usar conjuntos de modos diferentes influencia consideravelmente no processo de síntese. 

Vários pesquisadores têm utilizado um critério aleatório para a escolha de modos a 

manter e subtrair da base modal, acabando em uma tendência de resultados insuficientes e 

limitações no processo de síntese. 

No processo de síntese modal de componentes com modos de flexibilidade residual, o 

pesquisador faz a escolha dos modos que deseja manter e eliminar para a determinação dos 

modos de flexibilidade residual que vão ser usados para melhorar a base modal de cada com-

ponente. Embora seja mantido um número de modos consideráveis, existe a probabilidade de 

eliminar modos significativos na caracterização do sistema original. 

Araújo [6] propõe o critério de eliminação automática de modos (CEA), com base em 

diversas simulações com exemplos numéricos, no seu estudo observou que quando o nível de 

energia da interface das subestruturas é pequeno, calculam-se soluções com mais exatidão 

para as frequências e modos sintetizados. Logo, quanto menor a energia das coordenadas de 

contorno relativamente à energia das coordenadas internas para um determinado modo de 

uma subestrutura, menor seria a influência deste modo na síntese do sistema completo. Isso é 

concluído devido ao fato que as parcelas internas de energia dos modos subtraídos são as 

principais responsáveis pelo movimento vibratório do sistema completo, posto que as parcelas 

relativas ao contorno fiquem sujeitas às condições impostas pela junção das subestruturas. 

Dessa forma, a relação entre as parcelas de energia de contorno e interna das subestruturas 

proporcionam um padrão de qualidade entre os modos de uma subestrutura. Esse critério re-

presenta a base do CEA. A seleção de um determinado modo com alta energia de interface em 

comparação aos nós internos significa baixa qualidade nos resultados finais da síntese. 
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Neste trabalho foram aplicados dois métodos de seleção automática de modos. O pri-

meiro é CEA proposto por Araújo [6] baseado na energia dos modos das subestruturas. O 

segundo é o critério de seleção modal pelas frequências (CSMF) baseado na simples combi-

nação das frequências dos modos das subestruturas. 

Os critérios aplicados são avaliados na técnica de síntese modal SMFR [6]. O processo 

de seleção pode ser aplicado em processos de síntese modal experimental e a metodologia é 

avaliada em modelos discretos de massa-mola e em modelos de elementos finitos. 

2.6.1 Critério de seleção modal pela energia (CEA). 

Observando a Figura 2.6, apresenta o acoplamento de modos de dois componentes de 

vigas engastada-livre, para formar uma viga total engastada-engastada. Na figura são mostra-

dos os vetores Ei e Ec que constituem a forma em que são deformados os nós internos e do 

contorno das vigas. Essas deformações podem ser consideradas como sendo níveis de energia 

de cada nó, e por meio destes obter uma comparação relativa entre os níveis de energia dos 

nós ou nó de contorno com os nós internos. 

Da Figura 2.6 pode-se determinar que para cada viga, quanto menor a energia das coor-

denadas de contorno em relação à energia das coordenadas internas para um determinado mo-

do, menor será a importância deste modo na síntese do sistema completo. Observando que as 

parcelas internas de energia dos modos mantidos são as principais responsáveis pelo movi-

mento vibratório do sistema completo, posto que as parcelas relativas ao contorno das subes-

truturas dependem das condições impostas pela junção. Assim, a relação entre a energia dos 

nós de contorno com os nós internos proporcionam um índice de qualidade entre os modos de 

cada subestrutura. Determinando-se que para um modo escolhido a junção é mais importante 

em comparação aos nós internos. Uma das desvantagens desta técnica é que existe a probabi-

lidade de obter baixa convergência na solução final da síntese. 
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Figura 2.6 Três primeiros modos de vibrar de uma viga engastada-livre, mostrando a diferença de 

energia da interface respeito à energia interna. 

2.6.1.1 Caso Unidimensional 

• Pesos relativos – Caso Unidimensional 

Para determinar o peso relativo, a equação (2.3) é usada com uma configuração diferen-

te. Definindo a transformação linear empregada às coordenadas físicas de um componente, 

usando a sua base modal, normalizada pela massa, da seguinte forma: 

�
𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖� =  �𝜙𝜙𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖

� {𝑞𝑞} = [𝜙𝜙𝑙𝑙]{𝑞𝑞} (2.48) 

Pré-multiplicando a equação (2.48) pela inversa da matriz modal consegue-se calcular 

as coordenadas modais como: 

{𝑞𝑞} = [(𝜙𝜙𝑖𝑖−1)𝑡𝑡 (𝜙𝜙𝑖𝑖−1)𝑡𝑡][𝑀𝑀] �
𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖� (2.49) 

Isto é: 

{𝑞𝑞} = [𝜙𝜙𝑖𝑖−1]𝑡𝑡[𝑀𝑀]{𝑢𝑢𝑖𝑖} + [𝜙𝜙𝑖𝑖−1]𝑡𝑡[𝑀𝑀]{𝑢𝑢𝑖𝑖} (2.50) 

Para modos reais, a base modal inversa pode ser calculada por: 

[𝜙𝜙]−1 = [𝜙𝜙]𝑡𝑡[𝑀𝑀] (2.51) 

Ec Ei 

Ei 

Ei 

Ei 

Ei 

Ec Ec 

Ec Ec 

Ei 

Ec 
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Na equação (2.49), as subdivisões da matriz inversa da base modal pertencem às frações 

das coordenadas físicas internas e de interface de um componente. A segunda fração da equa-

ção (2.49) considera os coeficientes das coordenadas de interface na formação das coordena-

das modais. 

Por conseguinte, um modo definido de um componente compreende uma importância 

superior nos deslocamentos modais da estrutura completa, se maior for a parcela modal refe-

rente ao contorno desta subestrutura. Para qualificar esta importância, determinou-se um peso 

entre estas frações usando a norma Euclidiana de um vetor ou norma L2 [42]. A equação 

(2.52) define o peso específico de um modo: 

𝜀𝜀𝑘𝑘 =
��𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�

𝑡𝑡
�
2

�[𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1]𝑡𝑡�
2

=
��𝜙𝜙1𝑗𝑗−1�

2
+ �𝜙𝜙2𝑗𝑗−1�

2
+ ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�

2

�|𝜙𝜙1𝑑𝑑−1 |2 + |𝜙𝜙2𝑑𝑑−1 |2 + ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1�
2

; 

𝑗𝑗 = 1, … , 𝑛𝑛𝑛𝑛          𝑒𝑒           𝑚𝑚 = 1, … ,𝑛𝑛𝑛𝑛 

(2.52) 

Os pesos modais determinados da equação anterior consistem dos coeficientes da inter-

face (nc) e os coeficientes dos nós internos da subestrutura (ni), para cada modo calculado. 

Portanto, a equação (2.52) pode ser usada como para sistemas não amortecidos como com 

amortecimento geral. Dentro da equação (2.52) são calculados os (k) pesos, que representam 

as bases modais com movimentos dos graus de liberdade internos e dos graus de liberdade da 

interface, de acordo com a norma do vetor modal (j), sendo que (𝜙𝜙�𝑖𝑖𝑗𝑗,𝜙𝜙�𝑖𝑖𝑗𝑗,) consistem dos ter-

mos relativos às coordenadas internas e de interface dos componentes. 

• Critério de Eliminação Automática - Caso Unidimensional 

O peso relativo de cada modo dos componentes pode funcionar como indicador da 

energia específica de cada modo, não obstante existe a junção recíproca entre os vários modos 

dos componentes juntados que podem alterar os níveis de energia da interface. Assim, os cri-

térios modais de contorno e internos de um componente, ponderada de uma forma desacopla-

da, ou seja, considerando apenas a energia isolada de cada modo não seria uma medida sufici-

entemente significativa para promover uma convergência eficiente da síntese. Desta forma, 

embora certo modo de um componente seja pouco significante na interface, se este modo for 

integrado com os outros modos do outro componente juntado, esta integração pode causar um 

crescimento do nível de energia na interface, influenciando o processo final da síntese. Por 

conseguinte, é fundamental desenvolver uma estimativa não só dos modos separados de cada 
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componente, mas também uma estimativa destes modos relacionados com os modos da subes-

trutura recentemente juntada. 

Desta forma, este critério de seleção de modos é determinado segundo a significância 

das coordenadas modais da interface associadas com a influência relativa entre os modos dos 

correspondentes componentes juntados. Esta importância é dimensionada por meio dos pesos 

relativos que forneceram um padrão de qualidade de um modo específico para cada subestru-

tura. Aqueles modos que se achassem com maior significância nas coordenadas físicas de 

interface vão ser considerados na seleção de eliminação de modos. 

O cálculo é desenvolvido por meio da energia relativa da interface a qual vai usando os 

modos individuais das subestruturas, através da equação (2.52). Utilizando as duas subestrutu-

ras (a e b) juntadas, a importância dos modos do componente (b) sobre um j-ésimo modo do 

componente (a) ou vice-versa é considerada por meio do módulo dos pesos relativos, da for-

ma: 

𝑍𝑍(𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑘𝑘) = �
|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1| ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|

⋮ ⋱ ⋮
|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛| ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|

� (2.53) 

A matriz Z determinada pela equação (2.53) possui (n) linhas mostrando os (n) possíveis 

pesos modais relativos do componente (b) e (k) colunas representado os (k) possíveis pesos 

modais relativos do componente (a). O critério de eliminação automática (CEA) é determina-

do por meio da soma algébrica dos valores de cada linha, fornecendo um padrão qualitativo 

para os modos do componente (a) e também pela soma algébrica dos valores de cada coluna, 

contribuindo um padrão qualitativo para os modos do componente (b). Esta metodologia junta 

os vários pesos individuais dos modos dos componentes com os possíveis pesos dos modos 

individuais do outro componente juntado, contribuindo uma nova medida da energia da inter-

face à energia dos nós internos. Assim, o índice é calculado da forma: 

𝑁𝑁𝑏𝑏
𝑗𝑗 = �𝑍𝑍𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  ;   𝑗𝑗 = 1, … , 𝑘𝑘 (2.54) 

𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖 = �𝑍𝑍𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ;   𝑛𝑛 = 1, … ,𝑛𝑛 (2.55) 

Dessa maneira, o maior valor do peso relativo associado determinado pela equação 

(2.54) para um modo (j) do componente (a) inclina-se a descrever uma importância maior 
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seção da interface entre os componentes juntados. Se na seção de junção entre os componen-

tes esta importância for inferior, a orientação é que as energias dos nós internos dos compo-

nentes mantiveram o movimento da estrutura completa. Por conseguinte, um critério viável é 

a eliminação dos valores de maior importância na interface, que é quantificada por meio do 

maior peso relativo associado, determinado pelas equações (2.54) e (2.55).  

2.6.1.2 Caso Tridimensional 

Para o caso de uma análise experimental existe a necessidade de fazer a análise de al-

gum nó específico ou as próprias restrições da estrutura fazem que diferentes nós possuam 

diferentes direções ou graus de liberdade. Da mesma forma, o modo de vibrar de um sistema 

determinado por meio dos nós estudados tende a ter mais de uma direção de movimento. Para 

estes casos, os componentes juntados vão ter uma influência da interface com relação às coor-

denadas internas, devendo ser avaliados nas direções de análise. 

O critério de eliminação tridimensional tem o mesmo processo que para o caso unidire-

cional, que foi já apresentado, com a diferença que um modo especifico de um componente 

possui um índice qualitativo para cada direção analisada.  

• Peso Relativo dos Modos - Caso Tridimensional 

Para este caso se considera um processo parecido ao Unidirecional usando as equações 

da seguinte forma: 

𝜀𝜀𝑥𝑥𝑘𝑘 =
��𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�

𝑡𝑡
�
2

�(𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1)𝑡𝑡�
2

=
��𝜙𝜙1𝑗𝑗−1�𝑥𝑥

2
+ �𝜙𝜙2𝑗𝑗−1�𝑥𝑥

2
+ ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�𝑥𝑥

2

�|𝜙𝜙1𝑑𝑑−1|𝑥𝑥2 + |𝜙𝜙2𝑑𝑑−1 |𝑥𝑥2 + ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1�𝑥𝑥
2

 (2.56) 

𝜀𝜀𝑦𝑦𝑘𝑘 =
��𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�

𝑡𝑡
�
2

�(𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1)𝑡𝑡�
2

=
��𝜙𝜙1𝑗𝑗−1�𝑦𝑦

2
+ �𝜙𝜙2𝑗𝑗−1�𝑦𝑦

2
+ ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�𝑦𝑦

2

�|𝜙𝜙1𝑑𝑑−1 |𝑦𝑦2 + |𝜙𝜙2𝑑𝑑−1 |𝑦𝑦2 + ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1�𝑦𝑦
2

 (2.57) 

𝜀𝜀𝑠𝑠𝑘𝑘 =
��𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�

𝑡𝑡
�
2

�(𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1)𝑡𝑡�
2

=
��𝜙𝜙1𝑗𝑗−1�𝑠𝑠

2
+ �𝜙𝜙2𝑗𝑗−1�𝑠𝑠

2
+ ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑗𝑗−1�𝑠𝑠

2

�|𝜙𝜙1𝑑𝑑−1|𝑠𝑠2 + |𝜙𝜙2𝑑𝑑−1 |𝑠𝑠2 + ⋯+ �𝜙𝜙𝑖𝑖𝑑𝑑−1�𝑠𝑠
2

 (2.58) 
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𝑗𝑗 = 1, … ,𝑛𝑛𝑛𝑛          𝑒𝑒           𝑚𝑚 = 1, … ,𝑛𝑛𝑛𝑛  

O peso modal será da forma: 𝜀𝜀̅ = �𝜀𝜀𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑘𝑘, 𝜀𝜀𝑠𝑠𝑘𝑘� (2.59) 

• Critério de Eliminação Automática - Caso Tridimensional 

Da mesma forma que foi calculada para o caso unidirecional e utilizando os pesos mo-

dais relativos da equação (2.59), é feito o procedimento exceto que o valor do índice deve ser 

obtido por meio da magnitude da soma relativa nas três direções: 

𝑍𝑍(𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑘𝑘)
𝑥𝑥 = �

|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|𝑥𝑥 ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|𝑥𝑥
⋮ ⋱ ⋮

|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|𝑥𝑥 ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|𝑥𝑥
� (2.60) 

𝑍𝑍(𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑘𝑘)
𝑦𝑦 = �

|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|𝑦𝑦 ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|𝑦𝑦
⋮ ⋱ ⋮

|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|𝑦𝑦 ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|𝑦𝑦
� (2.61) 

𝑍𝑍(𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑘𝑘)
𝑠𝑠 = �

|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|𝑠𝑠 ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏1|𝑠𝑠
⋮ ⋱ ⋮

|𝜀𝜀𝑎𝑎1 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|𝑠𝑠 ⋯ |𝜀𝜀𝑎𝑎𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑏𝑏𝑛𝑛|𝑠𝑠
� (2.62) 

Calculando os pesos finais de cada modo para cada direção individual: 

𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑏𝑏
𝑗𝑗 = �𝑍𝑍𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  ;   𝑗𝑗 = 1, … ,𝑘𝑘  

𝑁𝑁𝑦𝑦
𝑏𝑏
𝑗𝑗 = �𝑍𝑍𝑦𝑦𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  ;   𝑗𝑗 = 1, … , 𝑘𝑘 (2.63) 

𝑁𝑁𝑠𝑠
𝑏𝑏
𝑗𝑗 = �𝑍𝑍𝑠𝑠𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  ;   𝑗𝑗 = 1, … ,𝑘𝑘  

𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑎𝑎
𝑖𝑖 = �𝑍𝑍𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ;   𝑛𝑛 = 1, … ,𝑛𝑛  
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𝑁𝑁𝑦𝑦
𝑎𝑎
𝑖𝑖 = �𝑍𝑍𝑦𝑦𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ;   𝑛𝑛 = 1, … , 𝑛𝑛 (2.64) 

𝑁𝑁𝑠𝑠
𝑎𝑎
𝑖𝑖 = �𝑍𝑍𝑠𝑠𝑖𝑖𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

  ;   𝑛𝑛 = 1, … ,𝑛𝑛  

Concluindo, o peso final é obtido mediante a magnitude dos pesos associados, da forma: 

𝑁𝑁𝑏𝑏
𝑗𝑗 = ��𝑁𝑁𝑥𝑥

𝑎𝑎
2� + �𝑁𝑁𝑦𝑦

𝑎𝑎
2� + �𝑁𝑁𝑠𝑠

𝑎𝑎
2�  ;   𝑗𝑗 = 1, … ,𝑘𝑘 (2.65) 

𝑁𝑁𝑎𝑎𝑖𝑖 = ��𝑁𝑁𝑥𝑥
𝑏𝑏
2� + �𝑁𝑁𝑦𝑦

𝑏𝑏
2� + �𝑁𝑁𝑠𝑠

𝑏𝑏
2�  ;   𝑗𝑗 = 1, … ,𝑘𝑘 (2.66) 

Esses índices serão analisados da mesma forma que no caso unidirecional. 

2.6.2 Critério de Seleção Modal pelas Frequências (CSMF) 

O CEA determina alguns conjuntos de modos para serem usados na síntese modal que 

oferecem bons resultados. Porém, com o CEA nem sempre é possível identificar entre todos 

os modos o conjunto de modos que produzem os resultados com mais exatidão. Por isso Jun-

queira [10] propôs o método CSMF (critério da seleção modal pelas frequências) onde os mo-

dos mantidos são selecionados pela relação entre as frequências das subestruturas respectiva-

mente juntadas. Além de ter maior exatidão, o método dispõe de um processamento mais efi-

ciente e rápido que o critério pelas energias. 

O critério consiste na diferença relativa entre as frequências relacionadas aos modos 

mantidos das duas subestruturas juntadas. Os modos são catalogados conforme a soma ponde-

rada destes valores. Quanto menor esta soma, melhores serão os resultados obtidos na síntese 

modal. 

Seja m1 e m2 os dois números de modos mantidos nos dois componentes juntados, sendo 

m1 menor ou igual a m2. O componente com m1 modos será denominado, para esse cálculo, 

como componente 1 m2 como componente 2. Considerando as frequências relacionadas aos 

modos mantidos nos dois componentes em ordem crescente, como uma linha contínua com 

m2 subdivisões cada uma. Cada subdivisão do componente 2 vale uma unidade e esta relacio-

nada a uma única frequência. Cada subdivisão do componente 1 vale r, conforme a equação 

(2.67).  
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𝑟𝑟 =
𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
 (2.67) 

Se r é menor do que 1 então uma única frequência estará sempre relacionada a mais de 

uma subdivisão. Se r é menor do que 1, mas não é submúltiplo de 1 então há subdivisão rela-

cionada a mais de uma frequência. Há também tanto frequências da estrutura 1 relacionadas a 

mais de uma frequência da estrutura 2 como há frequências da estrutura 2 relacionadas a mais 

de uma frequência da estrutura 1 como ilustrado na Figura 2.7. 

 
Figura 2.7 Relação entre as frequências dos dois componentes. 

Para classificar os melhores pares de conjuntos de modos mantidas nos dois componen-

tes é desenvolvida uma soma ponderada dos módulos das diferenças relativas entre as fre-

quências, denominadas de P. No exemplo da Figura 2.7, onde há três modos mantidas em um 

componentes e quatro na outra, esta soma é formada pela equação (2.68) com r igual a ¾. 

As Figura 2.8 e Figura 2.9 apresentam os dois extremos onde m1=1 e m1=m2 nesta or-

dem. Para m1=1, P é determinado através da equação (2.69) e da equação (2.70) quando 

m1=m2. 



58 
 

 
Figura 2.8 Relação entre as frequências dos dois componentes com m1=1. 

 
Figura 2.9 Relação entre as frequências dos dois componentes com m1= m2. 
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𝑃𝑃 = 𝑟𝑟 �
𝜔𝜔21 − 𝜔𝜔11

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚(𝜔𝜔21,𝜔𝜔11)� + (1 − 𝑟𝑟) �
𝜔𝜔22 − 𝜔𝜔11

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚(𝜔𝜔22,𝜔𝜔11)� 

+(2𝑟𝑟 − 1) �
𝜔𝜔22 − 𝜔𝜔12

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚(𝜔𝜔22,𝜔𝜔12)� + (2 − 2𝑟𝑟) �
𝜔𝜔23 − 𝜔𝜔12

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚(𝜔𝜔23,𝜔𝜔12)� 

+(3𝑟𝑟 − 1) �
𝜔𝜔23 − 𝜔𝜔13

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 (𝜔𝜔23,𝜔𝜔13)
� + (𝑟𝑟) �

𝜔𝜔24 − 𝜔𝜔13

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 (𝜔𝜔24,𝜔𝜔13)
� 

(2.68) 

𝑃𝑃 = 𝑟𝑟��
|𝜔𝜔2𝑖𝑖 − 𝜔𝜔11|

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 (𝜔𝜔2𝑖𝑖,𝜔𝜔11)
�

𝑑𝑑2

𝑖𝑖=1

 (2.69) 

𝑃𝑃 = 𝑟𝑟��
|𝜔𝜔2𝑖𝑖 − 𝜔𝜔1𝑖𝑖|

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 (𝜔𝜔2𝑖𝑖,𝜔𝜔1𝑖𝑖)
�

𝑑𝑑2

𝑖𝑖=1

 (2.70) 

Como r=1/m2 e r =1 na equação (2.69) e equação (2.70) nesta ordem estas se reescre-

vem como: 

𝑃𝑃 =
1
𝑚𝑚2

��
|𝜔𝜔2𝑖𝑖 − 𝜔𝜔11|

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 (𝜔𝜔2𝑖𝑖,𝜔𝜔11)
�

𝑑𝑑2

𝑖𝑖=1

 (2.71) 

𝑃𝑃 = ��
|𝜔𝜔2𝑖𝑖 − 𝜔𝜔1𝑖𝑖|

𝑚𝑚𝑎𝑎𝑚𝑚 (𝜔𝜔2𝑖𝑖,𝜔𝜔1𝑖𝑖)
�

𝑑𝑑2

𝑖𝑖=1

 (2.72) 

Onde as frequências ω1i pertencem ao componente 1 e as frequências ω2i pertencem ao 

componente 2. No exemplo da Figura 2.8 e da equação (2.71) o valor de r é igual a ¼. O valor 

de P é determinado para todas as relações possíveis de modos e os melhores são aqueles com 

menor valor de P. 

Além de apresentar os modos que proporcionam os resultados com maior exatidão em 

síntese modal o CSMF indica outros modos que também conseguiriam dar ótimos resultados 

em diversas bandas de frequência. Portanto, na seleção dos modos deve-se determinar não só 

o menor valor de P, também, a banda de frequência de interesse.  
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3 MODELO COMPUTACIONAL E SIMULAÇÃO NUMÉRICA 
ATRAVÉS DO SOFTWARE MATLAB®  

 
O método de síntese modal foi programado no software MATLAB® e avaliado através 

de um exemplo unidirecional de Massa-Mola que foi utilizado também no trabalho de Araújo 

[6], desta forma se consegue conferir se os resultados estão próximos ao exemplo de referên-

cia. 

Posteriormente foi desenvolvida uma síntese para um sistema de vigas engastadas-livre 

e um sistema de vigas bidirecionais. Em todos os sistemas foi utilizado o programa desenvol-

vido em MATLAB® com a finalidade de obter os parâmetros dinâmicos dos sistemas, por 

meio da metodologia SMFR, visando realizar uma investigação cautelosa das possíveis for-

mas de composição dos modos de flexibilidade residual, pretendendo observar a exatidão dos 

autovalores e autovetores sintetizados, através da aplicação do critério de eliminação automá-

tica de modos (CEA). A principal intenção de usar um sistema unidirecional de massas e o 

sistema de vigas engastada-livre é garantir o bom desempenho e resultados mais precisos da 

técnica de síntese modal SMFR e o critério de eliminação (CEA). 

Por fim, foi efetuada a síntese modal de componentes em um sistema com maior com-

plexidade da forma silenciador de ressonador “quarter-wavelength tube”, com uma resposta 

acústica já conhecida através da bibliografia. O sistema é constituído de duas vigas com dife-

rentes dimensões, seção transversal e condição de fronteira. 

 

3.1 Sistema Massa-Mola 

 

O sistema de parâmetros concentrados analisado consiste de massas conectadas por 

meio de molas, como mostrado na Figura 3.1. Este sistema além de ser utilizado por Araújo 

[6], também é semelhante aos sistemas utilizados por Martin & Glaim [43] e Santos [44]. 

O sistema é distribuído em três subestruturas com propriedades físicas especificadas na 

Tabela 3.1. A Tabela 3.2 mostra os autovalores e autovetores de cada subestrutura, obtidos 

através do programa MATLAB®. Os parâmetros da subestrutura 4 não são mostrados, já que 

dependem da síntese que é desenvolvida entre a subestrutura 1 e 2, ou melhor, os parâmetros 

desta subestrutura resultaram das bases modais que são não selecionadas das subestruturas 1 e 

2. 
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Figura 3.1 Sistema Unidirecional Massa-Mola. 

Tabela 3.1 Propriedades Físicas Sistema Massa-Mola. 

Elemento Massa [Kg] Rigidez [N/m] 

Sub. 1 
m1=10 k1=10000 

m2=10 k3=10000 

Sub. 2 

m2=10 k2=20000 

m3=10 k7=20000 

m4=10 k8=12000 

m5=10 
 

Sub. 3 

m4=10 k4=15000 

m5=10 k5=10000 

m6=10 k6=20000 

Sub. 4 Junção Sub. 1 e 2 Junção Sub. 1 e 2 

Subestrutura 1 
Subestrutura 2 

Subestrutura 3 

Subestrutura 4 

x1 

x2 

x3 

x4 
x5 

x6 
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Tabela 3.2 Autovalores e Autovetores das Subestruturas. 

Subestrutura 1 
  

GDL\Modos 1 2 
  

1 -0,166 -0,269 
  

2 -0,269 0,166 
  

Frequência 

[Hz] 
60,792 416,673 

  

     Subestrutura 2 

GDL\Modos 1 2 3 4 

1 0,158 0,116 0,224 0,108 

2 0,158 0,037 0,000 -0,271 

3 0,158 -0,268 0,000 0,056 

4 0,158 0,116 -0,224 0,108 

Frequência 

[Hz] 
0,000 217,169 318,310 1119,733 

     Subestrutura 3 
 

GDL\Modos 1 2 3 
 

1 0,179 0,235 -0,113 
 

2 0,230 -0,207 -0,067 
 

3 0,123 0,045 0,288 
 

Frequência 

[Hz] 
73,812 193,504 846,768 

 

 

A Tabela 3.3 apresenta os pesos relativos dos modos das subestruturas, calculados atra-

vés das equações (2.54) e (2.55). Neste contexto, a matriz de flexibilidade residual foi calcu-

lada eliminando somente um modo de cada subestrutura. Os dados da Tabela 3.3 são obtidos 

por meio do CEA proposto por Araújo [6]. 

Tabela 3.3 Pesos relativos dos modos das Subestruturas. 

Modos\Subestrutura SUB1 SUB2 SUB3 SUB4 

1 4,139 1,081 6,210 7,960 

2 0,903 1,450 24,861 8,109 

3 - 1,000 2,011 7,638 

4 - 1,511 - 9,374 

Modo a Selecionar 1 4 2 4 
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Desta mesma forma, para verificar se a solução da síntese se encontra perto dos autova-

lores e autovetores do sistema completo, a Tabela 3.4 mostra os autovalores e autovetores 

determinados para o sistema completo sem subestruturas. 

Tabela 3.4 Autovalores e Autovetores do Sistema Completo. 

 
Sistema Completo 

GDL\Modos 1 2 3 4 5 6 

1 0,066 0,137 -0,058 -0,271 0,01 0,014 

2 0,118 0,141 -0,036 0,104 -0,028 -0,059 

3 0,119 0,006 0,025 0,044 0,089 0,274 

4 0,105 -0,125 -0,138 -0,009 0,048 -0,044 

5 0,117 -0,053 0,166 -0,037 0,017 -0,065 

6 0,064 -0,068 -0,013 -0,023 -0,292 0,073 

Frequência 

[Hz] 
33,183 154,506 220,940 379,207 764,881 1001,811 

 

A Tabela 3.5 apresenta os resultados da síntese modal de componentes através do méto-

do SMFR, usando os valores determinados para a eliminação de modos pelo CEA estabeleci-

dos na Tabela 3.3. Também se encontra o erro relativo (equação (2.47)) e o índice MAC apre-

sentado no ANEXO A. 

Tabela 3.5 Propriedades dinâmicas do sistema global sintetizado. 

Nº de 

Modo 

Frequências 

do Sistema 

[Hz] 

Frequências 

Sintetizadas 

[Hz] 

Erro Relativo 

[%] 
Índice MAC 

1 33,183 33,192 0,0261 1,0000 

2 154,506 154,945 0,2837 0,9992 

3 220,94 221,003 0,0284 0,9998 

4 379,207 381,325 0,5584 0,9962 

5 764,788 778,959 1,8529 0,9434 

6 1001,812 ------------- -------- -------- 

Valores Médios 0,5499 0,9877 

 

Pode-se observar com os resultados conseguidos na Tabela 3.5, que o código no MA-

TLAB® gerou bons resultados para os autovalores e autovetores sintetizados com relação à 
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estrutura completa, com erros relativos baixos para os autovalores sintetizados e índices MAC 

próximos da unidade para os autovetores. 

A linha tracejada dentro da Tabela 3.5 simboliza aqueles autovalores e autovetores que 

não foram selecionados no processo de síntese modal. 

A Tabela 3.6 apresenta os resultados obtidos no exemplo de Araújo [6], conferindo a 

concordância entre os resultados obtidos. 

Tabela 3.6 Propriedades dinâmicas do sistema global sintetizado no exemplo de referencia [6]. 

Nº de 

Modo 

Frequências 

do Sistema 

[Hz] 

Frequências 

Sintetizadas 

[Hz] 

Erro Rela-

tivo [%] 

Índice 

MAC 

1 33,2 33,19 0,0249 1,0000 

2 154,5 154,9 0,2829 0,9992 

3 220,9 221,1 0,0289 0,9998 

4 366,5 381,3 0,5597 0,9962 

5 764,8 778,9 1,853 0,9434 

6 1001,8 ------------- -------- -------- 

Valores Médios 0,5499 0,9877 

 

Pode-se observar que a diferença é mínima no erro relativo e o índice MAC dos resulta-

dos comparados entre o código no MATLAB® (Tabela 3.5) e o exemplo de referencia (Tabela 

3.6), isso valida o código desenvolvido. 

 

3.2 Sistema Viga Engastada-Livre (Unidirecional) 

 

O modelo está constituído de duas vigas em aço SAE 1010 engastada-livre, com propri-

edades físicas dadas na Tabela 3.7 [45]. As duas vigas vão ser usadas para conformar uma 

viga engastada nas extremidades com o comprimento total das duas vigas. Utilizando a meto-

dologia proposta por Blevins [46], observam-se os três passos para desenvolver uma análise 

de vibração. O primeiro passo é a identificação do sistema junto com as condições de contor-

no. Neste contexto, os sistemas são duas vigas com seção transversal tubular, engastada em 

uma das extremidades e livre na outra como se pode ver na Figura 3.2. Para os fins de utilizar 
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a metodologia proposta por Blevins [46] a estrutura foi caracterizada em dez elementos e onze 

nós. 

 
Figura 3.2 Viga Engastada-Livre modelado por número de nós. 

Tabela 3.7 Propriedades Físicas Viga em SAE 1010. 

Densidade (ρ) 7870 [Kg/m3] 

Módulo de Elasticidade (E) 200 [GPa] 

Coeficiente de Poisson (v) 0,3 

Diâmetro Externo (dext) 0,050 [m] 

Espessura (h) 0,002 [m] 

Comprimento (L) 1,5 [m] 

 

O seguinte passo é calcular as frequências naturais e modos de vibração das estruturas 

de forma analítica ou experimental. Considerando as equações para calcular a vibração trans-

versal em vigas propostas por Blevins [46], tendo em conta que a metodologia considera ape-

nas os deslocamentos transversais, temos a seguintes equações para obter as frequências natu-

rais em Hertz e os modos de vibrar de uma viga engastada-livre: 

𝑓𝑓𝑖𝑖 =
𝜆𝜆𝑖𝑖2

2𝜋𝜋𝐿𝐿2
�
𝐸𝐸𝐼𝐼
𝑚𝑚
�
1/2

 (3.1) 

𝑦𝑦�𝑖𝑖 �
𝑚𝑚
𝐿𝐿
� = 𝑛𝑛𝑒𝑒𝑐𝑐ℎ

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿

+ 𝑛𝑛𝑒𝑒𝑐𝑐
𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿
− 𝜎𝜎𝑖𝑖 �𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿

+ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿
� (3.2) 

Onde:  

- 𝑛𝑛 = 1,2,3, … 

- 𝑓𝑓𝑖𝑖: Frequência natural do modo i. 

- 𝑦𝑦�𝑖𝑖: Modo de Vibrar 

- 𝜆𝜆𝑖𝑖: Parâmetro adimensional em função das condições de contorno aplicadas na viga. 

- 𝜎𝜎𝑖𝑖: Parâmetro adimensional em função das condições de contorno aplicadas na viga. 

- 𝐿𝐿: Comprimento da viga. 

 1     2       3       4       5      6       7       8       9      10     11 
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- 𝑚𝑚: Massa por unidade de comprimento da viga. 

- 𝐸𝐸: Módulo de elasticidade. 

- 𝐼𝐼: Momento de inércia da viga sobre o eixo neutro. 

Considerando da mesma maneira os valores de 𝜆𝜆𝑖𝑖  e 𝜎𝜎𝑖𝑖 na Tabela 3.8 de acordo com a 

condição de contorno de engastada-livre. 

Tabela 3.8 Parâmetros adimensionais em função das condições de contorno aplicadas a uma Viga En-

gastada-Livre [46]. 

𝜆𝜆𝑖𝑖; 𝑛𝑛 = 1,2,3, … 𝜎𝜎𝑖𝑖; 𝑛𝑛 = 1,2,3, … 

1,87510407 0,734095514 

4,69409113 1,018367319 

7,85475744 0,999224497 

10,99554073 1,000033553 

14,13716839 0,99999855 

(2𝑛𝑛 − 1) 𝜋𝜋
2

;   𝑛𝑛 > 5  1,0;    𝑛𝑛 > 5  

 

De acordo com a finalidade do problema de desenvolver a síntese modal, consideram-se 

duas vigas engastadas-livres para obter uma viga total engastada nas suas extremidades com o 

comprimento total das duas vigas, como na Figura 3.3. A equação para o cálculo das frequên-

cias naturais não varia no caso de engastada-engastada, porém os parâmetros adimensionais e 

a equação de modo de vibrar se encontram em função das condições de contorno com o qual 

se obtém a seguinte equação para o modo de vibração e as mudanças nos parâmetros adimen-

sionais (Tabela 3.9): 

 
Figura 3.3 Viga Engastada-Engastada modelada por número de nós. 

𝑦𝑦�𝑖𝑖 �
𝑚𝑚
𝐿𝐿
� = 𝑛𝑛𝑒𝑒𝑐𝑐ℎ

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿
− 𝑛𝑛𝑒𝑒𝑐𝑐

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿
− 𝜎𝜎𝑖𝑖 �𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿
− 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚
𝐿𝐿
� (3.3) 

 

 

 
1    2    3    4    5    6     7    8    9   10   11  12   13  14  15  16  17  18  19   20  21 
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Tabela 3.9 Parâmetros adimensionais em função das condições de contorno aplicadas a uma Viga En-

gastada-Engastada [46]. 

𝜆𝜆𝑖𝑖; 𝑛𝑛 = 1,2,3, … 𝜎𝜎𝑖𝑖; 𝑛𝑛 = 1,2,3, … 

4,73004074 0,982502215 

7,85320462 1,000777312 

10,9956079 0,999966450 

14,1371655 1,000001450 

17,2787597 0,999999937 

(2𝑛𝑛 + 1) 𝜋𝜋
2

;   𝑛𝑛 > 5  1,0;    𝑛𝑛 > 5  

 

Finalmente, o último passo é a identificação de forças em algum ponto do sistema, o 

que não acontece nesse problema estudado. 

De forma que para desenvolver a síntese modal de componentes, o modelo como já foi 

descrito é constituído de duas vigas com seção transversal tubular, em aço inoxidável, engas-

tada em uma das extremidades e na outra livre (Figura 3.2). Com o fim de obter um sistema 

sintetizado de viga com suas duas extremidades engastadas e com o comprimento total das 

duas vigas (Figura 3.5). As dimensões são mostradas novamente na Figura 3.4 e os parâme-

tros físicos na Tabela 3.7. 

 
Figura 3.4 Dimensões da Viga Circular-Anular Engastada-Livre. 



68 
 

  

    
Figura 3.5 Esquema de Síntese para Duas Vigas Engastada-Livre. 

Foram Calculadas as seis primeiras frequências naturais das subestruturas (equação 

(3.1)), junto com o conjunto modal (equação (3.2) e (3.3)), as quais foram obtidas dividindo o 

modelo das subestruturas em 11 nós e 10 elementos, dando um total de 21 nós e 20 elementos 

para a estrutura completa, como nas Figura 3.2 e Figura 3.3. Relembrando que só vão se con-

siderar apenas as frequências naturais e os modos de vibração transversal obtendo um grau de 

liberdade por nó. 

As bases modais foram implementadas no programa de síntese modal em MATLAB® 

desenvolvido pelo autor. Pretendendo obter as bases modais do sistema completo, para com-

parar com os resultados da estrutura sintetizada, foi calculada a estrutura completa da mesma 

forma como foi calculada as subestruturas, com as condições de contorno e comprimento per-

tinentes de cada problema. 

O sistema completo e as subestruturas foram também modelados pelo método dos ele-

mentos finitos (MEF), utilizando a solução modal no software ANSYS®-APDL. Usando o 

tipo de elemento BEAM3 e as mesmas quantidades de nós e elementos que na metodologia de 

Blevins [46], quer dizer, 11 nós e 10 elementos para as subestruturas e 21 nós e 20 elementos 

para a estrutura completa. BEAM3 foi escolhido por ser um tipo de elemento de viga em duas 

dimensões com três graus de liberdade por nó, deslocamento em direção x e y, e rotação sobre 

o eixo z. Lembrando que o interesse do problema é o deslocamento transversal, ou seja, os 

deslocamentos no eixo y, foram desenvolvidos as restrições pertinentes para esse problema.  

A relação entre os resultados analíticos (equações para frequência natural e modos de 

vibrar) e numéricos (ANSYS®-APDL) são apresentados na Tabela 3.10, junto com o erro re-

lativo entre as frequências analíticas, frequências numéricas e o índice MAC. Lembrando que 

as respostas para as duas subestruturas são iguais já que possuem os mesmos parâmetros físi-

cos, com relação ao material, geometria e condições de contorno. A Figura 3.6 apresenta os 

três primeiros modos de vibrar das duas subestruturas e a Figura 3.7 os três primeiros modos 

de vibrar do sistema completo. 

  

  

1    2     3    4     5     6    7     8    9    10   11   12   13  14   15   16  17  18   19   20   21 

1    2    3     4    5    6    7     8    9   10   11  11  12   13  14  15   16  17   18  19  20   21 

Sub. A Sub. B 
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Tabela 3.10 Frequências das Estruturas Calculadas por MEF e Analiticamente. 

Nº de 

Modo 

Autovalores do 

Sistema MEF 

[Hz] 

Autovalores do 

Sistema Analítico 

[Hz] 

Erro Relativo 

[%] 
Índice MAC 

Viga Engastada-Engastada (Sistema Completo) 

1 21,243 21,277 0,1605 1,0000 

2 131,700 133,341 1,2462 1,0000 

3 362,820 373,359 2,9048 0,9997 

4 695,780 731,635 5,1533 0,9991 

5 1122,300 1209,446 7,7649 0,9978 

6 1634,200 1806,702 10,5558 0,9338 

Valores Médios 2,7785 0,9884 

 

Viga Engastada-Livre (Subestruturas A e B) 

1 33,711 33,850 0,4060 1,0000 

2 92,429 93,303 0,9455 1,0000 

3 179,940 182,911 1,6511 0,9999 

4 294,920 302,361 2,5232 0,9999 

5 436,220 451,676 3,5431 0,9997 

6 602,600 630,852 4,6885 0,9413 

Valores Médios 1,3757 0,9901 

 
Figura 3.6 Três Primeiros Modos de Vibração das Subestruturas. 
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Figura 3.7 Três Primeiros Modos de Vibração do Sistema Completo. 

Observa-se a validação dos resultados obtidos da metodologia analítica com a metodo-

logia numérica das vigas, usando a teoria proposta por Blevins [46] e a solução numérica 

apresentada pelo ANSYS®, com um erro relativo meio menor de 3% e um índice MAC consi-

deravelmente próximo à unidade para as subestruturas e o sistema completo. 

Seguindo com a síntese, o número de modos utilizados de cada subestrutura é seis, sen-

do um total de onze modos para a estrutura completa, que é a soma dos modos das subestrutu-

ras menos o número de graus de liberdade de interface. O número de nós no contorno entre as 

duas subestruturas é um, isso significa que só um modo de flexibilidade residual forma o su-

perconjunto modal de flexibilidade residual mais n modos flexíveis de cada subestrutura. Na 

melhor condição têm-se cinco modos mantidos para as duas subestruturas, proporcionando 

como resultado dez modos sintetizados para o sistema completo, um a menos em relação à 

estrutura original.  

O seguinte passo é definir quais modos são os mais adequados para ser eliminados, para 

isso se utilizou o critério de eliminação automática (CEA), que identificou que os modos mais 

adequados eram os últimos modos respectivamente de cada subestrutura, sendo uma resposta 

apropriada para condições reais de um sistema mecânico, onde as frequências críticas são as 

mais baixas.  

A Tabela 3.11 apresenta a relação entre as frequências naturais da estrutura sintetizada e 

a estrutura calculada analiticamente de forma completa. O erro nos modos impares é devido à 
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imprecisão do cálculo das matrizes físicas nos extremos livres das vigas. Nos modos pares 

este erro não ocorre porque não há deslocamento desses graus de liberdade de interface na 

estrutura completa. 

Tabela 3.11 Comparação entre as frequências e modos da estrutura sintetizada e calculada de forma 

completa. 

Modo Nº 
Frequência 

Teórica [Hz] 

Frequência 

Sintetizada 

[Hz] 

Erro Relativo 

[%] 
MAC 

1 33,848 21,277 37,1390 0,9768 

2 93,303 93,434 0,1404 1,0000 

3 182,911 133,341 27,1005 0,9149 

4 302,361 303,827 0,4848 0,9997 

5 451,676 373,359 17,3390 0,8722 

6 630,853 637,398 1,0376 0,9412 

7 839,893 731,635 12,8894 0,8067 

8 1078,795 1100,075 1,9726 0,9310 

9 1347,561 1209,446 10,2493 0,7995 

10 1646,190 1770,964 7,5796 0,8758 

11 1974,681 -------- -------- -------- 

Valores Médios 11,5932 0,9118 

 

O gráfico apresentado na Figura 3.8 representa o comportamento do índice MAC na 

medida em que é aumentada a frequência natural do sistema. O esquema apresentado na Figu-

ra 3.9 apresenta os três primeiros modos de vibrar da estrutura sintetizada.  

Em adição, a metodologia CSMF também foi aplicada. O critério apresenta que é me-

lhor selecionar os modos para as frequências mais baixas para conformar a matriz residual. 

Obtendo como resultado um erro relativo e um índice MAC menor, o que significa que, ape-

sar de ter um menor erro relativo, a identificação de modos resulta mais fraca. 
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Figura 3.8 Índice MAC dos modos emparelhados calculados. 

  
Figura 3.9 Três primeiros modos do sistema completo sintetizado. 

Dos resultados obtidos com o CEA, todos os valores dos índices MAC ficaram próxi-

mos da unidade com exceção do nono modo que ficou em 0,80, que segundo o índice MAC 

apresentado no ANEXO A, o índice MAC meio apresenta uma boa correlação ao ser maior 

que 0,80. Enquanto aos erros relativos cinco deles ficaram acima de 10% valor considerado 

satisfatório [6]. Os erros relativos restantes são inferiores de 10%.  

 Teórico 
--- Sintetizado 



73 

3.3 Sistema de Vigas (Bidirecional tipo QWT) 

 

Um dos principais desafios para a indústria é eliminar o reduzir a um nível aceitável a 

vibração em sistemas mecânicos, que também podem produzir ruído afetando o ambiente de 

conforto. O ruído tem uma grande variedade de consequências para os seres humanos como 

distúrbios gerais, reduzindo o conforto pessoal (como falta de privacidade ou dificuldade em 

falar) e até mesmo levando a graves problemas de saúde, como insuficiência cardíaca, dificul-

dades auditivas, estresse, etc. [47] 

O projeto de sistema HVAC é uma subdisciplina da engenharia mecânica, com base nos 

princípios da termodinâmica, mecânica dos fluidos e transferência de calor. Este tipo de sis-

tema é aplicável a uma grande variedade de casos e situações que visam o transporte de fluxo 

de ar para controle de temperatura. Os sistemas de duto HVAC podem ter diferentes tamanhos 

e secções transversais, materiais, etc. 

Neste capitulo vai se usar a metodologia SMC para a estimativa das frequências naturais 

e modos de vibração de um modelo de viga com geometria de tubo de comprimento de onda 

ou pelo seu nome no inglês “quarter-wavelength tube” (QWT). O sistema é dividido em duas 

vigas com geometria diferente como foi modelada por Howard e Cazzolato [47]. O sistema 

completo e as subestruturas foram calculadas através de MEF usando o elemento de viga 

“Hermitian” aplicado no software MATLAB®. Para validar os resultados, o sistema completo 

e as subestruturas foram modelados no software ANSYS®-APDL. 

3.3.1 Analise MEF 

A modelagem do silenciador de ressonância de tipo QWT foi feita e implementada em 

MATLAB® usando o elemento de viga “Hermitian” como um elemento planar (2-D), inclu-

indo a deformação axial e de flexão, como mostrado na equação (3.4) e (3.5). Assim, as su-

bestruturas também foram modeladas por esta técnica, incluindo rigidez axial e de flexão [48]. 

[𝐾𝐾] =
𝐸𝐸
𝑙𝑙3

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐴𝐴𝑙𝑙

2    0    0
0    12𝐼𝐼    6𝐼𝐼𝑙𝑙
0    6𝐼𝐼𝑙𝑙    4𝐼𝐼𝑙𝑙2

−𝐴𝐴𝑙𝑙2   0 0
0 −12𝐼𝐼 6𝐼𝐼
0 −6𝐼𝐼 2𝐼𝐼𝑙𝑙2

−𝐴𝐴𝑙𝑙2 0 0
0 −12𝐼𝐼 −6𝐼𝐼𝑙𝑙
0 6𝐼𝐼𝑙𝑙 2𝐼𝐼𝑙𝑙2

𝐴𝐴𝑙𝑙2        0    0
0   12𝐼𝐼 −6𝐼𝐼𝑙𝑙
0 −6𝐼𝐼𝑙𝑙   4𝐼𝐼𝑙𝑙2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3.4) 
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[𝑀𝑀] =
𝜌𝜌𝐴𝐴𝑙𝑙
420

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
140 0 0

0    156    22𝑙𝑙
0    22𝑙𝑙    4𝑙𝑙2

70   0      0
0 54 −13𝑙𝑙
0 13𝑙𝑙 −3𝑙𝑙2

70    0    0
0 54 −13𝑙𝑙
0 −13𝑙𝑙 −3𝑙𝑙2

140 0 0
   0   156 −22𝑙𝑙
   0 −22𝑙𝑙   4𝑙𝑙2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 (3.5) 

Onde: 

• I: Momento de inercia da seção transversal. 

• E: Modulo de elasticidade. 

• A: Área da seção transversal. 

• ρ: Densidade de massa por volume. 

• l: Comprimento do elemento. 

• K: Matriz de rigidez. 

• M: Matriz de massa. 

Para os graus de liberdade de elemento  como na Figura 3.10. 

 
Figura 3.10 Elemento de marco linear. 

3.3.2 Ressonador do Tipo QWT (“Quarter-wavelength Tube”) 

Os ressonadores funcionam fornecendo uma alta impedância reativa que causa uma on-

da acústica incidente seja refletida. Eles geralmente têm pouco ou não têm material de absor-

ção acústica dentro do dispositivo. Isso contrasta com os silenciadores absorventes que de-

pendem do uso de material absorvente acústico para atenuar as ondas acústicas incidentes. 

As geometrias comuns dos silenciadores do tipo ressonador são mostradas na Figura 

3.11 e incluem (a) “quarte-wavelength tube”, (b) ressonador Helmholtz, (c) câmara de expan-

são e (d) contração. 
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Figura 3.11 Geometrias de silenciadores de tipo ressonador. 

A Tabela 3.12 mostra um esquema de um silenciador de “quarter-wavelength tube” 

(QWT) ligado a um canal de escape principal circular e os parâmetros relevantes utilizados no 

exemplo de Howard e Cazzolato [47]. 

Tabela 3.12 Parâmetros usados na análise de um duto circular com “quarter-wavelength tube”. 

Descrição Parâmetro Valor Unidades 

 

Diâmetro do Duto Principal  D1 0,1 m 

Diâmetro QWT  D2 0,05 m 

Comprimento QWT LQWT 1,5 m 

Velocidade do Som  c0 343,24 m/s 

Densidade ρ0 1,2041 kg/m3 

Velocidade na entrada  u1  0,001  m/s 

 

Usando esses parâmetros obteve-se uma comparação dos resultados de perda de trans-

missão acústica calculados usando a análise no MATLAB® e ANSYS® Workbench. A análise 

foi repetida para calcular a perda de transmissão (PT) ajustando valores diferentes para o pa-

râmetro D2 em 0,1, de modo que a relação entre a área do “quarter-wavelength tube” e o canal 

de escape principal foi N=1. A Figura 3.12 mostra que os resultados do ANSYS® superam a 

previsão teórica [47]. 

 Quarter-wavelength Tube  

  

Ressonador Helmholtz 

Contração Câmara de Expansão 
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Figura 3.12 Perda de transmissão de um “quarter-wavelength tube” calculado teoricamente e usando 

ANSYS® Workbench, para proporções de áreas entre o “quarter-wavelength tube” e o canal de escape 

principal de N=0,25 e N=1,0. 

3.3.3 Metodologia 

A síntese foi feita através do método SMFR. Usando as propriedades do aço SAE 1010 

(Tabela 3.7), com relação à densidade, coeficiente de Poisson e modulo de Young. A Figura 

3.13 mostra as dimensões e a geometria do “quarte-wavelength tube” usado por Howard e 

Cazzolato [47], que é composto por duas vigas, constituído com uma viga maior com 40 ele-

mentos e 41 nós e uma viga menor com 15 elementos e 16 nós, isso significa que o sistema 

completo é composto por 55 elementos e 56 nós, a Figura 3.14 mostra como foram distribuí-

dos os elementos ao longo do sistema. 

 
Figura 3.13 Modelo do silenciador “quarter-wavelength tube”. 
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Figura 3.14 Modelo de elementos finitos do silenciador de tipo “quarter-wavelength tube”. 

Como se pode ver na Figura 3.14, as condições de contorno da primeira subestrutura são 

engastada-engastada, o que significa que os nós 1 e 41 estão restringidos em seus três graus de 

liberdade, enquanto que as condições de contorno da segunda subestrutura são livres. 

Uma vez que foram estabelecidos os parâmetros para o MEF do sistema completo e as 

subestruturas, foram calculadas as frequências naturais e modos de vibrar. Obtendo como 

resultado para cada grau de liberdade em todos os nós uma frequências natural e um modo de 

vibrar. 

O próximo passo no procedimento numérico foi desenvolver a SMC através do software 

MATLAB® para obter as frequências do sistema completo, calculando também as frequências 

naturais e modos de vibrar para cada subestrutura com o mesmo software. Para o problema 

proposto foram utilizadas as primeiras 41 frequências naturais e modos de vibrar da subestru-

tura 1 e as primeiras 16 frequências naturais e modos de vibrar da subestrutura 2, com o obje-

tivo de manter uma proporção no tamanho e quantidade de modos de cada subestrutura. 

Aplicando o critério CSMF para a escolha de modos que conformam a matriz residual, 

que é um dos métodos de escolha automática apresentados no capitulo 2, que segundo Jun-

queira [10], apresenta os melhores resultados. 

Para validar os resultados, este mesmo modelo foi simulado com o software ANSYS®-

APDL, que é um método comum utilizado para extrair as frequências naturais e os modos de 

vibração. A análise no ANSYS® foi desenvolvida da mesma forma que o MEF no MA-

TLAB®, usando o tipo de elemento BEAM3 e a distribuição de elementos como foi descrita, a 

estrutura foi dividida em subestruturas para comparar os resultados de cada software. O sis-

tema completo também foi comparado através da análise numérica de modo que seja validada 

a síntese. 

Subestrutura 1 

Subestrutura 2 x 

y 
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3.3.4 Resultados 

Os resultados obtidos por meio de análise modal das subestruturas para as primeiras 

cinco frequências naturais em MATLAB® e ANSYS® são tabulados na Tabela 3.13. 

Tabela 3.13 Primeiras cinco frequências naturais das subestruturas 

Nº de 

Modo 

Autovalor do 

Sistema 

ANSYS® [Hz]  

Autovalor do 

sistema MEF 

MATLAB® [Hz] 

Erro  

Relativo [%] 
Índice MAC 

Viga Engastada-Engastada (Horizontal: 4m) 

1 38,862 38,880 0,0463 1,0000 

2 106,991 107,175 0,1720 0,9999 

3 209,331 210,107 0,3707 0,9997 

4 345,105 347,319 0,6415 0,9993 

5 513,777 518,842 0,9858 0,9984 

Valores Médios 0,4433 0,9884 

  

Viga Livre-Livre (Vertical: 1.5m) 

1 0,000 0,000 0,0000 1,0000 

2 0,000 0,000 0,0000 1,0000 

3 0,000 0,000 0,0000 1,0000 

4 135,083 135,510 0,3161 1,0000 

5 370,974 373,554 0,6955 1,0000 

Valores Médios 0,2023 1,0000 

 

A Tabela 3.13 apresenta a concordância entre os valores obtidos para as subestruturas 

no software MATLAB® com o elemento de viga “Hermitian” e o software ANSYS® com o 

tipo de elemento BEAM3. 

A Tabela 3.14 mostra a relação entre as dez primeiras frequências naturais da estrutura 

sintetizada e a estrutura totalmente calculada usando o MEF com o elemento de viga “Hermi-

tian” como um elemento planar (2-D) em MATLAB® e o CSMF como critério de seleção 

para conformar a matriz de flexibilidade residual. O critério CSMF implementado no mesmo 

ambiente MATLAB® determino que os melhores modos para conformar a matriz residual são 

o ultimo modo (modo 41) para o caso da primeira subestrutura (viga maior) e o primeiro mo-

do (modo 4 sem excluir os graus de liberdade restritos) para o caso da segunda subestrutura 

(viga menor). 
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Tabela 3.14 Primeiras dez frequências naturais de vibração do sistema completo e o sistema sintetiza-

do no MATLAB®. 

Nº de 

Modo 

Frequência 

Teórica        

MATLAB® [Hz] 

Frequência  

Sintetizada        

MATLAB® [Hz] 

Erro  

Relativo [%] 
Índice MAC 

1 20,486 20,486 0,0000 0,9998 

2 32,080 32,080 0,0000 0,9718 

3 105,387 105,389 0,0013 0,9706 

4 135,562 135,562 0,0122 0,9991 

5 186,702 186,702 0,0000 0,9550 

6 339,516 339,516 0,0064 0,9673 

7 379,508 379,508 0,0062 0,9936 

8 464,153 464,153 0,0000 0,9019 

9 610,774 610,856 0,0134 0,9966 

10 709,693 709,768 0,0105 0,9568 

Valores Médios 0,0050 0,9712 

 

Foram sintetizadas 41 frequências na primeira subestrutura e 16 frequências na segunda 

subestrutura, incluindo os graus de liberdade restritos em ambas subestruturas; significa que 

as frequências totais obtidas no sistema sintetizado foram 47 frequências. Isso foi obtido eli-

minando um modo de vibrar para definir o modo de flexibilidade residual, menos os três mo-

dos representados pelos graus de liberdade da interface e as seis primeiras frequências que 

representam os graus de liberdade restritos do sistema, o que significa que o valor é zero. O 

valor médio de resposta completa obtida, incluindo todas as 47 frequências naturais obtidas, 

foi de 0,1942% no erro relativo. A Figura 3.15 mostra o comportamento do índice MAC dos 

modos emparelhados ao longo da resposta. 



80 
 

 
Figura 3.15 Comportamento do índice MAC entre as respostas no MATLAB®. 

Pode-se observar que a frequências 47 é nula porque foi utilizada para conformar a ma-

triz de flexibilidade residual. A resposta apresenta uma media de 0,7545 no índice MAC (in-

cluindo as 47 frequências calculadas). 

A Tabela 3.15 mostra a relação entre as dez primeiras frequências naturais da estrutura 

sintetizada usando o MEF no MATLAB® e a estrutura completa usando ANSYS®-APDL com 

o tipo de elemento BEAM3. 

Tabela 3.15 Primeiras dez frequências naturais de vibração do sistema completo em ANSYS® e o sis-

tema sintetizado no MATLAB®. 

Nº de 

Modo 

Frequência 

Teórica        

ANSYS® [Hz] 

Frequência  

Sintetizada        

MATLAB® [Hz] 

Erro  

Relativo [%] 
Índice MAC 

1 20,480 20,486 0,0279 0,9943 

2 32,070 32,080 0,0309 0,9953 

3 105,204 105,389 0,1755 0,9925 

4 135,287 135,578 0,2151 0,9951 

5 186,184 186,702 0,2780 0,9778 

6 337,554 339,538 0,5876 0,9769 

7 377,468 379,532 0,5467 0,9808 

8 460,666 464,153 0,7569 0,9483 

9 610,109 610,856 0,1224 0,9614 

10 701,680 709,768 1,1526 0,9511 

Valores Médios 0,3894 0,9773 
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Com a Tabela 3.15 e a Tabela 3.14, pode-se ver que, se for melhorar a “malha”, ou me-

lhor, se aumentar o número de elementos que descrevem o sistema, a base modal será melhor 

descrita. Isso é apresentado na Tabela 3.16, fazendo a comparação entre as respostas no MA-

TLAB® usando 400 elementos na primeira subestrutura e 150 elementos na segunda subestru-

tura e novamente utilizando o critério CSMF para seleção de modos para conformar a matriz 

de flexibilidade residual. A Figura 3.16 mostra o comportamento do índice MAC ao longo 

dos modos. Novamente o critério CSMF determinou que os melhores modos para conformar a 

matriz residual são o ultimo modo (modo 41) para o caso da primeira subestrutura (viga mai-

or) e o primeiro modo (modo 4 sem excluir os graus de liberdade restritos) para o caso da 

segunda subestrutura (viga menor). 

Tabela 3.16 Primeiras dez frequências naturais do sistema em ANSYS® e o sistema sintetizado no 

MATLAB® com maior número de elementos e critério CSMF. 

Nº de 

Modo 

Frequência 

Teórica        

MATLAB® [Hz] 

Frequência  

Sintetizada        

MATLAB® [Hz] 

Erro  

Relativo [%] 
Índice MAC 

1 20,486 20,486 0,0007 1,0000 

2 32,080 32,080 0,0001 0,9976 

3 105,387 105,389 0,0015 0,9977 

4 135,561 135,581 0,0148 1,0000 

5 186,700 186,700 0,0000 0,9992 

6 339,509 339,535 0,0078 0,9982 

7 379,493 379,522 0,0075 0,9998 

8 464,137 464,137 0,0000 0,9989 

9 610,639 610,738 0,0163 0,9996 

10 709,613 709,703 0,0128 0,9982 

Valores Médios 0,0061 0,9989 
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Figura 3.16 Comportamento do índice MAC dos modos emparelhados entre as respostas no MA-

TLAB® com maior número de elementos que descrevem o sistema e critério CSMF. 

Pode-se concluir rapidamente que as respostas da síntese melhoraram com uma base 

modal melhor descrita, neste caso, uma base modal com uma quantidade maior de elementos, 

ou seja, uma malha muito melhor refinada. Obteve-se um erro relativo meio de 0,2526% e um 

índice MAC meio de 0,9702 conformados pelas 47 frequências calculadas. A frequência 47 

foi nula porque foi utilizada para conformar a matriz de flexibilidade residual. 

Em adição, se for utilizadas uma menor quantidade de frequências e modos de vibração 

para formar a síntese, a variação na precisão do resultado é mínima. Isso é apresentado na 

seguinte análise, onde foram utilizados 17 modos e frequências para a primeira subestrutura e 

7 modos e frequências para a segunda subestrutura, essa quantidade de modos foi escolhida 

para manter uma proporção no tamanho da subestrutura com respeito à outra. 

O CSMF identifico novamente o ultimo modo para a primeira subestrutura e o primeiro 

para a segunda subestrutura para serem subtraídos e conformar a matriz residual. A seguir são 

apresentados os resultados obtidos na Tabela 3.17 o comportamento do índice MAC na Figura 

3.17. 
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Tabela 3.17 Frequências naturais de vibração do sistema completo e o sistema sintetizado para um 

modelo com menor quantidade de modos no MATLAB®. 

Nº de 

Modo 

Frequência 

Teórica        

MATLAB® [Hz] 

Frequência  

Sintetizada        

MATLAB® [Hz] 

Erro  

Relativo [%] 
Índice MAC 

1 20,486 20,486 0,0007 1,0000 

2 32,080 32,080 0,0001 0,9976 

3 105,387 105,405 0,0166 0,9977 

4 135,561 135,782 0,1634 0,9999 

5 186,700 186,701 0,0000 0,9992 

6 339,509 339,783 0,0807 0,9980 

7 379,493 379,755 0,0690 0,9996 

8 464,137 464,149 0,0026 0,9989 

9 610,639 611,717 0,1766 0,9956 

10 709,613 710,468 0,1206 0,9974 

11 761,300 761,963 0,0870 0,9991 

12 840,381 841,697 0,1566 0,9984 

13 1177,937 1192,471 1,2338 0,9708 

14 1185,669 1204,805 1,6139 0,9940 

15 1260,295 1260,295 0,0000 0,9999 

16 1265,922 1267,351 0,1128 0,9952 

17 1570,452 -------- ------- ------ 

Valores Médios 0,2397 0,9963 

 
Figura 3.17 Comportamento do índice MAC dos modos emparelhados entre as respostas no MA-

TLAB® com maior número de elementos que descrevem o sistema e critério CSMF. 
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Da mesma forma que no problema anterior, a estrutura global está restringida no con-

torno, o que vai gerar três frequências naturais nulas em cada nó restrito, no total são 6 fre-

quências naturais nulas, que foram subtraídas do resultado junto com o modo eliminado para 

um total de 16 frequências naturais calculadas por meio da SMFR. 

A linha tracejada na Tabela 3.17 representa o modo que foi eliminado para conformar 

os modos de flexibilidade residual. Dessa forma é validada a síntese para formar um sistema 

global calculado com uma menor quantidade de modos e frequências naturais por meio da 

SMFR, obtendo um resultado ótimo, que segundo a Tabela 3.17, o erro foi por embaixo de 

1% para a maioria das frequências naturais e um índice MAC perto da unidade para quase 

todos os modos de vibração. 

Agora estudando o problema vibro-acústico, segundo a Figura 3.12 as frequências onde 

a perda de transmissão consegue a amplitude mais alta no sistema “quarter-wavelength tube” 

como foi proposto estão próximos a 58Hz, 176Hz e 290Hz, isso significa que no problema 

estrutural a frequência natural mais próxima é a quinta frequência com um valor de 187Hz.   
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4 SÍNTESE MODAL DE COMPONENTES VIA MEF 

 

Neste capitulo se utiliza a metodologia SMC com o método de interface livre de flexibi-

lidade residual incluída dentro do programa ANSYS®-APDL, para a estimativa das frequên-

cias naturais e modos de vibração de um modelo de viga com geometria “quarter-wavelength 

tube” (QWT), o sistema é dividido em duas vigas como foi descrito na seção 3.3.  

O sistema completo e as subestruturas foram calculados através do software usando o 

tipo de elemento BEAM3. Para validar os resultados foram utilizadas as respostas obtidas no 

MATLAB® da seção 3.3 e o mesmo software ANSYS® comparando com o sistema completo. 

Os parâmetros mais importantes para desenvolver a análise no ANSYS® são ter definido 

a distribuição e o número de elementos e nós que vão conformar a malha do sistema, além da 

seleção de nós que vão conformar as interfaces das subestruturas que serão acopladas. 

A fim de viabilizar a comparação de resultados, foram mantidos a distribuição e o nú-

mero de elementos e nós que foram usados na análise da seção 3.3 no modelo do silenciador 

QWT no ANSYS® (Figura 3.14). Todas as simulações foram realizadas em um mesmo com-

putador com 4 GB de RAM. 

Foram calculadas as 20 primeiras frequências naturais restringindo a faixa de frequên-

cias no ANSYS® entre 0 a 10.000 Hz. Essa faixa foi escolhida através dos resultados obtidos 

da seção 3.3, dessa forma, é conhecido que as frequências naturais do sistema e as subestrutu-

ras se encontram dentro de essa faixa. 

Sobre as propriedades físicas do sistema, foram adaptadas as mesmas propriedades da 

Tabela 3.7, com relação à densidade, coeficiente de Poisson e modulo de Young. As dimen-

sões e geometrias do sistema completo e subestruturas são as mesmas que na Figura 3.13. 

A seguir é apresentada a metodologia usada ao longo deste capitulo para desenvolver a 

SMC com flexibilidade residual por meio do software ANSYS®-APDL, seguidamente são 

expostos os resultados obtidos através do software. O código com que foi desenvolvido o sis-

tema no ANSYS® pode-se encontrar no ANEXO B. 
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4.1 Metodologia: ANSYS® 

 

Agora vão se apresentar um breve passo a passo dos parâmetros mais importantes para 

desenvolver o modelo de síntese modal de componentes no software ANSYS®. 

4.1.1 Construção do modelo estrutural em elementos finitos 

No primeiro passo encontra-se a definição do tipo de elemento que vai ser usado para a 

análise. Neste caso, por se tratar de um sistema de vigas em um plano em 2-D, ou seja, três 

graus de liberdade (deslocamento em x, y e rotação no eixo z), o BEAM3 seria o tipo de ele-

mento do ANSYS®-APDL mais conveniente para estabelecer no modelo. 

O BEAM3 é um elemento uniaxial com capacidades de tensão, compressão e flexão. O 

elemento têm três graus de liberdade em cada nó: deslocamento em direção x e y e rotação no 

eixo z. A sua geometria, como mostrado na Figura 4.1, é um elemento de viga planar em 2-D. 

 
Figura 4.1 Geometria do elemento BEAM3 [49]. 

O BEAM3 é definido por dois nós e pode ter qualquer forma de seção transversal para 

cada momento de inercia calculado [49]. 

Para o seguinte passo é necessário definir as propriedades mecânicas utilizadas para o 

modelo de cada subestrutura. As propriedades mecânicas usadas encontram-se na Tabela 3.7 e 

foram principalmente: 

 

Densidade: 7870 [Kg/m3] 

Modulo de Elasticidade: 200 [GPa] 

Coeficiente de Poisson: 0,3 
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Agora tem que se definirem as dimensões do modelo estrutural. As dimensões são as 

mesmas do modelo numérico no MATLAB® e são mostradas na  Figura 3.13. É importante 

ressaltar que a área e o momento de inercia são qualidades importantes para o tipo de elemen-

to BEAM3.  

Após, vão se definir a malha que vai usar o modelo junto com as subestruturas. Da 

mesma forma que na modelagem numérica do MATLAB® (Figura 3.14), foi desenvolvido o 

modelo de elementos finitos do sistema completo (Figura 4.2). Lembrando que a estrutura 

completa foi modelada com 55 elementos, totalizando 56 nós. A subestrutura 1 foi modelada 

com 40 elementos, totalizando 41 nós e a subestrutura 2 foi modelada com 15 elementos, tota-

lizando 16 nós, como pode se ver novamente na Figura 4.2. 

 
Figura 4.2 Detalhes da metodologia numérica via ANSYS®. 

4.1.2 Implementação da síntese modal de componentes 

Primeiro são impostas as interfaces das subestruturas. Isso pode ser feito através do co-

mando CM (que agrupa itens de uma geometria em um componente), selecionando os nós 

que pertencem à interface de cada subestrutura. Da mesma forma e com o mesmo comando 

vão se definir os elementos que conformam as subestruturas. É importante ter em conta os 

nomes dos arquivos de dados onde foram salvos as interfaces e os elementos que pertencem 

às subestruturas, para facilitar ao ANSYS® onde podem ser encontrados. 
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Agora se deve de solucionar as subestruturas que foram estabelecidas. Definindo o tipo 

de análise (ANTYPE) como subestruturação (SUBSTR), a solução vai ser feita para cada 

subestrutura gerando matrizes de massa e rigidez, que pode ser feito por meio do comando 

SEOPT (especifica opções de análise de subestrutura). Posteriormente é necessário especifi-

car as opções de síntese modal de componentes através do comando CMSOPT, selecionando 

o método de interface livre com flexibilidade residual (RFFB) e os modos que vão ser extraí-

dos e usados para gerar o superelemento (para o caso da subestrutura um 41 modos e para a 

subestrutura 2 foram 16 modos). Em seguida vão se definir e selecionar todos os graus de 

liberdade como mestres através dos comandos M (define os graus de liberdade mestres para 

análises de geração de superlementos) e NSLE (seleciona um subconjunto de nós). Para o 

caso da subestrutura 2 é necessário estabelecer pseudo-restrições para prever os deslocamen-

tos de corpo rígido, para que isso não aconteça, basta definir restrições de suporte para um 

máximo de três nós. 

A Figura 4.3 e a Figura 4.4 apresentam a seleção de nós e elementos, junto com as inter-

faces que conformam a solução das subestruturas. 

 
Figura 4.3 Solução da subestrutura 1. 
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Figura 4.4 Solução da subestrutura 2. 

Posteriormente, é preciso criar um elemento do tipo superelemento com MATRIX50, 

que é um grupo de elementos previamente montados e tratados como um único elemento. 

Selecionando as subestruturas por meio do comando SE para definir o superelemento. 

4.1.3 Solução da síntese modal de componentes 

Finalmente é solucionado o superelemento escolhendo o tipo de análise (ANTYPE) 

como modal (MODAL), para esse caso foi escolhido a opção de análise modal (MODOPT) 

através do algoritmo de subespaço (SUBSP). Além disso, deve-se especificar o número de 

modos a expandir através do comando MXPAND, que para esse caso são todos os modos. 

Seguidamente é feito a passagem de expansão nas subestruturas, que é onde o usuário 

começa com a solução reduzida e calcula os resultados em todos os graus de liberdade no 

superelemento. Para usar a passagem de expansão deve-se de solucionar o problema e ativar 

(ON) com o comando EXPASS, especificando a solução a ser expandida para análise de su-

bestrutura por meio do comando EXPSOL, por ultimo solucionar para cada subestrutura. 

Por fim, são lidos os resultados indicando os nomes dos documentos onde foram salvos 

as subestruturas mediante o comando CMSFILE e adicionando cada subestrutura. 

Para ter uma melhor visão dos resultados, é previamente desenvolvida a análise do sis-

tema completo no ANSYS® e salvo, para depois ser comparado usando o índice MAC por 

meio do comando RSTMAC. 

A Tabela 4.1 apresenta as etapas da metodologia adotadas neste trabalho para estimativa 

numérica das frequências naturais e modos de vibrar por meio de SMC de um silenciador de 

tipo QWT utilizando o software ANSYS®. 
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Tabela 4.1 Etapas da metodologia numérica para estimativa numérica das frequências naturais e mo-

dos de vibrar utilizando o software ANSYS®. 

Passo Descrição 

1. Definir o tipo de elemento 
Utilizar BEAM3 para análise bidimensional de vigas com três 

graus de liberdade em cada nó. 

2. Construir o modelo estrutural 
Fazer a modelagem linear do sistema estrutural e as seções 

transversais segundo a Figura 3.13. 

3. Definir a distribuição de nós e 

elementos 

Distribuir os elementos e nós de acordo com a Figura 3.14 e 

Figura 4.2. 

4. Determinar as interfaces das su-

bestruturas 
Definir os nós que conformam as interfaces das subestruturas. 

5. Estabelecer as subestruturas Selecionar os elementos que vão conformar as subestruturas  

6. Escolher o tipo de análise das 

subestruturas 

Utilizar o tipo de análise como subestruturação para cada su-

bestrutura. 

7. Selecionar as opções do tipo de 

análise de subestrutura 
Gerar matrizes de rigidez e massa. 

8. Definir as opções de SMC 
Selecionar o método de interface livre com flexibilidade resi-

dual (RFFB)  

9. Estabelecer os graus de liberdade 

mestres 

Definir os graus de liberdade mestres para análises de geração 

de superelementos 

10. Definir as pseudo-restrições  

Para o caso da segunda subestrutura por ser livre-livre deve-se 

definir um número mínimo de pseudo-restrições para prever o 

movimento de corpo rígido 

11. Criar um superelemento como 

tipo de elemento 

Utilizar MATRIX50 para análise de um grupo de elementos 

que são tratados como um único elemento 

12. Solucionar o problema modal 
Estabelecer as opções de análise modal junto com o número 

de frequências que são desejadas obterem 

13. Ativar e selecionar os subcon-

juntos a serem expandidos 

Selecionar a solução a ser expandida para análise de subestru-

tura 

14. Obter e ler a solução da síntese Ler os resultados dentro das análises SMC das subestruturas 

15. Comparar os resultados usando o 

índice MAC 

Calcular o índice MAC e soluções modais emparelhadas a 

partir da síntese obtida e a solução do sistema completo 
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4.2 Modelo 

 

A Figura 4.2 apresenta a distribuição dos elementos e nós em elementos finitos utilizada 

na simulação numérica do modelo. A análise modal foi realizada para determinar as primeiras 

20 frequências naturais dentro da faixa de 0 a 10.000 Hz. 

A Tabela 4.2 mostra o número de nós e elementos de cada malha e também o tempo 

gasto em cada simulação. Nota-se que o tempo de simulação do modelo 2-D no ANSYS® e 

no MATLAB® é significativamente baixo. 

Tabela 4.2 Propriedades das malhas em elementos finitos do modelo de síntese e tempo de processa-

mento. 

  ANSYS® MATLAB® 

Elementos 55 55 

Nós 56 56 

Tempo 5s 2s 

 

A Tabela 4.3 mostra o erro relativo entre as dez primeiras frequências naturais das su-

bestruturas a partir da simulação da síntese no ANSYS® e no MATLAB®. 

Tabela 4.3 Valores de Frequências naturais para cada subestrutura, obtidos com ANSYS® e MA-

TLAB®. 

 
Subestrutura I 

 
Subestrutura II 

Nº de 

modo 

Freq. ANSYS® 

[Hz] 

Freq.  

MATLAB® 

[Hz] 

Erro  

Relativo [%]  

Freq. ANSYS® 

[Hz] 

Freq.  

MATLAB® 

[Hz] 

Erro  

Relativo [%] 

1 38,862 38,880 0,0459 
 

0,000 0,000 0,0000 

2 106,991 107,175 0,1724 
 

0,000 0,000 0,0000 

3 209,332 210,107 0,3702 
 

0,000 0,000 0,0000 

4 345,105 347,319 0,6417 
 

135,083 135,510 0,3160 

5 513,777 518,842 0,9857 
 

370,975 373,555 0,6955 

6 630,303 630,303 0,0000 
 

723,799 732,420 1,1910 

7 714,662 724,680 1,4017 
 

1189,586 1211,118 1,8101 

8 946,960 964,845 1,8887 
 

1683,449 1683,449 0,0000 

9 1209,769 1239,356 2,4457 
 

1765,288 1810,305 2,5501 

10 1261,578 1261,578 0,0000 
 

2447,566 2531,012 3,4094 

Valor Médio 0,795 
 

Valor Médio 0,992 
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O erro relativo obtido da Tabela 4.3 foi significativamente baixo para as subestruturas 

do sistema.  

A Tabela 4.4 mostra o erro relativo entre as dez primeiras frequências naturais do siste-

ma calculado de forma completa e a síntese entre as simulações no ANSYS® e no MA-

TLAB®. 

Tabela 4.4 Valores de Frequências naturais para o sistema completo e a síntese, obtidos com ANSYS® 

e MATLAB®. 

 
Sistema Completo 

 
Síntese 

Nº de 

modo 

Freq. 

ANSYS® [Hz] 

Freq. 

MATLAB® 

[Hz] 

Erro Relativo 

[%]  

Freq. 

ANSYS® [Hz] 

Freq. 

MATLAB® 

[Hz] 

Erro Relativo 

[%] 

1 20,480 20,486 0,0283 
 

20,481 20,486 0,0242 

2 32,070 32,080 0,0314 
 

32,070 32,080 0,0314 

3 105,204 105,387 0,1740 
 

105,205 105,389 0,1750 

4 135,287 135,562 0,2027 
 

135,287 135,578 0,2149 

5 186,184 186,702 0,2780 
 

186,184 186,702 0,2780 

6 337,554 339,516 0,5812 
 

337,561 339,538 0,5856 

7 377,468 379,508 0,5405 
 

377,476 379,532 0,5447 

8 460,666 464,153 0,7569 
 

460,666 464,153 0,7569 

9 610,109 610,774 0,1089 
 

610,147 610,856 0,1162 

10 701,680 709,693 1,1421 
 

701,707 709,768 1,1488 

Valor Médio 0,3844 
 

Valor Médio 0,3876 

 

A Figura 4.5 mostra o índice MAC entre as vinte primeiras frequências naturais do sis-

tema calculado de forma completa e a síntese entre as simulações só no ANSYS®. 

 
Figura 4.5 Valores do índice MAC. 
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Observa-se que para as vinte primeiras frequências naturais do sistema completo e sinte-

tizado são muito próximos à unidade, que é representa um ótimo resultado. 

A Tabela 4.5 mostra o índice MAC das soluções emparelhadas e erro relativo entre as 

vinte primeiras frequências naturais do sistema calculado de forma completa e a síntese entre 

as simulações no ANSYS®. 

Tabela 4.5 Soluções emparelhadas do índice MAC® no ANSYS®. 

Nº de 

Modo 
Índice MAC 

Diferença das 

frequências 

naturais [Hz] 

Erro Relativo 

[%] 

1 1,0000 -0,0008 0,0041 

2 1,0000 0,0000 0,0000 

3 1,0000 -0,0003 0,0003 

4 1,0000 0,0000 0,0000 

5 1,0000 0,0000 0,0000 

6 1,0000 -0,0070 0,0021 

7 1,0000 -0,0076 0,0020 

8 1,0000 0,0000 0,0000 

9 1,0000 -0,0380 0,0062 

10 1,0000 -0,0270 0,0038 

11 1,0000 -0,0300 0,0040 

12 1,0000 -0,0002 0,0000 

13 1,0000 -0,0020 0,0002 

14 1,0000 -0,2400 0,0207 

15 1,0000 -0,0640 0,0052 

16 1,0000 0,0000 0,0000 

17 1,0000 -0,0004 0,0000 

18 1,0000 -0,8000 0,0466 

19 1,0000 -0,0560 0,0030 

20 1,0000 -0,0060 0,0003 

Valor Médio 0,0049 

 

Pode-se concluir rapidamente que os resultados obtidos da síntese foram ótimos, com-

parando os resultados do mesmo ANSYS® e com os resultados obtidos no MATLAB®, com 

um erro relativo meio baixo de 0,0049% e um índice MAC de unidade.  
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5 CONCLUSÕES 

 

5.1 Conclusões 

 

Este trabalho implementou o método de síntese modal de componentes em estruturas 

utilizando o superconjunto modal de flexibilidade residual (SMFR). Procurando fazer um 

estudo dos principais inconvenientes que podem conduzir os dados vibratórios, ou seja, os 

autovalores e autovetores tomados inapropriados para ser aplicados na metodologia de síntese 

modal, propondo várias possibilidades para minimizar a imprecisão dos resultados. Os modos 

de flexibilidade residual foram calculados usando uma formulação generalizada proposta por 

Araújo [6], para os fins deste trabalho ser aplicado em sistemas não amortecidos. 

Foi observada a viabilidade da metodologia de síntese modal sendo uma importante fer-

ramenta que pode ser usada em diferentes problemas estruturais. Mesmo assim, o método 

apresenta suas limitações que estão ligadas na quantidade de modos selecionados na base mo-

dal e como a seleção de esses modos influenciam na precisão da solução da síntese modal, os 

critérios de seleção de modos já foram estudadas por vários outros pesquisadores [6] [8] [10] 

[25]. 

A metodologia SMFR mostrou ser apropriada para os modelos estruturais propostos e 

também para ser utilizada em critérios automáticos de escolha da base modal. O critério de 

seleção automática de modos pelas frequências (CSMF) proposto por Junqueira [10], reco-

mendou quais modos da subestrutura devem de conformar a base modal, por meio da diferen-

ça relativa entre as frequências associadas aos modos mantidos das duas subestruturas conec-

tadas. Este método resultou adequado para melhorar a escolha da base modal que pode ser 

empregada na síntese, porém o pesquisador deve ter definida a finalidade do problema sem 

descartar outras bases modais se o que pretende é ter uma melhor precisão no erro relativo das 

frequências ou na identificação de modos de vibrar (índice MAC). 

A técnica para aquisição de frequências e modos em vigas proposta por Blevins [46], se 

mostrou adequada durante o processo de cálculo de vigas e síntese das mesmas sendo apro-

priada para este tipo de análise. 

O elemento de viga “Hermitian” como elemento planar (2-D) apresentou eficácia para 

conseguir as frequências naturais do sistema completo e as subestruturas. Também no uso de 
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este elemento para calcular uma síntese SMFR, com um erro relativo próximo a zero e um 

índice MAC próximo à unidade, isso pode ser visto na seção 3.3.  

De acordo com os resultados obtidos do capitulo 4, o ANSYS® - APDL demonstrou a 

viabilidade para desenvolver a síntese modal de componentes com flexibilidade residual, 

mostrando a possibilidade de ser usado para análise de estruturas com maior complexidade. 

Desenvolvendo análise rápida e de baixo custo computacional, obtendo erros perto do 0% e 

um índice MAC da unidade. 

Independentemente dos problemas estruturais utilizados neste trabalho não ser de uma 

complexidade mais alta o método SMFR está planejado para poder ser usado com qualquer 

tipo de complexidade. 

 

5.2 Trabalhos Futuros 

 

Este trabalho é considerado como uma contribuição à metodologia de síntese modal de 

componentes em especial o método de síntese com flexibilidade residual (SMFR), porém de-

ve-se de considerar outros aspectos para continuar com a validação do método. Para colaborar 

com a evolução do método foram propostos os seguintes trabalhos futuros: 

- Desenvolver o método SMFR em uma estrutura de grande porte realizando testes 

experimentais. 

- Aperfeiçoar um processo automático para identificação de base modal seleciona-

da utilizando os diferentes métodos propostos por pesquisadores além do CEA e 

o CSMF. 

- Implementar o método SMFR em um modelo de elementos finitos com mais 

graus de liberdade e com maior complexidade incluindo graus de liberdade de 

rotação. 

 

5.3 Trabalhos Publicados 

 
Ao longo deste trabalho foram publicados os seguintes artigos: 

1. SOBRAC 2017 – XXVII Encontro da Sociedade Brasileira de Acústica.  

Análise de sensibilidade os parâmetros geométricos de filtros acústicos reativos na 

estimativa das frequências naturais estruturais. 
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2. CIBEM 2017 – XIII Congresso Ibero-Americano de Engenharia Mecânica.  

Método de síntese modal de componentes em sistemas HVAC visando análise de 

vibração estrutural. 

 

3. COBEM 2017 – XXIV ABCM International Congress of Mechanical Engineering.  

HVAC duct system modeling through the component mode synthesis for structural 

vibration analysis. 
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ANEXO A 

 

Modal Assurance Criterion - MAC  

O índice MAC [38] proporciona uma maneira de obter a correlação entre os modos reais 

do sistema com os respectivos modos identificados pela síntese modal. Este valor é obtido 

através dos desvios de mínimos quadrados entre as bases modais correlacionadas. Se o índice 

MAC possui valor unitário, então os modos analisados possuem uma boa correlação. Se este 

valor for próximo de zero, as bases modais possuem um baixo índice de correlação. O índice 

MAC pode ser definido pela seguinte expressão: 

 

𝑀𝑀𝐴𝐴𝐶𝐶(𝑋𝑋1,𝑋𝑋2) =
(𝑋𝑋1𝑇𝑇𝑋𝑋2)2

(𝑋𝑋1𝑇𝑇𝑋𝑋1)(𝑋𝑋2𝑇𝑇𝑋𝑋2)  

𝑀𝑀𝐴𝐴𝐶𝐶������ =
∑ 𝑀𝑀𝐴𝐴𝐶𝐶𝑗𝑗(𝑐𝑐, 𝑚𝑚)𝑑𝑑
𝑗𝑗=1

𝑚𝑚
  

 

Onde 𝑋𝑋1 e 𝑋𝑋2 são os autovetores reais e experimentais (para o caso deste trabalho refere-se 

aos modos sintetizados). 

Usualmente, MAC>0.80 resulta em uma boa correlação, enquanto MAC<0.40 produz uma 

fraca correlação [50]. 
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ANEXO B 

 

Análise Modal de um Sistema de Vigas QWT  

A seguir é apresentado o código que foi utilizado para desenvolver a síntese no software 

ANSYS®-APDL: 

 

finish 

/clear 

/batch,list 

/title, Sintese QuarterWaveLength Tube  

 

! Síntese Modal de Componentes do Sistema QWT 

! A estrutura esta dividida em 2 superelementos SMC 

 

! Passo 1 

! Começar uma sessão interativa 

 

! Passo 2 

! Criação do Modelo Estrutural 

 

/filnam, cms_rffb 

/units,si 

/plopts,minm,0 

/plopts,date,0 

/pnum,real,1 

/number,1 

 

/prep7 

k,1,0,1.5     ! Pontos Chave 

k,2,2,1.5 

k,3,4,1.5 

k,4,2,0.0 
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ET,1,BEAM3    ! Tipo de Elemento 

R,1, 6.1575e-04, 7.3952e-07,0.1  ! Área e inercia Sub1 

R,2, 3.0159e-04, 8.7010e-08,0.050  ! Área e inercia Sub2 

MP,EX,1,2.000e11    ! Modulo de Young 

MP,PRXY,1,0.3    ! Coeficiente de Poisson 

mp,dens,1,7870    ! Densidade 

n,1,0.0,1.5,,,,   ! Criação dos Nós 

n,41,4.0,1.5,,,, 

fill,1,41 

n,42,2.0,1.4,,,, 

n,56,2.0,0.0,,,, 

fill,42,56 

type,1 

mat,1    ! Criação dos Elementos 

real,1 

e,1,2 

egen,40,1,-1 

real,2 

e,21,42 

e,42,43 

egen,14,1,-1 

nsel,s,,,21    ! Definição das Interfaces 

cm,interface1,node 

nsel,s,,,21 

cm,interface2,node 

esel,s,,,1,40   ! Definição das Subestruturas 

cm,part1,elem 

esel,s,,,41,55 

cm,part2,elem 

allsel,all 

save 

finish 

 

! Passo 3 
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! Identificação e solução das subestruturas 

 

! Alterar o nome do trabalho ativo que se tornará em superelemento  

 

/filnam,part1 

 

! Identificar o tipo de análise como subestruturação 

 

/solu 

antype,substr 

 

! Especificar o nome a ser atribuído ao arquivo de matriz de  

! superelemento. Sugeriu fortemente que seja o mesmo que o nome do 

! trabalho ativo 

 

seopt,part1,2  

  

! Especificar as opções de SMC  

 

cmsopt,rffb,41 

 

! Selecionar o componente de elemento chamado de “part1”  

 

cmsel,s,part1 

 

! Selecionar o componente de interface “interface1”  

 

cmsel,s,interface1 

 

! Todos os GDL ativos(nós que pertencem à “interface1”) são definidos ! como mestres  

 

m,all,all 

 

! Selecionar todos os nós anexados aos elementos selecionados  



109 

! (elementos que pertencem a “part1”)  

 

nsle 

 

! Especificar apenas o número mínimo de restrições de deslocamento  

! necessárias para evitar os modos de corpo rígido: três restrições  

! (ou menos, dependendo do tipo de elemento) para modelos 2-D e seis 

! (ou menos) para modelos 3-D  

! Para o caso da primeira subestrutura, o sistema já está engastado nas 

! suas extremidades o que evita os modos de corpo rígido 

 

d,1,all  

d,41,all  

 

! Solucionar a primeira subestrutura SMC  

 

solve 

finish 

save 

 

! Repetir o mesmo processo para a subestrutura 2  

 

/filnam,part2 

/solu 

antype,substr 

seopt,part2,2 

cmsopt,rffb,16 

cmsel,s,part2 

cmsel,s,interface2 

m,all,all 

nsle 

 

! Utilizar as restrições de suporte para evitar os modos de corpo rigido  
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d,44,all,support 

d,56,ux,support 

solve 

finish 

save 

 

! Passo 4 

! Criação do superelemento  

 

! Limpar o banco de dados 

 

/clear,nostart 

 

! Alterar o nome do trabalho ativo 

 

/filnam,use 

 

! Criar um tipo de elemento de superelemento 

 

/prep7 

et,1,matrix50 

 

! Atributo de tipo de elemento definido como 1 

 

type,1 

 

! Chamar os dois superelementos criados acima 

 

se,part1 

se,part2 

finish 

 

! Realizar um análise modal 
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/solu 

antype,modal 

 

! Especificar as opções de análise modal 

 

modopt,subsp,20 

 

! Expandir os modos 

 

mxpand,all 

 

! Solucionar o análise modal 

 

solve 

finish 

 

! Passo 4 

! Passagem de expansão 

 

! Limpar o banco de dados 

 

/clear,nostart 

 

! Alterar o nome do trabalho a superelemento 1 

 

/filnam,part1 

 

! Resumir os dados 

 

resume 

 

! Especificar a passagem de expansão 

 

/solu 
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expass,on 

 

! Especificar o nome do superelemento e usar a passagem 

 

seexp,part1,use 

 

! Especificar o “loadstep” e o “substep” a serem expandidos 

 

expsol,1,1 

 

! Solucionar o primeiro passagem de expansão 

 

solve 

finish 

 

! Repetir o mesmo processo para a subestrutura 2  

 

/clear,nostart 

/filnam,part2 

resume 

/solu 

expass,on 

seexp,part2,use 

expsol,1,1 

numexp,all 

solve 

finish 

 

! Passo 6 

! Ler os resultados para “load step 1 –substep 1” 

 

! Limpar o banco de dados 

 

/clear,nostart 
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! Especificar o arquivo onde os resultados devem ser encontrados 

 

/post1 

cmsfile,add,part1,rst 

cmsfile,add,part2,rst 

 

! Ler os resultados 

 

set,list 
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