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N&o sei por que em nossa sociedade formou-se um critério
unilateral sobre a personalidade humana, nem por que todos
relacionam dons e talento apenas ao intelecto. Além de ser
possivel pensar com talento, também se pode sentir
talentosamente. O aspecto emocional da personalidade néo
tem menos importancia que outros e constitui objeto e a
preocupacao da educacédo, na mesma medida que o intelecto
e a vontade. O amor pode conter tanto talento e inclusive
genialidade quanto a descoberta do calculo diferencial. Em
ambos os casos o0 comportamento humano adota formas
excepcionais e grandiosas. (VYGOTSKY, 2003, p.122)



RESUMO
O Calculo Diferencial e Integral € um dos componentes curriculares fundamentais para uma
variedade de cursos no Ensino Superior. Apesar de seu papel de destaque no cenario
académico, os cursos de Calculo chamam a atencdo de pesquisadores e educadores
matematicos devido aos seus altos indices de reprovacédo, a evasao que ocasionalmente leva
ao abandono do curso e as dificuldades de aprendizagem encontradas pelos estudantes
iniciantes. Assim, a comunidade cientifica tem buscado compreender o porqué desse impasse,
a fim de que se discutam e proponham intervencdes com vistas & alteracdo desse quadro. E
neste contexto que se apresenta este estudo investigativo. Ele tem como objetivo geral
analisar producdes escritas de estudantes em atividades de Célculo Diferencial e Integral, a
fim de que sejam identificados elementos indicadores de possiveis relacdes entre dificuldades,
de ordem conceitual ou nos procedimentos algébricos, com o processo de aprendizagem dessa
disciplina. A investigacdo foi realizada por meio de uma abordagem de pesquisa qualitativa
com atividades praticas que contaram com a colaboracdo de um grupo de estudantes de uma
universidade publica do Centro-Oeste brasileiro. No momento da pesquisa, 0s estudantes
participantes vivenciavam alguma situacdo de dificuldade de aprendizagem com o0 curso
inicial de Calculo. Portanto, o trabalho de pesquisa aqui descrito aliou a investigacdo
cientifica de um fenbmeno académico concreto a uma atividade pratica pautada na mediacéo e
no dialogo para a compreensdo dos desafios de aprendizagem associados a essa realidade. As
analises das producdes matematicas escritas dos estudantes indicam que parte consideravel
das dificuldades de aprendizagem relacionadas a deficiéncia de contetdos basicos esta ligada
as aprendizagens matematicas de objetos de conhecimentos integrantes dos componentes
curriculares do Ensino Fundamental e que se constituirdo como obstaculos as aprendizagens
do Célculo. Os estudantes tém consciéncia dessas dificuldades e desejam supera-las. Por outro
lado, observa-se a existéncia de uma disposicdo de professores e educadores matematicos na
criacdo de mecanismos e alternativas metodoldgicas que ajudem os estudantes a transporem
suas dificuldades ao ingressarem na universidade. Assim, consideramos que a universidade
deve assumir o seu papel de espaco educacional que perceba cada estudante como um sujeito
aprendente em processo de aquisicdo de conhecimentos, levando ao favorecimento da

formagéo de ambientes de aprendizagens pautados em didlogos pedagogicos e na mediacao.

Palavras-chave: Aprendizagem. Calculo Diferencial e Integral. Educagdo Matematica no

Ensino Superior.



ABSTRACT
Differential and Integral Calculus is one of the fundamental components of a variety of
courses in Higher Education. Despite its prominent role in the academic scene, the Calculus
courses capture the attention of researchers and mathematics educators due to its high failure
rates, evasion that occasionally leads to the abandoning of the course and to the learning
difficulties found by beginner students. Therefore, this scientific community has been seeking
to understand the reason for this impasse, so that interventions that intend to change this
scenario can be discussed and proposed. It is within this context that this investigative study is
presented. Its main objective is to analyze written productions of Differential and Integral
Calculus students in order to identify elements that indicate possible relations between
difficulties, either in conceptual manners or in the algebraic procedures, with the learning
process of this discipline. The investigation was conducted through a qualitative research
approach with practical activities that had the collaboration of a group of students from a
public university in the Brazilian Midwest. At the moment of the research, the participating
students experienced some kind of learning difficulties with the initial Calculus course.
Hence, this study combined the scientific investigation of a concrete academic phenomenon to
a practical activity based on the mediation and dialogue for the comprehension of learning
challenges related to this reality. The analysis of the written mathematical productions from
the students indicate that a considerable part of the learning difficulties related to the deficit of
basic contents are linked to the mathematical learning of objects of knowledge that constitute
the curricular components of the Elementary School. This leads to future obstacles to the
learning of Calculus. The students are conscious about those difficulties and wish to
overcome them. On the other hand, the existence of a disposition of lecturers and educators in
creating mechanisms and alternative methodologies that help students to overcome their
difficulties is observed. Therefore, it is considered that the university must assume its role of
educational space that notices each student as a learning subject in the process of acquiring
knowledge leading to the favoring of the development of learning environments based on

pedagogic dialogue and mediation.

Keywords: Learning. Differential and Integral Calculus. Mathematics Education in Higher
Education.



RESUMEN
El Célculo Diferencial e Integral es uno de los componentes curriculares fundamentales para
una variedad de cursos en la Ensefianza Superior. A pesar de su papel destacado en el
escenario académico, los cursos de Calculo llaman la atencion de investigadores y educadores
matematicos debido a sus altos indices de reprobacion, a la evasion que ocasionalmente lleva
al abandono del curso ya las dificultades de aprendizaje encontradas por los estudiantes
principiantes. Asi, esa comunidad cientifica ha buscado comprender el por qué de ese
impasse, a fin de que se discutan y propongan intervenciones con vistas a la modificacion de
ese cuadro. En este contexto se presenta este estudio investigativo. El tiene como objetivo
general analizar producciones escritas de estudiantes en actividades de Célculo Diferencial e
Integral a fin de que sean identificados elementos indicadores de posibles relaciones entre
dificultades, de orden conceptual o en los procedimientos algebraicos, con el proceso de
aprendizaje de esa disciplina. La investigacion se realizd a través de un enfoque de
investigacion cualitativa con actividades précticas que contaron con la colaboracion de un
grupo de estudiantes de una universidad publica del Centro-Oeste brasilefio. En el momento
de la investigacion, los estudiantes participantes vivian alguna situacion de dificultad de
aprendizaje con el curso inicial de Célculo. Por lo tanto, el trabajo de investigacion aqui
descrito ali6 la investigacion cientifica de un fenémeno académico concreto a una actividad
practica pautada en la mediacion y en el didlogo para la comprension de los desafios de
aprendizaje asociados a esa realidad. Los analisis de las producciones matematicas escritas de
los estudiantes indican que una parte considerable de las dificultades de aprendizaje
relacionadas con la deficiencia de contenidos béasicos estan ligadas a los aprendizajes
matematicos de objetos de conocimientos integrantes de los componentes curriculares de la
Ensefianza Fundamental y que se constituirdn como obstaculos a los aprendizajes del Célculo.
Los estudiantes tienen conciencia de esas dificultades y desean superarlas. Por otro lado, se
observa la existencia de una disposicion de profesores y educadores matematicos en la
creacion de mecanismos Yy alternativas metodologicas que ayuden a los estudiantes a
transponer sus dificultades al ingresar en la universidad. Asi, consideramos que la universidad
debe asumir su papel de espacio educativo que percibe a cada estudiante como un sujeto
aprendente en proceso de adquisicion de conocimientos llevando al favorecimiento de la

formacion de ambientes de aprendizajes pautados en didlogos pedagogicos y mediacion.

Palabras clave: Aprendizaje. Célculo Diferencial e Integral. Educaciéon Matematica en la

Ensefianza Superior
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APRESENTACAO

O Célculo Diferencial e Integral é reconhecido como um dos componentes curriculares
fundamentais para uma variedade de cursos no Ensino Superior. Esse reconhecimento é
decorrente de seu uso como suporte tedrico na fundamentacdo e construcdo de temas da
Matematica Avancada, bem como das suas mdultiplas aplicagbes em outras areas do
conhecimento.

Da mesma forma que ocorre em outros niveis educacionais, a investigacao do ensino e
da aprendizagem da Matematica no Ensino Superior tem contemplado as questdes
fundamentais da pesquisa em Educacdo Matematica. Um exemplo disso sdo as pesquisas que
tém sido desenvolvidas com énfase no Célculo Diferencial Integral (IGLIORI, 2015; LIMA,
2015; RASMUSSEN; MARRONGELLE; BORBA, 2014; BRESSOUD et al, 2016).

Apesar de toda sua distingdo nos meios académicos enquanto area de conhecimento
basilar, do esforco conjunto de educadores matematicos e do meio académico no
desenvolvimento de acOes que cooperem para o0 aperfeicoamento do seu ensino com vistas a
melhores resultados de aprendizagens, o Célculo Diferencial e Integral ainda esta, em geral,
associado a altos niveis de reprovacdo em muitas universidades brasileiras (ALVARENGA;
DORR; VIEIRA, 2016; DORR; MUNIZ; PINA NEVES, 2016). Essa realidade é resumida
por Lachini (2001, p. 149) “como uma triste e perversa tradigdo da area tecnologica”. Nesse
sentido, entendemos que ainda ha espaco para que se facam estudos relacionados as
aprendizagens do Célculo e, portanto, nosso empenho neste trabalho esta voltado para a busca
de entendimento de dificuldades e obstaculos especificos que sdo inerentes ao processo de
aprendizagem dessa disciplina.

Por outro lado, a pesquisadora que apresenta este trabalho, tem um tempo de pratica
significativa no ensino do Célculo. Esse fato foi o elemento determinante na escolha do tema
da pesquisa. Um dos frutos dessa experiéncia adquirida em sala de aula é a conscientizag¢éo do
compromisso e da responsabilidade que cada docente tem com as aprendizagens de seus
alunos. Assim, nosso intento na construcdo dessa tese € fazer uma investigacdo das
dificuldades de aprendizagem evidenciadas nos registros escritos de estudantes de uma
universidade publica.

Esperamos que seus resultados sejam usados para embasar discussdes acerca de testes

e implementacdes de estratégias didaticas e pedagdgicas que busquem melhores e mais
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significativos resultados de aprendizagem. Este relatério de pesquisa foi organizado em seis
capitulos seguidos das consideragdes finais, referéncias bibliogréaficas, apéndices e anexos.

Tendo em mente nossos propositos gerais, iniciamos a tese com um capitulo que trata
da historicidade e do delineamento do processo investigativo. Assim, o primeiro capitulo
aponta os principais momentos da trajetdria de vida e profissional da pesquisadora que
contribuiram para a escolha do objeto de pesquisa. Em seguida, sdo descritos o quadro onde a
problematica se estabeleceu, a problematizacdo propriamente dita e, por fim, estabelecemos
as questdes, objetivos e a tese que se propde ser validada por meio da pesquisa relatada neste
trabalho.

Nossa fundamentacgdo tedrica, tema do segundo capitulo, apoia-se, inicialmente, nas
ideias e elementos basicos que formam o estudo do Calculo Diferencial e Integral como
disciplina matematica, componente curricular de uma gama de cursos do Ensino Superior e
como objeto de conhecimento matematico principal desta tese. Complementa essa
fundamentacdo uma pesquisa do panorama atual da investigagdo sobre a aprendizagem do
Calculo, considerada a partir de teses, de artigos cientificos nacionais e internacionais e anais
de congressos de Educacdo Matematica.

Como alicerce das analises dos registros escritos dos estudantes, trazemos também
nesse segundo capitulo, as contribuicbes de autores que tém investigado o0s erros em
producbes matematicas de estudantes no Ensino Superior. O capitulo termina com uma
apresentacdo dos elementos basicos componentes da Teoria dos Campos Conceituais de
Gérard Vergnaud, uma vez que alguns deles serdo usados em nossas analises dos resultados.

O terceiro e o quarto capitulos explicitam os mecanismos metodoldgicos da pesquisa,
0 que inclui a descricdo das condigdes, dos sujeitos e do cendrio investigativos. Como a
metodologia é apresentada em dois capitulos, no segundo deles destacamos a pesquisa
exploratdria, parte inicial do processo investigativo. Isso foi feito para marcar sua importancia
na definicdo dos rumos da pesquisa e do planejamento do que veio a ser denominado de
pesquisa de campo.

A apresentacgdo e as analises das producdes escritas de estudantes selecionadas durante
a pesquisa de campo sdo os assuntos contemplados no quinto capitulo. O agrupamento das
analises foi estabelecido de acordo com os topicos que determinam o desenvolvimento de um
curso de inicial de Calculo para funcbes de uma variavel real. Esses topicos sdo as Fungdes,

o0s Limites, as Derivadas e as Integrais.
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Entrevistas realizadas com dois estudantes e trés professores da instituicdo, onde foi
realizada a pesquisa, serviram de base para a abordagem das percepg¢des desses dois grupos de
sujeitos acerca do ensino e da aprendizagem do Calculo que foi realizada no sexto capitulo.
Para concluir, as Considerac6es Finais apresentam uma sintese dos resultados da parte pratica
da investigagdo e uma discusséo sobre os avancos, as possibilidades, as dificuldades e as
lacunas, bem como os encaminhamentos para futuras pesquisas.

Em todo o texto da tese, a palavra Calculo é usada em maiusculo para designar um
curso inicial de Calculo, cujas denominagdes possiveis podem ser Célculo 1 ou Calculo
Diferencial e Integral 1. As trés primeiras se¢des do primeiro capitulo desta tese foram
escritas em primeira pessoa do singular por apresentarem uma descricdo de momentos da
vida da pesquisadora relacionados a sua formacdo como professora e educadora matematica
e que influenciaram na delimitacdo do objeto de pesquisa. Porém, a medida que o trabalho
prossegue, mudamos para a primeira pessoa do plural a fim de registrar a participacdo direta
ou indireta de todos os sujeitos que se constituiram como importantes personagens nesse

processo continuo de formacéo pessoal e profissional.
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1 HISTORICIDADE E DELINEAMENTO DO OBJETO DE PESQUISA

Minhas lembrancas da vida escolar iniciam-se no caminho para a pré-escola quando eu
tinha cinco anos. Entretanto, somente passei a tomar gosto pela escola a partir do segundo
ano. Acredito que isso tenha ocorrido por causa da professora, a Dona Célia, figura doce, de
voz suave e carinhosa. Senti-me acolhida e segura em suas aulas. No ano seguinte foi a vez da
Dona Maria do Carmo que foi minha professora por dois anos e, para a minha limitada
concepcao daquela época, ela dava 6timas aulas de Matematica, pois foi nessas aulas que
foram despertados os meus interesses iniciais pela Matematica.

Nasci e cresci em Vicosa, localizada no estado de Minas Gerais. Minha cidade, apesar
de pequena naquela época, tem sido importante no cenario académico brasileiro por sua
universidade federal. Estudei em escola publica por toda a minha vida estudantil até a
universidade. As escolas publicas, daquela época, eram as melhores instituicdes de ensino e
poucos procuravam as instituicGes particulares que eram elitizadas. Ja havia nas escolas
publicas uma separacdo de turmas por rendimento dos alunos. Pelas boas notas que tinha,
sempre estive na “Turma A”, o que significou também conviver com colegas de nivel social
bem acima do meu.

Essa influéncia dos colegas de classe fazia com me esforcasse em ser aceita naquela
turma, tirando boas notas. A escola ficava a dez minutos da minha casa. Nesse caminho a pé,
eu tinha o costume de ler as placas dos poucos carros da época e fazer associacgoes,
correlacionar e achar padrdes entre seus numeros. Eu chegava a decorar algumas. Ja adulta e
estudando sobre a criatividade em Matemaética, aprendi que isso poderia indicar uma
habilidade criativa nessa disciplina.

Sempre tive boas notas e, em Matematica, adquiria-se um status quando se era
menina e eficiente nas continhas e tabuada, que era “tomada” oralmente diante de toda a
turma. Eu queria sempre estar bem preparada para ndo me sentir mais envergonhada do que
era, por causa da extrema timidez. Nos anos finais do Ensino Fundamental, continuei me
destacando nos estudos. Nas aulas de Matematica, tinha interesse pela aula expositiva e pela
resolucéo dos deveres de casa. Na sexta e sétima séries (7° e 8° anos na designacao atual), tive
um professor marcante de Matematica. Ele exigia que resolvéssemos os deveres no quadro e
escolhia quem iria fazé-los. Os melhores eram elogiados diante de toda a turma e os “piores”

humilhados. Por isso, eu me esforcava para estar sempre preparada.
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O destaque em Matematica fez com que eu sempre fosse incentivada aos estudos dessa
area por meus professores e também pela familia. Por causa do trabalho no comércio do meu
pai, ele era conhecido por suas habilidades nos calculos mentais. Assim, falavam que eu havia
herdado essa habilidade dele. Isso me alegrava pelo fato dos meus pais ndo terem tido a
oportunidade de estudar como eu e minhas irm&s. Além do incentivo aos estudos, aprendi

com eles a respeitar e a valorizar a profissao docente.

1.1 Formacao académica e comeco da atividade docente

O que me levou a universidade foi o desejo de ser funcionaria do Banco do Brasil ¢, ja
gue gostava de Matematica, decidi fazer o curso de Matematica para me preparar para um
concurso para o tal banco. Ao optar pela Matematica e ingressar na universidade, ndo sabia a
diferenga entre Licenciatura e Bacharelado e que deveria fazer uma escolha entre as duas
modalidades. Entrei na universidade no momento de reformas curriculares e em que se
implementavam na UFV a nova Licenciatura e o Bacharelado por areas, bem quando estava
sendo extinto o curso de Ciéncias. Assim, graduei-me em minha terra natal na Universidade
Federal de Vicosa (UFV). Cursei Bacharelado e Licenciatura em Matematica, entre os anos de
1983 e 1987.

Minha primeira aula na universidade ocorreu as sete horas da manha de uma segunda-
feira no primeiro dia de aula do semestre. O curso era de Geometria Analitica e o professor
um senhor hdngaro com sotaque carregado, aparéncia cansada e com ar mal-humorado. Ele
chegou a sala e, sem nos cumprimentar, comecou a falar e a escrever coisas no quadro que
pareciam hangaro. Entrei em panico, porque, pela primeira vez, aquela Matematica ndo me
agradava e me era estranha. Felizmente, a segunda aula foi de Calculo | e com um professor
nos moldes tradicionais, que era o que eu estava acostumada.

Nos anos de graduacdo, tive minhas primeiras experiéncias com as praticas de ensino
ao trabalhar em monitorias dos cursos de Matematica, ja a partir do segundo semestre. Parte
desse trabalho de monitoria consistia em dar aulas de exercicios, nas quais fui muito
desafiada, ndo s6 em termos dos conteudos dos exercicios a serem resolvidos, mas porque foi
a primeira vez que tive a necessidade de explicar um conteudo para um grupo de pessoas e de
falar em publico, sem nenhuma preparacao anterior para essa atividade.

Nesse sentido, a graduacdo foi o marco decisivo em minha vida profissional, pois

durante esse tempo me despertei para a atividade docente, descobri minha vocagéo e passei a
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persegui-la. A Licenciatura em Matematica contribuiu muito pouco em termos de contetdos
pedagogicos para minha formagao como educadora.

Ap0s a conclusdo da graduacdo, novamente por incentivo e influéncia dos professores,
e buscando uma melhor qualificacdo, ingressei, em 1988, no Curso de Mestrado em
Matematica na Universidade de Brasilia, UnB. A escolha da Universidade se deu pelo fato de
ela ter sido o local da pds-graduacéo de parte consideravel dos professores do Departamento
de Matematica da UFV naquela época. Eramos preparados para o Mestrado da UnB. Fiz dois
cursos de verdo em dois anos consecutivos, em 1987 e 1988, na UnB antes de ingressar no
Mestrado. A aprovagdo no curso de Andlise da Escola de Verdo era o mecanismo de admisséo
ao Programa de Mestrado da UnB para estudantes que, como eu, vinham de outras
instituicGes de Ensino Superior.

No mestrado, busquei me aperfeicoar em uma area em que pudesse aplicar em
problemas praticos os conceitos adquiridos nas areas basicas da Matematica. Por esse motivo,
escolhi a area de Otimizacdo Matematica, uma subarea da Matematica Aplicada. O mestrado
foi concluido em dezembro de 1990, quando apresentei um trabalho na area de convergéncia
de métodos tedricos para resolver problemas de otimizacdo irrestrita.

Apos a conclusdo do Mestrado, de 1991 a 1993, lecionei Matematica na Universidade
Catdlica de Brasilia e também no Departamento de Matematica da UnB, com contrato
temporario de professora substituta. Nessa ocasido, lecionei os Célculos I, Il e Il para
diferentes grupos de estudantes.

O ano de 1993 foi um ano especial. Nesse ano, fiz o concurso para professora
assistente no Departamento de Matematica da UnB e fui mae pela segunda vez. Minha
formacdo Matematica me conduziu rapidamente a pratica docente. Assim, iniciei minha
carreira, agora concursada, lecionando Calculo e sendo a primeira Coordenadora de
Graduagdo da primeira turma do recém-criado curso de Licenciatura em Matematica do
periodo noturno. Ao tomar a decisdo pelo trabalho docente, ja tinha bem definido em meu
interior que a docéncia era uma atividade que me dava satisfagdo. Sou realizada
profissionalmente como professora e educadora, gosto do que fago e me empenho em
incentivar meus alunos de licenciatura para a especial e desafiadora missdo de ensinar

Matematica.
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1.2 A prética docente aliada a formacéo de professores: de professora a educadora

matematica

Minha trajetéria como docente de Matematica do Ensino Superior comegou
informalmente na graduacéo e formalmente no ultimo ano do Mestrado. Desde meu ingresso,
inicialmente como professora substituta, para o quadro de docentes do Departamento de
Matematica da Universidade de Brasilia e dois anos depois como concursada, tenho atuado na
docéncia de diferentes disciplinas de Matematica dos cursos de graduacdo. Entre essas
disciplinas, destaco o Estagio de Regéncia, as Geometrias para o Ensino e as Algebras para o
Ensino, que séo cursos especificos e obrigatorios para estudantes do curso de Licenciatura em
Matematica. No trabalho e na preparacdo para estes cursos, foi quando tive contato pela
primeira vez com os temas da Educacdo Matematica.

A descoberta desses assuntos abriu uma nova &rea de interesse em minha vida
profissional: a Educacdo Matemética. Inicialmente, os temas tratados nos cursos que
lecionava eram direcionados ao Ensino Fundamental e continham, principalmente,
possibilidades didaticas alternativas para o ensino tradicional da Matematica. Até entdo,
apesar da existéncia de um Laboratério de Matematica no departamento, eu o desconhecia.
N&o havia divulgagéo, entre os colegas, da existéncia desse espago tdo importante para a
formagéo de professores de Matematica.

A partir daquela descoberta, senti que tratar de assuntos do cotidiano de minha préatica
docente era gratificante, que existiam pesquisas sobre eles que poderiam contribuir para o
desenvolvimento da minha pratica em sala de aula. Influenciada pelo que ia descobrindo em
Educacdo Matematica, comecei, entdo, a levar algumas préaticas diferenciadas para minhas
aulas na graduacao.

Para D’ Ambrosio (2012, p. 86) esse processo ¢ natural e intrinseco a pratica docente.
Em suas palavras: “Claro, o professor esta permanentemente num processo de busca de
aquisicdo de novos conhecimentos e de entender e conhecer os alunos. Portanto, as figuras do
professor e do pesquisador sdo indissoluveis™.

A minha préatica docente inicial foi baseada no exemplo daqueles professores que mais
me influenciaram, principalmente os da graduacdo. Essa pratica no Ensino Superior é um
trabalho dindmico, pois temos novas turmas a cada semestre. Ao mesmo tempo, €
surpreendente, pois cada grupo reage e interage de uma maneira singular. Além do mais,

exige do docente o comprometimento com o futuro profissional dos seus estudantes. Por estar
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consciente dessas caracteristicas e das consequentes responsabilidades que a elas sdo
associadas, sinto-me privilegiada por atuar nessa area.

No ano de 2005, comecei a atuar na formacdo continuada de professores de
Matematica como uma das coordenadoras, na UnB, do Programa de Aperfeicoamento para
Professores de Matematica do Ensino Médio. Esse curso era oferecido semestralmente pelo
Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) na modalidade de
videoconferéncia. Ainda nesse campo de formacao, fui orientadora de monografias do Curso
de Especializacdo, que era oferecido pelo Centro de Educacdo a Distancia (CEAD) - UnB a
professores da Secretaria de Educacdo do Governo do Distrito Federal entre 2008 e 2009.
Entre os anos de 2008 e 2010, participei como formadora de Matemaética do Programa Gestar
Il - Programa Gestdo da Aprendizagem Escolar. O Gestar 1l € um programa de formacéo
continuada de professores das séries finais do Ensino Fundamental da rede publica de ensino
em todo o territério nacional. Todo o material desse programa tem como autores dois
professores da UnB, o prof. Cristiano Alberto Muniz e a profa. Nilza Eingenheer Bertoni,
nomes conhecidos no cendrio da Educacdo Matematica brasileira. De 2010 a 2011, fui
coordenadora da UnB na execucdo do Gestar I1.

No primeiro semestre de 2014, lecionei uma disciplina no Mestrado Profissional em
Matematica, PROFMAT na UnB. Nos anos de 2013 e 2014, lecionei disciplinas de
Matematica e Educacdo Matematica para um grupo de quinze professores da SEEDF, que
cursavam a segunda Licenciatura em Matematica pelo PARFOR, Plano Nacional de
Formacdo de Professores, apoiado pela Capes. As experiéncias na formacdo de professores
tanto na graduacgdo, como nos cursos de especializacdo e mestrado, colocaram-me em contato
com o dia a dia das praticas dos docentes de Matematica que atuavam, principalmente, no
ensino publico nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Conheci de perto
os desafios enfrentados cotidianamente pelos professores de Matematica no Brasil. A partir do
1° Semestre de 2012, passei a integrar, voluntariamente, a equipe de professores que apoia 0s
trabalhos do Programa Institucional de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia (PIBID) no
Departamento de Matematica da UnB. Nessa atividade, orientei dois estudantes de
Licenciatura em Matematica na constru¢cdo de materiais pedagogicos para aplicacdo em

escolas publicas do DF.
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1.3 Experiéncias na docéncia do Célculo Diferencial e Integral

O curso que leva o nome Calculo é uma disciplina de Matematica do Ensino Superior,
que aborda temas matematicos fundamentais que dao suporte teorico para futuros professores
das areas das ciéncias exatas, estudantes das engenharias, matematicos, fisicos e cientistas de
qualquer outra &rea em que se estude o movimento. Isso porque, nas areas em que ha a
necessidade de se estudar o movimento, o Calculo surge como uma ferramenta essencial
(SWOKOWSKI, 1994).

No inicio do meu trabalho docente, ndo tinha a preocupacao e nem a preparacao para a
parte didatica e pedagdgica da atividade. Como ocorre na docéncia do Ensino Superior,
repetimos as praticas daqueles mestres que assumimos como modelos em sala de aula e, desse
modo, eles passam a ser a nossa referéncia. Naquela fase, preocupavam-me as questfes de
contetdo e as exigéncias curriculares do curso, ou seja, eu me preparava para estar com 0s
topicos tedricos bem estudados para a apresentacao ao grupo e para cumprir, da maneira mais
completa possivel, o conteldo programatico estipulado pelo plano da disciplina.

Depois de anos de estudos de Matematica pura, achava que era a hora de poder
transmitir toda a bagagem acumulada. Entretanto, com o passar dos semestres, senti que essa
transferéncia de conhecimentos representava apenas um movimento unilateral em que o
docente transmite seu conteldo sem se preocupar com a audiéncia. Nessa tarefa, sentia-me
solitaria numa sala de aula repleta de estudantes. Assim, tive necessidade de me aproximar
deles, de dar-lhes abertura para a participacdo nas aulas e de saber como estava chegando até
eles os conteudos apresentados. Até aquele momento, a Unica forma de expressdo que eles
tinham era a avaliacéo escrita. Nesse incomodo, passei a pensar em alternativas que pudessem
criar ambientes em que os alunos tivessem maior liberdade para exporem suas ddvidas ou que
pudessem participar das aulas, ja que nelas o maior trabalho que tinham era o de copiar o que
era escrito pelo professor no quadro.

Apos semestres seguidos, lecionando nos mesmos cursos de Calculo, a atividade
docente comecgou a parecer monétona. A preparagdo ja ndo era mais importante, porque eu ja
sabia de cor as aulas, exemplos, exercicios e, até mesmo, as demonstracdes. 1Sso passou a me
perturbar e me levou a buscar alguma coisa que pudesse tornar 0 momento de sala de aula
mais ativo e significativo.

Num curso “de massa” como o de Calculo, ou seja, um curso ofertado para dezenas de

turmas com uma média de 60 alunos por grupo, ndo ha muitas possibilidades didatico-
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pedagogicas. Essa limitacdo deve-se ndo somente ao grande nimero de pessoas em uma
turma, mas também ao contetdo programatico a ser cumprido, ao espaco fisico, entre outros.

Na universidade em que trabalho, tive a oportunidade, em alguns semestres, de
lecionar em pequenos grupos para os estudantes que ingressavam no curso de Matematica,
tanto do Bacharelado quanto da Licenciatura. Nessas turmas, foi possivel introduzir elementos
como 0 uso de grupos para resolucdo e discussdo de situagOes-problema ou atividades com
uso de Histdria da Matematica. As experiéncias foram positivas, mas insuficientes. Queria ter
mais possibilidades. Assim, iniciou-se um periodo de procura por aprofundamento e estudos
sobre o ensino do Célculo.

Com a experiéncia profissional adquirida e com esse interesse, tenho aprendido que,
para o adequado exercicio da docéncia no Ensino Superior, € necessario muito mais que o
conhecimento tedrico de um dado conteudo. Devemos levar em conta muitos outros fatores
que ndo sdo tratados nos cursos de graduacdo e pds-graduacdo em Matematica. Um deles é a
percepcdo de que os estudantes sdo sujeitos distintos e que tém necessidades e ritmos de
aprendizagem diversos (MUNIZ, 2015). Ou ainda, a importancia da criacdo de ambientes
propicios a aprendizagem em aulas de Matematica, em todos os niveis.

A entrada de um estudante em um curso de Célculo € um marco em sua vida
académica. Assim como em muitas universidades brasileiras, os estudantes que tém o Célculo
como disciplina obrigatoria ja o tem ofertado em seu primeiro semestre. E nesse curso que
terdo contato com uma abordagem da Matematica talvez nunca vista anteriormente, pensada
ou esperada por muitos deles. Entre as novidades, esta a introducdo do formalismo
matematico, como aponta Job e Schneider (2014). O Célculo é, portanto, um divisor de aguas,
ja que nele ocorre a ruptura entre a Matematica do Ensino Médio e a Matematica do Ensino
Superior.

No meu caso, como estudante, foi 0 momento em que comecei a sentir de fato o que é
a Matematica. Essa descoberta me instigou a continuar explorando suas outras areas. Mas
nem sempre € assim. Para muitos, esse primeiro encontro com o Célculo pode gerar decepcéo
e frustacdo. O resultado é que o Calculo é conhecido, hd& muito tempo no meio académico,
como “dificil” e que reprova muito. Essas concepcdes negativas sdo trazidas até mesmo por
aqueles estudantes que gostavam da Matematica no Ensino Médio.

Como veremos nos dados apresentados neste trabalho, podemos verificar que, na
universidade em que foi feita a pesquisa, o indice médio de reprovagdo ainda é alto. A
reprovacgao causa nos estudantes frustacdo e desmotivacdo. Esses fatores poderdo afetar o

desenvolvimento académico, emocional e social do estudante, podendo atingir a autoimagem
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ou desmotiva-lo para os estudos (LACHINI, 2001; NASSER, 2007; ALVARENGA; DORR;
VIEIRA, 2016).

Além de afetar as emogdes dos estudantes, os indices de reprovacao e a evasdo tém um
custo econémico e social para a universidade, pois, para atender a demanda de estudantes que
tém que cursar a disciplina a cada semestre, novas turmas deverdo ser criadas e mais
professores devem ser disponibilizados. Essas dificuldades fazem parte do cotidiano dos
professores que lecionam o Calculo. Desde que iniciei 0 ensino dessa disciplina, tais
preocupacOes passaram a fazer parte do meu cotidiano. Muitas tentativas, por parte dos
docentes envolvidos com o Célculo, tém sido realizadas com o intuito de modificar esse
quadro, ndo s6 no Brasil (RASMUSSEN; MARRONGELE; BORBA, 2014; BRESSOUD et
al, 2016). Néo é simples encontrar solugbes que sirvam para todos, por se tratar de um curso
gue envolve um grande numero de estudantes e de professores e uma variedade de cursos com
suas peculiaridades curriculares. Por toda complexidade envolvida, tratar do Calculo e seus
problemas tem instigado pesquisadores e educadores envolvidos com o ensino de Matematica

no Ensino Superior.

1.4 Problematizacgéo e objeto de pesquisa

Todos os aprendizados vivenciados, desde 0 meu ingresso na universidade até os dias
atuais, constituiram-se em processos formativos implicitos e graduais que levaram a
conversdo de uma professora de Matematica em uma educadora matematica, e essa, por sua
vez, em uma pesquisadora. Nesse processo de transformagéo e descobertas, tendo em vista as
experiéncias proporcionadas com o cotidiano de uma sala de aula de Célculo, juntamente com
as demandas surgidas nessa pratica e o anseio por buscar outros significados para o trabalho
docente, consolidou-se 0 meu interesse pela pesquisa em Educacdo Matematica. Em
particular, pela aprendizagem do Calculo no Ensino Superior.

Parte significativa de um curso de Calculo envolve resolucBes de atividades que,
genericamente falando, demandam a utilizagdo de novos conceitos, interpretacoes,
representacdes algébricas e geométricas. Dentre esses aspectos, neste estudo, concentraremos
nossa atencdo na apreciacdo dos diferentes processos algébricos, associados aos conceitos, aos
procedimentos e ao trato com a linguagem formal da Matematica. Para isso, em nossa
investigacdo, foram consideradas para analise algumas producdes escritas dessas atividades

realizadas por estudantes de Caélculo de uma universidade publica federal, localizada na



30

Regido Centro-Oeste brasileira. Esses estudantes se encontravam em alguma situacdo de
dificuldade de aprendizagem no momento da pesquisa.

Os registros dessas resolucdes contém informacgdes significativas, pois indicam
importantes expressdes do pensamento, da linguagem e do conhecimento matematico
adquirido pelos estudantes anteriormente nos Ensino Fundamental e Médio. Ademais, podem
revelar erros frequentes, entre outras possibilidades que serdo tratadas no &mago desse
relatorio final de pesquisa de doutorado.

Por meio da analise dessas producOes escritas de estudantes, matriculados no
momento da pesquisa em diferentes cursos das areas chamadas Ciéncias Exatas e de outros
cursos que tém o Célculo como componente curricular obrigatério, pretendemos concentrar
nossa investigacdo na apresentacdo, analise e discussdo ndo somente dos erros frequentes,
mas também das formas como comunicam e argumentam seus saberes por meio da escrita
matematica. Assim, temos como objeto de pesquisa: a andlise de producdes escritas de
estudantes de um curso inicial de Célculo Diferencial e Integral e suas implicaces no
processo de aprendizagem dessa disciplina no Ensino Superior.

Com o objeto estabelecido, explicitaremos, no item seguinte, os propdsitos da pesquisa

por meio dos objetivos que orientaram 0 processo investigativo.

1.5 Elementos condutores da pesquisa: questdes, objetivos e tese

A investigacdo feita nos primeiros Grupos de Estudos’ foi uma tarefa exploratéria que
cooperou na delimitacdo dos rumos para desenvolvimento desse estudo. Parte dele foi
compartilhado e discutido em alguns eventos de Educacdo Matemaética, como o 13th ICME —
International Congress on Mathematical Education, o 1° LADIMA - Simpdsio Latino-
Americano de Didatica da Matematica (DORR; MUNIZ, 2016; DORR; MUNIZ; PINA
NEVES, 2016) e, mais recentemente, no VIII CIBEM — Congresso Ibero-Americano de
Educagdo Matematica (DORR; MUNIZ, 2017).

O curso de Calculo 1, da universidade onde foi realizada a pesquisa, se caracteriza
como um modelo diferenciado com relagdo a outras universidades (ALVARENGA; DORR;
VIEIRA, 2016). Portanto, tinhamos que usufruir da possibilidade de pesquisa num contexto

impar. Isso nos proporcionou ter a disposicdo parte dos instrumentos de apoio usados nas

! Essas experiéncias sdo descritas no Capitulo 4.
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atividades praticas da pesquisa. Esse material € fornecido pela plataforma do curso e
disponivel a todos os alunos, professores e monitores.

Na metodologia vigente na universidade, o curso oferece pelo menos duas listas de
exercicios semanais para os matriculados: uma de atividades, chamada Lista de Fixacdo dos
contetdos (Anexo A) e outra de situagBes-problema, contemplando diferentes &reas do
conhecimento (Anexo B). Assim, optamos pelo uso, na maior parte do trabalho de pesquisa,
das listas de exercicios que fazem parte do material de apoio do Calculo I.

Além disso, nesse sistema, o Calculo | tem turmas na metodologia semipresencial para
aqueles estudantes que ja tenham reprovado pelo menos uma vez no curso. Essa peculiaridade
foi o que viabilizou a formagéo de um grupo de estudos em que a maior parte dos estudantes
integrantes estava experimentando, circunstancialmente, dificuldades de aprendizagem com o
Caélculo. Essas dificuldades foram evidenciadas por meio de alguma reprovacao por nota ou
por abandono do curso sem conclui-lo.

Uma vez que o foco investigativo ndo estava nos processos didaticos, mas nas
producdes das aprendizagens dos alunos, com forte énfase nos protocolos das producdes
escritas dos alunos matriculados, para o desenvolvimento do objeto de pesquisa, foi formado,
no primeiro semestre de 2016, um Grupo de Estudos de Calculo | para que efetivassemos a
investigacdo pratica final. Esse Grupo de Estudos foi no formato de um curso de extenséo,
sendo, portanto, uma atividade extracurricular. Tendo ajustadas nossas estratégias
metodoldgicas, propusemos a questao inicial da pesquisa:

O que podem revelar e influenciar, no processo de aprendizagem, as producdes
escritas de estudantes que cursam a disciplina Calculo Diferencial e Integral no que se refere
as dificuldades relacionadas aos contetdos e processos algébricos?

Empenhados em responder a essa pergunta, somos levados a outros questionamentos
como:

Que conhecimentos revelam as produgdes escritas de estudantes de Calculo
Diferencial e Integral?

Que dificuldades sdo evidenciadas e quais sdo suas consequéncias para a
aprendizagem dessa disciplina?

O que sinalizam 0s erros nos registros escritos quanto ao processo de
conceitualizacdo e aprendizagem matematica dos estudantes?

Que contribuicbes podem trazer os resultados das andlises das producdes escritas de

estudantes para a aprendizagem do Calculo?
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A andlise de registros escritos de estudantes tem muito mais a indicar do que 0s
aspectos ora considerados. Sabemos que essas questdes ndo séo suficientes para contemplar
todos os aspectos envolvidos na aprendizagem matematica na formacao superior. Entretanto,
essas questdes foram escolhidas como referenciais para a construcdo dos objetivos geral e
especificos, enunciados a seguir. Eles expressam os prop6sitos os quais nos empenhamos a

alcancar atraves deste processo investigativo.

Objetivos da Pesquisa
Objetivo Geral
e Analisar producles escritas de estudantes em atividades de Calculo Diferencial e
Integral com o proposito de identificar elementos indicadores de possiveis relagfes
entre dificuldades, de ordem conceitual ou nos procedimentos algébricos, com o

processo de aprendizagem dessa disciplina.

Objetivos Especificos

e Analisar producbes escritas, na forma de protocolos, de estudantes em atividades de
Calculo Diferencial e Integral.

e Identificar e caracterizar erros, procedimentos e estratégias de resolugdo em atividades
de Calculo Diferencial e Integral com énfase nos aspectos algébricos de produgbes
escritas de estudantes.

e Analisar os atuais procedimentos didaticos, pedagogicos e metodoldgicos que visam a
aprendizagem do Calculo no local em que foi realizada a pesquisa.
e Buscar, junto a docentes e discentes, percepcdes sobre as aprendizagens do Célculo.

Na constituicdo do Grupo de Estudos de Célculo para realizacao da parte préatica final,
as situagdes didaticas foram pensadas de modo que favorecessem um espaco de aprendizagem
Matematica em que houvesse liberdade de trabalho e momentos de reflexdes logicas e
argumentativas, nos quais fossem valorizados todos os tipos de interagdes entre os sujeitos, a
comunicagdo, as discussdes e os dialogos.

Ao final dessa pratica investigativa, esperamos poder verificar que uma aprendizagem
significativa do Calculo deve considerar como imprescindiveis as interacfes que possibilitem
a comunicacgdo e as trocas de saberes entre 0s sujeitos, que podem ser promovidas pelas
atividades solidarias em investigagdo matematica, proprias dos Grupos de Estudos. Assim,
formulamos e expressamos, na proposicdo seguinte, a tese que pretendemos verificar e

ratificar:
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Se alguns dos momentos de aprendizagem do Célculo forem pautados em espagos
educacionais que considerem cada aluno como um sujeito aprendente em processo de
aquisicao de conhecimentos e que favorecam a formacéo de ambientes pautados em dialogos
pedagogicos e na mediacdo, entdo as dificuldades inerentes ao processo, ndo se constituirao
necessariamente como obstaculos a aprendizagem.

O Capitulo seguinte apresenta as teorias e autores que embasaram nosso estudo

investigativo.
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2 REFERENCIAL TEORICO E CONCEITUAL

Os marcos teoricos basicos que fundamentaram nossas analises e contribuiram para a
significacdo do objeto de pesquisa sdo apresentados neste capitulo. Nosso objeto de pesquisa
diz respeito as andlises de producdes de estudantes de Calculo e suas implicacdes no processo
de aprendizagem dessa disciplina.

Portanto, partiremos do Célculo Diferencial e Integral como o saber cientifico
principal do nosso estudo para abordarmos, nas secOGes seguintes, estudos sobre a
aprendizagem Matematica no Ensino Superior. Concluiremos este capitulo apresentando

alguns dos autores que foram usados para sustentarem as andlises e discussdes finais.

2.1 A Esséncia do Célculo Diferencial e Integral

A compreensdo dos temas que estruturam os estudos de Célculo e os motivos pelos
quais a disciplina desempenha um papel importante nos curriculos € um primeiro passo para
entender o modo como o curso €é estruturado e as dificuldades de aprendizagem apresentadas
por alguns estudantes. Como fontes principais, para o delineamento e a explicitacdo do
Célculo que estd sendo considerado neste trabalho, foram usados o livro de Célculo de
Simmons (1987), e os de Bardi (2010) e Boyer (2002).

Assim, tém-se que o Calculo Diferencial e o Célculo Integral sdo os dois tdpicos
principais no qual o Calculo se divide. Suas ideias e aplicacGes estdo relacionadas a dois
problemas geométricos que envolvem o gréfico de uma funcédo y = f(x).

O problema associado ao Calculo Diferencial é o chamado Problema das Tangentes,
no qual se deseja calcular o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da fungdo y = f(x)
num ponto P desse grafico. O Problema do Célculo de Areas é o problema central do Célculo
Integral e consiste em calcular a area debaixo do gréafico da funcdo y = f(x) entre os pontos x

=aex=Dh. Afigura 1, apresentada a seguir, ilustra os dois problemas geométricos citados.
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Figura 1 — llustracao dos problemas geométricos
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Esses dois problemas geométricos estdo relacionados aos estudos de grandezas que
sofrem mudancas por meio de movimentos. Por exemplo, a posicdo, a trajetdria, a velocidade
a aceleracdo de um corpo em movimento, ou qualquer quantidade que varia em relacdo a
outra pode ser modelada com os instrumentos do Calculo.

Assim, podemos dizer que o Célculo é uma colecdo de conhecimentos e ferramentas
matematicas usadas para analisar corpos em movimento. Esses conhecimentos tém
terminologias, notacGes e métodos computacionais especificos. E, como explica Boyer (2002,
p-277) “Achar tangentes exigia o uso do calculus differencialis e achar quadraturas o calculus
summatorius ou calculus integralis, frases de onde resultaram as expressdes que usamos”.
Ainda sobre a nomenclatura, Bardi afirma: “Diferenciais sdo pequenos acréscimos ou
decréscimos instantdneos em grandezas que variam, e integrais sdo somas de intervalos
infinitesimais de curvas ou forma geométricas” (BARDI, 2010, p.22).

A palavra calculus, em latim, significava uma pequena pedra usada para contagem.
Dai surgiu o verbo calculare que passou a significar computar, ou calcular. Por causa desse
uso da palavra célculo é que usaremos Calculo em mailsculo para distingui-lo dos outros
tantos célculos.

O Calculo como é estudado hoje foi desenvolvido por Newton e Leibniz, dois grandes
génios do século XVII. Ndo devemos esquecer, porém, que o Calculo é resultado de um longo
processo de criacdo que comegou na Grécia antiga e ainda continua até os dias de hoje.

Nas secOes seguintes, apresentamos, resumidamente, elementos essenciais que

caracterizam os conteddos de trés dos temas fundamentais do Calculo: os Limites, as
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Derivadas e as Integrais. Essa caracterizagdo se faz necessaria porque nossas analises de
producdes escritas de estudantes foram agrupadas de acordo com esses conteldos.

2.1.1 Limites

“0O Célculo é o estudo de limites. Em termos mais simples, um limite permite-nos
observar 0 que acontece a uma variavel dependente quando a varidvel independente se
aproxima de alguma coisa” (SZECSEI, 2007, p. 79, traducdo e grifo da autora). Essa
afirmacéo, feita por uma educadora matematica americana, além de reforcar a vinculacao dos
tépicos do Calculo & nocdo de Limites?, expressa resumidamente o fato de que, através dos
Limites, o Célculo possibilita uma abordagem mais dindmica do uso de funcdes. Isso se da no
calculo de Limites quando ha& a combinacdo da informacédo sobre o valor de uma fungdo em
um ponto especifico com as informag6es sobre mudancas ocorridas nessa fungdo em pontos
proximos ao ponto fixado (SZECSEI, 2007).

Os Limites j& fizeram parte do curriculo do Ensino Médio no Brasil. Em meados dos
anos oitenta, a autora dessa tese estava cursando o Ensino Médio em Minas Gerais no Colégio
Estadual de Vigosa. O livro didatico de Matematica adotado em sua escola na 32 Série do 2°
Grau, 0 que seria hoje correspondente ao 3° ano do Ensino Médio, foi o de lezzi et al (1976).
Esse livro traz nos capitulos 6, 7, 8 e 9, os temas Limites, Derivadas, Regras de Derivacao e o
Estudo da Variagdo das Funcdes, respectivamente.

No exemplar de lezzi et al (1976) usado pela autora na 3% série do 2° grau sdo
encontradas algumas de suas anotacGes em lapis. A ultima delas, com data de 6 de outubro de
1982, esté registrada no paragrafo 4 do capitulo 8 cujo titulo ¢ “A DERIVADA DE UMA
FUNCAO COMPOSTA” (IEZZ1,1976, p.188). Isso é surpreendente porque indica que no
ultimo ano do segundo grau, uma escola publica estadual avancou nos contetidos de Calculo,
apresentando todas as regras bésicas de derivacdo. Atualmente, esses topicos ndo constam do
curriculo do Ensino Médio. No Curriculo em Movimento da Educagdo Basica do DF, no
volume correspondente ao Ensino Medio, por exemplo, ndo ha nenhuma mencdo a eles.
(DISTRITO FEDERAL, 2013).

Em preféacio de 1974, os autores desse volume afirmam que os capitulos dedicados ao
Célculo apresentam, iniciando com o estudo de Limites, uma introducgéo a seu estudo, feita
por meio de um desenvolvimento mais detalhado das derivadas e suas aplicagfes. Entretanto,

ressaltam que o tdpico Limites sera introduzido de forma intuitiva, a partir de ilustragdes

2 Como tépico de Célculo, a palavra Limites sera usada em maitsculo para ser diferenciada de outros
significados da palavra limites na lingua portuguesa.
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graficas. Acrescentam ainda que, o estudo de Limites exige um rigor matematico néo
compativel com o nivel de ensino do 2° grau. Mesmo assim, apés a introducdo de varios
exemplos resolvidos graficamente, é estabelecida a definicdo de Limites usando épsilons e

deltas como na figura 2, conhecida como a definicdo formal de Limites.

Figura 2 — Definicao de funcdo

DEFINICAO

Dada uma funcdo f, definida num
intervalo D, dizemos que O limite de
f(x), quando x tende a Xo, é L e anotamos

lim fix) =L

X> Xo

se para cada namero real € > 0 sempre
existe em correspondéncia um nimero
§ > 0, de modo que para todo x do
dominio D: ;

(xo—6.<x<x;+5 e X F X)) =

=5 L=e<Hx)<IL+té

Fonte: lezzi et al (1976, p. 141).

Para explicar essa definicdo, o autor apela para a intuicdo grafica usando quatro
exemplos de célculos de Limites de funcdes, trés lineares e uma quadratica. No processo da
formacdo de conceitos, a representacdo grafica € uma ferramenta auxiliar na construcédo
mental dos significados. Entretanto, € um mecanismo incompleto e ndo traduz toda a esséncia
do novo conceito que, em geral, pode ser expresso por meio de simbolos como na definicdo
formal de Limites usando épsilons e deltas.

Da mesma forma, a definicdo formal de um conceito ndo consegue, isoladamente,
incorporar significagdo através de palavras e simbolos. Assim, definicdo formal,
representacdo grafica e outras estratégias de procedimentos intuitivos ou ladicos devem ser
combinados para ampliarem as possibilidades de significagdo da aprendizagem. Sobre
conceitos e defini¢Oes, no contexto da Teoria dos Campos Conceituais (TCC), Pais (2015), p.
56, pontua que: “Para tratar do fendmeno da aprendizagem torna-se necessario diferenciar
esses dois niveis cognitivos: trabalhar com o desafio da elaboracdo conceitual e com seu

registro através de um texto formal”.
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Para Vergnaud (2009, p. 13) “o conhecimento ¢ adaptagdo”. Ou seja, indica um
processo de desenvolvimento dindmico e que pode ocorrer em qualquer etapa da vida. Em
sua teoria, esse processo envolve a assimilacdo de novos conhecimentos e uma acomodacéo
as contingéncias, isto €, as situacbes possiveis, porém ndo previstas anteriormente
(FIGUEROA; OTERO, 2011).

Em termos da construcdo linguistica dessa definicdo, podemos apontar possiveis
entraves que podem se constituir como obstaculos para a aprendizagem dos Limites. O
primeiro deles ¢ a introdugdo das letras gregas épsilon (€) e delta (8), raramente usadas na
literatura brasileira e, portanto, desconhecidas de boa parte dos estudantes. Por fim, a palavra
“limite” também constitui um obstaculo, visto que na linguagem cotidiana ela assume
significados diferentes do sentido matematico declarado na defini¢cdo formal. (SANT’ANA;
TEDESCO, 2004).

Apesar do Célculo ser um aprofundamento do estudo de fungdes iniciado na educacéao
basica, € com a nocdo de Limites que ocorre a ruptura na aprendizagem matematica entre o
ensino basico e o superior. Essa ruptura acontece com a introducéo de notacdes e formalismos
ndo experimentados anteriormente pelos estudantes e que os fazem sentir como se essa nova
conceitualizacdo nao tivesse relacdo com suas aprendizagens matematicas anteriores. Embora
o conceito de funcdo seja central para a matematica moderna, é o conceito de Limite que
caracteriza uma mudanca para um plano mais elevado do pensamento matematico (TALL
apud SANT’ANA; TEDESCO, 2004, p.47 ).

Nesse ponto, surge o questionamento: como e quando introduzir os Limites no
Calculo? De acordo com Avila (2002), a ordem de apresentacdo dos Limites, se antes ou
depois das Derivadas, tem sido motivo de debate entre matematicos e educadores
matematicos.

Na universidade que foi local da investigacdo, o livro referéncia do plano de ensino de
Calculo 1 (ANEXO 4.1) ¢ o livro “Calculo” de Thomas (2009), Volume 1. Esse livro
apresenta o estudo de Limites e Continuidade antes das Derivadas. Entretanto, preparando o
leitor para a definicdo formal, as propriedades e as técnicas nos célculos de Limites s&o
explorados anteriormente em exemplos de célculos de taxas de variagdo média resolvidos
graficamente e exercitando a intuicéo.

O professor Geraldo Avila sustenta que a definicdo formal dos Limites usando

épsilons e deltas ndo deve ser apresentada ja no inicio do ensino de Calculo e justifica:
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As coisas devem ser assim, ndo somente porque os alunos que ingressam no
curso superior ainda trazem muitas dificuldades de formacdo, mas
principalmente porque, s6 depois de terem entendido bem o conceito de
derivada e visto algumas de suas aplicacdes, é que estardo devidamente
preparados para prosseguir no estudo dos fundamentos (da Analise).
(AVILA, 2002, p. 85).

Para reforcar seu posicionamento, esse autor acrescenta que, do ponto de vista
historico, o conceito de derivada antecede o de Limite e ilustra sua afirmacao com a situagéo-
problema em que se pede para calcular o coeficiente angular da reta tangente a uma parabola
num ponto dado, ou seja, nesse contexto, o que se busca é a derivada de uma funcédo
quadratica dada num ponto especificado. Na resolucdo, o Limite aparece de modo natural a
partir da derivada sendo, desse modo, destacado o significado geométrico da derivada como
um coeficiente angular de uma reta tangente como na Figura 1, apresentada anteriormente.

Avila apresenta, em seus livros de Calculo, os Limites e as Derivadas por meio do

problema da tangente, mencionado acima, e pelo conceito de taxa de variacdo, em especial,
no calculo da velocidade instantanea de um objeto. Portanto, como pode ser verificado em
Avila (2003), esse autor é coerente com sua postura que considera mais adequado apresentar
novos conceitos através de situagdes que manifestam claramente a necessidade de avangos na
teoria.
Semelhantemente, os livros de Célculo de James Stewart (2011) e de Simmons (1987)
introduzem os conceitos basicos do Célculo a partir da mesma motivacdo usada em Avila.
Essa parece ser uma alternativa metodoldgica desses autores e de outros como Tall e
Schwarzenberger (1978) que, a partir de seus textos, reforcam para os educadores a
importancia de se desenvolverem métodos intuitivos que ajudem no processo de construcao
de imagens mentais de novos conceitos, antes que sejam introduzidas as definicdes formais.
Independente da ordem em o conceito de Limite que € apresentado, é importante relembrar
que ele é que permite a formalizacdo dos resultados fundamentais do Calculo.

Existem diferentes tipos de Limites. O Limite considerado nos registros dessa secao é
o Limite de uma funcdo, quando x se aproxima de um numero real dado. Esse Limite esta

associado a definicdo de fungdo continua e, em geral, € representado porlim,_,, f(x). Nessa

notacdo, f{x) representa uma funcéo real de uma varidvel real xe x, € um real fixado. Além
desse Limite, existem Limites de sequéncias, Limites infinitos, Limites de taxas de variagéo,

entre outros.
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2.1.2 Derivada: novo conceito para um ente geométrico j& conhecido

Conforme exposto anteriormente sobre os fundamentos do Calculo, a introducdo do
conceito de Derivadas €, muitas vezes, estabelecida através da sua interpretacdo geométrica
pelo “Problema da Tangente” (Figura 1). Nesse problema, ao calcularmos o coeficiente
angular da reta tangente a uma curva como um Limite de uma razdo incremental de uma
funcdo real de uma variavel real, o coeficiente angular passa a se chamar a derivada da
funcéo no ponto fixado. Ou seja, o coeficiente angular de uma reta tangente, ente geomeétrico
ja conhecido, a priori, da Geometria Analitica do Ensino Médio, recebe o nome de
“derivada”, no contexto do Calculo. Assim, a derivada é o Limite de coeficientes angulares de
retas que sdo secantes ao grafico da funcdo. Por sua vez, essas retas sdo aproximacoes da reta

tangente ao grafico da funcdo no ponto especificado x, como ilustrado na Figura 3 a seguir.

Figura 3 — Grafico de uma funcéo
Tangente

Secante
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e B i i

Fonte: http://mathe-online.fernuni-hagen.de/MIB/HTML/node82.html

2.1.3 Integral: a segunda face da moeda do Calculo

Os Calculos Diferencial e Integral formam as duas faces da moeda do Calculo
(BARDI, 2010). De fato, derivada e a integral sdo os dois conceitos fundamentais em torno
dos quais se constréi todo o Calculo (AVILA, 1981). Da mesma forma que ocorre com as
derivadas, ha um problema geométrico associado ao campo conceitual da Integral. Ele

consiste em se determinar a area de uma regido do plano limitada pelo grafico de uma funcao
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continua f{x) em um intervalo fechado [a,b]. A Figura 4 ilustra esse problema. Nela a regido

para a qual se quer determinar a area esta destacada e indicada com um R.

Figura 4 — Problema geométrico associado ao campo conceitual da integral
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Fonte: http://www.duden.de/_media_/full/l/Integralrechnung-201020350624.jpg

O problema de se calcular areas limitadas por regides ndo poligonais vem desde
Arquimedes na Grécia Antiga com seu “Método da Exaustdo”. O método resume-se em se
somar areas de poligonos conhecidos que sdo desenhados dentro da regido que se deseja
calcular a area. Repete-se 0 processo de divisdo da regido usando regides poligonais cada vez
menores de modo que, ao final, a soma total das areas dessas pequenas partes que cobrem a
regido convirja para a area procurada. O desenvolvimento do Célculo em meados do XVII
com os trabalhos de Newton e Leibniz é considerado pelos historiadores um marco na histéria
do Calculo por ter substituido a técnica do Método da Exaustdo por um processo geral e
eficaz de calculo de areas, por meio das integrais, e, principalmente, sem necessidade de
calculos de Limites de somas (COURANT; ROBBINS; STEWART, 1996).

Inspirados no Método da Exaustdo, no contexto do Calculo, divide-se a regido, do tipo
R da figura 4, em pequenos retingulos chamados de “retangulos infinitesimais” (AVILA,
2003). A soma das areas desses retangulos serd uma aproximacdo para a area procurada
(Figura 5). Para encontrar uma melhor aproximagdo, usa-se uma maior quantidade desses
retdngulos, que, por sua vez, devem ter areas menores. Repetindo-se 0 processo, a area

desejada serd o Limite das somas das areas dos retangulos que aproximam a area da regido
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(AVILA, 2003: STEWART, 2011: SIMMONS, 1987; COURANT: ROBBINS; STEWART;
1996).

Figura 5 — Método da Exaustdo no contexto do Célculo

Io T i) I3 T4 Ty Te X

Fonte: tps://commons.wikimedia.org/wiki/File:Riemann_Sume.jpg

Nesse caso, a area A da regido destacada na Figura 5 passa a ser chamada de “a

integral definida de aa b de f{x)dx’ e é representada pelo simbolo

f: f(x)dx.

Essa representacdo, introduzida por Leibniz, lembra-nos que a area de A é a soma das
areas dos retangulos infinitesimais (f(x)dx). O simbolo de integral, [,foi introduzido por
Leibniz para indicar soma (AVILA, 2003). A conexdo entre o Calculo Diferencial e o Integral

é estabelecida pelo Teorema Fundamental do Céalculo (TFC) cujo enunciado € o que segue:

O Teorema Fundamental do Calculo (STEWART, 2011 p. 347 e p. 361)
Parte |

Se f for continua em [a,b], ent&o a funcdo gdefinida por

gx) =[] f(H)dt, a<x<b,

é continua em [a,b], e derivavel em (a,b), e g’'(x) = f(x).

Parte 11

Se f for continua em [a,b], entdo
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[ f)dx= F(b)-F(a),
onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcéo tal que F'=f.

Da parte 1, temos estabelecido pelo TFC que a integral definida de a até xde (%) (que
representa uma area), € uma primitiva de f(x), ou seja, € uma fungéo cuja derivada é f(x).
Logo, o processo de integracdo que transforma fem Fpor meio da derivagdo, leva Fa f pela
derivacdo. Sao processos inversos (COURANT; ROBBINS; STEWART, 1996).

Como acontece com as derivadas, hd varias concepcles para as integrais, cada uma
delas dependendo da situacdo ou contexto de aplicacdo. Integrais podem ser definidas ou
indefinidas, nimeros ou funcbes. Como funcdes, elas sdo obtidas a partir das regras basicas de
integracdo ou pelas técnicas especificas. Como nimero, elas podem representar uma area, um
volume, um comprimento de arco de uma curva, o trabalho de uma forga, entre outros. O
conceito de Integral é complexo em termos da sua conceituacdo teorica, de suas aplicacdes

praticas e de suas representacdes.
2.2 Aprendizagem do Célculo e da Matematica no Ensino Superior

2.2.1 Pesquisas sobre a aprendizagem do Calculo

Com o proposito de resumir e mostrar os temas que tém sido contemplados nas
recentes producdes cientificas relacionadas a aprendizagem do Célculo, apresentamos, nesta
secdo, uma breve pesquisa bibliografica. Para tanto, destacamos algumas teses de doutorado,
as edicOes de 2015 de trés revistas brasileiras com publicacbes em Educacdo Matematica, 0s
anais do VI SIPEM, a edic¢do do ano de 2014 da Revista ZDM - The Internacional Journal on
Mathematics Education - que foi inteiramente dedicada ao Célculo, e, por fim, a publicacdo
de 2016 da Revista ZDM - Teaching and Learning of Calculus (BRESSOUD et al, 2016) que
contém uma sintese das pesquisas apresentadas e discutidas no ICME 13 — 13th International
Congress on Mathematical Education, realizado na Alemanha, em 2016, no grupo de estudos

Aprendizagem e Ensino de Calculo.

2.2.2 Algumas teses brasileiras

Sdo muitas pesquisas e variados os temas e abordagens ligados as aprendizagens do
Célculo. Por exemplo, Rosa (2011) tratou em seu trabalho dos aspectos motivacionais que
envolvem o curso de Calculo; Santos (2012) analisou 0s processos de comunicagdo num curso

de Célculo na modalidade a distancia e Lobo (2012) estudou os modos de apresentacdo do
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conceito de derivada em livros didaticos. O trabalho de Raad (2012) trata da aprendizagem e
metodologia a partir da abordagem usando a historia do Célculo; Amorim (2011), Souza
(2011) e Lehman (2011) apresentaram propostas de sequéncias didaticas para uso em aulas de
Célculo.

A tese de doutorado de Escher (2011) investigou a influéncia do uso de tecnologias de
informac&o nos processos de ensinar e aprender Calculo. Em sua tese de doutorado, Lima
(2012) descreve o desenvolvimento histdrico durante sessenta anos do curso de Célculo | da
USP de 1934, ano de sua fundacdo, até 1994. E Campos (2012) avaliou uma modalidade
metodol6gica desenvolvida e aplicada na UFMG a alunos de Calculo dos cursos de
engenharia.

Um mapeamento quantitativo de algumas dissertacfes e teses produzidas em instituicdes
de Ensino Superior publicas e particulares, no Brasil, que abordam o ensino de Calculo
Diferencial e Integral no periodo compreendido entre 1999 e 2013 é apresentado no artigo de
Pagani e Allevato (2014). Com enfoque em pesquisas que tratavam de Derivadas, as autoras
dividiram seus resultados em duas categorias: trabalhos de natureza empirica e trabalhos de
natureza tedrica. A maior ocorréncia foi de trabalhos de natureza empirica com
predominancia em estudos que implementaram e analisaram alguma pratica de ensino. A
menor ocorréncia foi na pesquisa de natureza teorica relacionada as investigacdes sobre as
dificuldades no ensino e na aprendizagem no Calculo. Entre os principais resultados dessa
pesquisa esta a verificacdo de que o principal motivo para a realizacdo da maioria das
investigacOes analisadas foi a evidéncia da ocorréncia de altos indices de reprovacdo nos
cursos inicias de Célculo.

Em recente estudo, Masola e Allevato (2016) apresentam uma selecdo de trabalhos
brasileiros, realizados nos ultimos anos, que tratam de dificuldades em contelddos
matematicos de alunos iniciantes no Ensino Superior e suas consequéncias nao s6 no Calculo,
mas também em outras disciplinas de cursos como as engenharias que a tém como preé-
requisito. Assim, as dificuldades apresentadas por grande contingente de estudantes na

aprendizagem do Calculo se constitui em desafio para a didatica no Ensino Superior.

2.2.3 Anais de Congressos de Educacao Matematica

O VI SIPEM - Seminario Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica —
aconteceu de 15 a 19 de novembro de 2015, na cidade goiana de Pirendpolis. Esse Seminario
faz parte das atividades da SBEM (Sociedade Brasileira de Educagdo Matemaética) para a

divulgacdo e discussdo, entre pesquisadores brasileiros e estrangeiros, das pesquisas ja
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concluidas em Educacdo Matemaética. As discussdes sao realizadas pelos Grupos de Trabalho
(GT) de cada area. O GT 4 € o Grupo de Trabalho da SBEM que congrega os trabalhos de
Educacdo Matematica no Ensino Superior. Para essa edicdo do SIPEM, foram apresentados
16 trabalhos nesse grupo. Desses, sete deles, quase metade dos trabalhos, teve o Calculo como
seu objeto de pesquisa.

Igliori e Almeida (2015) apresentaram parte de uma pesquisa que objetivou promover
e discutir entre educadores matematicos a necessidade de articulacéo entre teoria e pratica na
producdo de materiais para o ensino de conceitos do Célculo Diferencial. Historicamente, 0s
modelos dos cursos de Calculo que foram implantados nas universidades brasileiras tiveram
suas origens na Europa e nos Estados Unidos (LIMA, 2012). Esse autor, dando continuidade
ao trabalho iniciado com o doutorado, defende em seu trabalho, apresentado no SIPEM
(LIMA, 2015), a necessidade da construcdo de uma identidade propria para o Calculo
brasileiro, levando em conta as exigéncias e 0s objetivos especificos de cada curso de
Matemaética ou Engenharia. Tudo isso com vistas & melhora da compreensdo dos estudantes
sobre o que é e para que a disciplina é ministrada.

Jesus (2015) traz uma revisao bibliografica dos trabalhos apresentados no grupo de
estudos cujos temas estavam ligados a Educacdo Matematica no Ensino Superior da oitava
edicdo do CERME - Congress of the European Society for Research in Mathematics
Education — (Congresso da Sociedade Europeia para Pesquisa em Educacdo Matematica),
ocorrido em 2013. O autor da revisdo focou sua pesquisa nos trabalhos com tematica
relacionada as dificuldades no ensino e aprendizagem de conceitos fundamentais do Calculo e
da Analise. Diretamente associados ao Calculo, Jesus (2015) narra o trabalho de Alvarado
Monroy e Gonzalez Astudillo (2013) em que foram estudados “processos de construcdo e
reconstrucdo de definicdes precisas em Calculo e a importancia deste aspecto na producdo de
provas’’.

Merecem destaque, nessa pesquisa bibliografica, dois trabalhos citados com
referéncias ao estudo de fungdes. Um deles € o artigo de Hyvarinen, Hastd e Vedenjuoksu
(2013) que tratou sobre o desenvolvimento e evolugdo do conhecimento de estudantes no
tema. O outro artigo € o trabalho de autoria de Viirman (2013), em que foram analisadas,
através das praticas discursivas de aulas de Calculo de duas universidades distintas,
possibilidades de aprendizagem.

Trevisan, Borssoi e Elias (2015) apresentaram os resultados da criagdo, aplicagéo,
andlise e discussdo de uma situacdo-problema que propunha a construgdo de uma calha de

capacidade maxima. A atividade foi aplicada a estudantes de Calculo | do curso de
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Engenharia de Materiais no primeiro semestre de 2015.

O artigo de Cunha e Laudares (2015) apresenta uma sequéncia didatica usando o
software livre de geometria dindmica GeoGebra como suporte auxiliar no estudo do
comportamento de funcdes por meio de suas derivadas. Como no trabalho descrito
anteriormente, a atividade foi aplicada a estudantes de Calculo de um curso de engenharia.

Sousa (2015) trouxe para o VI SIPEM o relato de uma experiéncia realizada, durante
quatro semestres, em um programa extracurricular criado pela necessidade de se oferecerem
alternativas a estudantes de Calculo que enfrentam dificuldades de aprendizagem. As
atividades foram divididas em trés momentos. No primeiro deles, os estudantes realizavam
sequéncias didaticas com o GeoGebra em laboratério de informéatica. Nos outros momentos,
os estudantes podiam participar de monitorias orientadas e de plantdo de duavidas. Esse
trabalho tem em comum com a proposta desta tese o fato de ser uma proposta extracurricular,
diferencia-se, entretanto, pelo uso do Geogebra e por néo ter atividades em grupos.

Para encerrar o relato sobre os trabalhos do SIPEM, descrevemos o trabalho
apresentado pelas irmas Bisognin e Bisognin (2015). As pesquisadoras verificaram, por meio
da aplicacdo de sequéncias de atividades em um curso de formacdo continuada para
professores de Matematica, que alguns deles ndo tém bem consolidada a compreensédo sobre o
significado e as diferentes representacdes de taxas de variacao.

2.2.4 Publicacdes em Periddicos brasileiros e internacionais

A SBEM possui duas publicaces: a Educacdo Matematica em Revista (EMR) e a
Revista Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica (RIPEM). Em 2015, a EMR néo
publicou, em seus quatro numeros, nenhum artigo relacionado ao Calculo. O mesmo
aconteceu com a RIPEM em 2014 e 2015.

Por outro lado, em 2015, a publicagdo que originalmente era vinculada ao programa de
Pds-graduacdo em Educacdo Matematica da UNESP de Rio Claro - BOLEMA — Boletim de
Educacdo Matematica - publicou trés artigos ligados ao Calculo. Com o propésito de discutir
e compreender o ensino da disciplina Analise para auxiliar na contribuicdo em futuras
discussdes acerca de ementas e metodologias, Gomes, Otero-Garcia, Silva e Baroni (2015)
realizaram um amplo estudo envolvendo coordenadores de cursos de Matematica, professores
da disciplina, professores de Matematica da educacdo basica e licenciandos sobre a
importancia dessa disciplina em suas préaticas. O registro desse artigo € importante porque é
no Célculo | em que ocorrem 0s primeiros contatos dos estudantes com os assuntos da Analise

Matematica.
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A conceituacdo de Derivadas é um dos topicos fundamentais em Célculo. Pino-Fan,
Godino e Font (2015) descrevem uma investigacdo em que aplicaram situacdes problemas
com derivadas a estudantes de Licenciatura em Matematica em final de curso para
categorizarem seus conhecimentos. Os resultados revelaram que os futuros professores nédo
veem conexdo entre os distintos significados da derivada e indicam a necessidade de o0s
estudantes buscarem mais aprofundamento sobre o tema.

O estudo de Limites de funcGes e a Continuidade sdo também pontos fundamentais do
Célculo. Esses topicos foram usados numa investigacdo exploratoria de Messias e
Brandemberg (2015), realizada com licenciandos em Matemaética dos terceiro e quarto
semestres para averiguar associacOes feitas por esses sujeitos entre Limite e continuidade de
uma funcao.

O volume 46, Edicdo 4, 2014, da publicacdo da editora Springer ZDM - The
Internacional Journal on Mathematics Education - é composta por 13 artigos que abordam
recentes pesquisas acerca do Célculo, realizadas pela comunidade internacional de Educagao
Matematica. Essa edicdo especial é intitulada - “The Teaching and Learnig of Calculus - in
memoriam to Arnold Kirsch” (O Ensino e a Aprendizagem do Célculo — em memoria de
Arnold Kirsch). Arnold Kirsch, falecido no ano anterior a publicacdo da revista, foi um
educador matematico alemao que influenciou e divulgou a pesquisa em Educacdo Matematica
internacionalmente (KAISER, 2014).

Dentro dessa publicacdo, o artigo de Rasmussen, Marrongelle e Borba (2014)
apresenta um mapeamento das pesquisas que envolvem o Céalculo nos anos 70, 80 e 90, além
de um resumo dos outros doze artigos publicados nesse volume especial. A reviséo
bibliogréafica Ihes permite destacar possibilidades para pesquisas futuras, bem como as
limitacGes das pesquisas. Sdo apresentadas pelos autores quatro tendéncias caracteristicas da
pesquisa em Célculo nos trabalhos que tratam principalmente de limites, derivadas e integrais,
topicos de nossa investigacao, quais sejam:

Primeira — Identificacdo e estudos das dificuldades dos estudantes.

Segunda — Investigacdo dos processos de aprendizagens de conceitos especificos.

Terceira — Estudos praticos em sala de aula.

Quarta — Pesquisas sobre os conhecimentos, crencas e praticas de professores de
Calculo.

Os trabalhos descritos nessa publicacdo representam uma amostra do que tem sido

feito em pesquisas ligadas a aprendizagem do Célculo. Observarmos a evidente preocupacgao
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de pesquisadores e educadores matematicos com essa problematica sobre diferentes
perspectivas: epistemoldgicas, cognitivas, conceituais, entre outras.

Os topicos principais da publicacdo do ICME — 13 (BRESSOUD et al, 2016) foram
cinco:

- Aspectos epistemoldgicos principais dos conceitos de Célculo.

- Pensamento no Célculo e dificuldades de aprendizagens.

- Caélculo no contexto institucional e praticas em sala de aula.

- O desenho do Calculo na pesquisa em Educacdo Matematica.

- Principais aspectos da transi¢éo entre o ensino basico e o superior no Calculo.

A palavra Célculo nessa publicacédo refere-se a todos os niveis e objetos conceituais do
Célculo Diferencial e Integral. Tendo como objetos os temas listados acima, a publicacdo
trouxe um estado da arte das pesquisas feitas nos Gltimos doze anos com o objetivo de que
sirvam de referencial para futuras investigacGes. Entre os assuntos tratados, destacamos
questdes como livros-textos e materiais de apoio em aulas e os curriculos de Célculo na

Franca, Alemanha, Estados Unidos, Uruguali, Singapura, Coréia do Sul e Hong Kong.

2.3 Aprendizagem Matemética e Teoria dos Campos Conceituais na Andlise da
Formacéo de Conceitos Matematicos

Como educadores matematicos, ao falarmos em aprendizagem da Matematica,
esperamos que ela seja significativa, ou seja, uma aprendizagem que produza significados aos
estudantes por meio de novos aprendizados, descobertas e esclarecimentos de duvidas sobre
algum assunto que se esteja estudando. Além disso, como educadores atuantes no Ensino
Superior, desejamos que a aprendizagem de nossos alunos dé a eles as possibilidades e
interesses para resolverem outras questbes mais avancadas nos estudos de suas areas
especificas, ou que os tornem capazes de criar novas solucdes para situacdes inéditas, ou
ainda, que os levem a busca de conhecimentos adicionais sobre 0s assuntos estudados.

O “ser matematico”, categoria proposta por Muniz (2001; 2015), é todo e qualquer
sujeito que, quando lhe sdo garantidas condi¢cdes adequadas para o aprendizado, poderd
experimentar uma aprendizagem significativa. Essas condi¢des sao denominadas pelo autor
como “experiéncias de qualidade” e sdo canais de desenvolvimento da aprendizagem
matematica. Porém, nossa concepcdo de aprendizagem significativa € subjetiva e restrita,
porém é a abordagem de aprendizagem significativa que entendemos na prética.

A partir dessa concepgédo de aprendizagem significativa, consideramos que o uso de

atividades em grupo em aulas de Matematica pode contribuir para a criacdo de ambientes
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propicios a aprendizagem (DORR, 2013), conforme descreveremos em nossa pesquisa de
campo realizada em uma atividade extracurricular e que sera relatada no proximo capitulo.

Ausubel (1968) estabelece que para a ocorréncia da aprendizagem significativa séo
necessarios dois pressupostos fundamentais. O primeiro deles é que o individuo manifeste
uma disposicdo para aprender. O segundo € que o material a ser aprendido seja
potencialmente significativo, tanto no sentido Idgico quanto psicoldgico. Essa aprendizagem
denominada significativa seria 0 contraponto a aprendizagem mecanica, em que ha énfase na
memorizacéao.

No estudo das dificuldades de aprendizagem em Matematica, surge naturalmente o
questionamento a respeito das relacdes entre as dificuldades e o processo de formagdo dos
conceitos e as estratégias procedimentais. Ao tratarmos dos conceitos e da analise dos
aspectos cognitivos da formacdo de conceitos matematicos, somos levados a Teoria dos
Campos Conceituais, proposta por Gérard Vergnaud (1990).

Sua teoria, que surgiu com o estudo das estruturas aditivas e multiplicativas dentro da
Educacdo Matematica, tem sido usada na investigacdo dos processos de construcdo do
significado dos conceitos matematicos a fim de torna-los mais acessiveis a compreensao dos
estudantes e, portanto, contribuindo para a aprendizagem (PAIS, 2015). A teoria desenvolvida
por Vergnaud (1990) é uma teoria cognitivista que fornece ferramentas para a analise das
producdes escritas de estudantes. Segundo Bittar (2009), devido ao seu objeto de pesquisa, a
teoria ¢ um “instrumento tedrico” adequado para o estudo do conhecimento dos estudantes.
Para justificar seu argumento, a autora estabelece que:

O objeto da teoria dos campos conceituais é fornecer um quadro para as
pesquisas sobre as atividades cognitivas complexas, principalmente, sobre as
aprendizagens cientificas e técnicas. E uma teoria psicologica do conceito,
ou melhor, ainda, da conceitualizagdo do real: ela permite elencar e estudar
as filiagbes e rupturas entre conhecimentos do ponto de vista de seu
contetdo conceitual; ela permite também analisar a relagdo entre conceitos
como conhecimentos explicitos e 0s invariantes operatorios que sdo
implicitos nas condutas dos sujeitos em acdo assim como aprofundar a
andlise das relacOes entre significados. (VERGNAUD, 1990 apud BITTAR,
2009, p. 56)

O conceito e suas complexidades é uma das no¢Ges fundamentais da teoria dos campos
conceituais, bem como as nogOes de campo conceitual, atividade, situacdo, esquema,
invariante operatério, entre outras ramificacdes desses termos (SUREDA; FIGUEROA,
2011; OTERO, 2011; MOREIRA, 2002; MUNIZ, 2009). Em nossa pesquisa, usamos alguns

dos elementos da teoria dos campos conceituais para fundamentacdo das andlises das
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producdes de estudantes. Por esse motivo, passamos a definir a seguir 0os componentes
tedricos bésicos dessa teoria.

2.3.1 Elementos da Teoria dos Campos Conceituais
Para Vergnaud, o conhecimento é constituido pelo que ele denominou de Campos
conceituais. Estes, por sua vez, séo definidos por ele como (VERGNAUD, 2009, p. 29):

Um campo conceitual € ao mesmo tempo um conjunto de situacdes e um
conjunto de conceitos: 0 conjunto de situacdes cujo dominio progressivo
pede uma variedade de conceitos, de esquemas e de representacGes
simbdlicas em estreita conexdo; o conjunto de conceitos que contribuem com
0 dominio dessas situagdes.

Assim, o campo conceitual € um conjunto composto por problemas, situacoes,
conceitos, relagdes, estruturas, contetdos, representagdes, entre outros. Todos relacionados e
interconectados (MOREIRA, 2002). Vergnaud estabelece que “conhecimento ¢ adaptagao”
(VERGNAUD, 2009, p. 13). Logo, a construcdo do conhecimento envolve um processo de
conceitualizacdo progressivo e temporalmente indefinido.

Nesse processo de conceitualizacdo, surge a nog¢do de Esquema. Vergnaud (1990 apud
MUNIZ, 2009) propde o esquema como um conceito central de sua teoria em duas

dimensoes:

Defini¢do 1: o esquema é uma organizacdo invariante da atividade para uma
classe de situagoes dadas.
Definigdo 2: ele ¢ formado necessariamente de quatro componentes:

e Um objetivo, subobjetivos e antecipagoes.
Regras de acdo, tomada de informagdes e controle.
Invariantes operacionais: conceitos em ato e teoremas em ato.
Possibilidade de inferéncias em situagdo. (VERGNAUD, 1990 apud
MUNIZ, 2009, p.7, tradugao e grifos nossos)

Em nossas andlises de registros escritos de estudantes de Calculo, evidenciaremos
possiveis conceitos e procedimentos que permanecem validos para um conjunto de situagoes.
Por esse motivo, dos elementos componentes dessa definicdo de esquema, destacaremos os
invariantes operacionais ou invariantes operatorios conhecidos como Teoremas em ag¢do ou
Teoremas em ato. Vergnaud os define como proposi¢oes tidas como verdadeiras nas agdes em
situacdo (VERGNAUD, 2009, p. 23).

Nas resolugdes matematicas, a selegdo e o desenvolvimento dos teoremas em ato,

necessarios a realizagdo dos calculos matemaéticos, depende do modo como 0s sujeitos
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mobilizam os denominados Conceitos em ato. Ou seja, sdo eles que permitem ao sujeito
eleger as informagdes consideradas como as mais relevantes para a produ¢do de uma solugao
de acordo com seus objetivos (MUNIZ, 2016).

Resumidamente, um conceito em ato ¢ um conceito considerado como pertinente na
acdo no contexto da situacdo e, formalmente, na teoria ¢ estabelecido por Vergnaud (1990,

apud MUNIZ, 2009, p.48) como:

Numa situagdo dada, o sujeito dispde de muitos tipos de conhecimentos para
identificar os objetos e suas relacdes e a partir dai estabelecer objetivos e
regras de conduta pertinentes. Os conhecimentos sdo conhecimentos em ato,
designados aqui por “invariantes operatorios” para indicar que estes
conhecimentos ndo sdo necessariamente explicitos, nem mesmo conscientes
para certos entre eles. O conceito de invariante operatorio permite falar nos
mesmos termos as vezes da percepcdo, quer dizer da identificacdo dos
objetos materiais e suas relacdes, da interpretacdo das informacdes
perceptivas nas situagdes onde ha espago para a incerteza, € os pensamentos
que portam objetos altamente elaborados da cultura (VERGNAUD, 1998, p.
10)

As atividades de interpretagdo nesse estudo investigativo usardo, em certos momentos,
elementos da TCC que nos auxiliardo na compreensdao dos conhecimentos mobilizados pelo

sujeito nas situagdes de aprendizagem propostas.

2.4 Sintese do capitulo: nossos pressupostos

Este capitulo enfatizou as dificuldades e desafios enfrentados por estudantes iniciantes
de uma universidade publica, apresentados por meio das pesquisas sobre as aprendizagens no
Célculo, e nele elencamos autores, trabalhos, questdes e teorias relacionadas a essa
problematica. Para o desenvolvimento das fases seguintes do processo de pesquisa e com a
intencdo de compreender os desafios e dificuldades dos estudantes, devemos assumir trés
fatos importantes e que serdo considerados em nosso relato de pesquisa. Sao eles:

- 0s estudantes ingressantes sdo jovens que, ao longo de mais de 12 anos de educacao
basica em que a Matematica é componente curricular sempre presente, fizeram uma opc¢éo por
uma formacdo no Ensino Superior e pelo consequente desenvolvimento profissional, em
campo de conhecimento no qual a Matematica € um eixo pilar, tanto da formagéo quanto da
atuacdo profissional. Pressupde-se, assim, que as experiéncias didatico-pedagogicas,
praticadas por tantos anos, assim como O sentimento de sucesso na aprendizagem,

compeliram tal contingente a opc¢éo pelo estudo da Matematica, seja no curso de matematica,
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nas Ciéncias Exatas ou Tecnoldgicas. Isso leva-nos, inicialmente, a uma reflexdo de que estes
jovens tinham uma boa relagdo com o conhecimento matemético escolar e que nao
apresentavam grandes dificuldades nas aprendizagens matematicas, de forma que a forte
presenca da Matematica nos cursos superiores escolhidos ndo se constituia em problema, ao
contrario, ela se constituia como estimulo a continuidade dos estudos.

- possivelmente, dificuldades na aprendizagem do Calculo estdo ligadas as questdes
didaticas da matematica escolar nos Ensinos Fundamental e Médio. Assim, ao chegarem ao
Ensino Superior, esses estudantes se ddo conta de que muitas aprendizagens foram apoiadas
em conhecimentos mecénicos, desprovidos de significados, o que ndo permite o avango dos
estudos conceituais e procedimentais, nem garante uma relagdo afetiva positiva com a area de
conhecimento, uma vez que o fracasso nas aprendizagens do Calculo passa a impregnar suas
experiéncias na aprendizagem do Ensino Superior.

- mesmo gostando da area de conhecimento da Matematica, a formag&o inicial dos
estudantes apresenta grandes hiatos, em especial nos campos da Algebra, assim como da
Geometria, ndo lhes permitindo alavancar e nem desenvolver conceitos centrais, tais como o
de Limite, de taxa de variacdo, de infinitude, bem como no trato dos procedimentos algébricos
e nas representacfes dos conceitos e procedimentos. No proximo capitulo, descreveremos o

percurso metodoldgico da pesquisa.
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este capitulo traz uma descricdo pormenorizada das informacdes ligadas a construcéo
da tese com relacdo ao ambiente, aos sujeitos da pesquisa e aos fatores ligados a execucdo da
pesquisa pratica. Trata-se da caracterizagdo metodoldgica da investigacdo que buscou ter
como fios condutores o objeto, os objetivos pré-estabelecidos e a base tedrico-conceitual,
estabelecida no capitulo anterior.

O ponto central do objeto de pesquisa é a andlise de registros escritos de estudantes de
Célculo Diferencial e Integral e suas implicacdes no processo de aprendizagem desse topico
do Ensino Superior. Para aborda-lo, retomamos os objetivos que sdo: analisar producdes
escritas de estudantes em atividades de Calculo Diferencial e Integral, identificar e
caracterizar erros, procedimentos e estratégias de resolucdo em atividades de Calculo
Diferencial e Integral com énfase nos aspectos algébricos dessas producdes, analisar os atuais
procedimentos didaticos, pedagogicos e metodoldgicos que visam a aprendizagem do Célculo
no local em que foi realizada a pesquisa e, por ultimo, buscar junto a alunos e professores
percepcOes sobre as aprendizagens no Calculo.

A pesquisa exploratéria, que seré relatada no inicio do capitulo seguinte, foi decisiva
na escolha do caminho metodoldgico e no delineamento final do objeto e dos objetivos. Para
tanto, pressupomos que a pesquisa em educacdo ndo é um sistema pronto e acabado. Ela
engloba a interacdo entre os sujeitos envolvidos nos processos associados as construcdes das
aprendizagens. Consequentemente, € um processo dinamico e complexo que requer recursos
dialégicos entre o pesquisador e seus colaboradores. Esse dinamismo da pesquisa (NOVOA,
2011) é também reforgado por Trivifios do seguinte modo: “Temos expressado reiteradamente
que o processo da pesquisa gualitativa ndo admite visdes isoladas, parceladas, estanques. Ela
se desenvolve em interacdo dinamica retroalimentando-se, reformulando-se constantemente e,
[...]” (TRIVINOS, 1987, p. 137). Essa constatacdo, além de expressar o que foi vivenciado
durante o desenvolvimento da nossa pesquisa, também sinaliza o processo metodologico
descrito neste capitulo que qualifica este trabalho como o de uma pesquisa qualitativa.

A pesquisa foi organizada em trés etapas. A primeira compreendeu um estudo
preliminar de carater exploratorio, realizado entre estudantes de Calculo, ingressantes dos
cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica. Essa etapa, ocorrida durante dois
semestres, trouxe contribuicfes para o entendimento do contexto e do ambiente da

investigacdo; ela serviu para o conhecimento das demandas relativas as aprendizagens do
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Célculo dos participantes, mas, sobretudo, para a definicdo dos rumos dos trabalhos nas fases
seguintes. Em razdo de sua importancia para a formatacdo dessa tese, a primeira etapa seré
descrita separadamente no proximo capitulo.

Embora a primeira fase também faca parte da pesquisa pratica, a segunda parte serd o
que chamaremos de pesquisa de campo. Isso porque foi nessa etapa que concentramos nossa
investigacdo nas aprendizagens do Ensino Superior, mais especificamente, nos temas do
Célculo. Esse estagio pratico da pesquisa foi pensado com base nas experiéncias anteriores
dos Grupos de Estudos e efetivado junto a um grupo de sujeitos especificos que tinham,
anteriormente, manifestado alguma dificuldade de aprendizagem do Calculo e que, por isso,
estavam refazendo o curso. Esse momento foi o que deu suporte as producbes escritas,
resultados e analises que serdo apresentados neste trabalho. A terceira e ultima etapa foi a fase
de formatacdo e construcdo do trabalho final. Portanto, neste capitulo, serdo detalhadas a
metodologia das segundas e terceiras fases do processo de pesquisa. O diagrama a seguir
(Figura 6) ilustra todas as trés etapas do processo de pesquisa.
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Figura 6 — Esquema do processo metodologico
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3.1 Cenario da pesquisa

O local da pesquisa foi o Departamento de Matematica de uma instituicdo de Ensino
Superior publica do Centro Oeste brasileiro.

A definicdo do local da pesquisa ocorreu pelo fato dessa instituicdo ser uma
representante de um cenério em que se manifestam as demandas e desafios da aprendizagem
do Calculo. Esses, por sua vez, sdo tambeém experimentados em outras instituicdes de Ensino
Superior (ALVARENGA; DORR; VIEIRA, 2016).

No primeiro semestre de 2017, a universidade em que foi feita a pesquisa reservou,
por meio do seu Departamento de Matematica, um total de 2199 vagas de Calculo Diferencial
e Integral com as denominagdes Calculo I, Calculo | Semipresencial e Matematica I. Esse
ultimo é um curso de quatro créditos, mas que tem em comum com o Calculo a maior parte de
seu conteudo programatico como pode ser verificado no Anexo D. As vagas para cada um
desses cursos foram 1130 (19 turmas), 369 (14 turmas), 700 (10 turmas) respectivamente, de
acordo com dados extraidos pelo Sistema de Graduacdo, SIGRA.

S&o 27 o total de cursos de graduacdo que tém em seus curriculos o Calculo | ou a
Matematica | como disciplinas obrigatérias, conforme Tabela 1 que apresenta 0s cursos, em
ordem alfabética, para os quais os cursos Calculo | e Matemaética | sdo ofertados nessa

universidade.
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Tabela 1 — Cursos que ofertam Calculo | e Matematica |

CALCULO I MATEMATICA |
Administracdo Agronomia

Biotecnologia Ciéncias Ambientais
Ciéncias Bioldgicas Ciéncias Bioldgicas (Not.)
Ciéncia da Computacdo Ciéncias Contabeis

Ciéncias Econémicas Engenharia Florestal
Engenharia Ambiental Farmécia

Engenharia Civil Gestdo De Agronegdcios
Engenharia De Computagao Gestéo De Politicas Publicas

Engenharia Elétrica
Engenharia Mecénica
Engenharia Mecatrdnica
Engenharia Quimica
Engenharia de Redes
Fisica

Geologia

Geofisica
Matematica

Quimica

Quimica Tecnoldgica

Fonte: Relatério da pesquisa

3.2 Sujeitos da pesquisa

Passamos agora a apresentar e caracterizar os sujeitos integrantes da segunda etapa da
pesquisa, ou seja, aqueles que participaram da ultima versdo dos Grupos de Estudos. Os
participantes da pesquisa exploratoria serdo descritos no préximo capitulo.

Tanto na pesquisa exploratdria quanto na pesquisa de campo, foram trés categorias de
sujeitos componentes do estudo. A primeira delas, objeto de nossa investigacéo, € constituida
pelos estudantes que no momento da pesquisa estavam em situacdo de dificuldade de
aprendizagem com o Calculo. A segunda delas é composta pelos estudantes que atuaram na
monitoria e cooperaram no trabalho de campo. A terceira e Ultima é a professora-
pesquisadora.

Um dos resultados da pesquisa exploratoria foi a indicacdo de que, ja que os objetivos
da pesquisa abrangiam tépicos ligados as dificuldades de aprendizagem, deveriamos, entéo,
considerar especialmente aqueles estudantes que ja tinham evidenciado explicitamente

alguma dificuldade com o curso. Foi assim que decidimos tomar para a investigacao pratica
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final da segunda etapa, estudantes dos cursos de Célculo , voluntarios, mas que estivessem
matriculados nas turmas de Célculo | na modalidade semipresencial. Como j& explicado
anteriormente, nessa modalidade do Calculo, a prioridade de matricula é dada aqueles
estudantes que ja obtiveram pelo menos uma reprovacdo neste componente curricular e
ficaram na lista de espera de matriculas para as turmas regulares. Em termos gerais, portanto,
0 sujeito estudante considerado é aquele que, tendo sido reprovado pela menos uma vez em
Célculo I, deseja superar alguma limitacdo, dificuldade ou impedimento que o tenha levado ao
fracasso no curso. Nesse caso, a reprovacdo esta sendo colocada como o indicador de alguma
situacdo de dificuldade de aprendizagem.

Quanto ao numero de participantes, pretendiamos inicialmente trabalhar com um
nimero maximo de 20 pessoas para a realizacdo de trabalhos em duplas ou trios. Esse
procedimento tinha o objetivo de tornar viavel, do ponto de vista operacional, o trabalho de
acompanhamento e de conducdo das atividades no grupo. Como no primeiro encontro tivemos
a participacao de cinquenta estudantes, optamos por conduzir as atividades com o grupo todo,
sabendo que, como ocorreu das outras vezes, alguns desistiriam durante o percurso.

Na primeira semana das atividades, reforcamos o carater investigativo dos encontros,
sua importancia naquele momento e no futuro da aprendizagem do Calculo e que, devido a
essa caracteristica, foi solicitado a todos os participantes que assinassem o Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido apresentado no Apéndice A. O Termo foi lido pela
pesquisadora junto com o grupo, explicado e assinado pelos participantes.

As turmas do Célculo Semipresencial (CS) sdo formadas por alunos de diferentes
cursos. Essa caracteristica do grupo envolve uma diversidade de individuos e de concepgdes a
respeito da disciplina e da relagdo dela com seus cursos de graduacao.

A Tabela 2, a seguir, apresenta 0s cursos nos gquais 0s estudantes participantes estavam
matriculados a época da realizagdo das atividades praticas da pesquisa. Nessa tabela, listamos
0s cursos em ordem alfabética e incluimos todos os 73 (setenta e trés) participantes que
passaram pelo GE pelo menos uma vez, incluindo aqueles que ndo permaneceram ateé o final.
Na tabela 2, foram marcados em amarelo os cursos com 0s trés maiores percentuais de
participacdo no GE: Geologia, Geofisica, Administracdo e Ciéncia da Computacéo.

No semestre anterior a atividade, nesses quatro cursos destacados, os indices de
aprovacao das turmas as quais 0s cursos pertenciam, foram respectivamente, 40,91%, 38,33%,
18,03% e 62, 71% para as turmas do diurno e 28,3% para a turma de Administragéo do
periodo noturno. Excetuando a turma de Ciéncia da Computacdo do diurno, todas as outras

turmas apresentaram indices de reprovacao inferiores a 50%. Logo, esses indices sugerem que
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a maior frequéncia de participantes oriundos dessas turmas esta relacionada aos menores
indices de aprovacdo nessas turmas e explicariam a maior quantidade de participantes desses

Cursos.

Tabela 2 — Cursos dos participantes da pesquisa

CURSO PORCENTAGEM DE
PARTICIPANTES

ADMINISTRACAO 11,00
BIOTECNOLOGIA 6,90
CIENCIAS BIOLOGICAS 1,40
CIENCIA DA COMPUT. 9,60
CIENCIAS CONTABEIS 5,50
ECONOMIA 2,70
ENGENHARIA AMBIENTAL 4,10
ENGENHARIA DA COMPUTACAO 1,40
ENGENHARIA DE REDES 1,40
ENGENHARIA FLORESTAL 1,40
ENGENHARIA MECANICA 4,10
ENGENHARIA MECATRONICA 9,60
ESTATISTICA 5,50
FISICA 1,40
GEOFISICA 11,00
GEOLOGIA 12,30
QUIMICA 5,50
QUIMICA TECNOLOGICA 5,50

Fonte: Relatério da pesquisa

3.3 Formacéo do Grupo de Estudos

Apb6s duas experiéncias anteriores com o Grupo de Estudos (GE) na pesquisa
exploratoria, a segunda parte da investigacdo foi iniciada e se constituiu na pesquisa de campo
propriamente dita. Essa etapa aconteceu no primeiro semestre letivo de 2016. Os potenciais
participantes, ou seja, os alunos matriculados na modalidade Semipresencial do Calculo foram
convidados pessoalmente pela pesquisadora. O convite ocorreu na quarta-feira, dia 09 de
margo de 2016, no primeiro encontro presencial do curso. Foram visitadas as dez turmas de
Célculo semipresencial com autorizacéo do coordenador da disciplina.

No convite oral foi explicado, em aproximadamente cinco minutos, 0s principais
elementos da proposta de atividade. Assim, os estudantes foram informados sobre o horario e
o local dos encontros, que se tratava de um apoio extra a disciplina e que ela ocorreria na
modalidade de atividade de extensdo. Ao comentar sobre as diferentes dificuldades que

surgem para muitos estudantes numa primeira vez que se tem contato com o Célculo, foi
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ressaltado que a atividade teria a intengdo de ser mais um suporte aos participantes na
identificacdo e superagédo das eventuais dificuldades de aprendizagem.

Na mesma semana, o convite foi reforcado por e-mail e por um aviso no “Férum de
Noticias” na pagina do curso no ambiente Moodle a todos os matriculados no Calculo |

Semipresencial.

3.4 Descricdo das Atividades

As atividades do GE iniciaram-se na segunda-feira dia 14 de marco de 2016. Os
encontros aconteceram as segundas e sextas-feiras entre 12h15 e 13h50 numa sala localizada
no Departamento de Matematica do local da pesquisa. O Grupo de Estudos de Calculo
aconteceu no primeiro semestre de 2016 na modalidade de curso de extensao.

Durante o tempo de realizacdo da atividade, o trabalho em sala foi feito com o auxilio
de dois estagiarios de Regéncia do curso de Licenciatura em Matematica daquele semestre e
mais dois monitores de Calculo. Todos serdo denominados de monitores nos relatos da
pesquisa de campo. Com esse apoio, foi possivel que, na maioria dos encontros, houvesse
quatro pessoas atuando e cooperando com os trabalhos dos grupos, ou seja, a professora-
pesquisadora, dois estagiarios e um monitor.

Nos dois encontros realizados semanalmente eram abordados 0os mesmos temas que
estavam sendo estudados no curso de Calculo regular. No inicio de cada encontro, a
professora-pesquisadora, ou um dos monitores, fazia um breve resumo do assunto semanal em
que eram destacados 0s pontos mais importantes que deveriam ser estudados, entendidos e
exercitados por meio da resolucdo de atividades que eram escolhidas entre os exercicios de
fixacdo (Anexo A), a lista de situacdes-problema (Anexo B) ou alguma atividade extra,
elaborada pela pesquisadora. Os estudantes eram lembrados de tdpicos matematicos dos
Ensinos Fundamental ou Médio que deveriam embasar os conteddos matematicos que
estavam sendo estudados e estimulados ao estudo desses assuntos, caso necessitassem.

Em seguida, passava-se a resolugédo de exercicios das listas semanais. Essas listas, uma
de exercicios de fixagdo e outra de aplicacdo (Anexos A e B), eram disponibilizadas na pagina
do curso na internet. Elas foram elaboradas por um grupo de professores de Calculo com o
objetivo de servirem de referéncia para os estudos individuais dos estudantes e eram
liberadas, semana ap0s semana, de acordo com o respectivo tema tratado. A lista de fixacéo,

ja era acompanhada do seu gabarito com as respostas, mas para a de lista de aplicacGes, as
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solucBes completas esperadas estavam disponiveis somente na semana seguinte a sua
publicacdo na pagina do curso.

Nas atividades do GE, os exercicios a serem trabalhados em pequenos grupos eram
indicados pela professora-pesquisadora ou sugeridos pelos participantes de acordo com as
suas necessidades de aprofundamento nos temas semanais. A formagdo dos grupos era
definida pelos participantes, sendo observado um méximo de quatro integrantes. O local de
realizacdo das atividades, é composto por mesas de seis a oito lugares favorecendo a formacao
dos grupos.

O monitoramento, 0 acompanhamento, a mediacdo e 0 apoio aos trabalhos nos grupos
eram feitos com a ajuda da professora-pesquisadora e dos monitores. O encontro terminava
com a resolucdo, no quadro, de um ou dois dos exercicios propostos daqueles que geraram
mais davidas e questionamentos. Por fim, fazia-se o resumo ou reforgo de alguma explicacao
solicitada pelos estudantes.

Para essa resolucdo final no quadro, dava-se a oportunidade de participacdo aos
estudantes. Porém, a maioria deles ndo se sentia a vontade e nem segura e se recusava. Foram
poucas as vezes que se dispuseram a participar. Assim, essa tarefa foi realizada, em sua maior
parte, pela professora-pesquisadora ou pelos monitores.

Nas semanas de testes ou provas, 0s encontros de sexta-feira foram realizados as
quintas-feiras devido a realizacdo das provas e testes da disciplina que aconteciam nas sextas-
feiras entre 12 e 14 h para todas as turmas do periodo diurno. Nessas ocasides, tentdvamos
disponibilizar pelo menos uma meia hora do encontro de quinta-feira para tirar davidas dos
estudantes.

As atividades eram dindmicas, cooperativas e focadas nas resoluc@es de exercicios e
situacOes-problema das listas semanais do Céalculo. Pelo menos uma vez ao més, pediamos
aos participantes que entregassem alguma atividade selecionada por escrito. Isso era feito em
grupo ou individualmente, dependendo do assunto tratado ou do tipo de atividade. Cada
participante ou grupo entregava seus registros a professora-pesquisadora ou aos monitores. As
resolugdes eram corrigidas, comentadas e devolvidas aos participantes para conhecimento de
Seus erros e acertos.

Durante a pesquisa préatica, foram realizados um total de 27 encontros os quais estdo
resumidos na Tabela 3, apresentada a seguir. Ela contém as datas e contetdos tratados em

cada semana de realizagéo das atividades do GE.
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Tabela 3 — Encontros e temas

12 14 e 18 de Marc¢o Introducéo ao Calculo, Pré-teste e Limite no Ponto
22 21 de Marco Continuidade

3 28 e 31 de Margo Limites infinitos, no infinito e assintotas

42 11 e 12 de Abril Retas tangentes, derivadas e regras de derivacao;

Derivada das fungdes trigonométricas e da funcdo

exponencial

52 18 de Abril Regra da Cadeia; Derivacdo implicita; Derivadas de
funces inversas

62 25 e 29 de Abril Taxas relacionadas; Extremos de funcdes

72 02 e 05 de Maio Teorema do Valor Médio; Crescimento de funcoes;
Otimizacao

8 09 e 13 de Maio Concavidade; Esboco de gréficos

92 16 e 19 de Maio Indeterminacdes e a Regra de L'Hopital

102 23 de Maio Integral definida, Teorema Fundamental do Calculo,
Areas

112 30 de Maio e 03 de Integrais Indefinidas

Junho

128 06 e 10 de Junho Regra de Substituigédo

132 13 e 16 de Junho Integracao por partes; Volumes

142 20 e 24 de Junho Integracdo por fragdes parciais; Comprimento de arco

152 27 e 30 de Junho Substituicdo trigonométrica

Fonte: Relatério da pesquisa

As imagens subsequentes sdo fotografias que exemplificam alguns momentos dos
encontros do Grupo de Estudos de Célculo realizados no primeiro semestre de 2016. Elas
retratam a atmosfera, 0s cenarios e os participantes da pesquisa. Como podemos constatar,
diferentemente de aulas realizadas em outros contextos ou de um curso regular, o grupo tem
tamanho e local adequados ao trabalho em grupo. Essas caracteristicas favorecem as trocas
entre os pares, a proximidade fisica e social entre 0os monitores e entre a professora-

pesquisadora responsavel pela pesquisa.
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Figura 7 — Os encontros do Grupo de Estudos de Calculo

Fonte: arquivo da pesquisa.

3.5 A Pesquisa Qualitativa em Educacdo Matematica

O sujeito central de nossa pesquisa € aquele estudante que se dispds a fazer parte do
Grupo de Estudos por se julgar em situacdo de dificuldades no curso de Célculo I. Esse sujeito
se propds a compartilhar com 0s outros participantes suas necessidades e conquistas nas
aprendizagens durante a resolucdo de atividades em temas do Calculo.

A execucdo da pesquisa de campo envolveu um trabalho préatico realizado num
ambiente académico efetivo, mas fora do contexto de uma sala de aula regular. Nesse espaco,
foi possivel serem verificadas, socializadas e partilhadas eventuais dificuldades de
aprendizagem no Calculo. Os resultados serdo validados atraves de descricdes e analises,
baseados em uma fundamentacdo tedrica e na interpretagdo subjetiva dos pesquisadores.
Essas caracterizagdes confirmam o carater de uma pesquisa qualitativa ao nosso trabalho de
investigagcdo (D’AMBROSIO, 2012).
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De acordo Bogdan et al (1994 apud BORBA; ARAUJO, 2013, p.25), a pesquisa
qualitativa é caracterizada pelas seguintes proposicdes:

1. Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados € o ambiente natural,

constituindo o investigador o instrumento principal;

A investigacdo qualitativa é descritiva;

3. Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados dos produtos;

4. Os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma
indutiva;

5. O significado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

N

Trivifios (1987, p. 128) emprega 0s mesmos cinco pontos anteriores para tipificar uma
pesquisa qualitativa de tipo fenomenoldgico. Quanto ao primeiro ponto da caracterizacao,
ressaltamos que na pesquisa realizada, a investigadora atuou como mediadora e cooperadora
dos trabalhos tendo também como coadjutores os estudantes de Calculo e os monitores num
ambiente de trocas e interacGes em que cada um dos atores desempenhou um papel relevante
no processo investigativo. Nessa funcdo, muitas vezes, ela assumiu o seu papel de professora
que ensina e orienta os estudos numa ac&o participe, mas também de aprendiz. E por isso que,
em todo esse trabalho, ela esta sendo chamada de professora-pesquisadora.

A caracterizacdo do segundo item, relativa ao carater descrito da pesquisa, pode ser
ampliada. Concordamos que a descri¢cdo é parte essencial de um processo investigativo,
porém ndo o Unico e acompanha todas as outras etapas. Assim, ao lado da descricao,
destacamos as outras fases que séo igualmente essenciais na preparacao para a construcéo da
tarefa descritiva final.

A pesquisa qualitativa ndo tem como foco a quantidade de individuos, mas considera,
principalmente, o individuo com suas complexidades, limitaces e leva em conta sua insercdo
e interagdo com o meio (D’AMBROSIO, 2012). Essas peculiaridades estdo de acordo com a
abordagem metodoldgica da nossa pesquisa que tem como foco as aprendizagens de cada
sujeito participante, num contexto de dificuldades de aprendizagens.

Esse sujeito epistémico, singular, traz consigo influéncias afetivas, sociais, culturais e
cognitivas. Esse contexto maltiplo requer um mergulho profundo e complexo nos processos
cognitivos revelados em suas atividades matematicas, por meio das atividades propostas no
curso de Calculo, ou seja, na expressao de Muniz (2016, p.1):

“Faire apprendre” ¢ uma das esséncias do desafio da didatica da matematica,

uma vez que ao concebermos um sujeito que aprende, a atividade de
aprendizagem é vista como propriedade do sujeito epistémico em atividade
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e, assim, ninguém pode aprender por ele. A busca da complexa compreensdo
da aprendizagem de um sujeito em plena atividade requer de n6s, educadores
e pesquisadores, um esforco interpretativo, intelectual e psicoldgico, em que
as categorias conceito em ato e teorema em ato, revelam-se tanto ricas
guanto desafiantes.

Relativamente a caracterizacdo da natureza metodologica da pesquisa, esta €
qualificada por ndés como pesquisa participante (SILVA; SILVEIRA, 2012), uma vez que a
professora-pesquisadora foi inserida no ambiente efetivo onde se realizavam as aprendizagens
do Calculo, e, em particular, acompanhou os encontros dos Grupos de Estudos a fim de
observar, conhecer e experimentar as necessidades, em termos de aprendizagens, das pessoas
que participaram e cooperaram com as a¢des praticas. Nesse tipo de pesquisa, como o préprio
nome indica, h4d um caréater de participacdo efetiva e comprometida com a realidade concreta

de um determinado local. A esse respeito, registramos as palavras de Paulo Freire:

Para muitos de nos, a realidade concreta de uma certa area se reduz a um
conjunto de dados materiais ou de fatos cuja existéncia ou ndo, de nosso
ponto de vista, importa constatar. Para mim, a realidade concreta é algo mais
que fatos ou dados tomados mais ou menos em si mesmos. Ela é todos esses
fatos e todos esses dados e mais a percepcdo que deles esteja tendo a
populacdo neles envolvida. Assim, a realidade concreta se da a mim na
relacdo dialética entre objetividade e subjetividade. (FREIRE, 1981, p. 35)

A “realidade concreta” de nossa ag@o investigativa esta restrita a um grupo particular
de estudantes em uma universidade publica especifica. Essas peculiaridades conferem ao
nosso estudo o carater de um estudo de caso. Como sucede em um estudo de caso, mesmo que
os resultados e conclusdes concebidos no ambito da pesquisa tenham sido construidos dentro
de um contexto restrito, esse tipo de investigacdo nos permitira formular hipdteses para o
encaminhamento e aprimoramento de outras pesquisas na area (TRIVINOS, 1983).

Nessa perspectiva, ndo ha a intencdo de que sejam formuladas generalizagdes dos
resultados para outras realidades. Ainda assim, essa pesquisa caracteriza-se pela condi¢do
privilegiada de ser um mergulho epistemologico na construcdo de uma praxis particular.
Neste caso, 0 aprendizado do Calculo e o seu desenvolvimento para a formagdo matematica.

A motivacdo geradora desta pesquisa partiu da atividade docente cotidiana da
professora-pesquisadora e, por isso, foi efetivada com a intencdo de que seus resultados
sirvam para 0 entendimento de um problema pratico e recorrente nas universidades.
Esperamos também que ela possa ser usada para embasar outros estudos e estratégias de
ensino, mas sem a preocupacdo imediata com mudanca da realidade. Portanto,

compartilhamos do entendimento de Gabarréon e Landa, (2006, p.113). Esses autores resumem
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a pesquisa participante “como uma proposta metodologica inserida em uma estratégia de acao
definida, que envolve seus beneficiarios na producdo de conhecimentos”.

A escolha metodologica de nossa investigacdo foi pensada inicialmente nas
necessidades dos estudantes participantes. Esses sujeitos buscavam a aprovagdo no Calculo.
Sendo assim, a partir dessas necessidades, construiu-se um espaco dialégico que permitisse a
professora-pesquisadora captar os processos psicolégicos que definem as aprendizagens e as
producdes matematicas desses alunos que se apresentam em situacdo de dificuldade.

Para que obtivessem sucesso em suas aprendizagens, 0s estudantes necessitavam e
buscavam ter resolvidas as listas de atividades propostas a fim de que se sentissem mais
preparados para as avaliagdes. Assim, uma forma de contribuicdo se deu abrindo um espaco
para as resolucbes dessas atividades. Por isso, decidimos usar como ferramentas de
desenvolvimento das atividades praticas dos Grupos de Estudos o material, em forma de
listas, do curso regular de Célculo. Dessa forma, os instrumentos metodologicos foram
estabelecidos pelas necessidades dos estudantes de superarem suas dificuldades e alcangarem
sucessos em suas aprendizagens de Calculo, mas também para darem suporte ao trabalho de

investigacao.

3.6 As interacbes nos Grupos de Estudos de Céalculo

As atividades dos Grupos de Estudos de Calculo foram pautadas por interacdes
dialdgicas diversas entre os sujeitos envolvidos. Entre essas interacbes apontamos as
seguintes:

Interacdo professora-pesquisadora X estudantes;
Interacdo professora-pesquisadora X monitores;
Interacdo estudantes X estudantes;
Interacdo estudantes X monitores.

O dialogo a que nos referimos diz respeito a um dos elementos de acdo da pesquisa
participante expressado nos diferentes modos de comunicagdo, ocorridos no cotidiano dos
encontros dos GE. Novamente lembramos Freire (2011) que fala da importancia de se
desenvolverem espacos educativos abertos ao dialogo. Para esse autor, o dialogo € uma
consequéncia natural de uma abertura do docente as manifestacdes dos outros. A esse respeito

ele afirma:

Viver a abertura respeitosa aos outros e, de quando em vez, de acordo com o
momento, tomar a propria pratica de abertura ao outro como objetivo da
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reflexdo critica deveria fazer parte da aventura docente. A razdo ética da
abertura, seu fundamento politico sua referéncia pedagogica; a boniteza que
ha nela como viabilidade do dialogo. (FREIRE, 19, p.86)

Na pratica dos GE, os dialogos aconteceram no contexto das resolucdes das listas
semanais. Nessa atividade, foi possivel perguntar, apresentar, discutir e explicar resolucdes
em um ambiente menos formal que o da sala de aula regular. Tais didlogos foram tanto
estratégias de ensino e compromisso educacional de uma educadora-pesquisadora, quanto
representaram uma estratégia de investigagdo na busca de um espago comunicativo de
desvelamento de conceitos e procedimentos matematicos fundamentais para o aprendizado do
Célculo. Nesse sentido, partilhamos das ideias da tese da pesquisa de doutorado de Silva

(2014, p.35) que estabelece que:

No contexto da aprendizagem escolar da Matematica, ha uma multipla
influéncia entre didlogo e aprendizagem matematica, portanto a conversao da
sala de aula em espago de didlogo e interacdo, de construgdo e criacdo, de
espaco de pensar e fazer pode potencializar a aprendizagem matematica, do
mesmo modo que a qualificacdo das aprendizagens pode potencializar o
dialogo.

O estudante em situacdo de dificuldades de aprendizagem no Calculo, muitas vezes,
também indica ter problemas na forma de comunicar suas ddvidas. Ele ndo questiona por
sentir-se intimidado pelo meio ou por ndo saber como expressa-las. Além da possiblidade de
se expressarem por escrito nas resolucdes das listas e de serem acompanhados pela
professora-pesquisadora ou pelos monitores, houve também a possibilidade de dialogarem
com outros colegas nas atividades de grupo. Concluindo essa secdo, apresentamos na Figura

8, a seguir, um diagrama que resume 0 processo interativo aqui descrito.
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Figura 8 — Esquema interativo nas atividades dos GE

Profa.

Pesquisadora

Dialoqgo
Aprendizagem
Sujeitos do Calculo
Estudantes em dificuldades .
Listas

no Célculo

3.7 Procedimentos de Construcéo e Registro das Informacgdes

O terceiro e ultimo momento da pesquisa, iniciado a partir do segundo semestre de
2016, foi o da reunido, ordenacéo logica e selecdo das informacGes e materiais coletados nas
fases exploratdrias e de campo. Esse material foi usado na organizacdo e na construgédo das

categorizacOes, analises e apresentacdo dos resultados e conclusdes.
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O Grupo de Estudos foi um espaco de resolucdo de exercicios e situagdes-problema de
Célculo. Como ja mencionado anteriormente, ja que os participantes estavam matriculados no
curso de Calculo e desejavam aprender a resolver as atividades das listas do curso, optamos
por usar as listas semanais da disciplina como referéncia, pois elas eram, em primeira
instdncia, a fonte de interesse de aprendizagem desses estudantes. Semanalmente, 0s
estudantes tinham a disposicao, na pagina do curso, duas listas, uma de exercicios de fixacdo
e outra de problemas com aplicacdes do conteddo em situacfes-problema em geral, advindas
da realidade de diferentes areas (Anexos B e C).

As resolucdes escritas dos estudantes participantes do GE, apds serem corrigidas, eram
fotocopiadas, digitalizadas e arquivadas pela professora-pesquisadora. Nesse processo ja era
feita uma selecdo daquelas que poderiam trazer contribuicdes para a analise final. Essas
producdes escritas sdo referenciadas neste trabalho em algumas citacdes como “protocolos”.
Assim, neste contexto, estamos considerando como protocolos 0s registros escritos dos
estudantes contendo o desenvolvimento em termos de uma linguagem matemaética de um
exercicio ou de uma situacao-problema. Esses registros foram considerados em suas versdes
originais, ou seja, estdo isentos de alteracbes. A maior parte das resolucdes que sera
apresentada constitui-se de problemas das listas de exercicios.

Além das producdes escritas em atividades de resolucdes de atividade de Calculo,
foram aplicados um pré-teste (Apéndice D) e dois questionarios avaliativos: um realizado

apos a primeira prova e outro ao final (Apéndices B e C, respectivamente).

3.7.1 Entrevistas com estudantes e professores

Um dos objetivos especificos da pesquisa esta associado a investigacao de percepcbes
sobre as aprendizagens do Calculo junto a professores e alunos. Por esse motivo, foram
realizadas entrevistas com trés professores atuantes na docéncia do Célculo na universidade
em que foi feita a pesquisa, e dois estudantes que haviam participado dos encontros dos GE na
terceira fase.

As entrevistas foram do tipo semiestruturadas e seguiram um roteiro de perguntas
elaborado pela professora-pesquisadora e seu orientador para a conducgao da conversa com 0s
estudantes. Essas perguntas foram pensadas de modo que os estudantes pudessem expressar
suas necessidades como aprendentes de Calculo, suas sugestdes, entre outros.

Os professores entrevistados trabalharam diretamente na criagcdo e implementacéo da
modalidade de Célculo considerada no contexto da pesquisa. Ainda hoje, eles acompanham e

participam do andamento, coordenacéo e atualizacdo do curso. Por isso, foram escolhidos
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para contarem essa historia, além de poderem apresentar suas visdes acerca das aprendizagens
e dificuldades que observam e vivenciam a cada semestre.

Todas as entrevistas estdo transcritas no sexto capitulo. Ao terem assinado o Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido (Apéndices A e B), os entrevistados, tanto professores
quanto estudantes, autorizaram a gravacao das conversas e a divulgacdo do contetdo por meio

deste trabalho. Foi mantido o anonimato desses colaboradores.

3.7.2 Registros das informacgdes em diario de campo

O recurso usado para apontamento das atividades do Grupo de Estudos foi a
construcdo de um diério de campo para anotacdo das atividades de cada encontro, buscando-
se destacar 0s comentarios, as observacdes e as participacdes consideradas como
significativas para a pesquisa. O grupo de apoio formado pelos monitores foi orientado a
contribuir com essas anotagdes por meio do envio semanal para a professora-pesquisadora de
um resumo das atividades com suas descricbes, observacdes e comentarios sobre o
desenvolvimento dos encontros.

Para composicdo desse diario, também foram usadas fotografias, gravacdo de audio e

arquivamento das producdes escritas dos estudantes participantes.

3.8 Procedimentos de Analise

No decurso da pesquisa, um dos momentos marcantes aconteceu na tarefa de reunir e
selecionar os registros escritos originados a partir das atividades propostas nos encontros do
GE. Surpreendeu-nos o volume e a significacdo das producgdes, bem como as possibilidades
investigativas por elas refletidas. Entretanto, como tinhamos objetivos a seguir, conduzimos a
selecdo observando tais objetivos.

Essa parte exigiu tempo e um olhar diferenciado dos pesquisadores para essas
produgdes, uma vez que ndo poderiamos e nem teriamos tempo de usar todas elas. Nesse
contexto, a experiéncia do Prof. Cristiano Muniz, orientador desta pesquisa, foi determinante.
Uma de suas linhas de investigac¢do tem se caracterizado pela difusdo e incentivo a um “novo

olhar” para os trabalhos escritos dos estudantes em sala de aula.

Necessitamos de um novo olhar para a escola como espaco de producéo de
conhecimento matematico, concebendo cada aluno como sujeito epistémico
dotado de esquemas de pensamento e significacbes que permitem a
possibilidade de diversidade no desenvolvimento de conceitos e
procedimentos matematicos. (MUNIZ, 2009, p.37, grifo da pesquisadora)
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Para tirar proveito desses saberes e habilidades singulares do professor-orientador e
com a possibilidade de ampliar esse olhar para producGes matematicas concretas de
estudantes de graduacdo, optamos pelo emprego da combinacdo de elementos basicos da
andlise de erros em Educacdo Matemaética e da Teoria dos Campos Conceituais (TCC) de
Gérard Vergnaud como ferramentas de apreciacdo do material escrito selecionado.
Entendemos que o uso da TCC se constituiu em um instrumento diferenciado na tentativa de
entendimento dos mecanismos de producdo e da aprendizagem dos estudantes de Calculo
considerados em situacdo de dificuldades de aprendizagem (MUNIZ, 2009, 2016). Nesse
sentido, Bittar (2009, p. 56) nos lembra de que:

[...] quando um aluno resolve uma determinada atividade, ele utiliza
determinados conhecimentos que sdo implicitos, os chamados invariantes
operatdrios, e é o estudo desses invariantes que vai permitir identificar e
compreender as dificuldades de aprendizagem relativas a um determinado
campo conceitual.

Mais especificamente, em parte de nosso trabalho de analise, fizemos um trabalho de
interpretacdo da natureza dos erros apresentados nos registros escritos sob a perspectiva da
TCC, por meio da explicitacdo e classificacdo de conceitos, procedimentos e registros com
vistas a discussdo de implicacBes pedagdgicas que pudessem contribuir para o entendimento
das dificuldades de aprendizagem.

Em sintese, assume-se, neste estudo de caso, uma metodologia de pesquisa qualitativa
apoiada na pesquisa participante com vistas ao entendimento de processos de aprendizagem
do Calculo numa universidade puablica. 1sso conduz a tomada de um percurso de pesquisa
intencional em que se busca compreender a realidade do fendmeno aprendizagem do Calculo,
levando em conta os principais componentes do entorno da pesquisa, a saber, o professor-
pesquisador-educador, os estudantes e o ambiente académico. Para complementar a descri¢do

metodoldgica de nosso estudo, descrevemos, no proximo capitulo, a pesquisa exploratoria.
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4 A PESQUISA EXPLORATORIA

Desde a concepcédo do projeto inicial de pesquisa, tinhamos em mente a realizacdo da
investigacdo entre estudantes do curso de Calculo | do Departamento de Matematica de uma
instituicdo puablica federal. Assim, para melhor retratar a realidade do campo de pesquisa,
foram feitas sondagens preliminares, desde a entrada da pesquisadora para o0 programa de
Doutorado, que ocorreu no primeiro semestre de 2014. Tais sondagens serviram para 0
delineamento da pesquisa de campo final e contribuiram para a identificacao, ratificacdo e
formacdo de algumas hipoteses que julgamos serem relevantes ao processo de aprendizagem
de Calculo, do ponto de vista de professores e educadores matematicos.

Destacaremos, neste capitulo, algumas das informacgdes colhidas em dois anos de
sondagem do campo de pesquisa. Iniciamos com a descri¢cdo da metodologia do curso de
Caélculo na instituicdo em que foi realizada a pesquisa, em seguida, mostramos os resultados
sobre os numeros de aprovados nos cursos de Célculo 1, a partir de 2011 até segundo semestre
de 2016. A seguir, trazemos um relato das experimentagdes de formacdo dos chamados
Grupos de Estudos de Calculo, ocorridos em dois semestres consecutivos, 0 segundo semestre
de 2014 e o primeiro de 2015.

Essas informacdes preliminares serviram para fundamentar a construcdo dos objetivos
e da metodologia da pesquisa efetivada. Reforcamos que, nesse momento da pesquisa, néo
tivemos a preocupac¢do com a analise dos dados e as informacdes coletadas.

4.1 Estruturacédo do Calculo I no local da pesquisa e 0 modelo Calculo Semipresencial

Como foi descrito na se¢do 3.1 do capitulo anterior, a disciplina Célculo | da
universidade pesquisada oferece vagas para todos os cursos de graduagcdo que o tem como
disciplina obrigat6ria em sua grade curricular. No primeiro semestre de 2017, o numero de
vagas ofertadas no Calculo | foi de 1.130 no curso regular e 369 na modalidade
semipresencial. A carga horaria semestral do curso é de 90 (noventa) horas que equivalem a 6
(seis) créditos. Essas noventa horas sdo distribuidas em trés encontros semanais. Cada
encontro tem duracdo de cento e dez minutos, no periodo diurno, e cem minutos no periodo
noturno.

Até 0 ano de 2012, o ensino de Calculo I, na instituicdo considerada neste trabalho, era
ministrado, em todas as turmas, na forma a qual chamaremos de modelo tradicional por se

tratar de uma aula usual do Ensino Superior, em que h& a exposicdo de contetdos pelo
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professor e em que sdo usados como recursos didaticos o quadro negro e o giz. No segundo
semestre de 2012, o Departamento de Matematica introduziu uma metodologia de ensino em
que a primeira aula semanal ¢ tedrica e as demais sdo aulas de exercicios. Foram alocadas seis
turmas de diferentes cursos para a introducdo dessa metodologia.

A aula teorica recebeu 0 nome de “aula magistral”. E 0s professores designados para
essas aulas tém um programa fechado a ser cumprido semanalmente e que esta definido
previamente no planejamento de ensino da disciplina. Isso deve ser observado por ele, uma
vez que as aulas de exercicios dependem da apresentacdo da teoria realizada nessas aulas. As
aulas magistrais sdo realizadas em anfiteatros com capacidade para abrigar duas turmas de
diferentes cursos. As aulas de exercicios sdo realizadas em grupos menores. Nesse momento,
as turmas que estavam juntas na aula magistral sdo atendidas separadamente. Para essas aulas
de exercicios, sdo indicados, na maioria das vezes, professores que ndo sao os professores da
teoria.

Nas aulas de exercicios, em geral, os professores trabalham sozinhos para atenderem a
um grupo inicial de 60 estudantes. A orientacdo para essas aulas é que o professor coordene e
medeie as resolucdes de listas de exercicios. Semanalmente, sdo distribuidas duas listas. Uma
delas foi denominada “lista de fixacdo” da teoria (Anexo A). Ela contém exercicios de
resolucao mais direta. A segunda lista ¢ a “lista de aplicagdo” (Anexo B), que traz aplicacdes
praticas do contedo ministrado na semana, pertencentes a diferentes areas. Caso o professor
da teoria ndo consiga abordar algum dos temas prescritos para a semana, ele passa essa
informacdo ao professor da teoria que cuidara de ensina-lo aos estudantes.

Nessa modalidade, os estudantes tém como apoio extraclasse as monitorias que séo
oferecidas pelo departamento todos os dias entre 12h e 13h50 ou entre 18h e 19h. Além disso,
o0s estudantes podem tirar duvidas em foruns especificos, na pagina do curso, no ambiente de
aprendizagem construido no Moodle®. Esses foruns sdo respondidos por qualquer professor
ou monitor da disciplina. Todas as informagdes sobre o curso, incluindo as listas, bem como
links para videoaulas e material complementar, com teoria e exercicios para cada tépico do
curso, sdo disponibilizados no Moodle. A maior parte desse material foi elaborada por
professores da prépria instituig&o.

Os Anexos A e B mostram as listas de fixacdo e aplicacdo da primeira semana de

aulas, respectivamente. No Anexo C, apresentamos o programa do curso de Calculo | do

* Moodle: acrénimo para Modular Object-Oriented Dynamic Learning Environment. E um Software livre e
gratuito desenvolvido para uso educacional.
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segundo semestre de 2016. Todo esse material € fornecido aos professores, estudantes e
monitores na pagina do curso no ambiente de aprendizagem Moodle a cada semestre.

O curso é dividido em trés médulos, conforme pode ser verificado no Anexo C. Cada
um dos modulos tem trés tipos de avaliacGes, os testes, as provas e as atividades em sala. No
segundo semestre de 2016, para cada médulo, 50% da nota final foi correspondente a prova
escrita, 35% correspondeu a um teste especial de multipla escolha e 15% as atividades em
sala nas aulas de exercicios.

No segundo semestre de 2012, quando se iniciou essa modalidade de ensino, a
experiéncia do modelo magistral foi aplicada em dois grupos do diurno e um do noturno. As
outras turmas seguiram o modelo tradicional de curso, a saber, os trés encontros foram com
um mesmo professor e as aulas de exercicios ndo eram separadas da teoria.

Os resultados dessa primeira experiéncia revelaram gque, nas turmas em que o modelo
magistral foi implantado, obtiveram-se melhores resultados de aprovacdo do que no outro
grupo que permaneceu no modelo convencional. Esses resultados, em termos de nimeros de
aprovados, foram apresentados ao colegiado do Departamento de Matematica para motivar a
aprovacdo do modelo no colegiado, com vistas a implantacdo em todas as turmas, o que
ocorreu a partir do segundo semestre de 2013. Os dados do Anexo D trazem as informacdes e

comparac@es entre notas que foram divulgadas pela coordenacdo de graduacéo aquela época.

4.1.1 Sobre o modelo Semipresencial de Calculo

O Calculo I Semipresencial € um curso de Calculo ofertado preferencialmente para
alunos que ja tenham tido pelo menos uma reprovacao no curso de Célculo I. Este Gltimo sera
denominado, neste trabalho, de curso regular ou magistral, ou seja, aquele conduzido nos
moldes descritos no paragrafo anterior. Desse modo, o curso de Célculo | Semipresencial foi
criado para atender a demanda de alunos que ficariam fora da matricula por faltas de vagas e
também para introduzir uma alternativa metodoldgica no ensino do Célculo, pois apesar de ter
0 mesmo programa e ementa do Calculo regular, esse curso oferece aos discentes somente um
encontro semanal para resolugéo e discussédo das listas.

Nesse encontro, o trabalho é direcionado a atividades em grupo de resolucbes de
exercicios ou situacdes-problema das listas semanais e conta com a mediagao de um professor
ou estagiario de docéncia do Ensino Superior. Como ndo tém aulas tedricas, aos matriculados
nesse modelo é dada a possibilidade de usarem a pagina do curso com todos 0S recursos
disponiveis como videoaulas, 0os textos com estudos dirigidos, exercicios suplementares,

testes online, entre outros.
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As listas, provas e testes sdo os mesmos do modelo magistral. No sexto capitulo, sdo
reproduzidas entrevistas de dois professores que relatam o processo historico de criagdo e

implementacao dos modelos magistral e semipresencial.

4.2 Indices de Aprovacao e Reprovacio

No Anexo C, sdo apresentadas tabelas com os resultados finais gerais em termos das
notas médias de aprovacdo dos estudantes de todas as turmas que fizeram Calculo no local da
pesquisa do primeiro semestre de 2011 ao primeiro semestre de 2016. Esses dados foram
fornecidos pela Coordenacdo de Graduacdo dos cursos de Matematica da instituicdo. A
comissdo tem acompanhado os resultados a cada semestre. A seguir, na Tabela 4, destacamos
esses resultados, resumidamente, em termos de porcentagens de aprovacdo, no periodo

compreendido entre o primeiro semestre de 2011 e o primeiro semestre de 2015.

Tabela 4 — Resultados finais gerais para turmas de Calculo - aprovacao

Semestre %Diurno %MNoturno %Presencial %eSemi-P.
2011/1 53,82 38,01 49,56
2011/2 49 36 33,54 45,02
2012/1 71,22 58,33 68,10
2012/2 50,11 40,00 47,69
2013/1 64,30 39,78 58,37
2013/2 51,67 41,08 48,90
2014/1 56,85 30,39 50,05
2014/2 52,85 27,98 47,07 40,76
2015/1 59,34 35,66 54,56 50,65

Fonte: Relatério da Comissdo de Graduagdo, Julho 2015.

Os indices de aprovacdo para as turmas do Semipresencial, apurados entre 2014 e
2015 sdo os constantes na Tabela 5, apresentada a seguir. Nesta tabela, AP, RP, TR séo siglas

usadas para designar aprovado, reprovado e trancamento, respectivamente.



76

Tabela 5 — Indices de aprovacdo em Calculo | Semipresencial 2014-2015

Turma AP RP TR P6AP
SPA 18 14 5 56,25
SPFB 20 16 2 5556
SP°C 9 26 25,71
SP°D 8 24 4 2500
SPFE 15 22 2 4054
SP-F

SP-G 16 17 48,48
SPEH 11 22 5 3333
SP-1

SP-J

Total 97 141 18 {076

AP RP
25 15 1
20 17 2
19 20 3
23 17 1
22 19 7
24 12 4
15 23 1
9 29 2
18 16 3
19 21 1
194 189 25

—
)

AP
9
10
13
12
6

2
16
10

RP
16
17
12
17
22
22
12
15

—
Py

A W O NN R O NN

133 24 86,97

Fonte: Comissdo de Graduacdo, Fevereiro 2016.

Com relacédo aos dados dessa Tabela 5 e das tabelas do Anexo C, destacamos algumas

observagdes gerais:

v" As turmas dos cursos de Matematica do noturno, turmas | nas tabelas do Anexo C,

estdo com indices mais baixos de aprovacdo que a média. Por exemplo, nos ultimos

quatro semestres apresentados, essas médias foram 34,62% (2015/2), 33,33%

(2015/1), 28% (2014/2) e 29,09% (2014/1).

v' As turmas do periodo noturno tém tido resultados mais baixos, em termos de

aprovacdo, que as turmas do diurno. Além disso, os indices estdo todos abaixo de

50%, exceto no semestre 2012/1 com 58,33%.

v" O modelo Semipresencial parece apresentar variagdes imprevisiveis nos indices de

aprovacao a cada semestre, podendo ser bem diferentes entre as turmas. Por exemplo,

no segundo semestre de 2015, a turma A teve 36% de aprovacdo, enquanto que a

turma C, 52%. Nesse semestre, em particular, o indice geral de aprovacdo foi de

36,97%.

v Os indices de aprovacao foram calculados excluindo os trancamentos.
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4.3 Concepcao dos Ingressantes sobre a aprendizagem do Calculo

Para registrar as ja conhecidas e tdo faladas concepgdes negativas sobre o Calculo de
estudantes iniciantes, foi solicitado a um grupo deles que respondesse a seguinte pergunta:

“O que vocé ouviu falar sobre o curso de Calculo?”

Participaram da atividade um total de 89 estudantes de Célculo I. A participagdo foi
voluntéria e a pergunta foi respondida antes da primeira avaliacdo. A pesquisadora distribuiu
a pergunta no inicio de uma aula magistral e recolheu as respostas ao final.

Do total de respondentes, vinte e um eram estudantes do curso de Matemaética do
periodo noturno, matriculados no segundo semestre de 2015. Os outros participantes estavam
matriculados no primeiro semestre de 2015 e eram estudantes dos cursos de Engenharia Civil
(20), Engenharia Mecéanica (30) e Economia (18), todos do periodo diurno, totalizando 89
estudantes.

Considerando todas as respostas, a maioria teve um sentido negativo. Essas respostas,

com as respectivas frequéncias, foram as seguintes:

Tabela 6 — Respostas a pergunta inicial

Respostas Frequéncias Frequéncia
Absolutas %

Dificil 34 38

Muito dificil 14 15

Muito dificil 8 9

com outros adjetivos

Disciplina com elevado indice de reprovacéo 22 24

Total 75

Fonte: Elaborado pela pesquisadora.

Cada uma das 14 respostas que ndo possuiam palavras com conotacdo negativa,
estdo listadas no Quadro 1 apresentado a seguir. Elas representaram um total de 14 das 89

respostas, ou seja, quase 16%.
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Tabela 7 — Respostas que ndo possuiam conotacdo negativa
Muito importante para o curso
Aprofundamento geral em funcdes
Interessante

Curso de meu interesse e que aprende sobre limite, derivada e

) integral.
Matemaética
Base do curso de matemética
Nao é dificil, mas requer estudo
Muito importante para varias matérias das exatas
Importante para o curriculo
Inicio de uma visdo superior da matemaética
Engenharia Que seria muito bom e ajudaria em varias coisas, principalmente
Civil em fisica.
Curso é passavel, tem que ralar. Se vocé é bom em matematica é
Engenharia facil.
Mecanica Que é exigente.
Que exige dedicagao.
Economia Nenhuma resposta.

Fonte: Elaborado pela pesquisadora.

Nesses resultados, verificamos que os alunos da Matematica revelam estar mais
conscientes que 0s de outros cursos sobre a importancia do Calculo. Nenhum deles
mencionou a preocupacdo com os elevados indices de reprovacdo. Por outro lado, 0s
estudantes do curso de Economia somente mencionaram aspectos negativos do curso.

Uma das respostas de um estudante de engenharia Civil destaca-se, pois ele informa

que ouviu “Pouca coisa em relacao ao conteiido em si, mas que reprova bastante”.

4.4 Os Primeiros Grupos de Estudos

Ao iniciarmos essa pesquisa, tinhamos em mente a constituicdo dos Grupos de Estudos
com alunos ingressantes dos cursos de Licenciatura e Bacharelado de Matematica. Nessa
época, ainda ndo haviamos definido as atividades que seriam realizadas no grupo. Por esse
motivo, durante dois semestres consecutivos, realizamos os trabalhos praticos aqui descritos

com estudantes dos cursos de Matematica. Nossa intencdo era observar em que contetdos
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matematicos eles enfrentavam mais dificuldades ao entrarem na universidade e verificarmos
de que modo poderiamos contribuir para suas aprendizagens e usar essas informacdes na
construcdo dos Grupos de Estudos seguintes.

A criacdo do Grupo de Estudos de Calculo, que foi proposta e detalhada na
metodologia para ser o campo da pesquisa, passou por dois semestres de experimentacdo. No
primeiro semestre em que a proposta foi executada, o segundo semestre de 2014,
inicialmente, foram formados dois Grupos de Estudos. Um deles na hora do almogo e outro
entre 18 e 19h para atender aos alunos do periodo noturno.

Durante o tempo de realizacdo da atividade, contamos com o auxilio e a participacao
ativa de dois estagiarios de Regéncia do curso de Licenciatura em Matematica daquele
semestre. Apesar da extensa divulgacdo pelo Moodle e em sala de aula, ndo houve demanda
por parte dos alunos do noturno. Muitos deles trabalham e ndo tém como chegar a
universidade antes das 19 horas quando as aulas iniciam. Apareceu somente um aluno do
noturno e ele tinha a disponibilidade de participar no periodo diurno. A participacdo de todos
foi voluntéria.

Assim, apenas um grupo foi formado com vinte participantes e ele se reunia as tercas e
quintas-feiras no intervalo do almogo. Todos os participantes fizeram o pré-teste apresentado
no Apéndice D. Esse pré-teste sera estudado no quinto capitulo, quando usaremos algumas
resolucOes escritas de estudantes de seus temas nas andlises. Considerando os resultados dos
pré-testes e, por solicitacdo dos participantes, decidimos trabalhar nessa primeira experiéncia
com assuntos de pré-calculo.

Sob a orientacdo da pesquisadora, 0s estagiarios elaboraram listas de exercicios que
foram usadas nos dez encontros ocorridos durante o semestre. Os assuntos abordados foram
0s seguintes: resolucdo de Equacbes e Inequagbes; valor absoluto; funcbes
Trigonométricas; fungbes Exponencial e Logaritmica; fungdes Compostas; Polindmios.
Cada um desses topicos foi trabalhado paralelamente ao curso de Calculo, de modo que 0s
topicos estudados servissem de apoio aos estudantes, a medida que tivessem necessidade de
revisar alguns deles.

No primeiro semestre de 2015, repetimos a experiéncia, mas desta vez ela foi feita

como um Projeto de Extensdo, ocorrido entre abril e julho de 2015 e contou com 25
participantes. O formato e o programa foram 0s mesmos da primeira experiéncia. A unica
diferenga foi que, neste Gltimo, puderam participar estudantes de outros cursos além dos
estudantes da Matematica. Como consequéncia de ter sido um projeto de extensdo

universitaria, tivemos maior nimero de participantes e foram formadas duas turmas do Grupo.
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4.5 Expectativas de Alunos Ingressantes sobre suas aprendizagens matematicas

Neste item, trazemos os resultados de um artigo, escrito pela pesquisadora em
coautoria com o Professor Cristiano Alberto Muniz, que foi apresentado no ICME-13-13th
International Congress on Mathematical Education (13° Congresso Internacional em
Educacao Matematica), em 2016, e no VIII CIBEM - Congresso Iberoamericano de Educacao
Matematica, em 2017, ambos em forma de comunicacdes cientificas (DORR, MUNIZ, 2017).
O estudo teve o intuito de investigar em que temas matematicos estudantes ingressantes
esperam aprofundar seus estudos e, especialmente, detectar eventuais lacunas na formacéo
matematica do ensino basico que possam afetar a aprendizagem nos cursos de Calculo. Sao
apresentadas e analisadas, nesse artigo, as respostas de um grupo de estudantes ingressantes a
seguinte pergunta “Que assuntos de Matemética vocé nunca aprendeu e gostaria de
aprender?”

A analise dessas respostas pode trazer luz para o entendimento dos elevados indices de
reprovacao, especialmente no primeiro semestre da vida académica, momento em que fazem
0 curso inicial de Célculo. Nesse curso inicial, sdo apresentados os contetdos referentes ao
Calculo Diferencial e Integral para funcdes de uma variavel real, o denominado Calculo I. E
nesse curso que a maioria dos estudantes tomara contato, pela primeira vez, com os temas do

Calculo ja que eles nao fazem parte do curriculo de Matematica do Ensino Médio brasileiro.

4.5.1 Participantes da Pesquisa e Método

Participaram do estudo 46 estudantes (39 do sexo masculino e 7 do sexo feminino),
ingressantes dos cursos de Matematica da Universidade de Brasilia, no primeiro e segundo
semestres de 2015, com idades entre 17 e 45 anos, sendo a maioria, 26/46, entre 17 e 20 anos.
Destes, 31 eram estudantes do periodo diurno e 15 do noturno. Todos os alunos participantes
sdo ingressantes dos cursos de Licenciatura ou Bacharelado e cursavam o Calculo | no
momento da pesquisa. Os estudantes do noturno cursam Licenciatura, pois nesse periodo s6
h& essa opcdo. O critério de escolha do subgrupo de ingressantes dos cursos de Licenciatura e
Bacharelado justifica-se pelo fato de eles vivenciarem mais intensamente as duvidas e as
expectativas inerentes a transicdo entre a educacao béasica e a formacao universitaria. -

Juntando-se a isso, temos o fato de que esses estudantes, especialmente os da
Licenciatura, sdo o0s potenciais candidatos a professores de Matematica dos Ensinos

Fundamental e Médio. E sabido que, no Brasil, ha uma grande falta nas escolas de professores
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de Matematica (GATTI et al, 2010). Foi proposto aos participantes um questionario contendo
16 questdes, das quais 10 exigiam respostas imediatas, reunindo informacg6es pessoais como,
por exemplo, a idade, 0 ano de conclusdo e a instituicdo em que cursou o Ensino Médio. As
outras seis buscavam o entendimento dos participantes para questionamentos acerca da
escolha do curso, relacionadas as experiéncias vivenciadas por eles no processo de
aprendizagem da Matematica, quais eram suas expectativas profissionais, a questdo destacada
aqui neste trabalho, entre outras.

Para a pergunta analisada, a saber, “Que assuntos de Matematica vocé nunca
aprendeu e gostaria de aprender?”, foram obtidas as respostas listadas a seguir com as

respectivas frequéncias (colocadas entre parénteses):

Alunos do primeiro semestre de 2015 do periodo diurno: (31
participantes)

Bindmio de Newton e Func@es; Logaritmo (2); Logaritmo e Matriz;
Logaritmos e Trigonometria; Integral; Teoria do Caos; Teoria dos
Numeros (3); Matematica Computacional; Codigo Binario;
Trigonometria; Trigonometria e Geometria Analitica; Geometria
Analitica (3); Geometria e FuncBes Trigonométricas (2);
Probabilidade; Anélise Combinatéria e Probabilidade; Logaritmo e
Geometria Analitica; Geometria Espacial; Equacdo da Reta; Algebra
Linear; Raiz Quadrada e logaritmos; Revisdo do Ensino Médio;
Demonstracdes Matematicas; Teoria da Informacdo e Caélculo;
Produto de Cubos; Matemaética Financeira.

Alunos do segundo semestre de 2015 do periodo noturno: (15
participantes)

Teoria dos Ndmeros; Derivadas e Integrais; Mddulo e Razdo Aurea;
Geometria; Trigonometria; Logaritmos; Historia da Matematica;
Probabilidade (2); Func¢bes; Revisdo de todo o contetdo; Calculo;
Funcbes Trigonométricas; Estatistica; Logaritmos e NUmeros
Complexos.

4.5.2 Analise dos Resultados

Os contetdos citados com maior frequéncia foram, em ordem decrescente de
ocorréncias: Geometria Analitica (3); Teoria dos Numeros (3); Geometria e FuncGes
Trigonométricas (2); Histéria da Matematica; Probabilidade (2); Logaritmo (2);
Trigonometria e Probabilidade (2).

Os Logaritmos, alem de terem sido mencionados desconectados de outros temas por
duas vezes, também foram citados outras quatro vezes junto de topicos como a Trigonometria
ou Matriz. A Trigonometria, por sua vez, foi mencionada em diferentes versdes. Sozinha, ou

associada a Geometria Analitica, Logaritmo e Probabilidade por duas vezes. Notamos que ndo
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houve mencdo & Fungdo Exponencial, embora ela esteja diretamente ligada aos estudos de
Logaritmos.

A partir das respostas, pudemos observar que esses conteudos sdo 0s que mais
preocupam os estudantes que indicaram a necessidade de se aprofundarem ou mesmo 0s
aprenderem. Pesquisas confirmam que um dos principais motivos pelos quais ocorrem
elevados indices de reprovacdo no Célculo estid diretamente ligado ao fato dos alunos
ingressantes demonstrarem, em suas producdes escritas, lacunas em assuntos do Ensino
Basico e que sdo importantes para a aprendizagem do Calculo (TALL, 1993; LACHINI,
2001; ALVARENGA; DORR; VIEIRA, 2016). Muitos dos participantes da pesquisa, apesar
de estarem em seu primeiro semestre, ja tém ideia de temas importantes da Matematica e
revelam interesse pelas demonstracdes, Célculo, Algebra Linear e Teoria dos NUmeros e
Probabilidades, entre outros mencionados.

Um dos estudantes participantes queria uma “Revisdo de todo o conteudo”. Essa
resposta pode revelar uma grave dificuldade com a Matemaética elementar de outros sujeitos e

foi aqui representada por meio da expressdo desse unico estudante.

4.5.3 Conclusodes

As respostas dos participantes da pesquisa exibem uma variedade de temas que
abrangem tanto a Matematica Pura quanto a Aplicada. Essa multiplicidade de respostas
demonstra ndo somente as diferentes necessidades dos sujeitos na busca pelo aprofundamento
em conteddos matematicos, mas também uma surpreendente diversidade de conteddos
avancados. De um lado, percebemos que os estudantes tém uma nocdo de termos complexos,
mas por outro, tém necessidades de aprendizagens em temas da Educacdo Basica.

Entre os assuntos mencionados como desejaveis de serem aprendidos pelos
participantes, podem ser encontrados objetos de conhecimento que Ssdo componentes
curriculares do ensino béasico. Por exemplo, Fungdes, Logaritmos, Trigonometria e Geometria

Analitica foram comuns aos dois grupos.

4.6 Sintese do capitulo

Neste capitulo foi descrita a sondagem do campo de pesquisa. Para conclui-lo,

sintetizamos os principais resultados observados nessa fase da pesquisa:
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- Verificam-se indices de reprovacdo em torno de 50% na instituicdo onde foi
realizada a pesquisa;

- Néo existem dados especificos que tratam da evasdo. Essa informacdo pode ser
extraida dos dados dos estudantes que trancam o curso antes de conclui-lo;

- Pode ser verificado, através dos resultados dos pré-testes e pela pesquisa sobre 0s
temas citados em que esperam aprofundar seus estudos, que 0s universitarios iniciantes
apresentam lacunas na formacao matematica do ensino basico em contetdos basilares para o
estudo do Caélculo;

- Existéncia entre os estudantes iniciantes de areas ligadas as Ciéncias Exatas de
concepgdes negativas acerca das aprendizagens do Calculo.

- A procura pelos Grupos de Estudos sinalizou que ha interesse desses estudantes em
aprofundarem seus estudos nos conteidos de pré-célculo. Isso indica que sdo conscientes de
suas necessidades e que buscam apoio no ambiente académico;

- Nos Grupos de Estudos, os estudantes contavam com pelo menos dois monitores
para dar suporte as atividades, além da pesquisadora.

Consideramos o proximo capitulo como um dos pontos principais desta pesquisa ja
que nele apresentaremos as analises de producfes escritas de estudantes em objetos de
conhecimentos fundamentais para o estudo e a aprendizagem do Célculo.
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5 ANALISES DAS PRODUCOES ESCRITAS DE ESTUDANTES DE CALCULO

O capitulo anterior apresentou a pesquisa exploratéria e seus resultados. Neste
capitulo, apresentamos os resultados e andlises das producdes escritas de estudantes de
Célculo que foram escolhidas dentro das atividades da pesquisa de campo descrita no terceiro
capitulo. Mais especificamente, estamos empenhados na busca de respostas para 0s seguintes
objetivos especificos:

o Analisar produgfes escritas, na forma de protocolos, de estudantes em

atividades de Célculo Diferencial e Integral.

o Identificar e caracterizar erros, procedimentos e estratégias de resolugdo em

atividades de Calculo Diferencial e Integral com énfase nos aspectos algébricos de

producdes escritas de estudantes.

5.1 Construcdo dos Elementos de Anélise

Relembramos que as producGes matematicas consideradas em todo este capitulo foram
feitas por estudantes de uma universidade publica que optaram por cursos de graduacdo que
tém como base a aprendizagem de objetos de conhecimento da Matematica avangada como o
Célculo Diferencial e Integral. Por estarmos sondando dificuldades de aprendizagem
evidenciadas durante o curso de Calculo, escolhemos selecionar e agrupar as andalises de
acordo com os topicos que determinam o desenvolvimento desse curso, tanto no tratamento
de funcBGes de uma variavel real, como em mais de uma variavel. Esses topicos sdo as
Funcdes, os Limites, as Derivadas e as Integrais.

A fundamentagfo do Célculo estd no estudo das Funcdes e tem na Algebra um dos
suportes para sua representacdo. Por esse motivo, na proxima secédo, iniciaremos as analises
investigando protocolos de estudantes que evidenciem dificuldades em resolucdes de questdes
que envolvam conceitos basicos de Algebra em exercicios de opera¢des com Numeros Reais,
Equacdes e Funcbes. Em seguida, na se¢do seguinte, passamos para a abordagem dos aspectos
algébricos nas resolucbes de atividades sobre Limites, depois as Derivadas e, por fim, as
Integrais. Por ser o Calculo uma ferramenta matematica relevante para a modelagem de
problemas praticos em diferentes areas, incluimos, neste capitulo, como um complemento ao

tema das Derivadas, uma aplicacdo em um Problema de Otimizacao.
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5.2 Base da aprendizagem do Calculo: operacfes com NUmeros Reais, Equagdes e
Funcdes

5.2.1 Sobre o pré-teste

A primeira atividade do primeiro encontro do Grupo de Estudos (GE) foi a resolucao,
pelos participantes, de um pré-teste (Apéndice D) com o intuito de se fazer um diagnostico do
grupo e verificar os conhecimentos dos sujeitos em conteudos matematicos considerados
basicos para o estudo do Calculo. Além disso, atividade refere-se ao objetivo especifico da
pesquisa que diz respeito a analise, a caracterizacao e a identificacdo de erros em registros de
producdes escritas de estudantes de Calculo Diferencial e Integral. Pretendemos apontar
assuntos especificos em que sdo observadas dificuldades, ou mesmo a auséncia de
aprendizagem, bem como verificar a existéncia e apresentar exemplos dos erros mais
frequentes ocorridos, especialmente nos processos algébricos, por constituirem parte essencial
na resolucdo de situacdes-problema no Calculo. Ainda de acordo com o0s objetivos
estabelecidos, na andlise das resolucBes nos temas inerentes ao Calculo, esperamos poder
relacionar certos erros que ocorrem com maior frequéncia em assuntos matematicos da
Educacdo Bésica e que poderdo se constituir como obstaculos ou dificuldades a aprendizagem
de Limites, Derivadas e Integrais.

O pré-teste aplicado é constituido por 10 itens (Apéndice D), sendo os primeiros cinco
formados por temas do Ensino Fundamental, relacionados as operacGes e propriedades
basicas dos Numeros Reais que envolvem célculos de valores absolutos, fracdes,
exponenciais, simplificages e fatoracdo de expressdes algebricas. Todos esses assuntos séo
considerados como fundamentais para o tratamento de Limites, Derivadas e Integrais.

A questdo 5 trata da resolucdo de duas equacOes quadraticas e a questdo 6 da resolucédo
de duas equacbGes em que aparecem radicais, mas que também recaem na resolucdo de
equacOes quadraticas. As questdes seguintes, 7 e 8, dizem respeito a resolucdo de fungdes e as
duas Gltimas abordam a Geometria Plana, mais especificamente, a Trigonometria. Portanto, a
maior parte do pré-teste, 6 das 10 questdes, é formada por questdes relacionadas a contetdos
de Algebra dos anos finais do Ensino Fundamental. Do total de 10 itens, somente 4 (quatro)
deles sdo de temas relacionados diretamente ao Ensino Médio, dos quais os dois ultimos das
questdes 9 e 10 que ndo serdo analisadas devido a opcéo de pesquisa feita pelo enfoque nas
questdes algébricas, mas também por serem questdes objetivas.

O pré-teste foi elaborado pela pesquisadora usando como referéncia o livro de Pré-

Célculo de Paulo Boulos (2006). Os dois ultimos itens de Geometria foram sugestdo de um
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professor da disciplina Calculo 1 da mesma instituicdo e foram retirados da internet. As fontes
estdo citadas no Apéndice D que contém todo o texto do pré-teste.

Completaram o pré-teste, dentro de um periodo de tempo de aproximadamente uma
hora, um total de 50 estudantes, sendo 29 do sexo masculino e 21 do sexo feminino. Os pré-
testes resolvidos receberam uma numeracdo de 1 a 50. Os participantes tinham idades entre 18
e 34 anos. A maioria deles estava matriculada em alguma turma de Célculo | na modalidade
semipresencial, ou seja, esses sujeitos ja tinham sido reprovados na disciplina, pelo menos
uma vez e, no momento da pesquisa, estavam participando do Curso de Extensdo onde lhes
foi oferecida a oportunidade de buscar a superacdo das dificuldades de aprendizagem,
observadas ao cursarem a disciplina. Entre os componentes do GE, 58% (29/50) dos
estudantes cursaram o Ensino Médio em escolas publicas e 42% (21/50) em escolas

particulares.

5.2.2 Anélises das questdes do pre-teste

Esta secdo contém uma descricdo detalhada de cada item do pré-teste. Para cada uma
das oito questbes consideradas, apresentamos seu enunciado e um comentario geral sobre a
questdo, as solugdes esperadas, uma listagem dos campos conceituais envolvidos em sua
resolucdo, o nivel educacional a que se refere, e uma tabela com os resultados gerais em
termos de acertos, de questdes deixadas sem resolucdo e 0s outros casos que foram
considerados como err6neos. Nesses Ultimos, estdo incluidos procedimentos de resolucédo que
ndo chegaram a resposta esperada, seja por um erro operacional ou pelo uso de alguma
estratégia que ndo se aplica ao contexto do exercicio.

As tabelas construidas para cada questdo tém trés colunas. A primeira coluna é a de
“Acertos”, a segunda a dos itens deixados sem nenhuma marca escrita e que estamos
denominando de “Brancos” e a terceira, “Outras Resolugdes”. Essa ultima inclui todas as
outras expressdes escritas diferentes das solucGes esperadas. Ou seja, questdes total ou
parcialmente erradas, bem como outros escritos.

Depois das tabelas, exibimos alguns protocolos de resolugdes referentes a questdo que
estd sendo estudada. A apresentacdo de cada questdo termina com comentarios, reflexdes
iniciais e constatagdes observadas atraves das analises dos registros escritos dos estudantes.
Ao final, essas consideracdes serdo resumidas no ultimo paragrafo do capitulo.

Neste parédgrafo, a identificacdo dos protocolos apresentados para anélise e discussao
foi feita de acordo com o nimero da questdo do pré-teste, o nimero do protocolo do estudante

e um nome ficticio. Para os sujeitos com nomes femininos serdo usados 0s nomes das letras
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gregas terminados com a letra a. Os nomes masculinos serdo designados pelas outras letras
gregas. Dessa forma, os protocolos relativos ao pré-teste serdo da forma PTXQ;LetraGrega,
onde PT é uma abreviatura para protocolo, X designa o nimero do protocolo e Q; 0 nimero
da questdo, i= 1, 2, ...,.8. Logo, PT50Q,Alfa significa que o extrato do protocolo é da

questdo 2 do pré-teste respondido pela aluna Alfa, participante nimero 50.

Questao 01

O pré-teste comeca com uma questdo envolvendo regras e operacfes basicas dos
nameros reais. Um curso inicial de Calculo considera como objeto fundamental as fungdes
definidas e assumindo valores no Conjunto dos Numeros Reais, denotado por R. Sendo
assim, é essencial que os estudantes tenham conhecimentos basicos das operacbes basicas,

bem como de operacdes com valores absolutos.

Enunciado

1. Calcule:

a) -3 = e) |2l - -2 =

b) -|10] = f) |-5-3| =

Q)|-7+4|= g)%_%:

- N W2+ V3 WE-V3) =

As respostas esperadas para cada item séo:

a) 3/4 e)0
b) -10 f) 8
c) 3 g)1
d) 5/2 h) -1.

Conteudos envolvidos: operagdes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de nimeros
reais com uso de fragdes, raizes quadradas, valor absoluto.

Nivel educacional: Ensino Fundamental e Médio
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Tabela 8 — Resultados da Questéo 1

A 43 1 6
B 42 2 6
C 40 1 9
D 42 1 7
E 45 2 3
F 40 2 8
G 44 0 6
H 25 2 23

Fonte: relat6rio da pesquisa.

O item com maior numero de acertos foi a letra €) em um exercicio de valor absoluto.
Os ndmeros altos de acertos indicam que a maior parte dos estudantes ndo encontra
dificuldade nas operacgdes basicas com os nimeros reais. Mesmo assim, somente 18 dos 50
participantes acertaram todos os itens, ou seja, 36%. Trés estudantes acertaram somente dois
dos itens.

O maior numero de erros ocorreu na resolucdo do item h). Nesse item, temos uma
multiplicacdo de numeros reais envolvendo fatores com raizes. Possiveis solugdes para a
resolucéo desse item sdo as seguintes:

Solugédo 1 — Item h

h) (V2 +3) (V2 -v3) = (/2)?- (V3)? =2-3=-1,

Solucdo 2 — Item h

h) V2 ++3) (V2-V3)=v2V2-V2V3+V3V2 +V3V3 =2-3=-1.

A primeira resolucdo usa o resultado de um produto notavel e a segunda é feita usando
as propriedades operatorias das operacOes de adi¢do, subtracdo e multiplicacdo de numeros
reais. Os estudantes que acertaram usaram uma dessas duas resolugdes.

Entre os erros observados, destacamos quatro registros que calcularam a multiplicacéo
da seguinte forma:

H1) (V2 ++3) (V2-+3)=2-2V/2V/3 +3.
Aqui se considerou como se a operacdo fosse o quadrado da diferenca entre dois

ndmeros. Outros dois fizeram:



89

H2) (V2 +v/3) (V2 - v/3) =2 + 2¢/2 v/3 + 3. Ou seja, foi considerado como se a operagao
fosse o quadrado da soma entre dois nimeros.

Como possiveis respostas para a multiplicagdo /2 v/3 tivemos os valores v/6,

\/5, 6 e 5.

Figura 9 — PT29Q;ALFA

1. Calcule:

3 2
a)l|-~|= =
15-LE
b)-|10[= ~ 3

O1-7+4/= —

{5 =
< 4

d)

alrN|e
REYIN

el2-12= 2 -2 =)
NFsal= - 3

g)g =d

5
p:d

TV WD = Vil Up (U2 U

Fonte: relatério da pesquisa.

A resolugdo da estudante Alfa indica certa imprecisdo nos céalculos envolvendo valores
absolutos. A resposta da letra a) é dada corretamente, porém as letras b) e f) trazem respostas
negativas para os médulos de -3 e -8.

No item h), a estudante no primeiro passo reconhece a situa¢édo de um produto notavel
e opera corretamente, mas, em seguida, usa uma identidade falsa e ndo avanca no
desenvolvimento. Verificamos que o problema aqui é que, ao considerar que a diferenca de
dois quadrados é igual ao quadrado da diferenca, ela ndo faz a distin¢do entre uma estrutura
aditiva de uma multiplicativa ao mobilizar uma propriedade valida para a multiplicagdo numa
adicéo.

As producdes evidenciaram dificuldades dos estudantes em operacdes com valores
absolutos e raizes quadradas. A maior dificuldade nas resolugbes ocorreu no item h). Essas

dificuldades foram verificadas na operagdo de multiplicacdo envolvendo os numeros



90

irracionais V2 e v/3. Seréa que o aparecimento desses numeros foi o fator de desequilibrio na

resolucéo ou foi a operagdo de multiplicacio de nimeros formados por duas partes (v2 + /3)

e (V2 —/3)?

Questao 02
Nesta questdo, sdo avaliadas a divisdo por zero e as desigualdades, além do uso do
valor absoluto. As desigualdades s&o elementos importantes, por exemplo, na definigéo

formal de Limites. A divisdo por zero sempre é motivo de dividas, mas 0s quocientes % e %
ndo tém significado matematico. Isso é consequéncia da definicdo de divisdo entre dois
ndmeros reais que estabelece que% = ¢ implica que a = bc, desde que b # 0 (LIMA, 1987).

Enunciado
2. Verdadeiro (V) ou Falso (F):

a) %:2 g)2>x>5
b) 2=0 f)-7>-3
¢) 2=0 9) x| < x < [x]
d) 5=1 ) V=

As respostas esperadas para os itens sdo F, F, V, F, F, F, V e V, respectivamente.
Conteudos envolvidos: divisibilidade por zero, valor absoluto e representacdo de nimeros
reais por meio de desigualdades.

Nivel da questdo: Ensinos Fundamental e Médio

Tabela 9 — Resultados da Questéo 2

A 46 1 3
B 37 1 12
C 45 1 4
D 45 1 4
E 38 1 11
F 47 1 2
G 31 1 18
H 38 1 11

Fonte: relatério da pesquisa
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O formato de resposta do item em V ou F impede que fagamos uma inspecdo mais
detalhada da questdo, o que € um indicativo de sua ndo utilizacdo em estudos futuros que
tenham as analises de producdes matematicas enquanto processos. Como nao foi solicitado
aos participantes que justificassem as suas respostas, acreditamos que essa foi umas das
razdes pelas quais houve a marcagdo da maioria nos itens e somente um participante deixou
toda a questdo em branco.

Os itens com mais acertos foram f), ¢) e d). O item f) traz uma comparacao entre dois
numeros inteiros negativos. Esse tipo de desigualdade costuma confundir devido a posicao
desses nimeros em relacdo ao zero. Quando isso ocorre, associamos essa dificuldade ao
conceito de modulo. Nesse caso, a aprendizagem dos numeros positivos constitui-se como
obstaculo para 0 avanco na compreensdo dos numeros negativos, sobretudo a distancia
relativa ao zero.

As questdes a), b) e d) apresentam fracGes que ndo tém significado matematico de
acordo com a definicdo de divisdo de dois nimeros reais. O protocolo da Figura 10, a seguir,
mostra as anotacdes de um estudante que demonstra ja ter adquirido nocdes de Limites ao
escrever o simbolo do infinito (0) como resultado das divisdes por zero nas letras a), b) e d).
Entretanto, ele ainda ndo tem bem estabelecidos, em seu aprendizado, o significado e a

representacdo desse simbolo, considerando-o como nimero, além de escrever que a expressao
. . 0 , . . ~
indeterminada ; € igual @ . Ou seja, o estudante transfere para as resolugdes os

conhecimentos que se iniciaram nos estudos anteriores de Célculo.
Figura 10 - PT11Q,Beta

2. Verdadeiro (V) ou Falso (F):

2 F

a) -6=2 e)2>x>5
L - a0
<

B)i==08E f)-7L>-3P
,50:_00 MOI‘DI‘

0) 3=0 V 9)-Ix| sx= x| \/

d) %: 1F Ny V=X v
oQ

Fonte: relatorio da pesquisa.
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O maior numero de erros ocorreu na letra g) que apresenta a desigualdade verdadeira,
que relaciona todo namero real com seu modulo. O entendimento desse item é facilitado

quando se tem uma compreensao clara da funcdo maddulo e de seu grafico.

Questéo 03
Enunciado
3. Calcule
1 1, 1_ _
A5 5%37 d)-5=
5.2 0_
b) ~-o= e) 4’ =
1 -3
0 (51= n(-3) =

Os resultados esperados para 0s itens sdo respectivamente, % : _74 ,25,-25,1¢e

-64.
Conteudos envolvidos: operacdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de fracbes e
potenciacao.
Nivel da questéo: Ensino Fundamental
Tabela 10 — Resultados da Questao 3

a 34 3 13
b 42 5 3
c 47 1 2
d 31 1 18
e 47 1 2
f 13 10 27

Fonte: relatério da pesquisa

O maior numero de acertos ocorreu nos itens c), e) e b), em ordem decrescente de
acertos, respectivamente. Os itens c) e €) sdo exercicios com potenciagdo e o0 b) € uma
resolucéo de subtracéo de fragoes.

Enquanto a maioria ndo teve dificuldades em concluir na letra ¢) que (-5) elevado ao
quadrado € 25, 19 estudantes consideraram 0 mesmo resultado para -52 como sendo 25, como

mostrado na Figura 11, a seguir, com os calculos ao lado.



Figura 11 — PT20Q;Gama

R ‘ ‘,/' Q 2 & e :—
c) (BE= L0 - ot PR PP~
! S
S=d
. " =
d) _52: C}LS -7 - \/’ e 5

Fonte: relatorio da pesquisa.
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Esses dois itens c) e d) trazem o mesmo tipo de operacdo de potenciacdo. A diferenca

entre eles esta no uso dos parénteses na letra c), indicando que o (-5) é que deve ser elevado

ao quadrado. O protocolo da Figura 12, a seguir, mostra uma resposta, ndo ha calculos

registrados, em que os resultados estdo invertidos, o que pode indicar a existéncia de lacunas

conceituais na aprendizagem desse aluno relativas as opera¢ées com poténcias.

Pelas resolucbes apresentadas para a letra a), percebemos que nas operacfes com

fragdes alguns conseguiam fazer a letra a), mas ndo faziam o item seguinte, ou vice-versa. Um

exemplo é mostrado no protocolo da Figura 12, a seguir, que também ilustra uma resolugédo

dos itens c) e d) ja mencionados no paragrafo anterior.

Figura 12 — PT24Q3Mi

3. Calcule

Fonte: relatério da pesquisa.

O protocolo da Figura 12 exibe uma solucdo em que o estudante transforma as fracoes

em fracdes de mesmo denominador, no entanto, ndo resolve a tarefa seguinte da letra b) que, a
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principio, é mais simples em termos de quantidade de operagdes a serem feitas para se chegar
a resposta esperada. Sera que o x no denominador foi a causa da dificuldade? Ou seja, sera
que os pensamentos dos estudantes estdo tdo ancorados nos calculos numéricos que quando o
denominador € uma incdgnita ndo conseguem fazer as transferéncias de saberes?

Ainda no item a), do total de resolugdes que estavam em branco ou erradas, tivemos
16 registros que ndo conseguiram resolver uma operagdo que faz parte do contetido curricular
dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Mais uma vez, chamamos a atencdo para o fato de
que essas dificuldades foram reveladas em procedimentos de estudantes, em sua maioria,
selecionados pela universidade para realizarem um curso de formacdo nas areas das ciéncias
exatas ou tecnoldgicas.

Outros tipos de dificuldades identificadas, neste item, em operacBes envolvendo

fracdes serdo exemplificadas nas figuras seguintes.

Figura 13 — PT33Q3Zeta

3. Calcule

o)
1
O |-
+
W=
l
(

a)

Fonte: relatorio da pesquisa.

O registro deste protocolo chama nossa atencdo pelo fato de termos identificado mais
outras SEIS (6) solugbes que seguiram a mesma linha de desenvolvimento. Esses registros
sugerem que foi considerado o nimero 3 como o menor multiplo comum das fracbes. Em
seguida, foram feitas as divisdes 6:3, 9:3 e 3:3, respectivamente, e os valores resultantes
escritos no numerador da fracdo levando ao zero. Como resultado de zero dividido por trés
chega-se ao zero final. Um dos seis registros errou a conta do numerador.

A Figura 14 traz outro registro desse item, em que na resolucéo aparece a indicagédo da

operacdo feita para se chegar ao denominador 2-3+1.
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Figura 14 — PT18Q3Epsilon

.. A-d+1=0
3,

Fonte: relatorio da pesquisa.

Para terminar a analise desse item, trazemos um registro em que se pode verificar que
para se efetuar a operacdo pedida resolve-se 1-1+1 = 1 no numerador e 6-9+3 = 0 para 0

denominador. Tivemos mais um protocolo (PR 27) que trouxe 0 mesmo modo de resolugéo,
, . . ~ 0 . 0 1
porém operou com as duas primeiras fracdes obtendo = Em seguida escreveu —t35= 1.

Essas producbes levam-nos a pensar que esses estudantes de Calculo ndo tém a
compreensdo do significado do namero fracionario, o que os leva a efetuarem com as fracoes,

sustentados nos procedimentos dos nimeros inteiros

Figura 15 — PT30Q;3Ni

-+

[l

2)

A=
1
O | =
W=

S
O

Fonte: relatorio da pesquisa.

Completando as analises da Questdo 3, vamos considerar o item mais problematico em
termos de resolugdes: o da letra f). Somando os brancos e 0s insucessos nas resolucdes desse

item, encontramos um total de 37 dos 50 (74%) participantes que mostraram ter problemas no
calculo da poténcia — i elevado a -3.

Entre os treze que resolveram corretamente, notamos que foi seguida uma das duas

formas de solucgéo:

19 ()73 = —43 = —64.
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a_l_gz 1 :_L:_i:_
2D (-)? @ = o4

A primeira estratégia de resolugdo foi usada por nove estudantes e outros quatro
fizeram uso da segunda ou de alguma variacdo dela. Essas resolugdes indicam que esses
sujeitos compreendem o significado do expoente negativo de uma poténcia e o0s
procedimentos inerentes ao seu desenvolvimento calculando corretamente o inverso de um
ndmero racional.

Nas tentativas de resolucdes desse item, observamos a repeticdo de alguns
procedimentos (P; , i = 1,2,3,4) os quais foram selecionamos em quatro categorias que estdo
descritas a seguir.

P, - Erros de contas
Figura 16 — PT38QsEta

- R
1 \‘ - £
f) (_ Z) = [ - [\‘ ."! P — I '\

Fonte: relatério da pesquisa.

Solucdes deste tipo ocorreram trés vezes. O estudante opera corretamente com a fracao
e 0 expoente, mas erra na multiplicacdo final. Como possiveis respostas para (-4)3
encontramos além do -48, -54 e -86.

P, - Indicios de dificuldades de operacdo com expoentes negativos. Tivemos cinco protocolos
como o da Figura 16 em que o expoente -3 parece ser ignorado e o estudante opera como se
ele fosse positivo. No protocolo da Figura 17, abaixo, a estudante registra por escrito o
problema que surgiu na resolucéo.

Foram sete registros com resolucdes deste tipo. Destes, em um dos protocolos (PR10),

0 registro da conta 4x4x4, que aparece no denominador, como igual a 8x4= 32 e a resposta

final sendo dada por ;—21 .
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Figura 17 — PT33Q3;Zeta

At don o :
o (IR

4‘/ L{ -,2_.! ) 6 } \

Fonte: relatorio da pesquisa.

P3; — Construgéo de algoritmos para efetuar operagdes envolvendo poténcias.
Aqui destacamos dois tipos de alternativas elaboradas a fim de se dar uma resposta para o

exercicio. A primeira € ilustrada pela Figura 18.

Figura 18 — PT24Q3Mi

-
B —2) = —5%

Fonte: relatorio da pesquisa.

Essa resposta sugere uma multiplicacdo do numerador e denominador por trés e a
manutencdo do sinal negativo na resposta. Foram duas produc¢des em que aparece a fracéo
3/12. A da Figura 18 acima e uma outra em que a resposta é dada sem o sinal negativo. Além
dessas duas, tivemos mais duas outras (PR 12 e PR 34) em que, no meio de procedimento de
resolucdo, aparece o numero 12 como resposta de 43 e outra em que 0 9 é considerado como
resposta de 33 (PR47).

O segundo algoritmo ilustrado pela Figura 19 foi feito por dois estudantes.

Figura 19 — PT41Qslota

1

Fonte: relatorio da pesquisa.
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. ~ . . N . -1
O procedimento de resolucdo no primeiro passo coloca a base da poténcia (T) no

. 1 R ~ /
numerador e no denominador (5), gerando uma divisao de fracBes que é efetuada corretamente

no passo final. Ou seja, a estudante sabe que tem “inverter algo” ja que o expoente € negativo
e indica usar um processo mecanico e sem significado na resolucéo.

Terminamos a Questdo 3 relatando que em trés registros tivemos a resposta 64 como
resultado de (- 4)3. Nesses casos, temos duas possibilidades. A primeira é de se tratar de um
erro ocorrido por um descuido na escrita e que ndo configura uma dificuldade de
aprendizagem. A outra opcdo estd ligada a problemas com poténcias de base negativa. A
potenciacdo € um objeto de conhecimento dos 7° e 8° anos do Ensino Fundamental e,
infelizmente, seu aprendizado sugere se apoiar em memorizacao de regras sem a producgéo de
significados acerca dos procedimentos operatorios e suas propriedades. Para decidir e saber

qual erro ocorreu, deveriamos retomar a resolugdo em conversa com o0s estudantes.

Questéao 04
Essa questdo apresenta dois exercicios de fatoracdo de expressdes literais, ambas com
a operacdo de divisdo das expressdes. Uma delas envolve expoentes negativos.
Enunciado
4. Simplifique
21x8y7

a -_— =
) 3xy®

(4xy~H~t
xy -

Conteudos envolvidos: divisdo e multiplicacdo de numeros inteiros, simplificacdo de

b)

expressoes algébricas, operacdes e propriedades da potenciacéo.
Nivel da questéo: Ensino Fundamental.

Tabela 11 — Resultados da Questéo 4

a) 34 7 9
b) 8 16 26

Fonte: relatorio da pesquisa.
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As respostas para os itens @) e b) do exercicio proposto sdo 7x’y e ol
respectivamente. Entre os acertos da letra a), 28 das respostas foram dadas diretamente e 6
fizeram algum tipo de desenvolvimento, como mostrado na Figura 20, a seguir, em que 0
estudante separa o fator igual ao do denominador e faz o cancelamento final. Sete (7)
participantes deixaram os dois itens em branco.

Figura 20 — PT40Q4Ni

\
6 )y ¥ } - 2

a) —— = ZPEA
) 3xy® 22

Fonte: relatorio da pesquisa.

Alguns registros fizeram o cancelamento por partes: primeiro efetuaram a divisdo
21:3, em sequida x® : x e, por fim, y”: y®.

Entre as resolugdes que ndo chegaram a solucdo desejada, destacamos dois registros
em que o erro ocorreu ao darem a resposta da divisdo de 21 por 7 mantendo correta a resposta
literal e outro que simplificou o termo em x e parou a resolucdo dando a resposta sem a
simplificacdo em y. Enquanto no item anterior, o indice de acertos foi de 68%, no item b) esse
indice caiu para 16%. A diferenca entre os dois exercicios esta na existéncia de uma poténcia
negativa no item b).

A Figura 21 apresenta um protocolo de resolucdo do item b) que, apesar de estar
correta, mostra um descuido muito comum na escrita matematica de alguns estudantes que
usam, em lugar do sinal de igualdade, uma seta que em Matematica pode ser confundida com
o0 sinal que indica uma implicagéo.

Figura 21 — PT39Q,Ksi

Fonte: relatorio da pesquisa.
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A falta de organizagdo na resolucdo é outra situacdo usual que pode induzir ao erro,
como verificado no protocolo a seguir. A estudante, nesse caso, fez todos 0s passos corretos,
porém o ndo emprego de sinais e a falta de controle na ordem das etapas de resolucdo fez com

que fosse perdido o formato da fracéo, o que pode ter contribuido para a resposta equivocada.

Figura 22 - PT11Q4Kapa

yt =4
b) (4xzy~H~t = & }”f_-, jm"j \ /
Xy . ( [[ X,ﬁ,.\\: /{ ’f/,
i g\‘ 7
Al e
1/7 \’} 4 % xy
VAV p
,X J L\Xlg XY

Fonte: relatorio da pesquisa.

Portanto, verificamos também que a ndo apropriacdo de propriedades fundamentais

torna os procedimentos mais longos e complexos, fazendo com que os alunos corram maiores
riscos de producéo de erros.

. ~ . 1 _
Duas das tentativas de resolugdo obtiveram o resultado 4x, outras duas L. eoutra 4x~1

Essas producdes apresentaram em comum o procedimento de resolucdo exemplificado pela

Figura 23, em que se eleva a -1 somente 0 termo em y e neste caso, como a resposta de (-1)(-
1) é o numero 1, elimina-se o sinal negativo.

Figura 23 — PT3Q4Omicron

A 2By 7 5 %

a) —21x . — “l[ ')fff? S . - § ‘\E:\*U
3xy6 go—= =g
7~ ¥ e )

A
(4x2y—1)—1 - M- i
b) xy - - ( \(,J i’i‘;_ = \ k’
R
Fonte: relatorio da pesquisa.
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O protocolo demonstra que o estudante Omicron néo teve dificuldades na resolugédo do
item a), porém, ndo conseguiu resolver uma potenciacdo com expoentes negativos. Podemos
supor que, em sua resolucdo, o estudante tenha feito a multiplicacdo do (-1) vezes (-1)

somente para o fato y.

Questao 05

Fatorar significa decompor em fatores. Na fatoracdo, os fatores comuns, termos
componentes de uma multiplicacdo, sdo colocados em evidéncia. A fatoracdo como contetdo
curricular aparece no Curriculo em Movimento da Educacdo Bésica da Secretaria de Estado
de Educacdo do Distrito Federal, SEEDF no 9° ano dentro do contetdo Expressdes
Algébricas, que é seguido de Simplificacbes de Expressbes Algébricas (DISTRITO
FEDERAL, 2013, p. 95).

A fatoracdo é o topico abordado na Questdo 5 que € composta por duas atividades,
letras a) e b).
Enunciado
5. Fatore:
a) 4x%-3x =
b)3y* +3y?2— 6=
Contetdos envolvidos: fatoracdo de expressdes algébricas, multiplicacdo e divisdo,
subtracdo, potenciacéo.

Nivel da questéo: Ensino Fundamental

Tabela 12- Resultados da Questédo 5

a) 19 19 12
b) 0 25 25

Fonte: relatorio da pesquisa

A fatoracdo da letra a) tem como solucdo X(4X-3). O nimero de acertos é muito
pequeno em relacdo ao nivel baixo de complexidade do exercicio, tendo em vista que essas
producdes foram realizadas por estudantes aprovados em cursos superiores para 0s quais a
Matematica da educacdo basica é um dos pré-requisitos. Diante disso, e da analise das

respostas, somos induzidos a supor que o0s estudantes erraram ou a deixaram em branco por
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ndo compreenderem o seu enunciado. Ou seja, podemos inferir que esses estudantes ndo tém
o0 entendimento do que signifique o termo “fatorar”.

Como evidéncia dessa suposicdo, temos quatro registros em que 0s participantes
igualaram a expressao a zero, transformando-a numa equacéo e depois tentaram achar uma
solucéo para x. O protocolo a seguir traz esse procedimento nos dois itens da questdo. O autor
do protocolo destacado, o estudante Phi, ndo havia apresentado dificuldades na resolucdo do
teste até esta questdo, pois tinha acertado todos os itens anteriores, exceto a letra h) da

Questdo 2, que foi deixada em branco.

Figura 24 — PT36QsPhi

5. Fatore:
a) 4X2 -3X = ‘J\ x'i 5 7’,/ = 2 ¥ - 'fw - ): ;757'

/i1 |
b) 3y* +3y2 - 6 = 3y" s By el

Fonte: relatorio da pesquisa.

A solucdo da letra b) exige um processo mais elaborado de fatoracdo, gradativo e
exige também a identificacio de um produto notavel, como se pode verificar no

desenvolvimento:

3y* +3y? — 6=3(y* +y* - 2) = (by)
30 +y*+2y+2) (v - D) =30*DE*+2) (b)

Pode ser que essa exigéncia seja a justificativa para o fato de ndo termos encontrado
nenhuma resolucdo que apresentasse uma das fatoracdes da linha (b,) acima. Somente um
protocolo exibiu a fatoracdo final, mas eliminou o 3 que é colocado em evidéncia como em
(b;1) desde o inicio da resolucdo. Sete solugdes fizeram o primeiro passo mostrado em (b,),
mas ndo avancaram. Novamente, quatro resolveram como se fosse uma equagdo, como na
Figura 24. Quatro colocaram o y em evidéncia, dois colocaram o y2 e mais dois colocaram o
3y2. Trés interpretaram a questdo como um exercicio em que deveriam efetuar as operacoes
indicadas. Em um deles, destacamos o protocolo da Figura 25, na qual se observa, nos dois

itens em que o estudante, na tentativa de resolucdo, efetua operagdes com os termos.



103

J& na letra a) ele coloca 16x como resultado da operacdo 4x2 e em seguida subtrai 3x,
resultando ao final 13x. Percebemos na resolucéo que o estudante eleva ao quadrado somente
o0 coeficiente, desprezando que o quadrado € da incognita. Temos aqui a constituicdo de um
teorema em acdo, pois 0 mesmo processo é realizado no item seguinte em que, como
resultado de 3y* temos 27y e para 3y? temos 9y.

Figura 25 — PT24Q5Mi

5. Fatore:
? : o A
a) 4x2 -3x = (6 X -3X = | & /,
by3y* +3y2— 6= 7 y1 Jy -6 = 30V 1/

Fonte: relatorio da pesquisa.

Questao 06

A resolucdo de equacgdes contendo radicais € 0 assunto dessa questdo com dois itens,
letras a) e b). O método tradicional de resolucdo desse tipo de equacgdo eleva os dois membros
da igualdade ao quadrado para eliminacdo do radical. Em seguida, passa-se a resolucdo de
uma equacao do segundo grau que é o objeto de nossa analise.

Esse topico pode ser encontrado no Curriculo em Movimento da Educacdo Bésica da
Secretaria de Estado de Educagdo do Distrito Federal, SEEDF, no documento com as
diretrizes curriculares para o ensino da Matematica na Educacdo Fundamental Anos Finais,
mais especificamente, no 9° ano (DISTRITO FEDERAL, 2013, p. 96).

Essa pode ser considerada como uma das matérias classicas do ensino da Matematica
escolar. Ao lado de temas como a manipulacdo de expressdes algébricas e elementos de
fungdes, ela é classificada como um dos conceitos fundamentais de um curriculo da Educagéo
Basica (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009), ndo importando tempo ou lugar. Um dos
motivos para ter alcangado essa posi¢do de destaque € a variedade de situagGes-problema da
Geometria e de fenbmenos fisicos do cotidiano de diferentes areas que podem ser modelados
por meio de uma equacdo do segundo grau. Saber identificar uma equacgéo do segundo grau e
achar uma possivel solugdo é uma das competéncias exigidas de estudantes que concluem o

Ensino Fundamental.
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Genericamente falando, uma equacdo do segundo grau pode ser resolvida
graficamente, ou através de uma técnica algébrica apropriada. Independentemente do modo
usado para resolvé-la, exigira o uso de procedimentos e conceitos aprendidos anteriormente.
Enunciado
6. Resolva as equacdes:

a) 2 + x =3vx
b) Vx(Vx +1) = 12
A seguir apresentamos uma possivel forma de resolucéo dos dois itens.
8) (2+x2= @30’
4 +4x + x2=9x
X2-5x+4=0

Uma vez que a soma das raizes é 5 e o produto 4, o conjunto-solucdo da equagdo é

{1,4}. Nessa secdo, serdo apresentados os resultados produzidos pelo grupo de estudantes e,

em seguida, sera feita uma andlise qualitativa desses resultados.

b) Vx(Vx +1)=12.
X ++/x = 12, ou seja, vx =12 —x. Ou ainda, (vx)?= (12 — x)2
X =144 — 24x + x2 .
Assim, a equacdo do segundo grau a ser resolvida é: x2 -25x +144, cujas raizes sdo 9 e
16. Porém, 16 ndo satisfaz a equacdo inicial. Com isso, o conjunto solucdo sera: {9}.

Conteudos envolvidos: fatoracédo de expressdes algébricas

Nivel da questéo: Ensino Fundamental

Tabela 13 — Resultados da Questéo 6

a) 5 10 35
b) 5 8 37

Fonte: relatorio da pesquisa.

Em “Outras Resolugdes” foram incluidas as solugdes parciais que eliminaram a raiz

quadrada e chegaram até a montagem de uma equacgdo do segundo grau, mas pararam nesse
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ponto, ou cometeram algum erro a partir dai, bem como as outras tentativas de resolugdo sem
sucesso.

Observamos que a maioria tentou resolver a questdo. Isso pode ser confirmado pelo
baixo nimero de estudantes, 5 (cinco) que deixou em branco os itens a) e b) a0 mesmo tempo.
Um total de 10 sujeitos (20% do grupo) acertou ou o item a) ou o item b. Desses, somente trés
acertaram os dois itens.

Entre os que acertaram a letra a), todas as resolucdes seguiram o método tradicional de
desenvolvimento em que se eleva os dois lados ao quadrado para se eliminar o radical. Em
seguida, passa-se a resolucdo de uma equacdo do segundo grau. Muitos ndo se preocuparam
em verificar a validade das raizes. Esse fato ndo chega a ser um erro grave no contexto deste
diagnostico.

Ainda no item a), notamos que a maioria das produc¢des foram tentativas frustradas de
resolucédo das equacgdes propostas. Em 30 desses casos, tivemos em 25 deles (a metade dos
registros totais e 83% dos que tentaram) um desenvolvimento em que a variavel x € isolada,
entretanto ndo conseguiram avancar como no exemplo abaixo da Figura 26 em que o

estudante usou o mesmo procedimento nos dois itens.

Figura 26 — PT33Q¢Zeta

'6. Resolvaias equagtes;

BY Wl +1)=12 4 ¥ 4 X = 123 Xz )& = ¥

Fonte: relatorio da pesquisa.

As producoes desse tipo revelam a intencéo dos estudantes de usarem o0 mecanismo de
isolarem de um lado da equagdo os termos com a incdgnita e, do outro lado, os termos
independentes de x. Percebemos, a partir do numero alto de dificuldades nessa questdo, e da

quantidade de registros que ndo avancaram, que a raiz quadrada parece ser um empecilho,
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uma vez que, em algumas produgdes, ela foi ignorada ou simplesmente eliminada como nos
dois exemplos das Figuras 27 e 28.

Esses registros apontam que tal mecanismo de resolucdo de uma equacdo constituiu-se
em um obstaculo didatico para o desenvolvimento da questdo, por ter sido fruto de uma
metodologia comumente praticada em sala de aula. Porém, por estar ligado ao conhecimento
que o estudante construiu de que, ao se deparar com uma equacgédo, de qualquer tipo, ele
deverd isolar de um lado termos dependentes e de outros termos independentes, pode ser
também considerado como um obstaculo epistemoldgico que levard a erros, como 0s
apresentados (IGLIORI, 2002; IGLIORI, 2015; JOB; SCHNEIDER, 2014; PAIS, 2015;
REZENDE, 2003). Do ponto de vista da TCC de Vergnaud (2009), esses procedimentos
podem se caracterizar como teoremas em acdo falsos que sdo mobilizados na tentativa de
resolucdo de uma atividade matematica. Para tanto, necessita-se de uma investigacdo mais
profunda com o uso de mais resolucdes dos estudantes em situagdes matematicas envolvendo

0 procedimento em questao.

Figura 27 — PT09QsSigma

Fonte: relatério da pesquisa.
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Figura 28 — PT16QsOmega

Fonte: relatorio da pesquisa.

Ainda destacamos, com relacdo aos dois itens, que entre aqueles que chegaram a uma
equacdo do segundo grau, somente um chegou a equagdo esperada na letra b), porém néo a
resolveu. Com relagdo a solucdo do item b), a maior parte dos registros nao trouxe nada além
do isolamento mencionado e ilustrado na Figura 26. Nesse item, a questdo tem duas raizes
quadradas na equacao.

O método usual de resolucdo do item b) nas produgdes foi 0 mesmo da letra a), mas
nesse item uma das respostas da equagdo do segundo grau, o numero 16, deveria ser
eliminado da solucéo final por ndo satisfazer a equacdo inicial, o que nédo foi feito pelo Gnico
participante que a resolveu pelo método tradicional de uso da férmula para as raizes.

Na solucéo feita anteriormente do item b), apds o uso da operacéo distributiva e, antes
de elevar ao quadrado, trés sujeitos notaram que estava sendo procurado um ndmero que
somado a sua raiz quadrada resultasse em 12, ou seja, deseja-se achar “x” tal que x + Vx =
12. Esses sujeitos deram o resultado a partir dessa constatacdo. Para justificar, um deles
deixou a conta verificando o resultado (Figura 28), outro escreveu que “usou a logica” e o
ultimo registrou que a resolugdo foi “por observagdo”. Por fim, os dois Gltimos protocolos
evidenciam erros comuns na elevacdo ao quadrado de ambos os membros com problemas no

desenvolvimento do quadrado de uma soma.
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Figura 29 — PT01QsTheta

b) v (vx +1)=12

Fonte: relatorio da pesquisa.

O numero de acertos nos dois itens foi muito baixo, apenas trés dos 50 totais. Temos,
portanto, uma confirmacdo de uma dificuldade comum a muitos estudantes ingressantes que é
a existéncia de lacunas na aprendizagem de resolucdo de equacdes que envolvam raizes.

Esse fato é confirmado por meio do alto nimero de registros de estudantes que usaram
a técnica de isolar o termo com o x de um lado da equacdo, mas nao avancaram. Eles tentam
resolver como se fosse uma equacéo linear com uma variavel, mas ndo conseguem continuar,
uma vez que a técnica ndo funciona quando se tem uma raiz quadrada na equacao.

Em algumas producdes, foram encontradas respostas com resultados negativos como
solugdes para as equagdes, como, por exemplo, na Figura 28, o que pode ser uma evidéncia de
dificuldades desses estudantes com a raiz quadrada, ou ainda, mais genericamente, em
operacdes com 0s numeros reais. Como consequéncia, por exemplo, no futuro ndo poderdo
compreender ou resolver questbes de Calculo em que aparecam raizes quadradas, se essa
dificuldade néo for superada.

Entre os objetivos listados no Curriculo em Movimento da SEEDF temos o
“Raciocinar, [...]” e “Estimular o pensamento logico e a capacidade de abstragdo da
linguagem matematica a solugédo de problemas do cotidiano”. (DISTRITO FEDERAL, 2013,
p. 96). Apesar de a questdo estar dissociada de uma situacdo-problema do cotidiano,
verificamos que esse objetivo, associado ao desenvolvimento do pensamento algébrico, néo
tem sido atingido. Isso porque, na resolugdo da equagdo do item b), somente trés sujeitos
notaram 0 que se estava procurando e deram a resposta sem precisar de fazer qualquer
operacdo algébrica. Aqui detectamos a falta de senso critico e de intuigdo nas resolucdes.

Nesse sentido, Polya (1995) recomenda que, ao final de resolugdo de um problema
matematico, sejam feitos retrospectos que considerem uma revisdo e discussao dos processos
e solucbes obtidas. Para Skovsmose (2009), essa questdo esta ligada aos métodos tradicionais
de ensino da Matematica que inibem reflexdes sobre o conhecimento, pois o foco da sala de

aula esta no trabalho docente que determina e conduz as acoes.
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Nenhum dos participantes registrou a intencdo de usar um mecanismo geométrico para
a resolucdo da equacdo do segundo grau. Somente uma produgdo resolveu um dos itens
observando os coeficientes da equacao e aplicou a informacéo de se ter a soma e o0 produto
das raizes para encontrar a solucdo. Por que no ensino de resolucdo de equacbes ndo €

incentivado entre os estudantes explorarem a solugdo grafica antes da introducéo de formulas?

Questao 07

O estudo das Funcgdes inicia-se na Educacdo Basica, vai sendo ampliado através dos
anos seguintes e é aprofundado nos trés anos do Ensino Médio. No Curriculo em Movimento
da SEEDF, o termo “Fungdes” ocorre pela primeira vez nos conteidos de Matematica para o
9° ano do Ensino Fundamental como “Fungoes do 1° e 2° grau” (DISTRITO FEDERAL,
2013, p. 96). O assunto surge em conexao com a resolucdo de equacdes, com o estudo de
gréficos, de situacGes-problema em Estatistica, Trigonometria, Fisica, entre outros.

Assim, fica a cargo do Ensino Médio a continuacdo, o aprofundamento e a extensao
desse estudo com a apresentacdo dos outros tipos de fungdes. E um contetido fundamental
para a Algebra, para o Célculo e para as outras ciéncias porque a partir delas é possivel a
modelagem de fenémenos que ocorrem na natureza (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009).

Para o Célculo, a Funcdo é o conceito fundamental e a partir do qual o curso é
desenvolvido. Por isso, em geral, os livros de Calculo, dedicam um capitulo inicial ao seu
estudo, como, por exemplo, as obras de Avila (2003), Stewart (2011) e Thomas (2010).

Num primeiro curso de Calculo, espera-se que os estudantes tenham a habilidade de
reconhecer analitica e algebricamente as func¢des lineares dadas como gréaficos de equacdes de
retas e fungdes modulares, as fungbes quadraticas cujos graficos sdo parabolas, as funcdes
trigonométricas basicas (seno, cosseno e tangente) e as funcbes logaritmicas e exponenciais.
Enunciado
7. Calcule f(2 + h) para a fungao f(x) = x — x2.

Conteudos envolvidos: Funcdes de primeiro e de segundo grau, operacdes algébricas de
soma, subtragdo, potenciacao.

Nivel da questéo: Ensino Médio

A solucdo esperada é dada por:

f(2+h) = (2+h) - (2+h)2=2+h—-(4+4h+h?) =2+ h -4 -4h —h2=-2 -3h -h2,
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Tabela 14 — Resultados da Questéo 7

a) 11 3 36

Fonte: relatério da pesquisa.

Comparada a questdo anterior, vemos que houve um maior interesse dos estudantes em
resolver essa questdo, pois somente trés registros estavam em branco. Esse fato é justificavel
pelo nivel de dificuldade da questdo. Apesar disso, do total de 50 participantes, somente 11
(22%) conseguiram conclui-la adequadamente. Os outros (78%) apresentaram dificuldades na
resolucéo, o que nos surpreende, considerando que os respondentes sdo estudantes de Calculo.

A manipulacédo algébrica de uma funcdo quadratica, tal como a apresentada aqui nesse
exercicio, € uma atividade que surge no ensino de fun¢des, no Ensino Médio. Sua importancia
para nosso estudo se da pelo fato de ser um exercicio necessario na determinacdo da derivada
de uma funcdo pela definigdo usando Limites.

Essas dificuldades e obstaculos surgidos e manifestados, nas produc@es pelos erros
mais frequentes observados, foram categorizados em dois tipos: 0s erros conceituais e 0s
algébricos. Estamos chamando de erros conceituais aqueles em que foi verificada a falta de
entendimento ou conhecimento do conceito de funcdo, ou seja, quando sdo encontradas
dificuldades na prépria construcdo conceitual e representacional de uma funcdo no seu trato
algébrico.

Dificuldades conceituais e algébricas dessa natureza podem afetar o entendimento do
conceito algébrico de uma derivada de uma fungdo num ponto de seu dominio (TALL, 1993)
como veremos nas proximas sec@es deste capitulo. O erro algébrico foi considerado como
aquele em que se evidenciou a ocorréncia de erros procedimentais referentes ao trato
algébrico das expressoes.

As consideragdes deste paragrafo sdo parte de um artigo escrito pela pesquisadora em
colaboracdo com seu orientador e de outra pesquisadora de Educacdo Matematica da
Universidade de Brasilia. O artigo foi apresentado no 1° Simpdsio Latino-Americano de
Didatica da Matematica ocorrido em novembro de 2016, em Bonito, Mato Grosso do Sul e
publicado em seus anais (DORR; MUNIZ; PINA NEVES, 2016).
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5.2.3 Registros com erros conceituais e algébricos
Exemplificamos os erros conceituais por meio das seguintes resolugdes, conforme as

Figuras 29 e 30 apresentadas a seguir.

Figura 30 — PT24Q;Mi

7. Calcule f(2 + h) para a fungao f(x) = x - X2,

Fonte: relatorio da pesquisa.

Figura 31 - PT37Q;Tau

7. Calcule f(2 + h) para a fungéo f{(x) = x — x*.

Fonte: relatorio da pesquisa.

Esses registros apontam que tal mecanismo de resolugdo de uma equacao constituiu-se
em um obstaculo didatico para o desenvolvimento da questdo por ter sido fruto de uma
metodologia comumente praticada em sala de aula. Porém, por estar ligado ao conhecimento
que o estudante construiu de que, ao se deparar com uma equacgédo, de qualquer tipo, ele

devera isolar de um lado termos dependentes e de outros termos independentes, pode ser
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também considerado como um obstaculo epistemoldgico que levara a erros, como 0s
apresentados.

Os dois protocolos seguintes evidenciam a situacdo em que 0s estudantes tém o
conceito de funcdo, porém incorrem em erros algébricos comuns do uso da distributividade
em presenca de um sinal negativo antes da expressao ou na resolucdo do quadrado de uma

soma escrita como soma dos quadrados (COXFORD et al, 1995).

Figura 32 — PT44Q;Upsilon

7. Calcule f(2 + h) para a fung@o f(x) = x - x* .

Fonte: relatorio da pesquisa.

Figura 33 - PT38Q;Eta
7. Calcule f(2 + h) para a fung&o f(x) = x — x* .

Fonte: relatorio da pesquisa.

Algumas resolucgdes apresentaram procedimentos onde ocorreu uma combinacdo das
duas dificuldades algébricas. Nelas aparecem erro no uso da propriedade distributiva bem

como no desenvolvimento de (2+h)?, como no exemplo mostrado pela Figura 33 a seguir:
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Figura 34 — PT43Q,Chi

7. Calcule f(2 + h) para a fungdo f(x) = x = x*.

Fonte: relatorio da pesquisa.

Os protocolos das figuras 30 e 34 apresentam outro fendmeno observado nas
producdes. Ele diz respeito ao costume de se calcular o valor da fungdo usando sempre a
varidvel x. A questdo proposta, inicialmente solicitava que se calculasse f(2+h) e, por isso, a
resposta final deve ser uma funcdo da varidvel h. As duas produces citadas ndo dispensam o
uso de f(x). Do mesmo modo, outros cinco protocolos mantiveram o resultado f(x) até o final.

Desta forma, essas producdes sinalizam que o conceito de funcdo ndo estad adequado
para a aprendizagem do Calculo, tendo de ser remobilizado desde o inicio, voltando a nocao
de varidvel independente. Elas revelam a falta de compreensdo da distincdo entre varavel
independente e variavel dependente, isto é, a falta de conceitos e representacGes para o estudo
de funcdes, o que é essencial para o estudo de Calculo. Erros algébricos dessa natureza podem
ser observados por professores de Matematica que lecionam a partir dos anos finais do Ensino
Fundamental. Os erros destacados aqui nesse trabalho séo citados no livro de Coxford et al.
(1995) no capitulo que trata dos erros mais comuns em Algebra.

Novamente, 0s registros das questdes 6 e 7 produzidos nos levam a identificar a
presenca de obstaculos didaticos tanto quanto epistemoldgicos, revelando conhecimento
algébrico errbneo, cuja producdo matematica é calcada em malabarismos incompletos e
falsos. Isso evidencia pouca compreensao por parte dos alunos dos significados das operacoes
algébricas realizadas, ndo apoiadas em definicdes e nem em propriedades, que sdo objetos de

ensino e aprendizagens nos anos finais do Ensino Fundamental.

Questao 08
As funcdes compostas sdao uma parte do estudo de funcBes que exigem dos estudantes

0 entendimento e a identificacdo das leis de formacdo de cada funcdo componente da
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composi¢do. Além disso, também requer habilidades manipulativas na construcdo da fungéo
composta a partir de uma ou mais funcbes. Por serem funcbes especiais, sua regra de
derivacdo tem nome proprio e € chamada a Regra da Cadeia.

Enunciado
X
8. Encontre fogoh se f(x) = —— g(x) = x1% e h(x)=x+3.

Conteados envolvidos: Fungbes compostas; potenciagéo, divisdo; soma.

Nivel da questdo: Ensino Médio

Tabela 15 — Resultados da Questéo 8

12 24 14

Fonte: relat6rio da pesquisa.

Durante a resolucdo do pré-teste, foram constatadas algumas ddvidas com relacéo ao
enunciado desta questdo. Sendo assim, a pesquisadora esclareceu oralmente e escreveu no
quadro o que se pretendia com a escrita fogoh, pois a formulagdo néo foi entendida por parte
dos alunos. Ou seja, foi solicitado que substituissem “f bola g bola h” por “f bola g de h de x.
Em simbolos, foi pedido que escrevessem fogoh(x) = f(g(h(x))) em lugar de fogoh.

O tipo dessa questdo ndo favorece resolucdes diferenciadas ou alternativas. Por isso, a
maior parte das doze solucdes consideradas pertinentes seguiu 0 caminho apresentado a

sequir:
fle(h(x))) = fg(x+3)=f(x +3)'°) =
Primeiramente resolve-se a funcdo mais interna da composi¢do g(x+3) e por fim,

calcula-se f{(x + 3)°).

Nas manipulagdes elaboradas nas resolucGes, selecionamos dois grupos o0s quais seréo

(x+3)1°
(x+3)10+1

apontados a seguir.

No primeiro grupo, ilustrado pelo protocolo da Figura 34, encontramos uma resolucéo
em que o resultado final é apresentado corretamente num primeiro passo, porém é feito o
cancelamento do termo (x + 3)° do numerador com o do denominador, resultando 1

dividido por um. Seguiram o mesmo caminho outros trés protocolos, dois com resposta 1
. 1 . . .
como na Figura 26 e um com resposta > Ou seja, percebe-se 0 entendimento do conceito da

funcdo composta, porém comete erros no processo algébrico da simplificacao.
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Figura 35 — PT40QgNi

8. Encontre fogoh se f(x) = x—_t-i- gp)=x19% e h(x) =x + 3.
9(( glh@) )23 -1 =y
(2384 L Je =

Fonte: relatorio da pesquisa.

Mais uma vez, de forma reincidente, verificamos a dificuldade comum entre 0s
estudantes na diferenciacdo entre uma situacdo aditiva de uma multiplicativa, o que nos
remete, necessariamente, as construcdes de aprendizagens essencialmente do 8° ano do

Ensino Fundamental.

Apesar de ndo ser um produto de fungbes, a notacdo (fogoh)(x) pode sugerir um
produto de func¢des. Nessa linha, tivemos quatro resolugdes, das quais exibimos uma delas na
Figura 36.

Figura 36 — PT35QgRho

P
8. Encontre fogoh se f{x) = —, g(x) = x0eh(x)=x+3.
//
‘ ( /'/,’ o
ﬁ,’;r L/l/- | x 5! -(X+3)J>

X +1

[ 1 o )
- (% ¥y J sl o " |
’ — X7+ 3!

Fonte: relatério da pesquisa.

O protocolo mostra um desenvolvimento com o uso do produto das fungdes f, g e h

como resultado para fogoh(x).

Questdes 9 e 10
Ao finalizar a apresentacdo e analise dos itens do Pre-teste e devido a opgédo pela
énfase nos aspectos algébricos das resolucdes, para as questdes 9 e 10 finais, somente

apresentaremos os resultados e informacg0es gerais das respostas numa mesma tabela (Tabela
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16), sem incluir comentarios ou analises mais elaboradas. Ademais, sdo questdes objetivas e
juntamente com a questdo de nimero dois ndo sao apropriadas para as analises.

Ambas as questdes sdo de nivel dificil. A questdo nove envolve comparacéo de senos e
cossenos usando argumentos em graus e radianos. A questdo dez exige o conhecimento das
fungdes trigonométricas, bem como os valores dos arcos conhecidos como fundamentais.
Nenhum dos participantes acertou um dos dois itens e tivemos 5 protocolos com os dois itens
em branco.

Questao 09
Enunciado
9. Dadas as desigualdades
l) sen2 > sen3
II) senl > sen30°
[II) cos2 > cos3
é correto afirmar que:
a) todas sao verdadeiras.
b) todas séao falsas.
c) somente | e Il sédo verdadeiras.
d) somente Il e Il s&o verdadeiras.
e) somente | e Il sdo verdadeiras.
Fonte: https://brainly.com.br/tarefa/6165682
Conteudos envolvidos: desigualdades, funcbes trigonométricas, céalculo de valores das
fungdes trigonométricas fundamentais.

Nivel da questdo: Ensino Médio

Questao 10
Enunciado
10. Na figura a seguir, o triangulo ABC é equilatero de lado | e ABDE e AFGC

sdo quadrados. Expresse a distancia DG em funcao de |I.
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Fonte: http://material.descomplica.com.br/matematica/Listadeexercicios-matematical-trigonometria-
linhas-trigonometricas-funcoes-graficos-10-11-2016.pdf

Conteados envolvidos: tridngulos, distancia entre dois pontos, trigonometria.
Nivel da questdo: Ensino Médio

Tabela 16 — Resultados Questbes 09 e 10

09 01 22 27
10 0 22 28

Fonte: relatorio da pesquisa.

E surpreendente o baixissimo indice de acerto nessas questdes de Geometria,
sobretudo na ultima, numero 10, em que a visualizacdo geométrica faz parte da
problematizacdo. Sera que a figura associada a questdo serviu como um obstéaculo a tentativa
de resolucdo? Sera que no Ensino Médio as aprendizagens de Geometria e Trigonometria
ficam arraigadas aos célculos de areas e volumes e aos procedimentos algébricos associados a
esses calculos?

Em suma, da mesma forma que em relacdo aos conteudos e processos algébricos, 0s
resultados da tabela acima sinalizam que os estudantes ingressantes tém lacunas em conceitos
e procedimentos geométricos. De fato, os fendmenos aqui descritos ndo sao inéditos. Em um
prefacio de 2003, de seu conhecido livro “Calculo das fun¢des de uma variavel”, Volume 1, o

Professor Geraldo Avila escreve

Quando esse texto foi escrito, hd mais de duas décadas, os estudantes
chegavam ao Ensino Superior com graves deficiéncias de formagao basica,
dai a necessidade da inclusdo de topicos do Ensino Médio, como nocdes de
Geometria Analitica, fungdes - particularmente o logaritmo e a exponencial
— e Trigonometria. Infelizmente, a situacdo ndo melhorou, desde, pelo
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menos, 1968, ano que marca o inicio da grande expansdo do Ensino
Superior. (AVILA, 2003)

A Tabela 17, apresentada a seguir, resume 0s resultados gerais, em porcentagens, de

todas as questdes do pré-teste. Nela foram destacados, em todas as colunas, em azul os trés

maiores indices e os dois menores em amarelo, conforme a legenda.

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10

Tabela 17 — Resultados Gerais do Pré-teste

80,25
81,75
[t
42,00
19,00
10,00
22,00
24,00
2,00
0,00

2,75
2,00
7,00
23,00
44,00
18,00
6,00
48,00
44,00
44,00

17,00
16,25
21,67
35,00
37,00
72,00
72,00
28,00
54,00
56,00

Fonte: relatorio da pesquisa.

Legenda: ]

5.2.5 Sintese das analises

Maiores frequéncias ] Menores frequéncias.

Os dados gerais indicam que a maior quantidade de acertos ocorreu nas trés primeiras

questBes que abordaram operagdes basicas no conjunto dos nimeros reais. Esse resultado é

um bom indicio, apesar dos problemas pontuais nas resolugdes com valor absoluto, fragGes e

potenciacao.

O maior nimero de registros em branco aconteceu nas trés questdes finais, mas como

ndo estamos considerando os temas das questdes nove e dez, temos as questdes quatro, seis e

oito que foram destacadas. Seus temas sdo a simplificacdo de expressdes algébricas, a

resolucdo de equacBes e fungdes compostas, respectivamente. Das trés, o maior nimero de

brancos ocorreu no calculo da fungdo composta da questdo oito. O maior nimero de

insucessos ocorreu nos procedimentos apresentados para as questdes seis, sete e 0ito cujos

temas sdo equagdes e fungdes, respectivamente.
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Nesta secdo, fizemos analises de producgdes escritas de estudantes de Célculo que
estavam em situacdo de dificuldade de aprendizagem por terem tido insucesso no curso
anteriormente. Os autores desses registros, além de terem vivenciado o insucesso por pelo
menos uma vez, eram estudantes de graduacdo de cursos das areas das ciéncias exatas ou
tecnoldgicas e, por terem feito a opgdo por essas areas, supomos que ndo tiveram dificuldades
com a Matematica do Ensino Basico.

Os protocolos analisados evidenciaram dificuldades especificas dos estudantes no
tratamento algébrico e na formacdo de conceitos em temas matematicos ligados aos anos
finais do Ensino Fundamental. Os principais foram:

- operacBes com numeros e poténcias negativas das Figuras 11, 16, 17, 18, 21 e 22;
- operagdes com valor absoluto (Figura 9);

- operacgdes com fracdes (Figuras 14, 15 e 21);

- diferenciacdo entre as operacgdes de multiplicacdo e potenciacdo (Figura 12);

- ndo distincdo entre estruturas aditivas e multiplicativas (Figura 27).

Evidenciamos, também, dificuldades com o simbolismo algébrico e com o uso da
escrita matematica, como, por exemplo, aquelas evidenciadas pelas das Figuras 22, 23 e 36.

O ensino da Algebra é frequentemente pautado em um conjunto de procedimentos e
técnicas, muitos deles, sem significados para os alunos (PONTE; BRANCO; MATQS, 2009;
RIBEIRO; CURY, 2015). Isso acaba se refletindo nos usos que os estudantes fazem dos
simbolos matematicos, elementos essenciais para a expressao simplificada de operacdes.

Diante dessas dificuldades em contetdos e procedimentos basicos, levantamos alguns
questionamentos: até que ponto o professor de Célculo consegue assimilar a natureza dessas
dificuldades de seus alunos?

Ou ainda, como introduzir conceitos complexos como Limites e Derivadas que
requerem maturidade em processos algébricos e intuicdo matematica na resolucdo de
problemas se os estudantes ndo tém a conceitualizacdo de fun¢des? Como administrar essa
situacdo em um curto periodo de tempo de um semestre?

Em termos gerais, notamos ainda a auséncia de criatividade ou solugfes alternativas
nas resolugbes ou ainda falta de senso critico nas resolugdes. Destacamos também a
ocorréncia de teoremas em acdo falsos, bem como a reproducdo de processos matematicos
mecanicos, assimilados ao longo da escolarizacao basica.

Foram identificados obstaculos epistemoldgicos e didaticos a serem superados. Essa
distingdo foi feita especialmente nas questfes seis e sete que envolveram temas ligados

diretamente aos conteudos basilares do Calculo. Dificuldades no trabalho com Equaces e
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Funcdes podem gerar obstaculos a compreensdo de temas mais complexos e abstratos do
Calculo, como o estudo de Limites, como veremos na proxima segao.

Apesar de termos enfatizado nossas analises nos aspectos conceituais e procedimentais
algébricos, também pudemos verificar dificuldades em questdes de Geometria. Todas as
dificuldades algébricas e geométricas conceituais ou procedimentais, aqui apresentadas, sdo
essenciais as aprendizagens da Matematica do Ensino Superior, em especial, para o Célculo, e
podem se constituir como obstaculos a sua aprendizagem.

Finalmente, consideramos que o teste é limitado em certos aspectos e que, por esse
motivo, pode ser reformulado em seus enunciados e ampliado de modo a abranger outros
topicos importantes para a Matematica do Ensino Superior. Entre eles, temos as fungdes
logaritmicas e as exponenciais, ambas ndo comtempladas em nosso estudo. A proxima secao

apresenta andlise de producdes de estudantes de Calculo acerca dos Limites.
5.3 O Estudo de Limites: rupturas relativas as aprendizagens da educacéo bésica

Neste item, serdo apresentadas alguns dos registros escritos de estudantes em duas
atividades de Limites. Em ambas, verificavam-se as habilidades operatdrias dos estudantes em
calculos Limites de fungdes.

5.3.1 Anélise de Procedimentos na determinacdo de Limites de func¢des racionais
O Calculo de Limites é um dos contetdos da primeira prova de Célculo. Assim, a
atividade apresentada foi proposta no Grupo de Estudos antes dessa prova. Foi recomendado
aos participantes que fizessem as resolugdes em duplas. Por isso, nesta se¢do a identificagdo
dos registros sera feita usando as denominagdes D; em que i indica as duplas 1, 2, 3, e 4,
respectivamente. Retornando aos nossos objetivos, buscaremos identificar, nos procedimentos
dos protocolos apresentados, as dificuldades relacionadas a falta de dominio de temas
matematicos relativos ao Ensino Basico.
A primeira atividade a ser analisada ¢ a seguinte:
Questéo de Limites de Fung6es Racionais
Calcule o limite:
lim —X4 — 16
x>2 X—2
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A funcéo para a qual se quer calcular o Limite é uma funcéo racional, isto €, uma
funcdo que é quociente entre duas funcbes polinomiais. Esse exemplo é tipico do surgimento
de uma indeterminacdo do tipo 0/0 ao se tentar substituir o0 xpor 2 na expresséo que se deseja
calcular o Limite. Portanto, para o calculo do Limite, a solucdo deve eliminar tal
indeterminacéo.

Solucgéo 1

Fatora-se 0 numerador em dois passos para ser possivel a eliminacdo, por
cancelamento, do termo comum (x-2) no humerador e no denominador, retirando-se a
indeterminacdo e passando, por fim, ao calculo do Limite como mostrado na resolugédo

a sequir:

4 2 2
. x*-16 _ .. (x*—4)(x“+4)
oy Sy =M™ =

(x=2)(x+2)(x%+4) _

lim,_,, —
lim,_,(x +2)(x* +4) = (2 +2)(22 + 4) = 32.

Solucéo 2

Faz-se uma divisdo de polindmios. A divisdo entre os polindémios (x* —16) e
(x — 2) é exata e tem como quociente o polindmio (x3 + 2x2 + 4x + 8). Uma

resolucédo desse tipo é exemplificada na Figura 36 seguinte pela dupla D;.
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Figura 37 — Resolucéo da dupla D;

Calcule o limite

. x*—-16
1m
x=2 X — 2
|
R Tl T
\/}‘ Co ¥ [\\[\J 3 2
B = X
- R, =+ \C
/

% S
= Mocen X4 U Y xR
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9
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Fonte: relatorio da pesquisa.

Em sua resolucgéo, essa questdo requer certa familiaridade com a fatoragcdo ou com a
divisdo de polinémios, além de habilidades algébricas envolvendo as operagdes de adicdo,
multiplicacdo e potenciacdo de numeros inteiros. Na primeira solugdo apresentada, sdo feitas
fatoracbes com emprego de duas expressbes de produtos notdveis que é objeto de
conhecimento do 8° do Ensino Fundamental.

A resolugdo da Figura 37 usa uma divisdo de polinémios. Como as opera¢Ges com
polindbmios séo tratadas somente no Ensino Médio (DISTRITO FEDERAL, 2013), a educacgéo

bésica valoriza os procedimentos com uso das fatoragfes, como na Solucdo 1 apresentada.
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Exemplificamos, a seguir, protocolos em que dificuldades nessas operaces conduziram a
insucessos nas resolucodes.

Figura 38 — Resolucéo da dupla D,

Calcule o limite

. x*—16
lim———
x-2 xX—2

T S N L0
%Zil —46&3&/,.‘7 U i 0L di. vpoelin@rrios
L X X°+ ¥
I (

o L= (X°+¥) :

0l ot TR Sl SR O T
16 e L=y i {O//
—

Fonte: relatorio da pesquisa.

No protocolo desta Figura 38, o procedimento de divisdo polinomial (x* — 16) por
(x - 2), é efetuado fazendo-se x* dividido por x, menos dividido por menos e finalmente,

16 dividido por dois, gerando o quociente (x3 + 8). O mesmo processo de calculo efetuado
pela dupla D, ocorreu em outro protocolo. Nele, a divisdo de polindmios é considerada como
uma divisdo em que cada elemento constituinte do dividendo é dividido pelo elemento
correspondente do polindmio divisor. Seguindo esse mecanismo de operacdo, se fosse
mantido o polinémio divisor (x — 2), mas trocando o polinémio do dividendo por outro
composto por trés ou mais termos, como seria feita a divisdo? E se a divisdo entre 0s termos
correspondentes ndo resultasse numa diviséo exata?

Tall e Schwarzenberger (1978), em referéncia ao trabalho sobre o processo cognitivo
da formac&o de conceitos matematicos em estudantes, chamam de conflitantes essas situacdes
em que o esquema criado pelo estudante ndo se mostra mais adequado. Provavelmente, esses
estudantes tém dificuldades no uso do algoritmo da divisdo de numeros reais, nédo
compreenderam, ou ndo lhes foram apresentadas as operagdes com polindmios no Ensino
Médio e, portanto, criam seus teoremas em ato, ou seja, uma proposicao tida como certa para

uma determinada situacdo (VERGNAUD, 2007). Ainda na resolucdo do mesmo item,
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apresentamos a producdo escrita da dupla D5 na ilustracdo da Figura 39, a seguir, em que

ocorrem problemas na fatoragéo.

Figura 39 — Resolucéo da dupla D3

4
lim :
x-2 X—2
o & WS
\\ — Ve
> 9 ek
»\D\l“(\, \ o _[\ J ( r.’L'T H)
Yol Y = - ——
Susen (2 2IGoA D) v (50 49y (x4 D
SN w’ R . —— T
J;,\Q
Suren (rj_-*—&*yd‘ s B4
>

Fonte: relatorio da pesquisa.

A fatoracdo de (x* —16)nesse registro é feita corretamente como produto de

(x* — 4)(x% + 4). Porém, na terceira linha, o bindmio (x% + 4) é fatorado como (x +

2)(x + 2) levando o resultado, apds o cancelamento, a (x + 2)3 que, no Limite para x

tendendo a 2, resulta em 64. Essa Ultima operacao, porém, pode ter sido apenas um deslize ou
falta de atencéo, isto &, um glissement cognitif. *

Curiosamente, a fatoragdo do produto notavel (a®b?) = (a-b)(a+b) é efetuada por
duas vezes corretamente, porém o caso (a2+b?), que nao € um produto notavel, é substituido
por (a+b)(a+b). Levando em conta que isso pode ter sido um equivoco por distragdo,
podemos também inferir que, uma possibilidade para esse Gltimo resultado seria a troca em
(a%-b?) = (a-b)(a+b) do sinal menos (-) pelo sinal de mais (+).

As férmulas de produtos notaveis ja trazem em seu nome sua importancia na

simplificacdo de célculos. Entretanto, por que decora-las? Em caso de inseguranga com as

* Expresso criada pelo Professor Cristiano Alberto Muniz para designar esse tipo de erro.
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férmulas, por que ndo fazer o desenvolvimento da multiplicacdo de bindmios para verificacdo
ou usar a diviséo de polindmios?

Da mesma forma que observamos no paragrafo anterior, esse tipo de procedimento
sugere que os estudantes estdo habituados a repeticdo de férmulas e processos e nao séo
levados a avaliarem criticamente suas producdes (POLYA, 1995). Em outra atividade, no
mesmo contexto de revisdo de conteldos para a primeira prova, foi proposto, novamente em

duplas, que se resolvesse a seguinte questdo que envolve célculos de Limites laterais.

5.3.2 Anélise de procedimentos na determinacgdo de Limites de uma funcéo dada por duas
expressoes

Questao de Limites Laterais

Seja f: R—*R dada por :

2x24+1, sex <1
f :{ax +1,
%) x+1, sex =21

onde a € um namero real.
a) Calcule os limites laterais no ponto x = 1.
b) Para que valoresde ao lim, _,; f(x)existe? Justifique.
c) Para os valores de a encontrados no item b) a funcédo é continua em x = 1?
Solucéo
a) Calculo do Limite lateral a esquerda de x =1:
lim f(x) = lima’x*+1= a*+1
x-1" x-1"
Caélculo do Limite lateral a direita de x =1:
lim, 1+ f(x)=lim_;-x+1=1+1=2.

b) O Limite lim, _, f(x) existira quando os Limites laterais & direita e a esquerda,
calculados no item a) forem iguais. Ou seja, quando a? + 1 = 2. Logo, a pode assumir

os valores 1 e -1.

c) Sim. A funcéo serd continua para os valores de a do item anterior, pois, nesses dois
casos, teremos valida a definicdo de continuidade da fungdo f(x) em x =1 verificada

por:

lim fQ) = lim f(x) = lim f(x) = f(1) = 2.
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Na resolucdo dessa questdo, além dos mecanismos algébricos de resolucdo, temos
envolvidos objetos de conhecimentos acerca da existéncia do Limite de uma fungéo e
continuidade em um ponto. Para a existéncia do Limite em um ponto, é estabelecido, pelo
teorema de existéncia de Limites, que a condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de
Limite em um ponto é que os Limites laterais existam e sejam iguais (AVILA, 2003).

Para finalizar a andlise de resolucdo de Limites, apresentamos a seguir um protocolo
com resolugdo dessa questdo, porém atentaremos para a solugdo apresentada pela dupla D4
dos itens a) e b).

Figura 40 — Resolucéo da dupla D4
) \#()Q) = {032\(,“( VAL X<

X +"{i WAL X, =4

N RRV/ve 2xRf = 2 2 ) 2
Y oS = oL - w2

\‘\V‘L:r-. X ,,,’._i = l—’i )
x4 o7

b) o2 g
o2 = a2 Oty \Quorole o Lo - £
2

Ol=
wov=Y4 (=4

Fonte: arquivo da pesquisa.

Para o célculo do Limite lateral a esquerda da letra a), na solucdo apresentada, foi
escolhida a funcdo adequadamente, mas na finalizacdo do célculo a2 1 +1 temos como
resultado 2 a2. Isso sugere ter sido decorréncia do célculo de 1 + 1 primeiramente, 0 que leva
a 2a2 como resposta desse Limite. Na producgdo dessa dupla ndo houve problemas no calculo
do Limite lateral a direita.

Nessa resolucdo, notamos dificuldades em operar com representacfes literais nas
expressoes algébricas. Os sujeitos priorizam, neste protocolo, o céalculo numérico (1+1),
desconectando o numero 1 coeficiente da parte literal a2.

Na letra b), a solucdo apresentada no protocolo da figura 40 sugere dominio da
condicdo de existéncia do Limite, a saber, que os dois Limites laterais a direita e a esquerda

sejam iguais. Entretanto, a dupla apresenta como solucdo da equacdo a2 =1, somente a
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possibilidade a = 1. Considerando que o enunciado diz ser a um numero real, porque -1 ndo
aparece como solugao?

Temos uma questdo cujo enfoque é a verificacdo de saberes de Limites e
Continuidade, mas que se apresenta aos estudantes com desafios quanto as dificuldades
associadas aos conteudos matematicos de resolugdo de uma equacgdo do tipo das que surgem
nos 7° e 8° anos do Ensino Fundamental. De fato, essas producdes sdo coerentes com nossas

analises das producdes do pré-teste na se¢do anterior.

5.3.3 Sintese das analises

Este item apresentou protocolos de estudantes de Calculo em exercicios de calculos de
Limites. Assim como na secdo anterior, 0s registros estudados ressaltam a ocorréncia de
dificuldades em contetdos matematicos basicos do Ensino Fundamental relacionados a
manipulacdo de estruturas algébricas usando simbolos. De acordo com Ponte, Branco e Matos
(2009), a inaptiddo no trabalho com expressdes algébricas é um indicio de problemas na
constituicdo de um pensamento algébrico.

De um lado, percebemos que os estudantes tém dominio de objetos teoricos
avancados, como a condicdo de existéncia de um Limite em um ponto (Figura 40), mas, por
outro lado, ndo avancam na compreensdo e resolucdo de operagdes algébricas basicas. Sera
que esses estudantes tém condicdes de prosseguir no estudo de fendmenos abstratos como a
determinacdo de Limites? Ou ainda, uma vez que ndo obtém éxitos nas resolucdes, até que
ponto o aluno que apresenta dificuldades nos procedimentos resolutivos, por imaturidade ou
despreparo, pode julgar-se equivocado quanto ao conceito de Limite?

O estudante ingressante no Ensino Superior, ao obter insucessos nas atividades de
determinacdo de Limites, devido aos procedimentos resolutivos errdneos no trato algébrico,
tera, por certo, desestabilizado seu processo de conceitualizagdo, mesmo que a construcéo
conceitual, aparentemente, esteja bem encaminhada. A formacdo de um conceito ndo ocorre
isoladamente, mas vinculada a outros conceitos (MOREIRA, 2002; FRANCHI, 2015;
VERGNAUD, 2007). Especificamente no caso de Limites, o processo de aprendizagem desse
campo conceitual esta ligado & conceitualizacdo de diferentes tipos de fungdes, habilidades
nas operacdes algebricas, representacdes graficas e simbdlicas, entre outros.

Nesse sentido, ndo podemos desconectar o processo de desenvolvimento conceitual do
procedimental, pois um da significado ao outro, um participa na estrutura formativa do outro.
Na proxima secdo, investigaremos registros escritos de estudantes de Célculo na construcdo

das aprendizagens das Derivadas.
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5.4 Derivadas: novos conceitos e procedimentos

Nas secOes anteriores, foram analisados protocolos de estudantes de Calculo
observando seus procedimentos mobilizados na resolucdo de atividades matematicas acerca
de funcdes, equacgdes e operacdes no conjunto dos nimeros reais e em Limites. As produgdes
escritas dos estudantes sdo um dos elementos centrais da investigacdo desta tese, por isso,
como fizemos nas secBes anteriores, apresentaremos resolucGes e calculos de derivadas em
que serdo examinadas algumas técnicas algebricas subjacentes as escritas no estudo do novo
conceito: a derivada de uma funcdo. A pesquisa estd centrada nos processos algébricos das
producBes, por isso ndo abordaremos o0s saberes relacionados a interpretagdo ou
conceitualizacdo das Derivadas.

O contexto do estudo das derivadas no Célculo abrange as muitas regras de derivacao
associadas as suas aplicacGes em situacdes-problema de diferentes areas. Dentro desse vasto
campo de assuntos e atividades, fizemos a opcdo por contemplar os tdpicos: célculo de
derivadas pela definicdo, as regras do quociente e da cadeia e, por fim, uma aplicacdo em
problemas de Otimizacdo. A escolha foi estabelecida a partir do material escrito disponivel e
dos objetivos propostos para a pesquisa.

Os registros, exemplificados nas sec¢Bes anteriores, sinalizam dificuldades em temas
que sdo basilares para a aprendizagem do Calculo. Vimos que essas dificuldades podem se
constituir em obstaculos a aprendizagem de Limites e impedem o seu avanco em atividades
de determinacéo do Limite de funcGes. Seguindo essa linha de estudo, esperamos, nesta secao,
complementar as anteriores através da apresentacdo de trés atividades que envolvem célculos
de derivadas.

Nesta secdo e nas seguintes, usaremos nomes proprios ficticios para nomear 0s

sujeitos participantes da pesquisa.

5.4.1 Produgdes de estudantes sobre calculos de Derivadas pela defini¢ao

No ensino de Derivadas, uma abordagem comum em sala de aula, e nos livros de
Célculo, é incentivar os aprendentes a determinarem derivadas usando a sua definicdo com
Limites antes de serem apresentadas as regras de derivacdo. Tal pratica metodoldgica
favorece a compreensdo do novo conceito, contribui para reforcar o significado geométrico da
derivada, para a importancia dos Limites e, sobretudo, leva o estudante a compreensao da
necessidade de se desenvolverem as técnicas de derivagdo j& que, para determinados tipos de

funcdes, os calculos de Limites podem ser extensos e complexos.
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Os dois primeiros protocolos apresentados nas Figuras 41 e 42, a seguir, sdo solucdes
de uma atividade proposta em abril de 2016 no GE. A atividade era a primeira de uma lista de
exercicios complementares envolvendo topicos de revisdo para a primeira prova. O enunciado
é o seguinte:

Questé&o de Determinacéo de Derivada pela Definigdo

1. Considere a funcio y = +/3—x.

a) Dé o conjunto que representa o seu dominio.

b) Usando a definicéo, calcule a sua derivada y'(x) em x = 0.

¢) Faca seu grafico.

Solucéo da letra a)

Para a funcdo ficar bem definida, devemos exigir que 3—x = 0. Ou seja, x < 3.
Logo, o dominio dessa funcéo é o conjunto {x € 9t : x < 3}.

Solucéo da letra b)

A partir da defini¢do de derivadas, temos que

J3—-(x+h)—v3—x
-0 h

h)— .
y+h)-y() _ lim . Fazendo h — 0, temos uma

Y (x) =limy o n

indeterminacdo do tipo 0/0 que neste caso, € eliminada pelo processo de racionalizagdo como

indicado:
/(X) —lim +3—(x+h)—/3—x (\/3—(x+h)+\/3—x)
y h -0 n J3-(Gcth)+/3-x

Fazendo a multiplicagdo do numerador resulta:

3—(x+h)—(3-x) _ ;. 3—-x—h—-3+x h

Y (i) Ao h (JaGeamnas)  hbh (a-Groheas)

Cancelando o “A” comum no numerador e denominador da Gltima expressao, elimina-se a

indeterminacgéo e passa-se ao Limite para h — 0, resultando:

reon 18 -1 -1
y () = lim, (J3-Gm+a—=z) 2V3-x

Fazendo x=0, temos o resultado esperado y'(0) = %

Outra possibilidade de resolucédo e fazer célculo solicitado usando a expressao y (0)

y(0+h)-y(0) _ li
- h -0 h

=limp, 1 lMp -0
Os passos para a resolucdo desse ultimo Limite compreendem manipulacfes

algébricas um pouco mais simples, mas semelhantes as anteriores. A funcdo y(x) dessa

atividade é composta por uma raiz quadrada. Como ja pudemos verificar pelos resultados do
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pré-teste, esse € um dos temas componentes dos anos finais do Ensino Fundamental em que

o0s estudantes tém dificuldades na compreensdo e nos procedimentos em atividades que 0s

envolvam. Além da raiz, a funcdo que forma o radicando (3-x) é apresentada com a variavel

dependente x na segunda posicdo e seguida por um sinal de menos.

Tendo como interesse de nosso estudo o célculo de derivada da letra b), apresentamos,

a sequir, dois registros de estudantes relativos ao item da questdo proposta.

Figura 41 — Protocolo Derivada | - Xisto

LM

\ v”\/ :’,\"f o, J O a0 /
N 2. %Y
[ P 2 | ~( 2
0\ X \~L\'/ | L
) e =y , X
L'\ =0 = >0 -
I
s =0 | J— I T II
55 ( Y [ N L 1
L‘N "\( ’,J_/y.\.‘,\} 1 [ ]_7 (fi,f )'*j',
e M 3-(x#h) = 57X
A ey k)
W (A z-lxah) + 712
b 3 (=X o¥
h > = 77»' B g \
%) (‘Lé (/ 1% >/)
Jown  mx-3h-B-¥
R h(;r‘} (xcah) +7 )
\ -4 51} ks 8
! >0 \ ( ‘\ 71/”;7) 1 \/ 7

Fonte: relatorio da pesquisa.
Em sua tentativa de resolugéo, o estudante Xisto ndo adapta a defini¢do de derivada a

funcdo do exercicio, y (x), chamando-a de f{x). Esse procedimento, como se pode verificar,

n&o traz consequéncias graves para a resolugdo, mas mostra o costume de muitos de chamar
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qualquer funcéo de £ (x). Na primeira linha, é usada uma seta em lugar do sinal de igualdade,
mas depois substituida pelo sinal de igualdade nos outros passos.

O quociente w é calculado adequadamente, bem como o processo de

racionalizagéo para eliminar a indeterminagdo do tipo 0/0. Entretanto, na terceira linha da
resolucdo o mecanismo algébrico de calculo de -(3-x) falhou e foi substituido por -3-x,
gerando a impossibilidade de o estudante de concluir sua resolugdo. Observamos que, um
pequeno deslize como esse, compromete todos os calculos finais. llustramos a seguir mais um

registro escrito acerca da mesma atividade.

Figura 42 — Protocolo Derivada Il - Esmeralda

50@1@@& Ggeecpe de ootdo de xovirap
O Comeding a Au e af) Y= U‘ﬂ"“

_Lb,a =2 Wﬁ‘l"—”"i 4» ‘"(ﬁ—;/“-(b/ﬂjﬂ B N &{& el
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X< |
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Fonte: Relatério da pesquisa.

No momento em que essa atividade foi proposta ao GE, foi esclarecido aos estudantes

o significado do comando “Usando a definicéo, calcule a sua derivada y'(x) em x = 0”, isso
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se fez necessario porque, mesmo ndo sendo o primeiro contato dos participantes com o curso,
muitos ainda demonstraram ter dificuldades de entendimento do enunciado. O enunciado é
um texto matematico, contém jargdes da area e isso implica em necessidade de interpretacédo e
mobilizacdo de conceitos dos estudantes. Reforcamos o que queriamos porgue nosso objetivo
ndo era usar uma técnica de derivacdo, pois, até aquela etapa do curso, elas ainda ndo haviam
sido introduzidas.

As possiveis representacfes das formulas para o célculo da derivada pela definicéo
também foram explicadas. Isso justifica o fato da estudante Esmeralda (Figura 42) anotar duas
dessas expressfes, uma para £(a) e outra para £(x,) , além de registrar com a palavra “essa”
a formula escolhida por ela para resolver a questdo. Apesar de ter escolhido usar a primeira, a
estudante se confunde e acaba misturando as duas formulas por ter escrito na terceira linha
f(x) e, sem usar o conector de igualdade, escreveu a expresséo para £(a).

Em seus registros, podemos ver que suas dificuldades estdo relacionadas ao célculo do
valor f{a+h). Por outro lado, a estudante constrdi corretamente o conjugado do termo e ndo
avanca na solucdo. Como no registro anterior, é usado novamente f{x) e ndo y(x) para
denotar a funcdo considerada. Para concluir essa parte, verificamos que ambos responderam a

letra a) adequadamente.

5.4.2 Produgcdes de estudantes sobre calculos de Derivadas usando uma regra de derivagao

A tarefa de calcular derivadas é simplificada de modo pratico, rapido e eficaz por meio
do uso das regras de derivacdo. Num curso inicial de Célculo, sdo estudadas as regras basicas
de derivacdo. Séo elas: a regra de derivacao de fungdes do tipo x™, onde 7 é um namero real,
as regras da soma, do produto, do quociente e a Regra da Cadeia. Também estdo entre essas
as regras de derivacdo das fungdes trigonométricas e das fungdes exponencial e logaritmica.
Para os estudantes do Ensino Superior que fardo outras disciplinas matematicas ou alguma
disciplina de suas areas especificas que tém o Calculo como pré-requisito, é essencial que
saibam usar as técnicas de derivacao, pois elas surgirdo em diferentes contextos e aplicagdes.

Os dois protocolos, que serdo exibidos a seguir, sdo resolucoes de célculo da derivada
da funcdo da letra ¢) do exercicio 5 da Lista de Exercicios da Semana 09 (Anexo E) cujo
recorte contendo a atividade proposta é dada na Figura 43.

Questdo de Determinacéo de Derivada pela Regra do Quociente
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Figura 43 — Recorte da lista de exercicios da semana

5) Para cada uma das funcdes abaixo, determine os pontos criticos, classiﬁque—o,s’como
méximos ou minimos locais, quando for o caso, ¢ determine os intervalos onde [ é cres-
cente e decrescente. (veja Exemplo 1 do Texto 1)
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Fonte: Relatério da pesquisa.

Solucéo da letra c):

f(x)= (?—x+1)2(c=D— (P —x+D[2(x- 1]’

2x-DJ?
. _ (x-1)2(x-1)-2(x%-x+1) _ (2x—1)(x-1)— (x?-x+1)
fx)= [2(x—1)]? - 2(x—1)2
. _2x?-2x—x+1-x%4+x-1 _ x?-2x _ x(x—2)
[ = 2e-DF | RG-DP  RG-DF

O comando da atividade pede que se determinem o0s pontos criticos, e os intervalos de
crescimento e decrescimento da funcdo f(x), em cada item. Para responder a todas as
solicitacGes, o primeiro passo é o calculo da derivada de primeira ordem £(x).

Para o calculo de £(x), usa-se a regra de derivacdo do quociente e a derivacdo de uma
funcdo polinomial, uma vez que f{x) é uma funcéo racional (quociente de dois polindmios).
Na determinacdo da derivada das funcGes polinomiais componentes de f{x), estdo embutidas
outras regras de derivacdo basicas como as regras da soma, da diferenca e da multiplicagdo de
uma fung@o por um ndmero. Operacdes algébricas como fatoragdo e simplificacdo também
sdo necessarias na resolucdo deste item, apds a aplicacdo das regras de derivacdo. Nessas
operacOes, 0s estudantes devem mobilizar conteudos associados aos anos finais do Ensino

Fundamental.

Os dois protocolos que serdo mostrados a seguir estdo relacionados a solucdo desse
item.
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Figura 44 — Protocolo Derivada 111 - Pedro

Fonte: Relatdrio da pesquisa.

A resolucdo desse protocolo mostra o emprego adequado da regra de derivacao, tema
especifico do Calculo. O restante da resolucdo € composto por processos algébricos que o
estudante passa a fazer, mesmo sem a preocupacdo com a formalizacdo na escrita matematica,
como na segunda linha, em que é escrito somente o denominador do quociente em questao.

Ao serem questionados sobre essa pratica de eliminacdo de partes das expressoes, 0s
estudantes respondem que estdo somente praticando (“¢ um rascunho”) e acrescentam,
também, que sabem que escreveram sé uma parte da expressao, como verificado na linha
seguinte e garantem que na prova fardo do jeito certo. As derivadas do numerador sdo feitas
corretamente. O problema surge na simplificacdo da penaltima linha no momento em que,
antes de separar a fragdo em duas, Pedro simplifica o (x-7) riscado no numerador na terceira
linha com o (x-7) do denominador e risca 0 2 do expoente no denominador. Dessa
simplificagdo, resta no denominador o0 termo Z2(x-1) escrito como Zx -Z. Porém, esse
cancelamento é inadequado, uma vez que o termo (x“x+1) ndo pode ser fatorado em
poténcias de (x-1). Logo, ele ndo pode ser um fator comum do numerador.

Nota-se ainda que o 2 do numerador que multipla (x-1) desaparece quanto é feito o
“corte” ¢ ndo ¢ observado por Pedro que o quadrado da funcdo do numerador, 2(x-1),

também incluia o 2. Ainda sobre a mesma questdo, apresentamos o registro da Figura 45.
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Figura 45 — Protocolo Derivada IV - Artur
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Fonte: Relatorio da pesquisa.

O estudante Artur, da mesma forma que no protocolo anterior, usou a regra de
derivacdo corretamente, fez as simplificacGes devidas, porém, na segunda linha, escreveu o
quadrado de (2x-2) como 4x2-4. Mais uma vez, aqui, 0s dois estudantes demonstram ter
dificuldades em operagcfes com raizes quadradas. Na figura 45 podemos supor a ocorréncia de
um teorema em ato, muito comum em procedimentos algébricos, em que se estabelece que o

quadrado da diferenca é igual a diferenca dos quadrados (COXFORD et al, 1995).

5.4.3 Producdes de estudantes sobre a Regra da Cadeia

ApOs a primeira prova, momento em que 0s estudantes ja haviam trabalhado as
principais regras de derivacdo, foi apresentado ao grupo a atividade de aplicacdo da Regra da
Cadeia. A Regra da Cadeia € a regra de derivacdo para fungbes compostas e uma das mais
importantes e utilizadas (STEWART, 2011; THOMAS, 2009). Do ponto de vista tedrico, ela
é uma ferramenta prética para a construgdo das derivadas de fungdes invertiveis e para a
aplicacdo do igualmente importante método de integracdo da substituicdo ou mudanca de
variaveis, como também é conhecido.

A Regra da Cadeia (STEWART, 2011, p. 182)
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Se g for derivavel em x e f for derivavel em g(x), entdo a fungdo composta F= fog,
definida por F(x)=f(g(x)) ser& derivavel em x e F sera dada pelo produto F’(x) =
F(9(x))9°(x)

Na notacdo de Leibniz, se y=f(u) e u=g(x) forem funcGes derivaveis, entdo % :% %
Os protocolos que analisaremos a seguir sao solucdes da questdo:

Questdo de Regra da Cadeia
Seja f(x) = Z va? — x?, sendo ,a,b constantes e a,b > 0. Usando a Regra da

cadeia, calcule £(x).

Uma possivel solucdo é a ilustrada pelo registro do estudante Alan, mostrada na Figura
46. Uma alternativa a solucdo mostrada seria 0 uso direto da regra, fazendo a multiplicacéo
da derivada da funcéo de fora da composigio (v/u) aplicada na fungio de dentro (a2-x2) pela

derivada da funcéo de dentro (-2x).

Solucéo
Figura 46 — Derivada V - Alan
I J
£ e T ve ater
d
abocnll et B T W
d A v . = ~—aé - Zj\h\ 4 (—2.*)
v
Tt (-2x)
e N —————— ” = )‘ / _«
4 21;,3’_}'1' = ’%-_ 2 %
Valax?
R :
s BE TR
4 L

Fonte: Relatério da pesquisa.

Na resolugdo de Alan, as funcdes que formam a composicdo sdo identificadas e
nomeadas como u e v. O estudante usa esse procedimento para facilitar o uso da Regra da
Cadeia e a aplica devidamente, identificando em sua resolugdo as fungdes componentes e
aplicando a Regra da Cadeia para derivagao da funcdo composta f(x).

Os dois protocolos seguintes ilustram dificuldades que podem surgir na resolucdo de

uma questéo desse tipo.



Figura 47 — Derivada VI - Pietro

Fonte: Relatério da pesquisa.

O protocolo de Pietro apresenta uma resolucdo em que a derivada da funcéo de fora é
calculada, mas a derivada da funcéo de dentro (a®x?) é escrita como (Za-2x), mesmo sendo
informado que a e b sdo constantes no enunciado, o a foi considerado como uma variavel.
Das 22 resolucbes que foram selecionadas, sete delas fizeram esse mesmo procedimento de
derivarem tanto a quanto x na funcdo de dentro. Esses casos evidenciam dificuldades dos

estudantes com relacdo a diferenciagdo entre variaveis e constantes literais.

Para concluir, apresentamos ainda um registro em que podemos identificar
dificuldades no trato algébrico no uso da propriedade distributiva.

137
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Figura 48 — Derivada V11 - Agata
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Fonte: Relatdrio da pesquisa.

L b . x
Nessa derivacdo, a estudante faz constante (Z) vezes derivada da funcdo (Va? — x?).

Como a funcdo é composta, usa-se a regra da cadeia conforme o enunciado. Faz-se a derivada
da funcio do radicando (a%-x?), mas ela é posta como (0-x2). Notamos aqui que a estudante
registrou que a é constante, logo a derivada de a2 € zero, entretanto, ela ndo deriva 0 x2 e 0
repete.

Como no protocolo da Figura 48 anterior, a estudante aparentemente revela um
problema conceitual fundamental no computo de derivadas e que diz respeito a identificagéo e

distingdo entre uma constante e uma variavel, isso porque o processo algébrico do ultimo

passo indica que dentro dos parénteses € feita a multiplicacdo do zero vezes a fracéo =,

2v/a?—x

b
sobrando somente o -x2 da resposta vezes a constante — .
a
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Esse Gltimo procedimento € muito comum entre os estudantes e podemos verificar que

é consequéncia da falta do uso de um paréntese na penultima linha para indicar que (0-x2) esta

multiplicando o termo

1
2y a?-x*
Essa atividade de aplicacdo da Regra da Cadeia foi proposta aos estudantes do GE

, . . . . ~ b
apoOs a primeira prova. Isso porque o célculo da derivada da funcdo composta f(x) = -

Va2 — x2 ocorreu em um dos itens dessa primeira prova, dentro do contexto de uma situac&o-
problema. Contudo, na prova pedia-se que a sua derivada fosse calculada usando a definicdo
de derivadas com Limites. Foi um item considerado dificil pelos estudantes e que muitos
deles ndo conseguiram realizar completamente.

Apesar dessa proposta de atividade exigir o emprego da Regra da Cadeia, nosso

objetivo, ao propd-la, foi o de chamar a atencdo dos estudantes para o fato de que a fungéo

dada na prova era do mesmo tipo da questdo y = +/3—Xx que fez parte da lista de reviséo
aplicada ao GE dias antes da prova e foi analisada na secéo 5.4.1 deste capitulo.

Perguntados sobre o porqué de terem tido dificuldades com a funcéo f{x) da prova e a
. ) . b )
maioria deles disse ndo ter certeza sobre o fato de - ser uma constante. Ou seja, as constantes

a e b em lugar de nimeros, ou de uma variavel, foi o principal elemento de desestabilizacdo

na resolucéo.

5.4.4 Uma atividade pratica: o dilema da interpretacao

Com a intencdo de encorajar 0s estudantes ao estudo, tanto docentes quanto os autores
de livros didaticos tém frisado a importancia do uso das ferramentas do Célculo na resolugédo
de situacOes-problema reais nos mais variados campos do saber (LACHINI, 2001). Nossa
investigagdo priorizou a analise de atividades de resolugdo em que séo destacadas regras e
procedimentos, desconectados de contextos aplicados. Por isso, apresentamos uma questao de
calculo de derivadas dentro de uma situagdo-problema geomeétrica.

Né&o foi facil encontrar uma atividade pratica de algum participante do GE para ser
usada. Isso ocorreu porque o centro das atividades dos GE foram as necessidades dos
estudantes de praticarem e aprimorarem suas técnicas de resolucGes de exercicios a fim de se
sentirem mais seguros para as provas.

A questdo a seguir € um tipico problema de Otimizagdo. No contexto do Calculo,
otimizar significa achar o ponto de méaximo ou ponto de minimo de uma funcdo que é

chamada de funcdo-objetivo. Essa funcdo deve cumprir algumas condigfes que s&o
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estabelecidas pela situacdo-problema. Os problemas de Otimizacdo séo aplicagbes do uso das
derivadas na determinacdo dos pontos Otimos, ou seja, 0S pontos que maximizam ou
minimizam as fungdes-objetivo.

Na Figura 49 ¢ apresentada a questao de otimizacdo que consideraremos. Ela fez parte
de uma prova de Caélculo e a resolugdo € de uma estudante que participou do GE. Para a
resolucdo da letra a), sdo requeridos conhecimentos de topicos geométricos como a equagdo
de uma elipse, a area de um retangulo e a posicdo de pontos no plano cartesiano. Para
construcdo da funcéo area A(x), é necessario operar com a equacdo da elipse para isolar o
valor de y. A figura dada € auxiliar na montagem da funcéo area A(x).

Na letra b), calcula-se a derivada de primeira ordem da funcdo A(x), usando a Regra
da Cadeia para obtencdo dos pontos criticos. Este € um item independente dos outros, ja que a
expressdo de A(x) é disponibilizada no enunciado da letra a). Na letra c), tem-se um exercicio
de determinacdo de valores para a funcdo A(x) e esse calculo depende da solugdo encontrada

no item anterior.



Figura 49 — Derivada V1lI

141

4
{a) [0 ponte’ Mostre que A(z) = ga:\/Q — 2.

(b) 11,0 ponte] Determine os pontos criticos de A no inter-
valo (0,3).

(c) nopouts] Deterimine o valor de & que maximiza a area,
justificando sua resposta.

2) Para cada z € [0, 3], denote por A(z) a drea do retingulo que tem base no eixo Oz e

y’Z

seus dois vértices superiores na elipse — + T 1, conforme ilustra a figura abaixo.

9

()

[1,01 Solugdo: Do desenho, segue que Area = 22y, com » € (0,3) e y > 0 dado
2 3

i i
por = ~+ ¥oa 1, ou s¢ja,

9 4
2 22 Q e i
g . @ 9= 5y 4 P 4 ey 2 -
z—-l*g— = Uy —6(9‘—'1,) = y—‘\llg(g—;lrz}—vgvg—ﬂfz.

*
2

4 F?
Portanto, A(z) = ga:vﬁ) — ':1_;5.

5
s

b) [1,0] Solugao: A fungio A(z) é detivivel para @ € (0, 3). Desse modo, s6 hd ponto

eritico se A'(x) = 0 paraalgum z € (0,3). Por sua vez,
Al(z) = <EJ‘\/ 9— 12)/ :é (\/9 — g2+ ;(—‘Zz)) = —4—— (9 —227),
de modo que

9-22"=0 & o=

-

3
Como z € (0, 3), 0 tnico ponto critico é z = —=.
) V2

r\
Q
&

[L,0] Solugdo: O ponto que maximiza a drea ¢ dado pelo ponto de méximo global
da funciio- A(2). Como A(z) é definida ¢ continua no intervale fechado [0, 3], pode-
mos encontrar tal ponto comparaiido o valor da fungiio nos extremos do intervalo,
ou s¢ja, » =0 e x = 3, com o valor da fungéo 1o ponto critico encontrado acima.
Temos

A(0) ==0v/9—0% =0

| W

P b T2 o
2 T3RY \VE) T
A(3) = %3\/9 —F =0,

Desse modo, 0 ponto de maximo da fungdo A(z) é z = Logo. & drea & maxima

3
PATE T = —.
V2

3
ﬁ,

2

Fonte: relatorio da pesquisa.
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Questao de Otimizacdo com Solugéo esperada

A resolucdo ilustrada na Figura 50 foi realizada por uma estudante participante do GE
no semestre anterior a realizacdo da prova. Ela reprovou naquele semestre e quando a prova
aconteceu, a estudante, que sera chamada de Safira, fazia o curso pela terceira vez. Logo essa

producéo é a Unica neste trabalho que foi coletada apds a realizacdo da pesquisa de campo.

Figura 50 — Derivada IX - Safira

Tooot: \ﬁjf
Solugao:
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& e
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A(ﬂ* ’(—x d® X o . ,
| : s YCl Lf \‘f"
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AN G- x*
g ! \ i
7 Ae)= ©(9-x%) 2
M 3 s )
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et &
‘ MO | Y
' + i;),‘, =] ;(/i / 3
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7 ‘A _\\ / L
N 4 . g o Al B 9
\L) L/b\h V»T\'/[){,Q X _C~/ ,//‘]/( y eV | r"v’v/\"(‘"‘ i )j “f e A ";4

Fonte: relatorio da pesquisa.



143

O registro da solucdo de Safira mostra-nos que a estudante ndo executa a letra a). Do
ponto de vista de conteudos, se comparado com a letra b), o item a) € mais simples por
envolver o calculo da area de um retangulo, ou seja, um tema do Ensino Basico. Contudo,
Safira tem a técnica para resolver a letra b), mas sugere ter problemas de interpretacdo ou
dificuldades com os conceitos exigidos.

Por ter encontrado pequenas dificuldades nos procedimentos algébricos da letra b),
Safira ndo encontrou os pontos adequados para responder a letra c), ndo podendo conclui-la
corretamente, mas escreveu uma possivel solucdo, indicando que o valor escolhido satisfaz a
restricdo do problema que estabelece que x deve pertencer ao intervalo [0,3].

Apo6s a primeira prova, em um questionario de Avaliacdo Inicial (Apéndice B), no
item 2 foram explicitadas algumas dificuldades experimentadas nos estudos. Os estudantes
deveriam marcar aquelas correspondentes as suas respostas. A Ultima opc¢do era um espaco
em que podiam escrever outras dificuldades. Dos 27 respondentes, 12 expressaram, de
diferentes modos, ter dificuldades na interpretacéo, especialmente nos exercicios de aplicacéo.
Destacamos aqui duas dessas respostas:

Estudante Jade: Interpretacdo da linguagem matematica, bem como ndo entender
muito bem os enunciados, simbolos e por isso, ndo saber desenvolver as questdes.

Estudante Cristal: Dificuldade em entender o enunciado das questdes (principalmente
nas listas de aplicagéo).

Neste questionario, somente trés explicitaram ter dificuldades em manipulagdes

algébricas.

5.4.5 Sintese das analises

Os registros apresentados confirmam que ocorréncias de erros procedimentais sao
frequentes em resolucGes que exigem um certo nimero de habilidades algébricas e que sdo
tipicas situacdes de determinacdo de Limites e de Derivadas. Compete aos educadores
levarem seus educandos a perceberem suas dificuldades durante o processo de aprendizagem
e producéo de conhecimento e, com eles, corrigi-los de tal forma que os percebam e para que
sejam mais cuidadosos nos seus proximos calculos algébricos, pois o resultado final
satisfatorio de uma questao depende deles, principalmente numa avaliagao escrita.

Todos os protocolos desta secdo tém em comum o fato de os alunos mostrarem
familiaridade com técnicas elaboradas como a racionalizacdo, com as regras de derivagéo,
esse ultimo um contetdo especifico do Ensino Superior. Porém, falham em mecanismos

operatorios mais simples, relacionados aos saberes do Ensino Fundamental, tais como 0 uso
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da distributividade, o célculo de um quadrado perfeito ou ainda na determinacdo do valor de
uma fungdo, como, por exemplo, no célculo de f{x+h).

Em particular, os protocolos das Figuras 42, 48 e 50 revelam dificuldades conceituais.
No primeiro deles, a estudante Esmeralda sugere ter problemas no célculo de f{a+h). No
terceiro, o da estudante Safira, a ndo resolucdo da letra a) que envolve conceitos de area e
geometria analitica e sugere fragilidade com relacéo a esses pontos do Ensino Basico, mesmo
ela sendo capaz de aplicar a Regra da Cadeia.

A derivada é o Limite de uma taxa de variacdo, ou seja, envolve relacdo entre funces.
A resposta desse Limite pode ser um nimero, porém, também pode ser uma funcéo, a fungéo
derivada. Problemas na distin¢do entre essas duas concep¢des de derivada pode ser um dos
motivos pelos quais nos protocolos das figuras 41 e 42 os estudantes ndo substituiram a
variavel x pelo 0no célculo de y'(0) .

Sobre as dificuldades de calculo de derivadas com Limite em casos de funcdes
formadas por elementos literais que representam constantes, podemos supor que o problema
seja uma consequéncia da ndo compreensdo do conceito de funcdo. Pelos exemplos
mostrados, verificamos que, quando ha ocorréncia de fungdes desse tipo, 0s estudantes nao
fazem distincdo entre constantes e variaveis.

As respostas do questionario sobre as dificuldades dos estudantes revelaram
dificuldades na interpretacdo e modelagem de situacdes-problema. Essa preocupacdo estava
associada a primeira avaliacdo que havia ocorrido pouco antes e porque esse tipo de questdo
faz parte, e tem peso significativo, nas avaliagdes. Dificuldades de interpretagdo tém sido
apontadas por pesquisadores como consequéncias da preferéncia de muitos estudantes pelo
emprego de mecanismos procedimentais em lugar de uma compreensdo conceitual (TALL,
1993).

Essa Gltima dificuldade, que se revela ja no ensino basico (COXFORD et al, 1995), é
estendida ao Ensino Superior. Sendo assim, de que forma dificuldades de interpretacdo e
modelagem poderiam ser trabalhadas no Ensino Superior? As metodologias de ensino de
Matematica em todos 0s niveis educacionais deveriam privilegiar momentos de préatica de
resolucbes de situacdes-problema como estratégia facilitadora da compreensao e assimilacéo
de novos conceitos complexos, como os Limites e as derivadas.

Para concluir, assim como nas se¢Oes anteriores, evidenciamos, aqui nesta secao, que
as dificuldades dos estudantes nos processos algébricos que integram as resolucfes de Limites

e Derivadas sdo causadoras de insucesso nas resolucgdes. Para complementar nossa afirmacéo,
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traremos, na proxima secdo, o estudo e a discussdo de registros de estudantes em resolugdes

de Integrais, ocorridas nos encontros do Grupo de Estudos de Calculo.

5.5 Integral: célculo de areas e processos algébricos associados aos métodos de

integracao

Esta secdo encerra nossas analises com as producdes escritas de estudantes acerca da

determinacéo de areas usando Integrais e de alguns métodos de integracao.

5.5.1 Produgdes de estudantes em calculos de areas

Inicialmente, analisaremos uma situacdo-problema que diz respeito ao calculo de
areas.
Enunciado da questéo de calculo de &reas:

Responda as questdes a seguir:
: . 2
1) Calcule aintegral definida [~ |x|dx.

2) O que significa, em termos de &rea, 0 resultado obtido
anteriormente?
3) Desenhe aregido do plano cuja area € dada pela integral em 1)

e calcule a area sem o uso da integral.

Solucéo:

2

210 2
1) f_zllxldx = f_ol —xdx + fozxdx = _; ]_1 + x;]o =

, 5 , e~ .. . -
2) O numero 5 fepresenta a area da regido plano limitada pelo eixo dos x, pelo grafico da

funcdo y = |x| para x pertencente ao intervalo [-1,2].

3) A regido destacada no grafico abaixo é a regido descrita no item anterior.
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Figura 51 — Atividade calculo de area
A

¥

W &

Fonte: https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath _help/topics/absolute-value-functions (com adaptacées)

Chamemos de A area da regido destacada na Figura 51 acima. A area A é igual a area
de dois triangulos. O primeiro deles tem lados de comprimento 1 e 1 e situa-se no 2°

quadrante. O segundo tem lados de comprimento 2 e 2 e situa-se no primeiro quadrante.

) 1.1 22 5
Assim, A=—+ —=-,
2 2 2

Apresentaremos a seguir trés solucdes para a atividade considerada.

Figura 52 — Integral | - Pierre
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Fonte: relat6rio da pesquisa


https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/topics/absolute-value-functions

147

Na solucdo da alternativa 1, Pierre desenvolve a integral da funcdo médulo como duas
integrais, porém ndo se atem a notacdo e ao invés de somar, subtrai as duas integrais. Seu
registro indica que o estudante tem conhecimento associado as novas aprendizagens do
Caélculo, como o uso da regra de integracdo de uma funcdo polinomial. Ele ndo usa o simbolo
dx em nenhuma das integrais que escreve e coloca a barra com os limites de integracdo na
frente das primitivas, ao contrério da escrita usual que 0s posiciona apds as primitivas.

O fato de estar subtraindo as integrais, um erro advindo do ndo entendimento do

significado da integral, ou do desmembramento da fungcdo modular, fez com que se tivesse um

menos antes de %, na segunda linha de sua resolu¢do. Como consequéncia, chega a resposta
final =

Aqui, como ocorreu em outros registros das se¢des anteriores, temos um protocolo de
resolugcdo em que o estudante consegue aplicar 0s novos saberes, como a regra de derivagéo e
0 TFC, porém equivoca-se nas contas finais. Por ndo ter solucionado a segunda alternativa,
juntamente com o fato de ter obtido uma resposta negativa na anterior, podemos supor que
este estudante revela ndo ter compreensdo do significado geométrico da integral definida,
pois, do contrério, ndo poderia ter encontrado um valor negativo como resposta.

Apesar de ele ter indicado a regido corretamente na alternativa c), Pierre ndo calcula as
areas dos dois triangulos da figura, ou seja, o item ¢) é uma atividade de um objeto curricular
do Ensino Fundamental e nédo foi realizada pelo estudante.

Figura 53 — Integral Il - Lana
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Fonte: relatorio da pesquisa
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A estudante Lana, na alternativa 1, escreve as primitivas da fungcdo modular no
intervalo de definicdo dado, porém na ordem invertida e sem separar os limites de integracao.
Ela substitui as primitivas para os limites de integracdo -1 e 2, inferiores e superiores,
respectivamente.

Seus registros estampam conflitos conceituais relativos a formagéo da fun¢do modular
ja que, de um lado na alternativa 3), a estudante escreve corretamente as sentencas que
formam essa funcdo nos intervalos correspondentes, além de esbocar seu grafico, mas, por
outro lado, ndo consegue associar essa definicdo ao calculo da integral na alternativa 1 e ndo
desmembra a integral em duas. Pelo modo que ela aplica o TFC, notamos que a estudante
consegue coloca-lo em prética, mas ndo compreende seu significado geométrico ao deixar em
branco o item b).

Na alternativa 3), Lana indica ter problemas no célculo das areas dos triangulos, apesar
de ter desenhado a regido. Em seu gréafico, ela destaca os dois triangulos denotando-os por T,
e T,, respectivamente. Entretanto, usa a mesma notacdo para designar as areas desses
triangulos. Ao calcular a &rea do triangulo menor (T;), ela registra sua duvida, por meio de um
sinal de interrogacdo, relacionada a ter a uma medida de comprimento negativo para um dos
lados. Ela encontra um valor negativo para a area e iSSO parece Ser conveniente, porque a
soma das areas dos dois triangulos d& o mesmo valor encontrado na primeira alternativa. Esse
fato € mais uma evidéncia de problemas na compreensdo do médulo. Neste caso, ela deveria
ter considerado a medida do lado como o valor absoluto de -1.

Figura 54 — Integral 111 - Jade
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Fonte: relatorio da pesquisa
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Nesse protocolo, a estudante Jade considera a primitiva da funcdo médulo de x como

x;z e aplica o TFC apropriadamente na solucdo do item 1). Logo, sua dificuldade reside na

compreensdo dessa funcdo. Na alternativa dois, a estudante tentou expressar o significado da
integral da alternativa anterior por meio da expressio “E a soma das areas do grafico”,
sinalizando perceber que integrais e areas tém alguma relacdo, porém nao sabe precisar a
regido. A que grafico ela estava se referindo? O grafico da regido foi solicitado somente no
item subsequente.

Dos poucos respondentes que completaram a pergunta da alternativa 2), tivemos

respostas como:
. , L 15
“Significa que area entre de -1 e 2 € de 7

“Significa que o resultado obtido ¢ a area dentre os intervalos determinados. ”’

“Significa que se pegarmos cada parte dos pequenos retangulos, e somarmos,

5
obteremos o resultado 5.”

. 3
“Que a soma das duas areas resulta 5.”

Notamos, por essas justificativas e pela de Jade, uma dificuldade em expressar, por
escrito, uma imagem de area construida mentalmente, a qual supomos seja a imagem da
regido que desenharam, pois fazem referéncias a elas.

Por fim, na alternativa 3), o gréafico e os calculos de areas foram executados de acordo,
mas, ao final, ha uma contradicdo entre a resposta (E) e a resposta do item anterior em que foi

dito que a area seria uma “soma” de areas. Na resolugdo apresentada, o valor da area foi
. , 1 1 ~
efetuado como uma diferenca de areas (2 — 5= 5). Uma vez que o resultado dessa operacao

é incorreto, podemos supomos que ele tenha acontecido para que os valores encontrados nesse
item e no item 1) fossem iguais. Na proxima se¢do, consideraremos para anélise e discusséo

dois protocolos relacionados as técnicas de integragéo.

5.5.2 Produgdes de estudantes no uso de técnicas de integracao

Ao avancarem nos estudos de integrais, os estudantes percebem que o célculo de
integrais pelo processo da determinacdo de antiderivadas é insuficiente e que, por isso, €
preciso que as possibilidades de calculo sejam ampliadas. Nesse contexto, sdo introduzidas as
técnicas de integracdo para permitirem o calculo de integrais de fungdes logaritmicas, de

fungdes compostas, de funcdes trigonométricas inversas, de fungdes racionais, dentre outras.
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As duas producdes escritas de estudantes, que serdo apresentadas, sdo resolucdes de
integrais propostas aos participantes do Grupo de Estudos com o objetivo de que fosse
praticado o Método de Substitui¢do (ou Mudanca de Variaveis).

Integral proposta e solugéo:

1 > g 0 _ 2wt 2
Jo xV1=x*dx =~ [ Vudu= [ Vudu= ]0_5_0_5'

3

A solucdo usa a substituicdo u = 1 — x?,du = —2xdx.

Figura 55 — Integral 1V - Pietra
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Fonte: relatério da pesquisa

Nesse protocolo, a substituicdo foi feita considerando u = 1 + x? como sendo a
funcdo de dentro da fungdo composta que forma o integrando, ao invés de u = 1 — x2.
Mesmo sendo outra funcdo, podemos observar que a estudante sabe usar a técnica de
mudanca de variavel, porém tem problemas com os limites de integracdo. Em sua resolucéo,
esses limites ndo sdo atualizados para os correspondentes a nova variavel u e sdo
considerados como sendo 0s mesmos limites de integracdo para a variavel x. Por fim, esses
limites sdo desconsiderados e a resolucdo € concluida colocando-se como resposta uma
funcédo de x. A estudante Pietra indica néo distinguir entre integral definida e indefinida, o que
faz com que os limites ndo sejam levados em conta na resolucao e na resposta final. Temos,
portanto, um problema conceitual.

O segundo protocolo de resolucdo € relativo a uma integral indefinida, que pode ser
resolvida pelo mesmo método do anterior.

Integral proposta e solugéo:

[xV1+xdx=[(u—DVudu = [(wu—Vu)du = f(u;—\/ﬂ)du=
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2 2u3/?
Zus/2- — + k=

3/2
- 5(1 + x)3/2- % + k, onde k representa uma

constante real qualquer.
Essa solugdo usa a substituicdo u =1+ x,du =dx e x =u — 1, transformando a

integral inicial em duas outras de resolucdo direta. A mesma integral também pode ser

resolvida pelo Método da Integracéo por Partes.

Figura 56 — Integral V - Rocha
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Fonte: relatério da pesquisa

O estudante chamado de Rocha, na primeira linha de sua resolucdo, faz a substituicao
indicada no canto superior direito do protocolo da Figura 56, mas por etapas. Inicialmente, ele
substitui somente a funcdo do integrando. Como consequéncia, ele tem uma integral com duas
varidveis x e u. Na préxima etapa, segunda linha da resolucéo, é concluida a substituicdo e a
integral resultante € funcdo de u. Por ndo ter realizado a propriedade distributiva no produto
(u — 1)V/u, esse ultimo produto é feito como se resultasse —u~+/u. A partir desse ponto, a
resolucéo da integral é concluida devidamente.

Embora o estudante demonstre ter habilidade com a técnica de substituicdo, a
dificuldade no uso da distributividade nessa operagéo levou-o a obter uma resposta incorreta.
Mais uma vez, temos aqui evidenciada uma situacdo em que um processo operatério tipico do
Ensino Basico, gera uma desestabilizacdo na producéo do sujeito.

Para fechar essa secdo e as apresentacOes de registros escritos de estudantes,

mostramos uma resolugdo ocorrida em uma atividade do Grupo de Estudos em que o
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estudante exercitava a técnica de integragdo por partes, usando a lista de exercicios semanal
do curso. Neste caso, exercicio 1, letra i, da Lista de Exercicios da Semana 14 (Anexo I).
Exercicio de calculo de integral proposto e solucéo:
Use Integragdo por Partes para calcular a integral: [ arcos(x)dx

Essa integral é apresentada como um dos exemplos tipicos de aplicacdo do Método de
Integracdo por partes. Em sua aplicacdo, para esse caso, faz-se a escolha para integrar a
fungdo constante 1 e, para derivar, a fungdo arcos(x). Assim, considerando essa escolha e

usando a férmula de integragdo por partes, obtém-se:

X

dx

[ arcos(x)dx = xarcos(x) + [ P
-x

A integral que aparece para ser resolvida é solucionada pelo método da substituicdo fazendo

u =1-—x?%du=—2xdx

X 171 2
f—dxz ——f—duz “iVitk= —1-x2+k,
V1—x? 2J) Nu 2

onde k representa uma constante real qualquer.
Substituindo esta ultima na integral anterior, temos
[ arcos(x)dx = xarcos(x) + —V1 — x2 + k.
No protocolo da Figura 57, apresentamos uma tentativa de solucéo para essa integral.

Figura 57 — Integral V - Ebenezer
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Fonte: relat6rio da pesquisa.
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Em sua solucdo, Ebenezer tem a intencdo de usar o método de integracdo por partes ao

escrever a formula em frente a integral. Ao coloca-la em pratica, faz a escolha certa para u,

mas usa a fungdo v =1 —x2 . A partir dai, mescla 0 método da substituicdo com o de
integracdo por partes, pois opera com os diferenciais, du e dx, pelos registros feitos no canto
superior direito da resolugdo. Seu uso da férmula ndo condiz com as escolhas feitas
inicialmente, ndo segue a regra, e supomos que foram montadas a fim de se poder cair em
uma integral que fosse possivel de ser resolvida.

Apesar das inconsisténcias nas resolugdes, ndo podemos afirmar que esse sujeito ndo
tenha as técnicas ou que ndo as tenha aprendido. Pelo contréario, na resolugéo, ele aponta para
varios saberes, mas que estdo desestabilizados, em movimento. Essa situacdo é parte do
processo de construcdo da aprendizagem (VERGNAUD, 2007).

As técnicas de integracdo sdo ferramentas efetivas de resolucdo, porém precisam ser
devidamente colocadas em préatica. Esse exemplo ilustra o fato de que ndo é suficiente saber
uma férmula de integracdo. Em primeiro lugar, deve-se saber o significado das funcdes e
simbolos que a compdem, especialmente se ela é composta por simbologia tdo particular,

como o caso da formula de integrag&o por partes.

5.5.3 Sintese das analises

O estudo de integrais demanda dos aprendentes dominio de elementos basicos da
geometria e da algebra em seus aspectos graficos, interpretativos e procedimentais. Além
desses, para resolver integrais deve-se ter dominio de derivadas, pois a integracdo pode ser
considerada como 0 processo inverso da derivagao.

Por ser um campo conceitual tdo vasto e complexo, é compreensivel que sejam
encontrados um ndmero expressivo de estudantes que manifestem dificuldades na
compreensdo e aplicacdo de seus conceitos (BARROSO et al, 2013; THOMPSON;
SILVERMAN, 2008).

Os protocolos mostrados nesta segdo ilustraram problemas conceituais e algébricos
relacionados ao calculo de integrais dentro de um contexto aplicativo ou fora dele. Em
particular, os problemas conceituais estavam associados aos campos da fun¢do modular,
determinacdo de area e de uso do TFC, na primeira atividade. Esses topicos criaram
dificuldades para a determinacdo das integrais. Foram também encontradas producdes com
dificuldades em operagdes com aparecimento da propriedade distributiva.

Pesquisas, como a de Tall e Schwarzenberger (1978) ressaltam a necessidade da

construcdo intuitiva de novos conceitos, antes de sua definicao e introdugdo na aprendizagem.
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Essa deveria ser a pratica nas salas de aula de Célculo como um mecanismo ndo s6 de
motivar, por exemplo, o ensino de Integrais, mas também de auxiliar na justificativa da
notacdo de Leibniz nesse contexto.

Apesar dessa pratica, e como foi aqui verificado, muitos estudantes apresentam
dificuldades em célculos de &reas, apresentando valores negativos para a area de uma regido
plana. Se eles tém problemas em célculos de areas de figuras planas, como poderdo avancar
nos célculos de areas de figuras limitadas por curvas?

A éarea de uma regido é representada no contexto do Célculo por integral do tipo
f;f(t)dt. O simbolo dt tem um papel importante nessa notagdo ao indicar a variavel de

integracdo da funcdo considerada. Entretanto, para muitos ele ndo contém significado e
desaparece quando a integral é resolvida. Por isso, muitos ndo o consideram, como vimos no
protocolo de Pierre. Integrais podem ser definidas ou indefinidas. Essas duas concepcdes
ocorrem simultaneamente na aprendizagem do Célculo. O registro de Pietra sugere que essa
coexisténcia dos dois conceitos ndo é tdo Obvia para os estudantes iniciantes.

Considerando os outros significados da integral, encerramos este capitulo com a
certeza de que um dos grandes desafios de educadores matematicos do Ensino Superior € 0
desenvolvimento e a aplicacdo de acOes pedagdgicas e metodoldgicas que possibilitem aos
estudantes superarem as dificuldades, os conflitos e os obstaculos surgidos no processo de
transicdo de um conceito para outro (ARTIGUE, 1991). Caminhando para a finalizacdo desta
tese, abordaremos e discutiremos, no proximo capitulo, as concepcdes de professores e

estudantes sobre as aprendizagens do Célculo.
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6 PERCEPCOES DE PROFESSORES E ALUNOS SOBRE O ENSINO E A
APRENDIZAGEM DO CALCULO

Os capitulos anteriores descreveram os percursos metodoldgicos, teoricos e praticos da
investigacdo e as analises de producdes escritas de estudantes, sempre considerados a luz dos
objetivos iniciais. Até aqui, foram contemplados principalmente os objetivos referentes as
analises de resolugdes dos estudantes em atividades de Célculo. Neste capitulo, caminhamos
para a finalizacdo do relato de pesquisa e, para isso, abordaremos o objetivo especifico que
versa sobre as percepc¢des e concepcdes de professores e estudantes sobre as aprendizagens do
Célculo.

O periodo da pesquisa que envolveu os encontros nos Grupos de Estudos (GE)
viabilizou momentos de interacdes frequentes, dialdgicas e com certo grau de proximidade
fisica e relacional entre os participantes, jovens aprendentes do Calculo Diferencial e Integral,
egressos recentes do Ensino Médio. Esse momento interativo foi consequéncia do tempo de
duracdo da prética ocorrida durante todo um semestre, composta de dois encontros semanais,
cada um deles de quase duas horas de duracdo. Além disso, fatores como a dindmica de
organizacdo dos encontros, o tamanho do grupo, a disposi¢do das mesas, além do ndmero de
mediadores (professora-pesquisadora, monitores e estagiarios) possibilitaram a criacdo de um
circulo diferenciado de contato e comunicacdo entre os envolvidos.

Esse convivio dialégico entre os sujeitos, todos em suas respectivas situacoes
momentaneas de aprendizagem: os estudantes do Calculo, a educadora matematica e 0s
monitores fizeram com que, além da documentacéo escrita produzida para a pesquisa, fossem
observadas percepcOes e sentimentos dos estudantes sobre suas vivéncias nas aulas de
Célculo, sobre suas aprendizagens, sobre suas relagdes com os colegas e os professores, sobre
suas dificuldades pessoais e que foram constituidas ao longo de seu processo de escolarizagdo
desde os anos de educacdo basica até esses primeiros anos do Ensino Superior. Esses fatores,
e outros ndo considerados aqui, interferiram em alguma medida no aprendizado naquele
momento. S8o aspectos subjetivos relevantes, que devem ser cuidadosamente estudados, mas
gue ndo serdo aqui tratados em sua profundidade tedrica devido a sua complexidade e também
porque ndo constituem objeto direto de nosso estudo. Alguns desses aspectos emocionais e
subjetivos foram comunicados nos questionarios iniciais e finais que o0s estudantes
preencheram e captados no cotidiano da pesquisa pelas observac6es dos pesquisadores.

A partir do contexto dos GE, das vivéncias e dos protocolos dos estudantes, serdo

construidas nossas conjecturas, observacdes e andlises criticas do fendmeno da aprendizagem



156

no Célculo. Sabemos, por nossa experiéncia e pelo respaldo da pesquisa, que 0 processo
educativo é construido por uma relacdo dindmica e intricada entre os aspectos conteudistas, 0s
cognitivos e os valores afetivos (CARVALHO, 2009; TACCA; GONZALEZ REY; 2008;
D’AMBROSIO, 2012).

Isso é corroborado por Gonzéalez Rey (2001) ao tratar as conexfes entre pesquisa e
subjetividade. Esse autor coloca o individuo e a sociedade numa relagdo Gnica em que ambos

aparecem como momentos da subjetividade social e individual, a saber:

As subjetividades social e individual atuam na qualidade de constituintes e
constituidas do outro e pelo outro. Isso conduz a uma representacdo do
individuo na qual a condi¢do e 0 momento atual de sua agdo expressam, 0
tempo todo, sentidos subjetivos procedentes de areas diferentes de sua
experiéncia social, que passam a se constituir como elementos de sentidos de
sua expressdo atual. Assim, dessa perspectiva, 0 sujeito que aprende
expressa subjetividade social dos diferentes espacos sociais em que vive no
processo de aprender. Nenhuma atividade humana resulta numa
atividade isolada do conjunto de sentidos que caracterizam o mundo
histérico e social da pessoa. (GONZALEZ REY 2001, p. 9, grifo nosso)

Deste modo, por consideramos que a realizacdo de entrevistas para conversarmos e
verificarmos pontos de vista dos estudantes e de professores sobre suas vivéncias no Célculo
poderia valorizar nosso trabalho de pesquisa, escolhemos alguns deles para comunicarem suas
impressdes, juizos e entendimentos a respeito dos elementos que permeiam o processo de
aprendizagem do Calculo.

Comecaremos pelas entrevistas de dois estudantes que participaram da Gltima versao
dos Grupos de Estudos. Eles compartilharam suas praticas de estudos, suas impressdes gerais
acerca de suas dificuldades ao ingressarem na universidade, entre outros. Nossa intencdo é
buscar subsidios para a fundamentacdo das discussdes acerca das necessidades e dificuldades
dos ingressantes que estudam Calculo. Apds a apresentacdo das entrevistas dos estudantes,
apresentaremos trés entrevistas realizadas com professores de Céalculo, alguns apontamentos e
concluiremos com uma sintese sobre as percepcoes, buscando o estabelecimento de conexdes

entre as duas falas.
6.1 Entrevistas com dois estudantes
Os critérios iniciais de escolha dos estudantes entrevistados sdo relativos a

participacdo ativa e frequente nos Grupos de Estudos e ao fato de terem tido éxito com a

aprovacdo naquele semestre. Dentre 0s muitos sujeitos aprendentes que participaram dos
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encontros dos GE, os dois estudantes selecionados satisfizeram esses critérios. Ambos foram
integrantes assiduos, demonstraram interesse com a proposta de estudos que lhes foi
oferecida, mas, sobretudo, foram aprovados no Calculo naquele semestre. Essa foi uma
grande conquista para ambos, uma vez que, nessa ocasiao, o indice médio geral de aprovacédo
em Célculo foi de 43,15 %.

Para as entrevistas com os estudantes, foi elaborado um roteiro estruturado de
perguntas sobre suas vivéncias anteriores e atuais no Calculo (Apéndice E). As transcri¢fes
das duas entrevistas sdo apresentadas nas paginas seguintes. Nelas, as perguntas da
pesquisadora foram grafadas em negrito e as respostas em italico. Para todos os entrevistados,
professores e estudantes, foram atribuidos nomes ficticios, preservando suas identidades.

Entrevista com Germano

O sujeito entrevistado sera chamado de Germano, é um estudante de 25 anos,
matriculado, no momento da entrevista, no 6° semestre do curso de Engenharia Mecénica. Ele
foi escolhido por ter participado de todos os encontros do Grupo de Estudos. Germano sempre
demonstrou interesse em aprender os contetdos e ja chegava aos encontros com parte das
duas listas semanais resolvidas, tirava muitas duavidas sobre as resolucdes e mostrava-se
disposto a ajudar os colegas do grupo. A entrevista foi feita no dia 30 de maio de 2017 e foi
gravada em audio. O estudante entrevistado ja tinha assinado o Termo de Consentimento
(Apéndice A), mas reforcou ndo ter oposicdo quanto a divulgacdo da conversa e que
permitiria 0 uso do seu nome verdadeiro. Entretanto, optamos pelo uso de um nome ficticio.
A conversa durou cerca de meia hora. No semestre em que participou do GE, ele estava

cursando o Célculo pela quinta vez , mas foi aprovado no curso.

Raquel: Qual o curso de graduacdo que vocé esta cursando e porque o escolheu?

Germano: Engenharia Mecanica. Eu escolhi, assim, porque desde pequeno fui sempre muito
ligado com automdveis. Sempre gostei muito da area de automobilistica. E € um curso que eu
sempre me identifiquei. No inicio do curso como € um curso de engenharia geral ndo da
assim para vocé ter muita ideia, mas com algumas equipes de competicdo que eu acompanho
aqui da engenharia, € algo assim que eu vejo, sabe, olhar aquilo funcionando. Né, entéo, foi
uma coisa assim que mesmo eu estando no basico e tendo algumas reprovacdes, e tal, é algo

gue ndo me desmotivou, mas me motiva ainda a continuar.

Raquel: Vocé estudou o Ensino Médio em que tipo de escola, publica ou particular?
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Germano: Completamente publica. Tanto a fundamental quanto o médio.

Raquel: Néo foi no DF, né? Onde foi?

Germano: Em Rondénia.

Raquel: Qual era a sua relagdo com a Matematica no Ensino Bésico (antes de entrar no
Ensino Superior)?

Germano: Eu, assim, sempre tive as maiores notas em Exatas. E a Unica coisa é que, quando
vocé ndo acerta muito um exercicio que vocé estava fazendo, € algo que me desmotivava um

pouco. Mas, assim, sempre que eu conseguia resolver um problema para mim era algo assim

Raquel: Entdo, vocé gostava?

Germano: Sim.

Raquel: E da Fisica tambem?
Germano: Assim, a Fisica para mim era uma matéria neutra, sabe. Até porque foi muito

basico o que aprendi na Fisica.

Raquel: E como foi na Matematica?

Germano: A Matematica, assim, eu peguei um periodo onde na Matematica eu sempre tive
professores formados em Matematica. Mas ja aconteceu, por exemplo, de eu pegar professor
que me deu aula de Fisica e era formado em Biologia. Era um professor excelente porque era
um professor que eu via que ele amava o que ele fazia. Entdo, assim, ele procurou sempre
aprender e ajudar os alunos. Por mais que ele nédo fosse formado naquela area, as aulas dele
eram excelentes. Mas eu ja tive o caso, por exemplo, de pegar uma professora que era
formada em Matematica, pegava um livro de Quimica e lia o conteudo para a gente. Ou seja,
meu conhecimento em Quimica, inclusive para Engenharia Mecanica é praticamente zero.
Para Matematica, eu acho que por mais que eu tenha tido professores formados na area,
voltado especificamente para essa universidade, eu acho que ndo foi bom. Tanto é que eu nédo
consegui ingressar pelo ensino publico. Assim, com o conhecimento do ensino publico. Eu

tive que fazer cursinho pré-vestibular.

Raquel: Vocé entrou pelo vestibular normal?

Germano: Sim. Foi na epoca que tinha vestibular no meio do ano ainda.
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Raquel: Entdo podemos dizer que vocé teve uma boa experiéncia antes com a
Matematica.

Germano: Sim.

Raquel: Como foi sua primeira experiéncia no Célculo 1?

Germano: Foi assustador! (Suspirou e ficou em siléncio por alguns segundos). Foi assim
uma coisa que mesmo eu tendo.... Tanto é que quando eu entrei eu peguei um professor muito
bom, o professor XX, ndo sei se posso mencionar 0 nome, mas assim um professor com uma
didatica excelente. Tanto é que as turmas dele geralmente vém alunos de outras turmas de
outros professores para assistir. A turma era muito grande. E, assim, primeira experiéncia
com o professor, vocé ndo conhece direito. E um conteldo que eu nunca tinha visto,
principalmente a parte de fun¢bes. Era uma coisa assim, sabe, no meu Ensino Médio eu ndo
tinha muita relacdo com isso. Entdo, assim, foi muito puxado. A primeira parte, como eu
perdi toda a primeira parte de Limite. Assim, eu ndo consegui ver direito. Ai o resto todo é
consequéncia. Entdo, assim, realmente foi assustador o primeiro contato até que eu consegui,

sabe, assimilar o contetido, demorou um tempinho.

Raquel: Tem como vocé citar a principal dificuldade nesta primeira vez, aquela que foi
um empecilho?

Germano: Eu acho que foi uma questao de nervosismo com prova também. Assim, eu sempre
ficava assustado com o contetdo e com, assim, meio que medo de ndo fazer as coisas do jeito
certo. 1sso meio que persiste ainda até hoje, sabe. Eu tento fazer as coisas do jeito mais certo
possivel e as vezes falta muita confianca. Eu, as vezes, sempre acho que estou fazendo o

exercicio da maneira errada, né?

Raquel: Entéo, vocé falou de dificuldades com conteido e também de questdes que
afetaram o seu estado emocional na hora de fazer provas. Por que vocé acha que isso
aconteceu?

Germano: Talvez, acho que até pelo ambiente universitario. Assim, que vocé ja sabe que €
uma pressao que vocé tem de que daqui vocé vai ter que sair empregado. Vocé vai sair com
uma formagdo, a responsabilidade aumenta. Mas eu pelo menos percebo que, as vezes, 0
pessoal que teve uma formagao um pouco melhor, por exemplo, numa escola particular aqui

do DF, onde o pessoal geralmente é mais preparado para o vestibular desta universidade, €
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um pessoal que parece ser mais tranquilo, sabe. Entdo, eu acho que um pouco do nervosismo
também é em funcdo do ensino pablico, né. Que falta muita coisa. Entéo, isso assim é uma
coisa que assim, as vezes, me preocupa um pouco porque, eu acho que dependo se o nivel do
Ensino Médio no Brasil ndo melhorar, a universidade ela vai ter que regredir um pouco.

Porque acho que vai comegar a acumular muito aluno que ndo vai conseguir seguir adiante.

Raquel: Muitos outros estudantes passam pelas mesmas dificuldades que vocé e por
outras. Vocé representa aqui uma parte dos estudantes dentro de um grupo bem maior.
O que vocé sentiu falta em termos de apoio. Ou melhor, que tipo de apoio seria
recomendado para pessoas com essas dificuldades do mesmo tipo das que voceé teve?

Germano: Eu acho, por exemplo, nesse grupo que foi feito de estudos, como era um grupo
menor, eu me sentia muito a vontade para tirar ddvidas assim bésicas. Duvidas, as vezes,
como € que chegou naquilo? Entdo, em grupos menores as vezes conversas individuais com
cada aluno. E tentar no maximo cativar ele, ganhar a confianca dele, porque as vezes eu
sentia, e isso até hoje inclusive, eu tenho meio que vergonha de perguntar em sala de aula
pro professor, com medo dos outros alunos achar a pergunta muito boba. 1sso € muito ruim
porque as vezes uma pessoa ali no meio, ela sabe aquilo, ela ndo tem a humildade de
reconhecer que aquela pessoa as vezes ndo teve a mesma formacdo que ela. Entdo ela
comeca a tirar sarro. Entdo, isso assim é muito ruim. Entdo, eu no grupo de estudos eu me
sentia muito a vontade. Eu sentia a confianca de fazer a pergunta, né. Porque eu sentia que

dava, no caso, pra confiar em vocg, eu posso fazer as perguntas, nos monitores.

Raquel: E sobre o professor? Como vocé observa a atuagéo dele em sala de aula? De que
forma, tanto na teoria quanto na pratica, ele poderia auxiliar o estudante nas aulas de
Célculo de modo a promover a aprendizagem?

Germano: E assim... O problema as vezes, por exemplo, o professor XY, ele tem uma didatica
excelente. Nao sei como ele é para tirar davida, né. Porque ele da a entender que ele € um
pouco, assim. Nao gosta muito de tirar divida. Mas eu acho gque o professor, ele teria que de
alguma maneira cativar o aluno, sabe, fazer com ele demonstre de uma forma que o aluno
consiga confiar nele. Porque eu, por exemplo, peguei um professor... No semestre seguinte, se
ndo me engano, quando eu reprovei com o professor XX, eu peguei um professor que as aulas
dele eram todas em Datashow. Para mim essa é uma aula muito cansativa. As vezes eu acho
gue seria interessante vocé usar a midia, por exemplo, para vocé mostrar um programa de

computador e mostrar para o aluno como usa aquele programa de computador. Isso eu acho
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que seria muito valido e muito interessante. Vamos jogar uma funcdo aqui e vamos ver o que
0 computador da pra gente. Joga 14, mostra. Bom, eu acho muito interessante. Tinha um
outro professor que, assim, foi uma das vezes que eu arrisquei fazer uma pergunta basica
para ele na aula prética e ele foi extremamente estupido. Foi a primeira e Gltima vez que eu
fiz pergunta para ele nas aulas. Isso realmente ndo ajuda. Eu acho, entdo que o principal

seria tentar cativar os alunos.

Raquel: Como vocé se preparava para as provas de Célculo 1?

Germano: Eu geralmente j& me preparava desde o inicio do semestre fazendo os exercicios e
tentava ao maximo ndo deixar pra ultima hora. S6 que € meio dificil assim, se eu pudesse
estudar s6 Caélculo, seria muito mais simples para mim. Entdo, querendo ou ndo tem vezes
que vocé ndo consegue. As vezes num dia que vocé ndo ta bem de sadde. Vocé ndo consegue
estudar nada, atrasa tudo. Eu sempre tentei manter um ritmo de estudo. No inicio, no meu
primeiro semestre, ndo. Porque é uma coisa, assim, sabe, muito nova. Eu meio que entrei um
pouquinho com confianga, sabe. Também foi um dos motivos que eu reprovei. Eu entrei com
confianca, achando que eu ndo precisaria estudar tanto como tava no cursinho. E um dos
motivos, quando o professor entregou a primeira lista de funcdes, eu fiquei pelo menos umas
duas ou trés semanas tentando resolver aquela lista. Porque para mim, ndo sei se é coisa de
alemdo, assim, € uma coisa meio sistematica. Eu tinha que fazer tudo. Eu ndo conseguia
pular exercicios para deixar e voltar depois. Entdo eu perdia muito tempo em uma coisa. E
iSSO € uma coisa que agora eu estou tentando mudar. Se eu ndo consigo fazer aquilo eu pulo

para outro.

Raquel: Vocé usou algum livro de Calculo? O que vocé usou para estudar a teoria?
Germano: Eu dificilmente uso o livro. Geralmente eu vou mais para a Internet. Por exemplo,
porque hoje em dia tem muita videoaula na Internet. Agora no Célculo 2 eu t6 usando o livro

do professor YY.

Raquel: Vocé tem algum livro de Célculo?
Germano: Eu tenho o Thomas. Eu comprei o Thomas. Assim, algumas vezes eu dava uma
olhada nele, mas como tinha as videoaulas no Moodle e eram muito didaticas, entdo, assim,

eu ndo senti muito a necessidade de buscar no livro.
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Raquel: Vocé estd no Célculo 2 agora. Como estd sendo sua experiéncia de
aprendizagem?

Germano: A experiéncia esta sendo assim. O professor ele é bom, mas as provas sao
puxadas, no sentido, assim, tudo € muito detalhado. Vocé tem que fazer as coisas muito
detalhadas, e por conta desse detalhamento que eu precisava colocar na Prova. E o professor
descontava muito ponto por vocé ndo detalhar. Por conta disso eu acabei perdendo um
pouco, né. Minha nota na primeira prova foi muito baixa. Se eu néo tivesse que trancar o
semestre agora, eu acho que possivelmente eu ia reprovar de novo em Calculo 2. Porque,
assim, ndo é uma coisa, a matéria € isso aqui. Vocé faz exercicio o exercicio assim. Ele cita
os exemplos. Vocé tinha que detalhar o que ele tava fazendo. Explicar o que vocé esta
fazendo. N&o é escrever um textdo, mas assim, cheguei aqui nesse ponto, fiz isso aqui. Agora
o que eu faco? Uso L’Hopital. Ai vocé detalhava. Vocé ia usar L’Hopital porque dava uma,
uma, ndo ¢ indefinicdo! E indeterminacdo! (Com a ajuda da pesquisadora). E
indeterminacdo do tipo infinito sobre infinito, zero sobre zero. T4. Vocé demonstrava isso. Ai
vocé ia para o passo seguinte. Derivava ta. Entdo, era muito detalhado. E as vezes é algum

detalhe, assim, que vocé ndo pega perdia muito tempo. Mas, assim, o professor € muito bom.

Raquel: Estando agora em um semestre mais avangado do seu curso, e ja tendo cursado
pelo menos o Calculo I, como vocé associa 0s contetdos do curso inicial de Célculo com
as disciplinas mais avancadas do seu curso? Vocé vé aplicacdes e/ ou utilidades?

(Neste caso a pergunta ndo se aplicou porque Germano ainda nao havia feito nenhuma

disciplina especifica da Engenharia Mecénica).

Raquel: Como vocé avalia as atividades do Grupo de Estudos de Célculo?
Germano: Basicamente me ajudou muito. Sem dlvida nenhuma até porque tem aquela
questdo de confianca, de poder perguntar, sabe, e ndo ter problema com isso. Até poder me

inteirar com outras pessoas e poder ajudar, tal. Entdo para mim foi muito bom.

Raquel: A préxima pergunta é mesmo sobre essa interacdo com 0s outros colegas do
grupo. Vocé teve a oportunidade de ajudar os seus colegas, ndo €?

Germano: Sim. Eu tive a oportunidade de ajudar, compartilhar, assim, o que eu ja sabia.
Porque eu ja estava bastante tempo no Calculo | e eu ja tinha bastante sacada. Entdo, para

mim foi muito bom poder ajudar a quem tava iniciando. Tanto é assim, se tiver a
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oportunidade, talvez, algum detalhezinho de Calculo I eu ndo tenha mais. Para mim, se tiver
outro grupo desse e quiser me chamar, eu tenho inteira disposicdo em ajudar.
Raquel: Otimo! Muito obrigada!

Entrevista com Betina

A segunda estudante entrevistada serd chamada de Betina, tem 20 anos e estava
matriculada, no momento da entrevista, no 2° semestre do curso de Engenharia Mecénica. 1sso
porque ela iniciou seus estudos universitarios no curso de Engenharia de Redes, mas, ha dois
semestres, transferiu-se para a outra engenharia. Da mesma forma que Germano, a estudante
foi escolhida por ter participado da maioria dos encontros do Grupo de Estudos (GE) e por ter
demonstrado interesse em aprender os contedos e avangar nos estudos, ja que sempre
solicitava ajuda na resolucdo de exercicios diferentes dos propostos, por ja té-los resolvidos.
Ela tirava muitas ddvidas sobre as resolucdes e interagia com um grupo especifico de
participantes. No semestre em que participou do GE, ela estava cursando o Calculo pela
terceira vez e foi aprovada no curso. A entrevista foi feita no dia 12 de junho de 2017 e foi
gravada em audio. A estudante entrevistada ja tinha assinado o Termo de Consentimento
(Apéndice A).

Raquel: Qual o curso de graduacdo que vocé esta cursando e porque o escolheu?
Escolhi meu curso porque tenho interesse em trabalhar na area militar com aerodindmica ou

materiais e engenharia mecanica se encaixa muito bem.

Raquel: Vocé estudou o Ensino Médio em que tipo de escola, publica ou particular?
Betina: Escola publica. Fiz o Ensino Médio no Centro de Ensino Médio 1 de Sobradinho.

Raquel: Qual era a sua relagdo com a Matematica no Ensino Bésico (antes de entrar no
Ensino Superior)?

Betina: Boa. Sempre gostei de Matematica.

Raquel: Como foi sua primeira experiéncia no Calculo 1?
Betina: Foi ruim. Eu tinha muita dificuldade porque tinha muita coisa que eu nao tinha
aprendido direito na escola. Mas as duas primeiras vezes que ndo passei foi porque eu nao

tinha estudado mesmo direito. Ai na terceira eu estudei e consegui passar.
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Raquel: Quais as principais dificuldades nos contelidos matemaéticos que vocé encontrou
na primeira vez que fez o Célculo?

Betina: Foram: multiplicacdo de raizes, que eu ndo lembrava. Trigonometria que na escola
eu nao tinha visto muito. E acho que basicamente foi isso.

Raquel: A que vocé atribui as dificuldades apresentadas quando fez o Célculo 1?

Betina: Falta de acompanhamento e ajuda nas dificuldades basicas da matéria. Mas ai, na

terceira vez, eu fui para o GE e achei que teve esse acompanhamento.

Raquel: O que vocé sugere para outras pessoas que passam ou passaram pelas mesmas
dificuldades?
Betina: Eu acho que poderia ter, ou ser criada, uma matéria de Pré-Célculo. Ou entéo, no

inicio do Calculo I revisar bem as dificuldades basicas dos alunos.

Raquel: E sobre o professor? Como vocé observa a atuacéo dele em sala de aula? De que
forma, tanto na teoria quanto na pratica, ele poderia auxiliar o estudante nas aulas de
Célculo de modo a promover a aprendizagem?

Betina: Eu acho que a linguagem porque quando a gente entra no Célculo I € uma linguagem

diferente. Al talvez adaptar mais pro que a gente é acostumado e depois evoluir.

Raquel: Como vocé se preparava para as provas de Célculo 1?

Betina: Eu fazia as listas. Eu via os videos do Moodle. E s6.

Raquel: Vocé ndo usou algum livro?

Betina: Na primeira vez eu usei 0 Thomas. Mas no semipresencial sé via os videos mesmo.

Raquel: E no Calculo 2, como foi (ou esta sendo) sua experiéncia de aprendizagem?

Betina: Estou fazendo de novo, pela segunda vez. No semestre passado eu reprovei por causa
da ocupacdo®. Eu s6 ndo gosto muito da didatica dos professores. Porque, por exemplo, no
semestre passado eu peguei Calculo 2 com um professor que falava espanhol. Eu ndo
conseguia entender nada. E muita gente da turma reprovou. Ai, esse semestre eu t6 pegando
com outro professor. Mas ele também junta muita coisa de Fisica. Ai td& um pouco dificil, mas

talvez eu passe. Vai dar para passar.

> Referéncia a evento de ocupacio estudantil a alguns prédios da universidade ocorrido no segundo semestre de
2016.
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Raquel: Mesmo estando ainda no segundo semestre de Engenharia Mecanica, mas como
fez alguns semestres de Engenharia de Redes e esta fazendo Calculo 2 , tem como vocé
associar os conteudos do curso inicial de Calculo com as disciplinas mais avancadas do
seu curso? Vocé vé aplicacdes ou utilidades?

Betina: Das que eu fiz até agora na Mecanica, ainda ndo. Mas, de Redes tem uma matéria
que eu fiz que eu acho que precisava de Calculo. E Algoritmos e Estruturas de Dados que
usava nocdes de matematica. Nao tinha que usar especificamente o Calculo. Mas era

programacao. E se tivesse que programar uma derivada, tinha que usar a derivada.

Raquel: Como vocé avalia as atividades do Grupo de Estudos de Calculo?

Betina: Boas. Eu gostei.

Raquel: De que forma elas te ajudaram?
Betina: Me incentivaram a estudar mais porque eu deixava as listas em dia. Chegava com
dividas e tirava as dividas. Eu pude estudar bastante 14 com a Rosa e com a Moema. A

gente trocava informagdes.
6.2 Consideracdes sobre as entrevistas dos estudantes

A anélise das falas das duas entrevistas aponta questdes comuns e recorrentes nas
experiéncias e aprendizagens dos estudantes universitarios iniciantes. Assim, fizemos uma
sintese daquelas que estdo associados ao nosso objeto de pesquisa, buscamos categorizé-los e

os apresentamos em forma de proposicdes.

C1l) Os estudantes tiveram boa relagdo com a Mateméatica do Ensino Basico e
reconhecem que carregam lacunas conceituais em temas do Ensino Fundamental e
Ensino Médio.

Essa afirmacdo é verificada pelas falas dos entrevistados, porém nos remete ao
primeiro topico do capitulo anterior em que ela pode ser evidenciada pelos registros escritos
apresentados nas resolugdes de itens do pré-teste. Nessa secdo 5.1 foram listados temas

especificos do Ensino Basico em que os estudantes tém dificuldades. Pesquisadores como

® Rosa e Moema sd0 nomes ficticios de outras duas estudantes participantes dos GE.
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Igliori (2015) e Nasser (2009), ao tratarem dos obstaculos de aprendizagem no Calculo
corroboram a afirmacdo acima ao apontarem que concepgdes que geram obstaculos no ensino
da Matematica sdo, em geral, consequéncias de aprendizagens anteriores.

A esse respeito, numa investigacao realizada por Dorr e Muniz (2017) com o intuito de
verificar em que assuntos matematicos do Ensino Basico estudantes ingressantes dos cursos
de Matemética da instituicdo onde atuam desejariam aprofundar seus estudos e, a partir dos
resultados, detectar eventuais lacunas na formagdo matematica anterior que podem afetar a
aprendizagem nos cursos de Calculo, alguns dos estudantes responderam que queriam uma
“revisao de todo o contetido”. Essa resposta pode revelar uma grave dificuldade com a
Matematica elementar de outros sujeitos e foi aqui representada por meio da expressao desse
unico estudante.

Um dos estudantes admite nédo ter estudado funcbes e outro Trigonometria. Notemos
que ambos admitem ter tido dificuldades ndo somente com a Matematica. Germano cita
disciplinas como Fisica e Quimica. Betina menciona ter tido problemas com a Fisica e os dois

estavam vivenciando dificuldades no Célculo 2 no momento da entrevista.

C2) Os estudantes revelam ter métodos de estudos focados em procedimentos de
resolucdo de listas de exercicios.

Ao serem questionados a respeito dos seus métodos de estudos, 0s sujeitos
entrevistados afirmaram terem priorizado as resolucdes das listas de exercicios, 0 uso dos
recursos da Internet como videoaulas e pouco uso de livros didaticos. E sabido que a auséncia
ou a técnica equivocada nos estudos individuais tém influenciado o processo de adaptacao ao
Ensino Superior. Além disso, podem afetar o rendimento académico dos universitarios nesse
processo de adaptacdo ao novo meio escolar (CUNHA; CARRILHO, 2005; ALMEIDA et al.,
2007; ALMEIDA, 2007).

Nossa observacao revela que, em geral, os estudantes iniciantes trazem do Ensino
Basico seus métodos de estudos que funcionaram bem até a entrada na universidade, mas que
se mostram ineficazes ou insuficientes para obterem éxitos. 1sso esta relacionado ao tipo de
trabalho desenvolvido nas salas de aula e as orientacGes de livros didaticos do Ensino Basico,
que tradicionalmente foi construido na resolucdo repetida de um numero excessivo de
exercicios (FROTA, 2001; NASSER, 2007). Logo, a escola transmite aos estudantes uma
concepgdo limitada de como se realizam os estudos em Matematica e ndo os prepara para 0

ambiente educacional do Ensino Superior. Este Gltimo tem novos pressupostos e relagdes de
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aprendizagem e, aparentemente, espera que 0s estudantes ingressantes ja cheguem preparados
para a nova realidade educacional.

Tall (1992) acredita que os estudantes concentram seus estudos na realizacdo de
procedimentos repetitivos, como a de resolucéo de listas de exercicios, por terem dificuldades
no entendimento dos conteldos e porque tém que se preparar para as avaliacdes. A obtencao
de sucesso nelas acaba sendo a prioridade em detrimento de uma aprendizagem significativa
que inclui elementos de pesquisa e investigacdo matematica (SKOVSMOSE, 2009). Por outro
lado, Tall (1992) ainda pondera que o professor, ciente das dificuldades conceituais de seus
alunos, passa a exigir nos testes questdes procedimentais. Assim, fica estabelecido um ciclo
Vvicioso.

Entretanto, ao entrarem na universidade os estudantes serdo desafiados a fazerem
demonstracbes ou a se ocuparem com situacdes-problema, nas quais lhes serdo exigidas
capacidades de argumentacdo e de expressdao matematicas para o0s quais ndo foram
devidamente preparados. Por exemplo, os entrevistados falam que ndo imaginavam que
teriam que estudar tanto ao entrar na universidade. Germano relata ter ficado, em certo
semestre, semanas a fio tentando resolver uma lista inicial de funcGes. Para ambos, 0 estudo

matematico se limita a repetida resolucéo de exercicios das listas.

C3) As préticas de ensino como barreiras a aprendizagem matematica no Ensino

Superior.

Nossos entrevistados indicam sentirem falta de que haja mais espaco para
comunicacdo com os professores em sala de aula e de terem mais liberdade para tirarem
duvidas. Voltando ao tema da transicdo do Ensino Basico para o Superior, recorremos mais
uma vez a Almeida (2007). Esse autor aponta a relagdo com os docentes entre os fatores
associados aos resultados de aprendizagem de universitarios ingressantes e as classifica como
raras e distantes.

O aluno entrevistado valoriza em sua fala “a didatica” do professor, sinalizando que
ele apresentava de forma clara os contetdos, porém teve dificuldades de se comunicar com

ele ao sentir que o professor ndo esteve aberto as suas duvidas.

C4) Em busca da superacdo de suas ja identificadas dificuldades em contetudos de
Matematica do Ensino Basico, os estudantes sugerem a necessidade de criacdo de

espacos de apoio institucional que sejam mais dialdgicos para estudos desses contetdos.
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Os estudantes esperam que contetdos matematicos basicos sejam revisados no inicio
do Célculo e buscam atividades de suporte aos seus estudos, além dos ja oferecidos pelas
monitorias. Embora haja oferta diaria e em dois periodos de monitoria, os dois estudantes
ouvidos ndo mencionam buscar ajuda nelas e nem nos foruns de davidas disponiveis na
pagina do curso no Moodle.

Um dos estudantes expressou satisfacdo em poder ajudar os colegas e a outra relatou o
fato de ter podido interagir com eles. Essas posturas levam-nos a perspectiva freireana
(FREIRE, 2011) de utilizacdo do dialogo como ferramenta de construcdo de saberes. Nesse
caso, o dialogo entre os educandos, unidos pela busca de superacdo das dificuldades no
Célculo é fator de estimulo & sua autonomia como sujeito aprendente.

O espaco de apoio proporcionado pelo Grupo de Estudos foi avaliado positivamente
pelos entrevistados. Nesse espaco, lhes foi possibilitado o aprofundamento em seus estudos
num ambiente de interacdo dialégico e de compartilhamento ndo somente de suas

dificuldades, mas também de seus avangos nos conte(idos.

6.3 Entrevistas com trés professores

Conforme relatado na pesquisa exploratéria, a metodologia do Calculo na universidade
em que foi realizada a pesquisa é singular. Assim, sentimos a necessidade de entender o
porqué do formato usado e de complementar nossa investigacdo sobre suas vivéncias,
opiniBes, pensamentos e visdes acerca das aprendizagens dos estudantes iniciantes. Por esse
motivo, decidimos pela entrevista de trés docentes.

Todos os trés professores escolhidos para partilharem e relatarem suas experiéncias no
Célculo | participaram da criacdo e implementacdo dos dois modelos magistral e
semipresencial, usados hoje na universidade em que foi realizada a pesquisa. Eles continuam
envolvidos na docéncia do curso e ttm acompanhado seu desenvolvimento a cada semestre.
Esse foi o principal critério de escolha desses docentes.

Da mesma forma que aconteceu com as entrevistas dos estudantes, foi elaborado um
roteiro estruturado de perguntas (Apéndice F). As transcricdes das entrevistas sao
apresentadas nas paginas seguintes. Nessas transcri¢fes, as perguntas da pesquisadora foram
grafadas em negrito e as respostas em italico. Todos os professores autorizaram a utilizacdo
de seus nomes reais na pesquisa. Entretanto, reiteramos que estdo sendo usados nomes

ficticios para todos os entrevistados.
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Entrevista com o professor Kepler

O professor Kepler leciona o Calculo | e os outros Célculos no Departamento de
Matematica da universidade em que foi feita a pesquisa ha, pelo menos, 30 anos. Ele foi o
idealizador da criacdo do Calculo I Semipresencial e, por isso, coordena as suas atividades. A

entrevista com o Prof. Kepler aconteceu no dia 8 junho de 2017.

Raquel: Como surgiu a ideia de criacdo do Calculo I na modalidade semipresencial
(SP)? Por favor, descreva a metodologia do curso.

Kepler: Isso foi por volta do ano 2000 quando houve uma expectativa muito grande de uso
da internet como veiculo da educacdo. O Calculo | era unificado e tinha muita coisa na
internet, ainda elementar, mas tinha coisas como foruns, textos, videos. E tinha uma
plataforma pequena de HTML' que a gente mesmo mexia. Mas a ideia era colocar contetdos,
as provas estavam online, as listas, os foruns. Tinham trabalhos de Maple® que eles faziam e
colocavam l4. Ela tinha um principio de plataforma a distancia. E ai a gente pensou no
Calculo. Por que ndo usar essa plataforma para atender os alunos ja reprovados? O publico
natural seria esse. Para esse publico vocé disponibilizaria o material e faria avaliacdes
apenas. As mesmas avaliacdes das turmas presenciais. Com aulas de exercicios entre uma
prova e outra. E ai surgiu essa ideia de fazer uma monitoria, quase uma monitoria. E uma
aula de dois créditos por semana, um encontro sé por semana, em que vocé tira davidas das
aulas que eles fizeram. E com isso vocé procura atender um pablico bem maior porgue vocé
ndo da um curso formal de novo. Eles ja assistiram aula. Esse € um ponto importante. Entao,
essa questdo de, por exemplo, presenca, etc., supostamente foi atendido l& nesse curso
anterior. Vocé complementaria com exercicios e faria as mesmas avalia¢des do presencial.
Ent&o é importante ser unificado porque sendo passa a ser um curso diferente. Podia ser um
curso, enfim, diferente do Calculo 1. Sendo as provas as mesmas, 0s critérios e tudo passam a
ser os mesmos. Ai ele funcionou de 2000 a 2004. Foi uma experiéncia boa. A gente fez
relatorios disso dai, tem registros dos rendimentos dessas turmas la no DEG.
Foi nessa época também de 2000 em que a propria universidade estava muito interessada
nisso: em usar as ferramentas computacionais, de rede, para o ensino. Foi nessa época que
veio uma Resolucdo do MEC de que até 20% do curso podia ser a distancia. Foi nesse

contexto que ela apareceu e foi aprovada.

" Html é uma abreviacdo para a expressdo inglesa Hyper Text Markup Language. E uma linguagem de marcacéo
utilizada na construcdo de paginas da Internet.
8 Ambiente computacional algébrico.



170

Raquel: Eram quantas turmas nesse comecgo?

Kepler: Eram duas turmas. Eu e um outro professor. Cada uma com 30 alunos. Era muito
pequeno, mas foi o inicio. Mas, depois de 2004, o Calculo | teve um colapso e deixou de ser
unificado. E o Semipresencial ficou esquecido. Muito tempo esquecido porque ndo sendo
unificado, ficava um pouco sem sentido. E foi o Newton, j& em 2013, quase dez anos depois,
que depois de unificado de novo, passou a ser usado o semipresencial.

Ai de la para ca, de 2014 para ca, tem aumentado sistematicamente a oferta. Vocé usa 0s
estagiarios de docéncia que é uma méo de obra que vocé néo teria como usar de outra forma.
Eles ddo um acompanhamento muito bom. Tém uma orienta¢é@o que eu dou para todo mundo.
Toda semana eu digo: olha € isso aqui que vocés vao fazer nessa semana. E eles vao fazendo
tudo direitinho. Eles seguem o mesmo cronograma do curso regular de Calculo I. Inclusive

fazem a mesma prova.

Raquel: Podemos ent&o resumir a metodologia?

Kepler: Resumindo, o curso tem um encontro semanal de aula de exercicios. Mas as duvidas
sdo estimuladas. Vocé ndo espera o aluno ter duvida para depois tirar a davida. Vocé
apresenta o problema e diz: Bom, neste problema qual é a davida? Eu acho que essa é uma
diferenca importante, porque, por exemplo, a monitoria comum feita aqui em baixo (no
subsolo do departamento) ndo funciona porque nado é estimulada. Ninguém tem ddvida para

ir la.

Sé tem um monitor em sala?

Kepler: Sim. E sdo trinta alunos para um professor ou o estagiario de docéncia.

Eles fazem atividades em grupos?

Kepler: Sim. Eles fazem os trabalhos em grupos. A ideia é de uma aprendizagem
colaborativa, de modo que um aluno pode explicar para ao outro. E claro que tem 14 o
professor, mas o fato dele conversar, dele trocar ideias, dele tentar convencer o colega de

como funciona isso é que é o ponto importante.

Raquel: S&o quantas turmas hoje?
Kepler: Sdo quatorze turmas. Onze diurnas e trés noturnas. E é segunda vez que temos

turmas no noturno. No semestre passado tivemos uma turma.
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Raquel: O que mudou na estrutura inicial para o formato que o curso tem hoje?

Kepler: Nada. E a mesma estrutura.

Raquel: Quais as principais dificuldades que vocé observa nos estudantes que estédo
matriculados no Calculo | SP?

Kepler: Bom, tem um problema. E um publico, em principio, mais problematico porque ja
sdo 99% deles de reprovados. Entdo, eles ja chegam com uma autoestima muito baixa, por
assim dizer. Eles sdo muito timidos, tem medo de fazer perguntas. Entdo sdo pessoas que ja
tiveram experiéncias ruins no Calculo. Nossa tarefa la € desmanchar essa expressao deles.
Agora, a dificuldade deles é patente: € principalmente do 2° grau. Eles conseguem entender
as ideias do Célculo, mas nao conseguem implementar as ideias. Eles sabem intuitivamente o
que significa o Limite, mas se tem que simplificar um quociente, se tem que fazer uma
operacdo para vocé chegar a um resultado, € cruel para eles porque eles erram muito e ndo
sabem que erraram. Eles ndo tém um senso critico de o quanto esta certo ou errado nas
contas. Ent&o, o principal problema hoje n&o é o Céalculo. E essa formag&o anterior que nio
vou dizer que é so em fragdes, mas é de uma maturidade na matematica de 2° grau. Eles tém

uma dificuldade muito grande e esse é o principal problema.

Teve um caso curioso, né. Tinha uma fracdo assim: £ = 0. O aluno ento fez assim: ent&o, p

q
Quer dizer, ele esta tdo acostumado a resolver passando um nimero de um lado para o outro
que ele tentou resolver essa equacao desse jeito. Quer dizer, é uma falta de maturidade e

pensamento critico. N&o é que ele ndo saiba fracéao.

Raquel: Sobre as atividades em grupo, como vocé avalia essa experiéncia?

Kepler: E uma experiéncia boa e bem interessante: a construco coletiva do conhecimento.
Acho que é esse é o nome. Um ambiente em que eles discutem, fazem e participam. E bem
ativo. E ser em grupo é essencial. N&o adianta estar la e resolver exercicios isolados. 1sso

nao € o ponto.

Raquel: Vocé nédo acha pouco somente um professor por turma?
Kepler: Acho sim. O bom seria ter mais, pelo menos mais um seria o conveniente.

Raquel: Obrigada!
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Entrevista com o professor Newton

O professor Newton leciona o Célculo | na universidade desde o ano de 2010. Ele
pertence ao grupo que montou e colocou em operacdo, desde 2012, o modelo chamado de
magistral, que foi descrito no Capitulo 4. Nessa entrevista, além do professor narrar a historia
de criacdo do sistema usado hoje na universidade em que foi feita a pesquisa, ele responde a
perguntas acerca do seu olhar sobre as dificuldades e aprendizagens dos estudantes de

Célculo. A entrevista com o Prof. Newton aconteceu no dia 26 junho de 2017.

Raquel: Como vocé participou da criacdo e implementagdo da metodologia que hoje é
usada no Célculo | deste Departamento de Matematica, explique como surgiu a ideia
desse modelo.

Prof. Newton: Uma das pessoas que pensou esse modelo, e talvez foi a primeira pessoa que
falou sobre isso foi o Prof. Arquimedes. Eu sei também que ele se baseou em coisas que
acontecem especialmente em boas universidades dos Estados Unidos, onde vocé tem
professores que déo aula e depois tem monitores, ou outros professores que podem ser alunos
de mestrado ou professor substituto que depois vao dar suporte para o aluno durante aquela
semana ou durante algum periodo. Tem varios tipos de suporte. Pode ser uma aula no
quadro, mas ndo é aquela aula que introduz a matéria. Pode ser um suporte de fazer
exercicio, pode ser uma monitoria ou coisas assim. E a ideia dele é que no Calculo I,
especificamente, essas seis horas por semana € muito tempo porque se vocé fosse ficar s6
com aulas expositivas vocé vai dar a matéria e vai fazer todos os exemplos, vai fazer tudo e
acaba que o aluno fica recebendo aquilo tudo mastigado e copiando. Segundo ele, daria
tempo, e seria bom para incentivar, se a gente tivesse aulas com o professor na sala de aula
acompanhando os alunos, cada um no seu ritmo de fazer exercicios, cada um com suas
duvidas, pelo menos em pequenos grupos porque eles fazem duplas e trios. E ai o professor
poderia sanar aquilo. Uma vez que o professor tivesse a sensibilidade de que tem alguma
coisa aqui que esta dificil para muita gente, ai ele pode ir no quadro e explicar. E ai ele
falou: da para fazer uma aula magna, uma aula grande, onde fosse 14 um professor e desse
aquela coisa teodrica de dar uma motivacdo, explicar o porqué de um teorema, dar uma
aplicacéo, coisas assim. E depois, os caras vao fazer exercicios. Coloca as definigdes, 0s
teoremas e 0s exemplos basicos. E ai depois separa as turmas em grupos menores para fazer
0s exercicios da semana.

Entdo, respondendo como que surgiu, n6s compramos a ideia na época. Eramos quatro

professores. Nés juntamos duas turmas para fazer esse esquema que hoje € feito com todas as
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turmas. Entdo, na aula a gente juntava duas turmas na aula tedrica. 1sso foi em 2012 que nos
fizemos a primeira vez. Ou seja, nds falamos com a coordenagdo de graduacdo e ai
comecamos. Colocamos algumas pessoas para dar uma aula, juntamos duas turmas, depois
separava e faziamos exercicios e tudo mais.

Concomitantemente a gente tava fazendo o Moodle. O Moodle foi crescendo e mais
professores foram querendo testar ou participar. Entdo nés fizemos com 4 turmas, depois
com 6, oito, dez. Quando a gente viu ja tinha mais da metade das turmas ja nesse modelo.
Alguns professores ndo queriam participar de jeito nenhum. Mas dai, como ja tinha muita
gente, tinha o Moodle muito bom, a gente submeteu para o colegiado para fazer um teste com
todas as turmas o que seria um teste de verdade porque era o curso de Calculo | da
Matematica aqui do departamento. E vem sendo feito desde ent&o.

Como isso, ainda por cima, economiza um pouco de horas, economiza uma certa carga eu
nem sei dizer se um dia a gente vai voltar atras nesse sistema. Porque voltar atras significa

aumentar muito essas horas. Mas a criagao foi basicamente isso.

Raquel: Quais foram as motivac6es para criacao e implementacao dessa metodologia?

Prof. Newton: As motivacdes foram basicamente de que o aluno tem que ser mais
participativo. Se ele fica s6 como telespectador, assistindo, e as vezes, copiando,
aparentemente a cabeca dele ndo esté funcionando muito bem. Ent&o a gente quer promover
uma certa independéncia do aluno e o fato dele ser protagonista no processo. Ele tem que
pegar a lista e tentar fazer. Ja assistiu uma aula, ja leu algum texto, ja viu os materiais que
nés temos no Moodle, um video, um exercicio resolvido, agora ele tem que fazer. E o
professor esté |14 para dar assisténcia, para ser um coadjuvante mesmo. Entdo, a ideia basica
é que a gente quer ter um aluno mais proativo, que tenha mais iniciativa, que saiba correr um
pouco mais atras, que o professor ndo tenha que resolver para ele, mas possa dar uma dica e

ele mesmo ver se cai a ficha e ele faz e tem um procedimento mais ativo nesse processo.

Raquel: Como funcionam as aulas de exercicios?

Prof. Newton: A turma tem em torno de 50 alunos a 60 alunos. Eles formam trios, vamos
supor, e 0 professor vai passear entre esses trios. No comeco ele pode ate fazer um exemplo,
coloca alguns exercicios que ja sdo da nossa lista que ele ja selecionou. Ai 0s outros
exercicios os alunos vao fazer em casa. Entdo ele teve ao menos um suporte ali presencial

naqueles (exercicios). E os alunos vao fazendo no ritmo deles. Quem acaba tudo, o professor
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pode dar outros exercicios, quem ainda ndo conseguiu, ele ja sabe que tem que terminar em

casa e por ai vai. O professor vai dimensionando de acordo com a turma.

Raquel: Quais foram as maiores barreiras para a sua implementacéo?

Prof. Newton: Bom, uma barreira grande é desenvolver um material de suporte que seja
bom no sentido de que vocé vai colocar para os professores. Vocé vai falar assim: olha, eu
quero fazer assim com esse material, 0 material tem que ser bom porque sendo eles vao falar:

esse material ndo presta. Entéo isso é importante.

Raquel: Certamente foi um processo longo e trabalhoso a construcédo desse material de
apoio no Moodle.

Prof. Newton: O nosso Moodle demorou anos para ficar pronto. A gente tem hoje essa
plataforma de ensino a distancia com cronograma semanal, textos, cada texto tem tarefa com
solucdo, tem teste online, tem féruns, tem videos, lista de exercicio e lista de aplicagdo. A
lista de exercicio tem gabarito e a de aplicacdo tem solucdo completa. Eu comecei a montar
esse material como monitor na época. Eu ndo tinha ideia ainda do magistral. Eu estava
construindo uma pagina no Moodle para a disciplina que eu pegasse.

Depois 0 Marcelo entrou e a gente estava fazendo um teste online. Porque no teste online o
aluno marca a reposta e ele tem como na hora falar se esta certo, se esta errado, dar uma
dica. E € o que esta feito. A gente acha isso legal porque € uma coisa para o cara continuar.
Em geral, no livro ele faz, e olha no gabarito. Se estiver certo, bem. Se estiver errado, ele s6

vai saber que esta errado.

Raquel: Teve uma época que a participacdo nesses testes valia nota, ndo é?

Prof. Newton: Sim. Chegou a valer nota. Mas depois os alunos colocaram o solucionario no
Facebook. Ai a gente resolveu tirar.

Mas uma barreira foi a gente ter um material que realmente unificasse a coisa. Ou seja, em
cada semana vocé tem toda a estrutura bem certa, bem testada, bem montada para dizer:
vamos usar porgue vai dar certo.

Outra barreira grande para implementar sdo 0s nossos professores. Muitos deles sdo
contrarios, querem dar o curso com total autonomia, com total liberdade, acham que o
negocio fica muito engessado, pois semana apds semana tem que dar esse contetido e aquele.
N&o concordam com alguma coisa. Enfim, querem de fato ser totalmente autbnomos na sua

turma e fazer exatamente o que eles querem. E muitos com boas ideias com respeito a isso.



175

Por exemplo, peguei uma turma mais fraca. De repente eu acho que tenho que ir mais
devagar nessa parte para ver se eu ndo perco. Ai ele quer ir mais devagar um pouco. E em
nosso sistema teoricamente ndo tem como. Ou entéo, peguei uma turma mais forte, vamos dar
um curso mais puxado. Em suma, os colegas tém uma resisténcia de mexer com a zona de
conforto. Que é natural do ser humano.

Tudo foi uma implementacéo passo a passo para chegar no estagio que a gente esta hoje. NO6s
cometemos erros, nos aperfeicoamos, semestre apos semestre, a gente mudou algumas coisas.
Ai vimos 0 que estava pior e voltamos atras. Enfim, teve um processo nesse negocio.

Mas as principais dificuldades hoje s&do: montar um Moodle daqueles e convencer os
professores de que isso vai ser melhor.

Por exemplo, a prova unificada causa muita controvérsia. Muita. Porque teoricamente sédo
algumas cabecas que fazem a prova para todo mundo e aquele professor ndo manda na prova
dele. Ele s6 corrige. Entdo, as vezes o professor ndo concorda e fala: Ndo, eu acho que essa
prova ndo foi legal. Eu faria melhor. E o que a gente escuta. Ou, essa prova no deu tempo
dos alunos fazerem. Mas a gente tem ouvido esse tipo de reclamacéo e vai ajustando. Hoje
temos um sistema de provas também que td rumando para se tornar um sistema mais
autdbnomo. Tem a Teoria de Resposta ao item que estamos colocando nas nossas provas. Mas
enfim, aparentemente vem dando certo porque tem gente que gosta de prova objetiva, tem
gente que gosta de questdo aberta e a gente tem as duas coisas justamente para dar meio que
uma equilibrada nesse debate. Essa questdo de unificacdo, pelo menos aqui em nosso
departamento, as pessoas ndo enxergam como uma economia de tempo e de energia, uma
ferramenta que vai facilitar. Algumas pessoas enxergam como uma cadeia, uma priséo.
Parece que a pessoa esta algemada naquele curso que ela tem que dar daquele jeito e ela ndo
tem liberdade para fazer o que ela gosta, o que ela quer. Sdo essas as duas maiores

dificuldades.

Raquel: Quais os projetos futuros para atualizacdo ou melhora do curso?

Prof. Newton: Estamos tentando montar um banco de itens bem calibrado para usar a
Teoria de Resposta ao Item e, no futuro, usar um sistema de teste adaptativo para o
computador de tal forma que se possa montar uma prova de proficiéncia no Calculo. E um
projeto futuro que se a gente puder colocar em pratica aqui vai ser muito bom.

Em termos de plataforma, talvez alguns recursos computacionais como Geogebra e coisas
assim que mostrem melhor com animag0es, talvez para a reta tangente, a Soma de Riemann,

para o cara fazer experiéncias. Com o tempo talvez surjam mais professores com energia
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para implementar mais coisas. No momento estamos fazendo a proficiéncia. S&o itens que

tem que ser testados.

Raquel: Ha quanto tempo vocé leciona Célculo 1?

Prof. Newton: Nesta universidade desde 2010, mas comecei antes em outras instituigdes.
Assim que comecei meu trabalho aqui ja peguei turma de Céalculo e venho lecionando desde
entdo. Talvez nesse periodo s6 ndo lecionei em um ou dois semestres. Até porque, se eu nao

pegar Calculo I, para mim é prejuizo porque eu ja estou trabalhando com a matéria.

Raquel: A que vocé atribui os elevados indices de reprovagdo no Célculo | aqui nesta
universidade?

Prof. Newton: Eu acho que tem alguns fatores principais. O primeiro deles eu acho que ¢ a
falta de base matematica com que os alunos entram aqui na universidade. Quer dizer, vai dar
um Limite, mas eles ndo sabem fatorar. No meio da conta eles falam que a raiz da soma é a
soma das raizes. Ele estd até fazendo certinho, mas no meio da conta ele faz um erro
primario e acaba com a conta. Entdo essa falta de base é uma coisa que para mim é um dos
principais pontos. Se o aluno viesse com uma base boa do Ensino Médio, ele conseguiria
acompanhar mais facilmente.

A segunda é a falta de motivacdo por parte de alguns cursos especificos onde o aluno nao
quer mais aprender Matematica. Entéo, ele passou para Biologia. A ultima coisa que ele quer
ver é Matematica e ai tem Calculo | no curriculo. E esse aluno ja ndo tem muita base, porque
provavelmente ja ndo gosta muito. Entdo, somam-se os problemas, porque além da falta de
base tem a falta de motivacdo. Ele ndo sabe para que ele estd aprendendo aquilo. Ele ndo
sabe praqué aquilo serve, 0s veteranos ja estédo dizendo que aquilo é um saco mesmo. Sabe, é
uma decepg¢do na vida dele. Ele como calouro, estudou muito, foi uma vitoria pra ele passar
no vestibular e quando ele chega aqui ja se decepciona de cara.

Eu acho que é uma falta de motivagdo muito grande e de saber porque eu t6 aprendendo isso.
Esse ponto, por exemplo, é um ponto um pouco negativo que é do curso ser unificado. Eu ndo
consigo dar um curso para Biologia, um curso para Administra¢do. O sistema tem falhas
tambem.

Por exemplo, eu dou aula para a turma de Administracdo ha muito tempo. Os estudantes ndo
gostam, ndo querem aprender e ndo querem saber.

Uma terceira causa que eu poderia citar, especialmente nos cursos da noite, sédo 0s caras que

trabalham e o Calculo I exige uma dedicacéo extraclasse. O cara tem que dar uma estudada,
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ndo adianta ele levar no ritmo do Ensino Médio que ele estuda um dia antes da prova e
passa. Entdo, eles vém muito imaturos, muito crus e eles ndo se sabem como estudantes
porque nunca tiveram que estudar de verdade. Ai quando chega aqui é um baque. E um
baque grande e o cara ndo consegue acompanhar a matéria, ndo consegue estudar toda
hora. Ele nem sabe direito como que ele proprio aprende. Ele aprende melhor lendo? Ele
aprende melhor com algum recurso na internet? Ele aprende melhor com alista de
exercicios? Ele ja teria que entrar aqui com um autoconhecimento de como eu sou como
estudante um pouquinho maior.

Os alunos da Matematica sdo motivados porque estdo no curso de Matematica. Mas muitos
ndo tém base nenhuma. Ai vocé fica 14 quebrando a cabeca e o curso andando: Limite,
Continuidade e tal. E vamos vendo se isso vai ajeitando no decorrer do semestre. Mas eu

acho que esses trés fatores séo os principais.

Raquel: Qual é a principal diferenca entre o estudante do seu inicio de docéncia e o de
hoje?

Prof. Newton: Eu sinto que as dificuldades de hoje sdo um pouco maiores. Todas as que
falei. Primeiro, eles ndo estdo acostumados a estudar nada. Se falar para eles, pessoal vamos
ler isto daqui para semana que vem. N&o funciona, porque eles estudam na pressao para uma
prova. O estudante de hoje ele é um cara que esta acostumado a ser preparado para fazer
uma prova. Essa é a verdade. Eu nao sei se eles vém do Ensino Médio assim. Tipo assim: eu
tenho que estudar para fazer uma prova. Se eu falar: tal coisa ndo cai na prova, esquece.
Mas se eu falar: isso vai cair, ai alguns vao estudar. Entdo, eu acho que as bases deles deram
uma piorada. E claro que depende da turma. Vocé tem as turmas de Engenharia com nota de
corte muita alta no vestibular. Esses ai vao que vao. Mas, eu sinto que eles muito ligados na
prova, em saber como que eu vou passar nessa disciplina.

Eu vejo cada vez mais erros. As vezes erro de soma de frac&o. Vocé da Fraces Parciais para
ele tirar o mmc e vocé nem esté integrando ainda, sé esta reescrevendo as coisas e ele ja esta
com dificuldade. E uma coisa empirica. Ndo comprovei, ndo passei um teste, ndo fiz uma

sondagem. Mas eu acho que séo essas as principais dificuldades.

Raquel: Vocé mencionou entre as dificuldades a questdo da falta de preparo em
conteudos do Ensino Médio. Vocé considera a possibilidade de criagdo de um apoio
pedagdgico alternativo para cuidar especificamente desta parte? Como vocé vé a

possibilidade de criacdo de um curso do tipo de um pré-calculo?
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Prof. Newton: Olha, eu acho que o pré-Célculo seria 6timo, a priori. Seria 6timo ter uma
opcao. As vezes, com a nota que ele tirou no vestibular, se tivesse uma nota das Exatas, uma
nota da Matematica, a gente ja poderia identificar isso e falar: é recomendavel que vocé
faca. Ou ainda, fazer uma sondagem. A universidade ja podia mandar uma carta para ele e
dizer assim: olha, é recomendavel que vocé faca esse curso antes de fazer o Calculo I.
Beleza! Problemas: teria que abrir um monte de turmas de pré-célculo e ndo tem espaco
fisico, nem professor, nada disso. Entdo, é impossivel abrir um curso semestral antes. Uma
coisa que a gente ja pensou foi o seguinte: fazer um curso online de pré-calculo para o cara
ir fazendo junto. Quem quiser, deixa o curso aberto para o mundo inteiro ver. Faz o curso
online, coloca videoaula, coloca texto, coloca exercicio, coloca as coisas todas. O aluno que
tiver meio assim, ele pode ir 14 e revisar o conteido. E uma ideia. Porque ali a gente
colocaria efetivamente tudo o que ele precisa para entender as coisas que a gente esta dando
aqui. E deixa o curso l4. Ou simplesmente, quando os alunos entrassem, quando eles se
matriculassem no Célculo ele ja era matriculado 14 automaticamente e fala: aqui € uma
revisao que vocé pode precisar.

Agora, se ndo for um semestre antes, eu ndo acho que vai resolver muito. Porque essa
histéria de ser concomitante ndo ajuda. Para ele saber que ta dificil ele precisa fazer a
primeira prova. Porque ele ndo tem consciéncia de que aquilo ta dificil porque ele ndo esta
estudando. Ele ndo estuda nas semanas antes da prova. Ai quando ele vai estudar, ja é a
semana da prova, que é a semana gque a monitoria lota. Eu acho que a monitoria devia ser
fechada. Na semana da prova ele estuda um tanto, mas ndo sabe se é suficiente ou néo
porque ele nunca fez uma prova na universidade. Quando ele faz, ai ele se da conta. Mas a
primeira prova ja foi. Entdo ele comega a estudar mais para a segunda, mas a matéria esta
mais apertada e ele precisa da matéria da primeira.

N&o tenho uma solucgéo e isso é um debate que eu ja participei com alguns colegas que falam
assim: essa obrigacéo néo e da universidade. 1sso é uma coisa que n6s ndo podemos corrigir,
pois € um buraco que esta no Ensino Médio. E tém outros que falam o contrario: esse é o
aluno que néds recebemos. Ou a gente vai dar um jeito de trabalhar esses alunos e recuperar
esse aluno para que ele volte e dé uma resposta para a sociedade ou entdo a gente vai formar
sO 0S que ja vieram muito bons e que ndo é a maioria. E tem 0 meio termo que diz que a gente
ndo vai tapar o buraco completamente. A gene ndo vai dar um curso inteiro em um semestre

de pré-calculo. Mas o que a gente poderia fazer?

Entrevista com o professor Leibniz
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O Prof. Leibniz dedica-se a docéncia do Célculo ha quatro anos na universidade em
que foi feita a pesquisa. Desde o primeiro semestre do ano de 2016 ele é o professor
responsavel pela coordenacédo da disciplina Fundamentos da Matematica I. Por sua iniciativa,
essa disciplina passou, desde entdo, a ser oferecida aos calouros do curso de Matematica do
turno diurno, ou seja, aos estudantes iniciantes do Bacharelado e da Licenciatura. O curso
tem carga horéria de dois créditos que equivalem a 30 h semestrais e € uma disciplina
optativa, mas que ja vem incluida na matricula dos calouros. Em seu conteudo programatico
sdo contemplados conteddos basicos do Ensino Fundamental e Médio (Anexo J). A entrevista
com o professor ocorreu no Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia no dia
12 de junho de 2017.

Raquel: Quais foram as motivac6es para a oferta dessa disciplina?

Prof. Leibniz: Sdo varias as motivacdes. A primeira delas é o grande nimero de repeténcias
e evasao no curso de Célculo I. Quando eu estava ministrando as aulas de teoria de Calculo |
eu senti que (os estudantes) tinham dificuldades que ndo eram inerentes ao Calculo | apenas
e sim la do Ensino Bésico do Ensino Médio. Desde 6° ano, ate, as vezes 7° e 8° ano. De coisas
basicas, fracbes e tudo mais. Eu pensei: por que ndo? Nessa inquietude, digamos assim, eu
acabei fazendo uma consulta em algumas universidades e notei que algumas universidades ja
contemplam isso, um curso de pré-célculo. Assim, varias universidades em S&o Paulo e no sul
também tém disciplinas de pré-calculo com o intuito de motivar os alunos. Foi nessa direcéo

gue eu entdo busquei os coordenadores na época na iniciativa de fazer essa disciplina.

Raquel: Entéo foi sua iniciativa?

Prof. Leibniz: Sim. Foi iniciativa minha e eu agreguei mais carga horaria no meu semestre.

Raquel: Qual é o conteudo programatico do curso?

Prof. Leibniz: Como n&o tinha programa, nos fizemos o programa e ele contempla
contetdos do Ensino Basico e do Ensino Médio. O que eu busco fazer?

A gente busca desde o comecinho, desde soma, fragdo, conjuntos e ai vai tudo. Vai funcgdes,
como é que define funcBes e um pouco de graficos na primeira parte. Nao € a construcéo de
gréaficos, mas sim alguns conceitos basicos de graficos. Ai tudo que a gente faz a gente
procura dar uma demonstracdo. Por exemplo, se a gente vai fazer um teorema a gente
demonstra, uma Formula de Bhaskara, nds demonstramos, alguma coisa inerente a somas de

Senos ou cosseno é demonstrado.
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Entdo o que a gente busca fazer ndo é dar aquela coisa jogada como a gente vé 14 no Ensino
Médio e no Ensino Bésico. O que eu procuro fazer nesse modulo de seis semanas iniciais, a

gente faz uma revisao.

Raquel: Mas o curso s tem dois créditos? D& tempo?
Prof. Leibniz: Para o aluno ndo ficar meio disperso na semana, n6s concentramos isso em

dois encontros semanais sempre, de duas horas.

Raquel: E quando termina?

Prof. Leibniz: N&o termina bem quando se espera. Nao termina dois meses antes (do fim do
semestre)? Nao. Eu costumo dar aulas até quase o fim do semestre. Mesmo tendo exaurido 0s
dois créditos. Porque eles (os estudantes) gostam tanto de ver como aquilo € aplicado. Por
exemplo, se a gente esta vendo fracGes parciais ai vem as integrais e aquilo motiva eles a

continuar.

Raquel: Fale um pouco sobre a metodologia do curso.

Prof. Leibniz: O que que eu faco? Eu explico o contetdo e fago milhares de exercicios e
nunca os mesmos. Por exemplo, se nés demonstramos a Formula de Bhaskara entdo, eu faco
dois ou trés exercicios. Um com discriminante zero, outro positivo e outro negativo. Dou
entendimento para aquilo e pronto.

O que eu procuro fazer é estudar as entrelinhas de cada um dos exercicios ou dos métodos
que estdo sendo aplicados. Ahh, por que que néo vale isso? Se eu tirar tal informacéo ou
tirar tal e tal resultado o que isso acarreta? O que isso atrapalha?

Entéo, simplesmente € esse o0 enfoque que a gente aborda.

Raquel: Como os estudantes trabalham os exercicios em sala de aula?

Prof. Leibniz: O que que eu faco? Eu discuto com eles. Depois deixo um tempinho para eles
trabalharem também. O que a gente faz? Bota o exercicio no quadro, depois que eu dei a
matéria ou revisdo. Ai vamos resolver esse exercicio. Ai eu espero um pouquinho. Eles
executam. Ai eu falo: vamos agora discutir juntos. E pergunto: como vocé fez? Como vocé
partiria? Assim é bom porque vocé instiga a resolucgdes diferentes. Por que vocé pensou
assim? E tudo mais. Entdo, nesses momentos iniciais a gente faz isso. Além disso, eu faco um
uma lista de exercicios para eles reforgarem. Depois de um tempo, uma semana ou duas eu

convoco eles para fazerem os exercicios da lista que é mais um pouquinho elaborada. As
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vezes chamo eles no quadro. Entdo eles mesmo vao la no quadro e tentam convencer 0s

outros alunos de que a solucéo que eles encontram esta certa.

Raquel: Qual o tamanho da turma?
Prof. Leibniz: A turma costuma ser de uns 25 a 30 alunos.

Raquel: S6 tem uma versao do curso no periodo diurno?
Prof. Leibniz: Sim, Sé tem uma versd@o durante o dia porque a noite ndo comporta. Eles ndo

tém brecha na agenda deles para ter dois encontros semanais.

Raquel: Mas entdo o curso é oferecido somente a alunos da Matematica do diurno?
Prof. Leibniz: O curso é diurno, mas também ¢é possivel que os alunos do noturno se
matriculem nele. No semestre passado tivemos quatro alunos do noturno que participaram. A

maioria, 90% era do diurno e 10% era do noturno.

Raquel: Sabe se o curso ja havia sido oferecido alguma outra vez?

Prof. Leibniz: Acho que é a primeira vez na universidade.

Raquel: Quais as principais dificuldades que vocé, como professor desse curso e de
Célculo, observa nos estudantes ingressantes da Matematica?

Prof. Leibniz: O que eu vejo é que os alunos de hoje vém de instituicdes, colégios ou
cursinhos. E esses Orgaos ou entidades buscam apenas o reconhecimento dentro da
sociedade. Para eles o0 que importa é sair na midia que esse colégio teve 90% de aprovacao
na universidade. Entdo, o que eu vejo muito quando nos estamos dando aulas de Célculo | é
que o aluno fica ansioso para saber qual é a féormula que ele vai usar. O aluno néo sabe
porque da aquilo. Se la no ensino basico, no Ensino Médio, se tivessem falado para ele que
na formula de Bhaskara o denominador era dividido pro 4a. E isso! Aplica! Ele ia aceitar e
ia dividir por 4a e ia tocar a vida feliz e achando que aquilo era 0 maximo e ia seguir para
frente, entende.

Entéo, o que sinto, assim, é que muito imposicéo, & muito jogado no ensino basico. A gente vé
gue nossos alunos, as vezes, nao tém varios contelldos que sdo inerentes ao Ensino Basico e
ndo sdo contemplados. Ai ha uma defasagem no conhecimento que era necessario ao aluno.

Ai, chega na universidade. E a universidade ¢ o0 momento de se fazer uma revisdo daquilo que



182

ja foi visto. Mas é muito breve e o aluno tem muita deficiéncia. O pré-célculo que a gente faz
na primeira semana é pra vocé ver o Ensino Médio todo. Por exemplo, as fungdes modulares
eles tém uma dificuldade imensa com aquilo. Ou funcGes definidas por partes séo fungdes que
eles ndo entendem. Os graficos sdo sempre retas. Tudo vira reta.

Nesse sentido, nds como formadores e professores temos essa preocupac¢do. Eu acho que nédo
basta nos falarmos que ndo é nossa culpa se é 14 no ensino bésico ou Ensino Médio que nédo
fizeram. Por isso eu levanto essa bandeira de que € necessario ter uma disciplina de pré-

calculo.

Raquel: Vocé considera que as atividades tém auxiliado os alunos?

Prof. Leibniz: Tem ajudado muito. No final do semestre eu peco para eles: facam um
relatorio com uma descricdo do que vocés acharam desse modo de teoria e exercicios da
forma que estamos abordando. Muitos acharam maravilhoso e disseram que aquilo salvou o
semestre deles de Calculo | e pediram encarecidamente que isso também fosse comtemplado
para outras areas também e ndo s6 o Calculo I, mas também para Algebra Linear. Eles
pediam que a gente abordasse alguns topicos de Algebra Linear e de Teoria dos Nimeros.
Mas essa disciplina € curta. Eles sdo tdo carentes em todo o leque de Matematica que eles
necessitam de tudo, entende. Se vocé for ver ha uma defasagem enorme na formacéo deles.
N&o s6 na parte de fracGes, mas também em somar vetores. Eles ndo sabem o que é isso. S&o
coisas simples que eram para estarem como uma base solida na base e eles vém totalmente

carentes disso.

6.4 Consideracdes sobre as entrevistas dos professores

Neste topico, estamos interessados em apontar as percepgdes e concepcbes dos
professores relacionadas a aprendizagem do Calculo. Para tanto, a partir de suas falas,

listamos e categorizamos as ideias relacionadas ao nosso objetivo.

P1) Reconhecimento da existéncia de empenho e disposi¢cdo dos professores em intervir
na realidade dos estudantes de modo a ajuda-los na superacéo de suas dificuldades em
contetdos matematicos fundamentais para a aprendizagem do Célculo.

Os professores evidenciam fortemente disposi¢do, preocupacao e interesse em criar e
implementar mecanismos que facilitem a aprendizagem dos estudantes buscando saidas para

contornarem a problematica recorrente da aprendizagem do Calculo na universidade. Isso é
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demonstrado na criagdo de ambientes de aprendizagem os mais diversos: 0s modelos
magistral e semipresencial, e, por Ultimo, a disciplina que trata de revisar os conteudos de pré-
calculo.

Nesta ultima iniciativa, hd uma preocupacdo do docente em procurar fazer
questionamentos que levem seus estudantes a uma postura mais critica diante dos temas
estudados. Ao mesmo tempo, ele enfatiza a importancia de se ndo deixar de lado os aspectos
formais dos contetdos, como as demonstracdes, que tém um papel essencial nos estudos
futuros dos licenciandos e bacharelandos de Matematica.

Aos sistemas magistral e semipresencial sdo incorporados o0s usos das novas
tecnologias: plataforma da disciplina no ambiente Moodle, videoaulas, textos online, entre
outros, elaborados como de material de suporte as disciplinas. Todas essas atitudes apontam
para uma reconfiguracdo das salas de aulas em um espaco de trabalho (LACHINI, 2001),
onde tanto alunos quanto professores atuam cooperativamente em busca de resultados
significativos, mas, principalmente, em que a transferéncia do conhecimento ndo é mais
propriedade predominante dos docentes. Esse € o modelo desejavel por todos os professores e

educadores matematicos.

P2) Reconhecimento por parte dos docentes da existéncia de lacunas conceituais do
ensino basico e dificuldades nos métodos de estudos dos estudantes iniciantes.

Os professores reforcam as falas de muitos outros docentes do Ensino Superior, ndo
somente de Matematica, que atribuem o insucesso dos estudantes a falta de conhecimentos em
contetdos considerados basicos (ALMEIDA et al, 2007). Em uma das falas, contetdos do
Ensino Fundamental considerados como pertencentes ao Ensino Médio. Um dos docentes
entrevistados destaca que “o principal problema hoje ndo é o Calculo”. De fato, como
verificamos em nossas analises de produgfes no capitulo anterior, nossos estudantes sdo
habeis nos usos de formulas de derivacéo e integracdo, mas falham em conceitos considerados
elementares como algumas manipulagdes algébricas.

Os docentes foram enfaticos em suas observagdes sobre a falta de maturidade e
pensamento critico. Nesse caso, 0s alunos ndo conseguem associar o Célculo tedrico recebido
e anotado nas aulas tedricas com o Célculo das situagdes-problema (LACHINI, 2001). Um
dos professores destacou a auséncia e deficiéncias nos métodos de estudos, além das praticas
de resolucdes de exercicios orientadas para as avaliagdes. Ele afirma: eles ndo se sabem como
estudantes porque nunca tiveram que estudar de verdade e acrescenta: Ele nem sabe direito

como ele proprio aprende.
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P3) Os docentes compreendem, fomentam e valorizam as atividades nos grupos

Além do uso das novas tecnologias, os professores avaliam positivamente as
experiéncias de resolucbes de exercicios em grupos dos sistemas magistral e semipresencial.
Eles classificam tais praticas como ativas, colaborativas e estimuladoras de uma maior
participacdo dos estudantes no processo de aprendizagem do Calculo.

Essas posturas vao ao encontro das necessidades expressas pelos estudantes nas
entrevistas. Elas também confirmam nossa pesquisa pratica que aponta para a necessidade da
implementacdo de espacos dialdgicos de discussdo, estudo e de liberdade para que o0s

estudantes possam expor seus questionamentos acerca dos temas matematicos estudados.

6.5 Intersecdes, convergéncias e divergéncias: um resumo

As falas dos professores e dos estudantes, aqui apresentadas, estdo repletas de assuntos
imbricados nas relacGes entre docentes e discentes do Ensino Superior. Entretanto, tendo em
vista nossos objetivos, resumimos neste item as questdes que mais se aproximavam deles,
procurando evidenciar os pontos comuns entre as falas dos sujeitos.

Esses sujeitos compdem a sala de aula de Calculo ocupam papéis especificos e tém
expectativas e percepc¢des distintas nesse universo académico. Por exemplo, com relacdo ao
contetdo programatico, percebemos a importancia dada pelos docentes aos temas a serem
ensinados e aos métodos usados em suas aulas (LACHINI, 2001). Os estudantes, por sua vez,
desejam estar preparados para as avaliacbes e, assim, terem sucesso naquela etapa para
seguirem com os estudos.

Tanto professores quanto estudantes reconhecem a falta de preparo dos discentes
ingressantes com relagcdo aos contetidos matematicos elementares e que acabam interferindo
no processo de aprendizagem e levando a insucessos. Isso foi citado pelos dois entrevistados e
foi exemplificada usando situagdes ocorridas nos procedimentos algébricos de resolucdo de
Limites ou de Integrais. Aqui temos um paradoxo: se a escola basica tem pautado suas
praticas nos procedimentos (NASSER, 2009), como € que os estudantes tém tido problemas
justamente com esses procedimentos?

Os estudantes elogiam as possibilidades de terem acesso aos videos produzidos para 0s

cursos e esses se verificam como suporte relevante as aulas tedricas e que tém atendido as
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suas necessidades de priorizarem a internet como ferramenta de estudo. Os professores
percebem as necessidades e as consequéncias negativas na vida dos estudantes do fracasso no
Célculo. Sdo mencionados sentimentos como baixa estima, desmotivacdo para os estudos,
tristeza e timidez. Ou seja, ha por parte dos docentes o reconhecimento de uma dimenséo
afeto-emocional atrelada ao fendmeno da aprendizagem matemaética. Eles tentam ajudar
efetivamente, apresentando novas propostas como, por exemplo, o recém-criado curso de pré-
calculo. Essa iniciativa é importante, porém ainda restrita a um pequeno numero de
estudantes. Apesar dessa preocupacdo, os docentes ndo conseguem vislumbrar, em curto
prazo, alguma possibilidade de criagdo de um curso para atender a um maior nimero de
pessoas, mas tém pensado e discutido ideias e possibilidades para contornar essa demanda.

Em sintese, temos de um lado, estudantes despreparados para um curso com a
complexidade do Calculo e buscando ajuda para suprirem suas lacunas de aprendizagens
matematicas fundamentais. Do outro lado temos um grupo de professores munidos de
ferramentas poderosas de transformacéo. Entre elas estdo o interesse pelas necessidades de
aprendizagens dos estudantes, a capacitacdo teorica e a capacidade de criar e colocar em
pratica modelos metodologicos inovadores e adaptados as exigéncias tecnoldgicas dos nossos
dias.

Apesar de todo esse empenho, os indices de reprovacdo mantém-se elevados.
Percebemos que ha um espaco vazio entre esses dois lados e que deve ser construida uma
ponte para que ambos trilhem um caminho que convirja para uma aprendizagem significativa
do Calculo. De que forma ela podera ser construida?

A investigacdo aqui relatada e as experiéncias dos Grupos de Estudos apontam para
caminhos que poderdo servir de pilares na construcdo de propostas institucionais que possam
amenizar o quadro de reprovacgdes. O proximo capitulo traz uma sintese desse relatorio de

pesquisa.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Ao chegarmos a este estagio do trabalho investigativo, olhamos para o percurso
percorrido com o intuito de fazermos uma apreciacao geral do que foi realizado em termos de
métodos, dos resultados, das percepcdes e das perspectivas futuras para, por fim, tecermos
nossos comentérios finais. Para isso, organizamos nossas considera¢fes em quatro partes.

Na primeira parte, verificamos se foram obtidas respostas para as nossas perguntas
iniciais. Em seguida, sintetizamos as principais constatacfes reveladas pela investigacao.
Subsequentemente, avaliamos nosso estudo e propomos encaminhamentos para pesquisas
futuras. Para concluir, expressamos nossas considerac6es sobre o significado desse trabalho
na constituicdo da professora-educadora-pesquisadora como sujeito aprendente.

7.1 Consideracdes sobre os objetivos da pesquisa

Os principais elementos que levaram a concepcdo e implementacdo deste estudo
investigativo foram a atividade profissional da professora-pesquisadora, sua docéncia no
Célculo, bem como seu interesse no entendimento das dificuldades de aprendizagens dos
estudantes. Este estudo teve como objeto de pesquisa a andlise de producles escritas de
estudantes de um curso inicial de Calculo Diferencial e Integral e suas implicagdes no
processo de aprendizagem dessa disciplina no Ensino Superior. A partir desse objeto, foram
estabelecidas as questdes de pesquisa e, antes de serem definidos os objetivos especificos, foi
feita a op¢do pelo foco nos processos algébricos dos registros escritos de estudantes, tendo
como justificativa o tipo de trabalho prético que se esperava fazer nos Grupos de Estudos de
Célculo.

Empenhados em encontrar respostas para as perguntas de pesquisa e no delineamento
da dltima parte do processo investigativo, foi feita uma pesquisa exploratéria durante trés
semestres. Nessa pesquisa, foram criados dos Grupos de Estudos de Calculo para estudantes
de Matematica, na primeira vez e depois, para outros grupos de estudantes. Todos o0s
estudantes de Calculo colaboradores da pesquisa experimentavam alguma dificuldade de
aprendizagem com esse objeto de conhecimento no momento que fizeram parte da
investigacéo.

O objetivo geral da pesquisa foi analisar producdes escritas de estudantes em
atividades de Calculo Diferencial e Integral com o propdsito de identificar elementos

indicadores de possiveis relagdes entre dificuldades, de ordem conceitual ou nos
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procedimentos algébricos, com o processo de aprendizagem dessa disciplina. Para alcancar
esse objetivo, foi criada a ultima versdo dos Grupos de Estudos. Esse grupo foi composto por
uma maioria de estudantes que tiveram pelo menos uma reprovacdo no Calculo. Essa
reprovacao foi considerada como uma das evidéncias de que estavam vivenciando alguma
dificuldade de aprendizagem.

Nos Grupos de Estudos, foram colhidas as producdes escritas originadas de resolucdes
de exercicios e situacOGes-problema ligadas aos tdpicos matematicos e que embasam e
estruturam um curso inicial de Calculo, a saber: operagdes com 0s numeros reais, funcdes,
equacdes, Limites, Derivadas e Integrais (AVILA, 1981; SIMMONS, 1987; THOMAS et al,
2010).

Esses tdpicos foram usados para agrupamento e apresentacdo das andlises desta
pesquisa e com elas foram apresentados 0s respectivos registros procedimentais dos
estudantes selecionados. No exame e discusséo dos procedimentos dos protocolos escritos, foi
usada uma variedade de autores para fundamentar teoricamente nossas observaces e
concluses. Entre eles, destacamos: D’ambrosio, 2009; Dreyfus, 2002; Freire, 2011; Igliori,
2015, Muniz, 2015; Rasmussen; Marrongelle; BORBA, 2014; Skovsmose, 2007; Tall (2012)
e Vergnaud (2009)

A construcdo das andlises levou em conta a abordagem do nosso objeto de pesquisa
expresso pelos objetivos especificos. Todas as analises e discussdes de protocolos de
estudantes realizadas nas cinco se¢des do quinto capitulo, indicam o cumprimento dos dois
primeiros objetivos especificos. O primeiro deles: analisar producdes escritas, na forma de
protocolos, de estudantes em atividades de Célculo Diferencial e Integral foi enunciado mais
genericamente e 0 segundo, especificava 0 que observariamos nessas analises, ou seja,
pretendiamos identificar e caracterizar erros, procedimentos e estratégias de resolucdo em
atividades de Célculo Diferencial e Integral com énfase nos aspectos algébricos das producdes
escritas dos estudantes.

Os dois ultimos objetivos especificos foram enunciados da seguinte forma:

e Analisar os atuais procedimentos didaticos, pedagogicos e metodoldgicos que visam a
aprendizagem do Calculo no local em que foi realizada a pesquisa.
e Buscar, junto a docentes e discentes, percep¢des sobre as aprendizagens do Calculo.
A apreciacdo desses dois objetivos foi realizada implicitamente nas anélises e, mais
diretamente, com a descri¢gdo do modelo de ensino de Calculo na universidade em que foi
realizada a pesquisa no quarto capitulo, juntamente com as entrevistas apresentadas no sexto

capitulo.
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Nesse sexto capitulo puderam também ser abordados os processos didéaticos,
pedagogicos e metodoldgicos do modelo vigente na universidade por meio das entrevistas
feitas com docentes e discentes. Foram ouvidos dois sujeitos que representaram os estudantes
de Calculo para falarem de suas necessidades e expectativas no processo de aprendizagem e
trés professores representando os docentes dessa disciplina.

Consideramos ter alcangado nossos objetivos satisfatoriamente. Assim, listamos, a

sequir, as principais conclusdes e observacoes sinalizadas pela pesquisa.

7.2 Consideracdes sobre as principais conclusoes

O sucesso dos universitarios ingressantes na aprendizagem dos novos conceitos do
Caélculo depende de suas experiéncias prévias nos estudos dos conteddos matematicos (TALL,
2010; LACHINI, 2001). Essa é uma realidade que foi considerada como ponto de partida de
nossa pesquisa ao analisarmos 0s registros escritos dos estudantes.

Desse modo, nessas analises buscavamos a explicitacdo dos conteldos do ensino
basico em que os estudantes apresentavam dificuldades nos momentos de resolucdes das

atividades. Logo, partindo desse pressuposto, enunciamos, a seguir, nossas constatacoes:

C1) Estudantes ingressantes apresentam expressivas deficiéncias em fundamentos de
Matematica da Educacdo Basica, mais especificamente, em temas do Ensino
Fundamental.

Nossas anélises identificaram dificuldades em muitos dos contetdos do Ensino Médio
como, por exemplo, no campo conceitual das Fungfes que sdo basilares para as aprendizagens
do Célculo (STEWART, 2011). Entretanto, foram observadas lacunas e dificuldades na
conceitualizagdo e representacdo dos numeros reais, nos conceitos e aplicacbes das operacdes
basicas no conjunto dos numeros reais, nas operacdes com fragdes, em calculos de raizes
quadradas, operacdes de potenciacdo, no uso e compreensdo da linguagem algébrica, entre
outros assuntos, todos relacionados a temas do Ensino Fundamental, muitos deles dos anos

iniciais, em especial do 6° ao 9° ano.

C2) As dificuldades em conteddos matematicos anteriores revelam-se como obstaculos a
aprendizagem do Calculo.
No quinto capitulo, apresentamos protocolos com evidéncias das dificuldades dos

estudantes em resolucbes envolvendo Equacfes e Funcdes. Nesse mesmo capitulo, pudemos
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perceber que essas dificuldades se constituiam como obstaculos a compreensao de temas mais
complexos e abstratos do Célculo, como o estudo de Limites, Derivadas e Integrais. Como
consequéncia, e embora os estudantes tenham demonstrado ter habilidades em técnicas de
derivacdo ou de integracdo revelados pelas construcdes ldgicas ou pelos passos de suas
resolugdes, 0s processos sdo equivocados e redundam em erros e insucessos nas avaliagdes.

A partir das nossas observacdes em sala de aula e das entrevistas com os estudantes,
podemos assumir que 0s ingressantes sdo sujeitos que, em sua maioria, experimentaram e
desenvolveram uma relagdo afetiva positiva com o0s objetos de conhecimento matematico do
Ensino Bésico. Isso foi sinalizado pelas boas experiéncias académicas com as atividades
matematicas desse periodo. Como consequéncia, fizeram a opg¢do por um curso das areas das
ciéncias exatas ou tecnologicas.

Parte desses estudantes, aparentemente, indicou ndo ter tido grandes dificuldades com
as aprendizagens matematicas no Ensino Basico, mas, ao ingressarem na universidade, eles
sdo confrontados com exigéncias de conhecimentos e habilidades em conteldos que néo
tiveram a oportunidade de estudar, aprender ou de aprofundar seus estudos anteriormente.
Porém, a academia parte do pressuposto que esses sujeitos tém familiaridade no uso e
aplicacdo desses saberes, pois sdo pré-requisitos para a entrada na universidade.

Ao passarem no vestibular, esses sujeitos garantiram seu direito de acesso ao Ensino
Superior, alcancando uma etapa importante em seu processo de desenvolvimento e
vislumbrando novos desafios. Porém, boa parte deles ndo sabe que ndo estdo preparados para
enfrentarem as exigéncias complexas e rigorosas do ponto de vista algébrico e conceitual das
novas aprendizagens do Célculo. Somado a tudo isso, deveria ser levado em conta que €
impossivel que um estudante absorva essas novas e complexas ideias em um curto periodo de
tempo de um semestre (TALL, 1992).

C3) Alguns estudantes demonstram ter compreendido conceitos como Limites,
conhecem as regras de derivagado ou integracdo, porém falham nos processos operatorios
mais simples relacionados as aprendizagens do Ensino Fundamental, tais como o uso da
propriedade distributiva, na fatoracdo, na determinacéo do valor de uma funcéao, entre
outros.

Os protocolos evidenciaram essa afirmacdo ao apresentarem exemplos de resolucGes
em que processos elaborados como o célculo de um Limite ou o uso de uma regra de

derivacdo ou de integracdo séo feitos corretamente, sinalizando aquisi¢do de conhecimento
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desses novos conceitos relacionados ao Ensino Superior. Apesar disso, muitos desses

estudantes ndo conseguem concluir a atividade por errarem nos processos algébricos bésicos.

C4) Os Grupos de Estudos de Calculo evidenciaram a necessidade da constitui¢cdo na
universidade de espacos de estudos e interacbes dialdgicas com mediacdo feita por
professores e estudantes.

As lacunas evidenciadas pelos estudantes ingressantes ndo serdo sanadas simplesmente
pelo acesso a universidade (LOPES, 1999) ou por estarem cursando o Calculo. Entretanto, os
professores esperam que 0s ingressantes tenham familiaridade com esses assuntos, imaginam
que eles poderdo superar suas dificuldades sozinhos e atribuem as dificuldades e lacunas
conceituais e procedimentais ao Ensino Médio.

O insucesso nas avaliacBes escritas leva a reprovacdo no curso, a frustacdo e, em
muitos casos, a evasdo do Ensino Superior. Na universidade em que foi feita a pesquisa,
devido aos elevados indices de reprovacdo e para que os estudantes reprovados nao ficassem
fora da matricula, foi criado o curso de Céalculo na modalidade semipresencial. Na entrevista
transcrita no sexto capitulo, o professor coordenador desse curso confirmou que os alunos
ingressantes dessa modalidade mostram-se desmotivados, desanimados e com baixa estima.

Esses sentimentos afetardo o prosseguimento dos estudos académicos desses alunos e
sua continuidade na universidade dependerd decisivamente da implantacdo de ambientes
didatico-pedagdgicos que se constituam como espacos académicos de aprendizagens
matematicas, de interacfes sociais e de dialogos, uma vez que os sujeitos aprendentes devem
ser 0s agentes ativos e criticos da aprendizagem. De acordo com Muniz, eles sdo seres
matematicos, mas, sobretudo, sdo reais, conforme denotacdo de Skovsmose (2009), ou seja,
tém emoc0es e necessidades bésicas, como, por exemplo, o desejo de, no ambiente do Ensino
Superior, poderem comunicar suas duvidas, caréncias e dificuldades encontradas no processo
educacional.

E possivel que estejamos sentindo nas universidades as consequéncias de um ensino
basico deficiente, como declaram todos os professores entrevistados. Essa é, portanto, mais
uma das razdes pelas quais a comunidade académica deveria criar esses espacos de apoio. As
atividades dos Grupos de Estudos, realizadas nesta pesquisa, permitiram a formacgédo de um
espaco pedagdgico e dialégico onde a maioria dos participantes tinha em comum o fato de
estarem vivenciando alguma dificuldade com o Calculo e o desejo de supera-la, ja que, uma

vez obtida a aprovacdo, poderiam avancar na vida académica.
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Apoiados na ideia fundamental que sempre teremos dificuldades e desafios a superar,
mas que o dialogo daqueles que aprendem com aqueles que ensinam é fator essencial no
encorajamento de cada ser aprendente a assumir a aprendizagem dos temas do Calculo,
defendemos a necessidade de criacdo de alternativas permanentes de auxilio e acolhimento
aos estudantes ingressantes com lacunas nas aprendizagens matematicas. Tais alternativas
devem ser discutidas e colocadas em pratica (RABELO; MAGALHAES; FURTADO, 2015).
Assim, consideramos que os resultados das analises das producBes escritas de estudantes
devem ser disseminados entre os docentes de Calculo para que tomem conhecimento das
necessidades tedricas basicas de parte de seus estudantes e possam intervir a fim de que se
tenham melhores resultados de aprendizagem no Célculo.

Nossas experiéncias com os Grupos de Estudos como atividade de extensdo se
mostraram oportunas para servirem de exemplo a ser considerado, melhorado e ampliado.
Isso foi confirmado em sua dltima versdo realizada com estudantes do Célculo
semipresencial, através do nimero de participantes que se integraram e cooperaram com a
atividade. Em sua atmosfera de estudos, os encontros dos Grupos de Estudos possibilitaram a
formacgdo de um espaco cooperativo e dialégico em que o0s estudantes se sentiram seguros
para expressarem suas ideias, conforme relatado por eles nas entrevistas.

Entendemos que o ambiente criado nos Grupos de Estudos contribuiu para a superacao
dessas dificuldades ao possibilitar o compartilhamento entre os pares de suas inquietacdes e
dificuldades com o Calculo, mas também para a troca de saberes ocorrida nos pequenos
grupos. Devido as suas dimensdes, esse espaco se diferenciou da sala de aula convencional,
foi uma atividade extracurricular e contou com a mediacdo da professora-pesquisadora e dos
monitores. Esses Ultimos, estudantes que ja tinham adquirido experiéncias com o Calculo.
Essa configuracdo facilitou a comunicacdo e viabilizou aos participantes a oportunidade de
tirarem ddvidas conceituais, de exercitarem os temas do curso e de receberem orientacdes
acerca de métodos de estudos.

Portanto, o trabalho de pesquisa aqui descrito aliou a investigacdo cientifica de um
fendmeno académico concreto a uma praxis voltada para a compreensdo de desafios de
aprendizagem associados a essa realidade. Considerando essa missao, reforgamos a nossa tese
de pesquisa pela seguinte proposicéao:

Se alguns dos momentos de aprendizagem do Célculo forem pautados em espacos
educacionais que considerem cada aluno como um sujeito aprendente em processo de

aquisicdo de conhecimentos e que favorecam a formacao de ambientes pautados em didlogos
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pedagdgicos e na mediacao, entdo as dificuldades inerentes ao processo, ndo se constituirdo

necessariamente como obstaculos a aprendizagem.

7.3 Consideracdes gerais e perspectivas de pesquisas futuras

A tese estabelecida anteriormente emergiu como corolario de todos os estudos e
praticas realizadas neste processo investigativo. Consideramos que um dos pontos relevantes
de nosso estudo investigativo reside na possibilidade de seu uso como referéncia para as
pesquisas de dificuldades de aprendizagem em outras disciplinas de Matematica do Ensino
Superior, como Algebra Linear, Anélise e os outros Calculos. Esses cursos também tém
problemas semelhantes e j& tém sido objetos de pesquisa em Educacdo Matematica
(BIANCHINI; MACHADO, 2009; AMORIM; REIS, 2009).

Outro elemento importante desta pesquisa € o fato de que, pela primeira vez, foi
registrado formal e cientificamente um estudo sobre os elementos associados as
aprendizagens do Calculo na universidade escolhida como local da investigacdo. Além desses
aspectos, nosso estudo mostrou uma intervencao pratica paralela a uma atividade efetiva de
sala de aula de Calculo. Esse tipo de pesquisa tem sido sugerida por pesquisadores e
educadores matematicos que pesquisam Calculo em contrapartida aos outros tipos de
investigacdo (RASMUSSEN; MARRONGELLE; BORBA, 2014).

Descrevemos, neste relatorio de tese, as observacGes e consideracbes ligadas
diretamente ou associadas ao nosso objetivo de pesquisa. Todavia, 0 estudo ndo se encerra
aqui. Como a aprendizagem, a Matematica e o conhecimento envolvem acdo (SKOVSMOSE,
2009) e, nesse sentido, sabemos que existem outros tantos aspectos correlacionados que
poderiam ser aqui abordados. Mencionaremos alguns deles com o propdsito de que sirvam de
estimulo para pesquisas futuras.

O primeiro deles diz respeito ao fato de termos observado que os professores atuantes
no Calculo, na instituicdo onde foi feita a pesquisa, demonstram ter ciéncia e preocupacéao
com o desenvolvimento de espacgos de suporte as aprendizagens iniciais de Matematica de
universitarios ingressantes. Isso foi verificado com a implantacdo do curso Fundamentos de
Matematica I, que estd ocorrendo desde o primeiro semestre de 2016.

Desse modo, vislumbramos a necessidade de que seja incentivada a formacdo de
espacos comunicativos, cooperativos e de trocas entre matematicos e educadores matematicos

para que abracem projetos maiores de pesquisa em que possam, juntos, tratar tedrica e
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praticamente das questdes relativas ao ensino e a aprendizagem do Célculo (RASMUSSEN;
MARRONGELLE; BORBA, 2014). Sabemos que a realidade de reprovacdes e dificuldades
de aprendizagens relacionadas ao Célculo ndo € exclusiva da universidade pesquisada. Assim,
uma possibilidade de estudo para o futuro seria a ampliacdo da pesquisa incluindo outras
instituicOes brasileiras. Por fim, verificamos que existem poucos dados e publica¢des acerca
dos nimeros e causas da evasdo especificamente no Calculo, sendo esse um interessante tema

para futuras investigacdes.

7.4 Consideracdes pessoais

A consciéncia do mundo e a consciéncia de si
como ser inacabado necessariamente inscrevem o
ser consciente de sua inconclusédo num permanente
movimento de busca [...]

(FREIRE, Pedagogia da Autonomia, 1996, p. 57)

A escrita desta tese é uma parte especial e significativa de complementacdo de um
ciclo de estudos tedricos, de pesquisas praticas e de interacBes entre educadores e
pesquisadores ligados a Educacdo Matematica, iniciado quando da entrada da professora-
pesquisadora no programa de doutorado. Foi na Educacdo Matemaética que a professora de
Matematica do Ensino Superior de uma universidade publica encontrou um local onde
pudesse compartilhar suas inquietacfes e desafios da docéncia, de modo que obtivesse
aprofundamento cientifico, pelos estudos, além de suporte, amparo e ajuda junto a um grupo
de pessoas com aspiracfes semelhantes. Esse apoio e ambiente contribuiram para que, hoje,
estejamos mais fortalecidos para superar os obstaculos e desafios da docéncia. Mas,
sobretudo, nos sentimos mais equipados e confiantes para assumir nossa posi¢do como
Educadora Matematica .

O periodo de doutoramento foi uma imersdo no campo da Educacdo Matematica.
Como ele esta inserido em um programa institucional, tem um limite temporal para se
efetivar, por isso, falamos no inicio em complementagdo de um ciclo representado atraves da
conclusdo desse relatério de tese. Entretanto, ndo é o término de uma jornada. Estamos certos
de que esse estudo deixa abertos possiveis caminhos para futuras investigacfes e esperamos

que ele inspire outros professores de Matematica a se tornarem educadores matematicos.
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Termo de Consentiments Livre & Esclarecado

e,
o

UNIVERSIDADE DE BRASITI4 (TnE) _
PROGRAMA DE POS-GRADUACAOQ EM EDUCACAO (PPGE)
CURSC: DOUTORADO EM EDUCACAD

TEEMO DE CONSENTIMENTO LIVEE E ESCLARECTDO

Titule do projeto: Analise de uma expensncia de aprendizagem em Educacio Matematca
atndades de Caleulo Dhiferencia e Integral

Orrientador responsavel: Prof Dr. Cristano Alberto Mum=

Pezquizador responzavel: Eaquel Cameiro Do E-mail: ragueldosia gmail com
Insttuicio Departamento: Universidade de Brasiha (UnB) Programa de Pos-Graduacio em
Educacio Telefone para comtata: (617 3107-5243

Voce esta sendo comdado (2) para parficipar, como voluntano, em uma pesquisa na area da
Educagio. Voce preciza decudir se guer participar ou ndo. Por favor, ndo se apresse em tomar a
decizio. Leta cundadosamente o que se segue e pergunfe ao responsavel pelo estudo qualquer
dirvida que vocé fver. Apos ser esclarecide(a) sobre as informagdes a sepuir, no caso de
acertar fazer parte do estudo, assine ac final deste documento, que esta em duas vias. Uma
delas @ sua e a oufra & dos pesquisadores responsavels. Tambem garanfiremos a preservagio de
sua 1dentidade.

O objetivo geral da pesquisa € analisar processos de aprendizagem de estudantes de Caleulo
Dhferencial e Integyal a partir da expenéncia de atidades no Gmipo de Estudos de Caleulo.
Parz 1550 fou ennado o Grupo de Estudos de Caleulo da qual vocé esta parhicipando. Nesze

Grupo sera realizada uma observagdo parficipante com o auxilio do dianio de campo para
registrar a rotina de trabalbo. Dhoante o processo da pesquisa uhlizaremos gquestionarios para
composigio do perfil do participante, recolhiments de atividades eseritas, entrevistas, inagens
fotograficas e eventualmente, a realizacio de uma wideoformagio (flmagem e postenor analize
de flashs de aula — se autonizado) e, por fim, um encontro final de discussio sobre a validade da
atividade e sua contnbuiciio para a aprendizagem do participante. Portanfo, sen envoliimento
direto consistrd em produzir conhecimentos am colaboragio com seus pares e parficipar de
enconiros do Grupo de Estudos de Caleulo e conversas que poderao ser gravadas em audio.

Mo caso de surgirem situagdes que possam causar algum fipo de constranmiments, estas podem
ser renegociadas com os pesqusadores, bem como esta garanhde o dueito de retwar o sen
consentimento em qualquer etapa da pesquisa

A adesio, por um semestre (ou até dois), a este processo de pesquisa peroafia 3 mteracio dos
participantes & a desenedo de obstioulos de aprendizagem especificos relacionados ao Caleulo
gue servirao para a melhora de resultados de aprendizagem dessa disciplina.

0= enconfros e as abwvidades do Grupo de Estudos permitirde o comparblhamento das
informagoes velculadas no decorrer do estudo, dando oportmidade para que sejam meluidas ou
retiradas mformacdes ao longo de ftoda pesquisa. A maior parte das mmformagdes coletadas sera
na forma de produgtes escnitas que serdc recollhidas nas atividades do Grupo de Estudos. A
drvulgagdo das mformacdes produmida sera realirzada apenas com a sua autonzagao. O acesso
aos dados boutos somente serd pemutido ao pesquisado inferessado e aos pesquisadores. Caso
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haja necessidade de maores esclarerymentos ou surgirem eventuas dinidas, pede entrar em
contato com 05 pesquisadores responsavels.

Conzentiments da participacio do(a) colaborador(a) na pesquiza

En . RG ou CFF o°
abaixo assinado, concordo em parficipar do estudo: Amalize de uma experiéncia de

aprendizagem sm Educacio Matematica em atividades de Caleulo Dhferencia & Integral.
E declaro que tive pleno conhecimento das informagdes aqu desentzs pela Prof. pesquisadora
Fagquel Camero D, & firmel meu compromisso em participar deste estudo. Ficaram claros,
para mim, quats sac o5 propositos do estudo, os procedimentos a serem realizados e as
possivels dificuldades e sobre as garantias de confidenciahidade.

Concorde, voluntanamente, em participar deste estedo e poderel retrar o meu consentimento a
qualquer momento, antes ou dwante 3 realizagio do Grupo de Estudos. A retrada do
consentimento da participagio no estudo nio acametara em penalidades ou prequizos pessoals
ou profissionals.

E por ser verdade os termos aqu presentes, assmames nas duas vias.

Local e data

Colaborador(a) do estudo

Pesquizadora responsavel direta pelos estudos

Declaramos pars os devidos fins que esse Termo de Consentimento tem vabdade pmto zos
dooumentos da pesqusa.
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APENDICE B - Avaliac&o inicial

Grupos de Estudos de Calculo

Nome

Curso

Avaliacao Inicial

1) As atividades do grupo de estudos o ajudaram na preparacdo da primeira
prova? Justifigue sua resposta.

Z2) Marque as alternativas a seguir, caso tenha experimentado algumas das
dificuldades sequintes nos estudos do Calculo.

__Conteddos do Ensino Fundamental & Medio.
Cite os conteldos:

__Linguagem Matematica (simbologia, notacdes, etc)

__ Dukras:

3) Se tiver sugestdes para atividades do Grupo de Estudos gue possa auxilia-lo
no estudo do Calculo, por favor, escreva no verso desta folha.

Obrigada!




APENDICE C - Avaliac&o final

Grupos de Estudos de Calculo

Nome

Curso

Avaliacao Final

1) As atividades do Grupo de Estudos contribuiram para o seu desempenho no
curso? Se sim, de que forma?

2) Quantas horas de estudo semanais vocé dedicou ao estudo de Calculo?

3) Que materiais (livro, listas, anotagies de aulas, etc) vocé usou para os
estudos?

4) Sugestdes de melhoras para as atividades do grupo de estudos:

Obrigadal

206



APENDICE D - Pré-teste de Calculo |

Identificacao

Nome: Idade:

Instituicdo em que fez Ensino Médio:

Sexo:

Resolva as questdes e deixe todo o desenvolvimento no rascunho a direita da
folha. Nao apague o rascunho.

Célculo | — Pré-Teste

1. Calcule:

3
a) |- =

b) -|10| =

Q) |-7+4| =

o

N—r
ulrN R

1

e)|-2|-1-2| =

f) |-5-3| =

(o]
~

ul ] w

w|u
1

) (VZ+V3) (V2 -V3) =
2. Verdadeiro (V) ou Falso (F):
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2
e)6:2 e)2>x>5
f E—O f) -7>-3
) 5= ) -7>-
0
g) £=0 0) x| <x= x|

h) %: 1 h) V2= |x|

3. Calcule

2
Nlr
1
Ol r
+
Wk
I

D
N
R lwn
1
X lwo
11

) (5)=

g) -52=

h) 4° =
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4. Simplifique

21x8y7
3xy®

c)

(axy~H)t

) —5

5. Fatore:

a) 4x2 -3x =

b)3y* +3y2 — 6 =

6. Resolva as equacdes:

a) 2+x=3Vx

b) Vx (Vx +1) =12

7. Calcule f(2 + h) para a fungdo f(x) = x — x2.



X
8. Encontre fogoh se f(x) = i1 g(x) = x10e h(x) = x + 3.

9. Dadas as desigualdades

) sen2 > sen3
II) senl > sen30°
[II) cos2 > cos3

€ correto afirmar que:
a) todas sao verdadeiras.
b) todas sao falsas.
c) somente | e Il séo verdadeiras.
d) somente Il e Il sdo verdadeiras.
e) somente | e lll sdo verdadeiras.
Fonte: https://brainly.com.br/tarefa/6165682

10. Na figura a seguir, o triangulo ABC é equilatero de lado ¢ e ABDE e AFGC sdo

guadrados. Expresse a distancia DG em fungdo de ¢.

F E

Fonte: http://material.descomplica.com.br/matematica/Listadeexercicios-matematical-
trigonometria-linhas-trigonometricas-funcoes-graficos-10-11-2016.pdf
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APENDICE E — Roteiro de entrevista: estudantes
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1)
2)
3)
4)
5)
6]

7)
8)

9)

Reteiro das Emtrevistas para os Estudantes

Gual o curso de graduagdo que voce esta cursando & porque o escolheu?

voce estudou o Ensino Meédio em gue tipe de escola, publica ou particular?

Gual era a sua relagdo com a Matematica antes de entrar no ensing superior?
Como foi sua primeira experiéncia no Calculo 1?

& que voce atribui as dificuldades apresentadas quando fez o Calculo 12

O U VOCE SUZETe 3 outras pessoas que passam ou passaram pelas mesmas
dificuldades?

E no Calculo 2, como fioi [ou esta sendo) sua experiéncia de aprendizagem?
Estandc agora em um semestre mais avancade do seu curso, & ja tendo cursado pelo
menos o Cakoulo 1, como vocé assodia os conteddos do curso inidal de Caloulo | com
as disciplinas mais avangadas do seu curse? Voce vé aplicagbes ef ou utilidades?
Comao vocé avalia as atividades do Grupo de Estudos de calculo?
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APENDICE F — Roteiro de entrevista: professores

BRoteiros das Enfrevistas com oz Professores

Iy Perguntas enireviztas sobre o Caleulo I Semipresencial
I} Como surgiu a ideia de eriagio do Caleulo I na modahdade 5F7
2}y Cmuando ooorreu a primeira versio & quantas turmas 7
3} Descreva a metodologia do curso.
43 O que mudon na estmuhwra inecial para o formato que o ourso tem hoje?

5 Qs as prncipais dificuldades que vors, como professor desse curso,
observa nos estudantes que procuram o SPT

6) Sobre as amidades em mupo, como voce avalia essa expenénma’
Sobre o C1
1) Vocé também participou da criagdo e mplementagdo dz metodolozia que hoje &
usada no CT7
2 Ouais foram as mottvaghes para criagdo e implementacio desza metodologia?
3 Cmas foram a3 malores barreras para 2 sua mplementacin?
4y Omais o5 projetos futures para amalizagio/melhora do curse?
3 A que vocs atribw oz elevados indices de reprovacio no Caleulo?
6) Ha quanto tempo voce leciona Calenlo I7

Ty Omal é a principal diferenca entre o sstudante do sen iclo de docénea e o de
hoje?

&) Voce considerz a posaibihidade de eniagdo de wm apolo pedagomico altematrvo
para o5 estudantes com difiruldades de aprendizagem no C17




Sobre o curso Fundamentos da Matematica

1 Chezas foram as motivagdes parz a oferta dessa disciplina?

1 Chezl & o confetdo programance do curse!

} Cuando for a primenra vez?

4) Sabe z2 o curso ja havia sido oferecido alguma oufra vez?

3) 0 ewrso 2 ofererido somente a ahinos da Matematica tanto do durme quanto
do notwmo.

) Chuas as prinetpais difienldades que voce, como professor desze ourso e de
Caleulo, observa nos estudantes mgressantes da Matematiea?

T} Voce considera é as atividades tém awabado os ahmes?

8) Vooe considera a possibihidade de extender a oferta dessa discipling 2 outros

cwrmos além da Matematea?

213



ANEXOS

ANEXO A — Lista exercicios — Semana 01

Calculo 1
Lista de Exercicios — Semana 01

Temas abordados: Introducao ao Caileulo e Revisao
Segdes do bivro: 2.1; 1.1a 1.3; 15,16

1) Se a posicao de um carro no nstante ¢ > 0 é dada por s(f) = (4 + £?), entao a velocidade
média entre os instantes § = 2 e £ = 2 + A € dada por veje Texwo 1 g/ou vides)
#(2+h)—5(2) [4+(2+h)%-[4+27 h(4+ h)
- =cre = —— 4 h
h h k
Quanto mais proximo b estiver de zero, mais perto a velocidade média estard da veloei-
dade em { = 2, de modo que cssa velocidade vale

ma(2+

v(2)=h #:H(d+h}=(d+ﬂ)=i

[ ]
Para cada funcio abaixo, simplifique o quociente (s(fy+h)— s(ty))/k que dd a velocidade
média entre os instantes { = ip e f = fo+h. Em segumida, calcule a velocidade v(ilo) fazendo
h se aproximar de zero.
(a) s(f) = 1%, no ponto ip = 3 (b) s{t) = %, no ponto tag = 1

{€) s(t) = VI, no ponto & = 0
{d) s(_l)=so+vn,l+§l"',mman,v’nell,emumpunwlq:-Dgcnérim

iMce: para o lwm (b), kembre quo (@ § 87 — a® ; 3a%b s 3ab®  H*; para o ham (o), mulipligue 0 numerador o o denominador

por (VI 5 R+ 3)

2) Sejam [ C B um intervalo aberto e [ : [ — R uma funcao. Dado a € [. a reta tangenie
ao grifico de [ no ponto (a. f(a)) ¢ a (1inica) reta que passa pelo ponto (a. f(a)) e tem
mchnacao 1gual a

f'(a) = lim —“’2 — i‘a).
quando o limite existe o Teio 7 a/on viam). Neste caso, a equacio da reta tangente
y = y(x) € dada por y — f(a) = ["(a)}{x — a). A expressao acima significa que, quando =
se aproxima de a, o quoctente (f(x) — f(a))/(r — a) se aproxaima do nimero f'(a).
Por exemplo, se f(z) = z* ea = 1, entao
e & C (z =D+ x+1)
£(1) = B ==~ = lim -1
de modo que a equacao da reta tangente no ponto (1, f(1)) =(1.1)éy -1 =3(zx - 1).
Para cada uma das fungbes abaixo, determine a inclinacao f*(a) para o valor de a indicado.
Em segmda, calcule a equacao da reta tangente ao grafico de [ no ponto (a, f{a))

(a) f(z) =2 paraa=2
(b) f(r):é,pma:f;
(c) fix) = mz + b, com m, b € R, para um valor genérico de a

=lm(z* +z+1) = (1" +1+1) =3,

Dicn: purn calcular £'(2) no keam (&), fsore o numenador (z7 — 4) de modo & cancelar o denominador (z — 2); no lsem
(b}, cnlesie & diferenca (1/7) —(1/3) as fraghes & um , de modn & diminar o denornador
-3
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Revisao

Nos exercicios abaixo sao lembrados alpuns contendos estudados no Ensino Méadio, Espers-
s que vooe consiga resolver todos eles. Se nao for esse o caso, este € 0 momento de pegar os
livros antigos & recordar as colsas!

1) A funcao mddulo & definids, para todo © € B, como sendo

x| = T ser =0
Tl -z =<l

Marcando o ponto © na reta real, o miadulo de © € exatamente & distinca desse ponto
até o ponto . Determine para quais valores de o as ipualdades abaixo sao satisfeibas.

(a) I= = 4 (b} [2— 2| = —1 (€) || = Izl
(d) 2z +5 =4 (e) |r—3 =|2z+1|
2) Determine para quais valores de ¢ as desipualdades sbaixo sao satisfertas.
(a) =] =2 (b) [5z] = 20 (c) |=| > 0
(d) z+3|=2 (o) 3z -8 =4
3) Determine o dominio de cada uma das funcoes abaixo.
Ir+4 |z = 1] Vil -z

(@ M) =z—/——= (b) g(z) = T (e) Blz) = —F

(d) riz) = ﬁ (@ pr) = VI—VI_2 (f) f(z)=In{—2? + 4z —3)

4) Defimimoe a soma de duss fungdes [ e g como sendo a funceo
(f +8)iz) == f(z) +a(z)., ¥z & dom(f +g) := dom(f) N dom(g).

Ohserve que o domimo da funcao soma ¢ a interseccao dos dominio de [ e g, pois para
somar precisamos caleulsr f{r) e g(z).

Por exemplo, se R+ Reg: R {7} = R =0 dedas por

fiz) =252 -8 alz) = ::ET']’:

entan | + g)(z) =f{1'}+g{:cj=‘2I!—E+I—E?,pa:atudnzednm{f+g}=R."|,'{’E‘|.

[ maneira analoga defimmos subtracao, produto e quocente de duas funcoes. Neste
nltimeo caso & importante exclur do dominio os pontos que anulam o denominador.

Para [ e g como acima, determine s expressac ¢ dominio de
() (f —g)iz) = flz) — g(z) (b) (f -g)ix) := flz)g()
I\ fa) o) . . 9lz)
© () -1 @ () @ =23
5) Defimmoe a composigio de duas funpdes [ ¢ g como sendo a fungao

(f oghz) = flalz)), ¥r & domifog) = {z € dom(g) : g(z) € dom({}}.

Para o cdlculo de ( fog)iz), caleulamos f(y), com v = g(x). Asam, é preciso que y = g{z)
esteje no domimo de ), dai a explicacao do dominio da composicao.

Lista de Exercicios — Semana 01 - Pagina 2 de 4

215



Por exemplo, consderando as funcoes | e g do exercicio antertor, temos que

2 2 2 ” 15
(go flx) =9glfiz))= flx) =T - (212 —8) — 7 =z _ 15 r# %
Vega que, no domimio, tivemaos que exchir todos os pontos tas fz) @ domig) = R {7}.
Assim, eliminamos todos os valores de T reais, tais que f{z) =207 -8 =T.

Ainda considerando as funcies f & g como no exercicio anterior, determine & expressao e
domimo de cads uma das composiones abaixo.

(a} (fog) = flalz)) (b) (f= F)(=) = f(Fi=)) (¢} (92 g)iz] = gla(=z])

6) Considerando f{r) = (4 — r)/z, determine & expressao e o dominio de cada uma das
s abwaixo.

1 1 5 .
®1(3) 75 (b) £(z*) ~ f(x) (€) F(7(z))

T) Em cads um dos itens abaixo, encontre a equacko da rets que satisfax as exigéncias
apresentadas (vep viceo).

() passa pelos pontos (3,4) (2, 5)

(b} passa pelo ponto (—1,3) e tem inclinacao igual a —1

(¢} passa pelo ponto (5, —1) e é paralels & reta 2r + by = 15

(d} passa pelo ponto (0,1) e é perpendicular & reta 8z — 13y = 13

8) Denotando por T ey os lados de um reténgulo cujo perimetro & jgual a 100, determine o
dominio e & expressao da funcao d(x) que fornece o compimento de disgonal do retingulo
em funcao de T.

9} A partir de uma cartolina medindo 14 x 22 vamos construir uma calxa sem tampa como
segues recortamos quadrados de lado r em cada wm dos vértices da cartoling ¢ dobramos
a5 abas. Determine a expressao ¢ o dominio da fungao Vx) que fornece o volume da
calxa em funcao de =

10) Sejam T, v € z 08 lades de um triigngulo retangulo, onde r é & potenzs. Suponha gque
o tridngulo tem perimetro igual a 6. Determine a expressao da funcao A() que fornecs
& ares do tnanpgulo em funcao de =
hea: eleve o5 doiz lados do igualdede 4 + 2 = 6 — T a0 guadrads.

11) Um grama de gelo, imcalmente a —40°C, ¢ posto em uma fonte de calor. Neste expe-
rimento, oheerva-se & menor quantidade de calor absorvido Q(T), em calorias, para que
& amostra atinja temperatura T, em *C. Sabe-se que a cads 1 eal, o gelo aumenta sua
temperatura em 2°C. Quando atinge 0°C, sa0 necessanas mais 80 cal para o dermetimento
total (gue ocorre sob temperatura constante). Depois de liquefeita, & dgua necessita de
1 cal para aumentar sua temperaturas em 190,

(1) Calenle O(—10), Q(—38), O(0), Q(1) e Q(2).
(b} Determine a expressao de (T, para T g [—40, 80].
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RESPOSTAS
1) (&) v{3) =6 (b} v{1) =3 (o) »(9) = é (d) v(t}) = m + af
%) (a) F(2)=4, y-d4=4(z-2

O A e
(e} [(a)=m, y=mzc+b

Revisao
1 (a) & {—4.4}) (b) nenhum valor de x, pos =] = (0 fe)z=0
(dyze {—%,—% (e) & {—4,%}
2) (a) z & (-2,2) (b) z e R (—4,4) {c) z#10
(@ ze(-x,-8U[L+x) (¢ T (1)
%) (a) B {-1,2} (b) B {1} (e) B, {0}
{d) (—o0, —1) U1, +oc) (e} [-1.1] (f) (1,3)
4) (a) {f—g][r}:ﬂf—ﬁ—ﬁ, para T # T
(b) (7-)fx) = = para z £ 7

() (L)(x) = (2~ 4)(z 7). parn T € R

1
(d) ($)(z) = EonE—q) T ¢{-2,2,7}

5) (a] (fﬂﬂ][1}=ﬁ—3: para T # T

(B) (fofifzr) =864z + 120, para s c R
Axr-T

-7z + 51"
o e G) e ez ¢ {04)

3 —dx + 6
(b) f[f}—f{1}2=%,]lamz;éﬂ

br —4
(e} Fifiz)) = T para x & {0,4}

(c) (gog)(z) = para t & {7, =]

T (ay=—3:+F (By=—c+2 (Jy=—3zr+1 (dy=—{z+1
8) dix) = & + (50 — 2%, z € (0,50)

9) V(z)==x(22 - 2r)(14 — 21), £ (0,7)

10) A{z)=9-3z

11) (a) Q(—40) = 0. Q(—38) = 1, Q(0) = 20, Q(1) = 101, Q(2) = 102

,[']r-rrg] +20 s=Te |—‘-'1|]- |]]
(b) QT = { T+100  seT e (),80]
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ANEXO B - Lista de aplica¢es semana 01

Calculo 1
Lista de Aplicagoes — Semana 01

Temas abordados: Funcoes
Sepdes do boro: 1.1a 13,15 16

1} A figura abaiow ilustra um recipiente formado por dois cilindros cireulares retos Justapos-
tos de altura 10m e raws respechivamente 12m e 6m. Suponha que, & partir do instante
t =0, o recipiente comece & ser shastecido & uma varao constante de modo que o mvel
da dgua s(t) no recipiente ¢ dada por

® X, para 0= t=<h
) =
8 —30, para b<t=<6
omde a altura ¢ dads em metros e o tempo @ dado em serundos.
i
—
(a) Esboce o grifico da funcao s{t).
(b) Determine, caso existam, os instantes 1
T & [0, 6] nos quais s(7) = 15
10
(e) Determine a imagem da funcao 5.
12

2) Considere a fungao [ (0,00) — K dada por f(r) = 1//T. Pode-se mostrar que a
inclinagan da reta Ly, que & tangente ao grafico de f(z) no ponto Fy = (a, f{a)), & dada
por m. A figura shaixo ilustra o grafico da funcao, a reta [o e os pontos O & Hy
em que & reta infercepts os eixos coordenados. Julpue a verscidade dos 1tens a sepuir,

justificando suas respostas.

_ - 3
(a) A reta [y tem equacao 4 = m+m.

(b) Tem-se que Ha = (2a, 0). 1
s
(e) A dres do trnigngulo AQFLH; € igual a %Eﬁ_ﬂ:ﬂ]. Iy
d) A dres do trigngulo AOD Fy Oy é tgual 2
{d) A dres riingulo w g & trual a 52_\,.-"5&'
(2] Para todo a = 0, a drea do tndngulo ADF0, 6o ol m
i

dobiro da area do tnangulo AQ F B

3) Uma amostra radicativa emite particulas alfs e, consequentemente, sua massa M =
Mt} é uma funcao decrescente do tempo. Suponha que, para um determinado material
radicativo, essa fungao soja dada por M{t) = Mpe™™", onde M; > 0 ¢ & massa inicial,
k; = 0 € uma constante e £ > () € o tempo medido em anos. A meig-vida do material € o
tempo necessAno PATa que & massa se reduza A metade da messs 1micial.
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(a) Calcule & sabendo que, depois de um ano e meio, & massa restante & 178 da imicial.

(b) Usando o item antenior, determine a meia-vida do matenal.

() Caleule quantos anos devernos esperar para que 99% da amostra tenha se desinte-
grado (use as aprooamagoes In2 =0, 7T e Ink = 1,6).

{d) Suponha que outrs amostra radicativa tenha massa N{t) = Mpe ™ com k2 > 0.
Estabeloca uma relacao entre &y e ks sabendo que a mela-vida desse sepundo material
e igual ao triplo da mets-vida do pimeiro.

4) Umna espira circular estd imersa em uma regiao de campo megnético uniforme & constante.
O luxo magnético pela espira & dado por ¢{a) = AR cos(a), onde A ¢ & drea da espirs,
1 & a intensidade do campo e o € [0,27] ¢ o dngulo entre o vetor normal so plano da
espira ¢ a5 linhes de campo. Supondo indcalmente que, em unidades Azicas apropnadas,
AE =4, resolva oz itens & seguir,

(a) Calcule o menor & o metor valor que o fuxo ¢ pode sssumir.

(b} Determine um ingulo on € [0, 2x] tal que @{og) = 2.

(c) Be a cspira tivesse o dobro do didmetro e estivesse imersa no mesmo campo, qual
sena o valor do produto AE 7

(d) Para uma espirse com o dobro do didmetro, use o valor encontrado no item (o) para
determinar um angulo ay & [0, 7] tal que o fuo magnético seja jgual a 4.

5) O objetivo desse exercicio & usar as propriedades da funcio exponencial ¥ para investigar
as propriedades das funcoes cosseno ¢ seno Mperbolicos dadas por

e 4+et £ —
cosh(l) = 5 @ senh(i) = 5

Lembrando que ¢**V = *c¥, onde ¢ € a base Nepenans, resolva os itens shaixo.
¥

(a) Mostre que
cosh”(t) — senh(1) = 1.

Fazendo r = cosh(t) e v = senh(l), im0 mostra que
o ponto (x,y) estd sobre a pérbole unitdna dads

por
-yt =1.

(b) Verifique & formula do cosseno hiperbélico da soma
cosh(s + £) = cosh(s)oosh(t) + senh(s)senh(t).
(¢} Verifique & formula do seno hiperbélico da soma
senh(s + &) = senh({s)cosh(t) + senh(t)cosh(s).
(d) Verifique que cosh(t) é uma funcio par enquanto senh(t) é uma funcio impar.
(€} Prove que no existe { € R tal que senh(t) = cosh(t).

Compare as propoedades dos itens acima com as suas andlogas pars as funcoes tngo-
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. [a]
(b)
(<)

Gabarito

T=d5/8
Imi=) = |0, 18]

. Itens corretos: (a), (d)

. (a)
()
(<)
(d)
. (a)
(b)
(<)
{d)

ky =2In2

IINELD AN

23/T anos

bz = k1 /3

—4 e 4, respectivamente
g = w3 ou op = S (3
16

iy = arcooa(1/4)
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Célculo 1
Plano de Ensino — 1.7/2016
Turmas A, B, C, D, E,.F. H, J,M, N, 0,58, Y, Z

PROGRAMA: o eurso contara com 18 semanas dividas em 3 modulos. O contendo de
cada um deles ¢ desenito a semor.

1} Fungoes reais. Limites de fungoes. Limites laterais e Continuidade de fungoes. Teorema
do Valor Intermedidano. Reta tangente, denvada, regras basicas de derivacao. Dertvadas
de fungoes transcendentes,

2) Derivadas de compaosicoes e inversas de fungoes. Derivacao implicita e taxas relacionadas.
Otimizacacs, Teorema do Valor Médio, Esboco de graficos. Repra de L'Hopital.

3) Integral definida e propriedades. Teorema Fundamental do Caleulo. Integral indefinida.
Térnicas de integracan: substituicao, partes, fracoes parciais, substituicao inversa, pro-
dutos de funcoes tngonometricas.  Aplicacoes da integral ao calenlo de areas planas,
comprimento de curvas, volumes de solidos,

BIBLIOGRAFIA: material a ser postado na plataforma MOODLE (listas de exercicios,
testes on-line, textos complementares e materiais interativos). O estudante deve também
usar qualguer livro de Cdleulo, especialmente aquele indicado pelo seu professor. O ero-
nograma de atividades sera baseado no hveo Calenls Volume I, de Ceorge B. Thomas, 125
Edican.

METODOLOGIA DAS AULAS: nas turmas presencias, em cada semans o aluno tera
uma aula tedrica e duas anlas praticas. Desse modo, cada turma tera 2 professores distintos.
Nas turmas semipresenciais, o aluno tera apenas uma aula pratica por semana.

Aula de teoria; nesta anla o professor fara uma exposicac dos topicos da semana. Recomenda-
se que o aluno lela com antecedéncia o livio efou os textos da plataforma MOODLE para
que possa ter um malor provelto da anla

Aula de prafica: na aula de exercicios o alune deve resolver uma lista de exercieios que
serd indicada pelo professor. E obrigatorio que o aluno leve para & anla a copia das listas
da semana, que estao na plataforma MOODLE. A aunla nfio é expositiva, ou seja, o
professor nio flecard resolvendo os exercicios no quadre. O papel dele & transitar
pela sala tirando dividas pontusis dos aluncs, que devem trabalhar em pequencs grupos.
Recomenda-se que o aluno comere a resolver as listas anbes mesmo da primeira anla pratica
da semana.
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SISTEMA DE AVALIACAO: em cada um dos midulos o aluno receberd uma nota M|,
i =1,2,3, dada por

My = 15%L + 155 T + TO%R,  0<M <10,

onde Ly € a meédia aritmetica das notas das avaliacoes em aulas de exerciclos, T) € a nota do

teste presencial e Fj ¢ a nota da prova. A partir das notas dos médulos, a nota final (NF)

de cada estudante & dada por:

2My 4 3IM5 4 4 My
9 :

Serd considerado aprovado o estudante que obtiver ¥ F malor ou igual a 5.

NF =

0= NF < 10.

Sepue abalixo uma breve descricao das avaliacoes.

Avaliagoes em aulas de exercicios: no final de cada aula de exercicios os alunos serao subme-
tidos & um teste curto de 5 a 10 min. Semanalmente, o professor decidira qual das avahiacoes
serd corrigida e atribuirda a nota 0, 1/2 ou 1 ao teste.

Teste presencal: um teste objetive por modulo com duracac de uma hora, Os testes de
todas as turmas serao realizados no hordrio de 12h30 45 13h30 em local a ser
divulgado no ambiente MOODLE. As datas estao listadas abaixo e podem, a entero da
coordenacas da disciphna, ser mudadas.

Teste 3
17 /06,16

Teste 2
06,/05/16

Teste 1
Ulfﬂ4jlﬁ

Prova: cada prova tera duas partes, uma objetiva e outra discursiva. Az provas de todas
as turmas serdo realizadas no horirio de 12h00 As 13h50 em local a ser divulgado
no ambiente MODDLE. As datas estao listadas abaixo e podem, a criteério da coordenacao
da disciplina, ser mudadas,

Prowva 1
15/04/16

Prova 3
01/07/16

Prova 2

200516

Prova sinica de reposigao; se destina somente aos alunos que tiverem perdido uma das provas
& sen contendo sera a matena da prova perdida. A nota da prova de reposicac substituira a
nota de apenas uma das provas perdidas (a de maior peso, no caso de o aluno ter perdido
mais de uma prova). Esta prova serd realizada no dia 04/07 /16 das 12h s 13h50 em
local & ser divulgado no ambiente MOODLE.

PAGINA DE CALCULO 1: Os estudantes devem se cadastrar na plataforma de apren-
dizagem MOODLE do MAT no endereco

moidle.mat.unb. br

Toda a comunicacao oficial do curso se dara através do Forum de Noticias do MOODLE. Nos
foruns semanats poderao ser postadas davidas que serao respondidas on-line pelos monitores,
professores ou mesmo por outros estudantes,

MONITORIA: o quadro com os horaros da monttona sera divulgado no MOODLE & partic
da sepunda semana de aula. Dentro das possihibdades do MAT, os momtores atenderao todos
oz dias da semana de 12 a5 1dh e de 158 &5 19%h na sala da monitoria do Calenlo 1, que hea
no subsolo do Departamento de Matematica, descendo a5 escadas em frente & entrada do
departamento, sala ASS 43910 - 10T Norte.
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Matemética 1
Plano de Ensino - 1.7/2017

PROGRAMA: o curso contara com 16 semanas dividas em 3 madules. O contendo de
cada um deles ¢ descrito a seguir.

1} Funges reais. Limites de fungoes. Limites laterais e Continuidade de fungoes. Teorema
do Valor Intermediano. Reta tangente, derivada, regras basicas de derivacao,

2) Derivadas de composigies e inversas de fungoes. Derivadas de fungdes exponenciais e
logaritmicas. Otimizacas. Teorema do Valor Medio, Esboco de graficos.

3) Integral definida e propriedades. Teorema Fundamental do Caleulo. Integral indefi-
nida. Téenicas de integracao: substibuicac, partes, produtos de funcoes trigonometricas.
Aplecacoes da mtegral ao cileulo de dress planas, comprimento de curvas, volumes de
solidos.

BIBLIOGRAFIA: material a ser postado na plataforma MOODLE (listas de exercicios,
testes on-line, textos complementares e materiais interativos). O estudante pode usar ainda
qualquer livre de Caleulo, especialmente aquele indicado pelo sen professor. O cronograma
de atividades serd baseado no livio Caleulo Volume I, de George B. Thomas, 12°. Edicao.

METODOLOGIA DAS AULAS: em cada semana o aluno tera uma aula tedrica e uma

aula pratica. Desse modo, cada turma tera 2 professores distintos,

Aunla de teoria: nesta aula o professor fara uma exposicas dos topicos dasemana. Recomenda-
se que o aluno lela com antecedéncia o livio efon os textos da plataforma MOODLE para
que possa ber um malor proveito da anla.

Aunla de prafica: na aula de exercicios o aluno deve resolver uma lista de exercicios que
serd indicada pelo professor. E obrigatirio que o aluno leve para a aula a copia das listas
da semana, que estao na plataforma MOODLE. A aula nio é expositiva, ou seja, o
professor nao flcard resolvendo o3 exercicios no quadro. O papel dele ¢ transitar
pela sala tirando davidas pontums dos aluncs, que devem trabalhar em pequencs grupos.
Hecomenda-se que o aluno comese a resolver as listas antes mesmo da primeira aula pratica
da semana.
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SISTEMA DE AVALIACAO: em cada um dos médulos o aluno receberd uma nota P,
1=1,23, onde F ¢ a nota da prova do modulo ¢ A partir das notas das provas, a nota
final (NF) de cada estudante é dada por:

_ AR IR AR

NF
9

< NF < 10.

Sera considerado aprovado o estudante que obtiver NF mator ou igual a 5. Além disso, os
critérios de atribuicao de mencao =ao os crténos oholais da Universidade de Brasilia.

Segue abaixo uma breve desericao das avaliacoes.

FProva: cada prova sera baseada em todo conteddo abordado no madulo correspondente. As
provas das turmas do diurno serdo realizadas no hordrio de 12h00 4s 13h50 em
loeal & ser divulgado no ambiente MOODLE. As provas das turmas do noturno occorrerac
sempre no horano das anlas de exercicios. As datas estao hstadas abaixo ¢ podem, a enteno
da coordenacan, serem alteradas.

Prova 1 Prova 2 Prova 3
Turmas: A, B, C, H, L, M | 13/04/17 18/05/17 22/06/17
Turmas: E, K 12/04/17 | 17/06/17 | 21/06/17
Turmas: 1, G 19/04,/17 19/05/17 23/06/17

PAGINA DE MATEMATICA 1: Os estudantes devem se cadastrar na plataforma de
aprendizagem MOODLE do MAT no endereco

moxdle.mat, unb. br

Toda & comumescao oheal do curso se dard atraves do Firum de Noticias do MOODLE. Nos
foruns semanats poderac ser postadas dividas que serao respondidas on-line pelos monitores,
professores on mesmo por outros estudantes,

MONITORIA: o quadro com o= horanos da monitona sera divulgado no MOODLE & partir
da serunda semana de aula. Dentro das possibilidades do MAT, os momtores atenderao todos
os dias da semana de 12 &5 14h e de 18 is 19%h na sala da monitoria do Caleulo/Matematica
1, que fica no subsolo do Departamento de Matematica, descendo as escadas em frente &

entrada do departamento, sala ASS 439/10 - ICC Norte.
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Calculo 1

Lista de Exercicios — Semana 09

Temas abordados: Teorema do Valor Médio; Crescimento de funeoes;, Otirmizacao
Sepdes do lvro: 4.2; 4.3, 4.6

1) O Teorema do Valor Médio afirma que, se uma funcio [ & contims em [a, b] e derivivel
em (o, b), entao edste p £ (o, §) tal que

S — fla
flz) = 1O =112 (1)
—a
(O passos seguintes fornecem a prova deste importante teorems. (veja Toorema | do Tera 2)

(a) Vernfique que, se r(z) € & reta que passa por (a, f{a)) e (b, f(b)), entao

10t

r(z) = fla) + a).

(b} Para g(z) = f(z) — v(x), verifique que gla) = gib) = 0.
(¢} Lembrando que p tem maximo ¢ minimo em (o, b, conclus que g'(x;) =
algum x5 (o, b).

) para

(d) Verifique que o ponto ry obtido no item acima satisfax & equacao (1).

2) Suponha que & fungao § do exercicio acima mede a posicao de um movel em um instante
t = 0. Oual € a interpretacao fismca da conclusso do Teorems do Valor Media?

3) Use o Teorema do Valor Médio pars mostrar que, se [* = (0 em um intervalo aberto
I« R, entao a funcio [ & crescente em J. O que podemos afirmar =2 f* < 0 em [ 7
(v Corolaric 1 do Texso 2

4) Usando o item acima, descreva um método que nos permita classificar um ponto eritico
corno maximo local, minmoe local ou nenhum dos doas, a partir do sinal da denveds anfes

e depois deste ponto critico. jvels Corcldrio 2 do Toos 2

5) Para cada uma das funcoes abaixo, determine os pontos eriticos, classfique-os como
maximos ou mimmos locats, quando for o caso, e determine os mmtervalos onde f ¢ cres-
cente & decrescente. (vejn Exempio 1 8o Tao 1)

(a ftr]=z+1%

—x41

@ 1) =5y
(e) flx) = 2* — 120 — 5
(&) flz) = VE—
(1) filr)=z—Inzx

(¥) fx) = 2Pz — )

() )= T
(@) f(r) = o7 — e
(0) f(z) = (2 - )"
(h) f(z) = 25z - 4)
Bi) fl=) = 5

(1) fir) =z +s=en(x). =z (0,27)

6) Mostre que a funcao f{r) = {(Inx)/r tem um méxdmo absoluto em © = . Usando agora
o fato de gue fle) = f{7) e que & fungao r «% ¥ & croscente, conclua que =% < 7.
(vaa Vidon )
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T) Mostre que p(x) = * — 3" + 6 tem exatamente uma raiz real. (wjs Exempic 2 s Taw 5

1
B) Analise os intervalos de crescimento e decrescimento de f(r) = =+ p definids em
(0, +oao), para concluir que
I+ 1 =2, Y=
T

1) Supondo que o lucro, em milhoes de reas, obtido na venda de © mil unidades de um
produto é dado por .
T
L‘[I} = M—-l-z:g: I 3 ﬂ:
determine & quantidade de itens que devemn ser vendidos de modo 8 maximizar o lucro.
{voje Exemple 2 do T 1)

10} Entre todas as latss cilindncas de volume 1 hitro, raio da base r e altura b, qual & que
tem menor Area superficial. [wja video 33

11) Suponha que ao completar § anos, 0 = ¢ < 5, a massa aproxmada de wm ammal soja
dads em quilos pela expressao

m{t) = —26% + 0 + 400,

Sabendo que pretende-se sacrificar o ammal no momento em que este possir a malor
massa, determine com qual idade o amimal deve ser abatido.

12) Um retingulo deve ser inscrito em uma semicircunferéncis de raio 5 metros. (ual 6 a
malor area que o retiénpgulo pode ter e quais as suas dimensoes?
13) Supondo que / C B & um intervalo aberto, use o Teorema do Valor Médio para provar
a5 afirmanoes sepuintes (vojs os Comldrio 5 o 4 4o Tox 2)
(a) se f*({x) =0 para todo r £ I, entao exaste O € K tal que f({r) = O para todo £ 1.
(b} s /*(x) = g'(x) para todo € [, entan existe © ¢ R tal que g{x) = fiz) + C para
todo = & 1.
14) Dado b = 0, considere & funcao f{r) = ln{%}, definids para = = ().
(a) Venfique que a dervada de [ comncde com a dernvads de gix) = Inf{z), no intervalo
I =0, +oa).

(b} Usando o item acima e o exercicio anterior, conclua que fir) = g(x) + C, para
alrum O € B, Em sepuida, facs © = b nesta ipualdade para caleulsr o valor da
oonstante

(o) Conclus que
In [%) —Infa) —In(b).  ¥a, b0

15) Argumentado como no exercicio anterior, mostre que fven o vise 1
In{ab) = Infa) + In(k), Infa”) = rIn{a),

para quaisquer a, b = 0erc R
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RESPOSTAS

1)

2) O mimero ( (6 — f(a))/(b— a) é & velocidade média entre os instantes o & b Como a
derivada de [ fornece a velocidade do mowvel, o teorema afirma que em algum instante
o € (a,b) a velooidade mstantanea *{zo) ¢ igual & velocidade meédia.

3) Be "« em [ entao [ & decrescente em

4)

5) (a) pontos eriticos: T = V6 (minimo local)

crescente em | —oo, 0) U (¥6, +00)
decrescente em (0, ¥6)

(k) pontos erticos: © = —1/2 (minimo local); =2 (mixdmo local)
crescente em [(—1,2, 2)
decrescente em (—oo, —1/2) 0 (2, +o00)

(¢) pontos eriticos: © = 0 (maxmo local); = = 2 (minimo local)
crescente em [—oo, 1) U (2, +00)
decrescente em (0, 1)U (1,2)

(d)} pontos erticos: © = In2 (méximo local)
crescente em [—oo0, In2)
decrescente em (In2, +o0o)
(e) pontos eriticos: © = —2 (maxmo local); r= 2 (minmo local)
crescente em [—oo, —2) U (2, +oo)
decrescente em (-2, 2)
(f}) pontos eoticos: © = —3 (maxmo local); == 1 (minmo local)
crescente em [—oo, —3) L1, +oc)
decrescente em (-3, 1)
(g) pontos eriticos: © = —2 (minimo local); =2 (méximo local)
crescente em [—2, 2)
decrescente em | —vE, —2) U (2, vE)
(h} pontos eoticos: © = —1 ¢ £ = 1 (mimmos locais); = =0 (madmo local)
crescente em [—1,0) W (1, +oo0)
decrescente em (—oo, —1)0 (0, 1)
(i) pontos erticos: © = 1 (minima local)
crescente em (1, +0a0)
decrescente em (0, 1)
(1} pontos eriticos: © = ¢ (minimo loeal)
crescente em (e, +0o)
decrescente em (0, 1)U (1, 2)
(k) pontos eoticos: © = 0 (nao & extremo local); = =1 (minimo local)
crescente em (1, +0a0)
decrescents em | —oo, 1)
(1} pontos eriticos: © = 7 (nao & extremo local)
crescente em (0, 27)
decrescente em (nunca)

6)
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T) Caleule a funcao em cada ponto critico, estude os intervalos de crescimento e decresci-
mento e os limites no infinito

8) Basts encontrar o ponto de minimo de f no intervalo
) O lucro & maximo quando san vendidas 3 mil unidades
10) Aquela que tem raio igual a (2x)~'/5
11} O animal deve ser abatido quando completar 3 anos
12} A mailor dres ¢ de 25 metros e ¢ dada por um retingulo de lados 542 e 51.-‘"5.."2 metros
13) Para oitem (b), considere a fungao g(x) — f(r), defimda no intervalo T

14) (a) Basta usar a Regra da Cadeis.
(b} Useoitem (b) do exercicio anterior para obter & igualdade f{r) = g(r)+C. Fazendo
£ = b, concluimos que & = — In(h)
(c) Basta agpors fazer r = a

15) Para a primeira igualdsde compare a derivada de g(r) = Injbr) com a de In{z). Pare a
segunda, use g(r) = In{z")
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Cdlculo 1
Plano de Ensino — 2.7 /2016
Turmas do Diurno

PROGRAMA: o curso contara com 17 semanas dividas em 3 modulos. O contendo de
cada um deles € descnto a sequr.

1) Funcoes reais. Limites de funcoes. Limites laterais e Continnidade de funcoes. Teorema
do Valor Intermedianc. Reta tangente, denvada, regras basiess de dervacao. Dermvadas
de funcoes transcendentes.

2} Derivadas de composigoes e inversas de fungoes. Derivacao implicita e taxas relacionadas.

Otimizacac. Teorema do Valor Médio, Esboco de grabicos. Regra de L'Hopital.

3) Integral definida e propriedades. Teorema Fundamental do Caleulo. Integral indefinida.
Técnicas de imtegracan: substituicao, partes, fracoes parciais, substituicao inversa, pro-
dutos de funcies tngonomeétricas,  Aplicacoes da integral ao caleulo de areas planas,
comprimento de curvas, volumes de sdlidos.

BIBLIOGRAFIA: material a ser postado na plataforma MOODLE (listas de exercicios,
testes on-line, textos complementares e materiais interativos). O estudante deve também
usar qualguer livro de Cdlculo, especialmente aquele indicado pelo seu professor. O ero-
nograma de atividades sera baseado no hivro Calewls Volume 1, de George B. Thomas, 12°.
Edican.

METODOLOGIA DAS AULAS: nas turmas presencials, em cada semana o aluno tera
uma anla tedrica e duas aulas praticas. Desse modo, cada turma tera 2 professores distintos.
Nas turmas semipresencials, o aluno tera apenas uma aula pratica por semana.

Aula de teoria; nesta anla o professor fara uma exposicac dos topicos dasemana. Recomenda-
se que o aluno lela com antecedéncia o livro efon as textos da plataforma MOODLE para
que possa ter um maior proveito da aula

Auwla de prabica: na anla de exercicios o aluno deve resolver uma lista de exercicios que
serda indicada pelo professor. E obrigatorio que o aluno leve para a aula a copia das histas
da semana, que estac na plataforma MOODLE. A aula nio € expositiva, ou seja, o
professor ndo flecard resolvendo os exercicios no gquadro. O papel dele é tramsitar
pela sala tirando davidas pontusais dos alunos, que devem trabalhar em pequenos grupos.
Recomenda-se que o aluno comese a resolver as listas antes mesmo da primeira anla pratica
da semana.
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SISTEMA DE AVALIACAOQ: em cada um dos médulos o aluno recebera uma nota M,
1= 1,2 3, dada por

M, = 15%S; + 35%T; + 50%.F,, 0 < M, < 10,

onde Sy ¢ a média artmética das notas das atividades em sala, Ty € a nota do teste presencial

e F; ¢ a nota da prova. A partir das notas dos mddulos, a nota final (N F) de cada estudante

> dada por;

S 20y 4+ 3Ma + 4M;
= 0 .

Sera considerado aprovado o estudante que obtiver N F maior ou igual a 5.

NF 0= NF =10

Segue abaixo uma breve descricao das avaliacoes.

Atfwndades em salo: no final de eada aula de exercicios os alunos serao submetidos a um teste
curto de 5 a 10 min. Semanalmente, o professor decidira qual das avaliacoes sera corrigida.

Teste presencial; um teste objetivo por madulo com duracao de 1h30. Os testes de todas
as turmas serio realizados no hordrio de 12h00 45 13030 em local a ser divalgado
ne ambiente MOODLE. As datas estao listadas abaixo e podem, a eritérnio da coordenacao,
ser mudadas.

Toste 3
25/11/16

Teste 2
14/10/16

Teste 1
09,09,/ 16

Prova: uma prova subjetiva por modulo com duracac de 1h3l., As provas de todas as
turmas serao realizadas no hordrio de 12h00 4s 13h30 em local a ser divulgado no
ambiente MOODLE. As datas estao listadas abaixo e podem, a criténio da coordenacao, ser
mudadas,

Prova 1
16,100 /16

Prova 3
02 /12/16

Prova 2

21710, 16

Prova unica de reposicdo: se destina somente aos alunos que tiverem Justificado sua ausencia
em uma das provas ¢ seu contendo sera toda a matéria do curso. A nota da prova de reposicac
substituira a nota de apenas uma das provas perdidas (a de maior peso, no caso de o aluno
ter perdido mais de uma prova). Esta prova serd realizada no dia 05/12/16 s 12h00
em local & ser divulgado no ambiente MOODLE.

PAGINA DE CALCULO 1: Os estudantes devem se cadastrar na plataforma de apren-
dizagem MOODLE do MAT no endereco

moodle. mat. unt. bhr

Toda a comunmicacan ohicial do curso se dara através do Ferum de Nottcras do MOODLE. Nos
foruns sermanats poderao ser postadas dividas que serao respondidas on-line pelos monitores,
professores ou mesmo por outros estudantes,

MONITORIA: o quadro com os horaros da monitona sera divulgado no MOODLE & partic
da sepunda semana de aula. Dentro das possibilidades do MAT, os momtores atenderao todos
os dias da semana de 12 a5 14h e de 18 s 19h na sals da momtoria do Calenlo 1, que hea
no subsalo do Departamento de Matematica, descendo as escadas em frente a entrada do
departamento, sala ASS 439/10 - 10T Centro.
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Semestre 2/2012 (Comparativo de notas)

As turmas em amarelo s5o magstras e as brancas 3o tradicionas. As turmss em
amarel e branco fazem a MESMA prova e a correglio ¢ feits por todos os professores
em esquema de mutrdo. Por exempla, uma dupls de professores comige a questio 1 de
TODAS =s turmas

Nz coluna VEST se encontra 2 nots de corte do curso em queto. Quendo = turms

atende 2 cursos diferentes fon feits uma médis ponderada entre s notss de corte.

Toma Carem vist L rn L r L] rs %RIR | SSR | SArRov
crvilaameca) | 200 |63 [811 [ &2 Ja9a |57 [767] [1.54 [308 | 8308
Ma@dh M2 | 106 |62 | 7,08 | 56 [614] 53 |72 0 [129 | 7419
c Redes (40, 52(22) | -147 |61 [561 | 53 [419] 4
E Mo k(1) | 90 |55 (636 | 47 |446 37 (516 |169 [1017] 542
p et (44), Eco (22) 836 |60 [716 | 52 |s92| 4 |649 o | o | 7015
jn Fis (40), Ext (2) 176 |61 [am [4s [346 53 [701] [3.23 [2581 3065
) uasqurady | -180 |60 [4m [ 50 [337] 0 [sas| |94 [2623] 340
Is A (60) %7 |54 [417 [@ |27 32 61| [152 [eras]| 333
M Ambd).Geo (@) | -53 |57 |49 |51 [327| 40 [5a3] |37 [3333] 3810
o Bogs Geof3e | 44 |60 418 |51 [259 ]| @ [seo| [317 [3016) 3333
[sp A 2 |475
[sp B % |416 | 5 [252] 16 [a4s| 1505 118 | 272,27
[sP D 2% (42 |25 [300
S R
A N o it ool
oo L | (7 [ser7| 262
Notas do noturno
| Tom Carsm vist |- r CHR IR ERES TR | %SR | ArRov
I Prod (55), Fis(6) | 16 |6 [sas [ss [eon |32 [398] | o [129 | soes
Adm (60) 64 |2 [39 3 [35 1515 0o [ 227
Camp (40),Fis (D) | -184 [ 48 [439 [ » [am| 21 [sg1] [3.77 [2642] 339
Mat (19),Fis(6) | -144 |36 (420 | 2 35|15 [425]| |1087] 50 | 179
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Calculo 1

Lista de Exercicios — Semana 14

Temas abordados: Intepracao por partes; Volumes
Sepdes do Bvro: 8.1; 6.1; 6.2

1) Use integracao por partes para calenlar as integrais abaixo.

(a) f T cos {%}d: b) f 2 In(2r)dr (&) J{ redr
(d) jr'ln{EJ::ld:: () f::gc"dz: (f) fliI bn:z{ZI]dI
(E) Jrn:'El sen(z)dr ih) ij! cos(x)dr (1) f&rmnh{z]dz

2) Calcule as integrais abaixo uwsando, antes da integracao por partes, uma substituigao
apropnads.

{a) f =" cos( ' )dr {b) f e¥Fdr {e) f e dr

3) Para uma funcao continua [ : [0, =+ R o volume do sdlido de revolugio obtido pela
rotacao do seu grafico em tomo do exo Ox € dado por ¥V = .I: mf(x)*dr. Caleule case
volume no caso das funeoes indicsdas abaixo.

{a}) f(z) =r, para z € [0,A], onde b, r = 0

) = —x, para r £ [0, k], on = | X
b} fi ; 0, k], ande k i

() fix) = v — %, pama £ € [—r,r], onde r = 0.
(d) fix)= =z senz, para ¢ < [0, 7]
(e) fix)= Warctan r, pars r € 0, 1]
4) Faca o grifico das fungies dos trés pomeiros itens acima & responda qual o sohido gerado
pela rotaceo indicada. Em sepnda, confronte a resposta que voce obteve acima com &
formuls para o volume desse salido, que voceé provavelmente j& conhecis.

§) Bejaa = 0, f: |a,b] — |0, +o0) ume funcio continoe & & & regiao compreendida entre
o grafico de f e o eixo Or. Quando giramos & regiso B em torno do eixo Oy, obtemos
um salido de revolugao cujo volume ¢ dado por V' = _I: 2ez f(x)dr. Caleule esse volume
no caso das funcoes indicadas abaixo.

(a) flx) =1 f I, paraT [0, 1]
(b} f(xr) =In(z). para T & [1,¢]
(c) f(r) = arctanx, parse © € [0,1]

6) Apds identificar & téenics aproprisda, determine o valor des integrais abaixo.

(a) fIE:ng () farct.a.n{]:_]d:l: () f&m{'ln:l:]d_r
(d) J{ zln(r)dz i) f #i‘: if) f H%d;
(&) f e—vTdz (h) Jl' —
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RESPOSTAS
1} Em todos os itens abaixo K € B @ uma constante de inbegracan.

(a) 2rsen (3) +deos (3) + K

(b) i*In(2z) — i + K

(e) foe™ — LT 4L K

(d) rln(bz) -z + K

(e) —eF(* +3 + 6z +6)+ K

(f] 2z tan(Zz) + Injcos(2z)) + K

(g) —1e* cos(r) + 2e™ sen(x) + K

(h) *sen(z) — 2sen(z) + 2rcos(z) + K
(1) rarccos(z) — v1—22 + K

2) Em todos os ttens abaixo K € B @ uma constante de inbegracao.

(a) Teoa(r®) + jrisen{r®) + K
(b) 2vF (T 1)+ K
(€) & (2 —1)+ K
3) (a) =r*h
(b) farh
f€) tar?
(d) =8 —d=
(e) = - %w]n{?}
4} Oe solidos sao, respectivamente: cilindro circular reto de alturs b e raio da base r; cone
circular reto de altura k e raio da base r; esfera de raio r.

5} (a) %ﬁn—%‘n’
(b) Fl(e*+1)
() 4= —=

i) Em todos os itens abaixo K € R é uma constante de inbegracan.

(a) ¥ + K

(b) rarctan(z) — IIn(l +*) + K
(e) 3 (=en(ln(z)) —cos(ln(z])) + K
(@) Zn(z) -2 4 K

(e) —sen(l) + K

(f) %arctan(z?) + K

(B) —2¢yTe T —2VTL K

(h) jsen(2r) — lreos{2r) + K
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Tdépicos Especiais — Pré — Calculo — 17/2017

Plano de Ensino: Programa:

1. Conjuntos MNuméricos: A noghe de conjumnto; conjunto dos mimeros
mturais (M):; conjunto dos mimeros inteiros (£); conjunto dos
mimeros racionais (); mimeros irracionais (I); conjuntio dos
mimeros reais (H); linguagem de conjuntos; intervalos reais;
soma; divisio: subtracho: racionalizscio; potenciacio:; radiciacio;

2. Fungies: Deflnicio de funcio; dominio; contradomimio; conjunto
Imagem; grifico de fungdes; fungies crescentes & fungies decres-
centes; funcio injetiva, sobrejetiva e bijetiva:; funcio composta:

3. Fungio afim & fingio modular: Definigies; graflcos e propriedades;
estindo do sinal da funcio aflm e de inesguagbes;

4. Funcio quadridtica: Deflnicio; zeros da funcio quadrdtica; grafico;
estindo do sinal da funcio gquadrdtica;

5. Funcio exponencial e logarftmica: Deflniches; potenciagio; griflcos;
radicincio; inequagies exponencinis; funcgies inversa; insquaches
logaritmicas;

6. Funcoes Trigonométricas: Arcos e ingulos; circunferéncia trigonométrica;
estudo da fungio seno; estudo da fungio cosseno; relagies fundas-
mentais; identidades trigonométricas; eguacgies trigonomeétricas;

7. Geometria analitica ponto @ reta: Distéicia entre dods pontos; equacio
da reta; inclinagio de nma reta; cosflciente angular de wma reta;
posicin relativa de duas retas;

8. Polipfmics; Deflnicio; funcio polinomial; igualdade de polindmios;
raiz de polindmio, operagies com polindmins; decomposicio em
fatores de gran am: teorsma Fundamental da Algebra; fragbes
parciais;

9, Tdpicos Adicionais: Estudo de tdpicos diversos em Matemstica;
resolugies de problemas: aplicagbes no Cilealo 1, ete,

Bibliografia: Livros do Ensino RMédio e Livros de Caleulo 1.




Turm
a AP
A 55
B 41
C 39
D 43
E 36
F 51
H 32
J 53
M 36
N 39
(o] 33
S 30
Y 33
z 41
G 18
| 26
K 16
P 33
T 18
TOTAL 673

Fonte: Relatério da Comissdo de Graduagdo .

2013/1
T
RP R
12 4
25 2
27 1
24 5
24 3
14 1
34 3
1 1
26 3
26 0
27 4
27 9
22 1
13 4
35 7
34 4
41 5
20 4
38 11
48
0o 72

%AP
82,0

62,1
59,0
64,1
60,0
78,4
48,4
82,8
58,0
60,0
55,0
52,6
60,0
75,9
33,9
43,3
28,0
62,2

32,1

58,3

ANEXO J — Resultados finais de 2011/1 a 2013/1

AP

54

22

30

24

34

48

21

47

25

33

21

24

14

40

21

28

37

16

54

2012/2
T
RP R
11 1
48 1
39 1
36 6
29 2
17 0
47 2
6 0
40 2
31 2
42 3
44 1
34 4
1 0
34 2
37 5
27 7
26 0
41 10
60
0 49

%AP
83,0

31,4
43,4
40,0
53,9
73,8
30,8
74,6
38,4
51,5
33,3
35,2
29,1
97,5
38,1
17,7
50,9
58,7

28,0

47,6
9

AP

61

40

50

26

49

64

29

51

36

47

41

33

29

33

21

27

48

28

30

74

2012/1
RP TR
9 1
19 7
19 4
16 27
20 5
5 1
31 13
14 5
21 13
11 10
19 8
21 19
22 9
11 3
22 15
34 8
7 6
27 7
20 25
34 18
8 6

%AP
87,1

67,8
72,4
61,9
71,0
92,7
48,3
78,4
63,1
81,0
68,3
61,1
56,8
75,0
48,8
44,2
87,2
50,9

60,0

68,1

AP

54

22

32

12

32

39

23

49

45

26

27

37

23

31

33

31

2011/2
T
RP R
12 2
43 2
37 3
56 8
33 1
30 1
41 3
18 0
17 4
43 1
38 5
28 2
36 3
50 18
36 1
55 6
40 0
33 3
64
6 63

%AP
81,8

33,8
46,3
17,6
49,2
56,5
35,9
73,1
72,5
37,6
41,5
56,9

38,9

10,7
46,2
11,2
45,2

48,4

45,0

AP

35

29

40

58

36

58

49

53

44

45

39

37

19

34

16

24

48

19

68

2011/1
T
RP R
41 0
50 0
39 2
32 0
36 0
19 0
39 0
24 0
28 1
30 0
46 0
35 2
46 0
37 2
52 1
47 0
29 0
65 0
69
5 8

235

%AP
46,0

36,7
50,6
64,4
50,0
75,3
55,6
68,8
61,1
60,0
45,8
51,3

29,2

47,8
23,5
33,8
62,3

22,6

49,5



Turma

TOTA

AP

43

37

29

18

15

35

16

33

27

24

23

11

30

26

15

23

25

44

2015/2

T

RP R
14 2
22 1
22 9
45 2
15 0
23 0
36 6
23 2
39 1
26 6
37 2
50 0
27 2
29 1
38 5
17 2
26 8
34 2
41 5
56 5
4 6

ANEXO K — Resultados finais de 2013/2 a 2015/2

%AP
75,4

62,7
56,8
28,5
50,0
60,3
30,7
58,9
40,9
48,0
38,3
18,0
52,6
47,2
28,3
34,6
46,9
42,3

18,0

44,2

AP

51

18

40

32

25

32

31

41

38

26

23

20

38

35

17

10

11

34

15

53

2015/1

T
RP R
9 2
40 1
14 7
26 4
13 1
13 1
28 1
16 4
23 0
19 0
29 3
46 0
15 3
15 2
33 8
20 1
37 9
30 0
37 4
46 5
31

%AP
85,0

31,0
74,0
55,1
65,7
71,1
52,5
71,9
62,3
57,7
44,2
30,3
71,7
70,0
34,0
33,3
22,9
53,1

28,8

53,7

AP

49

23

22

33

18

39

14

40

21

11

32

19

30

29

12

30

44

Fonte: Relatério da Comissdo de Graduagdo .

2014/2

T
RP R
7 3
36 0
30 8
28 3
13 0
12 0
27 2
11 0
21 0
22 5
31 0
44 5
34 1
23 9
45 5
18 2

1
27 6
21 6
46 9
49 7
6 4

%AP
87,5

38,9
42,3
54,1
58,0
76,4
34,1
78,4
50,0
33,3
50,7
30,1
46,8
55,7
21,0
28,0
22,8

58,8

8,00

47,0

AP

49

31

36

21

18

44

43

38

38

36

18

25

28

40

13

16

11

28

18

2014/1

T
RP R
9 0
36 1
25 4
44 4
28 3
16 0
17 1
20 1
26 2
16 2

1
26 5
35 5
30 7
25 0
42 6
39 4

1
40 1
30 4
46 5
55 7
0 5

%AP
84,4

46,2
59,0
32,3
39,1
73,3
71,6
65,5
59,3
69,2
40,9
41,6
48,2
61,5
23,6
29,0
21,5
48,2

28,1

50,0

AP

53

32

35

23

33

44

21

38

32

23

21

16

28

35

21

29

22

43

2013/2

T
RP R
13 1
32 2
32 1
38 4
22 0
19 0
37 3
20 2
30 3
31 4
41 2
46 5
26 0
19 3
32 3
30 1
30 9
22 0
61 3
58 4
1 6

236

%AP
80,3

50,0
52,2
37,7
60,0
69,8
36,2
65,5
51,6
42,5
33,8
25,8
51,8
64,8
39,6
49,1
42,3
66,1

10,2

48,9



ANEXO L — Resultados finais de 2016/1

Turma AP
A 47
B 29
C 43
D 31
E 18
F 32
H 30
J 43
M 27
N 24
0] 28
S 20
Y 23
z 19
G 11

| 5
K 11
P 11
T 2
TOTAL 454

Fonte: Relatério da Comissdo de Graduagéo.

RP
14
33
18
38
19
25
22
17
27
38
42
38
31
37
44
25
39
47
44

598

2016/1
TR
0
0

=N R

O N O U N OO W N

[any
w

56

%AP

77,05

70,49
44,93

56,14
30,77
71,67
50,00
38,71
40,00
18,03

33,93
20,00
16,67
22,00
18,97
4,35

44,27

237



