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“All of physics is either impossible or trivial.
It 1s impossible until you understand it, and then it becomes trivial”.
Ernest Rutherford
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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, mostra-se como uma alternativa a
formulagao métrica da Relatividade Geral, principalmente por permitir escrever, através de
seu formalismo Lagrangiano, expressoes consistentes para a energia e o momento angular
gravitacionais. No presente trabalho foi calculada a densidade de energia gravitacional de
uma estrela de néutrons fazendo uso do formalismo teleparalelo em conjunto com a ferramenta
numérico-computacional conhecida como Einstein Toolkit. Esta ferramenta fornece uma
rotina ja pré-definida onde sao utilizadas as equacoes TOV para simular as caracteristicas
das estrelas de néutrons, e que adicionalmente implementa o método evolutivo 3+1 BSSN.
Finalmente, se mostra a variacao da densidade de energia ao longo dos eixos, evidenciando
sua influéncia na dinamica da estrela.
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Abstract

The teleparallel equivalent of general relativity shows itself as an alternative to the metric
formulation of general relativity, particularly for allowing through its Lagrangian formalism,
to write consistent expressions for gravitational energy and angular momentum. In this work
it was calculated the gravitational energy density of a neutron star making use of the telepa-
rallel formalism within the numeric computational infrastructure known as Einstein Toolkit.
This tool provides a preset routine in which the TOV equations are used to simulate the
neutron star features in addition to the implementation of the 341 BSSN evolution system.
Finally it was showed the energy density variation along the axes showing its influence on
the dynamics of the star.
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Capitulo 1

Introducao

Na tentativa de formular uma teoria completamente covariante, capaz de descrever as
leis da fisica, incluindo a gravidade, em qualquer sistema de coordenadas e para qualquer
movimento relativo, Einstein estudou a similaridade entre referenciais inerciais e referenciais
imersos em um campo gravitacional, concluindo assim que a gravidade e a aceleracao sao
equivalentes. Usando o Principio de Equivaléncia como base, Einstein apresentou em 1915 a
extensao de sua teoria da Relatividade Especial a qual incluia os efeitos da gravidade e onde
as leis da fisica sao validas em todos os referencias inerciais. Esta nova teoria é conhecida
como a teoria da Relatividade Geral, onde trata-se a gravitagdo como uma consequéncia do
espaco-tempo, enquanto que a curvatura do espaco-tempo é uma consequéncia da presenca
de matéria. No entanto, a curvatura do espaco-tempo afeta o movimento da matéria, a qual

reciprocamente determina as propriedades geométricas e a evolucao do espago [1].

O Teleparalelismo equivalente a Relatividade Geral (TEGR), é uma formulacao geométrica
alternativa a teoria da Relatividade Geral de Einstein, onde os efeitos do campo gravitacional
sao descritos em termos dos campos de tétradas. As primeiras tentativas para descrever o
campo gravitacional usando as tétradas sao atribuidas a Einstein no seu esfor¢o para unir a
gravitacao e o electromagnetismo [2]. Entretanto, usando esta aproximagao ele ndo conse-
guiu encontrar uma descrigao fiel e consistente das equagoes do campo eletromagnético. Esta
nova teoria ¢ totalmente equivalente a Relatividade, dado que ambas teorias sao derivadas
a partir de Lagrangianas, as quais diferem somente em uma divergéncia total, obtendo-se

assim as mesmas equacoes de campo. Logo, a principal vantagem do Teleparalelismo sobre



a Relatividade de Einstein estd na possibilidade de escrever expressoes consistentes para a

energia, o momento e o momento angular [3|.

A Relatividade Geral em conjunto com a meécanica quantica, descreve o mundo como
nos o conhecemos em seu nivel mais fundamental. O problema é que ha um conjunto muito
pequeno de solugoes para as equagoes de Einstein, além disso, estas solucoes sao todas para
situagoes idealizadas. Uma forma de estudar situagoes mais realistas, como por exemplo um
par de buracos negros orbitando-se mutuamente, se faz necessario resolver numericamente
as equacoes de Einstein. Tradicionalmente, isto tem sido feito ou com cada pesquisador
partindo do zero ou herdando um trabalho anterior de algum outro pesquisador. Mas agora
existe um projeto que todos podem usar chamado Einstein Toolkit [4]. Este projeto comegou
a partir do cddigo Cactus, o qual é um ambiente de trabalho que consiste de um nicleo cen-
tral, chamado flesh, e um nimero de plugins conhecidos como thorns. O Cactus fornece um
ambiente de trabalho genérico em computacao cientifica para um grande niimero de campos.
O Einstein Toolkit é uma ramificacao do Cactus somente com os thorns necessarios para a

Relatividade Numerica.

Desde o ponto de vista dinamico, tanto a Relatividade Geral de Einstein como a Gra-
vidade Teleparalela fazem as mesmas predi¢oes. Embora o TERG permite a definicao de
quantidades de grande interesse fisico, como a energia e momento angular gravitacionais,
na Relatividade Geral ditas quantidades ainda estdao em desenvolvimento. As estrelas de
néutrons sao os laboratérios apropriados para o estudo da fisica de matéria densa, dado que
elas contém altas densidades de materia fria do universo. Adicionalmente, as estrelas de
néutrons sao 6timas candidatas para testar a teoria da relatividade Geral. O objetivo deste
trabalho foi calcular a densidade de energia gravitacional de uma estrela de néutrons através
do formalismo teleparalelo em conjunto com a ferramenta numérico-computacional conhecida

como Einstein Toolkit.

No capitulo 2, sera apresentada uma revisao da teoria da Relatividade Geral, partindo
desde a Relatividade Especial até chegar nos testes classicos que comprovam dita teoria. A

seguir, no capitulo 3 abordamos o formalismo do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade



Geral fazendo énfase na formulagao Lagrangiana. No capitulo 4 fazemos uma introducao ao
Einstein Toolkit, seus principais componentes e se mostram alguns dos thorns mais utilizados
para simulacoes astrofisicas. Os resultados do presente trabalho sao apresentados no capitulo

5, enquanto que as conclusoes encerram o trabalho.

Os indices de espago-tempo p,v,... e os indices do grupo de Lorentz global SO(3,1)
a,b,... variam de 0 a 3. Logo, indices de espago e tempo sao indicados de acordo com
p=0,7, a = (0),(i). O campo e tétradas é denotado por e*,, o tensor métrico do espago-
tempo de Minlowski levanta e abaixa indices e é fixado por 7, = equepg"’'= (-, 4,+,+). O
determinante do campo de tétradas é indicado por e = det(e* ). As unidades sao fixadas

com a escolha G = ¢ =1, a menos que se diga o contrario.



Capitulo 2

Teoria da Relatividade Geral

2.1 Teoria da Relatividade Especial

Motivado pela teoria electromagnética de Maxwell e pela auséncia de evidéncia para a
existéncia do éter, Albert Einstein formulou em 1905 a teoria da Relatividade Especial.
A condicao de validade das equacoes de Maxwell em qualquer referencial inercial levava a
invariancia da velocidade da luz, contradizendo-se assim a Relatividade Galileana.

Em sua teoria, Einstein enunciou dois postulados: o primeiro, conhecido como o Principio
da Relatividade, estabelece que as leis da fisica sao iguais em qualquer referencial inercial,
em outras palavras, nao existe referencial inercial privilegiado. O segundo postulado afirma
que a velocidade da luz é constante no vacuo e tem o mesmo valor ¢ em todos os referenciais

inerciais |1].

O Principio da Relatividade de Einstein, supoe que as expressoes matematicas que des-
crevem qualquer fenomeno fisico devem possuir a mesma forma em todos os referenciais
inerciais, exigindo assim um novo conjunto de transformagoes para as grandezas fisicas, de
um referencial inercial para outro. Portanto, Einstein foi forcado a reavaliar as ideias de
espaco e tempo aceitas para a época, e através de uma serie de simples experimentos mentais
ele demonstrou que as limitacoes da mecanica Newtoniana radicavam no conceito de simul-
taneidade dos eventos. Desta forma, Einstein reobteve as transformaqoes de Lorentz sob as
quais tanto as equacoes de Maxwell como as equagoes que descrevem as leis da mecanica sao

covariantes.



Para escrever a forma exata destas transformacoes, consideremos uma fonte de luz loca-
lizada no ponto x = y = z = 0, de um sistema de coordenadas O livre de campos gravitacio-
nais. No instante ¢ = 0, a fonte é acesa emitindo luz em todas as direcoes, gerando-se assim
uma frente de ondas esféricas que se propagam com velocidade ¢ e que no tempo ¢ define a
superficie esférica

P+ Y+ 22 =0. (2.1)

Na equacao ([2.1]), as coordenadas espaciais e temporal entram de uma maneira simétrica,
portanto vamos adaptar nossas coordenadas a esta esfera de luz onde tomaremos o tempo

como a coordenada zero, ¥ = ct. Mais precisamente
ot = (ct,x,y,2), x,=(—ct,x,y,2), compu=0,...,3. (2.2)

As coordenadas z* e x, estao relacionadas através da métrica pseudo-euclidiana 7,5 da

forma

x, = nuﬁxﬁ, (2.3)

onde 7,3 ¢ conhecida como métrica de Minkowski e ¢ dada por

-1 0 0 O
0O 1 00
Nup = (2.4)
0O 010
0O 0 01

Consideremos agora outro sistema de coordenadas ', também livre da agao de campos

gravitacionais e relacionado com o referencial @ por uma transformacao de Galileu
(ct' 2y, 2") = (ct,x — vt,y, 2). (2.5)

Se a velocidade da luz também for ¢ neste referencial, uma esfera de luz no instante ¢

deveria descrever uma esfera com a forma

(x—vt)? +y* +2* = * = 0. (2.6)



As equagoes e obviamente sao diferentes, mas como a mesma esfera nao pode
estar em dois locais diferentes, concluimos que as transformacoes de Galileu nao sao com-
pativeis com o principio de constancia da luz. Entao, vamos a requerer que as novas trans-
formagoes deixem invariante a esfera de luz de modo que a esfera seja a mesma nos dois
referenciais. Como no caso da mecanica classica, devemos ter transformacoes lineares, onde

se satisfaca a condigao [5]
o’y = A Ny Patag = 2P, (2.7)
onde, para todos os x® somente é possivel se
A AP =060, coma,B, 4 =0,...,3. (2.8)

Nas equagoes e introduzimos a conhecida notacao de Finstein, onde indices
covariantes e indices contravariantes iguais em qualquer termo, indicam soma sob ditos indices
desde 0 até 3.

Se consideramos agora que o referencial @' se move ao longo do eixo x com velocidade
v medida por O, onde dizemos que este movimento é um boots na diregdo = [6], as trans-

formagoes de Lorentz que descrevem as transformacoes entre os dois sistemas sao

2
,  t—uwxr/c , x — vt , ,

=t = =y, 2z =2z. 2.9
V1—0v%/c? V1—0v%/c? vy (29)

Do conjunto de equacgoes temos algumas consequéncias interessantes nas medigoes
de tempo e comprimento. A primeira consequéncia, conhecida como Contracao de Lorentz,
esta relacionada com o comprimento de um corpo o qual é medido para ser maximo quando
se encontra em repouso com relacao a um observador. Porém, quando o corpo se move
com uma velocidade v, dito comprimento ¢ diminuido na direcao do movimento pelo fator
/1 —1v%/c? enquanto suas dimengdes perpendiculares nao sao afetadas. Por outro lado,
a segunda consequéncia trata de um relégio em movimento onde o tempo transcorre mais
devagar do que em um relégio em repouso, ou ainda, em qualquer relégio o tempo corre a
velocidade maxima desde o ponto de vista do observador em repouso. A este fendomeno da-se

o nome de Dilatagcao Temporal. Finalmente, temos como terceira consequéncia a inexisténcia



de Simultaneidade. Dois eventos simultaneos, em um dado referencial inercial, acontecem no
mesmo instante de tempo, no entanto, a transformacao temporal de Lorentz sugere que em
qualquer outro referencial inercial estes eventos podem nao ser simultaneos. Em outras pa-
lavras, podemos dizer que dois relégios sincronizados em um dado referencial inercial podem

nao estar sincronizados em outros referencias inerciais.

As transformacoes de Lorentz mostram que o tempo deve ser tratado como uma coor-
denada ordinaria, permitindo-nos imaginar a fusao do espago e do tempo em uma unica
entidade conhecida como espaco-tempo. Este conceito foi incorporado na Relatividade Es-
pecial usando o espago-tempo de Minkowski, ou simplesmente espaco de Minkowski. Para
estudar as propriedades métricas do espaco de Minkowski consideremos dois eventos separa-
dos infinitesimalmente um de outro em um referencial O, logo o intervalo entre eles é dado

pela expressao

ds® = —c*dt* + da? + dy® + d2? = nu5d$“dxﬂ, (2.10)

onde 7,5 estd dada pela equagao (2.4). Note-se que a quantidade ds? é invariante sob qual-
quer transformacio de Lorentz do tipo z*° = A ,z®, dado que z”z, é invariante. Por outro
lado, como o elemento de linha ds? é uma propriedade somente dos dois eventos e nao do
observador, podemos fazer a seguinte classificacao da relacao entre os eventos. Se ds? é po-
sitivo dizemos que os eventos estao separados por uma linha tipo espaco. Se ds? é negativo,
os eventos sao separados por uma linha tipo tempo. Finalmente, se ds? = 0, ditos eventos se

encontram separados tipo luz.

Eventos tipo luz separados de um evento particular A, formam um cone cujo apice é o
mesmo evento A, e que é conhecido como cone de luz . Por outro lado, todos os eventos que
se localizam dentro do cone estao separados tipo tempo de A, assim como todos os eventos
que se acham fora do cone estao separados tipo espaco. Logo, todos os eventos dentro do
cone podem ser alcancados desde o evento A por um objeto fisico, enquanto os que estao
fora nunca serao alcancados. Por esta razao, os eventos que se localizam dentro do “futuro”
do cone sao chamados de futuro absoluto do evento A, ao mesmo tempo que aqueles que se
encontram no “passado” sao conhecidos como passado absoluto, e aqueles que estao fora sao

chamados de outro lugar. Na figura (2.1)) se ilustram as diferentes regides do espago-tempo.
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Figura 2.1: Cone de luz de um evento A e as diferentes regides do espago-tempo deste
evento [7].

Na Relatividade Especial, as linhas mundo de duas particulas livres que comecam para-
lelas uma da outra, permanecem nesse estado de movimento sem importar quao longe elas
vao. Em outras palavras, o espago de Minkowski é um espaco plano que obedece ao axioma
do paralelismo de Euclides. No entanto, o espago-tempo nao é um espaco FEuclidiano, dado
que sua métrica ¢ diferente. Se consideramos agora um referencial na presenca de um campo
gravitacional nao uniforme, as linhas mundo de duas particulas geralmente nao permanecem

paralelas. Logo, o novo espaco-tempo gravitacional nao é um espago plano.

Na tentativa de formular uma teoria completamente covariante, capaz de descrever as
leis da fisica, incluindo a gravidade, em qualquer sistema de coordenadas e para qualquer
movimento relativo, Einstein estudou a similaridade entre referenciais inerciais acelerados e
referenciais imersos em um campo gravitacional, concluindo assim que a gravidade e a ace-
leracao sao equivalentes. Partindo desta descoberta, Einstein formulou o conhecido Principio
da Equivaléncia entre gravidade e aceleragao [7], o qual postula que qualquer experimento

fisico local que nao implique gravidade vai ter o mesmo resultado se o executamos ja seja



em um sistema inercial em queda livre ou no espaco-tempo plano da Relatividade Especial.
Como consequéncia direta do Principio de Equivaléncia temos que em um referencial inercial
local, todas as leis da fisica conservam a forma da Relatividade especial, exceto a gravidade,

a qual simplesmente desaparece.

Usando o Principio de Equivaléncia como base, Einstein apresentou em 1915 a extensao
de sua teoria da Relatividade Especial a qual incluia os efeitos da gravidade e onde as leis da
fisica sao véalidas em todos os referencias inerciais. Esta nova teoria é conhecida como a teoria
da Relatividade Geral, onde trata-se a gravitacao como uma consequéncia do espago-tempo,
enquanto que a curvatura do espaco-tempo é uma consequéncia da presenca de matéria. No
entanto, a curvatura do espago-tempo afeta o movimento da matéria, a qual reciprocamente

determina as propriedades geométricas e a evolucao do espaco.

Para descrever rigorosamente a curvatura do espaco-tempo precisamos de ferramentas
matematicas contidas na geometria diferencial, mais especificamente das Variedades Rie-
mannianas, as quais sao espagos-tempo localmente planos e onde o elemento de linha (2.10)

esta bem definido e pode ser escrito da forma
ds® = g, dxtdx” (2.11)

onde g,, representa a métrica do espago curvo e ¢ uma funcao das coordenadas z*. E
importante destacar que em um espago-tempo curvo nao é possivel definir um referencial de

Lorentz global para o qual temos gag = 1ag-

2.2 Geometria Riemanniana

Na teoria da Relatividade Geral estamos interessados em um tipo especial de variedade
diferencial conhecida como variedade Riemanniana, onde a distancia ou métrica, estao bem
definidas. Logo, esta variedade diferencidvel é uma colecao amorfa de pontos, conhecidos
como eventos do espago-tempo. Localmente, estes pontos sao ordenados como pontos em
um espaco Euclidiano. Ao especificar o conceito de distancia, introduzimos a métrica g,5 a

qual contém toda a informagao de como é a geometria do espago e como a distancia entre os



pontos é medida.

Consideremos agora, uma curva 7 em nossa variedade. A curva é parametrizada por A
e é descrita em um sistema de coordenadas arbitrario pelas relagoes z*(\) . Ao calcular a

razao a qual varia a fungao escalar f(xz®) ao longo desta curva obtemos

d - of d
N (212

com f, = 0f/0z* e u* = dx*/d)\. Logo, ao fazer uma transformacao de coordenadas da

forma % — z® temos que a quantidade df /dX\ é uma invariante, dado que
fau = fau®, (2.13)

onde fo = (02%/02% ) fo e u® = (02 /0x*)u®. Qualquer objeto A* que transforme como
u®, em uma transformacao de coordenadas

/
p 0,

A _8:1:‘114’

(2.14)

serd conhecido como wvetor. Analogamente, qualquer objeto A, que em uma transformacao

de coordenadas transforme como f

ox®

Ay = —
oxe

Aq, (2.15)

serd denominado de co-vetor ou vetor dual. O fato de vetores e co-vetores se transformarem
inversamente sob a mesmas transformacoes de coordenadas garante que a contracao A*A,
seja uma invariante. Se generalizamos as defini¢oes (2.14]) e (2.15)) para o caso de um tensor

TP s do tipo (j), obtemos a seguinte expressao

Ox® oxP" oz ox?

Ta/"'ﬁ// = R 7
LR e oxP Ox oxd

TP, 5. (2.16)

Como a Relatividade Geral é uma teoria covariante devemos construir quantidades que
representem as taxas de variacao, onde ditas quantidades devem estar definidas em qualquer

sistema de coordenadas. Em outras palavras, precisamos definir a derivada, a qual deve ser
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covariante sob uma transformacao de coordenadas geral. Para construir o operador derivada,
primeiro consideremos a derivada de uma funcao escalar qualquer ¢ definida na variedade
Riemanniana. Esta derivada parcial ¢ ¢, = 0¢/0x", a qual transforma como um co-vetor

Op(x) Ot Op(x) _ Ox*

ox ~ ox Oxh Oz

2
A
Il

b (2.17)

Por outro lado, se calculamos a derivada parcial de um vetor qualquer A%, obtemos a

seguinte expressao

/

(2.18)

P P

, o (ox oz’ Ox® Oz OzP
AY A ) = 2227 pe Rty T’
’ (0960‘ ) 027 0o P 9aPoze 9aP

onde A% néo é uma transformacao tensorial. A existéncia do segundo termo na equacio
é a razao pela qual o vetor A% nao transforma como um tensor. A raiz do problema
estd no calculo da derivada a qual envolve a subtracao de dois vetores em pontos muito
proximos, onde cada um dos vetores em geral obedece uma lei de transformacao diferente.
Para dar solucao a este problema devemos transportar um dos vetores ao ponto mais préximo,
de forma tal que a subtracao seja feita no mesmo ponto da variedade. Este procedimento
é conhecido como Transporte Paralelo, onde as componentes do vetor sao transportadas ao

longo de uma curva na variedade mantendo constante o angulo entre os vetores.

Imaginemos que temos um ponto com coordenadas z* e seu vizinho mais proximo tem
coordenadas z* 4 dx*. Agora, consideremos o transporte paralelo das componentes do vetor

A, desde x# + dxz* até z#. A derivada do vetor A® serd
DA% = dA® + §A°, (2.19)

onde dA® é a derivada comum nos pontos x* + dz* e x*. Logo, a variagao dA® contém a
regra do transporte paralelo e deve ser uma funcao linear das componentes originais, A,, e

do deslocamento dx*, de modo que podemos escrever
0A® =T, AVdz", (2.20)

onde I'" ,,, sao chamados de Coeficientes de Conezao, e descrevem como os vetores base em
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diferentes pontos da variedade mudam quando um deles se movimenta ao longo da mesma,

0éq

w - FH aﬁgﬂ' (221)

Assim, a derivada covariante de um vetor é igual a
VﬁAa = Aa :8 = Aa B + Fa MﬁAu' (222)

O primeiro termo na equacao (2.22) manifesta a variagdo das componentes do campo
vetorial em uma base dada, enquanto que o segundo nos diz a variacao devida a mudanca
dos vetores base ao longo do transporte paralelo. O mesmo procedimento pode der feito para

um co-vetor A,, obtendo-se a seguinte expressao
VBAQ = Aa;ﬁ = Aaﬁ —I# aﬁAu- (223)

O fato que A® 3 seja um tensor permite-nos deduzir a lei de transformagao da conexao

', 5 [8], a qual se escreve como

re Oz 0% dx7 _, O*x 2P 0x7
VT 9 92 9x - P 92POxY 9P Ox

(2.24)

onde o segundo termo nesta lei de transformacao revela a natureza nao tensorial da conexao.
Logo, a diferenca entre duas conexoes transforma-se como um tensor. Por outro lado, a
derivada covariante pode ser estendida a outros tipos de tensor exigindo que o operador
obedega a regra do produto no calculo diferencial, a regra de Leibniz |1]. Por exemplo, se

calculamos a derivada covariante do tensor métrico g,z temos

Vo9ap = Japry = Gapr — I anGus — T gygau = 0, (2.25)

onde gop,, ¢ identicamente igual a zero, satisfazendo assim o Principio de Equivaléncia de
Einstein. Logo, ao fazer uma permutacao ciclica nos indices da equacgao (2.25)) e assumindo

que I'* g, = I'* 3, temos que

Yoy + Yar,8 — Gy8.a — 2I'" pygap = 0, (2.26)

12



de onde podemos claramente escrever a conexao em termos do tensor métrico

1 o
r# By — §gﬂ (gaﬁ,’y + Gon,3 — g'y@a)' (227)

com gop = 0gap/0x7. As conexoes determinadas pela equacao (2.27) sao conhecidos como
Sitmbolos de Christoffel.

Quando queremos medir a curvatura de uma superficie esférica precisamos somente do raio
a da esfera. No entanto, no caso do espago-tempo a curvatura pode ser descrita pelo tensor
R* .3 conhecido como Tensor de Riemann, o qual depende da métrica e suas derivadas. Para
descobrir a expressao matematica deste novo tensor consideremos duas particulas de prova,
identificadas como 1 e 2, movimentando-se ao longo de suas geodésicas. Logo, denotando

como &#(7) a separagao infinitesimal entre as particulas no tempo préprio 7 temos que
wy (1) = 2y (7) + §(7), (2.28)

onde a linha mundo de cada particula é descrita pela equacao geodésica

A2zt dzx® dxP
r, _— 2.29
dr? + 5(7) dr dr ( )

Ao combinar as equacoes geodésicas para cada uma das particulas e considerando a ex-
pansao em Taylor dos Simbolos de Christoffel, T* ,5(x9) = TH 5(z1 + &) = TH 45(z1) +
I'* .5 ~,&7, obtemos a equacao para a aceleragao de &*
dep dage

T T

+ T 5,607 =0, (2.30)

+ I__W agva

onde usamos v* = dz®/dr. A equacdo (2.30)) ndo é uma equagao tensorial devido que os
Simbolos de Christoffel nao transformam como um tensor. Logo, para achar a solucao da
equacao anterior, primeiro devemos calcular a derivada covariante de £* ao longo da curva
geodésica, a qual tem a forma

Dgr der dz?

_ | N it
DTt dr + 5

i (2.31)
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Derivando de novo covariantemente ao londo da geodésica a expressao anterior tendo em

consideragao a regra do produto para a diferenciacao

d dx” dg” dv?
—(T# (5€%0P) =T 45 ——E%0P + TH (=0 4 T (5% ——. 2.32
d7'< ﬁg v ) By dT (e /BdTU + 55 dT ( )
Finalmente, obtemos
D2§H o, B
D2 RY oy 0™ 07ET, (2.33)
onde
RY gy =17 o I g =17 ogl 6y + T o g = T 0.4, (2.34)
é conhecido como Tensor de Riemann. Se derivamos parcialmente em relacdo a 2* a equacio

anterior e avaliamos o resultado em um ponto P de um referencial localmente inercial, obte-

mos

1
Raﬁuu,)\ = 5(9011/,5#)\ — Gau,Bv + 9Bu,0v\ — gﬁu,a,uA)? (235>

onde usamos o fato que no ponto P os Simbolos de Christoffel I'* 3 sao nulos, mas sua
derivada nao. Logo, considerando que o tensor métrico g,s ¢ simétrico e que suas derivadas

parciais comutam, podemos escrever a conhecida Identidade de Bianchi,
Ra,@;w;)\ + Raﬂ)\,u;u + Raﬂz/)\;,u = 0. (236)

nsor R,g,, ¢ antissimétrico no primeir un r indi 5 simétrico n
O tensor R.g,, ¢ antissimétrico no eiro e segundo par de indices, e é simétrico no
intercambio entre os dois pares. Fazendo a contracao R.3 = R* 4,3 = Rga, podemos definir

o FEscalar de Ricci

R = g" Ry, = 9" ¢*" Roypy. (2.37)

Finalmente, partindo da equacao (2.37) podemos construir o tensor simétrico G*?

1
G = R*P — anﬂR, (2.38)

conhecido como Tensor de Finstein e descreve a curvatura do espaco-tempo nas equacgoes
de campo da Relatividade Geral. Este tensor construido a partir do tensor de Riemann e a

métrica, satisfaz a condigao

VG =G 5 =0, (2.39)
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Se segue imediatamente que as Equacoes de Einstein sao iguais a
T 5 =G 5=0, (2.40)
onde as solugoes da equacao anterior devem ser
GP = KT, (2.41)

onde a constante k = 87G/c? foi calculada exigindo que devemos recuperar as leis de gra-
vidade newtoniana e da dinamica no limite de campo gravitacional fraco e movimento nao
relativistico. Logo, T®? representa o tensor de Energia-Momento, o qual é a fonte da curva-
tura do espaco-tempo. A equacao (2.40) representa as leis locais de conservacao de energia
e momento, garantindo que as perdas de energia e momento de uma regiao esta compensada

pelo fluxo de energia e momento fora de dita regiao.

2.3 Equacoes de Einstein pelo Principio Variacional

Todas as equagoes fundamentais da fisica, incluindo as equagoes de Einstein, podem ser
obtidas a partir do Principio Variacional. Logo, a condi¢ao que deve ser satisfeita para obter
as equacoes de campo ¢

) / Ld*r =0, (2.42)

onde, obviamente temos uma quantidade invariante, que em nosso caso é escrita em termos
da métrica g,s, a qual é uma varidvel dinamica na Relatividade Geral. Logo, usando o fato
que o unico escalar dependente da métrica é o escalar de Ricci R, podemos definir a densidade

de Lagrangiana como £ = \/—¢gR e escrever a agdo como

Spy = / vV—gRd'z. (2.43)

A equagao anterior é conhecida como a agao de Einstein-Hilbert [9], dado que as equagdes
de Einstein foram também obtidas por David Hilbert, no ano de 1915, mas usando o principio

de mimina agado de Hamilton. Ao substituir a equacao (2.43)) na equagao (2.42)) e fazendo
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uso da expressao (2.37)), obtemos
(SSEH = 5/\/—9Rd4{lf
= /d4x\/—gg“ﬁ6Rug+/d4x\/—g§g“ﬁRw+/d4x5\/—gg“ﬁRMg. (2.44)

A variagao da agao (2.43) gerou 3 termos, os quais serao analisados por separado. Con-

sideremos o primeiro termo, onde a variagao do tensor de Ricci pode ser escrita como
ORyup = 017 gy — 017 iy (2.45)

Se substituimos a equagao ([2.45)) no primeiro termo da expressao ([2.44)) e lembrando que

a derivada covariante da métrica é zero, temos
/ d*z\/—gg"’ R, = / d'w\/=gg"" (6T g — 17 .5)
_ / V—=gV.J (2.46)
onde introduzimos o campo vetorial J7
JY = g" T 5 — g o1 . (2.47)

A integral anterior poder ser resolvida usando o teorema de Stokes, de onde concluimos

que a contribucao dos termos de superficie no infinito sao nulos. Consequentemente, a integral

(216) fica
/d4$\/—gg“ﬁéRug =0. (2.48)

Por outro lado, sabemos que a métrica satisfaz a condigao gu[ggﬁa = 0%, logo temos que

1
V=g = =5V =99:009"". (2.49)
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Assim, a variacao da acao de Einstein-Hilbert, torna-se

1
0Sgr = /d43:\/—gRM559“’3— §/d4xR\/—gguﬁég“B
1
= / d'z\/—g [R,w — 5g“ﬁR] 5gt”. (2.50)

Finalmente, usando a equacao (2.42]), obtemos as Equacoes de Einstein no vacuo, devido

que somente consideramos a parte geométrica da acao

1
Ruﬁ - §gM5R =0. (2.51)

Para obter as equagoes de campo completas, vamos considerar que temos presente outro

campo além do campo gravitacional. Assim, a acao é escrita da forma

1
S = 167TGSEH+SM7 (2.52)

onde S); representa a acao da matéria. Seguindo a equagao anterior temos finalmente as

Equagoes de Einstein completas

1 8rG
Rﬂﬁ — ig“ﬁR = 7T#57 (253)
com T),3 igual a
1 68
T M (2.54)

=—-2——.
" V=909
O tensor T),3, contém informacao acerca da densidade de energia total medida por um

observador inercial arbitrario.

2.4 Testes classicos da Relatividade Geral

Sendo a Relatividade de Einstein uma teoria que alterava radicalmente a maneira de ver o
universo, para ser aceita necessitava ser comprovada por medigoes de precisao que pudessem
discernir entre esta nova teoria e a gravitacao de Newton. Foi assim que o mesmo Einstein
propos trés possiveis testes para a Relatividade Geral: i) O aumento anémalo do periélio de

Merctrio, i) A deflex@o dos raios de luz de estrelas que passam na vizinhanga solar, e iii) O
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desvio para o vermelho da luz de origem gravitacional.

2.4.1 O desvio anomalo do periélio de Merciirio

A precessao da dérbita de Mercurio nao é peculiar, dado que todas as o6rbitas dos planetas
precessam. De fato, a teoria de Newton prediz estes efeitos, como sendo produzidos pela
forca gravitacional entre os planetas. A questao é que as predicoes de Newton concordam

com as observagoes da pressesao das orbitas de quase todos os planetas, exceto a de Merctrio.

Urbain Jean Joseph Le Verrier tinha sido o primeiro a encontrar provas de uma anomalia
na orbita de Mercurio e também o primeiro em tentar explicar esse efeito. Em setembro de
1859 submeteu a Academia de Ciéncias de Paris o texto de uma carta a Hervé Faye na qual
registrou o que descobriu: o periélio de Mercirio avanga 38” /século devido a alguma acao até
entao desconhecida [10]. Nessa carta, Le Verrier observava ainda que o tinico modo de expli-
car o efeito em termos de corpos conhecidos consistiria em aumentar a massa de Vénus em
pelo menos 10%, modificacao inadmissivel. Embora duvidasse fortemente, também sugeriu

a possibilidade, da existéncia de um planeta interior a Merctrio nao observado até o momento.

Vista desde a terra, a precessao da dérbita de Mercurio foi medida em 5600” /século. As
equagoes de Newton, considerando os efeitos dos outros planetas, assim como o fato que a
terra nao é um referencial inercial, prevé uma precessao de 5557”7 /século. No entanto, o
formalismo Newtoniano nao explicava esta discrepancia. Em contraste, Einstein foi capaz
de predizer, usando o método da aproximacao e suas equacoes de campo, que a Orbita de
Merctirio apresenta una precessao extra de 43” /século, marcando assim o inicio da mecanica

celeste pos-Newtoniana.

2.4.2 A deflexao dos raios de luz de estrelas que passam na vizi-

nhanca solar

FEinstein também planteou a ideia de que a luz de uma estrela ao passar proxima de um
corpo massivo, neste caso o sol, terd sua trajetoria alterada, trazendo como consequéncia que

dita luz quando chega a terra teria uma origem aparentemente diferente.
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Este fenomeno foi estudado pela primeira vez no ano de 1919 em duas expedicoes inglesas,
uma a Sobral no Brasil chefiada por Andrew Crommelin do observatorio de Greenwich, e ou-
tra a ilha do Principe chefiada por Arthur Eddington de Cambridge. O seu objetivo era medir
a deflexao da luz medida pela Relatividade Geral: 1.75” para um raio de luz tangente ao sol.
Eles compararam fotografias feitas das posi¢coes de um campo de estrelas, durante um eclipse
total do sol, com fotografias do mesmo campo sem a presenca do sol. Durante o eclipse, a
luz das estrelas observadas era vista apenas apds passar por uma zona onde os efeitos gravi-
tacionais do sol sao muito fortes. Enquanto que a outra observacao das mesmas estrelas foi
feita quando os efeitos gravitacionais do sol sobre a luz destas sao despreziveis. Depois de
fazer essas comparagoes, Eddington e Crommelin concluirao que as estrelas apresentam um
deslocamento angular causado obviamente pelos efeitos gravitacionais, satisfazendo-se assim

as predicgoes feitas pela Relatividade Geral.

Uma das aplicacoes mais interessantes desta predicao é a observacao do fenémeno co-
nhecido como lentes gravitacionais, onde a luz proveniente de objetos muito distantes, como
galaxias, a qual esta espalhada ao invés de concentrada em um tnico ponto do céu, sofre dife-
rentes desvios ao passar pelo campo gravitacional de um objeto muito massivo. O resultado

disso, sera a formagao de um arco, ou até mesmo um anel, em torno do objeto massivo.

2.4.3 O desvio para o vermelho da luz de origem gravitacional

De acordo com o Principio de Equivaléncia da Relatividade Geral, qualquer desvio de
frequéncia proveniente da aceleragao de uma fonte radiante, também pode ser produzido por
um campo gravitacional especifico. Logo, se um foton de frequéncia vy é emitido radialmente
para fora desde a superficie de uma massa gravitacional M, sua energia medida desde uma

distancia d do corpo sera observada como sendo menor, ou desviada ao vermelho.

Em 1959, Pound e Rebka efetuaram pela primeria vez uma experiéncia baseada neste
efeito. Utilizando o efeito Moussbauer, descoberto em 1958, foram capazes de medir a va-
riacao da frequéncia para o trajeto vertical de 22,5 metros da torre do Jefferson Laboratory
da Universidade de Harvard. O resultado obtido é compativel com a previsao da Relatividade

de Einstein [11].
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Finalmente, pouco tempo depois de Einstein publicar suas equacoes de campo da Relati-
vidade Geral, Karl Schwarzschild achou sem muita dificuldade a solugao das equagoes para
o caso da geometria do espago-tempo de uma distribucao de matéria esférica, de massa M e
completamente estacionaria. Logo, considerando que o espaco exterior da distribucao é va-
zio, Schwarzschild obteve a equacgao , onde o tensor energia momento é nulo, reduzindo
assim o problema para calcular a métrica g, apropriada para o sistema. Desta forma, ele

encontrou que o elemento de linha da métrica tem a forma

2GM dr?
ds? = — (1 -3 ) Adt? + 1% + 7r2df* + r?sin® 0do?. (2.55)
T e

Na equacao anterior, é possivel observar que existe uma singularidade quando o denomi-
nador do segundo termo ¢ igual a zero, o qual ocorre quando o raio r associado com o corpo
de massa M é igual a ry = 2GM/ c2. O raio 7, é conhecido como Raio de Schwarzschild ou
Horizonte de Eventos, dado que os eventos que ocorrem dentro dele nao podem propagar
sinais de luz para o exterior. Logo, qualquer corpo o suficientemente pequeno para existir
dentro de seu préprio horizonte de eventos, esta isolado do resto do universo, sendo sua tinica
manifestacao de existéncia o seu forte potencial gravitacional. Nos anos 60, o termo Buraco

Negro comegou a ser usado para identificar potencias gravitacionais como estes.

Adicionalmente, a métrica de Schwarzschild também pode ser usada para derivar com
exatidao tanto o avanco do pericentro da érbita do planeta Merctrio, assim como a deflexao
gravitacional da luz, comprovando novamente a validade da teoria da Relatividade de Eins-
tein. Isto é possivel devido ao Teorema de Birkhoff, o qual estabelece que qualquer solucao
esfericamente simétrica das equagées de campo de Einstein no vacuo devem ser estatica e

plana assintoticamente. Logo, a solucao exterior é esta definida pela métrica de Schwarzs-

child, equacao ([2.55)).
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Capitulo 3

Teleparalelismo Equivalente a

Relatividade Geral

O Teleparalelismo equivalente a Relatividade Geral (TEGR), é uma formulagao geométrica
alternativa a teoria da Relatividade Geral de Einstein, onde os efeitos do campo gravitacional
sao descritos em termos dos campos de tétradas e® ,, os quais estao definidos no espaco-tempo
de Weitzenbock, também conhecido como espacgo-tempo de Cartan. Logo, dado um conjunto
de tétradas, ¢ possivel construir tanto o tensor métrico g,,, como os simbolos de Christoffel
OFi‘W, ambos definidos em termos de conexoes definidas neste novo espago-tempo [12].

As primeiras tentativas para descrever o campo gravitacional usando as tétradas sao
atribuidas a Einstein no seu esforgo para unir a gravitagao e o eletromagnetismo [2]. Em
1929, Einstein percebeu que as equacoes de campo obtidas a partir de uma densidade de
Lagrangiana do tipo £ = e(Al} + Bl + ClI3), com A = 1/4,B = 1/2,C = —1 e I ,15,13
escritos em termos do tensor de torcao, sao simétricas nos dois indices livres do espago-tempo,
e que a teoria linearizada resultante descreve o campo gravitacional. Entretanto, usando esta
aproximacao ele nao conseguiu encontrar uma descricao fiel e consistente das equagoes do

campo eletromagnético.

Posteriormente, Mgller [13] usando a ideia original de Einstein, encontrou uma quantidade
tensorial capaz de descrever a densidade de energia-momento gravitacional, onde dito tensor é

invariante sob transformagoes gerais de coordenadas, mas nao ¢é invariante sob transformacoes
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locais de Lorentz. Logo, baseando-se no trabalho de Mgller, Pelegrini e Plebanski |14] calcu-
laram a formulagao Lagrangiana da teoria da gravidade teleparalela em termos dos campos

de tétradas.

No ano de 1967, Cho comprovou que a densidade de Lagrangiana do teleparalelismo é
invariante sob tranformacoes locais de Lorentz e que é equivalente a densidade de lagrangiana
de Einstein-Hilbert da teoria da Relatividade Geral [15]. Em 1979, Hayashi e Shirafuji [16]
investigaram em detalhe uma classe geral de teorias da gravidade. Essa nova teoria co-
nhecida como “Nova Relatividade Geral”, representava uma forma de adicionar torcao a
teoria da Relatividade de Einstein. Adicionalmente, eles concluiram que para certas con-
figuracoes da escolha dos parametros constantes, a densidade de Lagrangiana se reduz ao
escalar de Curvatura eR da geometria Riemanniana. No mesmo periodo de tempo, Hehl [17]
e Nitsch [18] estudaram a classe geral de teorias da gravidade no contexto da geometria de
Riemann-Cartan. Essas sao teorias escritas em termos de campos de tétradas e conexoes
independentes, e que incluem as teorias de teleparalelismo como um caso especial onde uma

de ditas teorias é equivalente a Relatividade Geral.

A partir desse momento, multiplas contribugoes foram feitas a teoria, gerando finalmente o
que hoje é conhecida como Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, ou simplesmente
como Gravidade Teleparalela. Entretanto, o estudo de novos aspectos assim como novos

descobrimentos, ainda tem que ser feitos nesta teoria.

3.1 Propriedades basicas do Campo de Tétradas

Um campo de tétradas ¢ um conjunto de vetores linearmente independentes que obedecem
uma relacao de ortogonalidade. Esses vetores sao usados para construir uma base capaz
de descrever um espaco-tempo. A carateristica mais importante das tétradas é que, na
descricao do espaco-tempo em termos destes campos, o Principio da Equivaléncia surge de
maneira natural. Isto é devido ao fato de que os campos de tétradas, os quais descrevem
ao mesmo tempo o espago-tempo fisico e o espaco tangente, podem ser interpretados como

uma transformacao de Lorentz entre os diferenciais dz* do espaco-tempo fisico e dg® do
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espaco-tempo tangente, através da comparacao entre a métrica de Minkowski,

A° aAd bTed = Mab, (31)

e a métrica do espago-tempo fisico

e? Meb nab = Gun- (3.2)

onde A%, é a matriz de transformacao de Lorentz. Logo, sempre é possivel escrever as
quantidades projetadas

e’ =e,dz", dq* = e da", (3.3)

muito embora nao possamos integrar dg® e escrever ¢* = q%(z*).

Em um espaco-tempo fisico arbitrario, sempre ha um espago-tempo plano tangente em
cada ponto, onde o espago fisico serd designado pela letra grega p = (0,1,2,3) e o espaco
tangente serd designado pelo indice do grupo SO(3,1) local de Lorentz a = [(0), (1), (2), (3)].
Desta forma, o vetor e ,(z) é do tipo tempo e os vetores e ,(x) sdo vetores tipo espago
com ¢ = (1,2,3) [19]. Os campos de tétradas e®, nos permitem fazer a projecdo de uma
quantidade definida neste espago-tempo no espago-tempo tangente. Para isto, consideremos
um vetor definido no espago-tempo V*#. Assim, a correspondente projecao no espaco-tempo
tangente é dada pela expressao

V= V. (3.4)

De maneira similar, é possivel projetar um vetor definido no espago-tempo tangente V¢
no espago-tempo fisico,

VI = e, "V, (3.5)

usando o campo de tétradas inverso e, *. Logo, as quantidades cujas componentes possuem
indices do espaco-tempo fisico se comportam como tensores sob transformagoes de coorde-
nadas, enquanto aquelas quantidades cujas componentes possuem indices do espago-tempo

tangente sao tensores por transformagoes de Lorentz. Devido a existéncia de um campo de
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tétradas inverso, a relacao de ortogonalidade entre as tétradas pode ser expressa como

v a v ab ap b
g =ee,”, n®” =e"e’ . (3.6)
Para construir um campo de tétradas em um espago-tempo plano, onde obviamente
0 espacgo-tempo tangente serd o propio espacgo-tempo fisico, vamos considerar dois siste-
mas de coordenadas: o primeiro, ¢* = (t,x,y,2) no espago-tempo tangente, e o segundo
x# = (t,7,0,¢) no espago-tempo fisico. Dado que os dois sistemas estao relacionados pela

transformagao de coordenadas dg® = e® ,dz", o campo de tétradas pode ser escrito como

—_

0 0 0
oq“

(& =
N

sinflcos¢p rcosfcos¢ —rsinfsing

(3.7)

0
0 sinflsing rcosfsing rsinfcoso
0

cos —7rsinf 0

Quando o campo de tétradas esta definido como o gradiente da funcao ¢%, equacao (3.7)),
as tétradas sao conhecidas como Holonomicas, onde tanto x* quanto ¢* descrevem os mesmos
pontos do espago-tempo, como é de se esperar em uma transformagao de coordenadas [20].
A mesma ideia pode ser usada para construir outras configuragoes de tétrada, por exemplo,
usando uma transformacao de coordenadas que se relacionam através de um “boots” de Lo-

rentz.

No caso geral, o campo de tétradas nao pode ser escrito na forma 9,¢%, logo a tétrada
¢ conhecida como nao-holonoma. Esta categoria de transformacoes satisfaz a propriedade
ouet, —0ye” , # 0, resultando que para um espago-tempo com torcao, as tétradas obedecem

a condicao de nao-holonomicidade.

3.2 Formulacao Lagrangiana

A descrigao do campo gravitacional na teoria do TEGR nao é inica, dado que a formulagao
Lagrangiana poder ser desenvolvida utilizando-se tanto uma simetria SO(3,1) local [21}23]

quanto uma simetria do grupo SO(3, 1) global de Lorentz [3,24-26|, sendo essas construgdes

24



equivalentes quanto as equacoes obtidas.

No presente trabalho, exigiremos inicialmente que a teoria exiba invariancia local de Lo-
rentz através da introduc@o de uma conexao w,q, do grupo SO(3, 1) local, para posteriormente
impor que essa conexao seja nula, e obter assim uma densidade de Lagrangiana invariante
por transformacoes globais de Lorentz. Partindo da densidade de Lagrangiana as equagcoes

de campo podem ser obtidas.

Quando a conexao de spin é introduzida, a condicao de Teleparalelismo exige que a
derivada covariante da tétrada seja nula, garantindo deste jeito que o campo de tétradas

constitua um conjunto de campos auto-paralelos, tendo-se que

a a
Ve, =¢e",, = 0,

ey 0 Fzyea 5+ w, we’, = 0, (3.8)
onde w, “}, é a conexao de Levi-Civita, a qual é livre de tor¢ao e pode ser definida como
0 1 c
Wyab = _56 ,u(Qabc - Qbac - Qcab)u (39>

com Qg igual a

Qape = eau(eb #a,uec Y —e. uaueb V)~ (310)
Logo, na teoria do TEGR ha uma identidade muito importante, a qual relaciona a conexao
de Levi-Civita w4, dada pela equacao (3.9), como o tensor de Contor¢ao K4 da forma

%9 ab = — K uap, (3.11)

onde K4 ¢ definido em termos do tensor de Torsao T, = €* \Tqp.,

1
Kuab = §€a )\eb V(T/\;w + TVM + T/MV)' (3-12>

A identidade (3.11)), pode ser obtida por meio de cdlculo direto ou através do seguinte
procedimento. Primeiro, consideremos uma variedade pseudo-Riemanianna dotada com um

campo de tétradas e* ,, e uma conexao SO(3, 1) arbitraria w,.. Ditas quantidades definem
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tanto o tensor de tor¢do como o tensor de curvatura [19], respectivamente, como

T w(e,w) = 04, — e i+ w,pe’, —w, bl (3.13)

Rabwj(w) = auwuab_8ywuab+wuacwl/cb_wuacwucb‘ (314>

Logo, a equacao que define 7, (e,w) pode ser resolvida para wg,,. Deste jeito, fazendo
certas manipulagoes matemadticas e considerando a condigao de antissimetria wyp = —Wppa,
é possivel obter a identidade

0
Wyab = W,uab(e) + K,ualn (315>
onde a conexao wyq, ¢ conhecida como Conexdo de Spin e com K, definida da forma

1
K,uab = 56(1 )\65 V(7j\/,w + 7://\,u + 7:;)\1/)- (316>

Devido que a conexao de spin nao exerce influéncia na dinamica dos campos de tétradas
no TEGR, podemos fazer w,,, igual a zero na equagao (3.15)), e obter desta maneira a iden-
tidade (3.11) onde 7, se reduz a T,

Sabemos que a derivada covariante de um campo de tétradas, equagao (3.8]), é identica-
mente zero e esta escrita em termos dos simbolos de Christoffel e a conexdao de Levi-Civita.

Se multiplicamos todos os termos da expressao por e obtemos
e“’\ﬁuea,, =0 w — e“’\(ow“ab)eb y. (3.17)
Logo, ao considerar a identidade a expressao anterior fica como
™, =T, + e Kue . (3.18)

onde T o = e“)‘auea,, é conhecido como Conexdao de Weitzenbock. Por outro lado, dado que
a teoria do TEGR é construida em termos dos campos de tétradas e do tensor de torsao, é

possivel calcular o tensor de curvatura em termos da conexao de Levi-Civita Owﬂab
0 0 0 0 0, ¢ 0 0,, ¢
Rabm/( (.O) = aﬂ Wyab — a1/ Wyab + Wpae Wy b — Woae Wy b- (319>
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Usando a equagao ([3.17) para substituir “w,,.;, na equagao anterior, obtemos uma expressao
do tensor de curvatura em termos dos campos de tétradas e dos simbolos de Christoffel.
Agora, ao multiplicar essa nova expressao pela quantidade ee®e? onde e é o determinante

do campo de tétradas, obtemos o escalar de curvatura R,

eR(e) = ee™e™ Ry ("w) (3.20)
eR(e) = ee™e™{eyPe,e R7 pw(of) +01° vp [€ao(Ouer”) + €p” (0p€as)]
—(0per”)(Oveap) + (Over”)(Ouap) =" T i [e6” (Ov€a0) + €ao(Drer”)]
—e.Pegpep [DF" up(0ve” y) N vp(0,€° ,\)}
=& ["T7 ) (8uap) =" T7 yn(Oyap)]

+e.lep [(Ov€ap)(Dre n) — (Ou€ap)(Oue )]} (3.21)

Fazendo as contracoes dos indices e usando o fato que a métrica satisfaz a condicao de
g"? = e"e,?, enquanto as tétradas satisfazem a condicdo de 0* = e%e,,, a equagao anterior

pode ser reescrita como

eR(e) = eR(°T) — eea“eb”(é?ueb P)(Oveap) + ee™e™ (0,e P)(Opeap)

+ee™e.” g M (Opeap) (0ne \) — ee™e.”g" (Oyeap) (e 2). (3.22)

Combinando o segundo e o quinto termo da equagao anterior, podemos ver que ditos
termos se anulam entre si. Da mesma forma, ao combinar o terceiro e o quarto termo,

obtemos novamente zero. Logo, a expressao (3.22) fica da seguinte forma
R(e) = R(°T), (3.23)

a partir da qual é possivel concluir que o escalar de curvatura escrito em termos da Conexao
de Weitzenbock é identicamente zero, R,,.3(I') = 0. Adicionalmente, da equagao ((3.23))
é possivel ver como sob certas condigoes a teoria do teleparalelismo converge na teoria da

Relatividade Geral de Einstein.

Por outro lado, usando a identidade ([3.11]) podemos escrever o escalar de curvatura (|3.20))
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em termos do tensor de Torsao 7Ty, = Ou€a — Ov€qn,
eR(e) = —ee™e™ [0, Kyap — OuK yap + Kpac kK, €t — KpackK,, 1) - (3.24)

Ao substituir a expressao (3.16) na equacao anterior e fazer algumas manipulacées ma-

tematicas, obtemos

1
eR(e) = —58“ [ee““eb”(Tm,b + Tyar + Tvan)] + = (Tavy + Thaw + Tyap) 0, (ee™e™)

(Taub + Tbau + Tuab)@y(eeaueby)

DO =N —

1
+§8y [eeauebl/(Taub + Tbau + Tuab)] -

1
_Zeea,ueby (Ta,uc + Tca,u + Tyac)(Tc vb + Tb ¢ v + Tl/ ¢ b)

1
+Zee“”eb”(Tayc + Toaw + Tae) (T o + Ty € o+ T, ). (3.25)

Logo, fazendo as respectivas contracoes dos indices com as tétradas e utilizando as pro-
priedades de simetria e antissimetria do tensor de Torcao, a expressao anterior pode ser

simplificada da forma

1 1
eR(e) = —ZeTabcT“bc — §eTabCTb‘“ + eT°T, + 20, (eT")

1
+§(Ta,,b + Tbau + Tl,ab)au(eea“eb”)

1
_i(Taub + Tbau + Tuab)ay(eeaueby)~ (326)

Para resolver os termos que contém derivada parcial da quantidade ee® e, primeiro
devemos considerar que dita quantidade pode ser chamada de tensor de Densidade ¢
com peso w. Logo, ao calcular a derivada covariante desta densidade ao longo de uma

geodésica obtemos
¢ab,u1/ = aygbab;w +0 r# )\ngabku +0 rv )\ngsab,u)\ —w OF)\ )\ngab;w = 0. (327>

Se usamos a equacdo (3.27) para escrever a derivada parcial 9,¢®* em termos dos
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simbolos de Christoffel, a expressao (3.26)) pode ser reescrita como

1 1
eR(e) = —ZeTabcT“bC - §eTabCTb“ + eT"T, + 20,,(eT*)
1
+§(Tayb + Ty + Tuab)aﬂ(eea“eb’/)
1

_§<Taub + Tba,u + T#ab)(_ﬂru )\quabu)\ _ 0 T+ )\N¢ab)\1/ tw OF)\ /\ugbab,uu). (328)

onde 7% = T*,%. Ao fazer a mundanca de indices j1 +— v e a <— b no quinto termo da

expressao anterior, e aplicando as propriedades de antissimetria, temos

1
+ (Taub + Tbau + Tyab)ﬁu(ee“"ebl’) = _§(Taub + Tbazx + Tyab)aﬂ(eeb”e““). (329)

N —

Desta maneira, se subtraimos o termo da expressao anterior ao ultimo termo da equagao
(3.28)), obtemos explicitamente a derivada covariante mostrada na equagao (3.27)). Portanto,

a contribuicao destes termos no escalar de curvatura eR(e) é nula. Finalmente, a expressao

(3.28) fica da forma

1 1
eR(e) = —e (ZTabCT“bC + 5T Thae T“Ta> +20,,(eT™). (3.30)

Por outro lado, como ja conhecemos a forma exata do escalar de curvatura escrito em
termos do tensor de tor¢ao, podemos escrever a densidade de Lagrangiana £ do TEGR. Para

isso, primeiro devemos introduzir o tensor X% definido em [27]
abc 1 abc bac cab 1 acrb abrc
b :Z(T + 717 =T )+§(77 T° —n™T°). (3.31)

Com o tensor (3.31) podemos escrever a seguinte combinacao quadratica

1 1
DT e = ZTabCTa,,c + §T“’”Tbac —T°T,. (3.32)

Logo, a equacgao ([3.30) pode ser reescrita como

eR(e) = —eX™ Ty + 20, (eTH). (3.33)

Para escrever a densidade de Lagrangiana podemos desprezar o termo 0d,(eT*), dado
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que ao construir a integral da agao para espacos-tempo assintoticamente planos, as integrais
de superficie que surgem da intregracao por partes se anulam. Finalmente, a densidade de

Lagrangiana é dada pela expressao [19]

1
L(e) = —keX™ Ty, — —Lar, (3.34)

onde L), representa a densidade de Lagrangiana do campo de matéria, e k = ¢*/167G
ou k = 1/16m quando as unidades naturais sdo consideradas. O passo a seguir, uma vez
conhecida a densidade de Lagrangiana é obter as equacoes de campo a partir da variacao

funcional da equacao (3.34]) em relacao a tétrada e,

0L(e) = 0,
= §(—ekXT ) — 0Ly,
= —k(5e)X Ty — ke(65) Tope — ek (6T ) + €T Seqy, (3.35)

onde T ¢ definido por 0Ly = eT"de,,. A variagao em relagao a tétrada gerou 4 termos,

os quais devem ser resolvidos separadamente. Consideremos o primeiro termo da equacao

(3.35), onde de = ee®deqs, temos que
— k(6e)XT e = —kee™ 2T be45. (3.36)

Ao fazer a seguinte mudanca de indices a — b,b — ¢,c¢ — d e dividindo pela quantidade

deqy, obtemos

Y
—keedﬂszdTbcdée—dﬁ = —k‘eedﬁZdeTbcd&l a(Sﬁ“,

ap

= —kee™ Y T . (3.37)

Agora, consideremos o segundo termo da equacao (3.35), onde X% vem dado pela ex-
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pressao (3.31). Logo, temos que

1 1
_ke(ézabc)Tabc = —ked |:Z(Tabc + Tbac . Tcab) + 5(TIGLCIvb . 77abT:c):| Tabca
1 1
= —ke |:Z(6Tabc + 5Tbac - 6Tcab) + 5(77(1057-1b o Uab(STC):| Tabca

1 1
= —ke {ZTabc(éT“bc + 6P — §T?) 5Tabc(nac(STb - n“b(STC)} . (3.38)

Fazendo algumas mudancas de indices e considerando as propriedades de antissimetria

do tensor de torcao, a expressao anterior pode ser reescrita da forma

1 1
—ke ZTabc(éTabc + 6T — §TP) + 5Tabc(nac(STb — 6T | = —keSa (6T,

= —keX®(6T ). (3.39)

Dado que a equacao (3.39)) é igual ao terceiro termo da expressao (3.35)), estes podem ser

somados, obtendo-se o seguinte resultado
— 2keX (6T ype)- (3.40)

Logo, para encontrar uma solucao para a equagao anterior, devemos lembrar que o tensor
de torgao pode ser escrito como Ty, = 0,4 — Oy€q,, com o qual é possivel fazer a seguinte
transformacao,

Tope = € uec VTa,uzw (341>

Ao substituir a expressao anterior, na equacao ((3.40)), temos

—2keX (0T pe) = —2keX6(ep e Top),
= —2keX™(Jey")e, T — 2kex ey M (Se, Vo

—2keX%c¢, M. Y(Oudea, — Oy0€q,). (3.42)

Usando a expressao

561,“ = —€p Bed"éedﬁ, (343)
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a equagao (3.42) pode ser reescrita como

—2keX ™ (—ey, Bed“éedg)ec "Topw — 2kex eyt (—e, ﬁed”cSedg)TaW

—2keX ey e, " (0u0€ay — Oybeay). (3.44)
Agora, consideremos a derivada
Ou(eX eyt e Seq,) = €N 0, (0€a) + 6ay0, (X)), (3.45)
a qual é nula na superficie de integracao. Logo, a expressao anterior fica como
eX™ 0, (0eq,) = —0eq,0,(eX). (3.46)
Substituindo a expressao anterior na equagao (|3.44)), obtemos

2kex%ee, Pe, ”ed”“Twyéedg + 2keX e, Fe, 5ed”TaW56d5

+2k660y D, (€59 — 2By (€SMY). (3.47)

Fazendo primeiro a contracao dos indices com as tétradas na equacgao anterior, e depois

a mudanca y — A e a — b, temos

2k62b6yed>\ (5ed5)TbM + Qk:eEb’\Bed”((Sedﬁ)Tb,\y

+2k(Sey, ) 0n(eXPM) — 2k(5ey\) 0, (eX). (3.48)

Se dividimos a equacao (3.48) por de,,, e fazemos algumas manipulagdes matematicas,

obtemos

— AK[O\(eX) — eXPMT ). (3.49)

Finalmente, podemos escrever as equagoes de campo a partir da variagao de L(e) [19]

0 = —kee™¥PTy g — 4K[O\ (X)) — eXPM Ty %] 4 eT*
1 1
e = O\ (eX™) —e (ZWTbA “— Zewxbchbcd) : (3.50)
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Apesar de que a densidade de Lagrangiana nao é invariante sob uma transformacao
SO(3,1) arbitraria, as equagoes de campo (3.50) sdo covariantes sob uma transformagao
local do grupo SO(3,1).

A teoria definida pela equacao ([3.34) é equivalente a Relatividade Geral de Einstein,
devido ao fato que é possivel demonstrar que o lado direito da equacao (3.50) poder ser
reescrito como

1

1
R*(e) — 56“"}2(6) = ﬁeT““ (3.51)

justificando desta maneira o proprio nome da teoria. Essa equivaléncia pode ser visuali-
zada quando analisamos a forma como a Relatividade Geral é descrita. Usualmente, ela é
formulada em termos de um tensor de curvatura diferente de zero, o que a faz uma teoria
essencialmente geométrica, e com o tensor de torcao nulo. Logo, para a teoria do Telepara-
lelismo a cena é oposta, mas absolutamente equivalente. Tem-se a curvatura construida a

partir da conexao de Cartan nula, e a tor¢ao diferente de zero [20].

Por outro lado, reescrevendo a equacao (|3.50) obtemos

1 1
8>\(62a“>\) = EeT““ +e (ZbAMTbA e — ZGQHEdeTde) . (352)

Definindo o tensor

1 = E(45PM T\ @ — ee™SPT), (3.53)

conhecido como tensor de Energia-Momento gravitacional [28], a equacao (3.52)) fica da forma,

1
O\ (ex ) = Ee(t““ + T, (3.54)
ou ainda,
1
Or(eX) = Eee“ A T, (3.55)
Dado que o tensor X" é antissimétrico nos dois ultimos indices , X% = —X%H ge

satisfaz que 9,0, (eX**) = 0. Logo, temos que

Dulee” \(tM + T)] = 0, (3.56)
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a qual pode ser interpretada como uma lei de conservacao local para o tensor de energia-
momento gravitacional t*, e o tensor de campos de matéria T . Usando a expressao (3.56))

¢é possivel escrever a equacgao de Continuidade para o campo gravitacional

d

- d*ree ,(t% + T%) = — 7{ dS;lee® (" + T")], (3.57)
\%

S

onde as integracoes sao feitas sob um volume V' e uma superficie S que envolve V. Dado que
o tensor t* é o tensor de energia-momento gravitacional, o lado direito da equagao (3.57)) é
interpretado como o quadri-vetor de energia-momento total contida em um volume V' e com

componentes P* = (E/c, P),

Pt = / d*zee” ,(t% + T). (3.58)
\%

3.3 Interpretacao do Campo de Tétradas

As invariancias exibidas pela densidade de Lagrangiana, sao responsaveis pela in-
terpretagao do campo de tétradas como sistemas de referéncia. Desta maneira, a invariancia
da teoria por transformagoes globais SO(3,1) estabelece que se dois campos de tétradas que
sao solugoes das equacoes de campo, produzem o mesmo tensor métrico e que nao se relacio-
nam por nenhuma transformacao global de Lorentz, ditos campos descrevem dois sistemas de
referéncia diferentes. Logo, o significado fisico desses objetos é que eles representam sistemas

de referéncia adaptados a observadores ideais de massa nula no espago-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sistemas de referéncia. Logo, se denota-
mos por z#(s) a linha mundo C' de um observador no espago-tempo, e por u#(s) = dz*/ds
sua velocidade ao longo de C, podemos fazer a identificacao da velocidade do observador
como a componente a = (0) do campo de tétradas e, *. A aceleragdo do observador é dada
por a* = Dut/ds = Dey*/ds = u*Ve ) *, onde a derivada covariante é escrita em termos

dos simbolos de Christoffel.

Vemos, que a tétrada e, * determina a velocidade e a aceleracao, ao longo de uma linha

mundo de um observador adaptado a um sistema de referéncia. Deste ponto de vista, po-
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demos concluir que um conjunto de tétradas para o qual e * descreve uma congruéncia de
curvas do tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores. A titulo de comparacao,
devemos lembrar que se e*, — 6%, no limite r — oo, logo e*, ¢ adaptado a observadores

estaticos no infinito espacial.

Podemos generalizar a nocao de aceleracao no espago-tempo por meio da derivada absoluta

da tétrada,
De,

P ba et (3.59)

onde ¢,° é o tensor de aceleragoes antissimétrico. Seguindo o que é apresentado em [30],
em analogia ao tensor de Faraday podemos identificar ¢,, — (a,€2), onde a é a aceleracao
translacional, ¢ = a@), e £ é a frequéncia de rotacao de um sistema de referéncia em

relacdo a outro que nado esta em rotacao (transporte de Fermi-Walker [31]).

A equagao (3.59)) pode ser invertida, obtendo-se

De, "
0 = ey T = Ve, (3.60)

onde a derivada covariante é escrita em termos dos simbolos de Christoffel. Dado que esta
conexao se relaciona com a conexao de spin definida em ([3.15]) por meio da equagao (3.8)), ao

substituir dita conexao na expressao acima, ¢, fica

1
Pap = é[T(O)ab + T — Th(0)al- (3.61)

onde ¢4, pode ser interpretada como a aceleragao inercial ao longo de z*(s). Logo, dado um
conjunto de tétradas em um espacgo-tempo arbitrario, sua interpretagao geométrica pode ser
obtida tanto pela adequada identificacao da velocidade u* = ce () * do campo de observadores,
junto com a orientacao no espago tridimensional das componentes e()*, e@)*, e)*, ou pelos
valores do tensor aceleracao ¢., = —@pe, 0 qual caracteriza o estado inercial do referencial.
Logo, a condigao ey * = u'/c fixa somente as trés componentes e, e@2) *, e@3)*, devido
que a componente e * ¢ determinada pela condigao de normalizagao u*u"g,, = —c?. Em
ambos casos, a fixacao do referencial vai depender da fixacao de seis componentes do campo

de tétradas.
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Capitulo 4

Einstein Toolkit

A teoria da Relatividade Geral, apesar de ser uma teoria conceitualmente simples e ele-
gante, na pratica resulta ser uma teoria extremamente complexa. As equacbes de campo
conformam um sistema de dez equagoes diferenciais parciais em quatro dimensoes, acopladas
e nao lineares. Logo, ditas equagoes escritas em sua forma geral possuem milhares de termos.
Devido a esta complexidade, somente sao conhecidas solugoes exatas sob condigoes de alta
simetria, esférica ou axial, além de solugoes estaticas, estacionarias e homogéneas. Se esta-
mos interessados em estudar situacoes com muita relevancia astrofisica que envolvam campos
gravitacionais intensos, dinamicos e com pouca ou nenhuma simetria, resulta impossivel en-
contrar uma solugao exata. Da necessidade de estudar esses sistemas surgiu a Relatividade
Numérica, a qual procura calcular uma solucao para as equagoes de Einstein fazendo uso de

aproximacoes numéricas.

A Relatividade Numérica foi desenvolvida na década dos anos sessenta como um campo de
investigagao independente, comecando com os esforgos de Hahn e Lindquist [32] para encon-
trar numericamente a solucao das equagoes de Einstein para um sistema binario de buracos
negros. Naquela época o poder dos computadores era muito limitado e as simulagoes que po-
diam ser feitas se limitavam a problemas com simetria esférica ou axial e com resolug¢ao muito
baixa. No entanto, essa situacao mudou nas décadas dos anos oitenta e noventa devido a uma
revolugao no campo da Relatividade Numerica. Em 1999, foi reportada a primeira simulacao
completamente relativistica de um sistema bindrio de estrelas de néutrons em fusao [33]. Pos-

teriormente, em 2005 foi executada com sucesso a primeira simulacao de um sistema de dois
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buracos negros [34], onde sob certas condigoes de resolucao, o sistema evolui tempo suficiente
para gerar informacao sobre a orbita de fusao e as ondas gravitacionais emitidas durante o

evento.

Logo, simultaneamente aos avancos tanto de nossa compreensao fisica da dinamica rela-
tivistica, assim como das técnicas numéricas necessarias para estuda-las, um conjunto geral
de ferramentas e bibliotecas computacionais tém sido desenvolvido com o objetivo de fornecer
uma base computacional que pudesse proporcionar uma nova ciéncia, facilitando a pesquisa
colaborativa e interdisciplinar, além de promover a reutilizacao de softwares aproveitando a
infraestrutura computacional avancada (supercomputadores) emergente: surge assim o Eins-

tein Toolkit.

O Einstein Toolkit (ET) consiste em um conjunto de numerosas componentes cuja maioria
utilizam o ambiente computacional conhecido como Cactus Toolkit, o qual fornece uma
infraestrutura modular basica para simulacoes numéricas. Um conjunto de ferramentas sao
providas por este ambiente de trabalho, incluindo desde o controle das simulagoes, passando
pela andlise de dados até sua visualizagao final [35]. A seguir faremos uma introdugao ao
Cactus assim como daquelas ferramentas que consideramos mais importantes para auxiliar
o entendimento de novos usuarios. Outras ferramentas mais especificas ao uso do programa

ET serao posteriormente descritas.

4.1 Visao Estrutural

4.1.1 Cactus

O cddigo Cactus foi inicialmente desenvolvido pela Louisiana State University, embora a
ideia original tivesse sido concebida pelo Albert Einstein Institute em conjunto com o Na-
tional Center for Supercomputing Applications. KEste ambiente foi criado para aplicagoes
modulares, onde os programas sao separados em componentes, chamados “thorns”, com in-
teragao e dependéncias claramente definidas [36,(37]. Os thorns s@o tipicamente desenvolvidos
de forma independente e podem ser intercambiaveis com outros de mesma funcionalidade.

Normalmente eles nao interagem diretamente entres si, ao contrario eles interagem por meio
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de uma base comum conhecida como “flesh”. Adicionalmente, os thorns podem ser escritos

em diferentes linguagens de programagao como C, C++, Fortran, OpenCL e CUDA.

As simulagoes realizadas pelo Cactus requerem um arquivo executavel para poderem ser
compiladas, o qual é tipicamente feito pelos préprios usuarios. A configuracao estabelecida
neste executavel permite rapidas adaptacoes as mudancas no ambiente local, mas principal-
mente funciona como uma maneira de modificar o cdédigo fonte conforme a necessidade do
usuario. Logo, o executavel sempre pode ser compilado a partir de um arquivo de texto
ou de parametros, onde sao definidos tanto os thorns que serao utilizados, como o conjunto
de valores que os parametros dos thorns assumirao (os parametros nao definidos assumirao
valores padrao), portanto cada executavel estabelece uma simulacdo especifica. Porém um
executavel que contenha todos os thorns pode ser usado para modelar uma variedade de
cenarios fisicos. Nao existe restricao alguma para o nome do arquivo de parametros, embora
seja necessario usar a extensao .par. Adicionalmente, a primeira linha de comandos neste
arquivo de deve ser o ActiveThorns, o qual é um comando especial que especifica ao pro-
grama quais dos thorns serao implementados na simulagao, dado que por omisao todos os

thorns estao inativos.

Um termo comumente utilizado no Cactus é a Funcdo Grid. Esta funcao representa
a discretizacao de uma varidavel definida em todos os pontos de um grid. Desta maneira,
podemos considerar como exemplos desta fun¢ao a densidade de massa em repouso de um
fluido definida em todos os pontos de um determinado dominio, e as componentes do tensor

métrico da Relatividade Geral de Einstein.

4.1.2 Carpet

O Cactus separa os codigos fisicos da infraestrutura computacional, ou seja, aqueles
thorns que implementam as equagoes de Einstein ou as equacoes da magnetohidrodinamica
relativistica (MHD) néo contém nenhuma sentenca que faga referéncia a administragao da
memoria, & paraleliza¢ao, ao tempo de evolugao ou o Input/ Output (OI). A maioria destas

tarefas estao contidas em um thorn especial, conhecido como Driver thorn ou somente Driver.
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O ET fornece dois drivers: o PUGH e o Carpet. O PUGH implementa um grid uniforme com
topologia cartesiana, enquanto o Carpet |38 proporciona mais que um grid unidimensional:
ele implementa o “Refinamento Adaptativo de malhas” (Adaptative mesh refinement-AMD),
o qual utiliza o algoritmo padrao de Berger-Oliger [39]. Atualmente, o Carpet é o principal

driver utilizado para realizar simulagoes astrofisicas baseadas no Cactus.

4.1.3 SimFactory

O SimFactory ou o Simulation Factory [40], é um conjunto de ferramentas projetadas
para gerenciar diferentes tarefas necessarias para a configuracao e execucao de simulagoes
numéricas no Cactus. Fazendo uso destas ferramentas, a maioria das operagoes sao simplifi-
cadas e muitos tipos de erros comuns aos usuarios, sao evitados. Desta forma, o SimFactory
permite ao usuario desenvolver o cédigo localmente, e depois sincronizar e compilar em todas
as outras maquinas possiveis, com simples comandos. Além disso, ele mantém um registro

da localizagao e quais simulagoes foram executadas.

Para entender o funcionamento do SimFactory, consideremos o seguinte cenario: um
usuario do ET executa todo o desenvolvimento de seu cédigo em um notebook, onde al-
gumas simulagoes simples e de baixa resolu¢ao podem ser compiladas. Para fazer outras
simulagoes de maior complexidade, o usuario poderia utilizar um computador com melho-
res componentes, o que implicaria na sincronizacao, compilacao e execugao dos arquivos e
parametros do cédigo, analisando ao final o output. Logo, para casos de alta resolucao o
usuario poderia ter de recorrer aos clusters, onde os processos de sincronizacao, compilacao,
executacao e andlise teriam de ser repetidos. E perceptivel que este processo pode facilmente

levar a erros.

4.1.4 GetComponents

Como mencionamos anteriormente, o ET é composto por um conjunto de muitos com-
ponentes independentes (Cactus, Carpet e muitos thorns), os quais tipicamente estao lo-
calizados em repositérios distintos, com diferentes versoes de sistemas de controle e que sao
mantidos por diferentes grupos. O GetComponents fornece uma forma unificada de baixar

todos estes componentes, evitando desta maneira maiores complicacoes aos usuarios.
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0 GetComponents ¢ um script com somente um argumento obrigatério, conhecido como
Thornlist. A thornlist é um arquivo de texto simples que contém a lista dos thorns a serem
baixados, a sua localizacao e a versao do sistema de controle de cada um desse thorns. Logo,

a thornlist pode ser dada como um URL ou especificada com o nome do arquivo de texto.

4.1.5 Anatomia de um Thorn

Qualquer Cactus thorn tem a seguinte estrutura que pode ser visualizada através do ca-

minho de arquivos ./Cactus/arrangements/

ArrangementName/ThornName/
COPYRIGHT
README
test/
doc/
configuration.ccl
interface.ccl
schedule.ccl
param.ccl
src /
lg,make.code.defn

onde a pasta doc/ contém a documentacgao relacionada com o thorn. Na pasta par/ é possivel
encontrar alguns exemplos dos arquivos de parametros para o uso do thorn. Por sua vez,
na src/ se encontra o arquivo make.code.defn o qual é necessario para a compilacao dos

arquivos do thorn.

Os quatro arquivos com extensao .ccl servem para especificar a interface do thorn com
o Cactus flesh, onde trés deles sao obrigatérios e um é opcional. O arquivo opcional é o
configuration.ccl, o qual mostra a dependéncia entre os thorns no processo de compilagao.
O interface.ccl é um arquivo utilizado para definir as variaveis e as fungoes grid do thorn,
assim como as fung¢oes compartilhadas entre os mesmos. Adicionalmente, este arquivo contém
toda a informacao referente a relacao existente entre os thorns, os arquivos usados procedentes
de outros thorns e uma lista das variaveis globais deles. O arquivo schedule.ccl gerencia
a funcao scheduling e o armazenamento global das fungoes grid. Finalmente, o param.ccl

define todos os parametros e estabelece seus valores por omissao.
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Dados Iniciais / Analise

~

ADMBase«<— .. — HydroBase

/ GP‘V - 0_4111’/ P,P,E,T

TmunuBase

\GRHydro

Figura 4.1: Visao geral dos thorns centrais do arrangement FinsteinBase: ADMBase,
HydroBase e TmunuBase em conjunto com alguns thorns escolhidos pelo usuario. Neste
caso, os thorns do usuérios sao o ML_BSSN e o GRHydro usados respectivamente na evolucao
da curvatura e da magetohidrodinamica [35].

ML_BSSN

4.2 Principais thorns

Antes de comegar com a descricao de alguns dos principais thorns implementados no
ET, é importante fazer referéncia aos arrangements, os quais sao conjuntos de thorns que
usualmente compartilham a mesma funcionalidade ou tem origem em comum. Estes grupos
foram criados para auxiliar aos usuérios no entendimento e uso dos thorns, e nao acrescentam
significado especial a eles. A seguir, faremos uma introducao de alguns dos arrangements

basicos do ET assim como de seus principais thorns.

4.2.1 EinsteinBase

Esta colecao define e registra as varidveis basicas da Relatividade Numerica. Os thorns que
fazem uso ou modificam as variaveis ADM [41], por exemplo, devem utilizar este arrangement
ao invés de definir seus proprios thorns. Na figura apresentamos um esquema que
detalha as relagoes tipicas entre estes e outros thorns definidos pelos usuérios de acordo com
a simulacao pretendida por eles. A maioria dos thorns relacionados a fisica da Relatividade
sao baseados nestes codigos. E de grande importancia para novos usuarios terem pelo menos

uma visao geral da estrutura dos seguintes thorns bésicos.
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1. ADMBase. O ET proporciona o codigo de evolucao das equagoes de campo de Einstein
GH = 8rT" . Logo, os métodos relativisticos de evolugao usados no ambiente Cactus
utilizam diferentes formalismos, os quais estao baseados principalmente na construgao
3+ 1 ADM [41]. Nesta aproximagao, o espago-tempo é concebido como uma sequéncia
de hipersuperficies 3-dimensionais tipo espaco, conectadas por vetores normais tipo
tempo. A divisao 3 4+ 1 introduz quatro graus de liberdade de calibre, definidos pela
funcao lapse «a, a qual descreve a evolucao do tempo préprio de um observador normal
em relagao a coordenada tempo E| e pelo vetor de desvio 3%, que descreve a variacao das

coordenadas espaciais desde uma hipersuperficie para a seguinte.

De acordo com a formulacao ADM, a métrica do espaco-tempo tem a seguinte forma

ds® = g datde” = (—a® + B'B;)dt* + 2B;dtda’ + v;dx'da?, (4.1)

onde g¢,,, a, 3' e 7;; sao respectivamente a métrica 4-dimensional do espago-tempo, a
funcao lapse, o vetor de desvio e a métrica 3-dimensional do espaco. E assumida a con-
vencao padrao dos indices, onde as letras latinas sao usadas para representar os indices
espaciais 3-dimensionais, enquanto as letras gregas sao utilizadas na representacao do
espago-tempo 4-dimensional, e onde os indices vao desde 0 a 3. Logo, o tensor de
curvatura extrinseca Kj;; ¢ definido em termos da derivada temporal da métrica e da

derivada de Lie com respeito ao vetor de desvio [39),
1
Kij = =5 (0 = Ls)vij. (4.2)

Desta maneira, as variaveis definidas no ADMBase sao

e O tensor métrico 3-dimensional v;;: gxx,gxy, gxz, gyy, gyz, g2z
e O tensor de curvatura extrinseca Kj;;: kxx,kxy, kxz, kyy, kyz, kzz
e A fungao lapse a: alp

e O vetor de desvio 3" : betax, betay, betaz

1'Um observador normal segue uma linha mundo tangente ao vetor normal da hipersuperficie 3-dimensional
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Os valores iniciais das simulagoes feitas no ET sao determinados pelos parametros se-
guintes: o inicial data, o qual estabelece os dados para a métrica 3-dimensional e a
curvatura extrinseca, enquanto o initial _lapse e o initial_shift estabelecem res-
pectivamente os valores iniciais da funcao lapse e do vetor de desvio. Adicionalmente,
as derivadas temporais das varidveis de calibre, sao determinadas pelos parametros
initial dtlapse e initial dtshift. O ADMBase inicializa a métrica 3-dimensional e
a curvatura extrisenca com os valores do espaco-tempo de Minkowski, ou seja, v;; = d;;
e K;; = 0, o vetor de desvio 8 = 0 e a fungao lapse @ = 1. Entretanto, os thorns
encarregados dos valores iniciais os substituem através de seus parametros. E impor-
tante ressaltar que o ADMBase em si mesmo nao executa nem a evolucao da métrica
3-dimensional, nem da curvatura Kj;;, enquanto mantém a fungao lapse e o vetor /3
estaticos. Os métodos encarregados de realizar a evolucao sao determinados pelos se-
guintes parametros: o evolution method estabelecido para a métrica 3-dimensional e
a curvatura extrinseca, o lapse_evolution method e o shift_evolution method, os
quais estabelecem os métodos de evolucao da funcao o e do vetor ¢, assim como de

suas derivadas temporais dtlapse_evolution method e dtshift evolution method.

HydroBase. Similarmente ao ADMBase, o HydroBase estabelece bases comuns para a
interacao entre os thorns relacionados com problemas evolutivos, mais especificamente
no caso da hidrodinamica relativistica. O HydroBase inclui no ET uma interface na qual
a magnetohidrodinamica possa funcionar. A principal fungao deste thorn é armazenar
as variaveis conhecidas como wvaridveis primitivas, as quais sao usadas na maioria dos
codigos que envolvem solugao das equacoes de Euler. Essas também sao as variaveis
necessarias no acoplamento resolutivo do espago-tempo, assim como sao frequentemente
necessarias para realizar andlises em outros thorns. Juntamente com o ADMBase, o
uso comum de um conjunto de variaveis por diferentes codigos hidrodinamicos, cria a
possibilidade de compartilhar partes entre os codigos, por exemplo, as rotinas de analise

de dados. As varidveis primitivas definidas pelo HydroBase sao [39)

e rho: densidade de massa em repouso p

e press: pressao I
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e eps: densidade de energia interna e

e vel[3]: velocidade 3-dimensional do fluido v¢, definida en termos da quadrivelo-
cidade u’, a funcao lapse e o vetor de desvio
= LB (4.3)

au’  «

e Y_e: fracao de elétrons Y,
e temperature: temperatura 7’
e entropy: entropia especifica por particula s

e Bvec[3]: vetor de campo magnético definido em termos do tensor de Faraday
dual F* = 1/2¢"*PF, 5 e a unidade normal da foliagio do espaco-tempo n# =
Oéil [17 _6Z]N

1

Bl= ——n, F*'. 4.4
o (4.4)

Adicionalmente, o Hydrobase constréi blocos de agendamento que organizam as prin-
cipais fungoes que os thorns da hidrodinamica possam precisar. Todos estes blocos sao
opcionais, mas quando utilizados eles simplificam os cédigos existentes e fazem deles

mais interoperaveis.

. TmunuBase. No ET, o tensor energia-momento 7},, ¢ considerado para o caso de um
fluido ideal relativistico,

™" = phut'u” — g"" P, (4.5)

onde p é a densidade de massa em repouso, u* é a quadri-velocidade do fluido, h = 1+e+
P/ p é entalpia relativistica especifica, com P e € como a pressao e a densidade de energia
interna, respectivamente. O thorn TmunuBase proporciona funcgoes grid que auxiliam
no calculo do tensor energia-momento 7", além de grupos de agendamento os quais
controlam quando dito calculo vai ser feito. Logo, em uma simulacao, diferentes thorns
podem contribuir no calculo do tensor, onde este thorn em particular permite a eles
faze-lo sem uma interdependéncia explicita. O tensor energia-momento resultante pode
ser usado pelo thorn de evolucao do espaco-tempo, novamente sem uma dependéncia

explicita entre os thorns. As funcoes grid fornecidas pelo thorn sao
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e A componente temporal Tyy: eTtt
e As componentes misturadas Tp;: eTtx, eTty, eTtz

e As componentes espaciais T;;: eTxx, eTxy, eTxz, eTyy, eTyz, eTzz.

4.2.2 EinsteinlInitial

O ET contém muitos thorns utilizados para gerar os dados iniciais para simulagoes da
Relatividade Geral, onde sao incluidas as configuragoes do vacuo e da hidrodinamica. Este
tipo de arrangements estabelece as condigoes iniciais para sistemas simples ou binarios de

buracos negros ou estrelas de néutrons. Um dos thorns mais utilizados é o seguinte:

1. TOVSolver. Este codigo resolve as equagoes Tolman-Oppenheimer-Volkov [4243] para
uma estrela estatica, esfericamente simétrica e em equilibro hidrostdtico. A solucao
destas equagoes proporciona os dados iniciais para uma estrela TOV, onde dita solugao
é expressa em termos das coordenadas de Schwarzschild com r como raio interior da

estrela. Logo, as equacgoes do equilibrio hidrostatico sao

dpP m + 4mr3 P

- (e 4.
dr (e+P) r(r—2m)’ (4.6)

d

d—T: = dmre, (4.7)
P 473 P

L il i (4.8)
dr r(r —2m)

onde e = p(1+¢€) é a densidade de energia do fluido, a qual conta com a contribugao da
energia interna, m ¢é a massa gravitacional contida na esfera de raio r, e ® é o logaritmo
da funcao lapse a. A rotina também proporciona a solucao analiticamente conhecida

para o exterior da estrela

P = TOV_atmosphere, (4.9)

m = M, (4.10)

1 2M
= =1 1—-— 4.11
jiog (1-21). (4.11)

onde TOV_atmosphere ¢ um parametro usado para definir a densidade da atmosfera da

estrela. Dado que o raio isotropico 7 é a escolha mais comum para iniciar os calculos
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dinamicos, logo o cédigo transforma todas as variaveis para as coordenadas isotropicas.
Como resultado desta transformacao obtemos uma equacao diferencial adicional em

termos de 7(r),
d(log(7/r)) v/ — (r — 2m)"/?
or  r(r—2m)l2

(4.12)

No exterior da estrela, r > R, a massa M = m(R) é uma constante, desta maneira a
equagao (4.12)) pode ser resolvida analiticamente ja seja para 7(r) ou r(7), obtendo-se

as seguintes expressoes [4]

F(r) = %(M+T—M), (4.13)

r(r) = f(1+2%f>2. (4.14)

Para facilitar a construcao de estrelas em configuragoes dinamicas mais complicadas,
talvez seja necesséario aplicar uma velocidade uniforme a estrela de néutrons, devido que
isso nao afeta a solucao do sistema de equacoes diferenciais ordinarias nem o resultado

do perfil de densidade resultante.

4.2.3 EinsteinEvolve/McLachlan

Este arragenment estd formado por multiplos thorns usados na evolugao numérica das

equagoes de campo de Einstein. Os principais thorns deste arragenments sao:

1. McLachlan.

O ET contém o cédigo de evolugdo conhecido como McLachlan [44-46], gerado a
partir de equagoes tensoriais fazendo uso do Kranc [47], o qual é uma aplicacao do
Mathematica que converte um sistema de equagcoes diferenciais parciais com descri¢ao
continua de alto nivel em um modulo do Cactus altamente otimizado. Ele utiliza um
método muito preciso de diferenciacao finita até a oitava ordem aos correspondentes
termos de dissipacao de Kreiss-Oliger para discretizar desta maneira as variaveis do
espago-tempo do formalismo BSSN [48,149]. O McLachaln foi projetado para operar
através das interfaces dos thorns ADMBase e TmunuBase. As varidveis envolvidas no

célculo sao: o fator conforme ¢, a métrica conforme 3-dimensional 7;;, o traco K da
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curvatura extrinseca, o traco livre de curvatura A;; e as funcoes de conexao conforme
I'". Logo, estas varidveis estdo definidas em termos da métrica 4-dimensional g;;, a

métrica 3-dimensional 7;; e a curvatura extrinseca K;; da forma

1
6 = log |15 dettn)]. (415)
Y = ey, (4.16)
- 1
Az‘j = 6_4(15 |:K2] — ggZ]K:| s (418)

)1
<
Il

AIRT . (4.19)

Por outro lado, as equacgoes de evolucao podem ser escritas da seguinte maneira, onde

foi introduzida a notagao 9y = 9, — 79; 39,

da = —a*f(a,d, ") K — Ko(a")], (4.20)
DK — —e (DD + 20,6 D'a] +a (Am,.j ; ék) Cas, (a21)
B = o*G(a, ¢, 2")B’, (4.22)
QB = —eH(a,¢,2")0I" — (B, a, z"), (4.23)
B = —%K+%8kﬁ’“, (4.24)
O = —2aAi+ 2505 8" — g%‘akﬂk, (4.25)

aoleij = % [Oéﬁ%j + aR? ijbi[)ja + 48@@25 : DJ)O‘]TF

_ _ . 9 .
+OéKAij — QCYAlkA;C + 2Ak(ﬁj)ﬁk — gAlJakﬂk — 04674¢Sij, (426)

~ . ) 1 .. . . 2 ) .
Al = 00 + 710,008 + O - 08" — ZOF" - ;8
+2a | (m — 1)0, A¥ — %mf)iz( + m(I y AF + 6470,0)

—2A19;a — S (4.27)
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onde a quantidade S vem escrita em termos do tensor de energia-momento 7},

S = ¢y, (4.28)
1 .

Em particular, D; e I'*;; se referem & derivada covariante e aos simbolos de Christof-

fel, respectivamente, ambos escritos em termos de ;. A forma [...]TF estabelece a
expressao livre de traco contida nos colchetes. Adicionalmente, temos que o tensor de

Ricci estd definido como

. 1. ) ) o ) e = o
Ry = _§7klakal%‘j + Ak 0HTF = Tape0d™ + 72 (2T% 1T jyks + TF isDhtj), (4.30)
Ry = —2D;D;p — 2%;D* Dy + 4D;¢D;p — 47;; D¥ ¢ Dy, (4.31)

Os parametros de calibre f, G, H estao definidos pelas seguintes expressoes

2/,

w W
B~ W
— N N~ N~

0,

an
o
>

= exp{4¢},
(1/2)B'q(r).

) (
) (
G(a,p,2") = (3/4)a 2, (4.
) (
) (

As equagoes (4.34)), (4.35]) e (4.36) dependem da condicao de desvio I'-driver, a qual é

atenuada pela funcao ¢(r). Logo, este thorn usa o método de amortecimento simples

definido em [50] como

1 parar < R, (perto da origem)
q(r) = (4.37)
R/r parar > R, (muito longe da origem)

com a constante R definindo a transi¢do entre o raio interior, onde ¢ =~ 1, e o raio

exterior, onde ¢ cai rapidamente como 1/r.
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2. GRHydro. Este é um cédigo completamente relativistico e hidrodinamico em trés di-
mensoes, baseado na versao piblica do cédigo Whisky [4]. Este thorn usa as varidveis
definidas no HydroBase além de proporcionar suas préprias hydro varidveis conser-
vativas e os métodos para evolui-las. Dado que este thorn nao fornece nenhuma in-
formacao sobre os valores iniciais ou as equagoes de estado, é preciso utilizar outros
thorns que tenham essa fungao. Por outro lado, o GRHydro usa o thorn MoL para a fazer
a evolucao temporal. Isso significa que se houver mais thorns evolutivos utilizando
este mesmo cddigo, a evolucao temporal vai ser feita somente pelo MoL, proporcionando
ao GRHydro uma precisao de até a quarta ordem nas varidveis temporais. Para a for-
mulacao das equacoes gerais de estado, este thorn usa a interface E0S_Omni, a qual
fornece todas as variaveis hidrodinamicas necessarias para a simulagao. O parametro
GRHydro_eos_table controla qual das equagoes de estado vai ser implementada na

evolugao.

4.2.4 EinsteinAnalysis

O EinsteinAnalysis contém multiplos thorns usados para anélise dos dados. Os principais

thorns que compoem este arrangement sao:
1. ADMAnalysis. Este thorn proporciona rotinas para calcular as seguintes quantidades

e O traco da curvatura extrinseca: trK
e O determinante da métrica: detg

e As componentes da métrica e da curvatura extrinseca em coordenadas esféricas:
grr, grq, grp. gd94, &4pP, gpp, Krr, Krq, Krp, Kqq, Kgp Kpp
e As componentes do tensor de Ricci: Riccill, Riccil2, Riccil3, Ricci22,

Ricci23, Ricci33

O escalar de Ricci: Ricci.

2. Multipole. O Multipole é um thorn que expande qualquer funcao grid do Cactus
em termos dos harmonicos esféricos de um raio r dado. Esta rotina é utilizada em
combinacao como o thorn WeylScal4 para facilitar a expangao dos escalares de Weyl,

os quais sao usados frequentemente na Relatividade Numérica [35]. Logo, uma fungao
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grid u(t,r,0,¢) pode ser expandida em termos dos harménicos esféricos com peso s da

seguinte forma

u(t,r,0,0) => Y C"(t,1) Y (0, 9), (4.38)

=0 m=—1

onde os coeficientes C'™ (¢, r) vem dados pela expressao

Clm(t,r):/s u(t, T, 0, )r?dQ. (4.39)

Para um tempo ¢ dado, este thorn pode calcular os coeficientes C'™(¢,7) de um ntimero
de fungoes grid em coordenadas esféricas com diferentes raios r;. Logo, os coeficientes
C'" podem ser encontrados em arquivos de texto .asc cujos nomes tem a seguinte forma

mp_<var>_1<lmode> m<mmode>_r<rad>.asc, por exemplo, mp_u 12 m2 r10.00.asc.

3. WeylScal4d. Este thorn esta encarregado de calcular o escalar de Weyl ¥, utilizado
no contexto do formalismo de Newman-Penrose. O escalar de Weyl, definido em um
referencial apropriado, pode ser usado para codificar a saida da radiacao gravitacional
de um sistema assimptoticamente plano, tornando-se desta maneira uma quantidade

muito utilizada na analise de ondas gravitacionais.

4.3 Implementacao do Einstein Toolkit

4.3.1 Requerimentos

O ET e o Cactus deveriam funcionar na maioria das variantes de Unix, onde os requeri-
mentos basicos necesséarios sao: compiladores de C, C++, Fortran 90, implementagoes MPI,
HDF5, Perl, Python, curl e gnuplot. Adicionalmente, dado que o ET também pode ser
obtido desde seus préprios repositorios, se faz necessario o uso das ferramentas Subversion

e git.
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4.3.2 Execucao do ET

Para baixar o E'T, primeiro devemos obter o GetComponents, que pode ser acessado pelas

seguintes linhas de comando:

curl -0 https://raw.githubusercontent.com/gridaphobe/CRL/
ET_2016_05/GetComponents
chmod a+x GetComponents

Anteriormente mencionamos que o GetComponents aceita uma lista de thorns como ar-

gumento, assim essa lista pode ser obtida usando o procedimento a seguir:

./GetComponents -a https://svn.einsteintoolkit.org/manifest/branches/
ET 2016 _05/einsteintoolkit.th

Dado que estamos baixando o arquivo einsteintoolkit.th diretamente desde o repo-
sitorio original usando o GetComponents, é possivel fazer atualizacoes do cédigo da seguinte

forma:

./GetComponents -a -u ./einsteintoolkit.th

A seguir apresentamos a estrutura tipica de uma thornlist

ICRL_VERSION = 1.0

IDEFINE ROOT = Cactus
IDEFINE ARR = $RO0T/arrangements
IDEFINE COMPONENTLIST_TARGET = $RO0T/thornlists/

IDEFINE ET_RELEASE = ET_2016_05

# Cactus Flesh

ITARGET = $ROOT

ITYPE = svn

'AUTH URL = https://svn.cactuscode.org/flesh/branches/$ET RELEASE
IURL = https://svn.cactuscode.org/flesh/branches/$ET_RELEASE
'CHECKOUT = Cactus

INAME = .

# Cactus Thorns
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ITARGET = $ARR

ITYPE = svn

'AUTH_URL = https://svn.cactuscode.org/arrangements/$1/$2/
branches/$ET_RELEASE

IURL = https://svn.cactuscode.org/arrangements/$1/$2/branches/$ET_RELEASE

ICHECKOUT =

CactusBase/Boundary
CactusBase/CartGrid3D
CactusBase/CoordBase
CactusBase/Fortran
CactusBase/InitBase
CactusBase/0IBase
CactusBase/I0Util
CactusBase/Time

(..

Uma vez que o GetComponents tenha sido baixado corretamente é gerada em seu ambi-

ente de trabalho uma pasta chamada Cactus, com a seguinte estrutura:

Cactus/
arrangements/
bin/
doc/
1lib/
manifest/
par/
repos/
simfactory/
src/
thornlists/
utils/
CONTRIBUTORS
COPYRIGHT
Makefile

A partir desde ponto, pode-se dar continuidade ao processo de configuracao e compilagao.
O primeiro passo é escolher o arquivo de configuragao (.cfg) adequado para o sistema que
estamos utilizando. Exemplos de arquivos de configuracao para diferentes sistemas podem
ser encontrados através do caminho de arquivos ./Cactus/simfactory/mdb/optionlists/.
O segundo passo é estabelecer a thornlist apropriada para a configuracdo que vamos cons-

truir, dado que diferentes configuracoes podem coexistir compiladas desde diversas thornlist.
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E importante ressaltar que em uma simulagao nao sao compilados todos os thorns. Por
tanto, os usudarios devem construir a thornlist incluindo somente os thorns necessarios. A
configuracao pode ser feita utilizando o SimFactory. Para isso, devemos seguir as seguintes

linhas de comando:

cd Cactus
./simfactory/bin/sim setup --optionlist=ubuntu.cfg --runscript debian.sh

onde o arquivo ubuntu.cfg foi escolhido de acordo ao sistema operativo utilizado pelo com-
putador onde vai ser feita a simulacao. Uma vez realizada a configuragao podemos construir

o executavel através dos comandos

./simfactory/bin/sim build [<configurationname>]

—--thornlist=einsteintoolkit.th

Onde a expressao [configurationname] é o nome escolhido pelo usuédrio para melhor
identificar a configuragao estabelecida. Se esta é omitida da linha de comando anterior, seré
estabelecido por omissao para a configuracao o nome “sim”. Desta maneira, o sistema esta
preparado para fazer qualquer simulacao. No presente trabalho a simulacao foi feita usando
uma rotina pré-definida no ET e conhecida como static_tov.par. Para a execugao deste

exemplo, foram utilizadas os seguintes comandos:

./simfactory/bin/sim submit static_tov --parfile=par/static_tov.par
--procs=1 --walltime=8:0:0
./simfactory/bin/sim show-output --follow static_tov

Os arquivos de exemplos fornecidos pelo préprio ET sao na sua maioria muito grandes
para ser compilados somente em um computador. Embora, este exemplo é mais simples e
requer ao redor de 1.3GB de memoria RAM para compilar e serd executado por cerca de
24 horas. Para aumentar a velocidade de execucao, devemos reduzir a resolucao mediante a
mudanga nos valores dos parametros CoordBase: :dx, CoordBase: :dy e CoordBase: :dz de
8 a 12, feito isso o tempo de compilagao é reduzido a 5 horas e o consumo de memoria cai a

800 MB. Logo, esta mudanga pode ser feria através do comando sed da seguinte forma
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sed ‘CoordBase::d[xyz]/s/8/12’ <par/static_tov.par> par/static_tov.par

O arquivo static_tov configura uma estrela TOV estatica, mais especificamente uma
estrela de néutrons com uma massa de aproximadamente 1.4 massas solares, e integra o sis-
tema combinado de equagoes da dinamica de fluidos relativisticos e da evolugao temporal
do espaco-tempo. Adicionalmente, o espaco-tempo é evoluido através do uso da formulacao
BSSN 3+1 das equagoes de Einstein. Para verificar o status da simulacao podemos usar a

sequéncia

./simfactory/bin/sim list-simulations

Finalmente, quando a simulagao ¢é terminada (a expressao “All done”surge na tela do
computador) o simfactory pode ser interrompido e é possivél analisar o output resultante, o

qual se encontra no seguinte caminho de arquivos

cd ~/simulations/static_tov/output-0000/static_tov

Os outputs gerados depois de uma compilagao exitosa sao controlados principalmente pe-
los seguintes thorns: CarpetI0OASCII, CarpetIOScalar, CarpetIOHDF5. O CarpetIOASCII,
gera um arquivo de texto em formato ASCII contendo o output em 0, 1, 2 ou 3 dimensoes das
variaveis especificadas na configuracao. O CarpetIOScalar é um thorn utilizado para reali-
zar calculos de maximo e minimo, assim como da norma das variaveis, como o thorn anterior
o output resultante ¢ gerado como um arquivo ASCII. Finalmente, o thorn CarpetIOHDF5

tem como resultado um arquivo com extensao .h5 [35].

Estes thorns utilizam, além de outros os seguintes parametros: out?D_vars e every?D_vars,
onde 7=0,1,2,3 é usado para representar a dimensionalidade do output, ou seja, 0-, 1-, 2,
ou 3-dimensional respectivamente. O out?D_vars estda formado por uma lista de fungoes
grid para cada uma das iteragoes, estabelecidas pelo parametro every?D_vars. Logo, o out-
put 3-dimensional ¢ produzido ao longo de toda o grid, enquanto o output 2-dimensional é

dado comumente pelos planos em 2D: xy, xz e yz, os quais contém a origem das coorde-

o4



nadas. Por fim, o output em 1 dimensao é definido ao longo dos eixos coordenados x, y e

z, e o output 0-D é dado por pontos especificos, geralmente é usado a origem de coordenadas.
No capitulo seguinte serao apresentados os resultados obtidos através do uso desta rotina

para realizar o calculo da densidade de energia gravitacional de uma estrela de néutrons no

formalismo da gravidade teleparalela.
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Capitulo 5

Resultados e discussao

Desde o ponto de vista dinamico, tanto a Relatividade Geral de Einstein como a Gra-
vidade Teleparalela fazem as mesmas predigoes. Embora o TERG permite a definicao de
quantidades de grande interesse fisico, como a energia e momento angular gravitacionais,
na Relatividade Geral ditas quantidades ainda estao em desenvolvimento. O objetivo deste
trabalho foi calcular a densidade de energia gravitacional de uma estrela de néutrons através
de uma aproximacao teleparalela em conjunto com a ferramenta numérico-computacional

conhecida como Einstein Toolkit.

As estrelas de nétrons (NS) sdo objetos astrofisicos extremamente compactos formados a
partir do colapso gravitacional de estrelas muito massivas, com massas entre 8M, e 20M.
Inicialmente, estas estrelas tém uma temperatura superior aos 10'°K, que decai rapidamente
devido & emissao de nétrinos até alcancar uma temperatura de 7' ~ 108K, a qual pode ser
considerada fria tendo em vista a degenerescéncia dos néutrons contidos em seu interior. As
massas deste tipo de estrelas estao na faixa de M = 1 ~ 3M, onde o limite superior é

estabelecido pelo valor tedrico conhecido como limite de Oppenheimer-Volkoff.

A existéncia deste tipo de estrelas, foi prevista teoricamente na década dos anos trinta |51,
enquanto o primeiro modelo teérico foi desenvolvido no ano de 1939 [42,/43], onde demons-
traram que as estrelas de néutrons nao poderiam ter uma massa arbitrariamente grande.
Fazendo uso da Relatividade Geral eles estabeleceram o valor maximo de massa para uma

estrela de neéutrons. Interessantemente este valor foi da mesma ordem de magnitude que a
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Feixe de rad
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Figura 5.1: Representagao de um pulsar, onde é mostrado o desalinhamento entre o eixo de
rotacao e os feixes de radiagdo emitida desde os pdlos [54].

massa de Chandrasekhar, a qual determina os valores limite para a massa de uma estrela
ana branca. KEstudos tedricos posteriores, determinaram que as estrelas de néutrons deve-
riam encontrar-se girando rapidamente e possuir campos magnéticos intensos. Pacini [52]
previu que uma estrela com ditas caracteristicas deveria emitir ondas de radio. A primeira
observacao foi feita por radioastronomos no ano de 1967 [53|. Eles encontraram o primeiro

Pulsar, que posteriormente foi identificado como uma estrela de néutrons em rotacao.

Cerca de 2000 pulsares foram descobertos até a presente década, onde cerca de 1%, ge-
ralmente os mais jovens, sao associados com os remanescentes de uma supernova. Esta
porcentagem é muita baixa devido a que o tempo de vida dos pulsares é de duas ordens de
magnitude maior que o tempo de vida dos restos da supernova. Por outro lado, neste tipo de
estrela o eixo magnético e o rotacional estao desalinhados. Particulas eletricamente carrega-
das se movem ao longo das linhas de campo magnético, fazendo com que estas escapem dos
polos emitindo ondas de radio. Na figura apresentamos um esquema onde é possivel

ver a emissao deste tipo de radiagao.

57



O raio tipico deste tipo de estrelas esta compreendido dentro do intervalo R = 9 ~ 15

km, definindo desta maneira a densidade média da forma

3M M R \°
= =48 x 10" . 5.1
AT R e (M@> (10 km) (5.1)

A densidade central das estrelas de néutrons pode exceder algumas vezes o valor de

he]

10" g em ™3, sendo dito valor maior que a densidade nuclear padrao, py = 2.8 x 10 g cm ™3,

que corresponde a um nimero de densidade de ng = 0.16 barions fm ™ (1 fm = 107'% cm).

Logo, neste tipo de estrelas, o mecanismo que prevé o colapso gravitacional é a pressao
) )

de degenerescéncia predominantemente dos néutrons e de algumas particulas exoéticas como

pions, kaons ou quarks [55]. A luminosidade proveniente da superficie da estrela é escrita em

termos da temperatura 1" e o raio R da forma

2
L =47R*cT* =7 x 10*%erg s~ R ! (5.2)
10 km 106K )’

e onde o é a constante de Stefan-Boltzmann. Para valores de R muito pequenos temos
também uma area superficial muito pequena, que em conjunto com temperaturas superficiais
de até 10° nao geram uma luminosidade o suficientemente forte para permitir a deteccio
das estrelas de néutrons ao longo da galaxia. Na verdade, estas estrelas sao comumente
descobertas através da deteccao das ondas de radio que emitem ditas estrelas em rotacao.

Logo, este tipo de estrelas, tém uma luminosidade igual a
L=—-IQQ, (5.3)

onde I ~ MR? ~ 10* g cm? é o momento de inércia, Q é a frequéncia angular e Q é sua
derivada temporal. Um dos pulsares mais conhecidos, descoberto na Nebulosa do Caranguejo
pouco tempo depois da primeira observacao de pulsares, é o pulsar do Caranguejo, que tem
um periodo de P = 27/Q = 33 ms e com taxa de variagdo no tempo de P~ 4x1071,

gerando desta maneira uma luminosidade de L ~ 103® erg s=*

, a qual é 5 ordens de magni-
tude maior que a luminosidade solar. O pulsar do Caranguejo irradia em todas as bandas
do espectro electromagnético, portanto a energia que libera como ondas de radio representa

somente uma pequena fragao desta enorme fonte de energia [55]. Logo, rddio pulsares sao
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concebidos como estrelas de néutrons altamente magnetizadas que giram rapidamente, onde
os pulsos sao consequéncia do chamado “efeito lighthouse” que faz com que a radiagao seja

vista como intermitente.

Estrelas de néutrons também foram descobertas como pulsares que emitem raios X [56],
formam um sistema bindrio com outro tipo de estrela, geralmente mais jovem. Estes pulsares
sao objetos gravitacionalmente fortes que acretam matéria desde sua estrela companheira,
portanto a luminosidade da radiacao é devida ao processo de acrecao sobre a estrela de

néutrons e pode ser calculada da seguinte forma
L=——7— (5.4)

onde M é a taxa de acrecio sobre a NS. A radiacio emitida desde a coluna de acrecio ou
desde o hotspot na superficie é controlada pela taxa de ratogao da estrela. Nos casos onde a
massa da estrela companheira é baixa, a transferéncia de matéria é feita através do lébulo de
Roche desde a estrela de baixa massa até a magnetosfera da NS. Por outro lado, se a estrela
que acompanha a NS estd perdendo grandes quantidades de massa devido ao vento estelar,
o processo de acrecao desde a NS pode ser feito sobre este vento. Um tipo especial destes
sistemas binarios, é aquele conformado por uma NS e uma estrela Be massiva, onde a estrela
de néutrons tem uma orbita excéntrica ao redor da estrela Be, caracterizada por um disco

circunstelar formado por material ejetado da estrela.

Desde meados dos anos 90 do século passado, foram identificadas algumas outras familias
de NS, tais como Pulsares Anomalos de raios z, Repetidores de raios Gamma e Pulsares
Isolados. Na atualidade os Repetidores e os Pulsares Anomalos sao comumente utilizados
para representar Magnetares, os quais sao estrelas de neutrons fortemente magnetizadas cujo

campo magnético decai no tempo.

O campo magnético tipico de uma estrela de néutros em rotacao é de ~ 102 G. A origem
desde forte campo magnético é ainda desconhecida, mas uma das teorias mais aceitas até a
presente época, € a teoria da conservacao do fluxo magnético. Desta maneira, se a estrela

massiva progenitora comeca o processo de colapso gravitacional com uma area superficial
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muito maior que a estrela resultante, a teoria da conservacao do fluxo de energia estabelece
que o campo magnético na estrela de néutrons deve ser muito forte para assim garantir dita
conservacgao. Estrelas de néutrons em sistemas bindrios de baixa massa e emissoras de raios
X, tém campos magnéticos muito baixos, B ~ 10° G, possivelmente como uma consequéncia
dos processos de acrecao relacionados a ela. Adicionalmente, o campo magnético dos Mag-
netares é de aproximadamente B ~ 10'® G excedendo em duas ordens de magnitude o limite
critico quantico B, = m2c®/eh = 4.4 x 10" G, onde a energia de ciclotron dos elétrons é
igual a sua energia de massa em repouso. Estes campos magnéticos intensos influenciam
a estrutura dos atomos além de estimular o inicio de alguns processos da eletrodinamica
quantica, como a polarizagao e a birrefringéncia. Se espera que o campo magnético interno
dos magnetares seja incluso muito maior. Porém existe um limite superior para o valor dos
campos internos, o qual é determinado pelo equilibrio da energia de ligacao ~ GM?/R e a

energia magnética ~ [(B?/8)dV, resultando no valor aproximado de By,q, ~ 10'%.

No presente trabalho foi utilizada a rotina static_tov.par pré-definida do ET, a qual
implementa o thorn TOVSolver para resolver o sistema de equacoes TOV para a pressao,
a massa gravitacional M, e o potencial gravitacional & = loga no interior de uma estrela
esfericamente simétrica e em equilibrio hidrostatico. O sistema estabelecido pelo TOVSolver
é evoluido usando conjuntamente o método BSSN, implementado no McLanchlan, com o
sistema de evolucao hidrodinamica, implementado no GRHydro. Enquanto que a integracao
temporal das equagoes diferenciais parciais foi realizada pelo thorn MoL, que implementa o

método Runge-Kutta de 4* ordem.

Na simulacao apresentada neste trabalho foi estabelecida uma estrela TOV estavel, des-
crita pela equacio de estado politrépica, p = Kpl, expressa em termos da pressao p e a den-
sidade de energia central p.. Apesar de que a estrela em consideragao tem simetria esférica,
a rotina static_tov.par utiliza para descrever o interior da mesma a métrica escrita em

coordenadas cartesianas da forma
ds? = gudt® + gpda® + gyydy2 + ¢..d2?, (5.5)

Adicionalmente, esta rotina considera que a massa do interior da estrela esta constituida
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por um fluido perfeito com tensor de energia-momento igual a

T = (e + P)u*u” + Pg"”, (5.6)

escrito em termos da densidade de energia total €, a pressao P e a quadrivelocidade u*. Desta
maneira, este modelo pode ser utilizado para representar uma NS nao rotante com massa de
M = 1.4M,. Logo, para uma NS constituida principalmente por néutrons nao relativisticos,
temos que o indice adiabatico é igual a ' = 2, a constante K ¢é igual a 100 e a densidade
central inicial estd definida como p, = 1.28 x 1073 [57]. Por outro lado, nesta rotina os valores
iniciais das varidveis ADMBase foram determinados pelo thorn TOVSolver, ao mesmo tempo
que os dados iniciais para as derivadas temporais das fungoes de calibre foram estabelecidos

CO1mo zero.

Para resultados precisos e significativos da evolucao do sistema, a simulagao foi realizada
usando 5 niveis de refinamento sob um grid ctibico definido no arquivo static_tov.par pelas

seguintes linhas de comando

CoordBase: :xmin = 0.0
CoordBase: :ymin = 0.0
CoordBase::zmin = 0.0
CoordBase: :xmax = 240.0
CoordBase: :ymax = 240.0
CoordBase: :zmax = 240.0

CoordBase: :dx =
CoordBase: :dy =
CoordBase: :dz =

0 00

onde os pontos (xmin, ymin, zmim) e (xmax, ymax, zmax) estabelecem tanto o limite in-
ferior, como o limite superior do dominio fisico considerado na simulacao. Os parametros
CoordBase: :dx=8, CoordBase::dy=8 e CoordBase: :dz=8, representam o espacamento ini-
cial das células do grid nas diregoes x, y e z, respectivamente. Para cada nivel de refinamento
a resolucao ¢ duplicada. Portanto, o espacamento entre as células do grid cai a metade, ge-
rando desta maneira uma variagao no tamanho da regiao a refinar. Logo, em nossa simulacao
foram utilizados adicionalmente 4 grids com tamanhos de 120M, 60M, 30M e 15M, para re-

finar o espacgo ao redor da estrela centrada na origem. A resolucao tipica destes novos grids
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vai desde 0.125M até 2M, onde para 1M vamos ter somente algumas dezenas de pontos ao
londo do diametro da estrela, por conseguinte esta ¢ uma das menores resolucoes usadas na
simulacao que ainda produz bons resultados. Os novos tamanhos dos grids sao estabelecidos

pelo thorn CarpetRegrid2 da forma

CarpetRegrid2: :num_levels_.1 = 5

CarpetRegrid2: :radius_1[1] =120.0
CarpetRegrid2::radius_1[2] = 60.0
CarpetRegrid2::radius_1[3] = 30.0
CarpetRegrid2::radius_1[4] = 15.0

onde a primeira linha de comandos estabelece os niveis de refinamento a aplicar na simulacao,
e as outras linhas estabelecem o tamanho dos grids adicionais. As dimensoes ou tamanho das
células do grid estarao fortemente associados com o nivel de refinamento da analise do sistema
astrofisico em questao. Por outro lado, enquanto mais células tenha o grid, mais recursos
computacionais serao necessarios para a simulagao nimerica. Em nossa simulacao o tempo
de compilagao foi reduzido consideravelmente devido ao uso do thorn ReflectionSymmetry,

que fornece simetria ao problema estudado.

Quando a simulacao foi finalizada com sucesso, foi possivel visualizar e posteriormente
analisar o output, que como ja foi dito no capitulo anterior é gerado em diferentes arquivos e
com diferentes formatos. Por exemplo, o arquivo ADMBase: :metric.x.asc contém a seguinte

informacao:

# 1D ASCII output created by CarpetIOASCII

created on Hailleen-PC by root on Jan 16 2015 at 20:57:28-0200

parameter filename:"/home/hailleen/simulations/static_tov/
output-0000/static_tov.par"

Build ID: build-sim-Hailleen-PC-root-2015.01.16-22.49.56-5756

Simulation ID: run-static_tov-Hailleen-PC-root-2015.01.16-22.57.17-8757

Run ID: run-static_tov-Hailleen-PC-root-2015.01.16-22.57.17-8757

H =

ADMBASE: :METRIC x (admbase::metric)

iteration O time O

time level O

refinement level O multigrid level O map O component O

column format:1:it 2:tl 3:rl 4:c 5:ml 6:ix 7:1iy 8:iz 9:time 10:x 11l:y 12:z

H OH OB OH O OH OH OH H R
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# data columns: 13:gxx 14:gxy 15:gxz 16:gyy 17:gyz 18:gzz

Nas primeiras linhas é especificado o tipo de arquivo, o computador onde foi realizada a
simulagao, a data e a hora, assim como a rotina que foi compilada. Este arquivo contém os
dados da variacao da métrica ao longo do eixo x, enquanto as outras duas coordenadas, y
e z, sao fixadas em zero. Depois sao apresentados em forma de tabela os dados gerados em
dita simulagao. O parametro time é definido na rotina static_tov.par usando a linha de
comando Cactus::cctk final time = 1000, onde dita quantidade representa o nimero de
iteragoes a serem feitas para os diferentes valores do nivel de refinamento. Na figura é
mostrada de forma parcial a tabela de dados, onde as primeiras cinco colunas da esquerda
para a direita representam respectivamente a iteragao (it), o nivel de tempo (t1), nivel de
refinamento (rl), a componente (c) e o nivel de multigrid (ml). Logo, temos as iteragdes
para as coordenadas x,y e z (ix, iy, iz), o tempo (time), as coordenadas x, y, z. Os
parametros t1, ml e c sao fixados em zero ao longo da simulacao. Logo, os valores de x
dependem do nivel de refinamento (rl) que esta sendo aplicado ao grid. O parametro ix,
que representa o numero da iteracao feita na coordenada x, também depende do valor de
rl. Finalmente, temos que as tultimas 6 colunas representam os valores das componentes da
métrica quando variamos a coordenada x. Dado que os coordenadas sao ortogonais entre si,

a métrica é diagonal e portanto as componentes cruzadas sao nulas.

Por outro lado, para realizar o cdlculo da energia gravitacional de uma NS no formalismo
do TEGR, primeiro devemos estabelecer nosso espago-tempo, o qual esta definido para um
observador estacionario. Portanto o campo de tétradas vem escrito em termos da métrica

em coordenadas cartesianas da forma

V=g 0 0 0
0 o 0 0
¢, = g (5.7)
0 0  Gw O
0 0 0 Jio

Logo, ao combinar o campo de tétrada ((5.7)) e o tensor X%¢ definido na equagao (3.31), a

equagao para a energia gravitacional no formalismo teleparalelo, expressao (3.58)), pode ser
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<] ¢] eoe0 2048 1536 1536 © 8080 1.39872542455074 0 0 1.39872542455074 0 1.39872542455074
¢] 6] a00 2560 1536 1536 0O 16 © @ 1.18684570249819 0 0 1.18684570249819 0 1.18684570249819
0 o] eo0o0 3072 1536 1536 © 24 0 0 1.12188531435863 0 0 1.12188531435863 0 1.12188531435863
<] ¢] eoeae0 3584 1536 1536 © 32 0 0 1.09042384540814 0 © 1.09042384540814 0 1.09042384540814
¢] 6] a00 4096 1536 1536 0O 40 0 0 1.07186744434443 0 0 1.07186744434443 0 1.07186744434443
0 ¢] eoo0 4608 1536 1536 0O 48 0 0 1.05962877694936 0 0 1.05962877694936 0 1.05962877694936
<] ¢] eoeae0 5120 1536 1536 © 56 @ @ 1.05095125807945 © 0 1.05095125807945 0 1.05095125807945
0 6] g060 5632 1536 1536 © 64 0 0 1.04447817858239 0 0 1.04447817858239 0 1.04447817858239
0 ¢] eoo0 6144 1536 1536 0O 72 0 8 1.03946427084155 0 0 1.03946427084155 0 1.03946427084155
<] o] eea0 6656 1536 1536 © 80 0 0 1.03546615947936 0 0 1.03546615947936 0 1.03546615947936
0 6] g060 7168 1536 1536 0O 88 0 0 1.03220356536241 0 0 1.03220356536241 0 1.03220356536241
0 o] go00 7680 1536 1536 0O 96 0 0 1.02949063163651 0 0 1.02949063163651 0 1.02949063163651
<] o] eea0 8192 1536 1536 © 104 © © 1.02719925233065 © © 1.82719925233065 © 1.82719925233065
<] ¢] eoe0 8704 1536 1536 © 112 © © 1.02523825918015 © © 1.02523825918015 0 1.02523825918015
0 o] go00 9216 1536 1536 0O 120 0 © 1.02354100412351 0 0 1.02354100412351 0 1.02354100412351
6] 0] go00 9728 1536 1536 O 128 0 © 1.02205763538622 0 0 1.02205763538622 0 1.02205763538622
<] ¢] eoe0 10240 1536 1536 0 136 © © 1.02075012010166 © © 1.02075012010166 © 1.02075012010166
¢] 6] a00 10752 1536 1536 0 144 0 © 1.01958893783686 0 0 1.01958893783686 0 1.01958893783686

Figura 5.2: Vista parcial da tabela de dados gerados no arquivo ADMBase: :metric.x.asc
produto da simulacao da rotina static_tov.par. As primeiras cinco colunas da esquerda
para a direita representam respectivamente a iteragao (it), o nivel de tempo (t1), nivel de
refinamento (rl), a componente (c) e o nivel de multigrid (m1). Logo, temos as iteragoes para
as coordenadas x,y e z (ix, iy, iz), o tempo (tempo), as coordenadas x, y, z e finalmente
os valores das componentes da métrica quando variamos a coordenada x.

escrita como

E = 4k f exOVigg; (5.8)
S;

onde dS; é o diferencial de drea na diregao i e k = 1/16w. Dado que nossa simulagao foi feita
sob um grid cibico de tamanho finito, o diferencial de integragao da equacao anterior pode
ser transformado em uma hipersuperficie ciibica de dimensoes g, 1y € 29, obtendo-se desta

maneira a energia gravitacional de uma estrela de néutrons

T—TQ Y—Yo Z—r20

E = 4k | lim / eX@948, + lim [ eX@%24S, + lim [ eX@%q8;] . (5.9)

As componentes do tensor (9% sgo expressoes exatas na simetria esférica, portanto no

limite em que a hipersuperficie ¢ muito grande, ditas tendem a

2(0)01 — _1 [ ai(gyygzz) ] (510)
4 LV —9tt9zaGyy Y=z | ’
2(0)02 — _1 ay(gmcgzz) ’ (511)
4 LV —9tt9zaGyy 9=z |
2(0)03 _ _l 8Z(gxa:gyy> ' (512>
LV —9tt9zaGyy 9=z |

Tendo em vista que e = \/—g onde g = G49229yy9-- ¢ 0 determinante do tensor métrico, e

devido ao fato que a equagao ([5.9) pode ser reescrita usando o teorema da divergéncia, temos

64



0 seguinte

- — lim {ax {M} 19, [M} Lo [M} } it (5.13)
V—=Vo V 9zxGyy 9=z V 9z29yy 9=z  GzaGyyYzz

onde o volume Vj é definido como Vi = zgyp20, € com a quantidade entre chaves conhecida
como Densidade de energia gravitacional €,. A expressao (9.13) pode ser calculada usando
os dados gerados pelo ET sempre que seja conhecida a variagao das componentes da métrica
em todo o espaco. Logo, devido que para gerar todos aqueles dados se requer de muito
tempo de simulagao, o ET somente calcula a variagao das componentes da métrica na origem
do espacgo. Desta maneira nosso trabalho foi calcular a densidade de energia gravitacional
de uma NS na origem. Ao definir as quantidades v = g,29yy9.. € 6 = /7,e considerando
que a métrica é diagonal, ou seja, g; = 1/¢", a densidade de energia gravitacional pode ser

reescrita como

= —k U Ot O9:(5a% 3
E = kvlgl‘l/o (0,0'6 + 0;0;(6¢7)] da?,
- _ ; 3
= kvlgr‘l/o €,dz”. (5.14)

onde €, = 9,00 + 9;0;(6g"). O célculo da densidade de energia gravitacional foi realizado
através de um cdédigo simples em linguagem python, onde as derivadas parciais foram re-
solvidas numericamente utilizando o método de Diferencas Finitas, mais especificamente o
método central com precisao de 8* ordem. Logo, na figura é apresentada a variagao
da densidade de energia €, ao longo de cada um dos eixos coordenados. Esta densidade
foi calculada para cada um dos eixos fazendo uso dos arquivos ADMBase: :metric.x.asc,
ADMBase: :metric.y.asc e ADMBase: :metric.z.asc, respectivamente. A semelhanca entre
os gréaficos é devida a simetria do problema. Consideremos a figura , nesta imagem é
possivel observar como para pontos com coordenada z entre 0 e ~ 10 M a densidade de ener-
gia se mantém negativa até chegar a zero. Portanto é possivel concluir que dita densidade de
energia ¢ utilizada no interior da estrela para evitar o colapso gravitacional, ja que ela cria
uma pressao o suficientemente grande que compensa a forca de gravidade garantindo desta
maneira o equilibrio hidrostatico da estrela. Por outro lado, para pontos com coordenada
x 2 10 M temos uma densidade de energia positiva que cai rapidamente a zero na medida que

estamos mais longe da estrela. Logo, dita densidade de energia poderia relaciona-se com a
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forca gravitacional que a estrela exerce sobre os outros corpos do espaco, deste modo quanto

maior a distancia da estrela de néutrons, menor vai ser sua forga gravitacional.

Finalmente, usando o arquivo de dados hydrobase::rho.maximum.asc, gerado na si-
mulagao, é possivel mostrar a evolugdo no tempo da densidade central da estrela (figura
(5.4])). Para os primeiros estagios da evolugao temos uma clara diminuigao no valor da den-
sidade maxima, onde este pico pode ser interpretado como o resultado da interpolacao da
solucao unidimensional de equilibrio sobre a solucao tridimensional da evolucao. Logo, o va-
lor maximo da densidade oscila ao longo do tempo, evidenciando uma tendéncia ascendente
e com uma diminui¢ao da amplitude em torno ao valor inicial. Mesmo que o modelo tenha
sido considerado em equilibrio, os erros ntimericos sugerem que a estrela nao esta exatamente
neste estado, portanto a estrela oscila. Logo, a energia de oscilagao é dissipada lentamente,
diminuindo a amplitude de oscilacao enquanto a estrela contrai seu volume, incrementando

desta maneira sua densidade central maxima.
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Figura 5.3: Variacao da densidade de energia gravitacional €, ao longo dos eixos (a) z, (b)
y y (c) z. Para valores das coordenadas menores que ~ 10M, temos densidade de energia
negativa, que pode ser responsavel pelo equilibrio hidrostatico da estrela. Para pontos com
coordenada maior que ~ 10M se observa um rapido decaimento da densidade de energia
gravitacional. 67
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Figura 5.4: Evolucao da densidade central de uma estrela TOV ao longo do tempo. Inici-
almente temos um pico produzido pela interpolagao da solugao de equilibrio na evolugao do
grid. A evolucao da densidade central é dominada pela interacao da superficie da estrela com
a atmosfera artificial [35].
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Capitulo 6

Conclusoes

No presente trabalho analisamos a fisica de uma estrela de néutrons desde o ponto de
vista da Gravidade Telaparalela e em conjunto com a ferramenta numérico-computacional
conhecida como Einstein Toolkit. Partindo do formalismo lagrangiano do Teleparalelismo
Equivalente a Relatividade Geral, foi possivel escrever uma expressao para a densidade de
energia gravitacional em termos da métrica g,, do espago-tempo em consideracao. Esta
métrica foi calculada usando a rotina static_tov.par pré-definida no ET, que resolve as
equacoes TOV no interior de uma estrela de néutrons completamente simétrica, estatica e
em equilibrio hidrostatico. Na figura mostramos a variacao da densidade de energia
gravitacional ao longo dos eixos coordenados. Para pontos como coordenada menor que
10M podemos ver como a densidade gravitacional tem valores negativos até alcancar o zero.
Nesta regiao é possivel concluir que dita densidade de energia contribui com o equilibrio
hidrotatico da estrela, criando uma pressao o suficientemente grande para compensar a forte
forca gravitacional e assim evitar seu colapso. Por outro lado, para pontos com coordenadas
maiores que ~ 10M se evidencia uma densidade de energia positiva que cai rapidamente a
zero na medida que estamos mais longe do centro da estrela. Desta maneira dita densidade
de energia poderia se relacionar com a forca gravitacional que a estrela exerce sobre outros
corpos celestes do espaco. E importante destacar que devido a oscilagao dos dados, os erros

nos resultados sao consideravelmente grandes.

Adicionalmente, fazendo uso de dados resultantes da simulacao também foi possivel mos-

trar a evolugao temporal da densidade central da estrela. Na figura (5.4]), se mostra que
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ao longo do tempo a densidade central oscila entorno a um valor maximo, evidenciando-se
uma tendéncia ascendente em conjunto com uma diminui¢ao da amplitude de oscilacao. Este
comportamento poderia dever-se que a estrela nao se encontra completamente em equilibrio,
em lugar disso ela estd oscilando. Portanto, na medida em que a energia de oscilacao é dis-

sipada, a estrela reage contraindo seu volume e desta maneira aumenta sua densidade central.

O presente trabalho mostra como resultados dois aspectos importantes: a importancia
do calculo da energia gravitacional de um corpo celeste, o qual nao é possivel ser feito no
formalismo da Relatividade Geral, além da implementacao de uma ferramenta computacio-
nal criada especialmente para auxiliar na resolucao de fenomenos astrofisicos como sistemas
binarios de buracos negros e estrelas de neutrons, formacao de ondas gravitacionais, sistemas
isolados de estrelas de nétrons e uma gama de fenomenos relativisticos. Para trabalhos subse-
quentes poderia considera-se a modificagao das condigoes iniciais do sistema, tratamento dos
campos magnéticos, equagoes de estado muito mais complexas, estudo das reacoes nucleares,

além da implementacao de thorns e rotinas de autoria propria.
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