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“All of physics is either impossible or trivial.
It is impossible until you understand it, and then it becomes trivial”.

Ernest Rutherford
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Resumo

O Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral, mostra-se como uma alternativa à
formulação métrica da Relatividade Geral, principalmente por permitir escrever, através de
seu formalismo Lagrangiano, expressões consistentes para a energia e o momento angular
gravitacionais. No presente trabalho foi calculada a densidade de energia gravitacional de
uma estrela de nêutrons fazendo uso do formalismo teleparalelo em conjunto com a ferramenta
numérico-computacional conhecida como Einstein Toolkit. Esta ferramenta fornece uma
rotina já pré-definida onde são utilizadas as equações TOV para simular as caracteŕısticas
das estrelas de nêutrons, e que adicionalmente implementa o método evolutivo 3+1 BSSN.
Finalmente, se mostra a variação da densidade de energia ao longo dos eixos, evidenciando
sua influência na dinâmica da estrela.
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Abstract

The teleparallel equivalent of general relativity shows itself as an alternative to the metric
formulation of general relativity, particularly for allowing through its Lagrangian formalism,
to write consistent expressions for gravitational energy and angular momentum. In this work
it was calculated the gravitational energy density of a neutron star making use of the telepa-
rallel formalism within the numeric computational infrastructure known as Einstein Toolkit.
This tool provides a preset routine in which the TOV equations are used to simulate the
neutron star features in addition to the implementation of the 3+1 BSSN evolution system.
Finally it was showed the energy density variation along the axes showing its influence on
the dynamics of the star.
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3.1 Propriedades básicas do Campo de Tétradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2 Formulação Lagrangiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na tentativa de formular uma teoria completamente covariante, capaz de descrever as

leis da f́ısica, incluindo a gravidade, em qualquer sistema de coordenadas e para qualquer

movimento relativo, Einstein estudou a similaridade entre referenciais inerciais e referenciais

imersos em um campo gravitacional, concluindo assim que a gravidade e a aceleração são

equivalentes. Usando o Prinćıpio de Equivalência como base, Einstein apresentou em 1915 a

extensão de sua teoria da Relatividade Especial a qual inclúıa os efeitos da gravidade e onde

as leis da f́ısica são válidas em todos os referencias inerciais. Esta nova teoria é conhecida

como a teoria da Relatividade Geral, onde trata-se a gravitação como uma consequência do

espaço-tempo, enquanto que a curvatura do espaço-tempo é uma consequência da presença

de matéria. No entanto, a curvatura do espaço-tempo afeta o movimento da matéria, a qual

reciprocamente determina as propriedades geométricas e a evolução do espaço [1].

O Teleparalelismo equivalente à Relatividade Geral (TEGR), é uma formulação geométrica

alternativa à teoria da Relatividade Geral de Einstein, onde os efeitos do campo gravitacional

são descritos em termos dos campos de tétradas. As primeiras tentativas para descrever o

campo gravitacional usando as tétradas são atribúıdas a Einstein no seu esforço para unir a

gravitação e o electromagnetismo [2]. Entretanto, usando esta aproximação ele não conse-

guiu encontrar uma descrição fiel e consistente das equações do campo eletromagnético. Esta

nova teoria é totalmente equivalente à Relatividade, dado que ambas teorias são derivadas

a partir de Lagrangianas, as quais diferem somente em uma divergência total, obtendo-se

assim as mesmas equações de campo. Logo, a principal vantagem do Teleparalelismo sobre
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a Relatividade de Einstein está na possibilidade de escrever expressões consistentes para a

energia, o momento e o momento angular [3].

A Relatividade Geral em conjunto com a mêcanica quântica, descreve o mundo como

nós o conhecemos em seu ńıvel mais fundamental. O problema é que há um conjunto muito

pequeno de soluções para as equações de Einstein, além disso, estas soluções são todas para

situações idealizadas. Uma forma de estudar situações mais realistas, como por exemplo um

par de buracos negros orbitando-se mutuamente, se faz necessário resolver numericamente

as equações de Einstein. Tradicionalmente, isto tem sido feito ou com cada pesquisador

partindo do zero ou herdando um trabalho anterior de algum outro pesquisador. Mas agora

existe um projeto que todos podem usar chamado Einstein Toolkit [4]. Este projeto começou

a partir do código Cactus, o qual é um ambiente de trabalho que consiste de um núcleo cen-

tral, chamado flesh, e um número de plugins conhecidos como thorns. O Cactus fornece um

ambiente de trabalho genérico em computação cient́ıfica para um grande número de campos.

O Einstein Toolkit é uma ramificação do Cactus somente com os thorns necessários para a

Relatividade Númerica.

Desde o ponto de vista dinâmico, tanto a Relatividade Geral de Einstein como a Gra-

vidade Teleparalela fazem as mesmas predições. Embora o TERG permite a definição de

quantidades de grande interesse f́ısico, como a energia e momento angular gravitacionais,

na Relatividade Geral ditas quantidades ainda estão em desenvolvimento. As estrelas de

nêutrons são os laboratórios apropriados para o estudo da f́ısica de matéria densa, dado que

elas contêm altas densidades de máteria fria do universo. Adicionalmente, as estrelas de

nêutrons são ótimas candidatas para testar a teoria da relatividade Geral. O objetivo deste

trabalho foi calcular a densidade de energia gravitacional de uma estrela de nêutrons através

do formalismo teleparalelo em conjunto com a ferramenta numérico-computacional conhecida

como Einstein Toolkit.

No caṕıtulo 2, será apresentada uma revisão da teoria da Relatividade Geral, partindo

desde a Relatividade Especial até chegar nos testes clássicos que comprovam dita teoria. A

seguir, no caṕıtulo 3 abordamos o formalismo do Teleparalelismo Equivalente à Relatividade
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Geral fazendo ênfase na formulação Lagrangiana. No caṕıtulo 4 fazemos uma introdução ao

Einstein Toolkit, seus principais componentes e se mostram alguns dos thorns mais utilizados

para simulações astrof́ısicas. Os resultados do presente trabalho são apresentados no caṕıtulo

5, enquanto que as conclusões encerram o trabalho.

Os ı́ndices de espaço-tempo µ, ν, . . . e os ı́ndices do grupo de Lorentz global SO(3,1)

a, b, . . . variam de 0 a 3. Logo, ı́ndices de espaço e tempo são indicados de acordo com

µ = 0, i, a = (0), (i). O campo e tétradas é denotado por ea µ, o tensor métrico do espaço-

tempo de Minlowski levanta e abaixa ı́ndices e é fixado por ηab = eaµebνg
µν= (-,+,+,+). O

determinante do campo de tétradas é indicado por e = det(ea µ). As unidades são fixadas

com a escolha G = c = 1, a menos que se diga o contrário.
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Caṕıtulo 2

Teoria da Relatividade Geral

2.1 Teoria da Relatividade Especial

Motivado pela teoria electromagnética de Maxwell e pela ausência de evidência para a

existência do éter, Albert Einstein formulou em 1905 a teoria da Relatividade Especial.

A condição de validade das equações de Maxwell em qualquer referencial inercial levava à

invariância da velocidade da luz, contradizendo-se assim à Relatividade Galileana.

Em sua teoria, Einstein enunciou dois postulados: o primeiro, conhecido como o Prinćıpio

da Relatividade, estabelece que as leis da f́ısica são iguais em qualquer referencial inercial,

em outras palavras, não existe referencial inercial privilegiado. O segundo postulado afirma

que a velocidade da luz é constante no vácuo e tem o mesmo valor c em todos os referenciais

inerciais [1].

O Prinćıpio da Relatividade de Einstein, supõe que as expressões matemáticas que des-

crevem qualquer fenômeno f́ısico devem possuir a mesma forma em todos os referenciais

inerciais, exigindo assim um novo conjunto de transformações para as grandezas f́ısicas, de

um referencial inercial para outro. Portanto, Einstein foi forçado a reavaliar as ideias de

espaço e tempo aceitas para a época, e através de uma serie de simples experimentos mentais

ele demonstrou que as limitações da mecânica Newtoniana radicavam no conceito de simul-

taneidade dos eventos. Desta forma, Einstein reobteve as transformao̧ões de Lorentz sob as

quais tanto as equações de Maxwell como as equações que descrevem as leis da mecânica são

covariantes.
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Para escrever a forma exata destas transformações, consideremos uma fonte de luz loca-

lizada no ponto x = y = z = 0, de um sistema de coordenadas O livre de campos gravitacio-

nais. No instante t = 0, a fonte é acesa emitindo luz em todas as direções, gerando-se assim

uma frente de ondas esféricas que se propagam com velocidade c e que no tempo t define a

superf́ıcie esférica

− c2t2 + x2 + y2 + z2 = 0. (2.1)

Na equação (2.1), as coordenadas espaciais e temporal entram de uma maneira simétrica,

portanto vamos adaptar nossas coordenadas a esta esfera de luz onde tomaremos o tempo

como a coordenada zero, x0 = ct. Mais precisamente

xµ = (ct, x, y, z), xµ = (−ct, x, y, z), com µ = 0, . . . , 3. (2.2)

As coordenadas xµ e xµ estão relacionadas através da métrica pseudo-euclidiana ηµβ da

forma

xµ = ηµβx
β, (2.3)

onde ηµβ é conhecida como métrica de Minkowski e é dada por

ηµβ =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (2.4)

Consideremos agora outro sistema de coordenadas O′, também livre da ação de campos

gravitacionais e relacionado com o referencial O por uma transformação de Galileu

(ct′, x′, y′, z′) = (ct, x− vt, y, z). (2.5)

Se a velocidade da luz também for c neste referencial, uma esfera de luz no instante t

deveria descrever uma esfera com a forma

(x− vt)2 + y2 + z2 − c2t2 = 0. (2.6)
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As equações (2.1) e (2.6) obviamente são diferentes, mas como a mesma esfera não pode

estar em dois locais diferentes, conclúımos que as transformações de Galileu não são com-

pat́ıveis com o prinćıpio de constância da luz. Então, vamos a requerer que as novas trans-

formações deixem invariante à esfera de luz (2.1) de modo que a esfera seja a mesma nos dois

referenciais. Como no caso da mecânica clássica, devemos ter transformações lineares, onde

se satisfaça a condição [5]

xµ
′
xµ′ = Λµ′

αΛµ′
βxαxβ = xβxβ, (2.7)

onde, para todos os xα somente é posśıvel se

Λµ′
αΛµ′

β = δβ α, com α, β, µ′ = 0, . . . , 3. (2.8)

Nas equações (2.7) e (2.8) introduzimos a conhecida notação de Einstein, onde ı́ndices

covariantes e ı́ndices contravariantes iguais em qualquer termo, indicam soma sob ditos ı́ndices

desde 0 até 3.

Se consideramos agora que o referencial O′ se move ao longo do eixo x com velocidade

v medida por O, onde dizemos que este movimento é um boots na direção x [6], as trans-

formações de Lorentz que descrevem as transformações entre os dois sistemas são

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

, x′ =
x− vt√
1− v2/c2

, y′ = y, z′ = z. (2.9)

Do conjunto de equações (2.9) temos algumas consequências interessantes nas medições

de tempo e comprimento. A primeira consequência, conhecida como Contração de Lorentz,

está relacionada com o comprimento de um corpo o qual é medido para ser máximo quando

se encontra em repouso com relação a um observador. Porém, quando o corpo se move

com uma velocidade v, dito comprimento é diminúıdo na direção do movimento pelo fator√
1− v2/c2, enquanto suas dimenções perpendiculares não são afetadas. Por outro lado,

a segunda consequência trata de um relógio em movimento onde o tempo transcorre mais

devagar do que em um relógio em repouso, ou ainda, em qualquer relógio o tempo corre à

velocidade máxima desde o ponto de vista do observador em repouso. A este fenômeno dá-se

o nome de Dilatação Temporal. Finalmente, temos como terceira consequência a inexistência
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de Simultaneidade. Dois eventos simultâneos, em um dado referencial inercial, acontecem no

mesmo instante de tempo, no entanto, a transformação temporal de Lorentz sugere que em

qualquer outro referencial inercial estes eventos podem não ser simultâneos. Em outras pa-

lavras, podemos dizer que dois relógios sincronizados em um dado referencial inercial podem

não estar sincronizados em outros referencias inerciais.

As transformações de Lorentz mostram que o tempo deve ser tratado como uma coor-

denada ordinária, permitindo-nos imaginar a fusão do espaço e do tempo em uma única

entidade conhecida como espaço-tempo. Este conceito foi incorporado na Relatividade Es-

pecial usando o espaço-tempo de Minkowski, ou simplesmente espaço de Minkowski. Para

estudar as propriedades métricas do espaço de Minkowski consideremos dois eventos separa-

dos infinitesimalmente um de outro em um referencial O, logo o intervalo entre eles é dado

pela expressão

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = ηµβdx
µdxβ, (2.10)

onde ηµβ está dada pela equação (2.4). Note-se que a quantidade ds2 é invariante sob qual-

quer transformação de Lorentz do tipo xν
′
= Λν′

αx
α, dado que xνxν é invariante. Por outro

lado, como o elemento de linha ds2 é uma propriedade somente dos dois eventos e não do

observador, podemos fazer a seguinte classificação da relação entre os eventos. Se ds2 é po-

sitivo dizemos que os eventos estão separados por uma linha tipo espaço. Se ds2 é negativo,

os eventos são separados por uma linha tipo tempo. Finalmente, se ds2 = 0, ditos eventos se

encontram separados tipo luz.

Eventos tipo luz separados de um evento particular A, formam um cone cujo ápice é o

mesmo evento A, e que é conhecido como cone de luz . Por outro lado, todos os eventos que

se localizam dentro do cone estão separados tipo tempo de A, assim como todos os eventos

que se acham fora do cone estão separados tipo espaço. Logo, todos os eventos dentro do

cone podem ser alcançados desde o evento A por um objeto f́ısico, enquanto os que estão

fora nunca serão alcançados. Por esta razão, os eventos que se localizam dentro do “futuro”

do cone são chamados de futuro absoluto do evento A, ao mesmo tempo que aqueles que se

encontram no “passado” são conhecidos como passado absoluto, e aqueles que estão fora são

chamados de outro lugar. Na figura (2.1) se ilustram as diferentes regiões do espaço-tempo.
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Figura 2.1: Cone de luz de um evento A e as diferentes regiões do espaço-tempo deste
evento [7].

Na Relatividade Especial, as linhas mundo de duas part́ıculas livres que começam para-

lelas uma da outra, permanecem nesse estado de movimento sem importar quão longe elas

vão. Em outras palavras, o espaço de Minkowski é um espaço plano que obedece ao axioma

do paralelismo de Euclides. No entanto, o espaço-tempo não é um espaço Euclidiano, dado

que sua métrica é diferente. Se consideramos agora um referencial na presença de um campo

gravitacional não uniforme, as linhas mundo de duas part́ıculas geralmente não permanecem

paralelas. Logo, o novo espaço-tempo gravitacional não é um espaço plano.

Na tentativa de formular uma teoria completamente covariante, capaz de descrever as

leis da f́ısica, incluindo a gravidade, em qualquer sistema de coordenadas e para qualquer

movimento relativo, Einstein estudou a similaridade entre referenciais inerciais acelerados e

referenciais imersos em um campo gravitacional, concluindo assim que a gravidade e a ace-

leração são equivalentes. Partindo desta descoberta, Einstein formulou o conhecido Prinćıpio

da Equivalência entre gravidade e aceleração [7], o qual postula que qualquer experimento

f́ısico local que não implique gravidade vai ter o mesmo resultado se o executamos já seja
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em um sistema inercial em queda livre ou no espaço-tempo plano da Relatividade Especial.

Como consequência direta do Pŕıncipio de Equivalência temos que em um referencial inercial

local, todas as leis da f́ısica conservam a forma da Relatividade especial, exceto a gravidade,

a qual simplesmente desaparece.

Usando o Prinćıpio de Equivalência como base, Einstein apresentou em 1915 a extensão

de sua teoria da Relatividade Especial a qual inclúıa os efeitos da gravidade e onde as leis da

f́ısica são válidas em todos os referencias inerciais. Esta nova teoria é conhecida como a teoria

da Relatividade Geral, onde trata-se a gravitação como uma consequência do espaço-tempo,

enquanto que a curvatura do espaço-tempo é uma consequência da presença de matéria. No

entanto, a curvatura do espaço-tempo afeta o movimento da matéria, a qual reciprocamente

determina as propriedades geométricas e a evolução do espaço.

Para descrever rigorosamente a curvatura do espaço-tempo precisamos de ferramentas

matemáticas contidas na geometria diferencial, mais especificamente das Variedades Rie-

mannianas, as quais são espaços-tempo localmente planos e onde o elemento de linha (2.10)

está bem definido e pode ser escrito da forma

ds2 = gµνdx
µdxν (2.11)

onde gµν representa a métrica do espaço curvo e é uma função das coordenadas xµ. É

importante destacar que em um espaço-tempo curvo não é posśıvel definir um referencial de

Lorentz global para o qual temos gαβ = ηαβ.

2.2 Geometria Riemanniana

Na teoria da Relatividade Geral estamos interessados em um tipo especial de variedade

diferencial conhecida como variedade Riemanniana, onde a distância ou métrica, estão bem

definidas. Logo, esta variedade diferenciável é uma coleção amorfa de pontos, conhecidos

como eventos do espaço-tempo. Localmente, estes pontos são ordenados como pontos em

um espaço Euclidiano. Ao especificar o conceito de distância, introduzimos a métrica gµβ a

qual contém toda a informação de como é a geometria do espaço e como a distância entre os
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pontos é medida.

Consideremos agora, uma curva γ em nossa variedade. A curva é parametrizada por λ

e é descrita em um sistema de coordenadas arbitrário pelas relações xα(λ) . Ao calcular a

razão a qual varia a função escalar f(xα) ao longo desta curva obtemos

df

dλ
=

∂f

∂xα
dxα

dλ
= f,αu

α. (2.12)

com f,α = ∂f/∂xα e uα = dxα/dλ. Logo, ao fazer uma transformação de coordenadas da

forma xα −→ xα
′

temos que a quantidade df/dλ é uma invariante, dado que

f,α′uα
′
= f,αu

α, (2.13)

onde f,α′ = (∂xα/∂xα
′
)f,α e uα

′
= (∂xα

′
/∂xα)uα. Qualquer objeto Aα que transforme como

uα, em uma transformação de coordenadas

Aα
′
=
∂xα

′

∂xα
Aα, (2.14)

será conhecido como vetor. Analogamente, qualquer objeto Aα que em uma transformação

de coordenadas transforme como f,α

Aα′ =
∂xα

∂xα′Aα, (2.15)

será denominado de co-vetor ou vetor dual. O fato de vetores e co-vetores se transformarem

inversamente sob a mesmas transformações de coordenadas garante que a contração AαAα

seja uma invariante. Se generalizamos as definições (2.14) e (2.15) para o caso de um tensor

Tα...β γ...δ do tipo
(

m

n

)
, obtemos a seguinte expressão

Tα
′...β′

γ′...δ′ =
∂xα

′

∂xα
. . .

∂xβ
′

∂xβ
∂xγ

∂xγ′
. . .

∂xδ

∂xδ′
Tα...β γ...δ. (2.16)

Como a Relatividade Geral é uma teoria covariante devemos construir quantidades que

representem as taxas de variação, onde ditas quantidades devem estar definidas em qualquer

sistema de coordenadas. Em outras palavras, precisamos definir a derivada, a qual deve ser
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covariante sob uma transformação de coordenadas geral. Para construir o operador derivada,

primeiro consideremos a derivada de uma função escalar qualquer φ definida na variedade

Riemanniana. Esta derivada parcial é φ,ν ≡ ∂φ/∂xν , a qual transforma como um co-vetor

φ′,ν ≡
∂φ(x)

∂x′ν
=
∂xµ

∂x′ν
∂φ(x)

∂xµ
≡ ∂xµ

∂x′ν
φ,µ. (2.17)

Por outro lado, se calculamos a derivada parcial de um vetor qualquer Aα
′
, obtemos a

seguinte expressão

Aα
′
,β′ =

∂

∂xβ′

(
∂xα

′

∂xα
Aα
)

=
∂xβ

∂xβ′

∂xα
′

∂xα
Aα ,β +

∂2xα
′

∂xβ∂xα
∂xβ

∂xβ′A
α, (2.18)

onde Aα
′

não é uma transformação tensorial. A existência do segundo termo na equação

(2.18) é a razão pela qual o vetor Aα
′

não transforma como um tensor. A raiz do problema

está no cálculo da derivada a qual envolve a subtração de dois vetores em pontos muito

próximos, onde cada um dos vetores em geral obedece uma lei de transformação diferente.

Para dar solução a este problema devemos transportar um dos vetores ao ponto mais próximo,

de forma tal que a subtração seja feita no mesmo ponto da variedade. Este procedimento

é conhecido como Transporte Paralelo, onde as componentes do vetor são transportadas ao

longo de uma curva na variedade mantendo constante o ângulo entre os vetores.

Imaginemos que temos um ponto com coordenadas xµ e seu vizinho mais próximo tem

coordenadas xµ + dxµ. Agora, consideremos o transporte paralelo das componentes do vetor

Aα desde xµ + dxµ até xµ. A derivada do vetor Aα será

DAα = dAα + δAα, (2.19)

onde dAα é a derivada comum nos pontos xµ + dxµ e xµ. Logo, a variação δAα contém a

regra do transporte paralelo e deve ser uma função linear das componentes originais, Aα, e

do deslocamento dxµ, de modo que podemos escrever

δAα = Γα γµA
γdxµ, (2.20)

onde Γγ αµ são chamados de Coeficientes de Conexão, e descrevem como os vetores base em
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diferentes pontos da variedade mudam quando um deles se movimenta ao longo da mesma,

∂~eα
∂xβ

= Γµ αβ~eµ. (2.21)

Assim, a derivada covariante de um vetor é igual a

∇βA
α = Aα ;β ≡ Aα ,β + Γα µβA

µ. (2.22)

O primeiro termo na equação (2.22) manifesta a variação das componentes do campo

vetorial em uma base dada, enquanto que o segundo nos diz a variação devida à mudança

dos vetores base ao longo do transporte paralelo. O mesmo procedimento pode der feito para

um co-vetor Aα, obtendo-se a seguinte expressão

∇βAα = Aα;β ≡ Aα,β − Γµ αβAµ. (2.23)

O fato que Aα ;β seja um tensor permite-nos deduzir a lei de transformação da conexão

Γα γβ [8], a qual se escreve como

Γα
′
γ′β′ =

∂xα
′

∂xα
∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′
Γα γβ −

∂2xα
′

∂xβ∂xγ
∂xβ

∂xβ′

∂xγ

∂xγ′
, (2.24)

onde o segundo termo nesta lei de transformação revela a natureza não tensorial da conexão.

Logo, a diferença entre duas conexões transforma-se como um tensor. Por outro lado, a

derivada covariante pode ser estendida a outros tipos de tensor exigindo que o operador

obedeça à regra do produto no cálculo diferencial, a regra de Leibniz [1]. Por exemplo, se

calculamos a derivada covariante do tensor métrico gαβ temos

∇γgαβ = gαβ;γ = gαβ,γ − Γµ αγgµβ − Γµ βγgαµ = 0, (2.25)

onde gαβ;γ é identicamente igual a zero, satisfazendo assim o Prinćıpio de Equivalência de

Einstein. Logo, ao fazer uma permutação ćıclica nos ı́ndices da equação (2.25) e assumindo

que Γα βγ = Γα γβ, temos que

gαβ,γ + gαγ,β − gγβ,α − 2Γµ βγgαµ = 0, (2.26)
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de onde podemos claramente escrever a conexão em termos do tensor métrico

Γµ βγ =
1

2
gµα(gαβ,γ + gαγ,β − gγβ,α). (2.27)

com gαβ,γ = ∂gαβ/∂x
γ. As conexões determinadas pela equação (2.27) são conhecidos como

Śımbolos de Christoffel.

Quando queremos medir a curvatura de uma superf́ıcie esférica precisamos somente do raio

a da esfera. No entanto, no caso do espaço-tempo a curvatura pode ser descrita pelo tensor

Rα
µνβ conhecido como Tensor de Riemann, o qual depende da métrica e suas derivadas. Para

descobrir a expressão matemática deste novo tensor consideremos duas part́ıculas de prova,

identificadas como 1 e 2, movimentando-se ao longo de suas geodésicas. Logo, denotando

como ξµ(τ) a separação infinitesimal entre as part́ıculas no tempo próprio τ temos que

xµ2(τ) = xµ1(τ) + ξµ(τ), (2.28)

onde a linha mundo de cada part́ıcula é descrita pela equação geodésica

d2xµ

dτ 2
+ Γµ αβ(x)

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (2.29)

Ao combinar as equações geodésicas para cada uma das part́ıculas e considerando a ex-

pansão em Taylor dos Śımbolos de Christoffel, Γµ αβ(x2) = Γµ αβ(x1 + ξ) = Γµ αβ(x1) +

Γµ αβ,γξ
γ, obtemos a equação para a aceleração de ξµ

d2ξµ

dτ 2
+ Γµ αβv

αdξ
β

dτ
+ Γµ αβv

β dξ
α

dτ
+ Γµ αβ,γξ

γvαvβ = 0, (2.30)

onde usamos vα = dxα/dτ . A equação (2.30) não é uma equação tensorial devido que os

Śımbolos de Christoffel não transformam como um tensor. Logo, para achar a solução da

equação anterior, primeiro devemos calcular a derivada covariante de ξµ ao longo da curva

geodésica, a qual tem a forma

Dξµ

Dτ
=
dξµ

dτ
+ Γµ αβξ

αdx
β

dτ
. (2.31)
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Derivando de novo covariantemente ao londo da geodésica a expressão anterior tendo em

consideração a regra do produto para a diferenciação

d

dτ
(Γµ αβξ

αvβ) = Γµ αβ,γ
dxγ

dτ
ξαvβ + Γµ αβ

dξα

dτ
vβ + Γµ αβξ

αdv
β

dτ
. (2.32)

Finalmente, obtemos
D2ξµ

Dτ 2
= Rµ

αβγv
αvβξγ, (2.33)

onde

Rµ
αβγ = Γσ αγΓ

µ
σβ − Γσ αβΓµ σγ + Γµ αγ,β − Γµ αβ,γ, (2.34)

é conhecido como Tensor de Riemann. Se derivamos parcialmente em relação a xλ a equação

anterior e avaliamos o resultado em um ponto P de um referencial localmente inercial, obte-

mos

Rαβµν,λ =
1

2
(gαν,βµλ − gαµ,βνλ + gβµ,ανλ − gβν,αµλ), (2.35)

onde usamos o fato que no ponto P os Śımbolos de Christoffel Γµ αβ são nulos, mas sua

derivada não. Logo, considerando que o tensor métrico gαβ é simétrico e que suas derivadas

parciais comutam, podemos escrever a conhecida Identidade de Bianchi,

Rαβµν;λ +Rαβλµ;ν +Rαβνλ;µ = 0. (2.36)

O tensor Rαβµν é antissimétrico no primeiro e segundo par de ı́ndices, e é simétrico no

intercambio entre os dois pares. Fazendo a contração Rαβ = Rµ
αµβ = Rβα, podemos definir

o Escalar de Ricci

R = gµνRµν = gµνgαβRαµβν . (2.37)

Finalmente, partindo da equação (2.37) podemos construir o tensor simétrico Gαβ

Gαβ = Rαβ − 1

2
gαβR, (2.38)

conhecido como Tensor de Einstein e descreve a curvatura do espaço-tempo nas equações

de campo da Relatividade Geral. Este tensor constrúıdo a partir do tensor de Riemann e a

métrica, satisfaz a condição

∇βG
αβ = Gαβ

;β = 0. (2.39)
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Se segue imediatamente que as Equações de Einstein são iguais a

Tαβ ;β = Gαβ
;β = 0, (2.40)

onde as soluções da equação anterior devem ser

Gαβ = κTαβ, (2.41)

onde a constante κ = 8πG/c4 foi calculada exigindo que devemos recuperar as leis de gra-

vidade newtoniana e da dinâmica no limite de campo gravitacional fraco e movimento não

relativ́ıstico. Logo, Tαβ representa o tensor de Energia-Momento, o qual é a fonte da curva-

tura do espaço-tempo. A equação (2.40) representa as leis locais de conservação de energia

e momento, garantindo que as perdas de energia e momento de uma região está compensada

pelo fluxo de energia e momento fora de dita região.

2.3 Equações de Einstein pelo Prinćıpio Variacional

Todas as equações fundamentais da f́ısica, incluindo as equações de Einstein, podem ser

obtidas a partir do Prinćıpio Variacional. Logo, a condição que deve ser satisfeita para obter

as equações de campo é

δ

∫
Ld4x = 0, (2.42)

onde, obviamente temos uma quantidade invariante, que em nosso caso é escrita em termos

da métrica gµβ, a qual é uma variável dinâmica na Relatividade Geral. Logo, usando o fato

que o único escalar dependente da métrica é o escalar de Ricci R, podemos definir a densidade

de Lagrangiana como L =
√
−gR e escrever a ação como

SEH =

∫ √
−gRd4x. (2.43)

A equação anterior é conhecida como a ação de Einstein-Hilbert [9], dado que as equações

de Einstein foram também obtidas por David Hilbert, no ano de 1915, mas usando o prinćıpio

de mı́mina ação de Hamilton. Ao substituir a equação (2.43) na equação (2.42) e fazendo
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uso da expressão (2.37), obtemos

δSEH = δ

∫ √
−gRd4x

=

∫
d4x
√
−ggµβδRµβ +

∫
d4x
√
−gδgµβRµβ +

∫
d4xδ
√
−ggµβRµβ. (2.44)

A variação da ação (2.43) gerou 3 termos, os quais serão analisados por separado. Con-

sideremos o primeiro termo, onde a variação do tensor de Ricci pode ser escrita como

δRµβ = δΓγ µβ;γ − δΓγ µγ;β. (2.45)

Se substitúımos a equação (2.45) no primeiro termo da expressão (2.44) e lembrando que

a derivada covariante da métrica é zero, temos

∫
d4x
√
−ggµβδRµβ =

∫
d4x
√
−ggµβ(δΓγ µβ;γ − δΓγµγ;β)

=

∫ √
−g∇γJ

γ (2.46)

onde introduzimos o campo vetorial Jγ

Jγ = gµβδΓγ µβ − gµγδΓβ µβ. (2.47)

A integral anterior poder ser resolvida usando o teorema de Stokes, de onde conclúımos

que a contribução dos termos de superf́ıcie no infinito são nulos. Consequentemente, a integral

(2.46) fica ∫
d4x
√
−ggµβδRµβ = 0. (2.48)

Por outro lado, sabemos que a métrica satisfaz a condição gµβg
βα = δα µ, logo temos que

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµβδgµβ. (2.49)

16



Assim, a variação da ação de Einstein-Hilbert, torna-se

δSEH =

∫
d4x
√
−gRµβδg

µβ − 1

2

∫
d4xR

√
−ggµβδgµβ

=

∫
d4x
√
−g
[
Rµβ −

1

2
gµβR

]
δgµβ. (2.50)

Finalmente, usando a equação (2.42), obtemos as Equações de Einstein no vácuo, devido

que somente consideramos a parte geométrica da ação

Rµβ −
1

2
gµβR = 0. (2.51)

Para obter as equações de campo completas, vamos considerar que temos presente outro

campo além do campo gravitacional. Assim, a ação é escrita da forma

S =
1

16πG
SEH + SM , (2.52)

onde SM representa a ação da matéria. Seguindo a equação anterior temos finalmente as

Equações de Einstein completas

Rµβ −
1

2
gµβR =

8πG

c4
Tµβ, (2.53)

com Tµβ igual a

Tµβ = −2
1√
−g

δSM
δgµβ

. (2.54)

O tensor Tµβ, contém informação acerca da densidade de energia total medida por um

observador inercial arbitrário.

2.4 Testes clássicos da Relatividade Geral

Sendo a Relatividade de Einstein uma teoria que alterava radicalmente a maneira de ver o

universo, para ser aceita necessitava ser comprovada por medições de precisão que pudessem

discernir entre esta nova teoria e a gravitação de Newton. Foi assim que o mesmo Einstein

propôs três posśıveis testes para a Relatividade Geral: i) O aumento anômalo do periélio de

Mercúrio, ii) A deflexão dos raios de luz de estrelas que passam na vizinhança solar, e iii) O
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desvio para o vermelho da luz de origem gravitacional.

2.4.1 O desvio anômalo do periélio de Mercúrio

A precessão da órbita de Mercúrio não é peculiar, dado que todas as órbitas dos planetas

precessam. De fato, a teoria de Newton prediz estes efeitos, como sendo produzidos pela

força gravitacional entre os planetas. A questão é que as predições de Newton concordam

com as observações da pressesão das órbitas de quase todos os planetas, exceto a de Mercúrio.

Urbain Jean Joseph Le Verrier tinha sido o primeiro a encontrar provas de uma anomalia

na órbita de Mercúrio e também o primeiro em tentar explicar esse efeito. Em setembro de

1859 submeteu à Academia de Ciências de Paris o texto de uma carta a Hervé Faye na qual

registrou o que descobriu: o periélio de Mercúrio avança 38”/século devido a alguma ação até

então desconhecida [10]. Nessa carta, Le Verrier observava ainda que o único modo de expli-

car o efeito em termos de corpos conhecidos consistiria em aumentar a massa de Vénus em

pelo menos 10%, modificação inadmisśıvel. Embora duvidasse fortemente, também sugeriu

a possibilidade, da existência de um planeta interior a Mercúrio não observado até o momento.

Vista desde a terra, a precessão da órbita de Mercúrio foi medida em 5600”/século. As

equações de Newton, considerando os efeitos dos outros planetas, assim como o fato que a

terra não é um referencial inercial, prevê uma precessão de 5557”/século. No entanto, o

formalismo Newtoniano não explicava esta discrepância. Em contraste, Einstein foi capaz

de predizer, usando o método da aproximação e suas equações de campo, que a órbita de

Mercúrio apresenta una precessão extra de 43”/século, marcando assim o ińıcio da mecânica

celeste pós-Newtoniana.

2.4.2 A deflexão dos raios de luz de estrelas que passam na vizi-

nhança solar

Einstein também planteou a ideia de que a luz de uma estrela ao passar próxima de um

corpo massivo, neste caso o sol, terá sua trajetória alterada, trazendo como consequência que

dita luz quando chega à terra teria uma origem aparentemente diferente.

18



Este fenômeno foi estudado pela primeira vez no ano de 1919 em duas expedições inglesas,

uma a Sobral no Brasil chefiada por Andrew Crommelin do observatório de Greenwich, e ou-

tra à ilha do Pŕıncipe chefiada por Arthur Eddington de Cambridge. O seu objetivo era medir

a deflexão da luz medida pela Relatividade Geral: 1.75” para um raio de luz tangente ao sol.

Eles compararam fotografias feitas das posições de um campo de estrelas, durante um eclipse

total do sol, com fotografias do mesmo campo sem a presença do sol. Durante o eclipse, a

luz das estrelas observadas era vista apenas após passar por uma zona onde os efeitos gravi-

tacionais do sol são muito fortes. Enquanto que a outra observação das mesmas estrelas foi

feita quando os efeitos gravitacionais do sol sobre a luz destas são despreźıveis. Depois de

fazer essas comparações, Eddington e Crommelin concluirão que as estrelas apresentam um

deslocamento angular causado obviamente pelos efeitos gravitacionais, satisfazendo-se assim

as predições feitas pela Relatividade Geral.

Uma das aplicações mais interessantes desta predição é a observação do fenômeno co-

nhecido como lentes gravitacionais, onde a luz proveniente de objetos muito distantes, como

gálaxias, a qual está espalhada ao invés de concentrada em um único ponto do céu, sofre dife-

rentes desvios ao passar pelo campo gravitacional de um objeto muito massivo. O resultado

disso, será a formação de um arco, ou até mesmo um anel, em torno do objeto massivo.

2.4.3 O desvio para o vermelho da luz de origem gravitacional

De acordo com o Prinćıpio de Equivalência da Relatividade Geral, qualquer desvio de

frequência proveniente da aceleração de uma fonte radiante, também pode ser produzido por

um campo gravitacional espećıfico. Logo, se um fóton de frequência ν0 é emitido radialmente

para fora desde a superf́ıcie de uma massa gravitacional M, sua energia medida desde uma

distância d do corpo será observada como sendo menor, ou desviada ao vermelho.

Em 1959, Pound e Rebka efetuaram pela primeria vez uma experiência baseada neste

efeito. Utilizando o efeito Moussbauer, descoberto em 1958, foram capazes de medir a va-

riação da frequência para o trajeto vertical de 22,5 metros da torre do Jefferson Laboratory

da Universidade de Harvard. O resultado obtido é compat́ıvel com a previsão da Relatividade

de Einstein [11].
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Finalmente, pouco tempo depois de Einstein publicar suas equações de campo da Relati-

vidade Geral, Karl Schwarzschild achou sem muita dificuldade a solução das equações para

o caso da geometria do espaço-tempo de uma distribução de matéria esférica, de massa M e

completamente estacionaria. Logo, considerando que o espaço exterior da distribução é va-

zio, Schwarzschild obteve a equação (2.51), onde o tensor energia momento é nulo, reduzindo

assim o problema para calcular a métrica gµβ apropriada para o sistema. Desta forma, ele

encontrou que o elemento de linha da métrica tem a forma

ds2 = −
(

1− 2GM

rc2

)
c2dt2 +

dr2

1− 2GM
rc2

+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2. (2.55)

Na equação anterior, é posśıvel observar que existe uma singularidade quando o denomi-

nador do segundo termo é igual a zero, o qual ocorre quando o raio r associado com o corpo

de massa M é igual a rs = 2GM/c2. O raio rs é conhecido como Raio de Schwarzschild ou

Horizonte de Eventos, dado que os eventos que ocorrem dentro dele não podem propagar

sinais de luz para o exterior. Logo, qualquer corpo o suficientemente pequeno para existir

dentro de seu próprio horizonte de eventos, está isolado do resto do universo, sendo sua única

manifestação de existência o seu forte potencial gravitacional. Nos anos 60, o termo Buraco

Negro começou a ser usado para identificar potencias gravitacionais como estes.

Adicionalmente, a métrica de Schwarzschild também pode ser usada para derivar com

exatidão tanto o avanço do pericentro da órbita do planeta Mercúrio, assim como a deflexão

gravitacional da luz, comprovando novamente a validade da teoria da Relatividade de Eins-

tein. Isto é posśıvel devido ao Teorema de Birkhoff, o qual estabelece que qualquer solução

esfericamente simétrica das equaçẽes de campo de Einstein no vácuo devem ser estática e

plana assintoticamente. Logo, a solução exterior é esta definida pela métrica de Schwarzs-

child, equação (2.55).
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Caṕıtulo 3

Teleparalelismo Equivalente à

Relatividade Geral

O Teleparalelismo equivalente à Relatividade Geral (TEGR), é uma formulação geométrica

alternativa à teoria da Relatividade Geral de Einstein, onde os efeitos do campo gravitacional

são descritos em termos dos campos de tétradas ea µ, os quais estão definidos no espaço-tempo

de Weitzenböck, também conhecido como espaço-tempo de Cartan. Logo, dado um conjunto

de tétradas, é posśıvel construir tanto o tensor métrico gµν como os śımbolos de Christoffel

0Γλµν , ambos definidos em termos de conexões definidas neste novo espaço-tempo [12].

As primeiras tentativas para descrever o campo gravitacional usando as tétradas são

atribúıdas a Einstein no seu esforço para unir a gravitação e o eletromagnetismo [2]. Em

1929, Einstein percebeu que as equações de campo obtidas a partir de uma densidade de

Lagrangiana do tipo L = e(AI1 + BI2 + CI3), com A = 1/4, B = 1/2, C = −1 e I1, I2, I3

escritos em termos do tensor de torção, são simétricas nos dois ı́ndices livres do espaço-tempo,

e que a teoria linearizada resultante descreve o campo gravitacional. Entretanto, usando esta

aproximação ele não conseguiu encontrar uma descrição fiel e consistente das equações do

campo eletromagnético.

Posteriormente, Møller [13] usando a ideia original de Einstein, encontrou uma quantidade

tensorial capaz de descrever a densidade de energia-momento gravitacional, onde dito tensor é

invariante sob transformações gerais de coordenadas, mas não é invariante sob transformações
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locais de Lorentz. Logo, baseando-se no trabalho de Møller, Pelegrini e Plebanski [14] calcu-

laram a formulação Lagrangiana da teoria da gravidade teleparalela em termos dos campos

de tétradas.

No ano de 1967, Cho comprovou que a densidade de Lagrangiana do teleparalelismo é

invariante sob tranformações locais de Lorentz e que é equivalente à densidade de lagrangiana

de Einstein-Hilbert da teoria da Relatividade Geral [15]. Em 1979, Hayashi e Shirafuji [16]

investigaram em detalhe uma classe geral de teorias da gravidade. Essa nova teoria co-

nhecida como “Nova Relatividade Geral”, representava uma forma de adicionar torção à

teoria da Relatividade de Einstein. Adicionalmente, eles conclúıram que para certas con-

figurações da escolha dos parâmetros constantes, a densidade de Lagrangiana se reduz ao

escalar de Curvatura eR da geometria Riemanniana. No mesmo peŕıodo de tempo, Hehl [17]

e Nitsch [18] estudaram a classe geral de teorias da gravidade no contexto da geometria de

Riemann-Cartan. Essas são teorias escritas em termos de campos de tétradas e conexões

independentes, e que incluem as teorias de teleparalelismo como um caso especial onde uma

de ditas teorias é equivalente à Relatividade Geral.

A partir desse momento, múltiplas contribuções foram feitas à teoria, gerando finalmente o

que hoje é conhecida como Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral, ou simplesmente

como Gravidade Teleparalela. Entretanto, o estudo de novos aspectos assim como novos

descobrimentos, ainda tem que ser feitos nesta teoria.

3.1 Propriedades básicas do Campo de Tétradas

Um campo de tétradas é um conjunto de vetores linearmente independentes que obedecem

uma relação de ortogonalidade. Esses vetores são usados para construir uma base capaz

de descrever um espaço-tempo. A carateŕıstica mais importante das tétradas é que, na

descrição do espaço-tempo em termos destes campos, o Prinćıpio da Equivalência surge de

maneira natural. Isto é devido ao fato de que os campos de tétradas, os quais descrevem

ao mesmo tempo o espaço-tempo f́ısico e o espaço tangente, podem ser interpretados como

uma transformação de Lorentz entre os diferenciais dxµ do espaço-tempo f́ısico e dqa do
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espaço-tempo tangente, através da comparação entre a métrica de Minkowski,

Λc
aΛ

d
bηcd = ηab, (3.1)

e a métrica do espaço-tempo f́ısico

ea µe
b
ηηab = gµη. (3.2)

onde Λa
b é a matriz de transformação de Lorentz. Logo, sempre é posśıvel escrever as

quantidades projetadas

ea = ea µdx
µ, dqa = ea µdx

µ, (3.3)

muito embora não possamos integrar dqa e escrever qa = qa(xµ).

Em um espaço-tempo f́ısico arbitrário, sempre há um espaço-tempo plano tangente em

cada ponto, onde o espaço f́ısico será designado pela letra grega µ = (0, 1, 2, 3) e o espaço

tangente será designado pelo ı́ndice do grupo SO(3, 1) local de Lorentz a = [(0), (1), (2), (3)].

Desta forma, o vetor e(0)
µ(x) é do tipo tempo e os vetores e(i)

µ(x) são vetores tipo espaço

com i = (1, 2, 3) [19]. Os campos de tétradas ea µ nos permitem fazer a projeção de uma

quantidade definida neste espaço-tempo no espaço-tempo tangente. Para isto, consideremos

um vetor definido no espaço-tempo V µ. Assim, a correspondente projeção no espaço-tempo

tangente é dada pela expressão

V a = ea µV
µ. (3.4)

De maneira similar, é posśıvel projetar um vetor definido no espaço-tempo tangente V a

no espaço-tempo f́ısico,

V µ = ea
µV a, (3.5)

usando o campo de tétradas inverso ea
µ. Logo, as quantidades cujas componentes possuem

ı́ndices do espaço-tempo f́ısico se comportam como tensores sob transformações de coorde-

nadas, enquanto aquelas quantidades cujas componentes possuem ı́ndices do espaço-tempo

tangente são tensores por transformações de Lorentz. Devido à existência de um campo de
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tétradas inverso, a relação de ortogonalidade entre as tétradas pode ser expressa como

gµν = eaµea
ν , ηab = eaµeb µ. (3.6)

Para construir um campo de tétradas em um espaço-tempo plano, onde obviamente

o espaço-tempo tangente será o própio espaço-tempo f́ısico, vamos considerar dois siste-

mas de coordenadas: o primeiro, qa = (t, x, y, z) no espaço-tempo tangente, e o segundo

xµ = (t, r, θ, φ) no espaço-tempo f́ısico. Dado que os dois sistemas estão relacionados pela

transformação de coordenadas dqa = ea µdx
µ, o campo de tétradas pode ser escrito como

ea µ =
∂qa

∂xµ
=


1 0 0 0

0 sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ

0 sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

0 cos θ −r sin θ 0

 . (3.7)

Quando o campo de tétradas está definido como o gradiente da função qa, equação (3.7),

as tétradas são conhecidas como Holonômicas, onde tanto xµ quanto qa descrevem os mesmos

pontos do espaço-tempo, como é de se esperar em uma transformação de coordenadas [20].

A mesma ideia pode ser usada para construir outras configurações de tétrada, por exemplo,

usando uma transformação de coordenadas que se relacionam através de um “boots” de Lo-

rentz.

No caso geral, o campo de tétradas não pode ser escrito na forma ∂µq
a, logo a tétrada

é conhecida como não-holônoma. Esta categoria de transformações satisfaz a propriedade

∂µe
a
ν − ∂νea µ 6= 0, resultando que para um espaço-tempo com torção, as tétradas obedecem

a condição de não-holonomicidade.

3.2 Formulação Lagrangiana

A descrição do campo gravitacional na teoria do TEGR não é única, dado que a formulação

Lagrangiana poder ser desenvolvida utilizando-se tanto uma simetria SO(3, 1) local [21–23]

quanto uma simetria do grupo SO(3, 1) global de Lorentz [3,24–26], sendo essas construções
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equivalentes quanto às equações obtidas.

No presente trabalho, exigiremos inicialmente que a teoria exiba invariância local de Lo-

rentz através da introdução de uma conexão ωµab do grupo SO(3, 1) local, para posteriormente

impor que essa conexão seja nula, e obter assim uma densidade de Lagrangiana invariante

por transformações globais de Lorentz. Partindo da densidade de Lagrangiana as equações

de campo podem ser obtidas.

Quando a conexão de spin é introduzida, a condição de Teleparalelismo exige que a

derivada covariante da tétrada seja nula, garantindo deste jeito que o campo de tétradas

constitua um conjunto de campos auto-paralelos, tendo-se que

∇µe
a
ν = ea ν;µ = 0,

∂µe
a
ν −0 Γλµνe

a
λ +0 ωµ

a
be
b
ν = 0, (3.8)

onde 0ωµ
a
b é a conexão de Levi-Civita, a qual é livre de torção e pode ser definida como

0ωµab = −1

2
ec µ(Ωabc − Ωbac − Ωcab), (3.9)

com Ωabc igual a

Ωabc = eaν(eb
µ∂µec

ν − ec µ∂µeb ν). (3.10)

Logo, na teoria do TEGR há uma identidade muito importante, a qual relaciona a conexão

de Levi-Civita 0ωµab, dada pela equação (3.9), como o tensor de Contorção Kµab da forma

0ωµab = −Kµab, (3.11)

onde Kµab é definido em termos do tensor de Torsão Tλµν = ea λTaµν ,

Kµab =
1

2
ea

λeb
ν(Tλµν + Tνλµ + Tµλν). (3.12)

A identidade (3.11), pode ser obtida por meio de cálculo direto ou através do seguinte

procedimento. Primeiro, consideremos uma variedade pseudo-Riemanianna dotada com um

campo de tétradas ea µ, e uma conexão SO(3, 1) arbitrária ωµab. Ditas quantidades definem
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tanto o tensor de torção como o tensor de curvatura [19], respectivamente, como

T a µν(e, ω) = ∂µe
a
ν − ∂νea µ + ωµ

a
be
b
ν − ων a beb µ, (3.13)

Ra
bµν(ω) = ∂µων

a
b − ∂νωµ a b + ωµ

a
cων

c
b − ων a cωµ c b. (3.14)

Logo, a equação que define Taµν(e, ω) pode ser resolvida para ωaµν . Deste jeito, fazendo

certas manipulações matemáticas e considerando a condição de antissimetria ωµab = −ωµba,

é posśıvel obter a identidade

ωµab =0 ωµab(e) +Kµab, (3.15)

onde a conexão ωµab é conhecida como Conexão de Spin e com Kµab definida da forma

Kµab =
1

2
ea

λeb
ν(Tλµν + Tνλµ + Tµλν). (3.16)

Devido que a conexão de spin não exerce influência na dinâmica dos campos de tétradas

no TEGR, podemos fazer ωµab igual a zero na equação (3.15), e obter desta maneira a iden-

tidade (3.11) onde Taµν se reduz a Taµν .

Sabemos que a derivada covariante de um campo de tétradas, equação (3.8), é identica-

mente zero e está escrita em termos dos śımbolos de Christoffel e a conexão de Levi-Civita.

Se multiplicamos todos os termos da expressão (3.8) por eaλ obtemos

eaλ∂µeaν =0 Γλ µν − eaλ(0ωµab)e
b
ν . (3.17)

Logo, ao considerar a identidade (3.11) a expressão anterior fica como

Γλ µν =0 Γλ µν + eaλKµabe
b
ν . (3.18)

onde Γλ µν = eaλ∂µeaν é conhecido como Conexão de Weitzenböck. Por outro lado, dado que

a teoria do TEGR é constrúıda em termos dos campos de tétradas e do tensor de torsão, é

posśıvel calcular o tensor de curvatura em termos da conexão de Levi-Civita 0ωµab

Rabµν(
0ω) = ∂µ

0ωνab − ∂ν 0ωµab +0 ωµac
0ων

c
b −0 ωνac

0ωµ
c
b. (3.19)
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Usando a equação (3.17) para substituir 0ωµab na equação anterior, obtemos uma expressão

do tensor de curvatura em termos dos campos de tétradas e dos śımbolos de Christoffel.

Agora, ao multiplicar essa nova expressão pela quantidade eeaµebν , onde e é o determinante

do campo de tétradas, obtemos o escalar de curvatura R,

eR(e) = eeaµebνRabµν(
0ω) (3.20)

eR(e) = eeaµebν{eb ρeaσRσ
ρµν(

0Γ) +0 Γσ νρ [eaσ(∂µeb
ρ) + eb

ρ(∂µeaσ)]

−(∂µeb
ρ)(∂νeaρ) + (∂νeb

ρ)(∂µeaρ)−0 Γσ µρ [eb
ρ(∂νeaσ) + eaσ(∂νeb

ρ)]

−ec ρeaσeb λ
[

0Γσ µρ(∂νe
c
λ)−0 Γσ νρ(∂µe

c
λ)
]

−eb λ
[

0Γρ νλ(∂µeaρ)−0 Γρ µλ(∂νeaρ)
]

+ec
ρeb

λ [(∂νeaρ)(∂νe
c
λ)− (∂µeaρ)(∂µe

c
λ)]}. (3.21)

Fazendo as contrações dos ı́ndices e usando o fato que a métrica satisfaz a condição de

gνρ = ebνeb
ρ, enquanto as tétradas satisfazem a condição de δµσ = eaµeaσ, a equação anterior

pode ser reescrita como

eR(e) = eR(0Γ)− eeaµebν(∂µeb ρ)(∂νeaρ) + eeaµebν(∂νeb
ρ)(∂µeaρ)

+eeaµec
ρgνλ(∂µeaρ)(∂νe

c
λ)− eeaµec ρgνλ(∂νeaρ)(∂µec λ). (3.22)

Combinando o segundo e o quinto termo da equação anterior, podemos ver que ditos

termos se anulam entre si. Da mesma forma, ao combinar o terceiro e o quarto termo,

obtemos novamente zero. Logo, a expressão (3.22) fica da seguinte forma

R(e) = R(0Γ), (3.23)

a partir da qual é posśıvel concluir que o escalar de curvatura escrito em termos da Conexão

de Weitzenböck é identicamente zero, Rµναβ(Γ) = 0. Adicionalmente, da equação (3.23)

é posśıvel ver como sob certas condições a teoria do teleparalelismo converge na teoria da

Relatividade Geral de Einstein.

Por outro lado, usando a identidade (3.11) podemos escrever o escalar de curvatura (3.20)
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em termos do tensor de Torsão Taµν = ∂µeaν − ∂νeaν ,

eR(e) = −eeaµebν [∂µKνab − ∂νKµab +KµacKν
c
b −KνacKµ

c
b] . (3.24)

Ao substituir a expressão (3.16) na equação anterior e fazer algumas manipulações ma-

temáticas, obtemos

eR(e) = −1

2
∂µ
[
eeaµebν(Taνb + Tbaν + Tνab)

]
+

1

2
(Taνb + Tbaν + Tνab)∂µ(eeaµebν)

+
1

2
∂ν
[
eeaµebν(Taµb + Tbaµ + Tµab)

]
− 1

2
(Taµb + Tbaµ + Tµab)∂ν(ee

aµebν)

−1

4
eeaµebν(Taµc + Tcaµ + Tµac)(T

c
νb + Tb

c
ν + Tν

c
b)

+
1

4
eeaµebν(Taνc + Tcaν + Tνac)(T

c
µb + Tb

c
µ + Tµ

c
b). (3.25)

Logo, fazendo as respectivas contrações dos ı́ndices com as tétradas e utilizando as pro-

priedades de simetria e antissimetria do tensor de Torção, a expressão anterior pode ser

simplificada da forma

eR(e) = −1

4
eTabcT

abc − 1

2
eTabcT

bac + eT aTa + 2∂µ(eT µ)

+
1

2
(Taνb + Tbaν + Tνab)∂µ(eeaµebν)

−1

2
(Taµb + Tbaµ + Tµab)∂ν(ee

aµebν). (3.26)

Para resolver os termos que contêm derivada parcial da quantidade eeaµebν , primeiro

devemos considerar que dita quantidade pode ser chamada de tensor de Densidade φaµbν

com peso ω. Logo, ao calcular a derivada covariante desta densidade ao longo de uma

geodésica obtemos

φabµν ;ν = ∂νφ
abµν +0 Γµ λνφ

abλν +0 Γν λνφ
abµλ − ω 0Γλ λνφ

abµν = 0. (3.27)

Se usamos a equação (3.27) para escrever a derivada parcial ∂νφ
abµν em termos dos
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śımbolos de Christoffel, a expressão (3.26) pode ser reescrita como

eR(e) = −1

4
eTabcT

abc − 1

2
eTabcT

bac + eT aTa + 2∂µ(eT µ)

+
1

2
(Taνb + Tbaν + Tνab)∂µ(eeaµebν)

−1

2
(Taµb + Tbaµ + Tµab)(−0Γν λµφ

abµλ −0 Γµ λµφ
abλν + ω 0Γλ λµφ

abµν). (3.28)

onde T a = T b b
a. Ao fazer a mundança de ı́ndices µ ←→ ν e a ←→ b no quinto termo da

expressão anterior, e aplicando as propriedades de antissimetria, temos

+
1

2
(Taνb + Tbaν + Tνab)∂µ(eeaµebν) = −1

2
(Taνb + Tbaν + Tνab)∂µ(eebνeaµ). (3.29)

Desta maneira, se subtráımos o termo da expressão anterior ao último termo da equação

(3.28), obtemos explicitamente a derivada covariante mostrada na equação (3.27). Portanto,

a contribuição destes termos no escalar de curvatura eR(e) é nula. Finalmente, a expressão

(3.28) fica da forma

eR(e) = −e
(

1

4
TabcT

abc +
1

2
T abcTbac − T aTa

)
+ 2∂µ(eT µ). (3.30)

Por outro lado, como já conhecemos a forma exata do escalar de curvatura escrito em

termos do tensor de torção, podemos escrever a densidade de Lagrangiana L do TEGR. Para

isso, primeiro devemos introduzir o tensor Σabc definido em [27]

Σabc =
1

4
(T abc + T bac − T cab) +

1

2
(ηacT b − ηabT c). (3.31)

Com o tensor (3.31) podemos escrever a seguinte combinação quadrática

ΣabcTabc =
1

4
T abcTabc +

1

2
T abcTbac − T aTa. (3.32)

Logo, a equação (3.30) pode ser reescrita como

eR(e) = −eΣabcTabc + 2∂µ(eT µ). (3.33)

Para escrever a densidade de Lagrangiana podemos desprezar o termo ∂µ(eT µ), dado
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que ao construir a integral da ação para espaços-tempo assintoticamente planos, as integrais

de superf́ıcie que surgem da intregração por partes se anulam. Finalmente, a densidade de

Lagrangiana é dada pela expressão [19]

L(e) = −keΣabcTabc −
1

c
LM , (3.34)

onde LM representa a densidade de Lagrangiana do campo de matéria, e k = c3/16πG

ou k = 1/16π quando as unidades naturais são consideradas. O passo a seguir, uma vez

conhecida a densidade de Lagrangiana é obter as equações de campo a partir da variação

funcional da equação (3.34) em relação à tétrada eaµ,

δL(e) = 0,

= δ(−ekΣabcTabc)− δLM ,

= −k(δe)ΣabcTabc − ke(δΣabc)Tabc − ekΣabc(δTabc) + eT aµδeaµ, (3.35)

onde T aµ é definido por δLM = eT aµδeaµ. A variação em relação à tétrada gerou 4 termos,

os quais devem ser resolvidos separadamente. Consideremos o primeiro termo da equação

(3.35), onde δe = eedβδedβ, temos que

− k(δe)ΣabcTabc = −keedβΣabcTabcδedβ. (3.36)

Ao fazer a seguinte mudança de ı́ndices a→ b, b→ c, c→ d e dividindo pela quantidade

δeaµ, obtemos

−keedβΣbcdTbcd
δedβ
δeaµ

= −keedβΣbcdTbcdδd
aδβ

µ,

= −keeaµΣbcdTbcd. (3.37)

Agora, consideremos o segundo termo da equação (3.35), onde Σabc vem dado pela ex-
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pressão (3.31). Logo, temos que

−ke(δΣabc)Tabc = −keδ
[

1

4
(T abc + T bac − T cab) +

1

2
(ηacT b − ηabT c)

]
Tabc,

= −ke
[

1

4
(δT abc + δT bac − δT cab) +

1

2
(ηacδT b − ηabδT c)

]
Tabc,

= −ke
[

1

4
Tabc(δT

abc + δT bac − δT cab) +
1

2
Tabc(η

acδT b − ηabδT c)
]
. (3.38)

Fazendo algumas mudanças de ı́ndices e considerando as propriedades de antissimetria

do tensor de torção, a expressão anterior pode ser reescrita da forma

−ke
[

1

4
Tabc(δT

abc + δT bac − δT cab) +
1

2
Tabc(η

acδT b − ηabδT c)
]

= −keΣabc(δT
abc),

= −keΣabc(δTabc). (3.39)

Dado que a equação (3.39) é igual ao terceiro termo da expressão (3.35), estes podem ser

somados, obtendo-se o seguinte resultado

− 2keΣabc(δTabc). (3.40)

Logo, para encontrar uma solução para a equação anterior, devemos lembrar que o tensor

de torção pode ser escrito como Taµν = ∂µeaν − ∂νeaµ, com o qual é posśıvel fazer a seguinte

transformação,

Tabc = eb
µec

νTaµν . (3.41)

Ao substituir a expressão anterior, na equação (3.40), temos

−2keΣabc(δTabc) = −2keΣabcδ(eb
µec

νTaµν),

= −2keΣabc(δeb
µ)ec

νTaµν − 2keΣabceb
µ(δec

ν)Taµν

−2keΣabceb
µec

ν(∂µδeaν − ∂νδeaµ). (3.42)

Usando a expressão

δeb
µ = −eb βedµδedβ, (3.43)
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a equação (3.42) pode ser reescrita como

−2keΣabc(−eb βedµδedβ)ec
νTaµν − 2keΣabceb

µ(−ec βedνδedβ)Taµν

−2keΣabceb
µec

ν(∂µδeaν − ∂νδeaµ). (3.44)

Agora, consideremos a derivada

∂µ(eΣabceb
µec

νδeaν) = eΣaµν∂µ(δeaν) + δeaν∂µ(eΣaµν), (3.45)

a qual é nula na superf́ıcie de integração. Logo, a expressão anterior fica como

eΣaµν∂µ(δeaν) = −δeaν∂µ(eΣaµν). (3.46)

Substituindo a expressão anterior na equação (3.44), obtemos

2keΣabceb
βec

νedµTaµνδedβ + 2keΣabceb
µec

βedνTaµνδedβ

+2kδeaν∂µ(eΣaµν)− 2kδeaµ∂ν(eΣ
aµν). (3.47)

Fazendo primeiro a contração dos ı́ndices com as tétradas na equação anterior, e depois

a mudança µ→ λ e a→ b, temos

2keΣbβνedλ(δedβ)Tbλν + 2keΣbλβedν(δedβ)Tbλν

+2k(δebν)∂λ(eΣ
bλν)− 2k(δebλ)∂ν(eΣ

bλν). (3.48)

Se dividimos a equação (3.48) por δeaµ, e fazemos algumas manipulações matemáticas,

obtemos

− 4k[∂λ(eΣ
aµλ)− eΣbλµTbλ

a]. (3.49)

Finalmente, podemos escrever as equações de campo a partir da variação de L(e) [19]

0 = −keeaµΣbcdTbcd − 4k[∂λ(eΣ
aµλ)− eΣbλµTbλ

a] + eT aµ

1

4k
eT aµ = ∂λ(eΣ

aµλ)− e
(

ΣbλµTbλ
a − 1

4
eaµΣbcdTbcd

)
. (3.50)
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Apesar de que a densidade de Lagrangiana não é invariante sob uma transformação

SO(3, 1) arbitrária, as equações de campo (3.50) são covariantes sob uma transformação

local do grupo SO(3, 1).

A teoria definida pela equação (3.34) é equivalente à Relatividade Geral de Einstein,

devido ao fato que é posśıvel demonstrar que o lado direito da equação (3.50) poder ser

reescrito como

Raµ(e)− 1

2
eaµR(e) =

1

2k
eT aµ (3.51)

justificando desta maneira o próprio nome da teoria. Essa equivalência pode ser visuali-

zada quando analisamos a forma como a Relatividade Geral é descrita. Usualmente, ela é

formulada em termos de um tensor de curvatura diferente de zero, o que a faz uma teoria

essencialmente geométrica, e com o tensor de torção nulo. Logo, para a teoria do Telepara-

lelismo a cena é oposta, mas absolutamente equivalente. Tem-se a curvatura constrúıda a

partir da conexão de Cartan nula, e a torção diferente de zero [20].

Por outro lado, reescrevendo a equação (3.50) obtemos

∂λ(eΣ
aµλ) =

1

4k
eT aµ + e

(
ΣbλµTbλ

a − 1

4
eaµΣbcdTbcd

)
. (3.52)

Definindo o tensor

taµ = k(4ΣbλµTbλ
a − eeaµΣbcdTbcd), (3.53)

conhecido como tensor de Energia-Momento gravitacional [28], a equação (3.52) fica da forma,

∂λ(eΣ
aµλ) =

1

4k
e(taµ + T aµ), (3.54)

ou ainda,

∂λ(eΣ
aµλ) =

1

4k
eea λ(t

λµ + T λµ). (3.55)

Dado que o tensor Σaµν é antissimétrico nos dois últimos ı́ndices , Σaµν = −Σaνµ, se

satisfaz que ∂µ∂λ(eΣ
aµλ) = 0. Logo, temos que

∂µ[eea λ(t
λµ + T λµ)] = 0, (3.56)
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a qual pode ser interpretada como uma lei de conservação local para o tensor de energia-

momento gravitacional taµ, e o tensor de campos de matéria T aµ. Usando a expressão (3.56)

é posśıvel escrever a equação de Continuidade para o campo gravitacional

d

dt

∫
V

d3xeea µ(t0µ + T 0µ) = −
∮
S

dSj[ee
a
µ(tjµ + T jµ)], (3.57)

onde as integrações são feitas sob um volume V e uma superf́ıcie S que envolve V . Dado que

o tensor taµ é o tensor de energia-momento gravitacional, o lado direito da equação (3.57) é

interpretado como o quadri-vetor de energia-momento total contida em um volume V e com

componentes P a = (E/c,P),

P a =

∫
V

d3xeea µ(t0µ + T 0µ). (3.58)

3.3 Interpretação do Campo de Tétradas

As invariâncias exibidas pela densidade de Lagrangiana, (3.34) são responsáveis pela in-

terpretação do campo de tétradas como sistemas de referência. Desta maneira, a invariância

da teoria por transformações globais SO(3, 1) estabelece que se dois campos de tétradas que

são soluções das equações de campo, produzem o mesmo tensor métrico e que não se relacio-

nam por nenhuma transformação global de Lorentz, ditos campos descrevem dois sistemas de

referência diferentes. Logo, o significado f́ısico desses objetos é que eles representam sistemas

de referência adaptados a observadores ideais de massa nula no espaço-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sistemas de referência. Logo, se denota-

mos por xµ(s) a linha mundo C de um observador no espaço-tempo, e por uµ(s) = dxµ/ds

sua velocidade ao longo de C, podemos fazer a identificação da velocidade do observador

como a componente a = (0) do campo de tétradas ea
µ. A aceleração do observador é dada

por aµ = Duµ/ds = De(0)
µ/ds = uα∇αe(0)

µ, onde a derivada covariante é escrita em termos

dos śımbolos de Christoffel.

Vemos, que a tétrada ea
µ determina a velocidade e a aceleração, ao longo de uma linha

mundo de um observador adaptado a um sistema de referência. Deste ponto de vista, po-
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demos conclúır que um conjunto de tétradas para o qual e(0)
µ descreve uma congruência de

curvas do tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores. A t́ıtulo de comparação,

devemos lembrar que se ea µ → δa µ no limite r → ∞, logo ea µ é adaptado a observadores

estáticos no infinito espacial.

Podemos generalizar a noção de aceleração no espaço-tempo por meio da derivada absoluta

da tétrada,
Dea

µ

ds
= φa

beb
µ, (3.59)

onde φa
b é o tensor de acelerações antissimétrico. Seguindo o que é apresentado em [30],

em analogia ao tensor de Faraday podemos identificar φab → (a,Ω), onde a é a aceleração

translacional, φ(0)(i) = a(i), e Ω é a frequência de rotação de um sistema de referência em

relação a outro que não está em rotação (transporte de Fermi-Walker [31]).

A equação (3.59) pode ser invertida, obtendo-se

φa
b = eb µ

Dea
µ

ds
= eb µu

λ∇λea
µ, (3.60)

onde a derivada covariante é escrita em termos dos śımbolos de Christoffel. Dado que esta

conexão se relaciona com a conexão de spin definida em (3.15) por meio da equação (3.8), ao

substituir dita conexão na expressão acima, φab fica

φab =
1

2
[T(0)ab + Ta(0)b − Tb(0)a]. (3.61)

onde φab pode ser interpretada como a aceleração inercial ao longo de xµ(s). Logo, dado um

conjunto de tétradas em um espaço-tempo arbitrário, sua interpretação geométrica pode ser

obtida tanto pela adequada identificação da velocidade uµ = ce(0)
µ do campo de observadores,

junto com a orientação no espaço tridimensional das componentes e(1)
µ, e(2)

µ, e(3)
µ, ou pelos

valores do tensor aceleração φab = −φba, o qual caracteriza o estado inercial do referencial.

Logo, a condição e(0)
µ = uµ/c fixa somente as três componentes e(1)

µ, e(2)
µ, e(3)

µ, devido

que a componente e(0)
µ é determinada pela condição de normalização uµuνgµν = −c2. Em

ambos casos, a fixação do referencial vai depender da fixação de seis componentes do campo

de tétradas.
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Caṕıtulo 4

Einstein Toolkit

A teoria da Relatividade Geral, apesar de ser uma teoria conceitualmente simples e ele-

gante, na prática resulta ser uma teoria extremamente complexa. As equações de campo

conformam um sistema de dez equações diferenciais parciais em quatro dimensões, acopladas

e não lineares. Logo, ditas equações escritas em sua forma geral possuem milhares de termos.

Devido a esta complexidade, somente são conhecidas soluções exatas sob condições de alta

simetria, esférica ou axial, além de soluções estáticas, estacionarias e homogêneas. Se esta-

mos interessados em estudar situações com muita relevância astrof́ısica que envolvam campos

gravitacionais intensos, dinâmicos e com pouca ou nenhuma simetria, resulta imposśıvel en-

contrar uma solução exata. Da necessidade de estudar esses sistemas surgiu a Relatividade

Numérica, a qual procura calcular uma solução para as equações de Einstein fazendo uso de

aproximações numéricas.

A Relatividade Numérica foi desenvolvida na década dos anos sessenta como um campo de

investigação independente, começando com os esforços de Hahn e Lindquist [32] para encon-

trar numericamente a solução das equações de Einstein para um sistema binário de buracos

negros. Naquela época o poder dos computadores era muito limitado e as simulações que po-

diam ser feitas se limitavam a problemas com simetria esférica ou axial e com resolução muito

baixa. No entanto, essa situação mudou nas décadas dos anos oitenta e noventa devido a uma

revolução no campo da Relatividade Númerica. Em 1999, foi reportada a primeira simulação

completamente relativ́ıstica de um sistema binário de estrelas de nêutrons em fusão [33]. Pos-

teriormente, em 2005 foi executada com sucesso a primeira simulação de um sistema de dois
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buracos negros [34], onde sob certas condições de resolução, o sistema evolui tempo suficiente

para gerar informação sobre a órbita de fusão e as ondas gravitacionais emitidas durante o

evento.

Logo, simultaneamente aos avanços tanto de nossa compreensão f́ısica da dinâmica rela-

tiv́ıstica, assim como das técnicas numéricas necessárias para estudá-las, um conjunto geral

de ferramentas e bibliotecas computacionais têm sido desenvolvido com o objetivo de fornecer

uma base computacional que pudesse proporcionar uma nova ciência, facilitando a pesquisa

colaborativa e interdisciplinar, além de promover a reutilização de softwares aproveitando a

infraestrutura computacional avançada (supercomputadores) emergente: surge assim o Eins-

tein Toolkit.

O Einstein Toolkit (ET) consiste em um conjunto de numerosas componentes cuja maioria

utilizam o ambiente computacional conhecido como Cactus Toolkit, o qual fornece uma

infraestrutura modular básica para simulações numéricas. Um conjunto de ferramentas são

providas por este ambiente de trabalho, incluindo desde o controle das simulações, passando

pela análise de dados até sua visualização final [35]. A seguir faremos uma introdução ao

Cactus assim como daquelas ferramentas que consideramos mais importantes para auxiliar

o entendimento de novos usuários. Outras ferramentas mais espećıficas ao uso do programa

ET serão posteriormente descritas.

4.1 Visão Estrutural

4.1.1 Cactus

O código Cactus foi inicialmente desenvolvido pela Louisiana State University, embora a

ideia original tivesse sido concebida pelo Albert Einstein Institute em conjunto com o Na-

tional Center for Supercomputing Applications. Este ambiente foi criado para aplicações

modulares, onde os programas são separados em componentes, chamados “thorns”, com in-

teração e dependências claramente definidas [36,37]. Os thorns são tipicamente desenvolvidos

de forma independente e podem ser intercambiáveis com outros de mesma funcionalidade.

Normalmente eles não interagem diretamente entres si, ao contrário eles interagem por meio
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de uma base comum conhecida como “flesh”. Adicionalmente, os thorns podem ser escritos

em diferentes linguagens de programação como C, C++, Fortran, OpenCL e CUDA.

As simulações realizadas pelo Cactus requerem um arquivo executável para poderem ser

compiladas, o qual é tipicamente feito pelos próprios usuários. A configuração estabelecida

neste executável permite rápidas adaptações às mudanças no ambiente local, mas principal-

mente funciona como uma maneira de modificar o código fonte conforme à necessidade do

usuário. Logo, o executável sempre pode ser compilado a partir de um arquivo de texto

ou de parâmetros, onde são definidos tanto os thorns que serão utilizados, como o conjunto

de valores que os parâmetros dos thorns assumirão (os parâmetros não definidos assumirão

valores padrão), portanto cada executável estabelece uma simulação espećıfica. Porém um

executável que contenha todos os thorns pode ser usado para modelar uma variedade de

cenários f́ısicos. Não existe restrição alguma para o nome do arquivo de parâmetros, embora

seja necessário usar a extensão .par. Adicionalmente, a primeira linha de comandos neste

arquivo de deve ser o ActiveThorns, o qual é um comando especial que especifica ao pro-

grama quais dos thorns serão implementados na simulação, dado que por omisão todos os

thorns estão inativos.

Um termo comumente utilizado no Cactus é a Função Grid. Esta função representa

a discretização de uma variável definida em todos os pontos de um grid. Desta maneira,

podemos considerar como exemplos desta função a densidade de massa em repouso de um

fluido definida em todos os pontos de um determinado domı́nio, e as componentes do tensor

métrico da Relatividade Geral de Einstein.

4.1.2 Carpet

O Cactus separa os códigos f́ısicos da infraestrutura computacional, ou seja, aqueles

thorns que implementam as equações de Einstein ou as equações da magnetohidrodinâmica

relativ́ıstica (MHD) não contêm nenhuma sentença que faça referência à administração da

memória, à paralelização, ao tempo de evolução ou o Input/ Output (OI). A maioria destas

tarefas estão contidas em um thorn especial, conhecido como Driver thorn ou somente Driver.
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O ET fornece dois drivers: o PUGH e o Carpet. O PUGH implementa um grid uniforme com

topologia cartesiana, enquanto o Carpet [38] proporciona mais que um grid unidimensional:

ele implementa o “Refinamento Adaptativo de malhas” (Adaptative mesh refinement-AMD),

o qual utiliza o algoritmo padrão de Berger-Oliger [39]. Atualmente, o Carpet é o principal

driver utilizado para realizar simulações astrof́ısicas baseadas no Cactus.

4.1.3 SimFactory

O SimFactory ou o Simulation Factory [40], é um conjunto de ferramentas projetadas

para gerenciar diferentes tarefas necessárias para a configuração e execução de simulações

numéricas no Cactus. Fazendo uso destas ferramentas, a maioria das operações são simplifi-

cadas e muitos tipos de erros comuns aos usuários, são evitados. Desta forma, o SimFactory

permite ao usuário desenvolver o código localmente, e depois sincronizar e compilar em todas

as outras maquinas posśıveis, com simples comandos. Além disso, ele mantém um registro

da localização e quais simulações foram executadas.

Para entender o funcionamento do SimFactory, consideremos o seguinte cenário: um

usuário do ET executa todo o desenvolvimento de seu código em um notebook, onde al-

gumas simulações simples e de baixa resolução podem ser compiladas. Para fazer outras

simulações de maior complexidade, o usuário poderia utilizar um computador com melho-

res componentes, o que implicaria na sincronização, compilação e execução dos arquivos e

parâmetros do código, analisando ao final o output. Logo, para casos de alta resolução o

usuário poderia ter de recorrer aos clusters, onde os processos de sincronização, compilação,

executação e análise teriam de ser repetidos. É percept́ıvel que este processo pode facilmente

levar a erros.

4.1.4 GetComponents

Como mencionamos anteriormente, o ET é composto por um conjunto de muitos com-

ponentes independentes (Cactus, Carpet e muitos thorns), os quais tipicamente estão lo-

calizados em repositórios distintos, com diferentes versões de sistemas de controle e que são

mantidos por diferentes grupos. O GetComponents fornece uma forma unificada de baixar

todos estes componentes, evitando desta maneira maiores complicações aos usuários.
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o GetComponents é um script com somente um argumento obrigatório, conhecido como

Thornlist. A thornlist é um arquivo de texto simples que contém a lista dos thorns a serem

baixados, a sua localização e a versão do sistema de controle de cada um desse thorns. Logo,

a thornlist pode ser dada como um URL ou especificada com o nome do arquivo de texto.

4.1.5 Anatomia de um Thorn

Qualquer Cactus thorn tem a seguinte estrutura que pode ser visualizada através do ca-

minho de arquivos ./Cactus/arrangements/

ArrangementName/ThornName/

COPYRIGHT

README

test/

doc/

configuration.ccl

interface.ccl

schedule.ccl

param.ccl

src /

make.code.defn

onde a pasta doc/ contém a documentação relacionada com o thorn. Na pasta par/ é posśıvel

encontrar alguns exemplos dos arquivos de parâmetros para o uso do thorn. Por sua vez,

na src/ se encontra o arquivo make.code.defn o qual é necessário para a compilação dos

arquivos do thorn.

Os quatro arquivos com extensão .ccl servem para especificar a interface do thorn com

o Cactus flesh, onde três deles são obrigatórios e um é opcional. O arquivo opcional é o

configuration.ccl, o qual mostra a dependência entre os thorns no processo de compilação.

O interface.ccl é um arquivo utilizado para definir as variáveis e as funções grid do thorn,

assim como as funções compartilhadas entre os mesmos. Adicionalmente, este arquivo contém

toda a informação referente à relação existente entre os thorns, os arquivos usados procedentes

de outros thorns e uma lista das variáveis globais deles. O arquivo schedule.ccl gerencia

a função scheduling e o armazenamento global das funções grid. Finalmente, o param.ccl

define todos os parâmetros e estabelece seus valores por omissão.
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Figura 4.1: Visão geral dos thorns centrais do arrangement EinsteinBase: ADMBase,

HydroBase e TmunuBase em conjunto com alguns thorns escolhidos pelo usuário. Neste
caso, os thorns do usuários são o ML BSSN e o GRHydro usados respectivamente na evolução
da curvatura e da magetohidrodinâmica [35].

4.2 Principais thorns

Antes de começar com a descrição de alguns dos principais thorns implementados no

ET, é importante fazer referência aos arrangements, os quais são conjuntos de thorns que

usualmente compartilham a mesma funcionalidade ou tem origem em comum. Estes grupos

foram criados para auxiliar aos usuários no entendimento e uso dos thorns, e não acrescentam

significado especial a eles. A seguir, faremos uma introdução de alguns dos arrangements

básicos do ET assim como de seus principais thorns.

4.2.1 EinsteinBase

Esta coleção define e registra as variáveis básicas da Relatividade Númerica. Os thorns que

fazem uso ou modificam as variáveis ADM [41], por exemplo, devem utilizar este arrangement

ao invés de definir seus próprios thorns. Na figura (4.1) apresentamos um esquema que

detalha as relações t́ıpicas entre estes e outros thorns definidos pelos usuários de acordo com

a simulação pretendida por eles. A maioria dos thorns relacionados à f́ısica da Relatividade

são baseados nestes códigos. É de grande importância para novos usuários terem pelo menos

uma visão geral da estrutura dos seguintes thorns básicos.
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1. ADMBase. O ET proporciona o código de evolução das equações de campo de Einstein

Gµν = 8πT µν . Logo, os métodos relativ́ısticos de evolução usados no ambiente Cactus

utilizam diferentes formalismos, os quais estão baseados principalmente na construção

3 + 1 ADM [41]. Nesta aproximação, o espaço-tempo é concebido como uma sequência

de hipersuperf́ıcies 3-dimensionais tipo espaço, conectadas por vetores normais tipo

tempo. A divisão 3 + 1 introduz quatro graus de liberdade de calibre, definidos pela

função lapse α, a qual descreve a evolução do tempo próprio de um observador normal

em relação à coordenada tempo 1 e pelo vetor de desvio βi, que descreve a variação das

coordenadas espaciais desde uma hipersuperf́ıcie para a seguinte.

De acordo com a formulação ADM, a métrica do espaço-tempo tem a seguinte forma

ds2 = gµνdx
µdxν ≡ (−α2 + βiβi)dt

2 + 2βidtdx
i + γijdx

idxj, (4.1)

onde gµν , α, β
i e γij são respectivamente a métrica 4-dimensional do espaço-tempo, a

função lapse, o vetor de desvio e a métrica 3-dimensional do espaço. É assumida a con-

venção padrão dos ı́ndices, onde as letras latinas são usadas para representar os ı́ndices

espaciais 3-dimensionais, enquanto as letras gregas são utilizadas na representação do

espaço-tempo 4-dimensional, e onde os ı́ndices vão desde 0 a 3. Logo, o tensor de

curvatura extŕınseca Kij é definido em termos da derivada temporal da métrica e da

derivada de Lie com respeito ao vetor de desvio [39],

Kij = − 1

2α
(∂t − Lβ)γij. (4.2)

Desta maneira, as variáveis definidas no ADMBase são

• O tensor métrico 3-dimensional γij: gxx,gxy, gxz, gyy, gyz, gzz

• O tensor de curvatura extŕınseca Kij: kxx,kxy, kxz, kyy, kyz, kzz

• A função lapse α: alp

• O vetor de desvio βi : betax, betay, betaz

1Um observador normal segue uma linha mundo tangente ao vetor normal da hipersuperf́ıcie 3-dimensional
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Os valores iniciais das simulações feitas no ET são determinados pelos parâmetros se-

guintes: o inicial data, o qual estabelece os dados para a métrica 3-dimensional e a

curvatura extŕınseca, enquanto o initial lapse e o initial shift estabelecem res-

pectivamente os valores iniciais da função lapse e do vetor de desvio. Adicionalmente,

as derivadas temporais das variáveis de calibre, são determinadas pelos parâmetros

initial dtlapse e initial dtshift. O ADMBase inicializa a métrica 3-dimensional e

a curvatura extŕısenca com os valores do espaço-tempo de Minkowski, ou seja, γij = δij

e Kij = 0, o vetor de desvio βi = 0 e a função lapse α = 1. Entretanto, os thorns

encarregados dos valores iniciais os substituem através de seus parâmetros. É impor-

tante ressaltar que o ADMBase em si mesmo não executa nem a evolução da métrica

3-dimensional, nem da curvatura Kij, enquanto mantêm a função lapse e o vetor βi

estáticos. Os métodos encarregados de realizar a evolução são determinados pelos se-

guintes parâmetros: o evolution method estabelecido para a métrica 3-dimensional e

a curvatura extŕınseca, o lapse evolution method e o shift evolution method, os

quais estabelecem os métodos de evolucão da função α e do vetor βi, assim como de

suas derivadas temporais dtlapse evolution method e dtshift evolution method.

2. HydroBase. Similarmente ao ADMBase, o HydroBase estabelece bases comuns para a

interação entre os thorns relacionados com problemas evolutivos, mais especificamente

no caso da hidrodinâmica relativ́ıstica. O HydroBase inclui no ET uma interface na qual

a magnetohidrodinâmica possa funcionar. A principal função deste thorn é armazenar

as variáveis conhecidas como variáveis primitivas, as quais são usadas na maioria dos

códigos que envolvem solução das equações de Euler. Essas também são as variáveis

necessárias no acoplamento resolutivo do espaço-tempo, assim como são frequentemente

necessárias para realizar análises em outros thorns. Juntamente com o ADMBase, o

uso comum de um conjunto de variáveis por diferentes códigos hidrodinâmicos, cria a

possibilidade de compartilhar partes entre os códigos, por exemplo, as rotinas de análise

de dados. As variáveis primitivas definidas pelo HydroBase são [39]

• rho: densidade de massa em repouso ρ

• press: pressão P
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• eps: densidade de energia interna ε

• vel[3]: velocidade 3-dimensional do fluido vi, definida en termos da quadrivelo-

cidade ui, a função lapse e o vetor de desvio

vi =
ui

αu0
+
βi

α
. (4.3)

• Y e: fração de elétrons Ye

• temperature: temperatura T

• entropy: entropia especifica por part́ıcula s

• Bvec[3]: vetor de campo magnético definido em termos do tensor de Faraday

dual F ∗µν = 1/2εµναβFαβ e a unidade normal da foliação do espaço-tempo nµ ≡

α−1[1,−βi]µ

Bi =
1√
4π
nνF

∗νi. (4.4)

Adicionalmente, o Hydrobase constrói blocos de agendamento que organizam as prin-

cipais funções que os thorns da hidrodinâmica possam precisar. Todos estes blocos são

opcionais, mas quando utilizados eles simplificam os códigos existentes e fazem deles

mais interoperáveis.

3. TmunuBase. No ET, o tensor energia-momento Tµν é considerado para o caso de um

fluido ideal relativ́ıstico,

T µν = ρhuµuν − gµνP, (4.5)

onde ρ é a densidade de massa em repouso, uµ é a quadri-velocidade do fluido, h = 1+ε+

P/ρ é entalpia relativ́ıstica espećıfica, com P e ε como a pressão e a densidade de energia

interna, respectivamente. O thorn TmunuBase proporciona funções grid que auxiliam

no cálculo do tensor energia-momento T µν , além de grupos de agendamento os quais

controlam quando dito cálculo vai ser feito. Logo, em uma simulação, diferentes thorns

podem contribuir no cálculo do tensor, onde este thorn em particular permite a eles

fazê-lo sem uma interdependência expĺıcita. O tensor energia-momento resultante pode

ser usado pelo thorn de evolução do espaço-tempo, novamente sem uma dependência

expĺıcita entre os thorns. As funções grid fornecidas pelo thorn são
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• A componente temporal T00: eTtt

• As componentes misturadas T0i: eTtx, eTty, eTtz

• As componentes espaciais Tij: eTxx, eTxy, eTxz, eTyy, eTyz, eTzz.

4.2.2 EinsteinInitial

O ET contém muitos thorns utilizados para gerar os dados iniciais para simulações da

Relatividade Geral, onde são inclúıdas as configurações do vácuo e da hidrodinâmica. Este

tipo de arrangements estabelece as condições iniciais para sistemas simples ou binários de

buracos negros ou estrelas de nêutrons. Um dos thorns mais utilizados é o seguinte:

1. TOVSolver. Este código resolve as equações Tolman-Oppenheimer-Volkov [42,43] para

uma estrela estática, esfericamente simétrica e em equilibro hidrostático. A solução

destas equações proporciona os dados iniciais para uma estrela TOV, onde dita solução

é expressa em termos das coordenadas de Schwarzschild com r como raio interior da

estrela. Logo, as equações do equiĺıbrio hidrostático são

dP

dr
= −(e+ P )

m+ 4πr3P

r(r − 2m)
, (4.6)

dm

dr
= 4πr2e, (4.7)

dΦ

dr
=

m+ 4πr3P

r(r − 2m)
, (4.8)

onde e ≡ ρ(1+ ε) é a densidade de energia do fluido, a qual conta com a contribução da

energia interna, m é a massa gravitacional contida na esfera de raio r, e Φ é o logaritmo

da função lapse α. A rotina também proporciona a solução analiticamente conhecida

para o exterior da estrela

P = TOV atmosphere, (4.9)

m = M, (4.10)

Φ =
1

2
log

(
1− 2M

r

)
, (4.11)

onde TOV atmosphere é um parâmetro usado para definir a densidade da atmosfera da

estrela. Dado que o raio isotrópico r̄ é a escolha mais comum para iniciar os cálculos
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dinâmicos, logo o código transforma todas as variáveis para as coordenadas isotrópicas.

Como resultado desta transformação obtemos uma equação diferencial adicional em

termos de r̄(r),
d(log(r̄/r))

∂r
=
r1/2 − (r − 2m)1/2

r(r − 2m)1/2
. (4.12)

No exterior da estrela, r > R, a massa M ≡ m(R) é uma constante, desta maneira a

equação (4.12) pode ser resolvida analiticamente já seja para r̄(r) ou r(r̄), obtendo-se

as seguintes expressões [4]

r̄(r) =
1

2
(
√
r2 − 2Mr + r −M), (4.13)

r(r̄) = r̄

(
1 +

M

2r̄

)2

. (4.14)

Para facilitar a construção de estrelas em configurações dinâmicas mais complicadas,

talvez seja necessário aplicar uma velocidade uniforme à estrela de nêutrons, devido que

isso não afeta a solução do sistema de equações diferenciais ordinárias nem o resultado

do perfil de densidade resultante.

4.2.3 EinsteinEvolve/McLachlan

Este arragenment está formado por múltiplos thorns usados na evolução numérica das

equações de campo de Einstein. Os principais thorns deste arragenments são:

1. McLachlan.

O ET contém o código de evolução conhecido como McLachlan [44–46], gerado a

partir de equações tensoriais fazendo uso do Kranc [47], o qual é uma aplicação do

Mathematica que converte um sistema de equações diferenciais parciais com descrição

continua de alto ńıvel em um módulo do Cactus altamente otimizado. Ele utiliza um

método muito preciso de diferenciação finita até a oitava ordem aos correspondentes

termos de dissipação de Kreiss-Oliger para discretizar desta maneira as variáveis do

espaço-tempo do formalismo BSSN [48, 49]. O McLachaln foi projetado para operar

através das interfaces dos thorns ADMBase e TmunuBase. As variáveis envolvidas no

cálculo são: o fator conforme φ, a métrica conforme 3-dimensional γ̃ij, o traço K da
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curvatura extŕınseca, o traço livre de curvatura Aij e as funções de conexão conforme

Γ̃i. Logo, estas variáveis estão definidas em termos da métrica 4-dimensional gij, a

métrica 3-dimensional γij e a curvatura extŕınseca Kij da forma

φ ≡ log

[
1

12
det(γij)

]
, (4.15)

γ̃ij ≡ e−4φγij, (4.16)

K ≡ gijKij, (4.17)

Ãij ≡ e−4φ

[
Kij −

1

3
gijK

]
, (4.18)

Γ̃j ≡ γ̃jkΓ̃i jk. (4.19)

Por outro lado, as equações de evolução podem ser escritas da seguinte maneira, onde

foi introduzida a notação ∂0 = ∂t − βj∂j [39],

∂0α = −α2f(α, φ, xµ)[K −K0(xµ)], (4.20)

∂0K = −e−4φ[D̃iD̃iα + 2∂iφ · D̃iα] + α

(
ÃijÃij +

1

3
k2

)
− αS, (4.21)

∂0β
i = α2G(α, φ, xµ)Bi, (4.22)

∂0B
i = −e−4φH(α, φ, xµ)∂0Γ̃i − ηi(Bi, α, xµ), (4.23)

∂0φ = −α
6
K +

1

6
∂kβ

k, (4.24)

∂0γ̃ij = −2αÃij + 2γ̃k(i∂j)β
k − 2

3
γ̃ij∂kβ

k, (4.25)

∂0Ãij = e−4φ[αR̃ij + αRφ
ijD̃iD̃jα + 4∂(iφ · D̃j)α]TF

+αKÃij − 2αÃikÃ
k
j + 2Ãk(i∂j)β

k − 2

3
Ãij∂kβ

k − αe−4φŜij, (4.26)

∂0Γ̃i = γ̃kl∂k∂lβ
i +

1

3
γ̃ij∂j∂kβ

k + ∂kγ̃
kj · ∂jβi −

2

3
∂kγ̃

ki · ∂jβj

+2α

[
(m− 1)∂kÃ

ki − 2m

3
D̃iK +m(Γ̃i klÃ

kl + 6Ãij∂jφ)

]
−2Ãij∂jα− Si. (4.27)
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onde a quantidade S vem escrita em termos do tensor de energia-momento Tµν

S ≡ gijTij, (4.28)

Si ≡ − 1

α
(T0i − βjTij). (4.29)

Em particular, D̃i e Γ̃k ij se referem à derivada covariante e aos śımbolos de Christof-

fel, respectivamente, ambos escritos em termos de γ̃ij. A forma [. . . ]TF estabelece a

expressão livre de traço contida nos colchetes. Adicionalmente, temos que o tensor de

Ricci está definido como

R̃ij = −1

2
γ̃kl∂k∂lγ̃ij + γ̃k(i∂j)Γ̃

k − Γ̃(ij)k∂lγ̃
lk + γ̃ls(2Γ̃k l(iΓ̃j)ks + Γ̃k isΓ̃klj), (4.30)

φR ij = −2D̃iD̃jφ− 2γ̃ijD̃
kD̃kφ+ 4D̃iφD̃jφ− 4γ̃ijD̃

kφD̃kφ. (4.31)

Os parâmetros de calibre f,G,H estão definidos pelas seguintes expressões

f(α, φ, xµ) ≡ 2/α, (4.32)

K0(xµ) ≡ 0, (4.33)

G(α, φ, xµ) ≡ (3/4)α−2, (4.34)

H(α, φ, xµ) ≡ exp{4φ}, (4.35)

η(Bi, α, xµ) ≡ (1/2)Biq(r). (4.36)

As equações (4.34), (4.35) e (4.36) dependem da condição de desvio Γ-driver, a qual é

atenuada pela função q(r). Logo, este thorn usa o método de amortecimento simples

definido em [50] como

q(r) ≡

 1 para r ≤ R, (perto da origem)

R/r para r ≥ R, (muito longe da origem)
(4.37)

com a constante R definindo a transição entre o raio interior, onde q ≈ 1, e o raio

exterior, onde q cai rapidamente como 1/r.
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2. GRHydro. Este é um código completamente relativ́ıstico e hidrodinâmico em três di-

mensões, baseado na versão pública do código Whisky [4]. Este thorn usa as variáveis

definidas no HydroBase além de proporcionar suas próprias hydro variáveis conser-

vativas e os métodos para evolúı-las. Dado que este thorn não fornece nenhuma in-

formação sobre os valores iniciais ou as equações de estado, é preciso utilizar outros

thorns que tenham essa função. Por outro lado, o GRHydro usa o thorn MoL para a fazer

a evolução temporal. Isso significa que se houver mais thorns evolutivos utilizando

este mesmo código, a evolução temporal vai ser feita somente pelo MoL, proporcionando

ao GRHydro uma precisão de até a quarta ordem nas variáveis temporais. Para a for-

mulação das equações gerais de estado, este thorn usa a interface EOS Omni, a qual

fornece todas as variáveis hidrodinâmicas necessárias para a simulação. O parâmetro

GRHydro eos table controla qual das equações de estado vai ser implementada na

evolução.

4.2.4 EinsteinAnalysis

O EinsteinAnalysis contém múltiplos thorns usados para análise dos dados. Os principais

thorns que compõem este arrangement são:

1. ADMAnalysis. Este thorn proporciona rotinas para calcular as seguintes quantidades

• O traço da curvatura extŕınseca: trK

• O determinante da métrica: detg

• As componentes da métrica e da curvatura extŕınseca em coordenadas esféricas:

grr, grq, grp, gqq, gqp, gpp, Krr, Krq, Krp, Kqq, Kqp Kpp

• As componentes do tensor de Ricci: Ricci11, Ricci12, Ricci13, Ricci22,

Ricci23, Ricci33

• O escalar de Ricci: Ricci.

2. Multipole. O Multipole é um thorn que expande qualquer função grid do Cactus

em termos dos harmônicos esféricos de um raio r dado. Esta rotina é utilizada em

combinação como o thorn WeylScal4 para facilitar a expanção dos escalares de Weyl,

os quais são usados frequentemente na Relatividade Numérica [35]. Logo, uma função
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grid u(t, r, θ, ϕ) pode ser expandida em termos dos harmônicos esféricos com peso s da

seguinte forma

u(t, r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

C lm(t, r) sYlm(θ, ϕ), (4.38)

onde os coeficientes C lm(t, r) vem dados pela expressão

C lm(t, r) =

∫
sY
∗
lmu(t, r, θ, ϕ)r2dΩ. (4.39)

Para um tempo t dado, este thorn pode calcular os coeficientes C lm(t, r) de um número

de funções grid em coordenadas esféricas com diferentes raios ri. Logo, os coeficientes

C lm podem ser encontrados em arquivos de texto .asc cujos nomes tem a seguinte forma

mp <var> l<lmode> m<mmode> r<rad>.asc, por exemplo, mp u l2 m2 r10.00.asc.

3. WeylScal4. Este thorn está encarregado de calcular o escalar de Weyl Ψ4, utilizado

no contexto do formalismo de Newman-Penrose. O escalar de Weyl, definido em um

referencial apropriado, pode ser usado para codificar a sáıda da radiação gravitacional

de um sistema assimptoticamente plano, tornando-se desta maneira uma quantidade

muito utilizada na análise de ondas gravitacionais.

4.3 Implementação do Einstein Toolkit

4.3.1 Requerimentos

O ET e o Cactus deveriam funcionar na maioria das variantes de Unix, onde os requeri-

mentos básicos necessários são: compiladores de C, C++, Fortran 90, implementações MPI,

HDF5, Perl, Python, curl e gnuplot. Adicionalmente, dado que o ET também pode ser

obtido desde seus próprios repositórios, se faz necessário o uso das ferramentas Subversion

e git.
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4.3.2 Execução do ET

Para baixar o ET, primeiro devemos obter o GetComponents, que pode ser acessado pelas

seguintes linhas de comando:

curl -0 https://raw.githubusercontent.com/gridaphobe/CRL/

ET 2016 05/GetComponents

chmod a+x GetComponents

Anteriormente mencionamos que o GetComponents aceita uma lista de thorns como ar-

gumento, assim essa lista pode ser obtida usando o procedimento a seguir:

./GetComponents -a https://svn.einsteintoolkit.org/manifest/branches/

ET 2016 05/einsteintoolkit.th

Dado que estamos baixando o arquivo einsteintoolkit.th diretamente desde o repo-

sitório original usando o GetComponents, é posśıvel fazer atualizações do código da seguinte

forma:

./GetComponents -a -u ./einsteintoolkit.th

A seguir apresentamos a estrutura t́ıpica de uma thornlist

!CRL VERSION = 1.0

!DEFINE ROOT = Cactus

!DEFINE ARR = $ROOT/arrangements

!DEFINE COMPONENTLIST TARGET = $ROOT/thornlists/

!DEFINE ET RELEASE = ET 2016 05

# Cactus Flesh

!TARGET = $ROOT

!TYPE = svn

!AUTH URL = https://svn.cactuscode.org/flesh/branches/$ET RELEASE

!URL = https://svn.cactuscode.org/flesh/branches/$ET RELEASE

!CHECKOUT = Cactus

!NAME = .

# Cactus Thorns
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!TARGET = $ARR

!TYPE = svn

!AUTH URL = https://svn.cactuscode.org/arrangements/$1/$2/

branches/$ET RELEASE

!URL = https://svn.cactuscode.org/arrangements/$1/$2/branches/$ET RELEASE

!CHECKOUT =

CactusBase/Boundary

CactusBase/CartGrid3D

CactusBase/CoordBase

CactusBase/Fortran

CactusBase/InitBase

CactusBase/OIBase

CactusBase/IOUtil

CactusBase/Time

(. . . )

Uma vez que o GetComponents tenha sido baixado corretamente é gerada em seu ambi-

ente de trabalho uma pasta chamada Cactus, com a seguinte estrutura:

Cactus/

arrangements/

bin/

doc/

lib/

manifest/

par/

repos/

simfactory/

src/

thornlists/

utils/

CONTRIBUTORS

COPYRIGHT

Makefile

A partir desde ponto, pode-se dar continuidade ao processo de configuração e compilação.

O primeiro passo é escolher o arquivo de configuração (.cfg) adequado para o sistema que

estamos utilizando. Exemplos de arquivos de configuração para diferentes sistemas podem

ser encontrados através do caminho de arquivos ./Cactus/simfactory/mdb/optionlists/.

O segundo passo é estabelecer a thornlist apropriada para a configuração que vamos cons-

truir, dado que diferentes configurações podem coexistir compiladas desde diversas thornlist.
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É importante ressaltar que em uma simulação não são compilados todos os thorns. Por

tanto, os usuários devem construir a thornlist incluindo somente os thorns necessários. A

configuração pode ser feita utilizando o SimFactory. Para isso, devemos seguir as seguintes

linhas de comando:

cd Cactus

./simfactory/bin/sim setup --optionlist=ubuntu.cfg --runscript debian.sh

onde o arquivo ubuntu.cfg foi escolhido de acordo ao sistema operativo utilizado pelo com-

putador onde vai ser feita a simulação. Uma vez realizada a configuração podemos construir

o executável através dos comandos

./simfactory/bin/sim build [<configurationname>]

--thornlist=einsteintoolkit.th

Onde a expressão [configurationname] é o nome escolhido pelo usuário para melhor

identificar a configuração estabelecida. Se esta é omitida da linha de comando anterior, será

estabelecido por omissão para a configuração o nome “sim”. Desta maneira, o sistema está

preparado para fazer qualquer simulação. No presente trabalho a simulação foi feita usando

uma rotina pré-definida no ET e conhecida como static tov.par. Para a execução deste

exemplo, foram utilizadas os seguintes comandos:

./simfactory/bin/sim submit static tov --parfile=par/static tov.par

--procs=1 --walltime=8:0:0

./simfactory/bin/sim show-output --follow static tov

Os arquivos de exemplos fornecidos pelo próprio ET são na sua maioria muito grandes

para ser compilados somente em um computador. Embora, este exemplo é mais simples e

requer ao redor de 1.3GB de memória RAM para compilar e será executado por cerca de

24 horas. Para aumentar a velocidade de execução, devemos reduzir a resolução mediante a

mudança nos valores dos parâmetros CoordBase::dx, CoordBase::dy e CoordBase::dz de

8 a 12, feito isso o tempo de compilação é reduzido a 5 horas e o consumo de memória cai a

800 MB. Logo, esta mudança pode ser feria através do comando sed da seguinte forma
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sed ‘CoordBase::d[xyz]/s/8/12’ <par/static tov.par> par/static tov.par

O arquivo static tov configura uma estrela TOV estática, mais especificamente uma

estrela de nêutrons com uma massa de aproximadamente 1.4 massas solares, e integra o sis-

tema combinado de equações da dinâmica de fluidos relativ́ısticos e da evolução temporal

do espaço-tempo. Adicionalmente, o espaço-tempo é evolúıdo através do uso da formulação

BSSN 3+1 das equações de Einstein. Para verificar o status da simulação podemos usar a

sequência

./simfactory/bin/sim list-simulations

Finalmente, quando a simulação é terminada (a expressão “All done”surge na tela do

computador) o simfactory pode ser interrompido e é possivél analisar o output resultante, o

qual se encontra no seguinte caminho de arquivos

cd ∼/simulations/static tov/output-0000/static tov

Os outputs gerados depois de uma compilação exitosa são controlados principalmente pe-

los seguintes thorns: CarpetIOASCII, CarpetIOScalar, CarpetIOHDF5. O CarpetIOASCII,

gera um arquivo de texto em formato ASCII contendo o output em 0, 1, 2 ou 3 dimensões das

variáveis especificadas na configuração. O CarpetIOScalar é um thorn utilizado para reali-

zar cálculos de máximo e mı́nimo, assim como da norma das variáveis, como o thorn anterior

o output resultante é gerado como um arquivo ASCII. Finalmente, o thorn CarpetIOHDF5

tem como resultado um arquivo com extensão .h5 [35].

Estes thorns utilizam, além de outros os seguintes parâmetros: out?D vars e every?D vars,

onde ?=0,1,2,3 é usado para representar a dimensionalidade do output, ou seja, 0-, 1-, 2-,

ou 3-dimensional respectivamente. O out?D vars está formado por uma lista de funções

grid para cada uma das iterações, estabelecidas pelo parâmetro every?D vars. Logo, o out-

put 3-dimensional é produzido ao longo de toda o grid, enquanto o output 2-dimensional é

dado comumente pelos planos em 2D: xy, xz e yz, os quais contêm a origem das coorde-
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nadas. Por fim, o output em 1 dimensão é definido ao longo dos eixos coordenados x, y e

z, e o output 0-D é dado por pontos espećıficos, geralmente é usado a origem de coordenadas.

No caṕıtulo seguinte serão apresentados os resultados obtidos através do uso desta rotina

para realizar o cálculo da densidade de energia gravitacional de uma estrela de nêutrons no

formalismo da gravidade teleparalela.
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Caṕıtulo 5

Resultados e discussão

Desde o ponto de vista dinâmico, tanto a Relatividade Geral de Einstein como a Gra-

vidade Teleparalela fazem as mesmas predições. Embora o TERG permite a definição de

quantidades de grande interesse f́ısico, como a energia e momento angular gravitacionais,

na Relatividade Geral ditas quantidades ainda estão em desenvolvimento. O objetivo deste

trabalho foi calcular a densidade de energia gravitacional de uma estrela de nêutrons através

de uma aproximação teleparalela em conjunto com a ferramenta numérico-computacional

conhecida como Einstein Toolkit.

As estrelas de nêtrons (NS) são objetos astrof́ısicos extremamente compactos formados a

partir do colapso gravitacional de estrelas muito massivas, com massas entre 8M� e 20M�.

Inicialmente, estas estrelas têm uma temperatura superior aos 1010K, que decai rapidamente

devido à emissão de nêtrinos até alcançar uma temperatura de T ∼ 108K, a qual pode ser

considerada fria tendo em vista a degenerescência dos nêutrons contidos em seu interior. As

massas deste tipo de estrelas estão na faixa de M = 1 ∼ 3M�, onde o limite superior é

estabelecido pelo valor teórico conhecido como limite de Oppenheimer-Volkoff.

A existência deste tipo de estrelas, foi prevista teoricamente na década dos anos trinta [51],

enquanto o primeiro modelo teórico foi desenvolvido no ano de 1939 [42, 43], onde demons-

traram que as estrelas de nêutrons não poderiam ter uma massa arbitrariamente grande.

Fazendo uso da Relatividade Geral eles estabeleceram o valor máximo de massa para uma

estrela de nêutrons. Interessantemente este valor foi da mesma ordem de magnitude que a
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Figura 5.1: Representação de um pulsar, onde é mostrado o desalinhamento entre o eixo de
rotação e os feixes de radiação emitida desde os pólos [54].

massa de Chandrasekhar, a qual determina os valores limite para a massa de uma estrela

anã branca. Estudos teóricos posteriores, determinaram que as estrelas de nêutrons deve-

riam encontrar-se girando rapidamente e possuir campos magnéticos intensos. Pacini [52]

previu que uma estrela com ditas caracteŕısticas deveria emitir ondas de rádio. A primeira

observação foi feita por radioastrônomos no ano de 1967 [53]. Eles encontraram o primeiro

Pulsar, que posteriormente foi identificado como uma estrela de nêutrons em rotação.

Cerca de 2000 pulsares foram descobertos até a presente década, onde cerca de 1%, ge-

ralmente os mais jovens, são associados com os remanescentes de uma supernova. Esta

porcentagem é muita baixa devido a que o tempo de vida dos pulsares é de duas ordens de

magnitude maior que o tempo de vida dos restos da supernova. Por outro lado, neste tipo de

estrela o eixo magnético e o rotacional estão desalinhados. Part́ıculas eletricamente carrega-

das se movem ao longo das linhas de campo magnético, fazendo com que estas escapem dos

pólos emitindo ondas de rádio. Na figura (5.1) apresentamos um esquema onde é posśıvel

ver a emissão deste tipo de radiação.
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O raio t́ıpico deste tipo de estrelas está compreendido dentro do intervalo R = 9 ∼ 15

km, definindo desta maneira a densidade média da forma

ρ̄ =
3M

4πR3
= 4.8× 1014 g cm

(
M

M�

)(
R

10 km

)−3

. (5.1)

A densidade central das estrelas de nêutrons pode exceder algumas vezes o valor de

1015 g cm−3, sendo dito valor maior que a densidade nuclear padrão, ρ0 = 2.8× 1014 g cm−3,

que corresponde a um número de densidade de n0 = 0.16 bárions fm−3 (1 fm = 10−13 cm).

Logo, neste tipo de estrelas, o mecanismo que prevê o colapso gravitacional é a pressão

de degenerescência predominantemente dos nêutrons e de algumas part́ıculas exóticas como

ṕıons, kaons ou quarks [55]. A luminosidade proveniente da superf́ıcie da estrela é escrita em

termos da temperatura T e o raio R da forma

L = 4πR2σT 4 = 7× 1032erg s−1

(
R

10 km

)2(
T

106 K

)
, (5.2)

e onde σ é a constante de Stefan-Boltzmann. Para valores de R muito pequenos temos

também uma área superficial muito pequena, que em conjunto com temperaturas superficiais

de até 106 não geram uma luminosidade o suficientemente forte para permitir a detecção

das estrelas de nêutrons ao longo da galaxia. Na verdade, estas estrelas são comumente

descobertas através da detecção das ondas de rádio que emitem ditas estrelas em rotação.

Logo, este tipo de estrelas, têm uma luminosidade igual a

L = −IΩΩ̇, (5.3)

onde I ∼ MR2 ∼ 1045 g cm2 é o momento de inércia, Ω é a frequência angular e Ω̇ é sua

derivada temporal. Um dos pulsares mais conhecidos, descoberto na Nebulosa do Caranguejo

pouco tempo depois da primeira observação de pulsares, é o pulsar do Caranguejo, que tem

um peŕıodo de P = 2π/Ω = 33 ms e com taxa de variação no tempo de Ṗ ' 4 × 10−13,

gerando desta maneira uma luminosidade de L ∼ 1038 erg s−1, a qual é 5 ordens de magni-

tude maior que a luminosidade solar. O pulsar do Caranguejo irradia em todas as bandas

do espectro electromagnético, portanto a energia que libera como ondas de rádio representa

somente uma pequena fração desta enorme fonte de energia [55]. Logo, rádio pulsares são
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concebidos como estrelas de nêutrons altamente magnetizadas que giram rapidamente, onde

os pulsos são consequência do chamado “efeito lighthouse” que faz com que a radiação seja

vista como intermitente.

Estrelas de nêutrons também foram descobertas como pulsares que emitem raios X [56],

formam um sistema binário com outro tipo de estrela, geralmente mais jovem. Estes pulsares

são objetos gravitacionalmente fortes que acretam matéria desde sua estrela companheira,

portanto a luminosidade da radiação é devida ao processo de acreção sobre a estrela de

nêutrons e pode ser calculada da seguinte forma

L =
GMṀ

R
(5.4)

onde Ṁ é a taxa de acreção sobre a NS. A radiação emitida desde a coluna de acreção ou

desde o hotspot na superf́ıcie é controlada pela taxa de ratoção da estrela. Nos casos onde a

massa da estrela companheira é baixa, a transferência de matéria é feita através do lóbulo de

Roche desde a estrela de baixa massa até a magnetosfera da NS. Por outro lado, se a estrela

que acompanha a NS está perdendo grandes quantidades de massa devido ao vento estelar,

o processo de acreção desde a NS pode ser feito sobre este vento. Um tipo especial destes

sistemas binários, é aquele conformado por uma NS e uma estrela Be massiva, onde a estrela

de nêutrons tem uma órbita excêntrica ao redor da estrela Be, caracterizada por um disco

circunstelar formado por material ejetado da estrela.

Desde meados dos anos 90 do século passado, foram identificadas algumas outras famı́lias

de NS, tais como Pulsares Anômalos de raios x, Repetidores de raios Gamma e Pulsares

Isolados. Na atualidade os Repetidores e os Pulsares Anômalos são comumente utilizados

para representar Magnetares, os quais são estrelas de nêutrons fortemente magnetizadas cujo

campo magnético decai no tempo.

O campo magnético t́ıpico de uma estrela de nêutros em rotação é de ∼ 1012 G. A origem

desde forte campo magnético é ainda desconhecida, mas uma das teorias mais aceitas até a

presente época, é a teoria da conservação do fluxo magnético. Desta maneira, se a estrela

massiva progenitora começa o processo de colapso gravitacional com uma área superficial
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muito maior que a estrela resultante, a teoria da conservação do fluxo de energia estabelece

que o campo magnético na estrela de nêutrons deve ser muito forte para assim garantir dita

conservação. Estrelas de nêutrons em sistemas binários de baixa massa e emissoras de raios

X, têm campos magnéticos muito baixos, B ∼ 109 G, possivelmente como uma consequência

dos processos de acreção relacionados a ela. Adicionalmente, o campo magnético dos Mag-

netares é de aproximadamente B ∼ 1015 G excedendo em duas ordens de magnitude o limite

cŕıtico quântico Bc ≡ m2
ec

3/e~ = 4.4 × 1013 G, onde a energia de ciclotron dos elétrons é

igual a sua energia de massa em repouso. Estes campos magnéticos intensos influenciam

a estrutura dos átomos além de estimular o ińıcio de alguns processos da eletrodinâmica

quântica, como a polarização e a birrefringência. Se espera que o campo magnético interno

dos magnetares seja incluso muito maior. Porém existe um limite superior para o valor dos

campos internos, o qual é determinado pelo equiĺıbrio da energia de ligação ∼ GM2/R e a

energia magnética ∼
∫

(B2/8π)dV , resultando no valor aproximado de Bmax ∼ 1018.

No presente trabalho foi utilizada a rotina static tov.par pré-definida do ET, a qual

implementa o thorn TOVSolver para resolver o sistema de equações TOV para a pressão,

a massa gravitacional Me e o potencial gravitacional Φ = logα no interior de uma estrela

esfericamente simétrica e em equiĺıbrio hidrostático. O sistema estabelecido pelo TOVSolver

é evolúıdo usando conjuntamente o método BSSN, implementado no McLanchlan, com o

sistema de evolução hidrodinâmica, implementado no GRHydro. Enquanto que a integração

temporal das equações diferenciais parciais foi realizada pelo thorn MoL, que implementa o

método Runge-Kutta de 4a ordem.

Na simulação apresentada neste trabalho foi estabelecida uma estrela TOV estável, des-

crita pela equação de estado politrópica, p = KρΓ
c , expressa em termos da pressão p e a den-

sidade de energia central ρc. Apesar de que a estrela em consideração tem simetria esférica,

a rotina static tov.par utiliza para descrever o interior da mesma a métrica escrita em

coordenadas cartesianas da forma

ds2 = gttdt
2 + gxxdx

2 + gyydy
2 + gzzdz

2, (5.5)

Adicionalmente, esta rotina considera que a massa do interior da estrela esta constitúıda
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por um fluido perfeito com tensor de energia-momento igual a

T µν = (ε+ P )uµuν + Pgµν , (5.6)

escrito em termos da densidade de energia total ε, a pressão P e a quadrivelocidade uµ. Desta

maneira, este modelo pode ser utilizado para representar uma NS não rotante com massa de

M = 1.4M�. Logo, para uma NS constitúıda principalmente por nêutrons não relativ́ısticos,

temos que o ı́ndice adiabático é igual a Γ = 2, a constante K é igual a 100 e a densidade

central inicial está definida como ρc = 1.28×10−3 [57]. Por outro lado, nesta rotina os valores

iniciais das variáveis ADMBase foram determinados pelo thorn TOVSolver, ao mesmo tempo

que os dados iniciais para as derivadas temporais das funções de calibre foram estabelecidos

como zero.

Para resultados precisos e significativos da evolução do sistema, a simulação foi realizada

usando 5 ńıveis de refinamento sob um grid cúbico definido no arquivo static tov.par pelas

seguintes linhas de comando

CoordBase::xmin = 0.0

CoordBase::ymin = 0.0

CoordBase::zmin = 0.0

CoordBase::xmax = 240.0

CoordBase::ymax = 240.0

CoordBase::zmax = 240.0

CoordBase::dx = 8

CoordBase::dy = 8

CoordBase::dz = 8

onde os pontos (xmin, ymin, zmim) e (xmax, ymax, zmax) estabelecem tanto o limite in-

ferior, como o limite superior do domı́nio f́ısico considerado na simulação. Os parâmetros

CoordBase::dx=8, CoordBase::dy=8 e CoordBase::dz=8, representam o espaçamento ini-

cial das células do grid nas direções x, y e z, respectivamente. Para cada ńıvel de refinamento

a resolução é duplicada. Portanto, o espaçamento entre as células do grid cai à metade, ge-

rando desta maneira uma variação no tamanho da região a refinar. Logo, em nossa simulação

foram utilizados adicionalmente 4 grids com tamanhos de 120M, 60M, 30M e 15M, para re-

finar o espaço ao redor da estrela centrada na origem. A resolução t́ıpica destes novos grids
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vai desde 0.125M até 2M, onde para 1M vamos ter somente algumas dezenas de pontos ao

londo do diâmetro da estrela, por conseguinte esta é uma das menores resoluções usadas na

simulação que ainda produz bons resultados. Os novos tamanhos dos grids são estabelecidos

pelo thorn CarpetRegrid2 da forma

CarpetRegrid2::num levels 1 = 5

CarpetRegrid2::radius 1[1] =120.0

CarpetRegrid2::radius 1[2] = 60.0

CarpetRegrid2::radius 1[3] = 30.0

CarpetRegrid2::radius 1[4] = 15.0

onde a primeira linha de comandos estabelece os ńıveis de refinamento a aplicar na simulação,

e as outras linhas estabelecem o tamanho dos grids adicionais. As dimensões ou tamanho das

células do grid estarão fortemente associados com o ńıvel de refinamento da análise do sistema

astrof́ısico em questão. Por outro lado, enquanto mais células tenha o grid, mais recursos

computacionais serão necessários para a simulação númerica. Em nossa simulação o tempo

de compilação foi reduzido consideravelmente devido ao uso do thorn ReflectionSymmetry,

que fornece simetria ao problema estudado.

Quando a simulação foi finalizada com sucesso, foi posśıvel visualizar e posteriormente

analisar o output, que como já foi dito no caṕıtulo anterior é gerado em diferentes arquivos e

com diferentes formatos. Por exemplo, o arquivo ADMBase::metric.x.asc contém a seguinte

informação:

# 1D ASCII output created by CarpetIOASCII

# created on Hailleen-PC by root on Jan 16 2015 at 20:57:28-0200

# parameter filename:"/home/hailleen/simulations/static tov/

output-0000/static tov.par"

# Build ID: build-sim-Hailleen-PC-root-2015.01.16-22.49.56-5756

# Simulation ID: run-static tov-Hailleen-PC-root-2015.01.16-22.57.17-8757

# Run ID: run-static tov-Hailleen-PC-root-2015.01.16-22.57.17-8757

#

# ADMBASE::METRIC x (admbase::metric)

#

# iteration 0 time 0

# time level 0

# refinement level 0 multigrid level 0 map 0 component 0

# column format:1:it 2:tl 3:rl 4:c 5:ml 6:ix 7:iy 8:iz 9:time 10:x 11:y 12:z
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# data columns: 13:gxx 14:gxy 15:gxz 16:gyy 17:gyz 18:gzz

Nas primeiras linhas é especificado o tipo de arquivo, o computador onde foi realizada a

simulação, a data e a hora, assim como a rotina que foi compilada. Este arquivo contém os

dados da variação da métrica ao longo do eixo x, enquanto as outras duas coordenadas, y

e z, são fixadas em zero. Depois são apresentados em forma de tabela os dados gerados em

dita simulação. O parâmetro time é definido na rotina static tov.par usando a linha de

comando Cactus::cctk final time = 1000, onde dita quantidade representa o número de

iterações a serem feitas para os diferentes valores do ńıvel de refinamento. Na figura (5.2) é

mostrada de forma parcial a tabela de dados, onde as primeiras cinco colunas da esquerda

para a direita representam respectivamente a iteração (it), o ńıvel de tempo (tl), ńıvel de

refinamento (rl), a componente (c) e o ńıvel de multigrid (ml). Logo, temos as iterações

para as coordenadas x,y e z (ix, iy, iz), o tempo (time), as coordenadas x, y, z. Os

parâmetros tl, ml e c são fixados em zero ao longo da simulação. Logo, os valores de x

dependem do ńıvel de refinamento (rl) que esta sendo aplicado ao grid. O parâmetro ix,

que representa o número da iteração feita na coordenada x, também depende do valor de

rl. Finalmente, temos que as últimas 6 colunas representam os valores das componentes da

métrica quando variamos a coordenada x. Dado que os coordenadas são ortogonais entre si,

a métrica é diagonal e portanto as componentes cruzadas são nulas.

Por outro lado, para realizar o cálculo da energia gravitacional de uma NS no formalismo

do TEGR, primeiro devemos estabelecer nosso espaço-tempo, o qual está definido para um

observador estacionário. Portanto o campo de tétradas vem escrito em termos da métrica

em coordenadas cartesianas da forma

ea µ =



√
−gtt 0 0 0

0
√
gxx 0 0

0 0
√
gyy 0

0 0 0
√
gzz

 . (5.7)

Logo, ao combinar o campo de tétrada (5.7) e o tensor Σabc definido na equação (3.31), a

equação para a energia gravitacional no formalismo teleparalelo, expressão (3.58), pode ser
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Figura 5.2: Vista parcial da tabela de dados gerados no arquivo ADMBase::metric.x.asc

produto da simulação da rotina static tov.par. As primeiras cinco colunas da esquerda
para a direita representam respectivamente a iteração (it), o ńıvel de tempo (tl), ńıvel de
refinamento (rl), a componente (c) e o ńıvel de multigrid (ml). Logo, temos as iterações para
as coordenadas x,y e z (ix, iy, iz), o tempo (tempo), as coordenadas x, y, z e finalmente
os valores das componentes da métrica quando variamos a coordenada x.

escrita como

E = 4k

∮
Si

eΣ(0)0idSi, (5.8)

onde dSi é o diferencial de área na direção i e k = 1/16π. Dado que nossa simulação foi feita

sob um grid cúbico de tamanho finito, o diferencial de integração da equação anterior pode

ser transformado em uma hipersuperf́ıcie cúbica de dimensões x0, y0 e z0, obtendo-se desta

maneira a energia gravitacional de uma estrela de nêutrons

E = 4k

[
lim
x→x0

∫
eΣ(0)01dS1 + lim

y→y0

∫
eΣ(0)02dS2 + lim

z→z0

∫
eΣ(0)03dS3

]
. (5.9)

As componentes do tensor Σ(0)0i são expressões exatas na simetria esférica, portanto no

limite em que a hipersuperf́ıcie é muito grande, ditas tendem a

Σ(0)01 = −1

4

[
∂x(gyygzz)√
−gttgxxgyygzz

]
, (5.10)

Σ(0)02 = −1

4

[
∂y(gxxgzz)√
−gttgxxgyygzz

]
, (5.11)

Σ(0)03 = −1

4

[
∂z(gxxgyy)√
−gttgxxgyygzz

]
. (5.12)

Tendo em vista que e =
√
−g onde g = gttgxxgyygzz é o determinante do tensor métrico, e

devido ao fato que a equação (5.9) pode ser reescrita usando o teorema da divergência, temos
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o seguinte

E = −k lim
V→V0

∫ {
∂x

[
∂x(gyygzz)√
gxxgyygzz

]
+ ∂y

[
∂y(gxxgzz)√
gxxgyygzz

]
+ ∂z

[
∂z(gxxgyy)√
gxxgyygzz

]}
dx3, (5.13)

onde o volume V0 é definido como V0 = x0y0z0, e com a quantidade entre chaves conhecida

como Densidade de energia gravitacional εg. A expressão (5.13) pode ser calculada usando

os dados gerados pelo ET sempre que seja conhecida a variação das componentes da métrica

em todo o espaço. Logo, devido que para gerar todos aqueles dados se requer de muito

tempo de simulação, o ET somente calcula a variação das componentes da métrica na origem

do espaço. Desta maneira nosso trabalho foi calcular a densidade de energia gravitacional

de uma NS na origem. Ao definir as quantidades γ = gxxgyygzz e δ =
√
γ,e considerando

que a métrica é diagonal, ou seja, gii = 1/gii, a densidade de energia gravitacional pode ser

reescrita como

E = −k lim
V→V0

∫ [
∂i∂

iδ + ∂i∂j(δg
ij)
]
dx3,

= −k lim
V→V0

∫
εgdx

3. (5.14)

onde εg = ∂i∂
iδ + ∂i∂j(δg

ij). O cálculo da densidade de energia gravitacional foi realizado

através de um código simples em linguagem python, onde as derivadas parciais foram re-

solvidas numericamente utilizando o método de Diferenças Finitas, mais especificamente o

método central com precisão de 8a ordem. Logo, na figura (5.3) é apresentada a variação

da densidade de energia εg ao longo de cada um dos eixos coordenados. Esta densidade

foi calculada para cada um dos eixos fazendo uso dos arquivos ADMBase::metric.x.asc,

ADMBase::metric.y.asc e ADMBase::metric.z.asc, respectivamente. A semelhança entre

os gráficos é devida à simetria do problema. Consideremos a figura (5.3a), nesta imagem é

posśıvel observar como para pontos com coordenada x entre 0 e ∼ 10 M a densidade de ener-

gia se mantém negativa até chegar a zero. Portanto é posśıvel concluir que dita densidade de

energia é utilizada no interior da estrela para evitar o colapso gravitacional, já que ela cria

uma pressão o suficientemente grande que compensa a força de gravidade garantindo desta

maneira o equiĺıbrio hidrostâtico da estrela. Por outro lado, para pontos com coordenada

x & 10 M temos uma densidade de energia positiva que cai rapidamente a zero na medida que

estamos mais longe da estrela. Logo, dita densidade de energia poderia relaciona-se com a
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força gravitacional que a estrela exerce sobre os outros corpos do espaço, deste modo quanto

maior a distância da estrela de nêutrons, menor vai ser sua força gravitacional.

Finalmente, usando o arquivo de dados hydrobase::rho.maximum.asc, gerado na si-

mulação, é posśıvel mostrar a evolução no tempo da densidade central da estrela (figura

(5.4)). Para os primeiros estágios da evolução temos uma clara diminuição no valor da den-

sidade máxima, onde este pico pode ser interpretado como o resultado da interpolação da

solução unidimensional de equiĺıbrio sobre a solução tridimensional da evolução. Logo, o va-

lor máximo da densidade oscila ao longo do tempo, evidenciando uma tendência ascendente

e com uma diminuição da amplitude em torno ao valor inicial. Mesmo que o modelo tenha

sido considerado em equiĺıbrio, os erros númericos sugerem que a estrela não está exatamente

neste estado, portanto a estrela oscila. Logo, a energia de oscilação é dissipada lentamente,

diminuindo a amplitude de oscilação enquanto a estrela contrai seu volume, incrementando

desta maneira sua densidade central máxima.
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(a) Eixo x

(b) Eixo y

(c) Eixo z

Figura 5.3: Variação da densidade de energia gravitacional εg ao longo dos eixos (a) x, (b)
y y (c) z. Para valores das coordenadas menores que ∼ 10M, temos densidade de energia
negativa, que pode ser responsável pelo equiĺıbrio hidrostático da estrela. Para pontos com
coordenada maior que ∼ 10M se observa um rápido decaimento da densidade de energia
gravitacional. 67



Figura 5.4: Evolução da densidade central de uma estrela TOV ao longo do tempo. Inici-
almente temos um pico produzido pela interpolação da solução de equiĺıbrio na evolução do
grid. A evolução da densidade central é dominada pela interação da superf́ıcie da estrela com
a atmosfera artificial [35].
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Caṕıtulo 6

Conclusões

No presente trabalho analisamos a f́ısica de uma estrela de nêutrons desde o ponto de

vista da Gravidade Telaparalela e em conjunto com a ferramenta numérico-computacional

conhecida como Einstein Toolkit. Partindo do formalismo lagrangiano do Teleparalelismo

Equivalente à Relatividade Geral, foi posśıvel escrever uma expressão para a densidade de

energia gravitacional em termos da métrica gµν do espaço-tempo em consideração. Esta

métrica foi calculada usando a rotina static tov.par pré-definida no ET, que resolve as

equações TOV no interior de uma estrela de nêutrons completamente simétrica, estática e

em equiĺıbrio hidrostático. Na figura (5.3) mostramos a variação da densidade de energia

gravitacional ao longo dos eixos coordenados. Para pontos como coordenada menor que

10M podemos ver como a densidade gravitacional tem valores negativos até alcançar o zero.

Nesta região é posśıvel concluir que dita densidade de energia contribui com o equiĺıbrio

hidrotático da estrela, criando uma pressão o suficientemente grande para compensar a forte

força gravitacional e assim evitar seu colapso. Por outro lado, para pontos com coordenadas

maiores que ∼ 10M se evidencia uma densidade de energia positiva que cai rapidamente a

zero na medida que estamos mais longe do centro da estrela. Desta maneira dita densidade

de energia poderia se relacionar com a força gravitacional que a estrela exerce sobre outros

corpos celestes do espaço. É importante destacar que devido à oscilação dos dados, os erros

nos resultados são consideravelmente grandes.

Adicionalmente, fazendo uso de dados resultantes da simulação também foi posśıvel mos-

trar a evolução temporal da densidade central da estrela. Na figura (5.4), se mostra que

69



ao longo do tempo a densidade central oscila entorno a um valor máximo, evidenciando-se

uma tendência ascendente em conjunto com uma diminuição da amplitude de oscilação. Este

comportamento poderia dever-se que a estrela não se encontra completamente em equiĺıbrio,

em lugar disso ela está oscilando. Portanto, na medida em que a energia de oscilação é dis-

sipada, a estrela reage contraindo seu volume e desta maneira aumenta sua densidade central.

O presente trabalho mostra como resultados dois aspectos importantes: a importância

do cálculo da energia gravitacional de um corpo celeste, o qual não é posśıvel ser feito no

formalismo da Relatividade Geral, além da implementação de uma ferramenta computacio-

nal criada especialmente para auxiliar na resolução de fenômenos astrof́ısicos como sistemas

binários de buracos negros e estrelas de nêutrons, formação de ondas gravitacionais, sistemas

isolados de estrelas de nêtrons e uma gama de fenômenos relativ́ısticos. Para trabalhos subse-

quentes poderia considera-se a modificação das condições iniciais do sistema, tratamento dos

campos magnéticos, equações de estado muito mais complexas, estudo das reações nucleares,

além da implementação de thorns e rotinas de autoria própria.
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[39] F. Löffler, F. Joshua, E. Bentivegna, T. Bode, P. Diener, R. Haas, I. Hinder, B. C.

Mundim, C. D. Ott, E. Schnetter, G. Allen, M. Campanelli e P. Laguna, The Eins-

tein Toolkit: A Community Computational Infrastructure for Relativistic Astrophysics.

Classical and Quantum Gravity. 29, 11, 2012.

[40] The Simulation Factory URL http://simfactory.org/

[41] R. L. Arnowitt, S. Deser e C. W Misner, The dynamics of General Relativity. General

Relativity and Gravitation, 40, 1997, 2008.

[42] R. C. Tolman, Static Solutions of Einstein’s Field Equations for Spheres of Fluid. Phy-

sical Review. 55, 364, 1939.

[43] J. R. Oppenheimer e G. M. Volkoff, On Masive Neutron Cores. Physical Review. 55,

374, 1939.

[44] McLanchlan public BSSN code, URL http://www.cct.lsu.edu/∼ eschnett/McLachlan

[45] J. D. Brown, P. Diener, O. Sarbach, E. Schnetter e M. Tiglio, Turduckening Blach Holes:

An Analytical and Computational Study. Physical Review. D79, 044023. 2009.

[46] C. Reisswig, C. D. Ott, U. Sperhake e E. Schnetter, Gravitational Wave Extraction in

Simulations of Rotating Stellar Coe Collapse. Physical Review. D83, 064008, 2011.

[47] Kranc: kranc Assambles Numerical Code, URL http://kranccode.org/

[48] T. W. Baumgarte e S. L. Shapiro, Numereical Intregration of Einstein’s Field Equations.

Physical Review. D59, 024007, 1998.

74



[49] M. Shibata e T. Nakamura, Evolution od Three-dimensional Gravitational Waves: Har-

monic Slicing Case. Physical Review. D52, 5428, 1995.

[50] E. Schnetter, Time Step Size Limitation Introduced by the BSSN Gamma Driver. Clas-

sical and Quantum Gravity. 27, 16, 2010.

[51] W.Baade e F. Zwicky, On Super-novæ. Proceedings of the National Academy of Sciences.

20, 254, 1934.

[52] F. Pacini,Energy Emission from a Neutron Star Nature. 216, 567, 1967.

[53] T. Gold, Rotating Neutron Stars as the Origin of the Pulsating Radio Sources. Nature.

217, 709, 1968.

[54] The official site of the Nobel Prize URL http://www.nobelprize.org/nobel prizes/physics/

laureates/1993/illpres/discovery.html
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