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RESUMO

DESENVOLVIMENTO DE NOVAS METODOLOGIAS BASEADAS EM CLUSTE-

RING PARA IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS DINÂMICOS HÍBRIDOS NO ES-

PAÇO DE ESTADOS

Autor: Renato Vilela Lopes

Orientador: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Co-orientador: Prof. João Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Programa de Pós-Graduação em Engenharia de Sistemas Eletrônicos e de Automação

Brasília, 06 de junho de 2014

Este trabalho aborda o problema de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos com mo-
delos descritos no espaço de estados. Mais especif camente é discutido o caso particular de
sistemas chaveados lineares a tempo discreto, em que a variável discreta do estado denota
o modelo matemático que descreve a forma como os estados contínuos evoluem. As abor-
dagens desenvolvidas utilizam pressupostos gerais de que os instantes de chaveamento, o
número de modelos locais, os parâmetros e as ordens destes modelos podem ser simultane-
amente desconhecidos. A principal contribuição do trabalho é o desenvolvimento de uma
nova estrutura de identif cação onde os modelos locais são identif cados antes da estimação
dos instantes de chaveamento do sistema. Para isso, explora-se o uso de técnicas de iden-
tif cação em subespaços, clustering, classif cação de dados e f ltragem híbrida. Essa nova
estrutura de identif cação resultou no desenvolvimento de seis novos algoritmos. Um impor-
tante aspecto dos algoritmos propostos é o fato de ser mantido o controle sobre a base de
estados na qual as matrizes dos diferentes modelos locais são calculadas, assim os diferentes
sistemas locais podem ser diretamente combinados. A ef ciência das abordagens propostas
é demonstrada por meio de simulações numéricas e comparações com uma abordagem já
existente na literatura.



ABSTRACT

DEVELOPMENT OF NEW METHODOLOGIES BASED IN CLUSTERING FOR

IDENTIFICATION OF HYBRID DINAMIC SYSTEMS IN STATE SPACE FORMS

Author: Renato Vilela Lopes

Advisor: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Co-advisor: Prof. João Yoshiyuki Ishihara, ENE/UnB

Programa de Pós-Graduação em Engenharia de Sistemas Eletrônicos e de Automação

This work addresses the problem of identif cation of hybrid dynamical systems with models
in state space. More specif cally, it is discussed the particular case of discrete-time switched
linear systems where the discrete state variable denotes the mathematical model that descri-
bes how the continuous states evolve. The approaches developed use general assumptions
such as the switching times, the number of local models, the parameters and the orders of
these models can be simultaneously unknown. The main contribution of this work is the
development of a new identif cation framework where the local models are identif ed prior to
the estimation of the switching times. This task is accomplished by exploring the combined
use of subspace identif cation methods, clustering, data classif cation and hybrid stochastic
f ltering. This new framework resulted in the development of six new algorithms. An impor-
tant feature of the algorithms is that the matrices of the different submodels can be directly
combined since they are obtained for the same base states. The eff ciency of the proposed
approaches is demonstrated by numerical simulations and comparison of the results with a
previous literature approach.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO

Na área de engenharia de controle, a identif cação de sistemas é usada para construir
modelos matemáticos de processos físicos reais. Esses modelos são análogos matemáticos
que apresentam algumas características observadas nos sistemas reais. Tradicionalmente, os
modelos utilizados vêm sendo, basicamente, divididos em dois grandes grupos, os mode-
los a tempo contínuo descritos por equações diferenciais e que representam a evolução do
sistema continuamente no tempo, e os modelos a tempo discreto, descritos por equações de
diferenças e representam a evolução do sistema em instantes discretos [2].

No entanto, com o desenvolvimento tecnológico, o computador e os dispositivos semi-
condutores passaram a ter grande importância em diversas aplicações. Com efeito, surgiram
sistemas de natureza híbrida que não podem ser facilmente modelados utilizando-se de mo-
delos puramente contínuos ou modelos puramente discretos. Adicionalmente, a conversão
destes sistemas em entidades puramente discretas ou puramente contínuas pode levar a uma
solução inadequada do problema [3].

Ao mesmo tempo, o crescente desenvolvimento de estudos na área de sistemas autôno-
mos provocou o surgimento de um grande número de sistemas inteligentes e mais capazes.
Exemplos desses sistemas incluem as missões espaciais, os veículos aéreos não tripulados,
veículos aquáticos não tripulados, robôs autônomos, entre outros. Nestas aplicações a capa-
cidade de lidar com as incertezas inerentes ao ambiente em que estão operando é fundamental
para melhorar o desempenho e a precisão do sistema [4].

Desta forma, a utilização de um modelo matemático mais f exível e representativo do
ambiente e do próprio sistema constitui um ponto crucial no projeto desses sistemas, uma vez
que eles devem ser capazes de lidar com distúrbios, falhas de componentes, desconhecimento
completo ou parcial de dinâmicas e incertezas na estimação de posição e/ou obstáculos [4],
[5].

Nestes contextos, surgem os sistemas dinâmicos híbridos. Formalmente, os sistemas di-
nâmicos híbridos são def nidos como uma classe de sistemas que são caracterizados pela
combinação de comportamentos que são típicos de sistemas dinâmicos a tempo contínuo
com comportamentos que são típicos de sistemas dinâmicos a eventos discretos [6]. Eles são
ideais para caracterizar a interação entre dispositivos lógicos e processos contínuos. Neste
caso, o comportamento contínuo é o resultado da evolução natural do processo físico, en-
quanto o comportamento (ou evento) discreto é atribuído à presença de interruptores, de
fases operacionais, transições, um código de programa de computador, etc.

No entanto, a abordagem híbrida também pode ser utilizada para descrever fenômenos

1



reais que exibem descontinuidades ou aproximar dinâmicas complexas, lineares ou não-
lineares, através da concatenação de modelos lineares mais simples [7]. De fato, muitos
sistemas práticos têm suas dinâmicas descritas mais f elmente por um conjunto de mode-
los matemáticos no lugar de uma abordagem de modelo único. Como exemplo cita-se um
circuito eletrônico chaveado, em que voltagens e correntes podem sofrer mudanças brus-
cas e terem suas dinâmicas alteradas dependendo dos estados lógicos das chaves [1]. Neste
contexto, a porção discreta do vetor de estados geralmente denota o modo de operação do
sistema e def ne a forma segundo a qual as variáveis de estado contínuas evoluem.

Desta forma, os formalismos existentes para os sistemas dinâmicos híbridos mostram-se
adequados para o tratamento de uma grande variedade de problemas [8]. Consequentemente,
o paradigma de modelagem híbrida têm sido considerado nas mais diversas aplicações, como
por exemplo: modelagem de veículos aéreos não tripuláveis [9], sistemas de localização [1],
visão computacional [10], controle de comportamento humano [11], controle de automóveis
[12], sistemas de potência [13], sistemas de manufatura [14], controle de tráfego aéreo [15]
e evolução da infecção de HIV em pacientes [16]. Como resultado, nas últimas décadas
aumentou o interesse nesses sistemas e numerosos resultados em análise, estabilidade, es-
timação de estados e controle de sistemas dinâmicos híbridos tem aparecido na literatura,
alguns exemplos de trabalhos são [1], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23] .

No entanto, na maioria desses trabalhos assume-se que o modelo híbrido do sistema está
disponível a priori ou que pode ser determinado a partir das leis físicas que regem o processo.
A complexidade dos sistemas reais pode comprometer esse pressuposto [24]. Por essa razão
é importante ser capaz de identif car os sistemas híbridos a partir dos dados de entrada/saída.
Assim, um processo de identif cação de sistemas híbridos pode ser utilizado para substituir
ou complementar os modelos obtidos através das leis físicas.

1.2 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA E OBJETIVOS

Um sistema híbrido a tempo discreto combinando variáveis de estado contínuas e discre-
tas pode ser descrito como [3], [1]:

{
xk = fmk−1

(xk−1, uk−1, wk−1),

yk = hmk
(xk, uk, vk),

(1.1)

em que mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M} refere-se ao estado discreto, e M é o número de sub-
modelos; fmk−1

é uma função de evolução do processo dependente do modo e hmk
é a função

de medição do sistema. Os vetores xk ∈ R
nmk , uk ∈ R

nu e yk ∈ R
ny são, respectivamente,

os estados contínuos 1, as entradas e saídas do sistema. Os vetores wk ∈ R
nmk e vk ∈ R

ny

1Embora o sistema (1.1) esteja representado em tempo discreto, o termo estado contínuo é comumente
usado na literatura para diferenciar os estados referentes ao processo físico dos modos de operação (estados
discretos) do sistema.
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são termos de ruído de processo e medida, respectivamente.

O problema de identif cação dos sistemas dinâmicos híbridos consiste na determinação
da quantidade de modelos locaisM e a na obtenção de estimativas das funções fmk−1

e hmk
,

baseado em uma sequência de dados amostrados {uj, yj}
k
j=1. Esse problema é desaf ador

uma vez que, em geral, os estados contínuos, o estado discreto e as funções de chaveamento
são desconhecidas. A principal dif culdade na identif cação desses modelos a partir de dados
experimentais é causada pelo forte acoplamento entre as dinâmicas contínuas e discretas do
sistema [25].

Na maioria dos sistemas na natureza somente os estados ou as saídas das dinâmicas
contínuas são observadas. O estado discreto do sistema, ou modo, está oculto na observação,
e deve ser inferido a partir dos dados. A classif cação dos dados observados em estados
discretos pode ser realizada se as dinâmicas contínuas são conhecidas. Da mesma forma,
se todos os dados observados são classif cados em estados discretos, a dinâmica contínua
associada com cada modo pode ser identif cada [26].

No entanto, sem o conhecimento a priori das dinâmicas contínuas ou dos estados discre-
tos, o processo de identif cação requer simultaneamente a classif cação dos dados observados
e a identif cação da dinâmica associada a cada modo [27], [28], [29]. Trata-se de um difícil
problema combinatório, com a complexidade aumentando exponencialmente em função do
número de dados amostrados e do número de modos [30].

Diferentes abordagens já foram propostas na literatura. Em [7] é apresentada uma exce-
lente revisão dos métodos de identif cação de sistemas híbridos. No entanto, a maioria dos
estudos, [31], [32], [33], [28], [29], [34], [35], [36], [37], focam em modelos na forma de
entrada-saída tais como modelos Auto Regressivo Exógeno Af m por Partes, PWARX (do
inglês, Piecewise Affine Auto-Regressive Exogenous) ou modelos Chaveados Auto regressivo
Exógeno, SARX (do inglês, Switched ARX).

Embora esses modelos possam ser utilizados para descrever sistemas dinâmicos, eles
não são os mais adequados para a maioria dos métodos de controle e análises dinâmicas.
De fato, modelos no espaço de estados são mais convenientes para descrever sistemas com
Múltiplas-Entradas e Múltiplas-Saídas (MIMO), pois proporcionam uma elegante e com-
pacta representação. Além disso, os desenvolvimentos teóricos de observabilidade e con-
trolabilidade foram estudados e são bem estabelecidos com base em modelos na forma de
espaço de estados [38].

No entanto, a identif cação desses modelos no espaço de estados traz desaf os adicio-
nais. Quando as matrizes dos diferentes sub-modelos são identif cadas, por exemplo, por
técnicas de identif cação em subespaços, elas não podem ser combinadas, pois, em geral,
estão representadas em bases de estados diferentes. Assim, é necessário transformar todos
os sub-modelos para a mesma base de estados [39].

Adicionalmente, em comparação com a estimação de modelos na forma de entrada-saída,
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a identif cação de sistemas dinâmicos híbridos na forma de modelos no espaço de estados
tem a dif culdade de que o estado contínuo é geralmente desconhecido. Portanto, uma vez
que o regressor não está totalmente disponível a priori, o particionamento direto do espaço
entrada-estado como realizado, por exemplo, nos modelos PWARX, torna-se uma tarefa
muito difícil [38].

Desta forma, o principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de técnicas para
identif cação de sistemas dinâmicos híbridos a tempo discreto com modelos expressos no
espaço de estados e com modos de operação não observáveis. Por tratar-se de um problema
bastante complexo, para o qual ainda não há soluções fechadas na literatura, o que se espera
apresentar neste estudo é uma metodologia prática para a obtenção de estimativas ef cientes
da dinâmica contínua e a estimação correta do número de modos do sistema mesmo no ce-
nário onde pouco conhecimento do sistema está disponível a priori. Devido a complexidade
teórica inerente, uma prova de convergência dos algoritmos propostos está fora do escopo
deste trabalho. No entanto, a convergência dos parâmetros será avaliada empiricamente por
meio de simulações numéricas.

1.3 IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS HÍBRIDOS: ESTADO DA ARTE

Os sistemas híbridos são compostos de dinâmicas contínuas, governadas por leis físicas, e
dinâmicas a eventos discretos, controladas por lógicas e regras [35]. O termo sistema híbrido
foi utilizado primeiramente para descrever a combinação entre essas dinâmicas em 1966 por
Witsenhausen no trabalho [40]. O princípio de funcionamento de um sistema híbrido com
dois modos de operação está ilustrado na Figura 1.1.

q q’
ẋ = f(q, x) ẋ = f(q′, x)

x ∈ D(q) x ∈ D(q′)

Transição

Transição

Figura 1.1: Diagrama esquemático de um sistema dinâmico híbrido com dois modos de
operação.

Na Figura 1.1, os estados contínuos são representados pela variável x e os dois modos
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são representados por q e q′. Quando o sistema está operando no modo q, o estado contínuo
x evolui segundo a equação diferencial ẋ = f(q, x) no conjunto domínio x ∈ D(q). Uma
transição do modo q para o modo q′ pode acontecer e, assim, o estado contínuo passará a
evoluir segundo a equação diferencial ẋ = f(q′, x) com domínio x ∈ D(q′).

As transições entre os modos do sistema podem ser descritas de diferentes formas. Por
exemplo, se o sistema estiver trabalhando no modo q, uma transição para o modo q′ pode
acontecer quando o estado contínuo x atingir uma determinada região de guarda G(q, q′).
Neste caso, o sistema recebe o nome de Automato Híbrido (do inglês, Hybrid Automata)
[6]. Por outro lado, a transição entre os modos pode acontecer controlada por uma variá-
vel externa, neste caso, o sistema recebe o nome de sistema com Saltos Controlados (do
inglês, Controlled Jumps) [41]. Recomenda-se a leitura de [41] para uma revisão geral dos
diferentes tipos de sistemas híbridos.

Atualmente, os sistemas híbridos têm recebido muita atenção da comunidade científ ca,
principalmente, de pesquisadores das áreas de ciência da computação e controle [35]. No
entanto, como métodos tratáveis para analisar sistemas híbridos gerais ainda não estão dis-
poníveis [42], [43], vários autores focam em sub-classes especiais de sistemas dinâmicos
híbridos para as quais técnicas de análise e controle estão sendo atualmente desenvolvidas
[42]. Alguns exemplos destas sub-classes são os Sistemas Mistos Lógicos Dinâmicos (MLD,
do inglês,Mixed Logical Dynamical) [44], os sistemasMax-Min-Plus-Scaling(MMPS) [45],
Sistemas Lineares Complementares (LC, do inglês, Linear Complementarity) [46], [47], Sis-
temas Lineares Complementares Estendidos (ELC, do inglês, Extended Linear Complemen-

tarity) [48], Sistemas Af ns por Partes (PWA, do inglês Piece Wise Affine) [49].

Embora haja relações de equivalência entre essas sub-classes [42], cada uma delas apre-
senta vantagens e desvantagens em relação às outras dependendo da característica que deseja-
se estudar. Por exemplo, critérios de estabilidade foram propostos para sistemas PWA, técni-
cas de controle e verif cação para modelos híbridos na forma MLD e condições de existência
e unicidade de soluções para sistemas LC [42].

Contudo, do ponto de vista de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos, a maior parte
dos esforços tem sido dedicada a identif cação dos sistemas chaveados lineares e sistemas
af ns por partes [7], [39], [50]. Esse maior interesse é motivado por três razões principais.
Primeiro, esses modelos podem ser utilizados para descrever uma vasta gama de processos
físicos [51]. Segundo, são adequados para aproximar dinâmicas não-lineares como combi-
nação de vários modelos lineares mais simples [52]. Terceiro, a sua equivalência com várias
outras classes de modelos híbridos tornam as técnicas de identif cação desenvolvidas para
esses modelos adequadas para obter muitos tipos de modelos híbridos a partir dos dados
amostrados [7].

Este trabalho abordará a identif cação de sistemas dinâmicos chaveados lineares. Desta
forma, na próxima seção será apresentada uma pequena revisão sobre o estado da arte na
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identif cação destes sistemas. Para um estudo mais detalhado e geral recomenda-se a leitura
de [28], [7] e [53].

1.3.1 Sistemas dinâmicos chaveados lineares

Os modelos chaveados lineares são def nidos como uma coleção de modelos lineares,
conectados por chaveamentos que são indexados por uma variável discreta, chamada de
estado discreto ou modo. Em outras palavras, a variável discreta denota o modo de operação
do sistema e def ne o modelo matemático que descreve a forma como a porção contínua do
vetor de estados evolui, conforme ilustrado na Figura 1.2.

  

ModeloModeloModelo
1 2 M

Seletor

Entrada

Saída

Figura 1.2: Representação de um sistema dinâmico chaveado com M modelos locais (Adap-
tado de [1]).

A forma de evolução do estado discreto dá origem a várias sub-classes de sistemas hí-
bridos. Por exemplo, em modelos de Saltos Lineares (JL, do inglês Jump Linear), o modo
é uma entrada desconhecida, determinística e de valor f nito. Em modelos de Saltos Marko-
vianos Lineares (JML, do inglês Jump-Markov Linear) o estado discreto é modelado como
uma cadeia de Markov irredutível governada pela sua matriz de transição de probabilidades.
Já nos modelos PWA, a lei de chaveamento entre os diferentes sub-modelos é def nida pela
forma das regiões do domínio espaço-entrada [7].

Diferentes abordagens já foram desenvolvidas para identif cação de sistemas dinâmicos
chaveados lineares e podem ser divididas em duas categorias de acordo com a estrutura usada
nos modelos [54]: modelos na forma de entrada-saída ou modelos no espaço de estados. A
grande maioria dos trabalhos aborda o problema de identif cação dos modelos na forma de
entrada-saída [7], [38]. A Tabela 1.1 apresenta os trabalhos de identif cação mais importantes
desenvolvidos considerando essas duas estruturas de modelos.

A seguir será realizado uma breve descrição de alguns dos principais métodos apresenta-
dos na Tabela 1.1.
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Tabela 1.1: Relação de trabalhos publicados em identif cação de sistemas dinâmicos chave-
ados lineares/af ns.

Forma do Modelo Trabalhos Publicados
[31], [32], [28], [29], [34], [36], [37], [35]

Entrada-saída [55], [56], [26], [57], [58], [54], [59], [24], [60]
[61], [62], [63] [64] [65] [66] [67], [52], [58], [68], [69], [70]

Espaço de estados [71], [72], [39], [73], [74], [75] [76], [77], [25] [38], [78]

1.3.1.1 Modelos na forma de entrada-saída

A representação de um sistema chaveado na forma entrada-saída é conhecida como
SARX, (do inglês, Switched AutoRegressive Exogenous) e está apresentada abaixo:

yk = θTmk

[
rk

1

]
+ ek, (1.2)

em que mk ∈ {1, . . . ,M} é o estado discreto, M é o número de sub-modelos, θmk
são

as matrizes de parâmetros def nida para cada sub-modelo, yk ∈ R
ny é o vetor de saída do

sistema, ek ∈ R
ny é um termo de ruído/erro e rk é o vetor regressão def nido por:

rk =
[
yTk−1 · · · yTk−na

uT
k uT

k−1 · · · uT
k−nb

]T
, (1.3)

em que uk ∈ R
nu é o vetor de entrada do sistema no instante de tempo k, na e nb são as

ordens do modelos consideradas f xas.

Uma sub-classe especial destes sistemas é a representação chamada de modelos Auto-
regressivos Exógenos Af m por Partes (PWARX, do inglês Piecewise Autoregressive Exoge-

nous). Nesta classe, o mecanismo de chaveamento é determinado por partições poliédricas
do domínio dos regressores R ⊆ R

d, em que d = ny · na + nu · (nb + 1). Isso signif ca que
o estado discreto é dado por:

mk = i se e somente se rk ∈ Ri, i = 1, . . . ,M, (1.4)

em que {Ri}
M
i=1 é uma partição completa de R. Essas partições são subconjuntos poliédricos

convexos de R de forma que ∪Mi=1Ri = R e Ri ∩ Rj = ∅ para i 6= j .

Assim, o modelo PWARX é def nido como:

yk =





θT1

[
rk

1

]
+ ek se rk ∈ R1,

...
... k = 1, 2, . . . , N.

θTM

[
rk

1

]
+ ek se rk ∈ RM ,

(1.5)

7



Do ponto de vista de identif cação, as abordagens para esses dois tipos de sistemas,
SARX e PWARX, são iguais, com a única diferença que no caso da primeira representa-
ção o passo de identif cação das partições do domínio dos regressores não é necessário.

A identif cação destes sistemas é um difícil problema, pois envolve a estimação dos pa-
râmetros dos modelos locais e dos coef cientes dos hiperplanos que def nem a partição do
conjunto de entrada e estados (ou regressores). A principal dif culdade reside no fato que o
problema de identif cação inclui um problema de classif cação em que cada um dos dados
amostrados deve ser associado ao modelo local mais adequado.

As diferentes abordagens propostas para este problema podem ser distinguidas em duas
categorias de acordo com as considerações feitas sobre as partições; partições f xas a priori
ou partições estimadas junto com os sub-modelos [7].

No primeiro caso, partições f xas a priori, a classif cação dos dados é muito simples
sendo que a estimação dos sub-modelos pode ser realizada por meio de técnicas conhecidas
de identif cação de sistemas como, por exemplo, o algoritmo de mínimos quadrados. No
segundo caso, partições estimadas junto com os modelos locais, a dependência entre clas-
sif cação dos dados, estimação de parâmetros e estimação das regiões torna o problema de
difícil solução. O problema é ainda mais complicado quando o número de sub-modelos
também deve ser estimado [34].

Conforme apresentado na Tabela 1.1, diferentes técnicas já foram propostas para o pro-
blema de identif cação destes modelos. No entanto, as principais técnicas podem ser classif -
cadas em quatro grupos de acordo com a abordagem utilizada [37]: procedimento algébrico,
abordagem Bayesiana, abordagem de erro limitado e abordagem por agrupamento ou clus-
tering.

O procedimento algébrico proposto em [26], [65], [55] fornece uma solução de forma
fechada para o problema de identif cação na ausência de ruído. A ideia da abordagem algé-
brica é transformar o problema de identif cação de vários modelos ARX em um problema
de identif cação de um único modelo ARX deslocado que simultaneamente engloba todos
os modelos locais e não depende da sequencia de chaveamento. No entanto, nesta aborda-
gem deve-se conhecer o número de modelos e as respectivas ordens. Esta técnica garante a
convergência para o ótimo global, porém, a um alto custo computacional [34].

Na abordagem bayesiana proposta em [29], os parâmetros desconhecidos dos modelos
são tratados como variáveis aleatórias e descritos através de suas funções de densidades de
probabilidades (FDPs). Assim, o problema de identif cação é posto como um problema de se
calcular a FDP a posteriori dos parâmetros do modelo dado o conjunto de dados amostrados
e algumas informações disponíveis a priori. O problema é então relaxado até ser possível
implementá-lo na prática e os parâmetros são facilmente obtidos a partir das FDPs. Para o
problema de classif cação dos dados é utilizado uma abordagem iterativa sub-ótima posta
como um problema de se encontrar a classif cação de dados com mais alta probabilidade.
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Desta forma, este procedimento pode ser resumido da seguinte forma. Inicialmente,
calcula-se o modo mais provável de (yk, rk), usando as FDPs dos parâmetros disponíveis
no instante de tempo k − 1. Então, os pontos são atribuídos ao modo correspondente e
utilizados para atualizar a FDP a posteriori dos parâmetros. Uma desvantagem deste método
é a quantidade de informações necessárias a priori que inclui o conhecimento do número de
modelos, das respectivas ordens e das FDPs iniciais.

Mais recentemente, em [69] é proposto uma abordagem Bayesiana baseada no método
Variacional de Bayes (do inglês, Variational Bayes). O método pode ser interpretado como
uma generalização Bayesiana do algoritmo EM (do inglês, Expectation Maximization) e as
estimativas das distribuições dos parâmetros são obtidas de forma determinística, introdu-
zindo um pressuposto de independência entre eles. As principais vantagens da metodologia
proposta são a baixa carga computacional, o comportamento determinístico e o fato de não
necessitar de informações a priori do sistema. Contudo, não existe garantia de convergência
para a distribuição real dos parâmetros.

O procedimento por erro limitado (do inglês bounded-error procedure) foi utilizado nos
trabalhos [34] e [66]. A principal ideia do método é impor que o erro em (1.2) é limitado
por uma dada constante δ > 0 para todas as amostras do conjunto de estimação. Com essa
consideração, o conjunto de dados amostrados pode ser classif cado pelo particionamento
do conjunto de N desigualdades | yk − rTkΘ |< δ, k = 1, . . . , N , em um número mínimo
de sub-sistemas viáveis. Trata-se de um método conveniente para lidar com ruído, porém,
muito dependente da inicialização dos parâmetros, por exemplo, o número de sub-modelos
identif cados depende diretamente do limite de erro imposto. Adicionalmente, neste método
é necessário conhecer as ordens dos sistemas locais.

A abordagem por agrupamento ou clustering proposta por [32] explora o fato do vetor de
regressores estar totalmente disponível e a função de mapeamento que def ne estes sistemas
ser localmente linear, isto signif ca que os dados em {(yk, rk)}Nk=1 que pertencem ao mesmo
modo se encontram próximos uns dos outros. Desta forma, eles podem ser facilmente agru-
pados. A implementação é composta por quatro passos. Inicialmente, cria-se um conjunto
de dados locais Ck para cada par (yk, rk). Então, é identif cado um vetor de parâmetros para
cada conjunto de dados locais. Em seguida, esses vetores de parâmetros são agrupados em
M clusters utilizando-se o algoritmo K-médias (do inglês K-means). O passo seguinte é rea-
lizar a classif cação dos dados nos clusters identif cados. Com os conjuntos de dados obtidos
pode-se identif car os parâmetros dos sub-modelos por mínimos quadrados. O passo f nal é
a estimação das partições.

Essa abordagem requer o conhecimento do número de modos, da ordem dos modelos
locais e do tamanho dos clusters. No entanto, essa abordagem serviu de estopim motiva-
dor para diversos trabalhos mais recentes. Por exemplo, em [35] os autores apresentaram
um método simples e mais ef ciente baseado em agrupamento por mistura de gaussianas,
treinada pelo algoritmo EM. A vantagem da metodologia proposta é que não é necessário o
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conhecimento a priori do número de modos. Em [24], a principal diferença é a utilização
de um algoritmo de erro de saída af m (do inglês affine output error). Já em [9], é proposta
a utilização de um novo algoritmo de clustering baseado na metodologia de divisão e fusão
(do inglês, Split and Merge), enquanto que em [70] é proposta a utilização da técnica Chiu’s
clustering. Segundo [24] a abordagem por clustering é a que oferece o melhor compromisso
entre facilidade de uso e acurácia dos modelos identif cados.

Alguns trabalhos mais recentes propõem novas abordagens para solução deste problema
de identif cação. Em [58] os autores propõem uma abordagem que permite a estimação
simultânea dos parâmetros e dos modos de uma sub-classe de sistemas PWA, conhecida
como PWARMAX (do inglês, PieceWise Autoregressive Moving Average eXogeneous). A
proposta utiliza Algoritmos Genéticos para obter os parâmetros de um modelo de misturas
de gaussianas e uma variação do algoritmo de Mínimos Quadrados Estendido para estimar
os parâmetros dos sub-modelos. Já em [60] os autores abordam o problema para a sub-
classe SMARX (do inglês, Switched Markov ARX System) e utilizam o Algoritmo EM para
estimação dos modos e da dinâmica contínua do sistema.

1.3.1.2 Modelos no espaço de estados

Um modelo chaveado linear geral no espaço de estados é descrito pelo seguinte conjunto
de equações:

{
xk+1 = Amk

xk +Bmk
uk + wk,

yk = Cmk
xk +Dmk

uk + vk,
(1.6)

em que mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M} refere-se ao estado discreto, e M é o número de sub-
modelos. Os vetores xk ∈ R

nmk , uk ∈ R
nu e yk ∈ R

ny são, respectivamente, os estados
contínuos, as entradas e saídas do sistema e nmk

é a ordem do sub-modelo indexado pormk.
As matrizes Amk

, Bmk
, Cmk

e Dmk
tem dimensões apropriadas e descrevem as dinâmicas

locais, wk ∈ R
nmk , wk ∼ N(0, Qk) e vk ∈ R

ny , com vk ∼ N(0, Rk), são termos de
ruído de processo e medida, respectivamente, considerados como sequencias de ruído branco
descorrelacionados com média zero.

O problema de identif cação neste caso consiste em estimar a quantidade e a ordem dos
sub-modelos, uma realização (Âmk

, B̂mk
, Ĉmk

, D̂mk
) para cada modo e as estimativas dos

instantes de chaveamento do sistema. Esse problema é sensivelmente mais difícil quando
comparado com a identif cação de modelos na forma de entrada-saída por dois motivos. Pri-
meiro porque o estado contínuo é, geralmente, desconhecido. Assim, o vetor de regressão
não está totalmente disponível e o particionamento direto do espaço de entrada-estado é uma
tarefa muito mais complicada. Segundo, as técnicas geralmente utilizadas para identif cação
dos modelos locais determinam as matrizes dos diferentes sistemas através de transforma-
ções de estados. Essas transformações de estados são, em geral, diferentes para cada modelo
local, conforme apresentado em [39]. Com efeito, essas matrizes devem ser transformadas
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para a mesma base de estados para que os diferentes sub-modelos possam ser combinados.

A primeira abordagem proposta para identif cação de sistemas chaveados lineares no
espaço de estados foi proposta em [71]. Neste trabalho, os autores utilizam um método re-
cursivo de identif cação em subespaços para a estimação dos instantes de chaveamento do
sistema. A técnica de estimação dos mínimos quadrados é aplicada nos conjuntos de da-
dos existentes entre dois instantes de chaveamento para a identif cação dos parâmetros de
Markov dos modelos locais. Em seguida, realiza-se a procura por modelos semelhantes e
realiza-se a fusão destes modelos. Por f m, a identif cação f nal dos sub-modelos é realizada
utilizando-se o Algoritmo de Realização de Sistemas (ERA, do inglês Eigensystem Realiza-

tion Algorithm). Os principais problemas deste método são a limitação a sistemas sem ruído
de processo e fato de não abordar os problemas de atrasos de detecção.

Em [72], os autores utilizam uma abordagem semelhante, mas que resolve as limitações
mencionadas acima. Para isso, é utilizado um método de estimação dos instantes de chave-
amento baseado na análise no vetor de resíduos obtidos da projeção das saídas do sistema
sobre o espaço ortogonal das entradas. É mostrado que quando um chaveamento ocorre a
média deste vetor residual deixa de ser nula.

Em [39] é abordado o problema de identif cação assumindo que o estado discreto é co-
nhecido. Assim, o foco é principalmente em determinar a transformação de estados que
permite expressar todos os modelos locais na mesma base de estados. Essa transformação
é obtida por comparação, em cada transição, do estado do modelo antes da transição com
o estado do modelo após a transição. A proposta utiliza várias transições entre os modelos
locais para determinar a respectiva transição de estados.

Em [73] é utilizada a abordagem onde os dados de entrada e saída são incorporados em
um espaço de dimensão superior. Assim, o problema de estimação dos instantes de cha-
veamento se torna um problema de segmentação de dados em subespaços distintos. Para
realizar essa segmentação é utilizado o algoritmo de análise de componentes principais ge-
neralizados (GPCA, do inglês Generalized Principal Components Analysis), que permite
simultaneamente e automaticamente identif car o número de modelos locais, a ordem des-
ses modelos no espaço de estados, e todos os instantes de chaveamento do sistema a partir
dos dados amostrados. No entanto, este trabalho não aborda o problema de estimação das
matrizes dos modelos locais.

Uma interessante abordagem iterativa de identif cação em subespaços é proposta em [74].
O método integra a estimação dos instantes de chaveamento do sistema com a estimação
iterativa dos parâmetros do sistema. Para isso, utiliza-se o algoritmo de identif cação dos
instantes de chaveamento proposto em [50]. Esse algoritmo é baseado na detecção das varia-
ções do posto dos subespaços projetados de pequenos conjuntos de dados de entrada e saída.
Esse conjunto de dados é iterativamente atualizado e quando o conjunto contém dados de
apenas um modelo local, a dimensão do respectivo subespaço se mantém constante. Já para
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a estimação dos parâmetros dos modelos locais é utilizado um algoritmo de identif cação em
subespaços iterativo. A desvantagem desta abordagem é a necessidade da existência de uma
clara distinção entre os valores singulares referentes ao sinal e ao ruído para que seja possí-
vel determinar corretamente o posto dos subespaços. Como resultado, o método é somente
indicado em situações onde o ruído que afeta o sistema é relativamente baixo.

Para superar essa dif culdade em [75] os autores apresentam uma evolução desta me-
todologia. Neste novo trabalho, a detecção dos instantes de chaveamento do sistema está
relacionada com a dispersão das principais direções dos subespaços. É mostrado que quando
o conjunto de dados analisado contém apenas dados gerados pelo mesmomodelo local, o nú-
mero das principais direções dos subespaços permanece constante. Por outro lado, quando
o conjunto de dados contém dados de diferentes modelos locais o número das principais
direções aumenta, resultando em uma distorção do subespaços. Em [16], são apresentadas
pequenas variações nesta abordagem para melhorar o desempenho do algoritmo.

Em [79] é utilizada uma abordagem que combina métodos em subespaços com uma
programação inteira mista para a identif cação dos sistemas. Inicialmente os estados do
sistema são extraídos a partir dos dados de entrada e saída usando-semétodos em subespaços.
Uma vez que os estados são conhecidos, o sistema chaveado é re-escrito como um sistema
MLD e os parâmetros são calculados através da programação inteira mista. A desvantagem
deste método é que o número de modos e as ordens dos modelos locais devem ser conhecidas
a priori.

O trabalho proposto em [38] apresenta uma abordagem que não impõem nenhuma res-
trição quanto ao tempo de permanência do sistema em cada um dos modos. A metodologia
proposta elimina o estado contínuo desconhecido do conjunto de equações do modelo utili-
zando uma consideração apropriada de observabilidade. Isso permite obter um modelo na
forma de entrada-saída que envolve um aumento no número de estados discretos. A esti-
mação desse modelo permite então extrair uma realização do modelo de espaço de estados.
A estimação das matrizes do modelos locais é realizada por um algoritmo que alterna entre
a classif cação dos dados e atualização dos parâmetros via método dos mínimos quadrados
recursivos. No entanto, nesta abordagem é necessário o conhecimento a priori do número de
modos e da ordem dos modelos locais.

Em [5] os autores apresentam uma interessante abordagem baseada no algoritmo de EM.
A proposta aborda o problema de aprendizado para sistemas híbridos onde as transições no
estado discreto dependem do estado contínuo e empregam uma aproximação da distribui-
ção a posteriori sobre os estados ocultos e técnicas de otimização locais para atualizar as
estimativas dos parâmetros do sistema híbridos. Portanto, a abordagem utiliza uma versão
aproximada do algoritmo EM para tornar o problema tratável na prática. Os autores mostram
empiricamente que o algoritmo converge na prática. As principais limitações deste método
é o fato de precisar de estimativas iniciais das matrizes dos modelos locais (conhecimento
prévio dos modelos locais), a forte dependência de boas estimativas iniciais e a possibilidade
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de convergência para mínimos locais.

Em [4] os autores estendem o trabalho anterior de modo a evitar a convergência das so-
luções para mínimos locais. A abordagem proposta identif ca as áreas exploradas do espaço
de soluções e guia a busca para fora destas áreas. Para isso o método combina o uso do
algoritmo EM com o algoritmo de agrupamento K-means. Essa abordagem permite obter a
solução ótima ou quase ótima do processo de aprendizagem. No entanto, este método conti-
nua dependendo de um conhecimento inicial dos modelos locais do sistema e apresenta uma
alta carga computacional na solução do problema.

O trabalho proposto em [78] formula o problema de identif cação como um problema de
minimizar o número de componentes diferentes de zero em um vetor de erros normalizado.
No entanto, como a solução direta deste problema é inviável computacionalmente, os auto-
res relaxam essa primeira formulação e mostram que os diferentes sub-modelos podem ser
recuperados através de um problema de otimização convexa. A principal desvantagem desta
metodologia é a consideração que o estado contínuo do sistema é completamente mensurá-
vel.

Alguns autores [76], [77], [25] abordam o problema de identif cação de sistemas chave-
ados utilizando uma abordagem online. Neste contexto, como o processo de identif cação
deve ser realizado em tempo real, o problema de identif cação se torna muito mais complexo,
uma vez que os algoritmos utilizados devem ser capazes de fornecer estimativas dentro de
um tempo limitado. Assim, em geral, essas abordagens não podem utilizar algumas mani-
pulações úteis como decomposição em valores singulares ou processamento iterativo devido
ao tempo de processamento que essas manipulações requerem. Consequentemente, as abor-
dagens obtidas são relativamente limitadas [51]. Nos trabalhos mencionados, basicamente,
é utilizado um algoritmo de identif cação em subespaços recursivo e um algoritmo de classi-
f cação dinâmica para identif car as mudanças de modo.

Apesar das diversas abordagens desenvolvidas ainda não existe um método em destaque
para a identif cação de sistemas chaveados no espaço de estados. Cada abordagem apresenta
algum tipo de consideração e/ou limitação que dif culta a realização de comparações. De
fato, nenhuma das abordagens apresentadas foi comparada com outras técnicas, o que torna
ainda mais difícil a def nição da melhor técnica ou da técnica referência para os demais
trabalhos.

Para exemplif car, apresenta-se na Tabela 1.2 uma comparação com o resumo das consi-
derações de cada uma das abordagens off-line apresentadas nesta seção. Essa tabela inclui
ainda as considerações que serão realizadas nos algoritmos propostos neste trabalho (Ca-
pítulo 3), com a f nalidade de facilitar a visualização do contexto na qual se insere esses
algoritmos.
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Tabela 1.2: Considerações realizadas em cada abordagem off-line desenvolvida para identif cação de sistemas chaveados no espaço de estados.
Modelos Modos Um modo Quant. Ordens Estados Estimativa Instantes Validação Comparação

Trabalhos Estáveis e persist. ativo a cada de modos conhecidas Contínuos inicial dos τdwell
1 de chav. experimental com outros

Observáveis excitados instante conhecido Mensuráveis modelos conhecidos métodos
[39] X X X X X X
[74] X X X X
[75] X X X X X
[50] X X X X
[73] X X X X
[79] X X X X X X
[71] X X X X
[72] X X X X
[38] X X X X X
[5] X X X X X
[4] X X X X X
[78] X X X X

Abordagens
propostas X X X X X

neste trabalho

1Mínimo período de tempo que o sistema permanece em cada modo. Esse parâmetro será melhor def nido no Capítulo 3.
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1.4 PROPOSTAS E CONTRIBUIÇÕES

Do ponto de vista teórico, é proposta uma nova estrutura (framework) para identif cação
de sistemas dinâmicos híbridos no espaço de estados, mais especif camente é abordado o
caso particular de sistemas chaveados lineares a tempo discreto. Essa nova estrutura de iden-
tif cação resultou no desenvolvimento de seis novos algoritmos. As abordagens desenvolvi-
das exploram o uso de métodos de identif cação de sistemas dinâmicos lineares, clustering,
classif cação de dados e f ltragem. Estas abordagens foram desenvolvidas utilizando-se um
conceito modular onde é possível utilizar uma grande variedade de algoritmos para imple-
mentar cada um dos métodos mencionados. Essa é uma importante característica, uma vez
que é possível escolher os algoritmos em função da aplicação de modo a obter melhores
resultados.

Diferentemente dos principais métodos de identif cação de sistemas híbridos existentes
na literatura onde primeiro é identif cado os instantes de chaveamento do sistema, as abor-
dagens propostas neste trabalho, inicialmente identif cam os modelos locais através da uti-
lização de técnicas clássicas de identif cação em subespaços aplicadas a pequenos conjunto
de dados. Os instantes de chaveamento são estimados em etapa posterior com a aplicação
de um algoritmo de clustering robusto. Durante o desenvolvimento dos seis algoritmos pro-
postos, a principal preocupação era torná-los capazes de fornecer estimativas de qualidade
mesmo nos cenários onde o sistema está sujeito a ação de elevados níveis de ruído e pouco
conhecimento do sistema está disponível a priori.

Contribuições adicionais deste trabalho refere-se à utilização, no contexto de identif -
cação de sistemas, do algoritmo de clustering RCA e de um algoritmo desenvolvido para
estimação de estados de sistemas híbridos (f ltragem híbrida) conhecido na literatura como
Interacting Multiple Model(IMM) [80], [81]. Acrescenta-se ainda como contribuição deste
trabalho a comparação da metodologia desenvolvida com uma abordagem existente na li-
teratura, uma vez que a revisão bibliográf ca mostrou a ausência de comparações entre as
diferentes abordagens já desenvolvidas.

Os artigos científ cos publicados durante o desenvolvimento deste trabalho de doutorado
estão listados no Anexo A.

1.5 APRESENTAÇÃO DO MANUSCRITO

O primeiro capítulo apresenta a introdução, a motivação do estudo e a revisão bibliográ-
f ca das principais fontes para a elaboração desta tese e constitui o estado da arte na área
de identif cação de sistemas híbridos. O segundo capítulo apresenta os conceitos teóricos
e ferramentas utilizadas durante o desenvolvimento dos novos algoritmos de identif cação
propostos. O terceiro capítulo contém as contribuições deste trabalho, onde são apresenta-
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dos seis novos algoritmos para a identif cação dos sistemas híbridos. Este capítulo apresenta
ainda o desempenho desses novos algoritmos por meio de simulações numéricas. No capí-
tulo quatro é realizada a comparação da abordagem mais completa desenvolvida com uma
abordagem existente na literatura. Por f m, as conclusões e as propostas para trabalhos futu-
ros são apresentadas no quinto capítulo.
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Este trabalho abordará o problema de identif cação de sistemas chaveados lineares no
espaço de estados, def nidos na Seção 1.3. Conforme mencionado anteriormente, trata-se
de um difícil problema que envolve a estimação dos parâmetros do modelo contínuo, do
estado discreto e das funções de chaveamento a partir do conjunto de dados de entrada e
saída amostrados.

Neste contexto, abordagens ef cientes de identif cação consistem na separação dos da-
dos gerados por diferentes sistemas dinâmicos e na aplicação de técnicas de identif cação de
sistemas lineares nos diferentes conjuntos obtidos. As metodologias de identif cação que se-
rão apresentadas no Capítulo 3 abordam esse problema dividindo-o em etapas que envolvem
conceitos de identif cação de sistemas, clustering, classif cação de dados e f ltragem híbrida.
Na Figura 2 é apresentando um f uxograma geral ilustrando a interação entre esses conceitos.
As estruturas específ cas de cada algoritmo serão apresentadas no Capítulo 3.

Os algoritmos desenvolvidos apresentam um conceito modular e permitem que diferen-
tes métodos (ou algoritmos) sejam utilizados na implementação de cada um dos conceitos
mencionados. Por exemplo, na etapa de identif cação dos sistemas, pode-se utilizar qualquer
método de identif cação de sistemas lineares que forneça uma representação do sistema no
espaço de estados, ou na etapa de clustering pode-se utilizar qualquer algoritmo de clustering
existente na literatura.

Desta forma, este capítulo tem a f nalidade de apresentar uma breve introdução aos con-
ceitos teóricos e algoritmos utilizados nas diferentes etapas das metodologias que serão apre-
sentadas no próximo capítulo. Detalhes matemáticos e demonstrações formais desnecessá-
rias para o entendimento dos conceitos e métodos não serão apresentados. O leitor interes-
sado em um estudo mais profundo deve consultar os trabalhos originais citados ao longo do
texto.

2.1 IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES

A identif cação de sistemas dinâmicos aborda o problema de construção de modelos
matemáticos de maneira empírica, baseada em experimentos e coletas de dados. A teoria de
identif cação de sistemas dinâmicos começou a se fortalecer no campo da engenharia a partir
da década de 60. Desde então, diversas abordagens vem sendo desenvolvidas e apresentam
como característica o fato de requererem pouco ou nenhum conhecimento prévio do sistema
[2].

Dentre essas diversas abordagens, as de interesse neste trabalho são aquelas que forneçam
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Figura 2.1: Diagrama ilustrando a interação entre os diferentes conceitos utilizados nos al-
goritmos que serão apresentados no Capítulo 3.

uma representação do sistema dinâmico na forma de espaço de estados. Segundo [82], essas
abordagens podem ser divididas em três diferentes categorias.

1. Métodos clássicos de identif cação paramétrica: Consistem na estimação de parâme-
tros através da adaptação de métodos clássicos (Mínimos Quadrados, Método de Erro
de Predição, Variáveis Instrumentais) para modelos no espaço de estados. Nestes mé-
todos os parâmetros são estimados pela resolução de um problema de otimização que
consiste na minimização de uma função custo que, geralmente, é formulada em termos
da diferença entre a saída medida e a saída estimada. Para maiores detalhes destes mé-
todos, consultar os trabalhos [83] e [2].

2. Métodos da teoria das realizações: Nestes métodos as matrizes do modelo no espaço
de estados são obtidas a partir dos coef cientes da resposta ao impulso. Os principais
algoritmos desta categoria foram propostos nos trabalhos [84] e [85].

3. Métodos de identif cação em subespaços: Esses métodos têm suas origens na teoria das
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realizações descrita na categoria anterior e são caracterizados por obter um modelo no
espaço de estados através dos subespaços gerados pelas linhas ou colunas de matrizes
formadas pelos dados de entrada - saída.

Na comparação destes métodos, as abordagens da segunda categoria apresentam uma
séria desvantagem que é a dif culdade de se obter uma estimativa não paramétrica conf ável
da resposta impulsiva [82]. Em relação as outras duas categorias, observa-se que, em geral,
os métodos clássicos produzem estimativas mais precisas quando comparados com os mé-
todos em subespaços [86]. Apesar disso, nos últimos 15 anos, a teoria de identif cação em
subespaços tem atraído a atenção da comunidade científ ca internacional devido as várias
vantagens apresentadas em relação às técnicas clássicas. Algumas destas vantagens são:

• Os algoritmos de identif cação em subespaços são mais rápidos do que os algoritmos
clássicos, pois não são iterativos [87];

• As técnicas de identif cação em subespaços não possuem problemas de otimização
não convexas como as técnicas tradicionais, como por exemplo, os modelos de erros
de predição [39];

• Não possuem problemas de convergência [87];

• São numericamente robustos, pois utilizam algoritmos bem estabelecidos da álgebra
linear numérica [87];

• Na identif cação em subespaços, os modelos reduzidos podem ser obtidos diretamente,
sem a necessidade de calcular primeiro modelos de ordem superior [87].

• Não apresentam a premissa de que todos os estados precisam ser diretamente mensu-
ráveis.

Motivado por essas vantagens, neste trabalho optou-se pela utilização de um método de
identif cação em subespaços para a identif cação dos modelos locais constituintes do sistema
híbrido. Assim, na sequencia será realizada uma discussão um pouco mais detalhada sobre
esses métodos e em seguida apresentado o algoritmo utilizado neste trabalho.

Matematicamente, a identif cação em subespaços considera modelos descritos pelo se-
guinte conjunto de equações:

{
xk+1 = Axk +Buk + wk,

yk = Cxk +Duk + vk,
(2.1)

com

E

[ (
wp

vp

) (
wT

q vTq

) ]
=

(
Q S

ST R

)
δpq ≥ 0, (2.2)
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em que uk ∈ R
nu e yk ∈ R

ny são as medidas de entrada e saída, respectivamente, no instante
de tempo k. O vetor xk ∈ R

n é o vetor de estados do processo. As matrizes A, B, C
e D possuem dimensões apropriadas e descrevem a dinâmica do sistema de ordem n. Os
vetores wk ∈ R

n e vk ∈ R
ny são termos de ruídos branco, assumidos serem de média zero, e

estacionários.

Basicamente, a partir de um conjunto de dados observados de entrada e saída, os métodos
de identif cação em subespaços determinam qual a realização apresenta a maior probabili-
dade de gerar as saídas (ou a realização que tem o menor erro quadrático na saída) dadas as
entradas do sistema [88]. Para isso, inicialmente estima-se o vetor de estados xk ao longo de
uma janela de observação e então determina-se as matrizes do sistemas A, B, C, D por um
procedimento de regressão via mínimos quadrados. Essa é uma importante diferença entre
os métodos de identif cação em subespaços e os métodos clássicos como, por exemplo, o
método de predição do erro (PEM, do inglês Prediction Error Method).

A análise das estatísticas do resíduo obtido na regressão pode ser empregada para estimar
as matrizes de covariância do sistema Q, S e R. A estimação do vetor de estados é obtida
por meio de uma combinação linear dos preditores da saída yk. Esses preditores são obti-
dos através de operações de projeções envolvendo as matrizes de dados de entrada e saída
disponíveis [87], [83].

O resultado da projeção é dividido, mediante decomposição em valores singulares, em
uma matriz de observabilidade e uma matriz que contém a evolução dos estados estimados.
Essa é a essência do porquê esses algoritmos são chamados de subespaços. Em outras pala-
vras, eles recuperam as matrizes relacionadas ao sistema como subespaços da projeção das
matrizes de dados [87]. O método permite ainda determinar a ordem do sistema através da
inspeção dos valores singulares diferentes de zero.

Existem diferentes abordagens de identif cação em subespaços na literatura. No entanto,
essas abordagens variam apenas na forma de geração e análise das possíveis realizações das
matrizes do sistema. Neste trabalho, optou-se por uma abordagem unif cada conhecida como
Algoritmo Combinado Robusto - ACR (do inglês, Robust Combined Algorithm) apresentada
em [87]. Segundo os autores, o termo robusto é usado no sentido que o algoritmo apresenta
bons resultados para diversas aplicações práticas. Este último aspecto, alinhado com o fato
do algoritmo poder ser implementado de uma maneira numericamente estável e ef ciente
foram os principais motivos para sua escolha neste trabalho.

A seguir será realizada uma breve descrição desta metodologia. A ideia é mostrar intui-
tivamente o procedimento realizado pelo algoritmo. O leitor interessado em um estudo mais
profundo deve consultar o trabalho original [87].
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2.1.1 Algoritmo Combinado Robusto - ACR

Omodelo (2.1) pode ser reformulado e colocado em forma de equações matriciais como:

Yp = ΓiX
d
p +Hd

i Up + Y st
p , (2.3)

Yf = ΓiX
d
f +Hd

i Uf + Y st
f , (2.4)

Xd
f = AiXd

p +∆d
iUp, (2.5)

as notações (•d) e (•st) referem-se as partes determinísticas e estocásticas, respectivamente,
o sub-escrito f denota “futuro"e p denota o “passado". O parâmetro i é um índice def nido
pelo usuário e conhecido como o número de blocos linhas. Esse número deve ser maior
do que a máxima ordem do sistema a ser identif cado. Os outros termos nas equações são
def nidos como segue:

• Γi é uma matriz de observabilidade estendida de ordem i def nida como

Γi =
[
C CA · · · CAi−1

]T
∈ R

iny×n. (2.6)

• ∆d
i é uma matriz de controlabilidade estendida de ordem i.

∆d
i =

[
Ai−1B Ai−2B · · · AB B

]
∈ R

n×pi. (2.7)

• Hd
i é uma matriz triangular inferior de Toeplitz

Hd
i=




D 0 0 · · · 0

CB D 0 · · · 0

CAB CB D
. . . 0

...
... . . . . . . 0

CA(i−2)B CA(i−3)B · · · CB D




∈ R
iny×inu. (2.8)

• A matriz de block Hankelde entrada é def nida como:

U0|2i−1 =




u0 u1 u2 · · · ut−1

u1 u2 u3 · · · ut

...
...

... . . . ...
ui−1 ui ui+1 · · · ui+t−2

ui ui+1 ui+2 · · · ui+t−1

ui+1 ui+2 ui+3 · · · ui+t

...
...

... . . . ...
u2i−1 u2i u2i+1 · · · u2i+t−2




,

=

[
U0|i−1

Ui|2i−1

]
=

[
Up

Uf

]
, (2.9)
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em que o número de colunas t é tipicamente igual a s−2i+1, sendo s a quantidade de dados
utilizada para a identif cação.

A partir desta matriz pode-se def nir outras duas importantes matrizes, U+
p e U−

f , que são
construídas da seguinte forma:

U+
p = U0|i =




u0 u1 u2 · · · ut−1

u1 u2 u3 · · · ut

...
...

... . . . ...
ui−1 ui ui+1 · · · ui+t−2

ui ui+1 ui+2 · · · ui+t−1



. (2.10)

U−
f = Ui+1|2i−1 =




ui+1 ui+2 ui+3 · · · ui+t

...
...

... . . . ...
u2i−1 u2i u2i+1 · · · u2i+t−2


 . (2.11)

As matrizes Yp, Y +
p , Yf e Y −

f são def nidas de maneira similar para as saídas yk. A matriz

contendo as entradas Up e saídas Yp será denominadaWp eWp
.
=
[
Up Yp

]T
.

Finalmente a sequencia de estadosXi é def nida como:

Xi =
[
xi xi+1 · · · xd

i+t−1

]
∈ R

n×t. (2.12)

Definição 2.1.1.A projeção ortogonal do espaço linha deA sobre o espaço linha deB é

definida como [87]:

A/B = ABT (BBT )†B, (2.13)

em que(•)† denota a matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose da matriz(•). �

Definição 2.1.2.A projeção oblíqua do espaço linha deA na direção do espaço linha deB

sobre o espaço linha deC é denotada porA/BC e definida como:

A/BC = [A/B⊥][C/B⊥]†C, (2.14)

em queB⊥ representa o complemento ortogonal deB. �

Assim, sobre as hipóteses que:

H1. A entrada do sistema uk é persistentemente excitante de ordem 2i;

H2. Os ruídos de processo e medida são descorrelacionados;

pode-se obter as seguintes relações [87]:

Zi = Yf/

(
Wp

Uf

)
= ΓiX̂i +HiUf . (2.15)
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Zi+1 = Y −
f /

(
W+

p

U−
f

)
= Γi−1X̂i+1 +Hi−1U

−
f . (2.16)

Oi = Yf/Uf
Wp = ΓiX̃f . (2.17)

em que X̂i e X̃f são sequencias de estados diferentes, no sentido de que cada uma delas
utiliza um estado inicial diferente.

Observe que, a equação (2.15) mostra a relação da sequencia de estados X̂i com o con-
junto de dados amostrados. A matriz Zi é computada a partir dos dados amostrados, sem
o conhecimento prévio das matrizes do sistema. Essa projeção pode ser interpretada como
a predição ótima dos dados de saída futuro Yf , a partir dos dados de entrada e saída pas-
sados Wp e as entradas futuras Uf . Já a equação (2.17) permite o cálculo do espaço linha
da sequência de estados X̃f e o do espaço coluna da matriz de observabilidade estendida Oi

diretamente dos dados amostrados, sem o conhecimento das matrizes do sistema.

Desta forma, o algoritmo de identif cação em subespaços segue os seguintes passos:

1. Calcular as seguintes projeções ortogonais e oblíquas:

Zi = Yf/

(
Wp

Uf

)
, Zi+1 = Y −

f /

(
W+

p

U−
f

)
, Oi = Yf/Uf

Wp.

2. Determinar a SVD da projeção oblíqua ponderada:

W1OiW2 = USV T , (2.18)

W1 ∈ R
iny×iny e W2 ∈ R

t×t são matrizes de pesos, def nidas de forma que W1 é de
posto completo eW2 obedece a relação posto(Wp) = posto(WpW2).

3. Determinar a ordem através da inspeção dos valores singulares em S e particionar
adequadamente a SVD para obter as matrizes U1 e S1. Isso é obtido da seguinte forma:

W1OiW2 =
[
U1 U2

] [ S1 0

0 0

][
V T
1

V T
2

]
. (2.19)

É importante destacar que, a ordem n do sistema é igual ao número de valores singu-
lares de S em (2.18) diferentes de zero. Contudo, esta não é uma tarefa trivial e será
discutida mais detalhadamente na seção 2.1.3.

4. Determinar Γi e Γi−1 da seguinte forma:

Γi = U1S
1/2
1 T, Γi−1 = Γi, (2.20)

em que Γi é a matriz Γi sem a última linha e T ∈ R
n×n é uma transformação não-

singular arbitrária.
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5. Obter as matrizes A e C através da resolução do seguinte conjunto de equações:
[

Γ†
i−1Zi+1

Yi|i

]
=

[
A

C

]
Γ†
iZi +KUf +

[
ρw

ρv

]
, (2.21)

em que ρw e ρv são termos de resíduos e K pode ser def nida como:

K =



[
B | Γ†

i−1H
d
i−1

]
− AΓ†

iH
d
i[

D | 0
]
− CΓ†

iH
d
i


 . (2.22)

Recalcular Γi e Γi−1 a partir de A e C.

6. Obtenha as matrizes B e D a partir da equação:

B,D = arg min
B,D

∥∥∥∥∥

[
Γ†
i−1Zi+1

Yi|i

]
−

[
A

C

]
Γ†
iZi +KUf

∥∥∥∥∥

2

F

, (2.23)

em que ‖ • ‖F denota a norma de Frobenius.

7. EstimarQ, S e R. Segundo [87] essas matrizes satisfazem:
(

Q S

ST R

)
= Et

[ (
ρw

ρv

) (
ρTw ρTv

) ]
, (2.24)

em que
Et[•]

.
= lim

t→∞

1

t
[•], (2.25)

ou seja, as matrizes Q, S e R são estimadas a partir da média temporal dos resíduos
da regressão. Outras formas para determinação dessas matrizes podem ser utilizadas
resultando em diferentes propriedades estatísticas [87].

Em [87], os autores mostram que diferentes algoritmos existentes na literatura podem ser
obtidos através da escolha adequada das matrizes de pesosW1 eW2. Neste trabalho, adotou-
se W1 = Iiny

e W2 = ΠU⊥
f

= It − UT (UUT )†U , o que torna a abordagem equivalente
ao algoritmo MOESP (do inglês, Multivariable Output-Error State Space). Para maiores
detalhes a respeito dos métodos de identif cação em subespaços recomenda-se a leitura de
três livros publicados sobre esse assunto: [89], [90], [87].

2.1.2 Matrizes do Espaço de Estados na Forma Canônica

A metodologia descrita na seção anterior permite obter uma estimativa das matrizes (A,
B, C, D) do sistema. No entanto, deve-se notar que não existe apenas um conjunto de
matrizes que são compatíveis com os dados amostrados {(uk, yk)}

N
k=1. De fato, para cada

matriz não-singular T , chamada de matriz de transformação de estados, o conjunto (TAT−1,
TB, CT−1, D) também descreve o comportamento do sistema.

24



No contexto de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos isso pode se tornar um pro-
blema, uma vez que as matrizes dos diferentes modelos locais podem ser obtidas em bases de
estados diferentes. Como resultado, os diferentes modelos locais não podem ser diretamente
combinados. Assim, é importante garantir que essa transformação de estados seja a mesma
para todos os modelos locais [39].

Neste trabalho, utilizou-se a abordagem proposta em [91] e [25] para manter o controle
da base do estado nas quais as matrizes do sistema são calculadas. Esta abordagem utiliza
uma transformação especial que permite a manipulação do sistema MIMO em uma base
canônica adequada. Formas canônicas são úteis para descrever sistemas dinâmicos linea-
res, principalmente porque proporcionam uma parametrização única do sistema em estudo.
Essa propriedade pode ser explorada no contexto de identif cação de sistemas pois, em ge-
ral, dão origem a estruturas de modelos identif cáveis. Adicionalmente, os parâmetros das
formas canônicas podem ter uma interpretação direta com os coef cientes de uma função de
transferência particular [91].

A ideia central da metodologia é englobar a observabilidade dos estados, inicialmente
distribuída sobre todas as saídas do sistema, em uma saída auxiliar def nida como uma com-
binação de todas as saídas. Desta forma, é possível def nir uma matriz de permutação que
determina a base na qual as matrizes serão calculadas.

Para entender esse procedimento considere inicialmente um sistema MISO (do inglês,
Multiple Inputs Single Output). Para esse sistema amatriz de observabilidadeΓn = Γn(A,C),
com C ∈ R

1×n, é uma matriz quadrada e não singular. Utilizando essa matriz, uma trans-
formação de similaridade pode ser realizada através de xk ← x = Γnxk. Pode-se mostrar
facilmente que a matriz da dinâmica do sistema A = ΓnAΓ

−1
n é uma matriz na forma com-

panheira (do inglês, companion form) após uma operação de transposição e que A e C tem
as seguintes formas:

A =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1



, (2.26)

C =
[
1 0 · · · 0

]
, (2.27)

em que ai são os coef cientes do polinômio característico (pA) de A,

pA(z) = det(zI −A) = a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1 + zn.

Contudo, para os casos onde os sistemas são MIMO, a forma companheira não é tão
direta de se obter. No entanto, em [91] e [25] os autores descrevem um conjunto de trans-
formações que torna possível descrever um sistema MIMO na forma canônica companheira.
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Novamente detalhes matemáticos e demonstrações formais desnecessárias para o entendi-
mento do método não serão apresentados.

A ideia básica da abordagem é realizar uma reformulação do sistema de tal modo que
seja possível representá-lo através de uma única saída yjk. Para isso, considere uma saída
auxiliar construída como uma combinação linear das saídas do sistema, def nida como:

yak =

ny∑

j=1

λjyjk, (2.28)

em que yjk são componentes do vetor de saída yk e λj são números reais diferentes de zero.

Se a matriz A for não-depreciativa (do inglês, nonderogatory), os λj’s podem ser sele-
cionados de tal modo que todas as dinâmicas do sistema sejam observadas somente de yak.
Segundo [91], uma matrizA é não-depreciativa se e somente se uma das seguintes condições
são satisfeitas:

• A é similar a uma matriz companheira;

• O polinômio característico deA é igual ao polinômiomínimo, onde os dois polinômios
são considerados como sendo unitário;

• Existe um vetor v ∈ R
n tal que a matriz

[
v Av · · · An−1v

]
tem posto completo;

• Para qualquer autovalor ϕ de A, dim{ker{A− ϕIn}} = 1;

Assim, substituindo um dos componentes do vetor de saída, por exemplo o primeiro
componente, por yak, obtém-se:

ȳk = Kyk, (2.29)

com

K =




λ1 λ2 · · · λny

0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1



. (2.30)

Denotando as novas matrizes como C = KC, D = KD, Γi = Γi(A,C) e Hd
i =

Hd
i (A,B,C,D), a equação (2.5) pode ser re-escrita como:

Yf = ΓiX
d
f +Hd

i Uf + Y st
f , (2.31)

em que Yf e Y st
f são as matrizes de block Hankelconstruídas de yk.

A ideia dessa transformação é obter uma saída yak ∈ R a partir da qual todos os pólos
do sistema (2.1) sejam observáveis. Isso é equivalente a Γn(A, c

T
1 ) ter posto completo, com

cT1 = λTC, λ =
[
λ1 · · · λny

]T
. Se isso for verdade, é possível obter diretamente,
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através da transformação xk ← Γn(A, c
T
j )xk, as matrizes do sistema (2.1) na forma canônica

de forma similar ao caso MISO. Desta forma, o problema se torna em como determinar os
valores de λ1, · · · , λny

que tornam essa exigência verdadeira.

Em [91] e [25] os autores demonstram que, se λ =
[
λ1 · · · λny

]T
∈ R

ny for um
vetor gerado randomicamente e se o par (A,C) do sistema (2.1) é observável e a matriz A é
não-depreciativa, é seguro com probabilidade um que:

posto(Γn(A, λ
TC)) = n. (2.32)

Desta forma, é possível obter uma certa representação no espaço de estado na forma
canônica companheira de um sistema MIMO diretamente no processo de identif cação. Para
isto, basta que, em cada caso, seja utilizada uma matriz não singular T para alterar a base do
espaço de estados na equação (2.5). Para essa f nalidade, def ni-se uma matriz de permutação
L como:

L =
[
d1 · · · dny

]
∈ R

iny×iny , (2.33)

em que dz =
[
ez ez+ny

· · · ez+(i−1)ny

]
com ez ∈ R

iny um vetor composto de zeros e 1
na posição z.

Assim, considerando T = Γn(A, c
T
1 ) e usando-se a matriz de (2.33), pode-se obter:

LΓi =




cT1
cT1A
...

cT1A
i−1

cT2
...

cTny
Ai−1




=

[
Γn(A, c1

T )

Ψ

]
. (2.34)

Por construção, o posto(Γn(A, c
T
1 )) = n. Consequentemente, Γn(A, c

T
1 ) pode ser uti-

lizada como uma matriz de transformação T e a escolha da matriz L, def nida em (2.33),
determina uma certa base de estados na qual as matrizes do sistema são recuperadas. Existe
diferentes maneiras de ajustar a matriz de permutação L. O único requisito é que as primei-
ras n linhas de LΓi sejam linearmente independente. Após essas transformações as matrizes
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do sistema são obtidas na seguinte forma:

A = TAT−1 =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−α0 −α1 −α2 · · · −αn−1



, (2.35a)

B = TB =




b11 b12 · · · b1p

b21
. . . . . . ...

... . . . . . .
bn1 · · · bn(p−1) bnp



, (2.35b)

C = KCT−1 =




cT1
...
cTl


 com cT1 = eT1 , (2.35c)

D = KD. (2.35d)

Segundo [91] a parametrização introduzida acima tem as seguintes características:

• A parametrização é unicamente caracterizada pelos ny valores de λi gerados pelo usuá-
rio;

• A parametrização obtida tem o menor número de parâmetros (n(nu + ny) + nuny);

• A estrutura (2.35) é globalmente identif cável. Segundo [83], a estrutura de ummodelo
é globalmente identif cável no vetor de parâmetros θ seM(θ) = M(θ∗) =⇒ θ = θ∗

Portanto, o algoritmo de identif cação utilizado neste trabalho é formado pela combina-
ção da metodologia de identif cação em subespaços descrita na seção anterior com a aborda-
gem descrita nesta seção para manter o controle da base de estados nas quais as matrizes do
sistema são calculadas.

Exemplo 2.1: Para ilustrar a metodologia de identif cação, será considerado a identif -
cação de um circuito RLC série discutido em [86]. Este circuito consiste de uma fonte de
tensão ligada em série com um resistor (R), um capacitor (C) e um indutor (L). O sinal de
entrada u é o sinal proveniente da fonte de tensão e a tensão sobre o indutor é escolhida como
o sinal de saída y. Este sistema pode ser representado no espaço de estados com as seguintes
matrizes:

A =

[
0, 9877 4, 8586

−0, 0049 0, 9392

]
, B =

[
0, 0123

0, 0049

]
, C =

[
−1 −10

]
, D = 1,
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essas matrizes foram obtidas considerando a discretização do sistema com período de amos-
tragem de 0, 01s e escolhendo-se R = 10Ω, C = 0, 02F e L = 20H.

Para identif cação do sistema, utilizou-se como sinal de excitação do sistema um ruído
branco de média nula e desvio padrão σ = 20. O sistema foi simulado e adicionado ao
sinal de saída uma sequencia de ruído branco de média nula na proporção de 40dB. Não
foi considerado ruído de processo. Na simulação foram geradas 1500 amostras, sendo que
as primeiras 1000 amostras foram utilizadas para identif cação do sistema e as últimas 500
amostras utilizadas para a validação. No processo de identif cação a ordem do sistema foi
considerada conhecida a priori. Um pequeno trecho dos sinais utilizados na identif cação
estão mostrados nas Figuras 2.2a e 2.2b.
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Figura 2.2: Sinais utilizados e obtidos no processo de identif cação. (a) Sinal de entrada (uk)
em volts. (b) Sinal de saída (yk) em volts. Nestas f guras, para melhor visualização, apenas
um pequeno trecho dos sinais está sendo mostrado.

A aplicação do algoritmo ACR descrito na seção 2.1.1 permite obter uma estimativa das
matrizes do sistema. No presente exemplo, as matrizes obtidas foram:

Â =

[
0, 9569 −0, 3281

0, 0721 0, 9691

]
, B̂ =

[
0, 3319

−0, 1072

]
, Ĉ =

[
−0, 3256 −0, 4833

]
, D̂ = 0, 9503,

Esse modelo estimado constitui uma boa aproximação do sistema real, uma vez que
consegue reconstruir a saída real do sistema de maneira satisfatória, como pode ser observado
na Figura 2.3a. De fato, os autovalores estimados (0, 9630 ± 0, 1537j) são muito próximos
dos autovalores reais do sistema (0, 9635± 0, 1523j).

No entanto, as matrizes do sistema foram estimadas em relação a uma transformação de
similaridade T . Conforme já discutido na seção 2.1.2, no contexto de identif cação de siste-
mas dinâmicos híbridos, essa é uma questão delicada, pois essa matriz T pode ser diferente
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para cada modelo local do sistema híbrido. Assim, o algoritmo ACR é combinado com a me-
todologia descrita na seção 2.1.2 para representar as matrizes do sistema na forma canônica.
A aplicação conjunta destas metodologias permite obter a seguinte matriz de transformação:

T =

[
−0, 3256 −0, 4833

−0, 3464 −0, 3616

]

Essa matriz de transformação leva à seguintes matrizes transformadas:

Âc =

[
0 1

−0, 9509 1, 9260

]
, B̂c =

[
−0, 0562

−0, 0762

]
, Ĉc =

[
1 0

]
, D̂c = 0, 9974,

em que o sub-escrito c foi utilizado para representar as matrizes na forma canônica.

Esse novo modelo também consegue reconstruir a saída real do sistema de maneira sa-
tisfatória, como pode ser observado na Figura 2.3b.
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Figura 2.3: Comparação entre a saída real do sistema (proveniente do conjunto de dados de
validação) e a estimada pelo modelo. (a) Modelo estimado pelo algoritmo ACR (b) Modelo
estimado pelo algoritmo ACR associado com a metodologia descrita na seção 2.1.2 para
representar todos os modelos na mesma base de estados.

2.1.3 Estimação da ordem dos modelos

A metodologia de identif cação em subespaços utilizada neste trabalho permite a esti-
mação da ordem dos modelos locais através da inspeção dos valores singulares diferentes
de zero na equação (2.18). No entanto, quando o sistema está corrompido com altos níveis
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de ruído, ou quando o número de dados amostrados não é suf cientemente grande ou ainda
quando o sistema real é não-linear, a inspeção desses valores singulares não é trivial, uma
vez que todos os valores singulares são diferentes de zero [86], [92]. Nesses casos, deve-se
estimar a ordem do sistema como o número de valores singulares dominantes. O problema é
que esses valores singulares dominantes podem não ser evidentes.

Existe uma extensa literatura de algoritmos de estimação de ordem para sistemas dinâ-
micos [93], [94], [95], [96], [97], [98]. Segundo [98], as diferentes técnicas de estimação de
ordem desenvolvidas podem ser divididas em três grupos; 1) aquelas que estimam a ordem
e os parâmetros dos modelos simultaneamente, 2) aquelas que necessitam de estimativas a
priori dos parâmetros do modelo e; 3) as que não precisam dessas estimativas.

O primeiro grupo de técnicas consiste em estimar a ordem e os parâmetros do modelo
simultaneamente. Uma abordagem Bayesiana oferece essa possibilidade através de um pro-
cesso adaptativo que consiste em atualizar os parâmetros do modelo e alterar a ordemmodelo
baseado na natureza dos dados que estão sendo modeladas [99]. A principal desvantagem
desses métodos refere-se custo computacional.

No segundo grupo, as abordagens consistem em encontrar um equilíbrio entre a quali-
dade do ajuste e complexidade do modelo. Em geral, essa tarefa é realizada através de um
procedimento recursivo que avalia uma gama de diferentes valores de ordens. Para cada
valor de ordem é estimado um modelo e este é usado para calcular a variância do erro de
predição. Por f m, o modelo que minimiza esse erro é escolhido como o melhor modelo a
partir do conjunto de modelos disponível. As técnicas mais utilizadas e importantes estão
classif cadas neste grupo, como exemplo destacam-se o trabalho pioneiro [100] que propõem
o Akaike information criterion(AIC) e suas extensões AICC [101] and AICi [96]. O critério
AIC também motivou muitas outras propostas, como por exemplo [102] e [103]. Contudo, a
desvantagem destas técnicas é a complexidade computacional, uma vez que diversos mode-
los devem ser estimados até que a ordem ideal seja determinada [93], [98].

O terceiro grupo inclui uma enorme gama de propostas e se caracterizam por não ne-
cessitar de estimativas a priori dos parâmetros do modelo. Em geral, a maioria das técnicas
focam na análise dos autovalores ou dos autovetores da matriz de covariância dos dados de
entrada/saída para determinar a ordem ótima do modelo. Destas abordagens destacam-se os
trabalhos [104], [105] e [98]. Alguns autores abordam esse problema utilizando critérios
baseados em subespaços os quais se baseiam na análise do maior valor singular negligenci-
ado na etapa de decomposição em valores singulares. Neste contexto, os trabalhos de maior
destaque são [106], [93] e [97].

No presente trabalho, para a escolha do algoritmo de estimação de ordem, eliminou-
se os trabalhos dos dois primeiros grupos devido a alta carga computacional necessária.
Assim, dentre os trabalhos do terceiro grupo escolheu-se a abordagem proposta em [97].
Essa metodologia chamada de critério NIDC é baseada na informação contida nos valores
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singulares estimados do sistema e apresenta bons resultados mesmo nas situações onde o
conjunto de dados é relativamente pequeno. Esse algoritmo é implementado no toolbox do
Matlab chamado de E4 [97]. O critério NIDC é def nido como:

NIDC(n) = σ̂2
n+1 + F (T, i)d(n), (2.36)

em que σn+1 é o n+1 valor singular, d(n) = 2nnu denota o número de parâmetros, n = 0, 1,
. . ., i−1, são os diferentes valores de ordem avaliadas e F (T, i) é uma função de penalidade
def nida como F (T, i) = exp−2 T−0,9i1,5. O parâmetro i é o número de blocos linha nas
matrizes de block-Hankele T é o número de dados utilizado na análise.

Em (2.36), os autovalores considerados são obtidos de:

W1YfW2 (2.37)

em que Yf é a matriz de Block-Hankel def nida de maneira similar a (2.9),W1 eW2 são duas
matrizes de pesos. A matriz W1 é def nida como W1 = (Ỹf Ỹ

T
f )−0,5, em que Ỹf contém os

resíduos da regressão de Yf sobre Yp. A matrizW2 é def nida comoW2 = Y T
p (YpY

T
p )−0,5.

Assim, a ordem estimada é obtida como o argumento que minimiza (2.36). Para maiores
detalhes veja [97].

2.2 CLASSIFICAÇÃO DE DADOS

Conforme mencionado no início deste capítulo, o problema de identif cação híbrida in-
clui um problema de classif cação de dados onde cada par de dado amostrado {(uk, yk)}

N
k=1

deve ser associado ao modelo local mais adequado. Para essa classif cação existem duas
abordagens: 1) as partições são f xas a priori e, 2) as partições são estimadas junto com os
sub-modelos. No primeiro caso, a classif cação de dados é muito simples, e a estimação dos
sub-modelos pode ser realizada recorrendo-se a técnicas clássicas de identif cação de siste-
mas lineares [7]. O segundo caso aborda um difícil problema, uma vez que há uma estrita
relação entre a classif cação dos dados e estimação dos parâmetros. O problema se torna
ainda mais difícil quando o número de sub-modelos deve ser estimado.

Desta forma, a classif cação de dados tem um papel fundamental no processo de identif -
cação de sistemas híbridos. A classif cação ou agrupamento de dados em categorias distintas
baseado em algum critério de similaridade é uma importante atividade na área de análise de
dados [107]. A classif cação desempenha um papel importante e indispensável ao longo da
história do desenvolvimento humano. A f m de aprender sobre um novo objeto ou enten-
der um novo fenômeno, as pessoas sempre tentam identif car e comparar suas características
descritivas com as de objetos ou fenômenos conhecidos, com base em sua similaridade ou
dissimilaridade de acordo com algumas normas ou regras determinadas [108].
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Basicamente, os sistemas de classif cação são divididos em supervisionados ou não-
supervisionados. Na classif cação supervisionada a estrutura de dados é previamente es-
tabelecida e a tarefa é decidir a qual grupo cada elemento pertence, em geral, o mapeamento
de um conjunto de dados de entrada em um conjunto f nito de clusters é modelado em termos
de alguma função matemática [108]. Como cluster entenda-se um grupo de objetos que são
similares entre si e dissimilares com objetos de outros grupos [95].

Já na classif cação não-supervisionada, também chamada de clustering ou análise de da-
dos exploratória, não há nenhuma estrutura de grupos previamente def nida. O objetivo do
clustering é, portanto, criar uma estrutura de grupos baseado nas características dos elemen-
tos. Trata-se de um problema complexo que envolve a determinação de conceitos abstratos
de similaridades e que podem não estar evidentes. O conceito de similaridade deve ser ade-
quado e def nido para cada aplicação.

O interesse no desenvolvimento de novas técnicas de clustering aumentou consideravel-
mente nos últimos anos. Atualmente, já existem uma enorme quantidade de algoritmos de
clustering para as mais diversas aplicações [9]. É importante destacar que, diferentes abor-
dagens de clustering geralmente levam a diferentes conjuntos de dados, inclusive em um
mesmo algoritmo, a seleção de um parâmetro ou a ordem de apresentação dos padrões de
entrada podem afetar os resultados f nais.

Uma extensa e excelente revisão sobre as diferentes abordagens de clustering já desenvol-
vidas é apresentada em [108] e [107], para um aprofundamento maior no assunto, sugere-se
ainda os trabalhos [109], [110], [111], [37]. Do ponto de vista de identif cação de sistemas
dinâmicos híbridos, a maioria das abordagens baseadas em clustering utilizam algoritmos
clássicos de clustering e suas derivações [9]. Esses trabalhos utilizam os seguintes algoritmos
de clustering: o K-Means[32], [67], o Single Linkage [112], o Expectation Maximization

[35] e o Split and Merge[37].

O algoritmo K-means[113], [114] é um dos algoritmos de clustering mais conhecido e
utilizado [107]. Sua popularidade deve-se ao fato dele ser um algoritmomuito simples e pode
ser facilmente implementado na resolução de muitos problemas práticos. Esse algoritmo
busca a partição ótima dos dados através da minimização de uma função custo através de um
procedimento de otimização iterativo. A função custo, em geral, utiliza um critério de erro
médio quadrático.

As características e desvantagens desse algoritmo já são bem estudadas, e como resul-
tado, muitas variantes desse algoritmo surgiram para tentar superar essas desvantagens. A
mais importante delas é o algoritmo Fuzzy C-Means[115]. As principais desvantagens desse
algoritmo são: não garantia de convergência para o máximo global, é muito sensível a ou-

tliers (dados de entrada que não são similares a nenhum dos clusters encontrados) e ruído e
não há um método ef ciente e universal para identif car o número de clusters [108].

O algoritmo Single Linkage, também conhecido como algoritmo do vizinho mais pró-
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ximo (do inglês nearest neighbor), é um método hierárquico que se baseia no agrupamento
dos elementos próximos uns aos outros. No início do processo é criado um cluster para cada
elemento do conjunto total de dados. Assim, a cada iteração os clusters mais próximos são
unidos para formar novos clusters. Esse procedimento é repetido até que algum critério de
parada seja satisfeito. Uma vantagem deste algoritmo é a possibilidade de detectar automa-
ticamente o número de clusters. Contudo, observa-se que seu desempenho está diretamente
relacionado com a escolha adequada do critério de parada. As outras desvantagens deste
método são que grupos muitos próximos podem não ser identif cados e o fato de apresentar
pouca tolerância a ruído, uma vez que possui a tendência de incorporar os ruídos em um
grupo já conhecido.

O algoritmo Expectation Maximizationintroduziu um novo conceito ao considerar cada
cluster como uma FDP. Assim, o agrupamento dos elementos em diferentes clusters é rea-
lizado de acordo com as características da FDP que representa cada cluster. Esse algoritmo
tem duas desvantagens. Primeiro, é a ausência da garantia de convergência para o máximo
global. De fato, o algoritmo pode convergir para máximos locais e até mesmo para mínimos
locais. Segundo, é muito dependente da inicialização, ou seja, um bom desempenho depende
de uma boa inicialização.

O algoritmo Split and Mergeproposto em [37] utiliza o procedimento de Análise dos
Componentes Principais para dividir o conjunto de dados e usa o índice de silhueta para ava-
liar a conf guração resultante. Desta forma, esta metodologia procura a melhor conf guração
de agrupamento do conjunto de dados. O algoritmo proposto detecta automaticamente o
número de sub-modelos e requer o ajuste de poucos parâmetros na inicialização. Contudo,
assim como os demais algoritmos, o método também apresenta pouca tolerância ao ruído.

Desta forma, neste trabalho, escolheu-se o algoritmo Aglomeração Competitiva Robusta
- RCA (do inglês, Robust Competitive Agglomeration) proposto por [116]. A escolha do
RCA deve-se ao fato dele abordar os três principais problemas associados com as técnicas
de clustering, quais sejam, a dif culdade em determinar o número de clusters, a sensibili-
dade à inicialização e a sensibilidade a outliers. As ideias envolvidas neste algoritmo serão
discutidas a seguir.

2.2.1 Algoritmo de Aglomeração Competitiva Robusta - RCA

No RCA o número ótimo de clusters é determinado usando um processo de aglomeração
competitiva, enquanto que o conhecimento sobre a forma global dos clusters é incorporado
através da utilização de protótipos. Para superar a sensibilidade aos outliers são incorporados
conceitos da estatística robusta e a sobreposição de clusters é tratada pelo uso de conjuntos
nebulosos (do inglês, fuzzy memberships).

O algoritmo se inicia particionando o conjunto de dados em um grande número de pe-
quenos clusters. Isso tem a função de reduzir a sensibilidade à inicialização. A medida que

34



o algoritmo progride, clusters adjacentes começam a competir por pontos, e os clusters que
perdem a competição vão desaparecendo gradualmente. Neste processo, os pontos podem se
mover de um cluster para outro.

As estimativas robustas dos protótipos de clusters são obtidas através da utilização de
dois diferentes conjuntos de pesos para cada ponto. O primeiro conjunto representa o grau de
compartilhamento entre os clusters e o segundo representa o grau de semelhança dos pontos
com relação aos clusters. A seguir será realizada uma breve apresentação deste algoritmo.

A ideia do algoritmo é minimizar a seguinte função custo:

J(B, UH ;X) =

H∑

q=1

N∑

k=1

(uqk)
2ρq(d

2
qk)− α

H∑

q=1

[
N∑

k=1

wqkuqk

]2
, (2.38)

sujeito a:
H∑

q=1

uqk = 1 para 1 ≤ k ≤ N, (2.39)

em que, B = (β1, . . . , βH) representa os protótipos que caracterizam cada um dos H clus-
ters, X = {xk | k = 1, . . . ,N} é um conjunto de N vetores no espaço n-dimensional, uq,k

representa o grau no qual xk pertence ao cluster q, UH = [uqk] é uma matrizH×N chamada
constrained fuzzy H-partition matrixe dqk representa a distância do vetor xk até o protó-
tipo βq . A variável α é um parâmetro de projeto utilizada para balancear os dois termos da
equação de forma a encontrar uma solução do número de clustersH .

O primeiro termo na equação (2.38) é, essencialmente, a soma das distâncias intra-
clusters. Esse termo tem uma tendência monotônica e tem seu valor mínimo igual a zero
quando H = N. Isso não é útil para a determinação automática de H . Assim, para superar
esse inconveniente, adicionou-se o segundo termo da equação, que é um termo de regula-
rização que visa prevenir o superajuste do número de clusters. Observe que, esse termo é
o negativo da soma dos quadrados da cardinalidade dos clusters e é minimizado quando a
cardinalidade de um dos clusters é igual a N e os demais clusters estão vazios. Desta forma,
com uma escolha adequada de α é possível balancear os dois termos para encontrar a solução
de H .

As estimativas robustas são obtidas adicionando-se a função de perda robusta ρq() as-
sociada ao cluster q e a função de pesos w(). A função wqk = wq(d

2
qk) = ∂ρq(d

2
qk)/∂d

2
qk

representa o grau de semelhança do ponto xk com relação ao clusters q. Isso permite obter
a robustez nas estimativas, mantendo a complexidade computacional baixa. A função de
perda robusta reduz os efeitos dos outliers no primeiro termo, e a função de pesos desconta
os outliers enquanto calcula a cardinalidade. Desta forma, pela seleção de dqk e α cuida-
dosamente, a função J pode ser utilizada para encontrar clusters compactos de vários tipos.
Neste trabalho, foi utilizado a seguinte medida de distância:

dqk =

√
(xk − hq)

2, (2.40)
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em que hq é o centro do cluster βq.

A minimização da função J leva a seguinte equação de atualização:

ust =
1/ρs(d

2
st)∑H

k=1 1/ρk(d
2
st)

+
α

ρk(d2st)
(Ns −N t), (2.41)

em que

Ns =

N∑

k=1

wskusk, N t =

∑H
k=1

1
ρk(d

2
kt
)
Nk

∑H
k=1

1
ρk(d

2
kt
)

. (2.42)

Ao longo das iterações do algoritmo são descartados os clusters que apresentarem a car-
dinalidade robusta Ns menor que um valor ǫ0 def nido pelo usuário. Assim, o processo de
aglomeração, controlado por α, deve ser lento no começo para encorajar a formação de pe-
quenos clusters. Então ele deve ser aumentado gradualmente para promover a aglomeração.
Após algumas iterações, quando o número de clusters torna-se perto do ótimo, o valor de
α deve voltar a decair lentamente para permitir a convergência do algoritmo. Em [116], os
autores propõem a utilização da seguinte função:

α(k) = η(k)

∑H
q=1

∑
N

j=1(u
(k−1)
qj )2(ρq(d

2
qj))

(k−1)

∑H
q=1

[∑
N

j=1w
(k−1)
qj u

(k−1)
qj

]2 . (2.43)

em que o sobrescrito (k − 1) é usado para denotar os valores na iteração anterior. Uma boa
escolha para o parâmetro η é:

η(k) =

{
η0 exp

−|k0−k|
ι se k > 0,

0 se k = 0,
(2.44)

em que η0 é o valor inicial, ι é a constante de tempo e k0 é o número da iteração na qual a
função η começa a decair.

Para a função de pesos foi utilizada uma função monotônica decrescente, wq(d
2) : R+ →

[0, 1] tal que wq(d
2) = 0 para d2 > Tq + cSq, em que c é uma constante, e Tq e Sq são dados

por:

Tq = Medq(d2qk) e Sq = MADq(d
2
qk) para q = 1, . . . , H, (2.45)

em que Medq representa a mediana das distâncias em relação ao cluster q e MADq é a medi-
ana dos desvios absolutos do clusters q. O parâmetro c é um parâmetro de ajuste do usuário
normalmente escolhido entre quatro e doze. Quando c é muito grande, muitos outliers terão
pesos diferentes de zeros, consequentemente afetando os parâmetros estimados. Por outro
lado, se c é pequeno, somente um sub-conjunto dos dados será visível no processo de esti-
mação, tornando a convergência para um mínimo local mais provável. Em [116], os autores
sugerem iniciar o processo de estimação com um alto valor de c e então ir diminuindo gra-
dualmente como função do número da iteração.
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Escolhendo wq(0) = 1, wq(Tq) = 0.5, e w′
q(0) = 0, resulta na seguinte função de pesos:

wq(d
2) =





1− d4

2T 2
q

se d2 ∈ [0, Tq],

[d2−(Tq+cSq)]2

2c2S2
q

se d2 ∈ [Tq, Tq + cSq],

0 se d2 > Tq + cSq.

(2.46)

A correspondente função de perda é:

ρq(d
2) =





d2 − d6

6T 2
q

se d2 ∈ [0, Tq],

[d2−(Tq+cSq)]3

6c2S2
q

+ 5Tq+cSq

6
se d2 ∈ [Tq, Tq + cSq],

5Tq+cSq

6
+Kq se d2 > Tq + cSq.

(2.47)

em queKq é uma constante de integração def nida como:

Kq = max
1≤k≤H

{
5Tk + cSk

6

}
−

5Tq + cSq

6
para q = 1, . . . , H. (2.48)

A ef ciência do RCA para determinação automática do número de clusters e segmentação
dos dados será ilustrada através de um simples exemplo apresentado a seguir.

Exemplo 2.2: Neste exemplo, o RCA é utilizado para segmentar os dados mostrados
na Figura 2.4a. Esses dados, que formam dois clusters, foram gerados através das seguintes
equações:

y1 = 1, 2x; (2.49)

y2 = −0, 8x; (2.50)

em que x ∈ [0, 10].

No total foi considerado 250 pontos de cada equação e adicionado ao sinais de saída um
termo de ruído branco de média zero e variância de 0, 25. Para dif cultar a tarefa do RCA, foi
adicionado ao conjunto de dados uma sequência de ruído (denominado y3) uniformemente
distribuído constituindo 40% do número total de pontos. Considerou-se o número inicial de
clusters igual a 10. O conjunto total de dados utilizado é representado por Y = [y1 y2 y3].

A Figura 2.4b apresenta o resultado após a primeira iteração, onde percebe-se que apenas
um cluster foi descartado. Nesta f gura, as cruzes em vermelho indicam o centro de cada
cluster. Na segunda iteração o número de cluster é reduzido para quatro, como mostrado na
Figura 2.4c. O número correto de clusters é identif cado após a terceira iteração. O resultado
f nal após um total de 12 iterações é mostrado na Figura 2.4d.
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Além dos centros de cada cluster identif cado, o RCA fornece como resultado a matriz
constrained fuzzy H-partition matrix, UH , que fornece o grau de conf ança de cada ponto
pertencer a cada um dos clusters identif cados. Assim, essa matriz permite associar cada
um dos pontos ao cluster com maior grau de conf ança. Por exemplo, considere a primeira
coluna da matriz UH

UH(:, 1) =

[
0, 8057

0, 1943

]
,

em que utilizou-se a notação como no Matlab (:, 1) para se referir a todas as linhas da pri-
meira coluna da matriz.

Esta coluna corresponde ao par de dados (x = 0, y1 = −0, 3043). Os valores desta
coluna indicam que tem-se 80, 57% de conf ança do ponto pertencer ao cluster 1 e 19, 43%
de conf ança do ponto pertencer ao cluster 2. Desta forma, o ponto é associado ao cluster 1,
pois apresenta maior grau de conf ança. O processo de classif cação é concluído repetindo-se
esse procedimento para todos os pontos do conjunto de dados. Na Figura 2.4d é apresentado
o resultado f nal da classif cação, onde os dados pertencentes a cada um dos clusters são
apresentados com cores diferentes. Observe que, no exemplo aqui considerado, existe uma
sobreposição dos clusters e uma enorme quantidade de ruído adicionado ao conjunto de
dados e, mesmo neste cenário, o RCA consegue classif car corretamente a maioria dos pontos
existentes no conjunto total de dados.
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Figura 2.4: Resultados do RCA em um conjunto de dados ruidosos. (a) Conjunto de dados
original. (b) Resultado após a primeira iteração. (c) Resultado após a segunda iteração. (d)
Resultado após 12 iterações (convergiu). Nesta última f gura, os pontos atribuídos a cada
cluster estão representados em cores diferentes.
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2.3 FILTRAGEM HÍBRIDA

No Capítulo 3 serão apresentados dois algoritmos que possuem em seu procedimento
uma etapa nomeada de atualização da segmentação dos dados. Nesta etapa, já existem es-
timativas parciais dos modelos locais e o problema consiste em associar cada par de dado
amostrado {(uk, yk)}

N
k=1 ao sub-modelo mais adequado. Desta forma, esta tarefa pode ser

vista como um problema de estimação de estados em sistemas dinâmicos híbridos, também
conhecido como f ltragem híbrida. A principal diferença entre as técnicas de f ltragem tradi-
cional e as técnicas de f ltragem híbrida é a necessidade, na abordagem híbrida, da estimação
dos estados discretos do sistema. Neste trabalho, o principal interesse nas técnicas de f ltra-
gem híbrida é apenas na estimação do estado discreto do sistema.

Para descrever o problema de f ltragem híbrida será considerado uma formulação de siste-
mas híbridos mais geral do que a apresentada na Seção 1.3. Esta formulação está apresentada
abaixo. {

xk = fmk−1
(xk−1, uk−1) + wk−1,

yk = hmk
(xk) + vk,

(2.51)

em que mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M} refere-se ao estado discreto, e M é o número de sub-
modelos; fmk−1

é uma função de evolução do processo dependente do modo e hmk
é a função

de medição do sistema, onde considerou-se para maior clareza de notação e sem perda de
generalidade que não depende dos sinais de entrada uk. Os vetores xk ∈ R

nmk , uk ∈ R
nu

e yk ∈ R
ny são, respectivamente, os estados contínuos, as entradas e saídas do sistema. Os

vetores wk ∈ R
nmk e vk ∈ R

ny são termos de ruído de processo e medida, respectivamente.

Desta forma, o problema consiste em obter estimativas dos estados discretos (mk) e con-
tínuos (xk) do sistema baseado em uma sequência de dados amostrados {yj}kj=1. Este pro-
blema pode ser posto como um problema de se obter a FDP a posteriori conjunta de xk emk.
Esta FDP é def nida como:

p(xk, mk|{yj}
k
j=1). (2.52)

Geralmente, o modo de operação e os estados contínuos não são mensuráveis. Assim, a
estimação de (2.52) é uma tarefa normalmente muito difícil. No entanto, este problema pode
ser dividido em dois através da fatoração da PDF em (2.52) da seguinte forma:

p(xk, mk|{yj}
k
j=1) = p(xk|mk, {yj}

k
j=1) Pr(mk|{yj}

k
j=1). (2.53)

Assim, o problema agora consiste em estimar a FDP a posteriori de p(xk|mk, {yj}
k
j=1)

de xk assumindo que o modo é conhecido; e estimar a probabilidade condicional modal
discreta Pr(mk|{yj}

k
j=1) que não depende do estado contínuo. O cálculo deste segundo

termo é relativamente fácil de se realizar. Para isso, pode-se aplicar o Teorema de Bayes da
seguinte forma.

Pr(mk|{yj}
k
j=1) =

p(yk|mk, {yj}
k−1
j=1) Pr(mk|{yj}

k−1
j=1)

c
, (2.54)
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em que c é fator independente tanto de xk quanto demk e pode ser excluído da análise.

O primeiro termo em (2.54) é a verossimilhança da medida yk assumindo-se que o modo
mk está ativo. A verossimilhança de yk é uma medida de quão próxima esta medição experi-
mental está do valor predito usando a informação do modelo matemático [1]. Se o ruído de
medição vk em (2.51) for suposto Gaussiano, a expressão desta verossimilhança torna-se a
conhecida expressão da FDP exponencial Normal:

p(yk|mk, {yj}
k−1
j=1) =

1

(2π)
ny

2 det (Σϑ)
1
2

exp

{
−
1

2
(ϑ)TΣ−1

ϑ (ϑ)

}
, (2.55)

em que
ϑ = yk − ȳk, (2.56)

e ȳk é a saída predita pelo modelo e def nida como:

ȳk = hmk
(x̄k) + E{vk} = hmk

(x̄k), (2.57)

em que x̄k = E{xk|y1:k−1} é o valor do estado contínuo predito pelo modelo. Em (2.57)
usou-se a consideração que o ruído de medição vk é Gaussiano de média nula.

O termo Σϑ em (2.55) é a matriz de covariância def nida como:

Σϑ =

(
∂h′

mk
(xk)

∂xk

∣∣∣∣∣
x̄k

)
P̄k

(
∂h′

mk
(xk)

∂xk

∣∣∣∣∣
x̄k

)T

+Rvk ,

em que ∂h′
mk

(xk)/∂xk é a matriz Jacobiana da função de medição avaliada na estimativa
predita de estado x̄k e P̄k é a matriz de covariância associada a esta estimativa. Para maiores
detalhes dessas equações e sobre métodos de f ltragem não-linear sugere-se a leitura de [1].

O segundo termo em (2.54) é a probabilidade modal discreta Pr(mk|{yj}
k−1
j=1). Para o

cálculo deste termo, será necessário impor a condição que as transições entre os modos
ocorrem segundo uma Cadeia de Markov. Neste caso, as probabilidades de transição entre os
modos dependem apenas do modo do sistema no instante de tempo atual. As probabilidades
de transições entre os diferentes modos são def nidos por uma Matriz de Probabilidades de
Transição (MPT) e que pode variar com o tempo. Esta MPT é def nida como:

Πk= {πi,j} , πi,j=Pr{mk=j|mk−1 = i}, i, j ∈ M, ∀k ∈ N, (2.58)

é importante notar que esta matriz def ne o quão provável é o salto do modelomk−1 = i no
instante k − 1 para o modelomk = j no instante k.

Assim, considerando que as transições entre os modos segue uma Cadeia de Markov
com modelo matemático def nido por (2.58), o cálculo de Pr(mk|{yj}

k−1
j=1) necessita apenas

da MPT do instante de tempo anterior Πk−1, e do vetor de probabilidades dos modos no
instante anterior. Este vetor é def nido por:

p(mk−1) = [Pr(mk−1=1|y1:k−1),Pr(mk−1=2|y1:k−1), . . . ,Pr(mk−1=M |y1:k−1)]
T .
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Desta forma, a seguinte expressão permite calcular de uma só vez todos os termos de
Pr(mk|y1:k−1):

p̄(mk) = (Πk−1)
Tp(mk−1), (2.59)

em que p̄(mk) é o vetor de probabilidades preditas dos modos no instante atual.

Portanto, as expressões (2.55) e (2.59) fornecem uma forma fechada para o cálculo do
termo Pr(mk|{yj}

k−1
j=1). Contudo, a principal dif culdade na estimação de (2.53) está no

cálculo do termo p(xk|mk, {yj}
k
j=1). O problema na estimação deste termo é que uma es-

timativa ótima consiste em monitorar o conjunto de todas possíveis trajetórias dos modos
discretos do sistema. Seguir todas essas hipóteses de trajetórias é quase sempre intratável
porque o número de hipóteses se torna muito grande após alguns instantes de tempo. Como
exemplo, considere o estimador ótimo, no sentido de mínimos quadrados, obtido em [117]
para o caso em que todos os modelos locais são lineares, a MPT é conhecida e os processos
de ruído são Gaussianos. Este estimador é dado por:

x̃k =
Mk∑

i=1

x̃
(i)
k Pr(h

(i)
k |y1:k), (2.60)

em que h(i)
k ∈ Ωk = {h

(i)
k |i = 1, 2, . . . ,Mk} denota a i-ésima hipótese do conjunto de todas

as possíveis sequências de modos Ωk; e x̃
(i)
k = E{xk|h

(i)
k , y1:k} é a estimativa de estado dada

por um Filtro de Kalman (FK) seguindo a hipótese h(i)
k .

A equação (2.60) torna clara a necessidade de monitorar todas as possíveis trajetórias
dos modos discretos para obter a estimativa ótima do estado contínuo. Como consequência,
é inevitável a utilização de abordagens subótimas que fazem uso de métodos de gerencia-
mento de hipóteses, tais como a fusão de hipóteses similares ou eliminação daquelas que são
improváveis, para manter o número de hipóteses em avaliação dentro de um determinado
limite.

Em geral, as abordagens utilizam um conjunto de f ltros, tipicamente um para cada modo
do sistema, que são executados simultaneamente e a estimativa f nal é resultado da combi-
nação das estimativas dos f ltros individuais de acordo com algum esquema de ponderação
específ co. Alguns exemplos das abordagens já desenvolvidas são o algoritmo Generalized

Pseudo-Bayesian(GPB) [117], o algoritmo detection-estimation[118], o algoritmo residual

correlation Kalman filter bank[119], o algoritmo Interacting Multiple-Model(IMM) [80],
[81] e o f ltro M3H [117]. Destas abordagens, as mais importantes são os f ltros GPB e
o IMM [1]. A estratégia utilizada no primeiro para lidar com a explosão exponencial do
número de hipóteses é realizar uma combinação ponderada de hipóteses baseada em suas
probabilidades após um número f xo de passos. A primeira versão do algoritmo, chamada
de GPB1, considera a estimação com apenas um passo. Mas em sua forma generalizada o
algoritmo GPBn calcula todas as hipóteses de trajetória para n passos.

Já o algoritmo IMM executa uma combinação (“mistura”) das estimativas do passo an-
terior de forma a gerar novas estimativas iniciais para o seu banco de FK a cada instante
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de tempo. O f ltro IMM é o estimador híbrido sub-ótimo mais utilizado e que apresenta o
melhor compromisso entre performance e complexidade [120]. Em particular, o IMM exibe
requisitos computacionais que crescem de forma aproximadamente linear com o número de
modos, enquanto que seu desempenho é comparável com dos algoritmos de complexidade
quadrática. Neste sentido, o IMM é uma das melhores escolhas para estimação de estados de
sistemas híbridos [1]. Por estes motivos foi o f ltro escolhido para a ser implementado neste
trabalho.

A seguir será realizada uma breve descrição deste algoritmo. Desenvolvimentos e provas
matemáticas serão omitidas e o leitor mais interessado deverá se referir aos trabalhos origi-
nais [80], [81]. Recomenda-se também a leitura de [1] para uma discussão mais detalhada
sobre os métodos de f ltragem híbrida.

2.3.1 Algoritmo IMM

O f ltro IMM que será descrito aborda o problema de f ltragem para Sistemas Lineares
com Saltos Markovianos (MJLS, do inglês Markov Jump Linear Systems) descritos por:

{
xk+1 = Amk

xk +Bmk
uk + wk,

yk = Cmk
xk +Dmk

uk + vk,
(2.61)

em que mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M} refere-se ao estado discreto e assume-se que segue uma
Cadeia de Markov com MPT Π : RM ×R

M → R
M , podendo assumirM diferentes valores.

Os vetores xk ∈ R
nmk , uk ∈ R

nu e yk ∈ R
ny são, respectivamente, os estados contínuos, as

entradas e saídas do sistema e nmk
é a ordem do sub-modelo indexado pormk. As matrizes

Amk
, Bmk

, Cmk
e Dmk

tem dimensões apropriadas e descrevem as dinâmicas af ns, wk ∈

R
nmk , wk ∼ N(0, Qk) e vk ∈ R

ny , com vk ∼ N(0, Rk), são termos de ruído de processo e
medida, respectivamente, considerados como sequencias de ruído branco descorrelacionados
com média zero.

Para obter as estimativas dos estados do sistema o f ltro IMM utiliza um conjunto de
Filtros de Kalman operando em paralelo. Os f ltros individuais são inicializados usando a
mistura das estimativas de passos anteriores do f ltro. A saída do algoritmo, a estimativa
global do estado, é também uma mistura das estimativas dos f ltros individuais.

Assim, o f ltro IMM precisa de três itens básicos. O primeiro é um conjunto de Filtros de
Kalman, um para cada M modelos ou modos de operação do sistema. O segundo é o vetor
de probabilidades p̂(q)(mk) = Pr(mk = q|y1:k), que contém a probabilidade do modelo
mk = q estar ativo no instante de tempo k, e o terceiro é a MPT. Desta forma, considerando
o sistema (2.61) e que x̂(q)

k e P̂ (q)
k , q ∈ {1, 2, . . . ,M}, sejam o vetor de estados e a matriz de

covariância associada correspondendo ao f ltro seguindo o modomk = q no k-ésimo instante
amostral e assumindo-se as seguintes condições iniciais:
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p̂(q)(m0), x̂
(q)
0 , P̂

(q)
0 , q ∈ {1, 2, . . . ,M},

um conjunto de M f ltros é usado para estimar os estados do sistema (2.61). Cada um dos
f ltros segue um modo diferente do sistema. Assim, o f ltro IMM é dado pelas seis etapas
seguintes:

i Predição das probabilidades dos modos:

Pr(mk−1|y1:k−1)
Modelo da CM
−−−−−−−→ Pr(mk|y1:k−1). (2.62)

A probabilidade dos modos é estimada por predição da Cadeia de Markov através da
seguinte expressão:

p̄(q)(mk) =

M∑

j=1

πj,qp̂
(j)(mk−1). (2.63)

ii Mistura das estimativas:

p (xk−1|mk−1, y1:k−1)
“Mistura” de estimativas
−−−−−−−−−−−−→ p (xk−1|mk, y1:k−1) .

Nesta etapa a distribuição de xk−1 é atualizada a partir da atualização de mk. Isso é
feito através da mistura das estimativas e utiliza as seguintes expressões:

x
(q)
k−1=

M∑

j=1

πj,qp̂
(j)(mk−1)x̂

(j)
k−1

p̄(q)(mk)
, (2.64)

P
(q)
k−1=

M∑

j=1

πj,qp̂
(j)(mk−1)

[
P̂

(j)
k−1+

(
x̂
(j)
k−1−x

(q)
k−1

)(
x̂
(j)
k−1−x

(q)
k−1

)T]

p̄(q)(mk)
. (2.65)

iii Predição das estimativas

p (xk−1|mk, y1:k−1)
Predição do FK
−−−−−−−→ p (xk|mk, y1:k−1) .

Etapa responsável por propagar a estimativa xk−1 por predição. Para isso utiliza-se a
etapa de predição do Filtro de Kalman:

x̄
(q)
k =Amk−1

x
(q)
k−1 +Bmk−1

uk−1,

P̄
(q)
k =Amk−1

P
(q)
k−1A

T
mk−1

+Qmk−1
.

iv Correção das estimativas

p (xk|mk, y1:k−1)
Correção do FK
−−−−−−−→ p (xk|mk, y1:k) .
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Nesta etapa é realizada a correção da estimativa xk por meio da nova medição:

K
(q)
k =P̄

(q)
k CT

mk

(
Cmk

P̄
(q)
k CT

mk
+Rmk

)−1

,

x̂
(q)
k =x̄

(q)
k +K

(q)
k

(
yk − Cmk

x̄
(q)
k −Dmk

uk

)
,

P̂
(q)
k =(I−K

(q)
k Cmk

)P̄
(q)
k (I−K

(q)
k Cmk

)T +
(
K

(q)
k

)
Rmk

(
K

(q)
k

)T
,

em que I é a matriz identidade de dimensões apropriadas.

v Correção das probabilidades dos modos

Pr (mk|y1:k−1)
Teorema de Bayes
−−−−−−−−−→ Pr (mk|y1:k) .

Etapa que trata da correção das probabilidades dos modos por meio da nova medição.
É utilizado o teorema de Bayes para realizar esta correção:

For q=1,2,...,M

ϑ
(q)
k = yk − Cmk

x̄
(q)
k −Dmk

uk,

Σ
ϑ
(q)
k

= Cmk
P̄

(q)
k CT

mk
+Rmk

,

p̂(q)(mk) =
p̄(q)(mk)

cq det
(
Σ

ϑ
(q)
k

) 1
2

exp

{
−
1

2
ϑ
(q)
k

T
(
Σ

ϑ
(q)
k

)−1

ϑ
(q)
k

}
,

end For

p̂(mk) = [p̂(1)(mk), . . . , p̂
(M)(mk)]

T

(
1

∑M
j=1 p̂

(j)(mk)

)
,

em que cq é uma constante de normalização que não precisa ser calculada.

vi Geração das saídas:Esta última etapa é a responsável pela geração das saídas do f ltro:

x̂k=
M∑

q=1

p̂(q)(mk)x̂
(q)
k ,

P̂k=

M∑

q=1

p̂(q)(mk)

[
P̂

(q)
k +

(
x̂
(q)
k − x̂k

)(
x̂
(q)
k − x̂k

)T]
.

Na Figura 2.5 é apresentado o diagrama de blocos mostrando a interação entre as dife-
rentes etapas do algoritmo. Em seguida, no Exemplo 2.3, é apresentado uma simulação para
ilustrar o desempenho do f ltro IMM.

Exemplo 2.3:Neste exemplo, para demonstrar a ef ciência do algoritmo IMM é consi-
derado a simulação de um robô planetário (do inglês planetary rover) descrito em [5]. Será
considerado apenas o subsistema constituído de um motor e uma roda. Neste subsistema,
uma falha intermitente causa o aumento do atrito da roda. Este subsistema pode ser mo-
delado como um sistema híbrido com dois modos de operação. No modo 1 a roda opera
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Figura 2.5: Diagrama do f ltro IMM mostrando a interação entre as diferentes etapas do
algoritmo.

normalmente, enquanto que no modo 2 o sistema opera com problema onde o atrito na roda
é maior.

Neste exemplo, o estado contínuo é [i θ̇]T , onde i é a corrente no motor e θ̇ é a velocidade
angular da roda. A saída observada no sistema y é a velocidade da roda medida através de
um encoder e a entrada do sistema u é a voltagem aplicada ao sistema.

Esses dois modos de operação podem ser descritos através de um modelo no espaço de
estados com as seguintes matrizes:

A1 =

[
−0, 0044 −0, 0203

0, 0366 0, 1665

]
B1 =

[
0, 92

0, 81

]
(2.66)

A2 =

[
−0, 0032 −0, 0142

0, 0256 0, 1106

]
B2 =

[
0, 93

0, 71

]
(2.67)

C1 = C2 =
[
0 1

]
D1 = D2 = 0. (2.68)

A probabilidade de ocorrência do modo 2 é diferente dependendo se a roda está sendo
impulsionada para a frente ou para trás. Contudo, neste exemplo, para melhor compreen-
são dos resultados será considerado que durante a primeira metade da simulação o sistema
trabalha sem falhas e durante a segunda metade da simulação ocorre o problema.

O sistema foi simulado considerando a aplicação de uma tensão de entrada constante de
1V. Ao sinal de saída foi adicionado um sinal de ruído branco de média zero e variância
de 0, 016. O f ltro IMM descrito anteriormente foi utilizado para a estimação dos estados
contínuos e discreto do sistema. Os resultados obtidos são apresentados nas f guras 2.6 e
2.7. Na Figura 2.6 é mostrado as probabilidades estimadas de cada um dos modos. Essas
probabilidades são utilizadas para determinar qual o modo ativo a cada instante de tempo. O
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modo commais alta probabilidade estimada no instante de tempo k é assumido como o modo
ativo. Por exemplo, no instante de tempo k = 341 o modo 1 tem a probabilidade estimada
de 0, 2391, enquanto que o modo 2 tem a probabilidade de 0, 7609. Assim, neste instante de
tempo é assumido que o sistema está operando no modo 2. Este procedimento repetido para
todos os pontos amostrados permite obter uma estimativa dos instantes de chaveamento do
sistema, conforme mostrado no último gráf co da Figura 2.7. Esta f gura também apresenta
os resultados obtidos para a estimação dos estados contínuos do sistema. Observe que o
f ltro IMM foi capaz de identif car corretamente os modos do sistema em praticamente toda
a simulação e que o algoritmo estima adequadamente os estados contínuos.
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Figura 2.6: Probabilidades dos modos estimadas pelo f ltro IMM.
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2.4 VALIDAÇÃO DOS MODELOS

Após a aplicação dos algoritmos de identif cação que serão descritos no Capítulo 3 chega-
se ao produto f nal que é o modelo matemático do sistema híbrido. A pergunta que natural-
mente surge é: O modelo é suf cientemente bom?

As técnicas de validação do modelo oferecem suporte para responder essa pergunta.
Trata-se de um conjunto de ferramentas para avaliar a forma como o modelo se refere aos
dados observados. Isso permite avaliar se ele incorpora, ou não, as características requeridas
do sistema. Neste sentido, modelos que apresentam comportamentos def cientes devem ser
rejeitados, enquanto que os que apresentam bom desempenho proporcionam um certo grau
de conf ança.

Assim, o objetivo da validação dos modelos nunca é aceitar um modelo como sendo
verdadeiro ou correto e sim descartar os modelos incorretos em relação alguns aspectos [66].
No entanto, é importante ressaltar o caráter subjetivo na validação do modelo. Ferramentas
de validação de modelo só devem ser vistas como assessores para o usuário. É este usuário
que chega a conclusão f nal sobre aceitar ou não um determinado modelo [66].

Na identif cação de sistemas, a entidade mais natural com que o modelo deve ser compa-
rado são os próprios dados [2], [66]. Neste caso, o interesse é determinar se o modelo é capaz
de reproduzir os dados observados ao longo do tempo [2]. Trata-se de um procedimento re-
lativamente simples que permite avaliar a qualidade do modelo através da quantif cação da
concordância entre o modelo e os dados medidos do sistema.

Segundo [2], um cuidado básico a se tomar é o de não usar no processo de validação os
mesmos dados utilizados no procedimento de identif cação do modelo. Assim, o procedi-
mento ideal é a utilização de dois conjuntos de dados independentes, um deles usado para
a identif cação do modelo e outro para a validação. Esse cuidado deve-se a necessidade de
saber o quão geral é o modelo obtido.

Contudo, no contexto de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos chaveados este
procedimento de validação não é trivial. Essa dif culdade deve-se ao fato de não se ter ga-
rantias que o sinal de chaveamento do sistema híbrido será o mesmo entre dois experimentos
independentes. Assim, não é possível realizar a comparação entre a saída real do sistema e a
saída simulada pelo modelo. Os principais trabalhos existentes na literatura para identif ca-
ção deste tipo de sistema no espaço de estados (descritos na seção 1.3.1.2) não abordam esse
assunto.

Neste trabalho, para resolver este problema é assumido, apenas no processo de validação
dos modelos, que o sinal de chaveamento do sistema é conhecido. Assim, é possível realizar
a comparação entre a saída real e a saída obtida com o modelo identif cado em um con-
junto de dados diferente daquele utilizado no processo de identif cação dos modelos locais.
Destaca-se que esse procedimento não é restritivo, uma vez que a intenção é apenas verif car
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se os modelos locais constituintes do sistema híbrido foram corretamente identif cados.

No processo de validação, muitas vezes são utilizados índices de qualidade para quan-
tif car a qualidade do ajuste do modelo identif cado aos dados experimentais do sistema.
Um índice de qualidade adequado e que será usado nesta tese é o valor de VAF (do inglês,
Variance-Accounted-For). Este é def nido como [39]:

V AF = max
{
1−

var(y − ŷ)

var(y)
, 0

}
× 100%, (2.69)

em que ŷ denota o sinal de saída obtido através da simulação do modelo identif cado e y é o
valor do sinal medido.

O erro médio quadrático (MSE, do inglês, Mean Squared Error), def nido em (2.70) será
utilizado como uma medida de desempenho adicional em alguns momentos deste trabalho.

MSE ,
1

N

N∑

k=1

(yk − ŷk)
2, (2.70)

em que N denota a quantidade de dados amostrados.

Para f ns de análise, quanto mais próximo de 100% for o valor de VAF mais próximos
estão o sinal medido y e o sinal estimado ŷ. Por outro lado, quanto menor for o valor do
MSE, maior será a ef ciência do modelo na recuperação das características dinâmicas do
sistema.
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3 ABORDAGENS DE IDENTIFICAÇÃO PROPOSTAS

3.1 INTRODUÇÃO

Este capítulo representa o cerne desta tese, onde são apresentados os novos algoritmos
para identif cação off-line de sistemas dinâmicos híbridos e suas inovações com relação às
abordagens tradicionais encontradas na literatura. A fundamentação teórica necessária para
o desenvolvimento destes algoritmos foi apresentada no Capítulo 2.

Esses algoritmos são resultados da proposição de uma nova estrutura (framework) de
identif cação de sistemas híbridos. Esta nova estrutura aborda o problema de identif cação
dividindo-o em diferentes etapas. Em cada etapa é explorado um conceito de identif cação
de sistemas dinâmicos lineares, clustering, classif cação de dados ou de f ltragem híbrida. A
estrutura proposta apresenta como importante característica o conceito modular que permite
a utilização de diferentes métodos para implementação de cada um dos conceitos mencio-
nados. Assim, é possível escolher cada um dos métodos em função da aplicação de modo
a obter os melhores resultados. O f uxograma completo desta metodologia está ilustrado
na Figura 3.1. A proposição desta nova estrutura para a identif cação de sistemas híbridos
constitui a principal contribuição deste trabalho.

A principal diferença entre a metodologia proposta e as abordagens já existentes na li-
teratura é o fato da identif cação dos modelos locais ser realizada antes da estimação dos
instantes de chaveamento do sistema. Conforme será mostrado neste capítulo, em cenários
críticos, onde ocorre muitas transições entre os diferentes modos e o sistema está corrompido
com elevados níveis de ruído, o conhecimento das estimativas dos modelos locais possibilita
a redução do erro de classif cação dos pontos através da utilização de técnicas clássicas de
f ltragem híbrida.

O f uxograma apresentado na Figura 3.1 resume a metodologia f nal desenvolvida. Con-
tudo, esse desenvolvimento foi realizado de forma gradual. Consequentemente, os primeiros
algoritmos obtidos são baseados em apenas algumas etapas desta metodologia. Desta forma,
a sequência dos resultados aqui apresentados segue a ordem cronológica de seu desenvol-
vimento, tornando fácil perceber como trabalhos posteriores encontraram seus alicerces na-
queles que os antecederam até chegar na metodologia completa apresentada na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Fluxograma da metodologia proposta para identif cação de sistemas dinâmicos
híbridos chaveados com modelos expressos no espaço de estados. As caixas correspondem
às etapas do procedimento, e os rótulos nas bordas descrevem as entradas e as saídas de cada
etapa.
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O primeiro algoritmo proposto, e publicado em [121], introduziu o conceito de identif car
os modelos locais antes da estimação dos instantes de chaveamento do sistema. Para isso,
o algoritmo é composto pelas etapas 1, 2, 3, 4 e 8. A etapa de classif cação dos dados
(etapa 4), é baseada apenas nas informações fornecidas pelo algoritmo de clustering. O
segundo algoritmo é uma versão mais ef ciente do ponto de vista computacional, no sentido
que fornece uma estimativa do sistema híbrido em menor tempo. Para isso, o algoritmo é
composto apenas das etapas 1 a 3, e a representação das matrizes dos modelos locais são
obtidas a partir das estimativas fornecidas pelo algoritmo de clustering. Esta nova versão
do algoritmo foi publicada em [122]. A principal desvantagem desses dois algoritmos é a
elevada sensibilidade à outliers.

Esses dois algoritmos motivaram o desenvolvimento dos demais. O terceiro algoritmo
é uma evolução do primeiro e conseguiu melhorar as estimativas f nais dos modelos locais
através da introdução de um passo de atualização da segmentação dos dados baseada nas
estimativas parciais dos modelos locais. Essa atualização da segmentação dos dados é reali-
zada utilizando-se uma técnica de f ltragem híbrida. Este algoritmo é composto das etapas 1
a 6 e etapa 8.

O quarto algoritmo proposto foi inspirado nas ideias do algoritmo de Expectation Maxi-

mization[123]. Nesta abordagem o problema de identif cação consiste em maximizar a FDP
a posteriori conjunta dos parâmetros e da segmentação. Essa maximização é realizada atra-
vés de iterações alternadas buscando-se maximizar a FDP a posteriori dos parâmetros con-
tínuos seguida da maximização da FDP a posteriori dos parâmetros discretos. O processo
termina quando os parâmetros do sistema não sofrem mais alterações signif cativas entre
duas iterações consecutivas. Esta metodologia é exatamente a apresentada na Figura 3.1.

No quinto algoritmo proposto, a metodologia desenvolvida para a identif cação de siste-
mas dinâmicos híbridos chaveados é adaptada para a identif cação de sistemas híbridos do
tipo PWA. Essa adaptação constitui uma importante contribuição à literatura, uma vez que,
ao melhor conhecimento do autor, o único trabalho a abordar a identif cação de sistemas
PWA no espaço de estados foi publicado em [75]. Contudo, esta abordagem prévia requer
um número suf cientemente grande de transições entre os diferentes modos para que seja
possível representar todas as matrizes dos sub-modelos na mesma base de estados.

O último algoritmo desenvolvido possui a mesma estrutura do quarto algoritmo. No
entanto, são realizadas algumas modif cações de modo a obter menor custo computacional.

Um importante aspecto a ser considerado no desenvolvimento de abordagens de identi-
f cação é a análise da convergência do algoritmo proposto. Em um cenário ideal, deve-se
fornecer provas matemáticas, ou pelo menos um conjunto de condições, que garanta a con-
vergência do algoritmo para uma solução válida. No entanto, a complexidade teórica inerente
ao processo de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos torna essa tarefa muito difícil.
De fato, este é um problema que continua em aberto na literatura [64]. Observou-se que
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as principais abordagens encontradas na literatura não abordam o problema da convergência
dos algoritmos propostos. As metodologias propostas neste trabalho também não fornecem
prova de convergência, e o desenvolvimento de bases teóricas formais que garantam essa
convergência está fora do escopo do trabalho. No entanto, a convergência dos parâmetros
será avaliada empiricamente por meio de simulações numéricas.

O restante deste capítulo está organizado como segue. Inicialmente será realizada a for-
mulação matemática do problema de identif cação híbrida. Em seguida os algoritmos e os
principais resultados de simulações serão descritos seguindo a ordem cronológica de seu
desenvolvimento.

3.2 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Neste trabalho, será considerado o problema de identif cação de sistemas chaveados line-
ares de tempo discreto. Esses são def nidos como uma coleção de modelos lineares, conec-
tados por chaveamentos que são indexados por uma variável discreta adicional, chamada de
estado discreto [7]. Estes sistemas são descritos pelo seguinte modelo no espaço de estados:

{
xk+1 = Amk

xk +Bmk
uk + wk,

yk = Cmk
xk +Dmk

uk + vk,
(3.1)

em que mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M} refere-se ao estado discreto, e M é o número de sub-
modelos. Os vetores xk ∈ R

n, uk ∈ R
nu e yk ∈ R

ny são, respectivamente, os estados contí-
nuos, as entradas e saídas do sistema e n é a ordem dos modelos. As matrizesAmk

, Bmk
, Cmk

e Dmk
tem dimensões apropriadas e descrevem as dinâmicas dos sistemas locais, wk ∈ R

n,
wk ∼ N(0, Qk) e vk ∈ R

ny , com vk ∼ N(0, Rk), são termos de ruído de processo e me-
dida, respectivamente, considerados como sequencias de ruído branco descorrelacionados
com média zero.

Problema 3.1:Assumindo-se que o conjunto de dados S = {(uk, yk)}
N
k=1 é gerado pelo

sistema (3.1), deve-se determinar:

1. O número de sub-modelosM ;

2. A ordem n dos modelos locais,

3. Uma realização (Âmk
, B̂mk

, Ĉmk
, D̂mk

) de cada modo local;

4. As estimativas dos instantes de chaveamento.

Hipóteses:Para resolução deste problema serão assumidas as seguintes considerações:

1. Somente um modelo local está ativo a cada instante de tempo;
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2. O sistema permanece em cada modo por pelo menos um mínimo período de tempo.
Esse tempo é referido na literatura como tempo de permanência (dwell time- τdwell).
Note que na prática, a hipótese do mínimo tempo de permanência não é excessiva-
mente restritiva, uma vez que comutações que ocorrem muito rapidamente podem re-
sultar em sérios problemas de estabilidade [25];

3. Cada um dos modos é persistentemente excitado pela sequencia de entrada uk;

4. Os modelos locais são assumidamente estáveis e observáveis;

3.3 ALGORITMO 1

A principal dif culdade na solução do Problema 3.1 reside no fato de que o estado dis-
creto, o estado contínuo e os parâmetros dos diferentes sub-modelos são acoplados e são,
infelizmente, desconhecidos. Conforme apresentado na Seção 1.3, a solução deste problema
para modelos no espaço de estados ainda tem recebido pouca atenção e as principais abor-
dagens desenvolvidas [71], [72], [73], [39], [50], [124], [25], [38], basicamente, dividem o
problema em duas etapas sequenciais;

• Etapa 1: Identif cação dos instantes de chaveamento do sistema;

• Etapa 2: Identif cação dos modelos locais.

Este trabalho propõem o desenvolvimento de uma abordagem alternativa às existentes,
na qual, essencialmente, a identif cação dos modelos locais é realizada antes da estimação
dos instantes de chaveamento do sistema, ou seja, propõem a inversão das duas etapas men-
cionadas acima. No entanto, a pergunta a ser respondida neste caso é: Como realizar a
identif cação dos modelos locais sem o conhecimento da quantidade destes sub-modelos e a
qual modo pertence cada um dos dados amostrados?

A solução proposta foi a divisão dos dados amostrados em pequenos subconjuntos de da-
dos. Para cada subconjunto formado é aplicado um método de identif cação em subespaços.
O conjunto de modelos estimados é então enviado a um algoritmo de clustering que realiza o
agrupamento dos modelos semelhantes e permite identif car a quantidade de modos existen-
tes no sistema. Esse processo permite ainda a determinação de qual modelo local gerou cada
um dos dados amostrados e, consequentemente, possibilita a estimação dos instantes de cha-
veamento do sistema. O conhecimento a respeito dos instantes de chaveamento é utilizado
posteriormente para ref nar as estimativas dos modelos locais identif cados.

É importante destacar que, esta abordagem foi inspirada nas propostas de [32] e [35].
No entanto, nestes trabalhos os autores abordam o problema de identif cação de sistemas
PWA MISO com modelos expressos na forma de entrada e saída. Desta forma, o problema
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de identif cação se torna relativamente mais simples do que a identif cação de modelos no
espaço de estados, uma vez que os autores podem explorar o fato do vetor de regressores
(formado pelos dados de entrada e saída) ser totalmente disponível a priori e o fato da função
de mapeamento que def ne estes sistemas ser localmente linear. Isso signif ca que, pode-se
facilmente agrupar os dados com maior probabilidade de terem sido gerados pelo mesmo
sub-modelo, uma vez que os vetores de regressores gerados pelo mesmomodelo local estarão
em regiões próximas do plano.

Portanto, o presente trabalho estende essas abordagens para sistemasMIMOno espaço de
estados, onde a principal dif culdade reside no fato que o regressor não está totalmente dispo-
nível, portanto não é possível realizar o particionamento direto do espaço de entrada/estados
como nos trabalhos de [32] e [35].

A solução encontrada para contornar esta dif culdade foi a divisão dos dados no tempo.
Essa divisão inicial não segue nenhum critério de classif cação. A separação dos dados
nos diferentes modos do sistema é realizada somente após a estimação dos modelos locais.
Para isso, utiliza-se um algoritmo de clustering nos vetores dos parâmetros de Markov de
cada modelo identif cado. Este algoritmo de clustering possibilita identif car a quantidade de
modos do sistema e realizar a classif cação dos pontos nos diferentes modos identif cados.
Após a separação dos dados um novo processo de identif cação é realizado para a estimação
f nal dos modelos locais.

O algoritmo proposto pode ser dividido em cinco etapas. Essas etapas estão ilustradas no
diagrama didático apresentado na Figura 3.2 e serão descritas detalhadamente a seguir.
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Figura 3.2: Diagrama do Algoritmo 1. Os rótulos ao lado das setas representam as saídas de
cada etapa.
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Etapa 1: Segmentação dos Dados:

O primeiro passo da metodologia é a formação de pequenos conjuntos de dados que serão
utilizados para identif car os modelos locais. Esses pequenos conjuntos serão denominados
conjuntos de dados locais (LD) e são formados dividindo-se o conjunto de dados amostrados
no tempo. Para entender esse processo, considere que o conjunto total de dados amostrados
é representado pelo seguinte conjunto:

D = {(uk, yk) : k ∈ T} para T = {k}Nk=1 , (3.2)

em que T denota um horizonte de tempo e N é o número de dados amostrados.

A divisão dos dados no tempo consiste em dividir o conjunto T em N/W conjuntos
sequenciais menores {Tj}

N/W
j=1 contendoW elementos, de forma que:

Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q. (3.3)

Os índices de tempo em cada um dos conjuntos Tj são utilizados para formação dos
pequenos conjuntos de dados {LDj}

N/W
j=1 , de forma que:

LDj = {(uq, yq) ∈ D : q ∈ Tj} . (3.4)

Este processo está ilustrado graf camente na Figura 3.2. Nesta f gura, os dois primeiros
gráf cos referem-se aos dados amostrados de entrada e saída de um sistema. As linhas verti-
cais nestes gráf cos indicam as divisões realizadas e, na sequencia, é mostrado os pequenos
conjuntos de dados formados.

Neste processo de divisão, alguns LDs serão formados somente por dados gerados por
um único modelo local. Estes conjuntos serão denominados de conjuntos de dados locais
puros. Por outro lado, alguns conjuntos poderão conter dados gerados por diferentes sub-
modelos e serão chamados de conjunto de dados locais mistos.

Uma vez que os LDs mistos contém dados gerados por diferentes modelos locais, a apli-
cação de uma técnica de identif cação nestes conjuntos resulta em modelos que não são
semelhantes a nenhum sub-modelo do sistema híbrido. Desta forma, estes modelos, quando
enviados ao algoritmo de clustering para segmentação serão considerados outliers. Obvia-
mente, a formação de muitos conjuntos mistos prejudicará o desempenho do algoritmo de
clustering e o efeito será a estimação de modelos menos precisos.

Desta forma, a def nição do tamanhoW na formação dos LDs tem um papel fundamental
no algoritmo de identif cação. Esses conjuntos devem conter uma quantidade de dados suf -
ciente (Dsuf) para que seja possível realizar a identif cação dos modelos e, ao mesmo tempo,
ter uma duração menor ou igual ao tempo de permanência do sistema em cada modo, ou seja,
Dsuf ≤ W ≤ τdwell. Observe que, se a restrição W ≤ τdwell não for atendida, poderá ocorrer
apenas a formação de LDs mistos e, neste caso, não será possível identif car corretamente os
modelos locais do sistema.
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A def nição do parâmetro W é um problema comum a todas abordagens que utilizam
métodos de identif cação em subespaços para identif cação de sistemas híbridos [74], [75],
[71], [73]. Ao melhor conhecimento do autor, este problema permanece em aberto na lite-
ratura. Assim, estudos teóricos para determinar valores necessários e suf cientes para este
parâmetro não serão discutidos neste trabalho.

Etapa 2: Identificação dos Modelos Locais:

Esta etapa é a responsável pela identif cação dos modelos locais. Para isso, para cada LDj

formado é identif cado um modelo j através de uma técnica de identif cação de sistemas que
forneça uma representação do modelo na forma de espaço de estados (Aj , Bj , Cj , Dj).

Conforme já mencionado, para esta tarefa pode-se utilizar qualquer técnica de identi-
f cação que forneça uma representação do sistema na forma de espaço de estados. Neste
trabalho, optou-se pela técnica de identif cação em subespaços apresentada na seção 2.1.1.
Este algoritmo foi combinado com a abordagem apresentada na seção 2.1.2 para identif ca-
ção das matrizes dos modelos locais na forma canônica e na mesma base de estados. Esse é
um importante aspecto do presente algoritmo, pois mantendo o controle sobre a base de esta-
dos na qual as matrizes são calculadas é possível associar as matrizes dos diferentes sistemas,
como será descrito na próxima fase do algoritmo.

Cada modelo identif cado constituirá uma observação que será enviada ao algoritmo de
cluster para segmentação. Assim, para representar cada modelo será utilizado o seu vetor de
parâmetros de Markov θj :

θj = vec
([

CjA
p−2
j Bj · · · CjBj Dj

])
∈ R

ny ·nu·p×1, (3.5)

em que vec(•) é o operador de vetorização e p o parâmetro que def ne a quantidade de
parâmetros de Markov utilizado na representação do sistema.

O vetor de parâmetros de Markov consiste de todos os parâmetros monitorados no mo-
delo. De acordo com a complexidade da aplicação, a dimensão deste vetor pode ser reduzida
(redução ou seleção dos parâmetros de Markov) ou aumentada [77]. Uma vantagem adi-
cional no uso dos parâmetros de Markov, é a possibilidade de estimação de sistemas de
diferentes ordens mantendo-se a mesma dimensão dos vetores θj .

Embora a quantidade de parâmetros de Markov possa ser ajustada de acordo com a com-
plexidade da aplicação, existe um valor mínimo teórico para essa variável que é suf ciente
para caracterizar completamente o sistema. Segundo [125], esse valor mínimo deve ser igual
a ordem do sistema mais um. Desta forma, tem-se que:

p = n+ 1. (3.6)

Assim, se a ordem dos modelos locais for conhecida, os parâmetros que caracterizam
cada subsistema identif cado são codif cados por (3.5) com o parâmetro p escolhido como
(3.6).
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Fase 3: Clustering:

O objetivo desta etapa é agrupar os vetores dos parâmetros de Markov (θj) estimados na
etapa anterior em vários clusters utilizando uma técnica de agrupamento de dados. Espera-se
que o número de clusters identif cados seja o númeroM de sub-modelos do sistema.

Para esse propósito, em princípio, pode-se utilizar qualquer algoritmo de clustering [107],
[126], [37]. No entanto, o desempenho da maioria dos algoritmos clássicos é frequentemente
comprometido pela existência de outliers e por problemas de inicialização que podem levar
a solução a mínimos locais. Para minimizar esses problemas, neste trabalho optou-se pelo
RCA apresentado na seção 2.2. Este algoritmo apresenta baixa sensibilidade a inicialização
e permite identif car o número de clusters mesmo no cenário onde os dados estão contami-
nados com elevado nível de ruído. Ao melhor conhecimento do autor, esse algoritmo nunca
foi utilizado no contexto de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos.

Fase 4: Classificação dos Dados:

Uma vez que o número de modelos locais foi determinado é possível obter uma repre-
sentação destes modelos no espaço de estados. Para isso, pode-se utilizar duas diferentes
abordagens. A primeira, utiliza informações fornecidas pelo algoritmo de clustering para
realizar a classif cação dos dados seguida de um novo processo de identif cação. Este novo
processo de identif cação é realizado com uma quantidade maior de dados. A segunda abor-
dagem obtém uma representação das matrizes dos modelos locais do sistema a partir dos
centros dos clusters identif cados pelo algoritmo de clustering.

Neste trabalho, serão avaliadas essas duas possibilidades. A primeira abordagem será ex-
plorada no Algoritmo 1, enquanto que a segunda abordagem será apresentada no Algoritmo
2. Em favor da primeira abordagem, pode-se argumentar que as estimativas provenientes
dos centros dos clusters podem ser imprecisas [127], especialmente na existência de mui-
tas transições entre os modos do sistema, o que resulta no aparecimento de muitos outliers.
Adicionalmente, deve-se observar que os dados utilizados na segmentação são provenientes
da identif cação em uma pequena janela de tempo, com poucos dados, de forma que o efeito
dos ruídos de medida/processo sobre os modelos parciais identif cados pode ser signif cativo,
comprometendo a acurácia destes modelos.

Assim, é importante identif car quais são os pontos do conjunto de dados amostrados
D que foram gerados pelo mesmo sub-modelo. Isso é um processo de classif cação, onde
os dados disponíveis são classif cados em clusters {Ci}

M
i=1 de forma que (uk, yk) ∈ Ci se e

somente se (uk, yk) é atribuído ao i-ésimo modo.

Para realizar esta tarefa é utilizada a matriz UH (constrained fuzzy H-partition matrix)
fornecida pelo RCA, que indica o grau no qual o ponto θj pertence ao cluster q. Uma
discussão detalhada desta matriz foi realizada no exemplo 2.2 do Capítulo 2. Os clusters
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identif cados pelo RCA são representados por {ξi}Mi=1 e def nidos como:

ξq =





N/W⋃

j=1

θj : uq,j > ui,j ∀i ∈ (1, . . . ,M)



 (3.7)

Cada ponto θj é atribuído ao cluster no qual ele apresenta maior grau de pertinência.
Desta forma, como cada sub-modelo θj corresponde a um subconjunto de dados LDj , a clus-
terização dos sub-modelos a um mesmo modo q leva a uma clusterização dos subconjuntos
de dados que correspondem ao mesmo modo.

Assim, é possível criar conjuntos de dados clusterizados correspondentes ao mesmo
modo q. Esses conjuntos serão denotados por {Ci}

M
i=1, e a classif cação pode ser def nida

como:
Cq =

{
∪
N/W
j=1 LDj : θj ∈ ξq

}
, q = 1, . . . ,M. (3.8)

Com isto, o conjunto de dados amostradosD pode ser representado porD = ∪Mq=1{Cq}.
Observe que a primeira partição de dados D = ∪

N/W
j=1 {LDj} foi feita de forma bastante

arbitrária e consiste em uma aproximação grosseira das reais janelas de tempo para cada
subsistema. A clusterização proposta em (3.8) permite obter uma correção ou aproxima-
ção corrigida das janelas de tempo em que cada subsistema esteve ativo. As novas janelas
são necessariamente maiores que as não corrigidas e assim, uma eventual identif cação con-
siderando as janelas corrigidas devem apresentar resultados com melhor proximidade aos
sistemas originais.

Adicionalmente, deve ser notado que este procedimento permite obter uma estimativa
dos instantes de chaveamento do sistema. Essas estimativas são obtidas por inspeção do
conjunto de dados amostrados, ou seja, são obtidas procurando-se, no conjunto de dados D
e T, pontos consecutivos que pertencem a modelos locais diferentes.

Fase 5: Identificação Final dos Modelos Locais:

Com os dados originais classif cados, é possível realizar uma nova identif cação contendo
uma maior quantidade de dados. Para isso, utilizou-se a mesma abordagem de identif cação
em subespaços descrita anteriormente para a obtenção dos modelos f nais na forma de espaço
de estados.

A metodologia proposta está resumida no Algoritmo 1.

3.3.1 Resultados Numéricos

Nesta seção, será apresentada a avaliação da metodologia proposta em um exemplo nu-
mérico. Utilizou-se o software Matlabr para implementação do algoritmo e realização de
todas as simulações apresentadas. O sistema híbrido escolhido foi o mesmo utilizado em
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Algoritmo 1 :
1: Segmentação dos Dados:

a) Crie pequenos conjuntos de dados {LDj}
N/W
j=1 , de forma que

LDj = {(uq, yq) ∈ D : q ∈ Tj}, e Tj é formado pela divisão do horizonte de
tempo T em conjuntos menores tais que Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q

2: Identif cação dos Modelos Locais:

a) Determine θj para cada conjunto de dados em {LDj}
N/W
j=1 usando as metodologias

descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.

3: Clustering:

a) Agrupe todos os vetores {θj}
N/W
j=1 emM clusters {ξi}Mi=1 usando o RCA

apresentado na Seção 2.2

4: Classif cação dos Dados:

a) Forme os subconjuntos dos dados clusterizados {Cq}
M
q=1 da seguinte forma:

Cq =
{
∪N/W
j=1 LDj : θj ∈ ξq

}
, q = 1, . . . ,M.

b) Estime os instantes de chaveamento do sistema procurando no conjunto de dados
amostrados (uk, yk) pontos consecutivos que pertencem a diferentes modelos
locais.

5: Identif cação Final dos Modelos Locais:

a) Identif que os modelos locais com os dados de {Cq}
M
q=1, usando as metodologias

descritas nas seções 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3

dois importantes trabalhos da literatura [39] e [25]. O sistema utilizado é composto de qua-
tro modelos locais SISO de segunda ordem representados por:

A1 =

[
0 0,8
-0,8 0,5

]
, B1 =

[
0,4
0

]
, C1 =

[
1 0

]
, D1 = 0,

A2 =

[
0 0,5
-0,5 0

]
, B2 =

[
1
0,5

]
, C2 =

[
1 0

]
, D2 = 0,

A3 =

[
0,8 0
0 -0,3

]
, B3 =

[
1
2

]
, C3 =

[
1 1

]
, D3 = 0,

A4 =

[
0 0,4
-0,4 0

]
, B4 =

[
1
0

]
, C4 =

[
1 0,5

]
, D4 = 0.

Este exemplo, embora simples, por tratar de sistemas SISO, apresenta desaf os do ponto
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de vista de identif cação, uma vez que o sistema híbrido apresenta modelos locais com di-
nâmicas que são relativamente próximas, especialmente os modelos 2 e 4, que apresentam
autovalores em (±0, 5j) e (±0, 4j), respectivamente.

Em todas as simulações realizadas o sistema foi excitado por um sinal PRBS (do inglês,
Pseudo Random Binary Sequence) de média zero e variância unitária. Adicionou-se ao sinal
de saída um ruído branco na proporção de SNR = 35 dB. O termo SNR (do inglês, Signal to

Noise Ratio), é a relação sinal-ruído def nida como:

SNR = 20 log10
var(yk)
var(vk)

, (3.9)

em que var(•) indica a variância do sinal •.

Nas simulações geraram-se 12000 pontos de dados de uk e yk, que são utilizados na
identif cação dos sistemas. Esses sinais estão mostrados nas Figuras 3.3b e 3.3c. No entanto,
note que apenas um pequeno trecho do sinal de excitação é apresentado para facilitar a vi-
sualização. O sinal de chaveamento utilizado está mostrado na Figura 3.3a. É importante
observar que, no sinal de chaveamento considerou-se a hipótese que os instantes das mu-
danças de modo ocorrem em instantes múltiplos da janela W utilizada. Essa restrição será
retirada posteriormente.
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Figura 3.3: Sinais utilizados e obtidos com o sistema (3.1). (a) Sequencia de chaveamento
utilizada na simulação. (b) Pequeno trecho do sinal PRBS aplicado ao sistema. (c) Sinal de
saída utilizado para a identif cação dos modelos.

Neste primeiro momento, a intenção é avaliar a ef ciência da metodologia proposta para
a identif cação de sistemas dinâmicos híbridos. Assim, inicialmente será considerado que a
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ordem dos modelos locais é conhecida a priori. Posteriormente, será avaliado a ef ciência do
algoritmo na estimação deste valor.

Os parâmetros necessários no algoritmo foram ajustados como segue: No algoritmo de
identif cação em subespaços utilizou-se o tamanho dos blocos linhas (i) igual a 10, o tamanho
da janela (W ) igual a 100 e a ordem real do sistema igual a 2. Desta forma, com base
na Equação (3.6) determinou-se p = 3, ou seja, obteve-se uma representação 3D para o
vetor dos parâmetros de Markov, isso facilitará a apresentação e visualização dos resultados.
No RCA os valores da maior parte dos parâmetros foi mantido constante nas diferentes
simulações realizadas neste trabalho. O único parâmetro alterado ao longo das simulações
foi o parâmetro ǫ0. Assim, os valores utilizados foram c0 = 12, cmin = 4, ∆c = 1, H =

10, α = 0, τ = 10, η0 = 10−4, k0 = 5. Nesta primeira simulação, foi utilizado para o
parâmetro ǫ0 uma seleção dinâmica onde a cada iteração seu valor era igual 5% do valor da
cardinalidade robusta Ns (ver Seção 2.2 para def nição desses parâmetros).

Para avaliar a ef ciência do algoritmo observou-se a sua capacidade em detectar correta-
mente o número de modos, os instantes de chaveamento e a habilidade do modelo estimado
em reconstruir a saída do sistema a partir do sinal de entrada real. Para isso utilizou-se o va-
lor de VAF def nido na equação (2.69) em um conjunto de dados diferente do utilizado para
a identif cação. Esse conjunto de dados será chamado de conjunto de dados de validação e é
composto por 1200 pontos de uk e yk. O processo de validação dos modelos foi introduzido
na seção 2.4.

Os resultados obtidos estão apresentados nas Figuras 3.4 a 3.6. A Figura 3.4 mostra o
resultado obtido com o algoritmo de clustering. Observe que, nesta f gura o algoritmo foi
capaz de identif car corretamente os quatro modos do sistema. Obviamente, a separação clara
entre os diferentes modos foi possível devido a quantidade moderada de ruído adicionada no
sinal de saída do sistema.

A Figura 3.5 mostra que os instantes de chaveamento foram corretamente estimados. No
entanto, é importante destacar que essa estimação perfeita dos instantes de chaveamentos só
foi possível porque os chaveamentos ocorreram em instantes de tempo múltiplos da janela
móvel utilizada. Se esses chaveamentos ocorrerem em instantes de tempos não múltiplos da
janela móvel resultará na criação de conjuntos LDj mistos. Como resultado, alguns pontos
desses conjuntos serão atribuídos a ummodelo local incorreto, caracterizando uma estimação
incorreta dos instantes de chaveamento. Esses erros podem se tornar muito grandes quando
a dinâmica de chaveamento for muito rápida e/ou a dimensão da janela móvel utilizada for
muito grande. De fato, essa é uma das principais desvantagens do algoritmo 1 e será melhor
discutida na Seção 3.5.

A Figura 3.6 apresenta a comparação entre o sinal de saída real e o sinal de saída simulado
com os sistemas identif cados. Nesta f gura, apenas um pequeno trecho dos sinais está sendo
apresentado para facilitar a visualização. No caso apresentado, o valor de VAF obtido foi de
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Figura 3.4: Resultado do algoritmo de clustering mostrando que quatro modelos locais foram
identif cados. As cruzes em vermelho indicam os centros de cada cluster.
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Figura 3.5: Resultado da estimação dos modos do sistema com um SNR de 35 dB.

98, 49%. Isso sugere que o modelo estimado foi capaz de reconstruir de maneira ef ciente
o sinal de saída real. De fato, os valores dos pólos dos sistemas estimados f caram muito
próximos aos valores do sistema real, conforme é mostrado na Tabela 3.1.

Para avaliar a sensibilidade do algoritmo com relação ao ruído foram realizadas simula-
ções de Monte Carlo com 100 diferentes realizações de entrada e saída e quatro diferentes
níveis de ruído. A Tabela 3.2 apresenta os valores médios de VAF obtidos nas 100 simula-
ções realizadas.

A Figura 3.7 apresenta o histograma com as distribuições destes valores ao longo das
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Tabela 3.1: Comparação entre os pólos reais e estimados com SNR = 35dB.

Modelo Local Pólos Reais Pólos Estimados
1 (0, 25± 0, 7599j) (0, 2498± 0, 7563j)

2 (±0, 5j) (−0, 0068± 0, 4959j)

3 (−0, 3, 0, 8) (−0, 2905, 0, 8013)

4 (±0, 4j) (0, 0138± 0, 3881j)
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Figura 3.6: Validação dos dados com SNR de 35 dB. Resultado VAF = 98, 49%. As linhas
verticais tracejadas indicam os instantes de chaveamento.

Tabela 3.2: Desempenho do Algoritmo 1 com diferentes proporções de ruído. Aqui, o termo
Sucessos indica o número de vezes que o algoritmo identif cou o número de modelos locais
corretamente nas 100 simulações.

SNR (dB) 10 20 30 35
VAF (%) 76,88 90,97 95,62 98,54

Successos (%) 97 99 99 100

100 simulações e a Figura 3.8 apresenta a comparação dos pólos dos modelos estimados
com os pólos dos modelos reais para os diferentes níveis de ruído considerados. A análise
conjunta destas f guras e da Tabela 3.2 permite concluir que o algoritmo foi capaz de fornecer
estimativas satisfatórias em quase todas as simulações. No entanto, conforme esperado, a
qualidade dos modelos estimados diminui com o aumento do nível de ruído no sistema. De
fato, observe como a variância dos valores de VAF e a dispersão dos pólos no plano complexo
aumenta com o aumento do nível de ruído. Os piores desempenhos foram obtidos com nível
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de ruído de SNR = 10 dB. Neste caso, a média dos valores de VAF f cou próxima a 80%,
mas a variância das estimativas foi muito grande e em 4% das simulações o algoritmo não
foi capaz de fornecer modelos consistentes (VAF < 60%). Contudo, nos demais cenários o
algoritmo apresentou excelente resultados.
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Figura 3.7: Histogramas dos valores de VAF (%) obtidos com a validação dos dados com os
modelos estimados nos diferentes níveis de ruído considerados. A distribuição de valores de
VAF de 0% a 100% foram divididos em conjuntos (bins) de 5%. Para cada bin é mostrado
quantas das 100 simulações f caram dentro daquele bin.
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Figura 3.8: Autovalores das matrizes estimadas Amk
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cruzes em vermelho correspondem aos pólos reais dos sistemas.
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3.3.1.1 Simulação sem chaveamentos entre os modos

Esta seção visa comparar o algoritmo proposto com uma técnica clássica de identif ca-
ção em subespaços para sistemas dinâmicos com apenas um modelo. Para isso, utilizou-se
o algoritmo ACR (apresentado na Seção 2.1.1) e considerou-se o cenário onde somente o
modelo 1 está ativo durante toda a simulação.

As simulações foram realizadas utilizando-se o mesmo sinal de excitação descrito ante-
riormente e adicionando-se um ruído branco de média nula ao sinal de saída na proporção de
SNR = 20 dB. Os parâmetros utilizados na simulação são iguais aos descritos anteriormente.
Foi realizada uma simulação de Monte Carlo com 100 realizações. A média dos valores de
VAF obtidas ao longo das 100 simulações independentes é apresentada na Tabela 3.3 e com-
parada com a média dos valores de VAF obtidas utilizando-se o ACR com todos os dados
simulados.

Tabela 3.3: Comparação de desempenho do Algoritmo 1 com o ACR para o cenário onde
apenas um modelo local está ativo e SNR = 20dB.

VAF (%)
Algoritmo 1 90,55

Método clássico de identif cação em subespaços 90,72

Os resultados são ligeiramente diferentes porque o algoritmo detectou incorretamente em
87% das simulações a existência de dois modos no sistema e em 13% a existência de três
modos. No entanto, nessas simulações todos os modelos estimados eram muito semelhantes
e próximos do sistema real.

Alterando-se o valor do parâmetro ǫ0 no RCA para 50% do valor da cardinalidade ro-
busta, o algoritmo estima corretamente o número de modos em todas as simulações e, neste
caso, o valor de VAF se torna igual ao obtido com o algoritmo clássico. Isso já era esperado,
pois ao detectar apenas um modo ativo no sistema, o algoritmo classif ca todos os dados
originais no mesmo modo e, consequentemente, os dois métodos tornam-se iguais.

3.3.2 Ajuste dos Parâmetros do Algoritmo

Pode-se argumentar que uma desvantagem da metodologia proposta é a necessidade de
ajuste de um grande número de parâmetros. Contudo, o problema de ajuste desses parâme-
tros é relativamente simples.

O número de blocos linhas (i) e o tamanho dos conjuntos locais (W ) relacionados ao
algoritmo de identif cação em subespaços são comuns a todas abordagens de identif cação
baseadas em subespaços. O parâmetro i é facilmente determinado e deve ser maior ou igual
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a ordem do sistema a ser identif cado. Conforme já discutido, o principal problema é a
determinação deW que permanece em aberto na literatura.

A maior quantidade de parâmetros refere-se ao algoritmo de clustering. No entanto,
como mostrado em [116], o algoritmo RCA é relativamente robusto com relação a depen-
dência de inicialização dos parâmetros. De fato, nas diversas simulações realizadas ao longo
do desenvolvimento deste trabalho e considerando diferentes sistemas, todos os parâmetros
do RCA foram mantidos constantes. A única exceção foi o parâmetro ǫ0. Com todos os
outros parâmetros f xos, ǫ0 tem inf uência direta na estimação do número de modos do sis-
tema. A def nição de valores elevados para ǫ0 provoca a identif cação de um número menor
de modos. Por outro lado, para valores pequenos de ǫ0 o número de modos é superestimado.
No entanto, neste caso, ocorre a identif cação de vários modelos semelhantes.

Assim, para a determinação do melhor valor para o parâmetro ǫ0, recomenda-se realizar
o processo de identif cação várias vezes. No início deve-se ajustar um valor pequeno para
esse parâmetro. Esse valor deve ser aumentado gradativamente até se observar que entre os
resultados obtidos não existem modelos semelhantes. A escolha do valor inicial e o passo
de aumento dependerá de cada aplicação. Apenas como referência, nos diferentes exemplos
considerados no desenvolvimento deste trabalho o melhor valor para o parâmetro ǫ0 f cou
entre 2, 5% e 5, 5% do valor da cardinalidade robusta Ns.

3.4 ALGORITMO 2

Conforme mencionado anteriormente, a nova metodologia de identif cação apresentada
na seção 3.3 permite duas diferentes abordagens para a estimação f nal dos modelos locais.
A primeira, discutida e explorada no Algoritmo 1, utiliza um procedimento de classif cação
dos dados após a etapa de clustering. Esta classif cação permite que um novo processo de
identif cação seja realizado utilizando uma quantidade maior de dados.

A segunda abordagem, que será proposta no Algoritmo 2, obtém uma representação das
matrizes dos modelos locais do sistema a partir das estimativas dos centros dos clusters
identif cados pelo algoritmo de clustering. Ao melhor conhecimento do autor, essa natural
solução do procedimento baseado em clustering ainda não foi utilizada em nenhum algoritmo
existente na literatura.

Essa importante diferença torna o algoritmo mais rápido, conforme será ilustrado nos
resultados simulados. Esse ganho de velocidade deve-se a eliminação das etapas 4 e 5,
uma vez que que as estimativas dos modelos locais são obtidas a partir dos centros dos
clusters identif cados. Assim, a estrutura do Algoritmo 2 é composta apenas pelas etapas
de 1 a 3 do procedimento apresentado na Figura 3.2. As duas primeiras etapas não sofrem
nenhuma alteração com relação ao Algoritmo 1. Na etapa 3, após a aplicação do algoritmo
de clustering é necessário extrair os modelos locais a partir dos centros dos clusters. As
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etapas do Algoritmo 2 são descritas a seguir:

Etapas 1 e 2:

Essas etapas permanecem iguais às descritas no Algoritmo 1.

Etapa 3: Clustering

Assim como no Algoritmo 1, nesta etapa aplica-se um algoritmo de clustering para agru-
par os vetores dos parâmetros de Markov ({θj}

N/W
j=1 ) estimados na etapa anterior em vários

clusters. Os centros de cada cluster identif cado representam estimativas dos parâmetros de
Markov dos modelos locais do sistema híbrido. Assim, é possível extrair uma representação
desses sub-modelos a partir dessas estimativas.

Em [128], é apresentado o procedimento para a extração destes modelos. Por simplici-
dade, a análise apresentada neste trabalho será restrita a sistemas com uma entrada e uma
saída (SISO, do inglês, Single Input Single Output). A metodologia para sistemas MIMO
está disponível em [128].

Assim, segundo [128] as matrizes dos sistemas podem ser obtidas a partir dos parâmetros
de Markov do sistema da seguinte forma:

Âq = T̃q(n, n)T
−1
q (n, n) (3.10)

B̂q =
[
hq(1) hq(2) · · · hq(n− 1) hq(n)

]T
, (3.11)

Ĉq =
[
1 0 · · · 0

]
, (3.12)

D̂q = hq(0), (3.13)

em que hq(·) são os componentes do vetor que caracterizam o centro do cluster q (ξq), ou seja,

ξq =
[
hq(n+ 2) hq(n + 1) · · · hq(0)

]T
, e T̃q(n, n) e Tq(n, n) são matrizes def nidas

como:

Tq(n, n)=




hq(1) hq(2) · · · hq(n)

hq(2) hq(3) · · · hq(n + 1)
...

... . . . ...
hq(n) hq(n+ 1) · · · hq(2n− 1)



, (3.14)

T̃q(n, n) =




hq(2) hq(3) · · · hq(n + 1)

hq(3) hq(4) · · · hq(n + 2)
...

... . . . ...
hq(n+ 1) hq(n+ 2) · · · hq(2n)



. (3.15)

Analisando as equações (3.14) e (3.15) é possível concluir que são necessários 2n + 1

parâmetros de Markov para se recuperar as matrizes do sistema. Isso resulta que o valor
teórico mínimo do parâmetro p na equação (3.5) passa a ser:

p = 2n+ 1. (3.16)

68



Desta forma, o preço pago para que seja possível extrair as matrizes dos modelos a partir
das estimativas dos centros dos clusters é se trabalhar com uma dimensão maior do vetor de
parâmetros de Markov θj em relação ao Algoritmo 1.

A metodologia proposta está resumida no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 :
1: Segmentação dos Dados:

a) Crie pequenos conjuntos de dados {LDj}
N/W
j=1 , de forma que

LDj = {(uq, yq) ∈ D : q ∈ Tj}, e Tj é formado pela divisão do horizonte de
tempo T em conjuntos menores tais que Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q

2: Identif cação dos Modelos Locais:

a) Determine θj para cada conjunto de dados em {LDj}
N/W
j=1 usando as metodologias

descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.

3: Clustering:

a) Agrupe todos os vetores {θj}
N/W
j=1 emM clusters {ξi}Mi=1 usando o RCA

apresentado na Seção 2.2

b) Estime as matrizes dos modelos locais através das Equações (3.10) - (3.13).

3.4.1 Resultados Numéricos

Nesta seção os Algoritmos 1 e 2 serão comparados utilizando um experimento simulado.
O sistema chaveado considerado é o mesmo descrito na seção 3.3.1.

Dois diferentes cenários de simulação foram considerados. No primeiro, utilizou-se uma
dinâmica de chaveamento lenta no sistema, ou seja, poucas transições entre os diferentes
modos. A Figura 3.9a ilustra o sinal utilizado. No segundo cenário, utilizou-se uma dinâmica
de chaveamento rápida com vários chaveamentos entre os modos. Este sinal está mostrado
na Figura 3.9b. Destaca-se que, na geração destes sinais foi removida a hipótese que os
chaveamentos ocorrem em instantes múltiplos do parâmetroW .

Para cada cenário foram realizadas simulações de Monte Carlo com 100 diferentes reali-
zações de entrada e saída. Em todas as simulações o sistema foi excitado por um sinal PRBS
de média zero e variância unitária. As simulações foram realizadas adicionando-se um ruído
branco de média zero ao sinal de saída. Consideraram-se quatro diferentes níveis de ruído
(SNR = 10, 20, 30 e 35 dB). Em cada simulação foram gerados 12000 pontos de dados de
u(k) e y(k) que foram utilizados para identif car o sistema. Para o processo de validação dos

69



modelos geraram-se 1200 pontos.
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Figura 3.9: Sinais de chaveamentos utilizados nas simulações. (a) Dinâmica de chaveamento
lenta. (b) Dinâmica de chaveamento rápida.

Novamente assumiu-se que a ordem dos modelos locais são conhecidas a priori. Assim,
de acordo com a equação (3.6) determinou-se p = 3 para o Algoritmo 1 e de acordo com a
equação (3.16) def niu-se p = 5 para o Algoritmo 2. Os demais parâmetros dos algoritmos
foram ajustados conforme descrito na seção 3.3.1.

Para avaliar a ef ciência dos algoritmos observou-se o tempo total de processamento ne-
cessário para a identif cação (Tproc), a capacidade em detectar corretamente o número de
modos, a capacidade em classif car corretamente os pontos amostrados e a habilidade do
modelo estimado em reconstruir a saída do sistema a partir do sinal de entrada real. Para isso
novamente utilizou-se o valor de VAF entre os sinais medido e simulado.

Os resultados obtidos nos dois cenários considerados estão resumidos nas Tabelas 3.4
e 3.5. Observe nestas tabelas que os dois algoritmos são capazes de determinar o número
correto de modos do sistema na maior parte das simulações. Com relação a qualidade dos
modelos estimados, observa-se que no cenário onde a dinâmica de chaveamento do sistema
é lenta e o nível de ruído é moderado que os dois algoritmos apresentam desempenho seme-
lhante, pois apresentam valores de VAF e erro de classif cação próximos.

Contudo, o Algoritmo 1 apresenta melhor desempenho nos cenários com elevado nível
de ruído e/ou dinâmica de chaveamento rápida. Essa perda de desempenho deve-se a dois
fatores. Primeiro, conforme discutido no Algoritmo 1, os dados enviados ao algoritmo de
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clustering são provenientes da identif cação em uma pequena janela de tempo. Desta forma,
a inf uência dos ruídos de processo/medida pode ser signif cativa sobre os modelos iden-
tif cados. Assim, o processo de classif cação dos dados realizado no Algoritmo 1 permite
que um novo processo de identif cação seja realizado. Esta nova identif cação utiliza uma
quantidade maior de dados o que reduz a inf uencia dos efeitos do ruídos.

Segundo, quando a dinâmica de chaveamento é rápida e os instantes de chaveamento
não são múltiplos do parâmetro W , a segmentação dos dados pode resultar na criação de
muitos LDs mistos. Com efeito, há um aumento da quantidade de outliers enviados ao
algoritmo de clustering. Na Figura 3.10 é mostrada a comparação dos pontos utilizados
na etapa de clustering nos dois cenários. Observe como no cenário onde a dinâmica de
chaveamento é rápida (Figura 3.10b) como os pontos f cam muito mais dispersos. Mesmo o
algoritmo RCA sendo robusto a esses outliers, o aumento da quantidade de outliers inf uência
a determinação dos centros dos clusters, ou seja, esses outliers deslocam os centros dos
clusters. Como consequência, ocorre uma redução na qualidade dos modelos locais quando
esses são estimados a partir dos centros dos clusters.

É importante destacar que os efeitos dos LDs mistos inf uenciam negativamente na qua-
lidade dos modelos estimados nos dois algoritmos. De fato, observe na Tabela 3.5 como
a porcentagem de erros de classif cação aumenta signif cativamente em comparação com o
cenário de dinâmica de chaveamento lenta. A Figura 3.11 apresenta a comparação entre os
sinais de chaveamento estimado pelos dois algoritmos. O aumento do erro de classif cação
reduz a acurácia dos modelos estimados. Contudo, no Algoritmo 1, a etapa de classif ca-
ção dos dados reduz a inf uência desses conjuntos. O desenvolvimento do Algoritmo 3, que
será apresentado na próxima seção, visa atacar esse problema e melhorar o desempenho da
identif cação em cenários mais críticos.

Tabela 3.4: Comparação de desempenho dos algoritmos com dinâmica lenta de chavea-
mento. Aqui, o termo Erro representa a média dos erros na estimação dos modos.

SNR
Algoritmo

Tproc VAF Erro Sucessos
(dB) médio (s) (%) (%) (%)

10
1 3,71 75,49 1,74 100
2 2,01 71,39 5,43 95

20
1 3,50 90,54 1,06 100
2 1,88 89,09 0,97 100

30
1 4,01 96,86 0,96 100
2 1,83 96,13 1,41 100

35
1 4,08 98,21 0,92 100
2 1,96 97,82 0,93 100
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No entanto, apesar do desempenho inferior na estimação dos modelos, o Algoritmo 2
apresenta um custo computacional muito menor. De fato, observou-se uma redução média
de aproximadamente 51% no tempo de processamento. Desta forma, o Algoritmo 2 é mais
recomendado nos casos onde o sistema híbrido a ser identif cado apresenta dinâmica de
chaveamento lenta e níveis moderados de ruído.

Tabela 3.5: Comparação de desempenho dos algoritmos com dinâmica de chaveamento rá-
pida.

SNR
Algoritmo

Tproc VAF Erro Sucessos
(dB) médio (s) (%) (%) (%)

10
1 4,62 69,53 24,92 99
2 1,78 65,47 34,17 99

20
1 3,81 88,32 17,12 98
2 2,21 86,79 21,62 100

30
1 4,42 95,20 16,40 99
2 1,87 94,61 18,63 100

35
1 4,27 96,23 17,27 100
2 2,13 95,13 22,05 99
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Figura 3.10: Resultado típico do algoritmo de clustering para o Algoritmo 1. (a) Dinâmica
de chaveamento lenta. (b) Dinâmica de chaveamento rápida.
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Figura 3.11: Resultado típico para estimação de modos do sistema com SNR = 35dB. (a)
Algoritmo 1. (b) Algoritmo 2. Para melhor visualização é apresentado apenas um pequeno
trecho dos sinais de chaveamento estimados.

3.5 ALGORITMO 3

O principal objetivo no desenvolvimento do terceiro algoritmo é minimizar a inf uência
dos LDs mistos na qualidade dos modelos estimados. Esta inf uência foi discutida na seção
3.4.1.

Desta forma, o Algoritmo 3, é uma evolução do primeiro algoritmo no sentido que incor-
pora modif cações na etapa de classif cação dos dados e uma nova etapa nomeada de atuali-
zação da segmentação dos dados. A ideia explorada no algoritmo foi dividir a identif cação
dos modelos locais em duas partes.

Na primeira parte, chamada de atualização dos modelos dos locais é realizada a iden-
tif cação parcial dos modelos locais. Para isso, elimina-se do processo de identif cação os
pontos duvidosos, ou seja, os pontos que não se tem certeza sobre a qual modo eles per-
tencem. O objetivo é reduzir a inf uência desses outliers na estimação dos modelos. Esses
outliers são identif cados na etapa de classif cação dos dados utilizando-se as informações
fornecidas pelo RCA.

De posse das estimativas parciais dos modelos locais, realiza-se uma etapa de atualização
da segmentação dos dados. Para isso, utiliza-se o algoritmo IMM, descrito na Seção 2.3, que
permite determinar o conjunto de equações de medições mais adequado para cada um dos
pontos (uk, yk) amostrado. Ou seja, o IMM determina individualmente o modo de cada um
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dos pontos existentes no conjunto de dados amostradosD. Essa nova classif cação permite a
formação dos conjuntos dos dados clusterizados {Cc

q}
M
q=1. A função desta etapa é minimizar

os erros de classif cações dos dados obtidos com o algoritmo de clustering e classif car todos
os dados amostrados nos diferentes modos identif cados, inclusive os pontos duvidosos que
não foram utilizados para a identif cação parcial dos modelos locais.

A segunda parte da identif cação, chamada de identif cação f nal dos modelos locais, é
realizada após o processo de atualização da segmentação dos dados e, portanto, utiliza uma
quantidade maior de dados resultando em estimativas mais precisas dos modelos locais. A
Figura 3.12 ilustra os passos deste algoritmo e os detalhes dessas modif cações são descritas
a seguir.
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Figura 3.12: Diagrama do Algoritmo 3.
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Etapas 1 a 3:

Essas etapas permanecem inalteradas do Algoritmo 1.

Etapa 4: Classificação dos Dados:

Para minimizar os efeitos dos outliers causados pelos conjuntos mistos, os pontos θj que
são duvidosos são descartados nesta etapa de classif cação dos dados. São considerados
pontos duvidosos aqueles pontos que possuem alta probabilidade de pertencer a mais de um
cluster ao mesmo tempo. Essa informação pode ser obtida do RCA que fornece a matriz
UH = [uqj] que indica o grau no qual o ponto θj pertence ao cluster ξq.

Essa matriz é usada para selecionar somente aqueles pontos que pertencem ao cluster ξq
com um grau de pertinência acima de um determinado limiar ǫcluster. Os pontos não classif -
cados não são utilizados no processo de identif cação realizado na próxima fase. Assim, os
dados são classif cados nos clusters {Cq}

M
q=1 de acordo com a regra:

Cq =
{⋃

LDj : θj ∈ Cq com uqj ≥ ǫcluster, j = 1, 2, . . . , N/W
}
. (3.17)

Etapa 5: Atualização dos Modelos Locais:

Nesta etapa os dados agrupados nos clusters {Cq}
M
q=1 são utilizados para estimação dos

modelos locais. Esta etapa é semelhante a etapa 5 do Algoritmo 1. No entanto, observe que
agora a quantidade de dados utilizados no processo de identif cação é menor, pois os pontos
duvidosos foram eliminados. Desta forma, os modelos locais estimados ainda não são as
estimativas f nais. Por isso o nome da etapa foi alterado.

Etapa 6: Atualização da Segmentação dos Dados:

A etapas anteriores permitem a obtenção de estimativas consistentes para os modelos
locais, porém através da eliminação de alguns dados do processo de identif cação. Esse pro-
cesso de eliminação apresenta como desvantagem a possibilidade de não identif cação de
alguma dinâmica ou característica do sistema. Desta forma, um processo de atualização da
segmentação dos dados é importante para permitir que o conjunto completo dos dados amos-
tradosD seja atribuído a um modo particular do sistema e usados para ref nar as estimativas.

Para realizar esta etapa pode-se utilizar qualquer algoritmo de estimação dos modos do
sistema ou qualquer algoritmo de f ltragem híbrida que proporcione também a estimação dos
modos. A seção 2.3 apresentou uma pequena revisão dos principais métodos existentes na
literatura. Neste trabalho, foi utilizado o algoritmo IMM. Esta escolha foi motivada pelo fato
deste ser o algoritmo de estimação híbrida mais utilizado e o que apresenta melhor relação
custo-benefício na estimação de estados em sistemas híbridos [1].

Ressalta-se que os algoritmos de f ltragem híbrida fornecem estimativas dos estados con-
tínuos e discretos do sistema híbrido. No entanto, neste trabalho o interesse é apenas na de-
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terminação do modo a cada instante de tempo. Desta forma, o IMM é utilizado para realizar
uma correção ou aproximação corrigida das janelas de tempo em que cada subsistema esteve
ativo, ou seja, é utilizado para formar os novos conjuntos de dados clusterizados

{
Cc
q

}M
q=1

.
Nesta notação, foi utilizado o sobre-escrito c para indiciar a correção na classif cação dos
dados.

Por f m, é importante observar que a classif cação dos dados realizada pelo IMM, cons-
titui uma estimação dos instantes de chaveamento do sistema.

Etapa 7: Identificação Final dos Modelos Locais:

Uma vez que todos os dados amostrados estão classif cados, os modelos locais f nais
podem ser identif cados. Novamente, utilizou-se a combinação das técnicas apresentadas
nas seções 2.1.1 e 2.1.2 para obter as estimativas dos modelos no espaço de estados. Note
que esta etapa produz melhores estimativas em comparação com a estimação do passo 5,
pois a quantidade de dados usadas para estimar os modelos é maior devido a atualização da
segmentação dos dados.

O algoritmo proposto está resumido no Algoritmo 3.

3.5.1 Resultados Numéricos

Nesta seção, será realizada a comparação das abordagens propostas para ilustrar a im-
portância das modif cações realizadas no desempenho f nal do algoritmo. Uma vez que o
Algoritmo 1 possui uma estrutura mais completa e apresentou melhores resultados quando
comparado ao Algoritmo 2, ele foi o escolhido para a comparação com o Algoritmo 3.

Para realizar as comparações, foram realizadas simulações numéricas utilizando-se no-
vamente o sistema híbrido descrito na Seção 3.3.1. No entanto, agora foi considerado que
este sistema tem uma dinâmica de chaveamento mais rápida, ou seja, com várias transições
entre os modos.

Para isso, foi adotado uma função para o sinal de chaveamento que é constante por partes
no tempo e que chaveia periodicamente a cada 150 amostras (τdwell = 150) do seu valor atual
para um valor alvo escolhido aleatoriamente entre {1, . . . , 4}. A Figura 3.14 ilustra o sinal
utilizado. De forma a comparar os dois algoritmos nas mesmas condições, o mesmo sinal de
chaveamento foi utilizado em todas as simulações.

Novamente o sistema foi excitado por um sinal PRBS de média zero e variância unitária
e uma sequencia com 12000 pontos de uk e yk foi utilizada para identif car o sistema. Para
a validação dos modelos estimados foram gerados mais 1200 pontos. O sinal de saída foi
simulado adicionando-se um sinal de ruído branco Gaussiano de média zero. Considerou-se
quatro diferentes valores de magnitude para esse ruído, de forma que a relação sinal ruído
(SNR) fosse igual a 10, 20, 30 e 35 dB com relação a saída do sistema.
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Algoritmo 3 :
1: Segmentação dos Dados:

a) Crie pequenos conjuntos de dados {LDj}
N/W
j=1 , de forma que

LDj = {(uq, yq) ∈ D : q ∈ Tj}, e Tj é formado pela divisão do horizonte de
tempo T em conjuntos menores tais que Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q

2: Identif cação dos Modelos Locais:

a) Determine θj para cada conjunto de dados em {LDj}
N/W
j=1 usando as metodologias

descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.

3: Clustering:

a) Agrupe todos os vetores {θj}
N/W
j=1 emM clusters {ξi}Mi=1 usando o RCA

apresentado na Seção 2.2

4: Classif cação dos Dados:

a) Def na o limiar ǫcluster

b) Forme os conjuntos dos dados {Cq}
M
q=1 de acordo com a seguinte regra:

Cq =
{⋃

LDj : θj ∈ Cq com uqj ≥ ǫcluster, j = 1, 2, . . . , N/W
}
.

5: Atualização dos Modelos Locais:

a) Estime os modelos locais usando as metodologias descritas nas seções 2.1.1 e
2.1.2.

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.

6: Atualização da Segmentação dos Dados:

a) Com as estimativas dos modelos locais obtidas na Etapa 5, use o algoritmo IMM
apresentado na Seção 2.3 para corrigir os conjuntos dos dados clusterizados{
Cc
q

}M
q=1

7: Identif cação Final dos Modelos Locais:

a) Identif que os modelos locais f nais com os dados de
{
Cc
q

}M
q=1

, usando as
metodologias descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.
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Os parâmetros iniciais dos algoritmos foram def nidos como descrito na seção 3.3.1.
A exceção foi o parâmetro ǫ0 do algoritmo RCA que foi modif cado para 5, 5% do valor
da cardinalidade robusta Ns nos dois algoritmos. O limiar usado para eliminar os pontos
duvidosos no Algoritmo 3 foi ǫcluster = 0, 9. A seguinte matriz de transição de probabilidade
foi usada no algoritmo IMM:

Π =




0, 99 0,01
(M−1)

· · · 0,01
(M−1)

0,01
(M−1)

0, 99 · · · 0,01
(M−1)

...
... . . . ...

0,01
(M−1)

0,01
(M−1)

· · · 0, 99



, (3.18)

em queM é o número de modelos locais identif cados em cada simulação realizada.

A primeira vista pode parecer que a probabilidade do sistema permanecer no mesmo
modo foi ajustada com um valor muito elevado (0, 99). Contudo, deve ser observado que a
imposição do τdwell = 150 implica necessariamente em uma alta probabilidade do sistema
permanecer no modo atual. Adicionalmente, justif ca-se que o IMM se mostrou pouco sen-
sível às variações na MPT.

Para comparar os dois algoritmos, foram realizadas simulações de Monte Carlo com 100

realizações para os quatro níveis de ruídos considerados. Em cada uma das simulações,
uma diferente realização do sinal de entrada e ruído foi considerada. O desempenho do
sistema identif cado foi avaliado examinando-se o valor de VAF no conjunto de dados de
validação. A habilidade em determinar corretamente o número de modos, classif car os dados
nos diferentes modos identif cados e o tempo de processamento também foram examinados.

Os resultados estão resumidos na Tabela 3.6. Observe nesta tabela que os dois algorit-
mos são capazes de determinar o número correto de modos na maior parte das simulações.
Nota-se que o desempenho dos dois algoritmos são, essencialmente, semelhantes. Isso já era
esperado, uma vez que os algoritmos são iguais até a etapa de clustering. A Figura 3.13 ilus-
tra o processo de segmentação apresentando um resultado típico do algoritmo de clustering
utilizado no Algoritmo 3. Observe nesta f gura como a eliminação dos pontos duvidosos
torna a separação entre os diferentes clusters mais clara.

Tabela 3.6: Comparação de desempenho dos algoritmos com diferentes níveis de ruído.

Algoritmo 1 Algoritmo 3

SNR (dB) 10 20 30 35 10 20 30 35
VAF (%) 76,92 89,56 94,28 95,83 73,88 91,66 97,08 98,22
Erro (%) 19,71 18,80 17,95 17,24 14,05 6,22 4,11 3,83

Successos (%) 98 96 99 100 97 100 100 100
Tproc médio (s) 4,20 4,06 3,92 3,91 15,47 12,58 18,20 12,80
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Figura 3.13: O resultado de clustering obtido com o Algoritmo 3, demonstrando que os
quatro modelos locais foram identif cados. As cruzes em vermelho são os centros de cada
cluster e os pontos emmarrom representam os pontos dúbios e não utilizados na identif cação
parcial dos modelos locais.

Observe na Tabela 3.6 como a porcentagem de erro de estimação dos modos é sensivel-
mente menor no Algoritmo 3. Em média, o Algoritmo 3 reduz em 62% os erros de classif -
cação quando comparado com o Algoritmo 1. No melhor caso, a redução foi de 77, 78%.

Essa redução é atribuída, principalmente, ao passo de atualização da segmentação dos
dados. Para entender essa redução é preciso lembrar do método utilizado para segmentação
dos dados amostrados. O particionamento divide o conjunto de dados amostrados de forma
que Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q. Assim, se um chaveamento ocorrer no período de tempo conside-
rado em uma determinada janela, parte dos dados constituintes desta janela serão atribuídos
a um modo incorreto. Desta forma, a fase de atualização da segmentação dos dados permite
avaliar individualmente todos os dados amostrados (conjunto de dados D) e determinar o
modo mais provável. A Figura 3.14 apresenta resultados típicos de estimação dos modos
para os dois algoritmos. A Figura 3.15 mostra os detalhes dessa estimação considerando
apenas um pequeno trecho dos sinais de chaveamento estimados.

A def nição do tamanhoW na segmentação dos dados tem uma inf uência direta na por-
centagem de erro de estimação dos modos no Algoritmo 1. Quanto maior for a janela de
tempo considerada, maior poderá ser o erro de estimação dos modos, uma vez que mais pon-
tos poderão ser atribuídos a modos incorretos. Por outro lado, a utilização de uma pequena
janela, implica em poucos dados no processo de identif cação e pode levar a obtenção de
modelos imprecisos. Assim, conforme já mencionado, a def nição do tamanho W tem um
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papel fundamental no algoritmo de identif cação.

É importante ressaltar que, a utilização do algoritmo IMM no Algoritmo 3 reduz a in-
f uência do tamanho desta janela na quantidade de erros de estimação dos modos e, conse-
quentemente na qualidade dos modelos estimados, uma vez que os dados amostrados são
avaliados individualmente. Contudo, permanece a relação inicial de compromisso entre a ja-
nela conter uma quantidade de dados suf ciente para que seja possível realizar a identif cação
dos modelos e, ao mesmo tempo, ter uma duração pequena o suf ciente para que possa ser
possível detectar as variações nas dinâmicas do sistema.
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Figura 3.14: Resultado típico para a estimação de modos com SNR de 20 dB. (a) Resultado
obtido com o Algoritmo 1 (17, 92% de erros de classif cação). (b) Resultado obtido com o
Algoritmo 3 (5, 1% de erros de classif cação).

A consequência da redução do erro médio na estimação dos modos é a obtenção de
modelos mais precisos e consistentes. De fato, observe na Tabela 3.6 que o Algoritmo 3
apresenta valores maiores de VAF quando comparado com o Algoritmo 1.

A Figura 3.16 reforça o melhor desempenho do Algoritmo 3, mostrando a distribuição
dos valores de VAF obtidos nas 100 simulações independentes realizadas com SNR= 20

dB. Essa f gura revela que na maioria das simulações os dois algoritmos produzem valores
de VAF maiores que 85%. No entanto, no terceiro algoritmo, 91% das simulações produ-
zem valores de VAF maior que 90%, enquanto que esse valor se reduz para 46% quando o
primeiro algoritmo é utilizado.

A Figura 3.17 ilustra o melhor desempenho do Algoritmo 3 comparando resultados tí-
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Figura 3.15: Re-dimensionamento dos eixos da Figura 3.14 para ilustrar os detalhes da es-
timação dos modos. (a) Resultado obtido com o Algoritmo 1. (b) Resultado obtido com o
Algoritmo 3.

picos de validação utilizando os dois algoritmos. Note como o Algoritmo 3 é capaz de
reconstruir de forma mais ef ciente o sinal de saída.

Conforme os resultados demonstraram, a abordagem proposta no Algoritmo 3 proporci-
onou melhoras signif cativas no desempenho f nal do algoritmo. Contudo, apresentou como
desvantagem aumento do custo computacional. De fato, no Algoritmo 3, levou-se em média
10, 74s a mais para se obter uma estimativa dos modelos locais. Esse número representa um
aumento médio de 267, 5% no tempo de processamento em relação ao primeiro algoritmo.
No entanto, isso não é considerado um problema, visto que os métodos de identif cação
propostos são off-line.

3.5.2 Ajuste dos Parâmetros do Algoritmo

Com as modif cações propostas no Algoritmo 3 aumentou a quantidade de parâmetros
para ajustar antes do processo de identif cação. O problema de ajuste dos parâmetros do
algoritmo IMM é similar ao problema de sintonia de um f ltro de Kalman tradicional. A
principal diferença está relacionada ao ajuste daMPT. Duas diferentes abordagens podem ser
utilizadas de acordo com o grau de conhecimento disponível do sistema. Se houver algum
conhecimento prévio do sistema, ele pode ser utilizado para def nir esta matriz. Se não
houver nenhum conhecimento do sistema, pode-se lançar mão de algoritmos que estimam
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Figura 3.16: Distribuição das medidas de VAF nas 100 simulações independentes dos algo-
ritmos com SNR de 20 dB. (a) Distribuição obtida utilizando-se o Algoritmo 1. (b) Distri-
buição obtida usando-se o Algoritmo 3. Nestas f guras os valores foram divididos em bins
de 1%.
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Figura 3.17: Validação de dados com SNR de 20 dB. (a) Resultado obtido com o Algoritmo
1 (VAF = 83, 99%). (b) Resultado obtido com o Algoritmo 3 (VAF = 93, 38%).

esta matriz com base nos dados de entrada e saída do sistema [1]. No entanto, verif cou-se
que o algoritmo é pouco sensível às variações nesta matriz, ou seja, a determinação desta
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matriz tem pouca inf uência no resultado de identif cação.

O principal problema enfrentado foi o ajuste do novo parâmetro ǫcluster. Verif cou-se que
o desempenho do algoritmo é diretamente inf uenciado por esse parâmetro. Para ilustrar essa
dependência realizou-se novas simulações de Monte Carlo com 100 simulações independen-
tes, considerando o cenário onde a magnitude do ruído de medição proporcionava um valor
de SNR igual a 20 dB. Consideraram-se cinco diferentes valores de ǫcluster e os resultados
obtidos estão apresentados na Tabela 3.7.

Tabela 3.7: Desempenho do Algoritmo 3 para diferentes valor do parâmetro ǫcluster.

Algoritmo 3

ǫcluster 0,9 0,7 0,5 0,3 0
VAF (%) 91,66 90,87 73,68 22,26 24,87
# Erro (%) 6,22 8,99 21,71 48,34 48,10

Successos (%) 100 95 100 99 99

Observe na Tabela 3.7 como o desempenho do algoritmo se degrada com a diminuição
do valor de ǫcluster. Esse resultado já era esperado, uma vez que diminuindo-se o valor de
ǫcluster, mais pontos duvidosos são utilizados no processo de identif cação. Isso aumenta a
possibilidade de utilização de dados gerados por diferentes modelos locais no processo de
identif cação de um determinado modelo local. De fato, isto é comprovado pelo aumento do
erro médio na classif cação dos pontos mostrado na Tabela 3.7.

O principal inconveniente desta dependência é o aumento da dif culdade na inicialização
dos parâmetros do algoritmo, em especial, dos parâmetros ǫ0, ǫcluster e o tamanho da janela
W . Conforme já mencionado, o tamanhoW def ne a qualidade das estimativas, quanto mais
dados utilizados na identif cação, na teoria, melhor será a qualidade dos modelos estimados,
em contrapartida aumenta a probabilidade de formação de conjuntos mistos.

Consequentemente, o tamanho desta janela inf uenciará a dispersão dos pontos (vetores
de parâmetros de Markov) que serão considerados no algoritmo de clustering. Quanto me-
lhor forem as estimativas dos modelos, mais condensados f carão os pontos e mais fácil será
para o algoritmo de clustering determinar os diferentes modos. Por outro lado, estimativas
pobres resultarão em grande dispersão dos pontos, aumentando a dif culdade na determi-
nação do número correto de clusters. Portanto, o parâmetro ǫ0 do RCA, que é o principal
responsável pela determinação do número de modos, é muito dependente da qualidade das
estimativas e, consequentemente, deW .

Adicionalmente, no cenário em que há grande dispersão dos pontos é necessário aumen-
tar o valor de ǫcluster para reduzir a inf uência dos conjuntos mistos e produzir estimativas
de qualidade. No entanto, esse processo não é tão trivial quanto parece. Quando muitos
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pontos duvidosos são eliminados, diminui-se a quantidade de dados utilizados no processo
de identif cação dos modelos locais. Com efeito, pode-se aumentar a inf uência dos ruídos
de processo/medição na estimação desses modelos o que afetará o desempenho do algoritmo
IMM, aumentando os erros de classif cação dos pontos e resultando em estimativas ruins
para os modelos locais f nais. O melhor cenário de identif cação é quando há pouca disper-
são dos pontos estimados. Assim, pode-se reduzir o valor de ǫcluster e ainda manter elevada
a quantidade de dados no processo de identif cação dos modelos locais. Neste contexto, o
parâmetro ǫcluster também é muito dependente da qualidade das estimativas.

Desta forma, recomenda-se que vários valores de ǫcluster sejam testados. O melhor valor
para este parâmetro será aquele que resultar na estimação do sistema híbrido com o maior
valor de VAF.

3.6 ALGORITMO 4

Os conhecimentos adquiridos no desenvolvimento dos algoritmos anteriores motivaram
a proposição de um novo algoritmo inspirado nas ideias do algoritmo de Expectation Maxi-

mization[123]. Nesta abordagem o objetivo é maximizar a FDP a posteriori conjunta dos
parâmetros e da segmentação. Essa maximização é realizada através de um procedimento
iterativo que consiste em realizar maximizações alternadas da FDP a posteriori dos parâ-
metros contínuos seguida da maximização da FDP a posteriori dos parâmetros discretos. O
processo termina quando os parâmetros do sistema não sofrem mais alterações signif ca-
tivas entre duas iterações consecutivas. A estrutura desta metodologia foi apresentada na
Figura 3.1.

A nova metodologia que será apresentada no Algoritmo 4 também procurou reduzir a
inf uência dos parâmetros iniciais no desempenho do algoritmo, em especial do parâmetro
W . Para isso, o método utilizado para segmentação inicial dos dados foi alterado. O novo
método utiliza uma janela móvel no tempo. Esta janela é aplicada ao conjunto de dados
amostrados e se desloca em apenas uma unidade a cada conjunto criado.

Esta nova regra também ataca um problema adicional dos algoritmos anteriores que é a
necessidade de grande quantidade de dados no processo de identif cação. O algoritmo de
clustering precisa de uma quantidade razoável de pontos para fornecer resultados conf áveis,
do contrário os outliers podem ter grande inf uência no resultado. Desta forma, nos algorit-
mos anteriores era necessário uma enorme quantidade de dados no processo de identif cação
devido ao método utilizado para segmentação dos dados (conjuntos formados de forma que
Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q). A nova regra de segmentação desenvolvida permite a redução na
quantidade de dados amostrados mas mantém elevada a quantidade de pontos enviados ao
algoritmo de clustering.

Para entender a ideia da novametodologia proposta é necessário retornar ao Problema 3.1.
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Este problema pode ser interpretado de uma maneira diferente se os parâmetros desconhe-
cidos forem considerados como variáveis aleatórias e descritos através de sua FDP. Assim,
o Problema 3.1 se torna um problema de se determinar a FDP condicional conjunta dos
parâmetros e da segmentação. Esta FDP é def nida como:

p(Θ1, . . . ,ΘM , S1, . . . , SN |u1, . . . , uN , y1, . . . , yN) = p(Θ,S|U,Y), (3.19)

em que M é a quantidade de modelos locais, Θi são os parâmetros dos modelos e Si é
chamado de mapa de segmentação e indica para cada par de dados (ui, yi) qual é o seumodelo
correspondente, ou seja, Si : D → {1, . . . ,M}, onde D = {(uk, yk)}

N
k=1. No lado direito

desta equação, utilizou-se Θ = {Θi, . . . ,ΘM}, S = {S1, . . . , SN}, U = {u1, . . . , uN} e
Y = {y1, . . . , yN} para obter uma representação mais compacta.

A FDP (3.19) contém a informação estatística completa sobre os parâmetros e a seg-
mentação que podem ser inferidas a partir dos dados observados e de algumas informações
disponíveis a priori [29]. Em conjunto com o sistema (3.1), a FDP (3.19) pode ser utili-
zada para predizer o valor da saída yk no sentido que pode-se obter a função densidade de
probabilidade pyk . Neste sentido, (3.1) e (3.19) formam ummodelo completo do sistema. Es-
timativas pontuais dos parâmetros e da segmentação podem ser obtidas, por exemplo, através
da estimativa de máxima verossimilhança:

{Θ∗,S∗} = argmax p(Θ,S|U,Y). (3.20)

Este problema envolve a otimização conjunta dos parâmetros e da segmentação, tornando-
o um difícil problema de otimização não-convexa, com vários pontos de máximo locais cuja
a solução é numericamente inviável [29]. Portanto, será realizada uma abordagem alterna-
tiva.

Utilizando-se regras de probabilidade básica, a FPD (3.19) pode ser fatorada da seguinte
forma:

p(Θ,S|U,Y) = p(S|Θ,U,Y) · p(Θ|U,Y). (3.21)

Neste caso, o problema de estimação dos parâmetros e segmentação seria formulado da
seguinte forma:

{Θ∗,S∗} = argmax



p(S|Θ,U,Y)︸ ︷︷ ︸

termo 1

· p(Θ|U,Y)︸ ︷︷ ︸
termo 2



 . (3.22)

Portanto, essa estimativa de verossimilhança consiste na maximização dos dois termos
destacados na equação (3.22). Analisando cuidadosamente esses dois termos, pode-se obter
importantes conclusões. No primeiro termo, p(S|Θ,U,Y), deseja-se obter o mapa de seg-
mentação do sistema baseado nos dados amostrados e nos modelos locais do sistema. No
entanto, isso é exatamente o que é realizado pelo algoritmo IMM descrito na Seção 2.3. Este
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algoritmo, baseado nos dados amostrados e nos modelos fornecidos do sistema, utiliza um
conjunto de f ltros de Kalman operando em paralelo para estimar o modo mais provável para
cada um dos dados amostrados (etapa de correção das probabilidade dos modos).

No segundo termo, p(Θ|U,Y) o interesse é na estimação dos modelos locais baseado
apenas nos dados amostrados. Isso é realizado pelo Algoritmo 3 nas etapas 1 - 5, ou seja,
sem nenhuma informação sobre o mapa de segmentação obtém-se estimativas dos modelos
locais. Assim, essas etapas se caracterizam como um estimador para o máximo (ou moda)
de p(Θ|U,Y).

Desta forma, o Algoritmo 3 pode ser visto como um algoritmo que visa obter o máximo
(ou moda) de (3.22) através da maximização dos dois termos destacados de forma separada.
Contudo, como o problema de estimação é híbrido e existe forte acoplamento entre o mapa
de segmentação e estimação dos parâmetros, não é possível obter o máximo em apenas uma
execução do algoritmo.

Desta forma, a ideia explorada no Algoritmo 4 é realizar a maximização de (3.22) por
meio de iterações alternadas, buscando maximizar p(Θ|U,Y) seguido da maximização de
p(S|Θ,U,Y). Em outras palavras, a cada iteração utiliza-se a estimativa corrente dos mo-
delos locais do sistema (Θ) para obter um novo mapa de segmentação (S) através do algo-
ritmo IMM. O novo mapa de segmentação é utilizado na formação de novos conjuntos de
dados para encontrar um novo máximo de p(Θ|U,Y). Esse procedimento é realizado repe-
tidamente até que as mudanças nos modelos locais sejam pouco signif cantes. Essa ideia é
semelhante a utilizada no algoritmo EM [123].

É importante destacar que, o conhecimento de uma estimativa do mapa de segmentação
proporciona uma melhora signif cativa na identif cação dos modelos locais, pois pode-se
eliminar ou reduzir a criação dos conjuntos mistos aplicando-se a janela móvel apenas nos
conjuntos de dados pertencentes ao mesmo modo. Com uma quantidade menor de outliers,
aumenta-se o desempenho do algoritmo de clustering e, consequentemente, melhoram-se as
estimativas dos modelos locais. Com efeito, consegue-se eliminar a inf uência do parâmetro
ǫcluster, uma vez que os pontos duvidosos vão sendo eliminados naturalmente do processo de
identif cação a cada iteração. Isso será ilustrado através de exemplos numéricos na Seção
3.6.1.

As diferentes fases deste algoritmo estão ilustradas na Figura 3.18 e serão detalhadas a
seguir. No entanto, ao contrário dos casos anteriores, as diferentes fases do algoritmo serão
repetidas até que se obtenha convergência dos parâmetros dos modelos.
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Figura 3.18: Diagrama do Algoritmo 4.
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Etapa 1: Segmentação dos Dados:

Assim como nos algoritmos anteriores a primeira etapa do processo de identif cação é
a segmentação dos dados amostrados D em pequenos subconjuntos. Para isso, novamente
utiliza-se um particionamento que separa os dados em pequenos conjuntos comW elemen-
tos. No entanto, agora é utilizado uma janela móvel no tempo que cria esses conjuntos de
acordo com a seguinte regra:

Tj − Tq = {j}, ∀j = q + 1. (3.23)

Isso signif ca que a janela é aplicada ao conjunto de dados amostrados mas se deslocando
de amostra em amostra. Os índices de tempo em T são utilizados para a formação dos
conjuntos {LDq}

N−W
q=1 . Note que, com a nova regra a quantidade de subconjuntos formados é

igual aN−W . Conforme mencionado, essa alteração visa reduzir a inf uência do parâmetro
W no desempenho do algoritmo e reduzir a quantidade de dados necessários para o processo
de identif cação. No entanto, é importante observar que, mesmo reduzindo a quantidade de
dados amostrados, a alteração proposta mantém elevada a quantidade de pontos enviados ao
algoritmo de clustering. Como resultado, é possível manter a ef ciência do RCA.

Uma outra diferença signif cativa desta etapa em relação aos algoritmos anteriores é que
o conjunto de dados no qual a janela móvel é aplicada muda de acordo com a iteração. Na
primeira iteração, quando não há nenhuma estimativa do mapa de segmentação (S) disponí-
vel, a janela móvel é aplicada em todo o conjunto de dados amostrados, como nos algoritmos
anteriores.

No entanto, após a primeira iteração, já existe uma estimativa do mapa de segmentação
(fornecido pelo algoritmo IMM). Assim, a janela móvel é aplicada de forma separada nos
diferentes conjuntos de dados clusterizados

{
Cc
q

}M
q=1

.

O objetivo desta alteração é minimizar a criação dos conjuntos mistos, melhorando, con-
sequentemente, a identif cação posterior dos modelos locais. Obviamente, haverá ainda erros
na classif cação dos pontos que provocará a existência de outliers na segmentação. Contudo,
espera-se que esses outliers diminuam a cada iteração realizada.

Etapas 2 e 3:

As etapas de Identif cação dos Modelos Locais (Etapa 2) e Clustering (Etapa 3) perma-
necem inalteradas do Algoritmo 3.

Etapa 4: Classificação dos Dados

No Algoritmo 3, a inf uência dos outliers no processo de identif cação foi minimizada
através da inclusão do parâmetro ǫcluster na etapa de classif cação dos dados. Esse parâmetro
era utilizado para selecionar somente os pontos que pertenciam a um determinado cluster
com alto grau de conf ança. Os resultados obtidos foram satisfatórios. Contudo, observou-se

89



que a ef ciência do algoritmo era diretamente inf uenciada pelo ajuste inicial deste parâmetro.
E, conforme discutido, o problema de ajuste inicial deste parâmetro é um tarefa difícil e
tediosa.

Assim, para eliminar esse problema, no Algoritmo 4, o parâmetro ǫcluster foi retirado do
processo de classif cação dos dados. Neste algoritmo, a inf uência dos outliers é reduzida
utilizando-se a estrutura iterativa e o novo processo de segmentação descrito na Etapa 1.
Espera-se que a cada iteração a quantidade de outliers seja reduzida.

Desta forma, o processo de atualização da segmentação dos dados é realizado como no
Algoritmo 1, ou seja, é utilizada a matriz UH fornecida pelo RCA e cada ponto θj é atribuído
ao cluster no qual ele apresenta maior grau de pertinência. Os conjuntos de dados, denotados
por {Ci}

M
i=1, são criados de acordo com a seguinte regra:

Cq =
{
∪N−W
j=1 LDj : θj ∈ ξq

}
, q = 1, . . . ,M, (3.24)

lembra-se que ξq representam os clusters identif cados pelo RCA.

Etapa 5: Atualização dos Modelos Locais

Esta etapa permanece inalterada do Algoritmo 3, ou seja, os dados agrupados nos clusters
{Cq}

M
q=1 são utilizados para estimação parcial dos modelos locais.

Etapa 6: Atualização da Segmentação dos Dados

Esta etapa também permanece inalterada do Algoritmo 3. No entanto, ressalta-se que
esta etapa fornece uma estimativa para o mapa de segmentação, uma vez que os conjuntos
dos dados clusterizados

{
Cc
q

}M
q=1

são formados utilizando-se as informações fornecidas pelo
algoritmo IMM. Assim, o mapa de segmentação é formado como S= Cc

1 ∪ Cc
2 ∪ . . . ∪ Cc

M .

Etapa 7: Checagem de Convergência

Esta etapa é a responsável por verif car a convergência do algoritmo. As etapas de 1 a
6 devem ser realizadas repetidamente até que seja observada a convergência do algoritmo.
Diferentes critérios podem ser utilizados para se avaliar essa convergência, por exemplo,
alterações pouco signif cantes no mapa de segmentação ou a distância entre os modelos
estimados em duas iterações sucessivas for menor que um determinado valor.

No entanto, neste trabalho utilizou-se um critério mais simples que é avaliar, em iterações
sucessivas, o valor de VAF obtido através da simulação dos modelos estimados. O algoritmo
IMM fornece uma estimativa do mapa de segmentação e este é utilizado para simular o
sistema. Esta simulação é realizada utilizando-se as estimativas dos modelos locais e o vetor
de entrada usado no processo de identif cação. De posse da saída simulada, calcula-se o valor
de VAF com a saída real do sistema. Se a diferença do valor de VAF entre duas iterações
sucessivas for menor que um limiar ξconv considera-se que o algoritmo convergiu.
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Note que, se houver alterações signif cantes no mapa de segmentação e/ou nos parâ-
metros dos modelos estimados entre duas iterações sucessivas, o valor de VAF será bem
diferente. Por outro lado, se os valores são próximos entre duas iterações signif ca que não
houve alterações no mapa de segmentação e nos parâmetros dos modelos. Portanto, esse
critério engloba a avaliação do mapa de segmentação e dos parâmetros dos modelos.

Contudo, a abordagem desenvolvida não fornece garantias de convergência do algoritmo,
de forma que o número de iterações pode se tornar muito grande. Assim, para evitar uma
computação excessiva inseriu-se o critério onde o número máximo de iterações não pode
exceder um determinado valor ξiterações.

Se os critérios de convergência são atingidos o algoritmo avança para a Etapa 8, caso
contrário retorna a Etapa 1 e todo o procedimento é repetido.

Etapa 8: Identificação Final dos Modelos Locais:

Quando os critérios de convergência são atingidos o algoritmo utiliza o último mapa de
segmentação obtido para realizar a identif cação f nal dos modelos locais.

Esta metodologia está resumida no Algoritmo 4. Neste algoritmo a variável k representa
o número da iteração do algoritmo.

91



Algoritmo 4 :

enquantoVAFk − VAFk−1 > ξconv ouk < ξiteraçõesfaça2

Etapa 1 - Segmentação dos Dados:3

a) Crie pequenos subconjuntos de dados {LDj}
N−W
j=1 contendoW elementos, apli-

cando o particionamento nos seguintes conjuntos:

sek=1 então
No conjunto total de dados amostradosD;

senão

Nos conjuntos de dados clusterizados
{
C
c
q

}M
q=1

;

Etapa 2 - Identificação dos Modelos Locais:4

a) Determine θj para cada conjunto de dados em {LDj}
N−W
j=1 usando as metodolo-

gias descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.

Etapa 3 - Clustering:5

a) Agrupe todos os vetores {θj}N−W
j=1 emM clusters {ξi}Mi=1 usando o RCA.

Etapa 4 - Classificação dos Dados:6

a) Forme os subconjuntos dos dados {Cq}
M
q=1 da seguinte forma:

Cq =
{
∪N−W
j=1 LDj : θj ∈ ξq

}
, q = 1, . . . ,M.

Etapa 5 - Atualização dos Modelos Locais:7

a) Para cada conjunto de dados {Cq}
M
q=1 estime os modelos locais usando as meto-

dologias descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.

Etapa 6 - Atualização da Segmentação dos Dados:8

a) Com as estimativas dos modelos locais obtidas na Etapa 5, use o algoritmo IMM
apresentado na Seção 2.3 para corrigir os conjuntos dos dados clusterizados{
Cc
q

}M
q=1

Etapa 7: Checagem de Convergência:9

a) Simule o sistema híbrido identif cado utilizando o mapa de segmentação obtido
na Etapa 6 e calcule o valor de VAFk;

b) Calcule a diferença VAFk − VAFk−1;

Etapa 8: Identificação Final dos Modelos Locais:10

a) Identif que os modelos locais f nais com os dados de
{
C
c
q

}M
q=1

, usando as meto-
dologias descritas nas seções 2.1.1 e 2.1.2.1
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3.6.1 Resultados Numéricos

Para ilustrar a ef cácia das modif cações propostas, o Algoritmo 4 foi comparado com o
Algoritmo 3. Para isso, foi considerado o mesmo sistema híbrido utilizado anteriormente e
os mesmos cenários de simulação descritos na Seção 3.5.1. Contudo, para o Algoritmo 4,
a quantidade de dados utilizado para a identif cação foi reduzida para 1200 pontos. Esse
número representa apenas 10% da quantidade de dados usada no algoritmo 3. É importante
destacar que, não é possível utilizar o Algoritmo 3 com essa quantidade reduzida de dados,
devido a pequena quantidade de pontos enviada ao algoritmo de clustering.

Os sinais de chaveamento, excitação e saída utilizados no processo de identif cação estão
mostrados na Figura 3.19. Os parâmetros utilizados no algoritmo de identif cação em subes-
paços e no algoritmo IMM não foram alterados. No RCA utilizou-se dois valores diferentes
para o parâmetro ǫ0. Na primeira iteração do algoritmo esse valor era igual a 5, 0% do valor
da cardinalidade robusta. Após a primeira iteração esse valor era reduzido para 2, 5%.

Os parâmetros de avaliação de convergência do algoritmo foram def nidos como ξconv =
0, 1 e ξiterações = 6. O valor ξiterações = 6 foi estabelecido empiricamente observando-se que,
na maioria das simulações, a convergência era atingida em até seis iterações.
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Figura 3.19: Sinais utilizados no processo de identif cação com o Algoritmo 4. a) Sinal de
chaveamento. b) Pequeno trecho do sinal de excitação. c) Saída do sistema.

Os resultados obtidos estão resumidos na Tabela 3.8. Nesta tabela estão apresentados
novamente os resultados obtidos com o Algoritmo 3, descritos na Seção 3.5.1, para facilitar a
comparação. Observa-se que o Algoritmo 4 apresenta um desempenho superior com relação
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aos erros de identif cação dos modos. De fato, o Algoritmo 4 apresentou uma redução média
de 12, 63% nos erros de classif cação. Com efeito, os modelos estimados por esse algoritmo
são mais acurados (maiores valores de VAF).

Adicionalmente, observa-se que as estimativas obtidas com o Algoritmo 4 apresentam
uma dispersão menor. A Figura 3.20 comprova essa af rmação apresentando a distribuição
dos valores de VAF ao longo das 100 simulações de Monte Carlo realizadas para os quatro
níveis de ruído considerados. Observe que os histogramas das distribuições obtidas com o
Algoritmo 4 possuem variância menor quando comparadas com o Algoritmo 3.

A Tabela 3.8 mostra ainda que ambos algoritmos são capazes de identif car corretamente
o número de modos do sistema na maioria das simulações. Os resultados são essencialmente
semelhantes.

Tabela 3.8: Comparação de performance dos Algoritmos 3 e 4 com diferentes níveis de
ruído.

Algoritmo 3 Algoritmo 4

SNR (dB) 10 20 30 35 10 20 30 35
VAF (%) 73,88 91,66 97,08 98,22 74,63 91,33 97,10 98,39
Erro (%) 14,05 6,22 4,11 3,83 12,13 5,92 3,48 3,19

Successos (%) 97 100 100 100 96 99 100 100
Tproc médio (s) 15,47 12,58 18,20 12,80 58,06 41,46 41,67 39,72

Ressalta-se que o melhor desempenho do Algoritmo 4 foi obtido sem a utilização do
parâmetro ǫcluster. No caso do Algoritmo 3, esse desempenho só foi obtido quando muitos
pontos duvidosos eram descartados do processo de identif cação. Agora, nenhum ponto é
descartado e, mesmo assim, a ef ciência de identif cação foi superior.

Isso ocorre porque a cada iteração o conhecimento a respeito do mapa de segmentação é
utilizado para eliminar ou pelo menos reduzir a criação dos conjuntos mistos. A Figura 3.21
ilustra esse processo. Observe como a quantidade de outliers é reduzido a cada iteração,
principalmente da primeira para a segunda iteração, evidenciando como o conhecimento do
mapa de segmentação proporciona uma melhora signif cativa no processo de identif cação.
Na primeira iteração a quantidade excessiva de outliers deve-se ao desconhecimento, a priori,
do mapa de segmentação.

A eliminação da dependência do parâmetro ǫcluster é um aspecto importante do Algoritmo
4, pois torna a tarefa de ajuste dos parâmetros iniciais menos árdua. De fato, observou-se
uma facilidade maior no ajuste dos parâmetros do algoritmo. Adicionalmente, observou-
se uma leve redução na inf uência do parâmetro ǫ0 na determinação do número de modos
do sistema. Em várias simulações, verif cou-se que nas primeiras iterações do algoritmo o
número de modos era identif cado incorretamente (3 ou 5 sistemas identif cados), mas após
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Figura 3.20: Comparação das distribuições dos valores de VAF nas 100 simulações realiza-
das nos diferentes níveis de ruído considerados. (a) Histogramas obtidos com o Algoritmo
3. (b) Histogramas obtidos com o Algoritmo 4.

algumas iterações esse valor convergia para o valor correto.

A principal desvantagem do Algoritmo 4 em relação aos seus antecessores é o aumento
da carga computacional. No Algoritmo 1, o tempo médio gasto em cada identif cação foi
de 4, 02 segundos. No Algoritmo 3, esse tempo sobe para 14, 76 segundos. O aumento
da carga computacional no terceiro algoritmo deve-se a utilização do algoritmo IMM. Já no
Algoritmo 4 esse tempo é, em média, de 45, 23 segundos1. Esse valor representa um aumento
de 206% na carga computacional com relação ao Algoritmo 3. Isso já era esperado, uma vez
que o Algoritmo 4, basicamente, executa o Algoritmo 3 a cada iteração.

No entanto, esse aumento da carga computacional não é considerado um problema, pois
a abordagem desenvolvida foca apenas no problema de identif cação off-line onde todos os
dados necessários já foram armazenados. Assim, não existe uma exigência de fornecer uma
estimativa do sistema dentro de um determinado período de tempo. Desta forma, apesar
do aumento do tempo de processamento, justif ca-se a utilização do Algoritmo 4 em razão
do ganho de desempenho na estimação dos modelos locais e maior facilidade no ajuste dos
parâmetros iniciais do algoritmo.

Um problema adicional do Algoritmo 4 é a ausência da prova de convergência. Uma

1Todas as simulações foram realizadas em um computador com processador Intel Core i7 com 2GHz de
clock e 8GB de memória RAM.
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Figura 3.21: Resultado do algoritmo de clustering em diferentes iterações do algoritmo. (a)
Primeira iteração. (b) Segunda iteração. (c) Terceira iteração. (d) Quarta iteração. No caso
apresentado, o algoritmo convergiu após 4 iterações.

discussão mais detalhada sobre os problemas de convergência do algoritmo será postergada
até a seção 3.8.1.2. Aqui é suf ciente dizer que na maioria das simulações os parâmetros dos
sistemas convergiam para uma solução válida. Adicionalmente, ressalta-se que nas simula-
ções onde não observou-se a convergência dos parâmetros, após um determinado número de
iterações o processo de maximização era encerrado e o último mapa de segmentação utili-
zado para a identif cação f nal dos modelos locais. Assim, em todos os casos simulados foi
possível obter uma estimativa consistente para os modelos do sistema.

3.7 ALGORITMO 5

A metodologia proposta na Figura 3.1 foi inicialmente desenvolvida para a identif cação
de sistemas dinâmicos híbridos chaveados. Nesta seção, serão descritas modif cações nesta
metodologia para que seja possível identif car sistemas dinâmicos híbridos chaveados af m
por partes. Segundo [7], esses modelos podem ser descritos como:

{
xk+1 = Amk

xk +Bmk
uk + fmk

+ wk,

yk = Cmk
xk +Dmk

uk + gmk
+ vk,

(3.25)

em que mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M} refere-se ao estado discreto, e M é o número de sub-
modelos. Os vetores xk ∈ R

n, uk ∈ R
nu e yk ∈ R

ny são, respectivamente, os estados
contínuos, as entradas e saídas do sistema e n é a ordem dos modelos. As matrizes/vetores
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Amk
, Bmk

, Cmk
, Dmk

, fmk
gmk

tem dimensões apropriadas e descrevem as dinâmicas af ns
dos sistemas locais, wk ∈ R

n, wk ∼ N(0, Qk) e vk ∈ R
ny , com vk ∼ N(0, Rk), são termos

de ruído de processo e medida, respectivamente, considerados como sequencias de ruído
branco ou colorido. com média zero.

O sistema (3.25) pode ser reescrito de forma que os modelos locais são combinados
utilizando um vetor de pesos, ou um sinal de chaveamento, que determina qual modelo local
está ativo no instante de tempo k, com a restrição que somente um modo está ativo a cada
instante de tempo:

{
xk+1 =

∑M
i=1 pi(k) (Aixk +Biuk + fi) + wk,

yk =
∑M

i=1 pi(k) (Cixk +Diuk + gi) + vk,
(3.26)

em que i ∈M , {1, 2, . . . ,M} e o sinal de chaveamento, pi(k), é def nido como,

pi(k) ∈ {0, 1} e
M∑

i=1

pi(k) = 1. (3.27)

Desta forma, o objetivo do Algoritmo 5, que será apresentado nesta seção, é a identif ca-
ção de sistemas chaveados af m por partes descritos pela formulação (3.26). A importância
da identif cação destes sistemas na estrutura proposta em (3.26) é que essa formulação, se-
gundo [75], é equivalente à formulação de sistemas híbridos do tipo PWA.

Sistemas PWA constituem uma importante sub-classe de sistemas híbridos e são formu-
lados de forma similar a (3.25) mas o estado discreto mk ∈ M , {1, 2, . . . ,M}, é usado
para relacionar a dinâmica do k-ésimo modo local a respectiva região poliédrica no espaço
de entrada-estado Pk. Ou seja, mk é função da entrada uk e do estado xk do sistema no
instante de tempo k, e é def nida como,

mk(uk, xk) :=





1 se (uk, xk) ∈ P1

2 se (uk, xk) ∈ P2

...
M se (uk, xk) ∈ PM

. (3.28)

As partições Pi ⊂ R
nu×Rn do espaço de entrada-estado são def nidas da seguinte forma,

M⋃

i=1

Pi = R
nu × R

n, e Pi ∩ Pj = ∅ para i 6= j. (3.29)

Conforme descrito na Seção 1.3, os principais trabalhos existentes na área de identif ca-
ção de sistemas dinâmicos híbridos focam neste tipo de sistema. Contudo, as abordagens são
limitadas à modelos descritos na forma de entrada-saída SISO, ou, em alguns casos, MISO.
A principal dif culdade na identif cação de sistemas híbridos do tipo PWA no espaço de es-
tados é que a formulação (3.28) é baseada no particionamento do espaço de entrada-estado
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e requer explicitamente a estimação do vetor de estados xk a todo instante de tempo k. No
entanto, quando os parâmetros dos modelos locais são desconhecidos a priori a estimação do
vetor de estados é uma tarefa muito difícil.

Contudo, em [75] o autor demonstra que a formulação dos modelos PWA def nida em
(3.25) e (3.28) é equivalente ao sistema (3.26) quando as partições do espaço de entrada-
espaço {Pi}

M
i=1 e os pesos {pi(k)}Mi=1 estão disponíveis a todo instante de tempo k. No

entanto, do ponto de vista de identif cação de sistemas, pode-se argumentar que a formulação
(3.26) proporciona uma classe de sistemas mais efetiva, uma vez que não requer a estimação
explícita do vetor de estados e a def nição do particionamento como função do espaço de
entrada-estado [75].

Desta forma, a metodologia que será apresentada nesta seção para a identif cação de
sistemas chaveados lineares af m por partes também pode ser utilizada para a identif cação
de sistemas híbridos do tipo PWA. Ao melhor conhecimento do autor, o único trabalho a
abordar a identif cação de sistemas PWAMIMO no espaço de estados foi publicado em [75].
Neste trabalho, a abordagem proposta pelos autores é baseada na detecção das variações dos
subespaços lineares nos momentos em que ocorrem transições entre os modos do sistema.
Contudo, esta abordagem requer um número suf cientemente grande de transições entre os
diferentes modos para que seja possível representar todas as matrizes dos submodelos na
mesma base de estados. Desta forma, a abordagem proposta no presente trabalho resolve
este problema e permite que seja aplicada para a identif cação de sistemas onde ocorrem
poucos chaveamentos entre os modos do sistema.

Para o desenvolvimento desta nova metodologia foi considerado a estrutura de identif -
cação mais simples apresentada no Algoritmo 1. Esta escolha foi feita por questões didáticas
de forma a facilitar o entendimento do novo método. Ressalta-se que o principal objetivo
é apenas demonstrar a viabilidade da metodologia para a identif cação de sistemas chavea-
dos af m por partes. Os demais algoritmos apresentados anteriormente também podem ser
adaptados de forma a melhorar os resultados apresentados nesta seção.

Para a identif cação de sistemas chaveados af m por partes, as únicas modif cações neces-
sárias no Algoritmo 1 são relacionadas a etapa de Identif cação dos Modelos Locais (etapas 2
e 5). A estrutura de identif cação e as modif cações propostas serão descritas abaixo. Para di-
ferenciar as duas propostas o novo algoritmo será denominado de Algoritmo 5. As principais
etapas do algoritmo proposto estão descritas abaixo.

Etapa 1: Segmentação dos Dados:

Esta etapa permanece igual a descrita no Algoritmo 1.

Etapa 2 - Identificação dos Modelos Locais

Esta etapa apresenta as principais modif cações com relação ao Algoritmo 1. O objetivo
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aqui continua sendo a identif cação parcial dos modelos locais. Para isso, para cada conjunto
de dados {LDj}

N/W
j=1 criado na etapa anterior é identif cado um modelo j através de uma

técnica de identif cação de sistemas.

Cada modelo identif cado constituirá uma observação que será enviada ao algoritmo de
cluster para segmentação. Contudo, nesta abordagem é proposto um vetor de parâmetros de
Markov modif cado. A principal motivação é incluir os efeitos dos vetores fj e gj . Este novo
vetor é def nido como:

θ̃j = vec
([

CjA
p−2
j Bj · · · CjBj Dj Cjfjf

T
j Bj gj

])
(3.30)

em que θ̃j ∈ R
nynu(p+1)+ny×1.

Observe que, a estrutura do vetor proposto em (3.30) possibilita a estimação de sistemas
de diferentes ordens mantendo a mesma dimensão do vetor θj . Isso é fundamental para
estrutura de identif cação proposta, uma vez que não existe garantias que o algoritmo de
estimação de ordem irá estimar sistemas com ordens iguais.

No contexto de identif cação de sistemas, não é possível utilizar a metodologia de iden-
tif cação em subespaços apresentada na seção 2.1.1 para a identif cação dos modelos locais,
pois ela não permite a estimação dos termos af ns fi e gi. Assim, nesta metodologia será
utilizado um algoritmo proposto por [75].

Este algoritmo é uma adaptação do algoritmo PO-MOESP proposto por [129] e permite a
identif cação dos termos af ns dos modelos locais. Uma vantagem adicional deste algoritmo
é a possibilidade de identif cação de sistemas corrompidos com ruído de processo e medida
colorido. A seguir será realizada uma breve descrição, sem provas, desta metodologia. Para
maiores detalhes deve-se consultar o trabalho original.

3.7.1 Algoritmo PO-MOESP adaptado

O sistema (3.26) pode ser reescrito utilizando a representação na forma de inovações,

x(k + 1) =

M∑

i=1

pi(k) (Aix(k) + Biu(k) + fi) +Kie(k),

y(k) =

M∑

i=1

pi(k) (Cixk +Diuk + gi) + e(k), (3.31)

em que Ki é o ganho de Kalman para o i-ésimo modo do sistema e e(k) é o termo de
inovação.

Considerando um conjunto de Nw saídas produzidas por um único modelo i (ou, seja,
nenhum chaveamento ocorreu no sistema), as saídas do sistema em (3.31) podem ser com-
binadas em uma forma matricial mais compacta:

Yk0,s,Nw
= Γk0,sXk0,Nw

+ Φ̃k0,sŨk0,s,Nw
+ Ξk0,sEk0,s,Nw

, (3.32)
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em que, as matrizes que utilizam a notação (·)k0,s,Nw
tem uma estrutura comum e são normal-

mente chamadas de matrizes de block Hankel. O sub-escrito k0 denota o instante de tempo
da entrada superior esquerda da matriz, Nw é o número de colunas e s ≪ Nw o número de
linhas. As matrizes de Hankelsão def nidas da seguinte maneira:

Yk0,s,Nw
:=




y(k0) y(k0 + 1) · · · y(k0 +Nw − 1)

y(k0 + 1) y(k0 + 2) · · · y(k0 +Nw)
...

... . . . ...
y(k0 + s− 1) y(k0 + s) · · · y(k0 +Nw + s− 2)



, (3.33)

com Uk0,s,Nw
e Ek0,s,Nw

construídas de forma semelhante mas utilizando os dados de entrada
u(k) e os termos de inovação e(k), respectivamente, e

Ũk0,s,Nw
:=

[
1

Uk0,s,Nw

]
, (3.34)

em que o termo unitário é def nido como 1 :=
[
1 1 1 · · · 1

]
.

A matriz com o vetor de estados é def nida como:

Xk0,Nw
:= diag(x(k0), (k0 + 1), . . . , x(k0 +Nw − 1)). (3.35)

Ξk0,s :=




Iny
0 · · · 0

ξ(k0, k0 + 1) Iny
· · · 0

ξ(k0, k0 + 2) ξ(k0 + 1, k0 + 2)
. . . ...

...
... . . . Iny

ξ(k0, k0 + s− 1) ξ(k0 + 1, k0 + s) · · · Iny




, (3.36)

em que,

ξ(t, k) :=
M∑

i=1

pi(k)Ci

(
k−1∏

τ=t+1

M∑

j=1

pj(τ)Aj

)
pi(t)Ki, (3.37)

A matriz de observabilidade Γk0,s é def nida da seguinte forma:

Γk0,s :=
[
ΓT
k0,k0

ΓT
k0,k0+1 · · · ΓT

k0,k0+s−1

]T
, (3.38)

em que

Γ(k0, k) :=
M∑

i=1

pi(k)Ci

(
k−1∏

σ=k0

M∑

τ=1

pτ (σ)Aτ

)
, (3.39)

Por f m, o termo Φ̃k0,s é def nido como,

Φ̃k0,s :=
[
Ok0,s Φk0,s

]
, (3.40)

onde,

Φ(t, k) :=

M∑

i=1

pi(k)Ci

(
k−1∏

τ=t+1

M∑

j=1

pj(τ)Aj

)
pi(t)Bi, (3.41)
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e,

Ok0,s =




gi

Cifi + gi

Ci(Ai + I)fi + gi
...

Ci

(∑s−2
j=k0

(Ai)
j + I

)
fi + gi




1. (3.42)

A equação (3.32) permite que as matrizes do sistema possam ser estimadas utilizando-se
o método PO-MOESP de identif cação em subespaços. Este método inicia-se com o cálculo
da seguinte fatoração RQ:




Ũs,s,Nw

Zk,s,Nw

Ys,s,Nw


 =




R11 0 0

R21 R22 0

R31 R32 R33







Q1

Q2

Q3


 , (3.43)

em que Zk,s,Nw
é a matriz de variáveis instrumentais def nida como:

Zk,s,Nw
:=

[
Uk,s,Nw

Yk,s,Nw

]
. (3.44)

As matrizesAi eCi podem ser recuperadas através do espaço coluna deR32. Esse espaço
coluna é determinado através da seguinte decomposição em valores singulares,

R32 =
[
U U⊥

] [
S 0

0 S⊥

][
V

V⊥

]
, (3.45)

em que S é uma matriz diagonal contendo os n valores singulares dominantes. A determina-
ção da ordem do sistema consiste em identif car esses n valores singulares dominantes. Con-
tudo, conforme já discutido anteriormente, esta não é uma tarefa trivial e para a estimação
da ordem dos modelos locais será utilizado o algoritmo de estimação de ordem apresentado
na seção 2.1.3.

Desta forma, uma estimativa das matrizes Ai e Ci pode ser obtida da seguinte forma,

Ĉi = U(1 : ny, :), (3.46)

Âi = (U(1 : (s− 1)ny, :))
†
U(ny + 1 : sny, :) (3.47)

em que é utilizada a notação como no Matlab (1 : ny, :) para se referir as primeiras ny linhas
e (·)† denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose de (·).

As estimativas das matrizes B̂i, D̂i, f̂i e ĝi são obtidas através da resolução de um con-
junto de equações lineares,

ˆ̃Φk,s =
[
Ôk,s Φ̂k,s

]
= R21R

−1
11 . (3.48)

Por f m, destaca-se que o algoritmo de identif cação descrito foi combinado com a me-
todologia descrita na seção 2.1.2 para manter o controle da base de estados nas quais as
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matrizes do sistema são calculadas. Adicionalmente, é utilizado o algoritmo de estimação de
ordem descrito na seção 2.1.3 para estimar a ordem dos modelos identif cados.

É importante destacar que, esta metodologia permite a identif cação de sistemas dinâ-
micos chaveados lineares. Neste caso, a estimação Ok,s em (3.48) não é necessária. Desta
forma, a metodologia de identif cação em subespaços aqui apresentada pode ser utilizada
nos Algoritmos 1 a 4 descritos anteriormente.

Etapas 3 a 4:

As etapas de clustering (etapa 3) e de classif cação dos dados (etapa 4) permanecem
inalteradas do Algoritmo 1.

Etapa 5: Identificação Final dos Modelos Locais

O último passo do algoritmo é a identif cação f nal do sistema. Esta etapa é semelhante
à do Algoritmo 1, com a diferença que é utilizada a metodologia descrita na seção 3.7.1
combinada com as metodologias descritas nas seções 2.1.2 e 2.1.3 para a identif cação dos
modelos locais.

As etapas descritas estão resumidas no Algoritmo 5.
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Algoritmo 5 :
1: Segmentação dos Dados:

a) Crie pequenos conjuntos de dados {LDj}
N/W
j=1 , de forma que

LDj = {(uq, yq) ∈ D : q ∈ Tj}, e Tj é formado pela divisão do horizonte de
tempo T em conjuntos menores tais que Tj ∩ Tq = ∅, ∀j 6= q

2: Identif cação dos Modelos Locais:

a) Determine θ̃j para cada conjunto de dados em {LDj}
N/W
j=1 usando as metodologias

descritas nas seções 3.7.1 e 2.1.2. Sendo que θ̃j def nido em (3.30).

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.

3: Clustering:

a) Agrupe todos os vetores {θj}
N/W
j=1 emM clusters {ξi}Mi=1 usando o RCA

apresentado na Seção 2.2

4: Classif cação dos Dados:

a) Forme os subconjuntos dos dados clusterizados {Cq}
M
q=1 da seguinte forma:

Cq =
{
∪N/W
j=1 LDj : θj ∈ ξq

}
, q = 1, . . . ,M.

b) Estime os instantes de chaveamento do sistema procurando no conjunto de dados
amostrados (uk, yk) pontos consecutivos que pertencem a diferentes modelos
locais.

5: Identif cação Final dos Modelos Locais:

a) Identif que os modelos locais f nais com os dados de {Cq}
M
q=1, usando as

metodologias descritas nas seções 3.7.1, 2.1.2.

b) Utilize a metodologia apresentada na seção 2.1.3 para determinar a ordem dos
modelos locais.

3.7.2 Resultados Numéricos

Nesta seção, o algoritmo de identif cação proposto será testado empregando um exemplo
de simulação. O sistema híbrido considerado é composto de três modelos MIMO de terceira
ordem representados por:

A1 =




0, 32 0, 31 0

−0, 32 0, 31 0

0 0 −0, 18


 , B1 =




0, 9 −0, 7

0, 71 −0, 5

0, 8 0, 43


 , f1 =




0, 5

1

0


 ,

C1 =

[
−0, 55 0, 2 0, 8

0, 45 0, 3 0, 58

]
, D1 =

[
0 0

0 0

]
, g1 =

[
0, 3

1

]
.
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A2 =



−0, 1 −0, 4 0

0, 5 −0, 4 0

0 0 0, 26


 , B2 =




0, 1 −0, 6

0, 32 −0, 66

0, 3 0, 82


 , f2 =




1

0, 1

0


 ,

C2 =

[
−0, 8 −0, 1 0, 7

0, 3 0, 48 0, 9

]
, D2 =

[
0 0

0 0

]
, g2 =

[
0, 1

−0, 5

]
,

A3 = A1, B3 = B1, C3 = C1, D3 = D1,

f3 =




0

0, 1

1


 , g3 =

[
2

0, 2

]
.

Nas simulações geraram-se 15000 pontos de dados de u(k) e y(k) que são utilizados
no processo de identif cação dos sistemas. O sinal de excitação utilizado é um sinal PRBS
de média zero e variância unitária. A sequencia de chaveamento foi def nida de forma que
o sistema 1 está ativo nos intervalos de [1, 499], [1501, 4005] e [10511, 13000], o sistema 2
entre [500, 1500], [6508, 7300], [9734, 10510] e [13001, 15000] e o sistema 3 nos intervalos
[4006, 6507] e [7301, 9733]. A Figura 3.22 ilustra o sinal utilizado. Observe que, este sinal
de chaveamento foi def nido respeitando as restrições impostas em (3.27) e o mínimo tempo
de permanência em cada um dos modos (τdwell).

Dois diferentes cenários de simulação foram considerados. No primeiro, os sistemas
estão sujeitos somente a ação de ruído branco. Neste cenário, considerou-se que o ruído de
processo dos sistemas tem a proporção sinal ruído igual a SNR = 40 dB. Para o ruído de
medição foram avaliados quatro diferentes níveis de ruído (SNR = 10, 20, 30 e 40 dB). No
segundo cenário, os níveis de ruídos adicionados foram os mesmos descritos anteriormente,
mas considerou-se que tanto o ruído de processow(k) quanto o de medição v(k) adicionados
aos sistemas são sequencias de ruído colorido. A geração deste tipo de ruído foi realizada
f ltrando uma sequencia de ruído branco. Para isto, utilizou-se o seguinte f ltro:

v(k) =
q−1 + 0, 5q−2

1− 1, 69q−1 + 0, 96q−2
e(k), (3.49)

em que, e(k) é uma sequencia de ruído branco com média nula e uma variância especif cada.

Diferentemente dos exemplos anteriores, nestas simulações foi considerado que a ordem
dos modelos locais é desconhecida a priori. Portanto, deve ser estimada junto com os mo-
delos. Para isso, será utilizado o algoritmo de estimação de ordem descrito na Seção 2.1.3.
É importante destacar que, esse algoritmo é chamado em dois momentos da metodologia.
Primeiro na Etapa 2 durante a estimação parcial dos modelos locais. Contudo, a ordem f nal
dos modelos locais é estimada somente na Etapa 5.

Os principais parâmetros necessários no algoritmo foram ajustados como descrito na
Seção 3.3.1. A exceção foi o parâmetro ǫ do algoritmo RCA que foi def nido igual a 12% da
cardinalidade robusta no primeiro cenário e 11% no segundo cenário.
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A avaliação de desempenho do algoritmo foi realizada através de simulações de Monte
Carlo com 100 realizações para cada nível de ruído mencionado. Em cada simulação era
utilizado uma realização diferente dos sinais de entrada, saída e ruído. Para avaliar a ef ci-
ência do algoritmo de identif cação observou-se a sua capacidade em detectar corretamente
o número de modos, classif car corretamente os dados amostrados nos diferentes modos do
sistema, estimar corretamente a ordem dos modelos e a habilidade do modelo estimado em
reconstruir a saída do sistema a partir do sinal de entrada real. Para isso utilizou-se o va-
lor de VAF em um conjunto de dados diferente do utilizado para a identif cação. Para essa
validação, utilizou-se 1500 pontos de u(k) e y(k).

Os resultados obtidos estão resumidos nas Tabelas 3.9 e 3.10. Esses resultados indi-
cam que o algoritmo apresentado é capaz de identif car os sistemas sujeitos a ação tanto de
ruído branco quanto de ruído colorido. Adicionalmente, é possível observar que o algoritmo
apresenta resultados semelhantes nos dois cenários simulados. A Figura 3.23 reforça esses
resultados comparando os pólos dos modelos estimados com os pólos dos modelos reais para
dois diferentes níveis e tipos de ruído. Observe como os valores estimados são próximos dos
valores reais do sistema.

Tabela 3.9: Desempenho do algoritmo quando os sistemas estão sujeitos somente a ação de
ruído branco. Aqui, o termo VAF1 (%) e VAF2 (%) indicam o cálculo do valor de VAF para
as duas saídas do sistema. Ordem X (%) indica o número de vezes que o algoritmo estimou
corretamente a ordem do sistema X.

SNR (dB) 10 20 30 40
VAF1 (%) 87,73 96,61 98,90 99,54
VAF2 (%) 80,67 92,85 96,76 98,04
Erro (%) 1,59 0,37 0,37 0,37

Sucessos (%) 95 100 100 100
Ordem 1 (%) 85 100 100 100
Ordem 2 (%) 88 99 100 100
Ordem 3 (%) 71 99 100 100

O algoritmo apresentou excelentes resultados com relação a classif cação dos dados nos
dois cenários simulados. De fato, observa-se nas Tabelas 3.9 e 3.10 que os erros médios de
estimação f caram abaixo de 5%. A Figura 3.22 ilustra esse bom desempenho apresentando
um resultado típico para a estimação dos instantes de chaveamento do sistema. A consequên-
cia da classif cação correta dos dados é a estimação de modelos acurados que são capazes de
reconstruir de maneira ef ciente o sinal de saída real. Isso pode ser conf rmado pelos valores
de VAF elevados mostrados nas Tabelas 3.9 e 3.10 e pelo gráf co mostrado na Figura 3.24.
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Tabela 3.10: Desempenho do algoritmo para cenário onde os sistemas estão sujeitos a ação
de ruído colorido.

SNR (dB) 10 20 30 40
VAF1 (%) 87,76 96,91 98,89 99,54
VAF2 (%) 79,14 92,85 96,72 98,03
Erro (%) 4,13 0,37 0,38 0,37

Sucessos (%) 80 100 100 100
Ordem 1 (%) 53 94 100 100
Ordem 2 (%) 55 95 100 100
Ordem 3 (%) 49 81 97 100
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Figura 3.22: Típico resultado para a estimação dos modos. Neste caso, o erro na estimação
foi de 0, 37%.

Com relação a estimação da ordem dos sistemas, observa-se bons resultados para níveis
moderados de ruído. Observe nas Tabelas 3.9 e 3.10 que para SNR = 30 e 40 dB o algoritmo
identif ca a ordem correta na maioria das simulações. No entanto, com níveis mais altos de
ruído a ef ciência do algoritmo é comprometida. Esse resultado já era esperado, uma vez
que a estimação da ordem é realizada com base nos valores singulares das matrizes de block-

Hankeldo sistema. Para níveis moderados de ruído, é fácil separar os valores singulares
relacionados à dinâmica do sistema dos relacionados ao ruído. Por outro lado, quando o
nível de ruído é elevado é muito mais difícil fazer essa distinção. Contudo, ressalta-se que, no
presente exemplo, mesmo nos casos onde a ordem não foi corretamente estimada, os sistemas
identif cados conseguem reconstruir adequadamente o sinal de saída real do sistema.
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Figura 3.23: Pólos estimados dos sistemas no plano complexo para 100 simulações.

Nos resultados apresentados observa-se que o algoritmo consegue identif car o número
correto de modos na maior parte das simulações. A exceção ocorre quando o nível de ruído
adicionado ao sistema é muito elevado (SNR = 10 dB). Neste caso, o problema na identif -
cação ocorre devido à estimação de ordem dos sistemas. Na Etapa 2 do algoritmo, como a
quantidade de dados utilizados na identif cação é pequena e o nível de ruído é muito elevado
o algoritmo de estimação de ordem não apresenta bons resultados. Com efeito, observa-se
uma maior dispersão nos vetores θ̃j e isso prejudica a performance do algoritmo de cluste-
ring.

Desta forma, quando o nível de ruído do sistema é muito elevado, recomenda-se que a
ordem dos modelos seja f xada na Etapa 2 do algoritmo de identif cação. O objetivo é reduzir
a dispersão dos vetores θ̃j . Contudo, como o valor da ordem é, a priori, desconhecido, deve-
se especif car um valor que seja maior que a máxima ordem esperada do sistema. Na Etapa
5 do algoritmo, como uma quantidade maior de dados é utilizada para a identif cação f nal
dos modelos locais pode-se utilizar o algoritmo para estimar a ordem real dos sistemas.

Para comprovar a ef cácia deste processo, as simulações com ruído elevado (SNR = 10

dB) foram repetidas f xando-se (apenas na Etapa 2) a ordem dos sistemas em 5. Os resultados
apresentados na Tabela 3.11 mostram a melhora no desempenho do algoritmo.

107



0 50 100 150 200 250 300
−4

−2

0

2

4

6

 

 

0 50 100 150 200 250 300
−2

0

2

4

 

 

Saída Estimada
Saída Real

Saída Estimada
Saída Real

(a)

(b)

Amostra (k)

Amostra (k)

y 1
y 2

Figura 3.24: Validação dos dados considerando ruído colorido com SNR = 30 dB. (a) Pri-
meira saída do sistema e o valor de VAF obtido foi de 99, 09%. (b) Segunda saída do sistema
com VAF = 97, 02%. Nesta f gura, para melhor visualização, apenas um pequeno trecho do
sinal utilizado para validação está sendo apresentado.

Tabela 3.11: Resultados do algoritmo com ruído SNR = 10 dB e ordem dos modelos f xada
em 5 na Etapa 2 do algoritmo.

SNR (dB) Ruído Branco Ruído Colorido
VAF1 (%) 91,09 91,26
VAF2 (%) 82,27 82,29
Erro (%) 0,37 0,37

Sucessos (%) 100 100
Ordem 1 (%) 89 61
Ordem 2 (%) 87 59
Ordem 3 (%) 75 50
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3.8 ALGORITMO 6

Nesta seção serão descritas modif cações no Algoritmo 4 de forma a reduzir a sua carga
computacional. Conforme discutido na seção 3.6.1 a principal desvantagem deste algoritmo
com relação aos seus antecessores é o custo computacional mais elevado. Desta forma, as
modif cações que serão apresentadas tem o objetivo de deixar a abordagem iterativa mais
mais vantajosa, não apenas em termos de desempenho na estimação dos modelos locais mas
também em termos de custo computacional.

A estrutura de identif cação utilizada é exatamente igual a descrita no Algoritmo 4. São
apenas duas modif cações propostas. A primeira refere-se à metodologia para a identif cação
dos modelos locais. Com o desenvolvimento do Algoritmo 5 observou-se que a metodologia
utilizada para a identif cação dos modelos locais proposta por [75] (e descrita na seção 3.7.1)
é mais ef ciente computacionalmente e apresenta menores dispersões nas estimativas quando
comparada com o algoritmo ACR utilizado anteriormente. Desta forma, em todas as etapas
de identif cação dos modelos locais, o algoritmo ACR foi substituído pela metodologia apre-
sentada na seção 3.7.1.

Assim como nos algoritmos anteriores, esta metodologia é combinada com a metodo-
logia descrita na seção 2.1.2 para representar todos os modelos locais na mesma base de
estados. Adicionalmente, é utilizado o algoritmo de estimação de ordem, descrito na seção
2.1.3, para a estimação da ordem de cada modelo local. No entanto, uma importante ob-
servação deve ser feita. No procedimento iterativo proposto, é utilizado o algoritmo IMM
para realizar a atualização da segmentação dos dados (Etapa 6). Esse algoritmo requer que
as ordens dos diferentes modelos locais sejam iguais. Contudo, não é possível garantir a
estimação de valores iguais para todos os sub-modelos.

Portanto, as ordens devem ser estimadas apenas na etapa de identif cação f nal dos mode-
los locais (Etapa 8), ou seja, após a aplicação do algoritmo IMM. Isso signif ca que deve-se
def nir um valor f xo para a ordem dos modelos estimados durante as etapas 2 e 5 da me-
todologia. Contudo, como as ordens são desconhecidas a priori, recomenda-se def nir um
valor que seja igual ou maior que a máxima ordem esperada. Justif ca-se essa sugestão com
base no trabalho [97], onde os autores defendem que as perdas na caracterização do sis-
tema são menores quando a ordem é superestimada em comparação com valores de ordem
subestimadas.

A utilização desse procedimento elimina um outro problema potencial. Na etapa 2, a es-
timação de modelos de diferentes ordens provoca uma maior dispersão nos pontos enviados
ao algoritmo de clustering. Com efeito, no cenário onde o nível de ruído é muito elevado
ocorre a redução do desempenho do algoritmo. Esse problema foi apresentado e discutido
na seção 3.7.2.

A segundamodif cação proposta refere-se ao critério de convergência do algoritmo (Etapa
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7). O critério utilizado no Algoritmo 4 apresenta como desvantagem a necessidade de simu-
lação do sistema híbrido a cada iteração de modo a obter o valor de VAF. Esse procedimento
não é computacionalmente ef ciente e pode ser crítico quando a quantidade de dados amos-
trado for grande.

Assim, será utilizado um processo mais simples que consiste em comparar os centros
dos clusters identif cados em uma determinada iteração com os centros dos clusters identi-
f cados na iteração anterior. Quando esses centros forem próximos será considerado que os
parâmetros dos modelos locais convergiram. Essa comparação é feita utilizando a distân-
cia euclidiana. Portanto, quando a distância entre os centros dos clusters de duas iterações
sucessivas for menor que um determinado valor ξconv assume-se a convergência do algoritmo.

Note que, embora mais simples, esse novo critério é igualmente ef caz na determinação
de mudanças no mapa de segmentação e/ou parâmetros dos modelos locais, uma vez que,
qualquer mudança signif cativa nesses conjuntos signif cará variações nos centros dos clus-
ters identif cados. Adicionalmente, esse novo critério é computacionalmente mais ef ciente.

As mudanças descritas e o procedimento completo para o processo de identif cação estão
resumidas no Algoritmo 6. No entanto, destaca-se que não se trata de uma nova metodologia
de identif cação, uma vez que utilizou-se a mesma estrutura apresentada no Algoritmo 4.
A nova denominação Algoritmo 6 foi utilizada apenas por questões didáticas e facilitar a
apresentação dos resultados.
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Algoritmo 6 :

enquantoDist(ξk − ξk−1)
a > ξconv ouk < ξiteraçõesfaça2

Etapa 1 - Segmentação dos Dados:3

a) Crie pequenos subconjuntos de dados {LDj}
N−W
j=1 contendoW elementos, apli-

cando o particionamento nos seguintes conjuntos:

sek=1 então
No conjunto total de dados amostradosD;

senão

Nos conjuntos de dados clusterizados
{
Cc
q

}M
q=1

;

Etapa 2 - Identificação dos Modelos Locais:4

a) Def na um valor de ordem igual para todos os modelos locais.

b) Determine θj para cada conjunto de dados em {LDj}
N−W
j=1 usando as metodolo-

gias descritas nas seções 3.7.1 e 2.1.2.

Etapa 3 - Clustering:5

a) Agrupe todos os vetores {θj}N−W
j=1 emM clusters {ξi}Mi=1 usando o RCA.

Etapa 4 - Classificação dos Dados:6

a) Forme os subconjuntos dos dados {Cq}
M
q=1 da seguinte forma:

Cq =
{
∪N−W
j=1 LDj : θj ∈ ξq

}
, q = 1, . . . ,M.

Etapa 5 - Atualização dos Modelos Locais:7

a) Def na um valor de ordem igual para todos os modelos locais.

b) Para cada conjunto de dados {Cq}
M
q=1 estime os modelos locais usando as meto-

dologias descritas nas seções 3.7.1 e 2.1.2.

Etapa 6 - Atualização da Segmentação dos Dados:8

a) Com as estimativas dos modelos locais obtidas na Etapa 5, use o algoritmo IMM
apresentado na Seção 2.3 para corrigir os conjuntos dos dados clusterizados{
Cc
q

}M
q=1

Etapa 7: Checagem de Convergência:9

a) Calcule a distância entre os clusters identif cados nas iterações k e k − 1.

Etapa 8: Identificação Final dos Modelos Locais:10

a) Utilize a metodologia descrita na seção 2.1.3 para a estimação da ordem dos
modelos locais com base nos dados dos conjuntos

{
C
c
q

}M
q=1

.

b) Identif que os modelos locais f nais com os dados de
{
Cc
q

}M
q=1

, usando as meto-
dologias descritas nas seções 3.7.1 e 2.1.2.
aDist(ξk − ξk−1) denota a distância euclidiana entre os centros dos clusters identif cados na

iteração k e k − 11
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3.8.1 Resultados Numéricos

Para comprovar a ef ciência das modif cações propostas o Algoritmo 6 foi comparado
com o Algoritmo 4 em um exemplo simulado. O sistema híbrido considerado e os procedi-
mentos utilizados são exatamente iguais aos descritos na seção 3.6.1. Inicialmente as ordens
dos modelos locais são consideradas conhecidas a priori.

Os resultados obtidos estão resumidos na Tabela 3.12. Nesta tabela é possível observar
que a carga computacional na execução do Algoritmo 6 é muito menor. De fato, observou-se
uma redução média de 80, 9% no tempo de processamento quando o Algoritmo 6 é utilizado.
Os tempos de processamento obtidos com o Algoritmo 6 são melhores inclusive do que os
tempos de processamento obtidos com o Algoritmo 3 que não utiliza a metodologia iterativa.

Adicionalmente, o desempenho do Algoritmo 6 também foi muito superior ao do Algo-
ritmo 4 em relação à classif cação dos dados. Para níveis moderado de ruído (20, 30 e 35

dB), obteve-se uma redução média de 60, 45% nos erros de classif cação. Para um ruído na
proporção de 10 dB, os erros de classif cação foram semelhantes. A redução nos erros de
classif cação implica no identif cação de modelos locais mais acurados.

Tabela 3.12: Comparação de performance dos Algoritmos 4 e 6 com diferentes níveis de
ruído.

Algoritmo 4 Algoritmo 6

SNR (dB) 10 20 30 35 10 20 30 35
VAF (%) 74,63 91,33 97,10 98,39 75,46 92,09 97,32 98,49
Erro (%) 12,13 5,92 3,48 3,19 12,02 2,20 1,46 1,27

Successos (%) 96 99 100 100 95 100 100 100
Tproc médio (s) 58,06 41,46 41,67 39,72 14,85 7,12 6,98 6,71

3.8.1.1 Avaliação da ef ciência na estimação da ordem dos modelos locais

Nesta seção, o sistema híbrido utilizado anteriormente foi novamente simulado, mas
retirando-se a restrição que a ordem dos modelos locais é conhecida a priori. O objetivo
é avaliar a ef ciência do algoritmo na estimação das ordens dos modelos locais.

Nestas simulações, a sequencia de chaveamento foi gerada utilizando uma função cons-
tante por partes no tempo e que chaveia periodicamente a cada 120 amostras (τdwell = 120)
do seu valor atual para um valor alvo escolhido aleatoriamente entre {1, . . . , 4}. Este sinal
é mostrado na Figura 3.25. O sistema foi excitado por um sinal PRBS de média zero e vari-
ância unitária. Geraram-se 2000 pontos de uk e yk para a identif cação do sistema. O sinal
de saída foi simulado adicionando-se um sinal de ruído branco Gaussiano de média zero.
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Considerou-se três diferentes valores de magnitude para esse ruído, de forma que a relação
sinal ruído fosse igual a 20, 30 e 40 dB. Para demonstrar a ef ciência do algoritmo foi reali-
zado simulações de Monte Carlo com 100 realizações para cada nível de ruído mencionado.
Em cada simulação, era considerado uma diferente realização para o sinal de entrada, saída
e ruído. Para validação dos modelos estimados, considerou-se um conjunto de dados com
1200 pontos de entrada e saída diferente do utilizado para a identif cação.

Foi def nido um valor de ordem igual a 4 para a estimação dos parcial dos modelos
locais (nas etapas 2 e 5), uma vez que, nestas simulações, a ordem dos modelos locais foi
considerada desconhecida a priori. Lembra-se que, a ordem dos modelos é estimada apenas
na última etapa do algoritmo (Etapa 8 - Identif cação Final dos Modelos Locais).

Os resultados obtidos estão resumidos na Tabela 3.13. Como pode ser observado, o algo-
ritmo apresenta bons resultados para a estimação da ordem dos modelos locais nos cenários
de ruído moderado. De fato, a porcentagem de acerto na estimação das ordens é superior
a 90%. Conforme esperado, o desempenho é reduzido à medida que o nível de ruído do
sistema é aumentado.

No entanto, é importante destacar que, no exemplo considerado, a estimação incorreta
da ordem não causou grande inf uência no desempenho dos modelos estimados, como pode
ser comprovado comparando-se as Tabelas 3.12 e 3.13. O aumento na porcentagem de erro
de classif cação dos dados observado na Tabela 3.13 é atribuído ao aumento da quantidade
de chaveamentos do sistema e não a erros na estimação das ordens. A Figura 3.25 ilustra um
resultado típico de estimação de modos para dois diferentes níveis de ruído.

Tabela 3.13: Desempenho do Algoritmo 6 na estimação de ordem dos modelos locais com
diferentes níveis de ruído. Aqui, o termo Ordemx representa o número de vezes que o algo-
ritmo estimou corretamente a ordem do modelo local x nas 100 simulações.

SNR VAF (%) Erro (%) Sucessos (%) Ordem1 Ordem2 Ordem3 Ordem4

20 dB 90,32 5,52 97 97 81 83 97

30 dB 96,59 2,57 100 98 93 91 98

40 dB 98,94 2,31 100 100 92 95 100

3.8.1.2 Discussão sobre os problemas de convergência

Conforme já mencionado, um dos principais problemas da metodologia proposta é a au-
sência de prova de convergência do algoritmo. No entanto, esse é um dos muitos problemas
desaf adores que ainda estão em aberto no campo de identif cação de sistemas dinâmicos
híbridos [64]. A principal dif culdade em se obter garantias de convergência dos algorit-
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Figura 3.25: Resultado para a estimação dos modos com: (a) SNR of 40 dB (Erro de classi-
f cação = 1, 80%); (b) SNR of 20 dB (Erro de classif cação = 4, 45%).

mos está relacionada ao forte acoplamento entre a identif cação dos estados discretos e a
estimação dos parâmetros dos modelos contínuos [130].

Na metodologia apresentada, a convergência do algoritmo, embora não demonstrada te-
oricamente, parece ser facilmente obtida com a escolha adequada do parâmetro ξconv. De
fato, nos resultados apresentados na Tabela 3.13, o algoritmo convergiu em todas as simula-
ções. No entanto, o parâmetro ξconv tem um papel fundamental na convergência, velocidade
de convergência e desempenho do algoritmo na identif cação dos modelos. A Tabela 3.14
apresenta um estudo sobre o desempenho do algoritmo em função do parâmetro ξconv.

Tabela 3.14: Análise de convergência do algoritmo com diferentes valores do parâmetro
ξconv. As simulações foram realizadas com SNR = 20 dB e ξiterações = 7.

ϕc 0,01 0,05 0,1 0,2

VAF (%) 90,37 90,35 90,32 90,30

Erro (%) 5,31 5,48 5,52 5,71

Convergência (%) 3 99 100 100

Tproc médio(s) 40,56 24,72 15,13 14,78

Na Tabela 3.14 nota-se uma tendência de melhora no desempenho do algoritmo à medida
que diminui-se o valor do parâmetro ξconv. Mas, por outro lado, observa-se um aumento
signif cativo no tempo de processamento do algoritmo. Adicionalmente, a redução de ξconv
também causa uma redução no número de vezes que o algoritmo converge.
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Desta forma, o ajuste de ξconv é um compromisso entre o tempo de processamento e de-
sempenho do algoritmo na identif cação dos modelos locais. Por exemplo, para os resultados
obtidos nas Tabelas 3.12 e 3.13, foi utilizado o valor ξconv = 0, 1, pois é o que apresenta a
melhor relação entre o desempenho de estimação e tempo de processamento, como pode ser
observado na Tabela 3.14.

É importante ressaltar que, mesmo nos casos em que o algoritmo não convergiu, os mo-
delos estimados foram consistentes. De fato, nas simulações com ξconv = 0, 01, o algoritmo
convergiu em apenas 3% das simulações e mesmo assim os modelos identif cados apresen-
taram o melhor desempenho, como mostrado na Tabela 3.14.

Por f m, destaca-se que a escolha adequada do parâmetro ξconv permite estabelecer empi-
ricamente o valor de ξiterações . Este valor deve ser def nido de forma a permitir a convergência
do algoritmo no maior número de simulações possíveis.
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4 RESULTADOS COMPARATIVOS

4.1 INTRODUÇÃO

A revisão bibliográf ca apresentada na Seção 1.3 revelou uma importante lacuna na lite-
ratura, qual seja, a ausência de comparação entre as principais metodologias desenvolvidas
para a identif cação de sistemas dinâmicos híbridos no espaço de estados. Isso torna difícil
a def nição da melhor técnica ou da técnica de referência para os demais trabalhos. Desta
forma, este capítulo visa dar uma pequena contribuição comparando a abordagem mais com-
pleta desenvolvida neste trabalho (Algoritmo 6) com uma abordagem existente na literatura.

A escolha da técnica a ser comparada foi baseada na Tabela 1.2, apresentada na Seção 1.3.
Nesta tabela é realizada uma comparação entre as principais considerações realizadas nas di-
ferentes abordagens off-line existentes para a identif cação de sistemas dinâmicos chaveados
com modelos representados no espaço de estados. Esta tabela deixa claro que os trabalhos
[71], [72], [73], [50], [74] e [75] representam as melhores opções para comparação com a
abordagem apresentada nesta tese, visto que assumem as mesmas considerações. Destes,
os trabalhos [50] e [74] apresentam algoritmos que são versões preliminares da metodolo-
gia proposta em [75]. Da mesma forma, o trabalho proposto em [72] é uma versão mais
completa da metodologia proposta em [71]. Assim, essencialmente, existem três aborda-
gens, [72], [73] e [75], que são as mais apropriadas para comparação com a metodologia
apresentada neste trabalho.

Destas três abordagens, a abordagem proposta em [73] possui a limitação de requerer
uma dinâmica de chaveamento lenta no sistema híbrido. A proposta apresentada em [75]
tem como principal desvantagem a elevada sensibilidade aos ruídos de processo e medida,
uma vez que utiliza uma metodologia de detecção dos instantes de chaveamento baseada nas
variações dos subespaços projetados. Como resultado, o algoritmo não apresenta bons re-
sultados para níveis elevado de ruído. Adicionalmente, a metodologia não aborda problemas
de atraso na detecção e requer um número suf cientemente grande de chaveamentos entre os
diferentes modos do sistema para que seja possível representar todos os modelos locais na
mesma base de estados.

Desta forma, o trabalho proposto em [72] é o mais completo entre as três metodologias
destacadas, no sentido que não apresenta as desvantagens mencionadas acima e aborda os
problemas de atraso na detecção. Portanto, foi a abordagem escolhida para comparação com
o presente trabalho. O algoritmo apresentado em [72] foi desenvolvido pelos autores K. M
Pekpe, G. Mourot, K. Gasso e J. Ragot. Contudo, para facilitar a referência a este algoritmo
no restante do texto ele será denominado apenas por Algoritmo do Pekpe. A metodologia
utilizada neste algoritmo é descrita a seguir.
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4.2 ALGORITMO DO PEKPE

O algoritmo proposto em [72] é baseado em uma técnica de identif cação em subespaços.
A ideia básica consiste em aplicar um método de subespaços em uma matriz de projeção e
utilizar testes estatísticos para estimar os instantes de chaveamento do sistema. O método
em subespaço é aplicado a pequenos conjuntos de dados. Para formação destes conjuntos é
utilizada uma janela móvel no tempo. Contudo, a utilização de testes estatísticos apresenta
como desvantagem o atraso na detecção dos instantes de chaveamento.

Assim, os dados imediatamente antes dos instantes de chaveamento são considerados
como pontos duvidosos e são classif cados somente após a estimação dos parâmetros de
Markov. Um algoritmo de fusão, com base na comparação dos parâmetros de Markov, é
aplicado para combinar os modelos locais semelhantes. Em seguida, os parâmetros dos
modelos que foram combinados são estimados novamente. Este procedimento é repetido até
se observar que o número de modelos do sistema não sofre mais alterações. Neste momento,
é considerado que o algoritmo convergiu. Esta metodologia está resumida no diagrama de
blocos mostrado na Figura 4.1 e será brevemente descrita nesta seção. Para maiores detalhes
e demonstrações matemáticas deve-se consultar o trabalho original.
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Estimação das matrizes 
dos modelos locais 

(Algoritmo ERA)

Figura 4.1: Diagrama de blocos ilustrando a metodologia utilizada no Algoritmo do Pekpe.

Os autores utilizam o sistema híbrido chaveado como descrito na equação (3.1). Contudo,
a saída do sistema é representada como uma soma ponderada das saídas dos modelos locais:

yk =

M∑

j=1

pj,kyj,k, (4.1)

em que k representa o índice de tempo, yk ∈ R
ny é a saída do sistema, yj,k ∈ R

ny é a saída
do modelo local j e pj,k é o peso associado a yj,k. Os pesos dos modelos locais obedecem a
seguinte restrição:

pj,k ∈ {0, 1} e
M∑

j=1

pj,k = 1, ∀k ∈ [1, N ], (4.2)

em que N denota o número total de dados amostrados.

Assim, o primeiro passo do procedimento é re-escrever a saída do sistema (3.1) como
uma função dos parâmetros de Markov e das matrizes de block-Hankeldo sistema:

ȳj,k,L ≃Md
j,sUL +Mv

j,sVj,L + w̄j,k,L, (4.3)

em que o sub-escrito j é utilizado para indicar que o j-ésimo modelo local está ativo no
instante de tempo k. O parâmetro L representa o tamanho da janela móvel utilizada. As
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matrizes UL e Vj,L são as matrizes de block-Hankeldef nidas de maneira similar a (2.9), mas
considerando que o número de colunas é igual a L. A matriz ȳj,k,L é uma matriz com as
saídas do sistema def nida como:

ȳj,k,L =
[
yk yk+1 · · · yk+L

]
∈ R

ny×L, (4.4)

w̄j,k,L é a matriz de ruído de medidas e é def nida de maneira similar.

As matrizes Md
j,s ∈ R

ny×nus e Mv
j,s ∈ R

n×nus são os parâmetros de Markov da parte
determinística e estocástica, respectivamente, do j-ésimo modelo local. Essas matrizes são
def nidas como:

Md
j,s =

[
CjA

s−2
j Bj CjA

s−3
j Bj · · · CjBj Dj

]
. (4.5)

Mv
j,s =

[
CjA

s−2
j CjA

s−3
j · · · Cj 0

]
. (4.6)

A inf uência dos termos de entrada é removida da equação (4.3) através da projeção do
espaço linha da matriz ȳj,k,L sobre o espaço ortogonal ao espaço linha da matriz de block-

Hankelde entrada:

ȳj,k,LΠ(UL)⊥ ≃Mv
j,sVj,LΠ(UL)⊥ + w̄j,k,LΠ(UL)⊥, (4.7)

em que a matriz Π(UL)⊥ é um operador que realiza a projeção ortogonal e é def nido como
Π(UL)⊥ = I − U †

LUL.

Os autores em [72] mostram que a relação em (4.7) fornece um vetor residual contendo
apenas os termos de ruído. Assim, sob a consideração que os ruídos que afetam o sistema
são sequencias de ruído branco Gaussiano, mostra-se que o vetor residual obtido é um vetor
Gaussiano de média zero na ausência de chaveamentos no sistema.

Se um chaveamento ocorre, o valor médio deste vetor deixa de ser zero. Portanto, um
teste χ2 pode ser aplicado para detectar as variações no valor médio deste vetor. O vetor de
resíduos é dado pela seguinte relação:

ǫj,k = ȳj,k,LΠ(UL)⊥Z (4.8)

em que Z =
[
0 · · · 0 1

]T
∈ R

L×1 é apenas um vetor seletor.

Considere que µ represente a média e Rǫ a matriz de variância do vetor residual. Assim,
o termo ̟j,k = ǫTj,kR

−1
ǫ ǫj,k segue uma distribuição χ2 com ny graus de liberdade. Portanto,

enquanto ̟j,k for menor que um determinado limiar β é considerado que nenhum chavea-
mento ocorreu no sistema.

Após a obtenção dos instantes de chaveamento, são estimados os pesos pj,k dos modelos
locais. Somente um modelo local (modelo j) está ativo entre dois instantes de chaveamentos
consecutivos k1 e k2. A classif cação dos dados amostrados nos diferentes modos de ope-
ração do sistema durante o intervalo [k1, k2] é delicada por causa do atraso na detecção. O
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atraso na detecção é o tempo que os testes estatísticos levam para reconhecer as variações no
valor médio do vetor de resíduos. Se tmax representa o máximo tempo de atraso na detecção,
então os dados pertencentes ao intervalo ]k2 − tmax, k2] não podem ser atribuídos a nenhum
modo de operação. Assim, a classif cação destes pontos duvidosos é realizada somente após
a primeira estimação dos parâmetros de Markov dos modelos locais.

O próximo passo do procedimento é a identif cação dos parâmetros de Markov dos mo-
delos locais. Esses parâmetros são obtidos por mínimos quadrados como segue:

ȳj,k,zPjU
T
j (UzPjU

T
z )

−1 →Md
j,s para z →∞, (4.9)

em que a matriz de pesos Pj ∈ R
L×L do modelo local j é def nida como:

Pj =




pj,k 0 · · · 0

0 pj,k+1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · pj,k+L−1



. (4.10)

Após a estimação dos parâmetros de Markov, os dados duvidosos são classif cados. Isso
é realizado utilizando a seguinte equação de erro:

ej,k = |yk − M̂d
j,suk|. (4.11)

Os pontos duvidosos são associados ao modelo local que apresenta o menor erro. Em
seguida, um algoritmo de fusão de modelos é utilizado para combinar os modelos locais
semelhantes. Esse procedimento é baseado na comparação dos parâmetros de Markov. A
similaridade entre dois modelos locais é medida pela distância entre seus parâmetros de
Markov. Um teste χ2 com ny graus de liberdade pode ser utilizado para realizar o teste de
similaridade. Considerando β com um limiar do teste, se a distância entre dois parâmetros
de Markov é menor do que β então os modelos locais são semelhantes.

Após os teste de similaridade, os modelos locais semelhantes são combinados. Os parâ-
metros de Markov dos modelos locais combinados são re-estimados e uma nova busca por
modelos semelhantes é realizada. Os autores destacam que essa nova estimação proporciona
a estimação de modelos locais mais acurados porque o número de dados usado para estimar
os parâmetros é aumentado após a combinação dos modelos. Adicionalmente, a re-aplicação
do teste de similaridade após a combinação de modelos semelhantes é importante. Esse pro-
cedimento torna possível reconhecer modelos semelhantes que não tinham sido identif cados
na etapa anterior devido a falta de exatidão dos seus parâmetros causada pela identif cação
com uma quantidade insuf cientes de dados.

O último passo do algoritmo é a estimação de uma realização (Aj , Bj , Cj , Dj) de cada
modelo local. Isso é realizado a partir do conhecimento dos parâmetros de Markov de cada
modelo local. De forma a obter uma realização mínima e balanceada os autores em [72]
utilizam o Algoritmo ERA (do inglês, Eigenvalue Realization Algorithm) proposto em [131].
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4.3 RESULTADOS NUMÉRICOS

Nesta seção o Algoritmo 6 proposto na seção 3.8 será comparado com o Algoritmo do
Pekpe através de um exemplo simulado. Para isso, será considerado um sistema híbrido
chaveado composto de três modelos locais MIMO de terceira ordem. Esses modelos estão
representados abaixo:

A1 =




0,32 0,31 0
-0,32 0,31 0
0 0 -0,18


 , B1 =




0,9 -0,7
0,71 -0,5
0,8 0,47


 ,

C1 =

[
-0,55 0,2 0,8
0,45 0,3 0,58

]
, D1 =

[
0,97 0,63
-0,32 0,95

]
;

A2 =




0,2397 -0,522 -0,4535
-0,522 -0,0653 -0,4436
-0,4535 -0,4436 0,3772


 , B2 =




0 0,5096
2,143 0
-0,8066 -0,6178


 ,

C2 =

[
-0,3859 1,495 0
1,202 0,4929 0,2108

]
, D2 =

[
0,5 0,3
-0,2 0,5

]
;

A3 =




0 0,8 0
-0,8 0,5 0,3
0 0 0,1


 , B3 =




0,4 1
0 1
1 -0,2


 ,

C3 =

[
1 0 1
0,1 -0,5 1

]
, D3 =

[
0 0
0 0

]
.

Nas simulações geraram-se 1500 pontos de dados de uk e yk que são utilizados no pro-
cesso de identif cação do sistema. A sequencia de chaveamento utilizada está mostrada na
Figura 4.2. O sistema foi excitado por um sinal PRBS de média zero e variância unitária.
O sistema foi simulado e adicionado ao sinal de saída um sinal de ruído branco de média
zero. Foram consideradas três diferentes amplitudes para esse ruído 10, 20 e 30 dB. De ma-
neira similar aos exemplos anteriores, para cada nível de ruído mencionado foram realizadas
simulações de Monte-Carlo de tamanho 100 com diferentes realizações de entrada, saída e
ruído. A validação dos modelos estimados foi realizada utilizando-se um conjunto de dados
diferente do utilizado para a identif cação dos modelos. Este conjunto de dados de validação
continha 900 amostras.

Uma vez que o principal objetivo é comparar os dois procedimentos, a ordem dos mo-
delos locais foi considerada conhecida a priori. A motivação para isso foi evitar variações
provenientes do algoritmo de estimação de ordem. Exaustivas simulações foram realizadas
para determinar o melhor ajuste inicial dos parâmetros dos dois algoritmos. Para o Algoritmo
do Pekpe os parâmetros selecionados foram β = 18, 467, tmax = 10. Os demais parâmetros
foram (i = 18, Li = 100), (i = 9, Li = 86) e (i = 8, Li = 40) para os níveis de ruído de
10, 20 e 30 dB, respectivamente. Para o Algoritmo 6 os parâmetros foram ajustados como
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segue: W = 60, o número de blocos linhas foi igual a 4, ξconv = 0, 1 para os níveis de ruído
20 e 30 dB, e ξconv = 0, 3 para 10 dB. Os demais parâmetros foram ajustados como descrito
nos exemplos anteriores.

Os algoritmos foram comparados em termos da acurácia dos modelos identif cados, tole-
rância ao ruído, capacidade em estimar corretamente o número de modos do sistema, capa-
cidade em classif car corretamente os dados nos diferentes modos e tempo de computação.
Para quantif car a acurácia dos modelos estimados, além do valor de VAF, foi utilizado como
medida de performance adicional o valor de Erro Médio Quadrático (MSE), def nido na
equação (2.70).

Os resultados obtidos estão resumidos na Tabela 4.1. É importante destacar que os valo-
res relativamente elevados para o índice MSE observado em ambos algoritmos resultam da
elevada amplitude do ruído adicionado ao sinal de saída. Como pode ser visto nesta tabela,
os dois algoritmos obtiveram resultados semelhantes para o nível de ruído de SNR = 30 dB.
No entanto, o Algoritmo do Pekpe tem um custo computacional muito menor. De fato, o
Algoritmo 6 necessita, em média, de 4, 44s a mais de tempo de processamento para fornecer
uma estimativa do sistema.

No entanto, o Algoritmo 6 apresenta resultados muito melhores a medida que o nível de
ruído é aumentado. Por exemplo, para o ruído de 20 dB, o Algoritmo 6 reduziu em 91%

os erros de classif cação. Como consequência, os modelos estimados conseguem reconstruir
a saída real do sistema com muito mais precisão. Isso é comprovado analisando o valor
de MSE onde o Algoritmo 6 apresentou uma redução de 26% em relação ao Algoritmo do
Pekpe. Já para o nível de ruído de 10 dB, o Algoritmo 6 apresentou uma redução de 84, 7%
nos erros de classif cação e 30, 1% no valor de MSE.

Uma vantagem adicional do Algoritmo 6 em relação ao Algoritmo do Pekpe está rela-
cionada com a dispersão das estimativas obtidas. Observou-se que o Algoritmo 6 produz
menor variação nas estimativas quando comparado com o Algoritmo do Pekpe, como pode
ser observado nos valores de desvio padrão apresentados na Tabela 4.1 e na distribuição dos
valores de VAF apresentada Figura 4.3. Isso implica em uma maior robustez do Algoritmo 6
com relação ao ruído que afeta o sistema. De fato, o Algoritmo 6 consegue fornecer estimati-
vas mais consistentes e com pouca variação mesmo quando o sistema está sujeito a elevados
níveis de ruído. Por outro lado, o Algoritmo do Pekpe é mais afetado pelo ruído do sistema,
resultando em estimativas com maior desvio padrão e, em alguns casos, na identif cação de
modelos locais pouco acurados (valores de VAF menores que 60%).
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Tabela 4.1: Comparação de desempenho dos algoritmos com diferentes níveis de ruído.
Aqui, os termos VAFx e MSEx indicam o cálculo do valor de VAF e MSE, respectivamente,
para a saída x do sistema e o termo σZ indica o desvio padrão da medida Z.

Algoritmo do Pekpe Algoritmo 6

SNR (dB) 30 20 10 30 20 10

VAF1 (%) 96,57 84,72 63,80 96,63 90,36 73,22

σVAF1 1,14 2,50 6,50 0,21 0,54 3,39

VAF2 (%) 96,43 84,06 59,70 96,50 90,15 72,61

σVAF2 1,38 3,46 7,22 0,22 0,52 4,63

MSE1 0,29 0,97 3,33 0,24 0,72 2,38

σMSE1 0,06 0,15 0,38 0,02 0,04 0,30

MSE2 0,10 0,42 1,46 0,10 0,31 1,02

σMSE2 0,03 0,08 0,21 0,01 0,02 0,18

Erro (%) 1,52 21,23 47,21 1,49 1,89 7,22

Sucessos (%) 95 8 11 100 100 99

Tproc médio(s) 0,77 0,98 1,15 5,21 7,41 7,82

Os resultados apresentados na Tabela 4.1 também indicam que o Algoritmo 6 consegue
estimar corretamente o número de modos do sistema para todos os níveis de ruídos conside-
rados, enquanto que o Algoritmo do Pekpe apresentou bons resultados apenas para SNR =
30 dB. Na Figura 4.2 é apresentado um resultado típico para estimação dos modos nos dois
algoritmos.

O Algoritmo 6 apresenta duas principais desvantagens com relação ao Algoritmo do
Pekpe. A primeira é relacionada ao número mais elevado de parâmetros para ajuste no iní-
cio do processo de identif cação. Contudo, conforme já discutido, apesar da quantidade de
parâmetros o problema de ajuste é relativamente simples. A segunda desvantagem está re-
lacionada ao custo computacional. Nas simulações realizadas obteve-se, no pior caso, um
aumento de 656% no tempo de processamento. No entanto, uma vez que os métodos apre-
sentados abordam o problema de identif cação de modo off-line, esse aumento no tempo de
processamento não é considerado um problema. Portanto, apesar destas duas desvantagens,
acredita-se que o ganho de desempenho obtido com o Algoritmo 6 justif ca a sua utilização.
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Figura 4.2: Resultado típico para a estimação de modos com SNR = 20 dB: (a) Algoritmo
do Pekpe. (b) Algoritmo 6.
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Figura 4.3: Distribuições dos valores de VAF nas 100 simulações independentes realizadas
com os dois algoritmos. (a) Algoritmo do Pekpe com SNR = 30 dB. (b) Algoritmo 6 com
SNR = 30 dB. (c) Algoritmo do Pekpe com SNR = 20 dB. (d) Algoritmo 6 com SNR = 20
dB. (e) Algoritmo do Pekpe com SNR = 10 dB. (a) Algoritmo 6 com SNR = 10 dB.
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5 CONCLUSÕES

Em anos recentes, o problema de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos tem atraído
crescente interesse dos pesquisadores, motivados por suas potenciais aplicações práticas e
pelo fato do paradigma híbrido proporcionar a obtenção de modelos matemáticos mais f exí-
veis e representativos do sistema.

Neste trabalho, foi proposta e discutida uma nova estrutura para a identif cação de sis-
temas híbridos no espaço de estados, mais especif camente o caso particular de sistemas
chaveados lineares de tempo discreto, em que a variável discreta denota o modelo matemá-
tico que rege a evolução dos estados contínuos. A escolha pela identif cação de modelos
representados no espaço de estados foi motivada por dois fatores. Primeiro, estes mode-
los são mais convenientes e permitem uma representação mais elegante e compacta para
sistemas MIMO. Segundo, a maioria dos métodos de identif cação existentes na literatura
abordam o problema de identif cação de modelos na forma de entrada e saída, geralmente do
tipo PWA e se limitam a sistemas SISO ou, em poucos casos, MISO. De fato, ainda existem
poucos métodos desenvolvidos para identif cação dos sistemas híbridos na forma de espaço
de estados.

A abordagem desenvolvida considerou pressupostos muito gerais de que os instantes de
chaveamento, o número de modelos locais, a ordem e os parâmetros destes modelos podem
ser simultaneamente desconhecidos. A principal contribuição deste trabalho foi a proposi-
ção de uma nova estrutura (framework) de identif cação onde os modelos locais do sistema
híbrido são identif cados antes da estimação dos instantes de chaveamento. Desta forma, o
conhecimento dos parâmetros dos modelos locais pode ser explorado para classif car corre-
tamente os dados amostrados nos diferentes modos do sistema. Para realizar estas tarefas foi
explorado o uso de técnicas de identif cação em subespaços, clustering, f ltragem híbrida e
classif cação de dados.

Esta nova estrutura de identif cação resultou no desenvolvimento de seis novos algo-
ritmos. Os dois primeiros algoritmos desenvolvidos introduziram as ideias mencionadas.
Nestes, a identif cação f nal dos modelos locais foi baseada nas informações obtidas pelo al-
goritmo de clustering. No Algoritmo 1, são utilizadas informações fornecidas pelo algoritmo
de clustering para classif car os dados nos diferentes modos de operação do sistema. Após
essa classif cação é aplicada uma técnica de identif cação em subespaços para identif car os
modelos locais. Já no Algoritmo 2, os modelos locais são extraídos a partir dos centros
dos clusters identif cados pelo algoritmo de clustering. Os resultados obtidos demonstra-
ram a viabilidade e a ef ciência das propostas, uma vez que os algoritmos apresentaram bom
desempenho na detecção do número de modos do sistema, na estimação dos instantes de
chaveamento e na reconstrução dos modelos locais. Contudo, os resultados obtidos com
o Algoritmo 1 foram melhores quando comparados aos do Algoritmo 2, especialmente, no
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cenário onde a dinâmica de chaveamento do sistema era rápida. A principal vantagem do
Algoritmo 2 está relacionada ao custo computacional. Observou-se uma redução média de
aproximadamente 51% no tempo de processamento.

No entanto, verif cou-se que o desempenho de ambos algoritmos era reduzido quando a
dinâmica de chaveamento do sistema era rápida e os instantes de chaveamento não múltiplos
do tamanho da janela utilizada na segmentação dos dados. Este problema foi contornado
com o desenvolvimento do terceiro algoritmo. Este algoritmo foi uma evolução dos dois
primeiros no sentido que incorporou uma etapa de atualização da segmentação dos dados.
Esta etapa é realizada pelo algoritmo IMM utilizando-se as estimativas parciais dos mode-
los locais. Esta abordagem apresentou também a ideia de descartar os pontos duvidosos do
processo de identif cação utilizando, para isso, as informações fornecidas pelo algoritmo de
clustering. Essas modif cações representaram ganhos expressivos de desempenho do algo-
ritmo. Contudo, tornou o processo de inicialização dos parâmetros do algoritmo uma tarefa
árdua e tediosa.

O quarto algoritmo desenvolvido introduziu uma abordagem iterativa no processo de
identif cação. Neste algoritmo o problema de identif cação foi interpretado como um pro-
blema maximização da função de máxima probabilidade a posteriori do sistema. A proposta
então foi realizar esta maximização através de um processo iterativo, onde a cada iteração
utiliza-se a estimativa corrente dos modelos locais do sistema para obter um novo mapa de
segmentação e, este novo mapa de segmentação é utilizado para encontrar um novo máximo
para os parâmetros do modelo. Essa abordagem se mostrou muito ef ciente, uma vez que
foram obtidos resultados semelhantes aos do Algoritmo 3 sem a necessidade de descartar
pontos no processo de identif cação. De fato, observou-se que o número de outliers era natu-
ralmente reduzido ao longo das iterações. A principal desvantagem deste algoritmo para os
seus antecessores é o aumento da carga computacional.

O Algoritmo 6 foi desenvolvido para tornar a metodologia mais ef ciente computacio-
nalmente. Para isso, este algoritmo herdou a mesma estrutura de identif cação proposta no
Algoritmo 4, mas utilizou ummétodo de identif cação em subespaços mais ef ciente do ponto
de vista computacional e um novo critério de convergência. O resultado foi uma redução mé-
dia de 81% no tempo de processamento. As modif cações propostas também proporcionaram
uma melhora signif cativa na qualidade dos modelos estimados e na classif cação dos dados
nos diferentes modos.

A metodologia de identif cação proposta apresenta dois principais problemas. O primeiro
é o número elevado de parâmetros para ajuste no início do processo de identif cação. No
entanto, apesar da quantidade de parâmetros, o problema de ajuste é relativamente simples.
O segundo problema está relacionado a ausência de provas de convergência dos algoritmos.
Contudo, este é um problema comum às principais abordagens de identif cação existentes na
literatura. A principal dif culdade em se obter garantias de convergência dos algoritmos está
relacionada ao forte acoplamento entre a identif cação dos estados discretos e a estimação
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dos parâmetros dos modelos contínuos. Neste trabalho, verif cou-se, empiricamente, que a
escolha adequada do parâmetro ξconv permite que a convergência seja obtida na maioria dos
casos.

Uma outra importante contribuição deste trabalho foi a comparação da metodologia pro-
posta com uma abordagem já existente na literatura. A revisão bibliográf ca realizada para
o desenvolvimento deste trabalho revelou que a ausência de comparação entre as principais
metodologias desenvolvidas é uma importante lacuna existente na literatura, uma vez que
esta ausência torna difícil a def nição da melhor técnica ou da técnica referência para os
demais trabalhos. Desta forma, o Algoritmo 6 desenvolvido foi comparado com o trabalho
proposto em [72].

Os resultados obtidos mostraram que, para níveis moderados de ruído, as duas aborda-
gens apresentam desempenho semelhante. Contudo, para níveis elevados de ruído, o Algo-
ritmo 6 estima modelos locais muito mais precisos. De fato, no melhor caso, obteve-se uma
redução média de 30% no erro médio quadrático e 91% de redução nos erros de classif cação
dos dados.

A principal desvantagem do Algoritmo 6 em relação ao trabalho proposto em [72] é o
custo computacional. No pior caso, o Algoritmo 6 precisou de 6, 67s a mais de tempo de
processamento para fornecer uma estimativa do sistema híbrido. No entanto, uma vez que os
métodos apresentados abordam o problema de identif cação de modo off-line, esse aumento
no tempo de processamento não é considerado um problema.

Por f m, a metodologia inicialmente desenvolvida para identif cação de sistemas dinâ-
micos chaveados foi estendida para a realizar a identif cação de sistemas chaveados af m
por partes. Esta extensão permite ainda a identif cação de sistemas híbridos do tipo PWA
no espaço de estados. Esta é uma importante característica da metodologia, uma vez que,
ao melhor conhecimento do autor, apenas um trabalho existente na literatura abordou este
tipo de problema. As principais abordagens de identif cação de sistemas PWA focam na
identif cação de modelos descritos na forma de entrada-saída.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Ainda nesta linha de pesquisa sugere-se os seguintes trabalhos:

• Nesta tese foi desenvolvido uma nova estrutura de identif cação de sistemas dinâmicos
híbridos que permite a identif cação das matrizes dos modelos locais e a estimação
dos instantes de chaveamento. No entanto, a estrutura proposta não focou na identi-
f cação da dinâmica discreta, ou seja, na identif cação de modelos matemáticos que
descrevem a evolução do estado discreto. A extensão do trabalho para identif cação
da dinâmica discreta tornaria a estrutura de identif cação proposta mais completa e
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o modelo híbrido f nal mais adequado para diversas aplicações como, por exemplo,
desenvolvimento de estratégias de controle.

• Desenvolvimento de bases teóricas formais para determinação do tamanho da janela
móvel utilizada no processo de identif cação.

• Análise matemática do algoritmo para determinação das condições necessárias e suf -
cientes para se obter a convergência do algoritmo.

• Na etapa de identif cação f nal dos modelos locais, desenvolver um método de identif -
cação em subespaços ponderado. As ponderações utilizadas seriam as probabilidades
dos modos fornecidas pelo algoritmo IMM. Esse procedimento poderia proporcionar
uma maior robustez ao algoritmo, uma vez que os pontos que são classif cados com
baixo grau de conf ança receberiam peso menor no processo de identif cação.

• Aplicação da metodologia desenvolvida para a identif cação de um sistema híbrido
real. Todos os algoritmos desenvolvidos foram validados considerando exemplos si-
mulados. Assim, é importante verif car o desempenho da metodologia proposta quando
utilizada em dados reais.

• Investigar a possibilidade de se utilizar um indicador de dispersão dos vetores dos pa-
râmetros de Markov obtidos na fase de clustering para criar um procedimento iterativo
para auxiliar no ajuste dos parâmetros iniciais do algoritmo. Um possível indicador de
dispersão seria a média das distâncias de cada ponto ao centro de cada cluster (dq,k)
ponderadas pelos pesos uq,k. Assim, a ideia seria usar este indicador para redef nir
os parâmetros iniciais do algoritmo e reiniciar o algoritmo. O principal objetivo seria
reduzir a inf uência do usuário no ajuste dos parâmetros.
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A. LISTA DE PUBLICAÇÕES

Anteriormente ao aprofundamento desta tese no tema de identif cação de sistemas hí-
bridos, a revisão da literatura acerca de sistemas híbridos levou ao estudo sobre desenvol-
vimento de sistemas de controle para veículos aéreos não-tripulados e estimação híbrida,
culminando com as seguintes publicações:

• R. J. M. Afonso, R. V. Lopes, R. K. H. Galvão. Controle Preditivo com garantia

de estabilidade nominal aplicado a um helicóptero com três graus de liberdade

empregando relaxamento das restrições de saída. In: XVIII Congresso Brasileiro

de Automática (CBA 2010), Bonito - MS, 2010:Este trabalho abordou as vantagens
do emprego de uma política de relaxamento de restrições sobre as variáveis de saída
em uma formulação de Controle Preditivo quando identif cada a ocorrência de não-
factibilidade do problema de otimização com restrições, cuja solução é requerida por
este controlador. A formulação de Controle Preditivo adotada neste estudo possui
garantia de estabilidade nominal assintótica, desde que o problema de otimização a ser
resolvido seja factível. Para ilustração, apresenta-se um estudo de caso envolvendo um
modelo de simulação não-linear de um mini-helicóptero com três graus de liberdade.

• R. V. Lopes, P. H. R. Q. E. A. Santana, G. A. Borges, J. Y. Ishihara. Model Predic-

tive Control applied to tracking and attitude stabilization of a VTOL quadrotor

aircraft. In: 21st International Congress of Mechanical Engineering (COBEM

2011), Natal - RN, 2011:Este trabalho apresentou uma nova abordagem de controle
de um mini-helicóptero do tipo quadrirrotor usando uma técnica de controle preditivo.
A formulação empregada é baseada em ummodelo não-linear obtido pela linearização
da dinâmica da planta em torno de um ponto de equilíbrio. A sequencia de controle
ótimo é implementada seguindo uma estratégia de controle retrocedente. A otimização
é repetida a cada instante de amostragem levando em consideração as novas leituras
dos sensores. A habilidade do MPC em respeitar restrições operacionais nas variáveis
de entrada e/ou saída é explorada para garantir o controle de posição e a estabilização
de todo o sistema com um único controlador na malha de controle. Resultados de
simulação são comparados com os controladores convencionais PID e backstepping
não-linear.

• Z. R. M. Junior, R. V. Lopes. Modelagem de um helicóptero elétrico em uma pla-

taforma 3DOF. In: XIX Congresso Nacional de Estudantes de Engenharia Me-

cânica (CREEM 2012), São Carlos, 2012.:Este trabalho apresentou a modelagem
matemática de um helicóptero elétrico f xo a uma plataforma com 3 graus de liberdade
que está sendo desenvolvida na Universidade de Brasília. A validação do modelo é re-
alizada através de análises das simulações numéricas em ambiente Matlab/Simulink.
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Uma vez delimitado o tema da tese ao campo identif cação de sistemas dinâmicos híbri-
dos, a continuação da pesquisa deu origem aos seguintes trabalhos científ cos:

• R. V. Lopes, G. A. Borges, J. Y. Ishihara. New Algorithm for Identification of

Discrete-Time Switched Linear Systems. American Control Conference (ACC

2013), Jun. 2013:Este trabalho apresentou o primeiro algoritmo desenvolvido nesta
tese para identif cação de sistemas dinâmicos híbridos. A metodologia off-line pro-
posta explora o uso de técnicas de identif cação em subespaços, clustering e classi-
f cação de dados para estimar a quantidade, a ordem e as matrizes dos sub-modelos.
Adicionalmente, permite obter uma estimativa dos instantes de chaveamento do sis-
tema. Uma característica importante do algoritmo é que as matrizes dos diferentes
sub-modelos podem ser combinadas diretamente pois são obtidas na mesma base de
estados. A ef ciência do método desenvolvido é ilustrada através de um exemplo de
simulação.

• R. V. Lopes, G. A. Borges, J. Y. Ishihara. Procedimento Baseado em Clustering

para Identificação de Sistemas Dinâmicos Híbridos no Espaço de Estados. Sim-

pósio Brasileiro de Automação Inteligente (SBAI 2013), Out. 2013:Este trabalho
apresentou a versão modif cada do primeiro algoritmo. A principal contribuição do
algoritmo é a estimação dos modelos locais do sistema a partir das estimativas for-
necidas pelo algoritmo de clustering. A metodologia proposta foi comparada com o
Algoritmo 1 através de simulações numéricas.

• R. V. Lopes, G. A. Borges, J. Y. Ishihara. Algoritmo para Identificação de Siste-

mas Híbridos PWA no Espaço de Estados. Congresso Brasileiro de Automática

(CBA 2014), Set. 2014:Este artigo endereça o problema de identif cação de uma
classe de sistemas dinâmicos híbridos conhecida como sistemas híbridos com mode-
los af ns por partes descritos no espaço de estado. A abordagem proposta estendeu
uma metodologia baseada em clustering, inicialmente restrita a identif cação de sis-
temas chaveados lineares, para sistemas híbridos com modelos af ns por partes. As
principais contribuições do algoritmo são a não necessidade de um número elevado
de chaveamentos entre os diferentes modos do sistema e a possibilidade de conside-
rar sistemas sujeitos a ação de ruído colorido. A ef ciência do algoritmo proposto foi
ilustrada através de exemplos de simulação. O trabalho apresentado neste artigo é o
Algoritmo 5 apresentado nesta tese.

• P. H. R. Q. E. A. Santana, R. V. Lopes, B. G. R. Amui, G. A. Borges, J. Y. Ishihara

and Brian Williams. A New Filter for Hybrid Systems and its Applications to Ro-

bust Attitude Estimation. IEEE Conference on Decision and Control (CDC 2014)

(Submetido): Este trabalho aborda o problema de f ltragem estocástica para sistemas
híbridos. Inspirado por uma aplicação de estimação de atitude de um quadrirotor com
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sensores defeituosos, este artigo apresentou um novo f ltro híbrido chamado de IP-
MHMF. Este f ltro generaliza o bem conhecido IMM e introduz um novo passo de
eliminação de hipóteses considerando uma maior quantidade de informações quando
comparado com os algoritmos existentes na literatura. Os resultados teóricos são va-
lidados por meio de experimentos reais e comparações com algoritmos existentes na
literatura. Os resultados obtidos apresentam o IP-MHMF como a melhor alternativa
em termos de robustez das estimativas a perturbações nas medidas dos sensores, esta-
bilidade, erro médio quadrático e carga computacional.

• R. V. Lopes, G. A. Borges, J. Y. Ishihara. Identification of state-space switched

linear systems with data classification (A ser submetido):Este artigo aborda o pro-
blema de identif cação de sistemas dinâmicos híbridos chaveados MIMO no espaço
de estados e apresenta a metodologia de identif cação proposta no Algoritmo 3 desta
tese. Simulações numéricas são utilizadas para validação da metodologia e demons-
tração do ganho de desempenho obtido com as modif cações propostas com relação ao
Algoritmo 1 desta tese.

• R. V. Lopes, G. A. Borges, J. Y. Ishihara. New Framework for Identification of

Discrete-Time Switched Linear Systems. IEEE Transactions on Automatic Con-

trol, Vol. X, No. X, 2014 (Submetido): Este artigo apresenta a estrutura de iden-
tif cação mais completa (Algoritmo 6) apresentada nesta tese para a identif cação de
sistemas dinâmicos híbridos chaveados MIMO no espaço de estados. Assim, neste
trabalho a metodologia apresentada consiste em calcular iterativamente a função den-
sidade de probabilidade a posteriori dos modelos discretos e contínuos. Isto é realizado
explorando o uso combinado de métodos de identif cação em subespaços, clustering e
f ltragem híbrida para segmentar os dados em diferentes sub-modelos e realizar a esti-
mação de modelos locais. O desempenho do algoritmo proposto é demonstrado através
de exemplos numéricos e comparação dos resultados com uma abordagem existente
na literatura.
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